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OZET

GENELLESTIRILMIS EXTENDING KOSULLARI UZERINE
ARASTIRMALAR

Edanur TASTAN
Matematik Anabilim Dali

Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Temmuz, 2021
Danigsman : Do¢. Dr. Figen TAKIL MUTLU

Bu tezde extending modiiller, extending modiillerin genellemeleri olan Goldie
extending modiiller ile C;-modiiller ayrintili bir gekilde incelenmigtir. Bu amacla,
caligmamizda kullanilan temel kavramlar ve teoremler ilk béliimde ayrintili bir ge-
kilde verilmistir. Tkinci boliimde projektif, injektif ve yari-injektif modiil siniflarinin
gerekli olan ozellikleri kanitlar ile birlikte verilmistir. Uciincii béliimde ise calig-
mamiza temel olusturacak olan siirekli, yari-siirekli ve C'S-modiiller incelenmistir.
Dérdiincii boliimde Goldie extending (G-extending) modiiller ele alinmigtir. Ozel-
likle dik toplanan ve dik toplamlar 6zelinde Goldie extending modiiller incelenmigtir.
Bu modiil sinifinin temel 6zellikleri ile birlikte karakterizasyonlar: ayrintili bir sekilde
verilmigtir. Son boliimde ise C11-modiil sinifi {izerinde durulmustur. Dik toplam-
larin aksine, bir C;-modiiliin dik toplananinin C;-modiil olmasi gerekmedigi gos-
terilmigtir. Bir C'j;-modiiliin dik toplananinin ne zaman C';-modiil olacagina iligkin
sonuglar verilmigtir. Son olarak extending, G-extending, C';; ve F'I-extending modiil

siniflar1 arasindaki iligkiler incelenmigtir.

Anahtar Sozciikler: Extending modiil, G-extending modiil, F'I-extending modiil,

C’H—modﬁl
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ABSTRACT

RESEARCH ON SOME GENERALIZED EXTENDING CONDITIONS

Edanur TASTAN
Mathematics Department

Eskisehir Technical University, Institute of Graduate Programs, July, 2021

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Figen TAKIL MUTLU

In this thesis extending modules, Goldie extending modules and C;-modules which
are the generalizations of the extending modules are examined in detail. For this
purpose, the basic notions and theorems used in our study are given in detail in the
first chapter. In the second chapter, the required properties of projective, injective
and quasi-injective module classes are given along with their proofs. In the third
chapter, continuous, quasi-continuous and CS-modules which are the basis of our
study are investigated. In the fourth chapter, Goldie extending modules are dis-
cussed. In particular, the direct summand of a Goldie extending module and the
direct sum of Goldie extending (G-extending) modules are researched. The char-
acterization of this module class is given in detail along with its main properties.
In the last chapter, the C;-module class is emphasized. Unlike the direct sum of
Chii-modules, it is shown that the direct summand of a Cj;-module need not be a
Chii-module. In addition, the results are given for when the direct summand of a
Chii-module becomes a C11-module. Finally, the relationships between the extend-

ing, G-extending, C'; and F'I-extending modules are explained.

Keywords: Extending module, G-extending module, F'I-extending module,

C’ll—module
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ETIK iLKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zgiin bir ¢caligma oldugunu; calismamin hazirlik, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tiim agsamalarinda bilimsel etik ilke ve ku-
rallara uygun davrandigimi; bu caligma kapsaminda elde edilemeyen tiim veri ve
bilgiler icin kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi; bu
calismanin Eskisehir Teknik Universitesi tarafindan kullanilan “bilimsel intihal tespit
programi”yla tarandigini ve hicbir gekilde “intihal icermedigini” beyan ederim. Her-
hangi bir zamanda, ¢aligmamla ilgili yaptigim bu beyana aykiri1 bir durumun sap-
tanmasi durumunda, ortaya c¢ikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglara raz oldugumu

bildiririm.

Edanur TASTAN
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1. GIRIS
1.1. Kategoriler ve Funktorlar

Tamim 1.1.1. Bir € kategorist (Obj(€), Mor(¥), o) dg¢lisi olup asagidaki izel-
likleri saglar.

(1) Obj(%); elemanlarina “€ kategorisinin objesi (€-obje)” denilen simiftir ve
bu sinaifin elemanlart A, B,C, ... ile gosterilir.

(2) Her A, B € Obj(¥) i¢in Morg (A, B); elemanlarina “A objesinden B obje-
sine bir morfizma” denilen bir kiimedir ve bu kiimenin elemanlari o, 5,7, ... ile
gosterilir. Her a € Morg (A, B) morfizmasia: A — B ya da A - B notasyonlar:
ile ifade edilir. Ayrica her A, B, C;, D € Obj(%¥) i¢in

(A, B) # (C, D) = Mory (A, B) N Morg(C, D) # 0

saglanyr. Mor(€); € kategorisinin biitin morfizmalarimin sinify olarak adlandurilir
ve tiim Morg (A, B) kiimelerinin birlesimi olarak tanymlanir. Bu sinifin elemanlar:
kisaca € -morfizma ile ifade edilir.

(3) Her A € Obj(%) icin “A nan birim morfizmasi” denilen idy € Morg (A, A)
morfizmasi vardur.

(4) Ya € Morg (A, B) ve B € Morg(B, C) i¢in

Morg (A, B) x Morg(B,C) — Morg(A,C)
(v, B) — Pa:=pfoa

@
(@]

seklinde tanmaml “bileske” denilen sembolii ile gdsterilen islem vardir. Ayrica bu

wslem asagqidaki ki kosulu saglar.

(1) Ya € Morg (A, B), 8 € Morg (B, C) ve v € Morg(C, D) icin

v(Ba) = (vF)a



dwr. Yans

seklindedir.

(77) Va € Morg (A, B) i¢in

duvr. Yani

seklindedir (Bkz., [1]).

Ornek 1.1.2. Asaqidaki tim kategorilerde bileske islemi olarak, bilinen fonksiyon
bileskesi ve birim morfizmalar olarak, birim fonksiyonlar alinmagtir.

(¢) Kiimeler Kategorisi; 61 = Set ile gdsterilen bir kategoridir. Obj(€1); tim
kiimelerdir. Mor (6); kiimeler arasindaki tim fonksiyonlardur.

(i¢) Gruplar Kategorisi; ¢, = Grp ile gosterilen bir kategoridir. Obj(%); tim
gruplardyr. Mor (€,); tim grup homomorfizmalaridur.

(2¢2) Modiller Kategorisi; €5 = Mod-R ile gdsterilen bir kategoridir. Obj(%3);
tim R-modillerdir. Mor (€3); tim R-modil homomorfizmalaridir (Bkz., [1]).

Tanim 1.1.3. 6, ve 65 iki kategori olsun.

F: Mor(%1) — Mor(%2)

ar— F(a)

fonksiyonu asaqidaki kosullar saghyor ise F ye €1 den 65 ye bir funktor denir.

(i) Her A, B € Obj(%)) ve A %5 B, €, de bir morfizma ise F(A), F(B) €
Obj(%,) ve F(A) RGN F(B), € de bir morfizmadar.



(17) F altinda birim morfizmalar korunur. Yani her A € Obj(6)) i¢in F(ids) =

idF(A) dar.

(1ii) F altinda bileske iglemi korunur. Yani her o € Morg, (A, B) ve her €
Morg, (B, C) ise F(fa) = F(B)F(«) dur.

Bu durumda bir F: €, — €, funktoru her €, -morfizmasi A —— B i¢in

F(a)

F (A N B) — F(4) 2% p(B)

seklinde tanimlanar.

Ornek 1.1.4. € herhangi bir kategori olmak tizere; her €-morfizmasi A — B icin
idg (A" B) =A-" B

ile tantml idy: € — € funktoru vardir. Bu funktora € kategorisinin birim

funktoru denir.

1.2. Modiiller

Tanim 1.2.1. R bir halka ve M bir toplamsal degismeli grup olsun. M nin sag
endomorfizmalary halkasiny End" (M) ile gosterelim. End"(M) halkasindaki her bir

endomorfizmayr sag operatér olarak distiniyoruz. Yani her x € M olmak tizere

(2)(f +9) = (2)f + (x)g ve (x)(fg) = ((x)f)g dir. Eger her r € R igin

$: R — End" (M)

r— (r)®

ile tanamly dondgim bir halka homomorfizmas: ise (M, ®) c¢iftine sag R-modiil
denir ve Mg ile gosterilir. Ayrica R halkasi, birimi 1g olan bir birimli halka ve
O(1g) = idyy ise (M, ) ciftine birimle (unital) sag R-modiil denir. Bu durumda
Vr € R olmak tizere

(r)®: M — M
dondistimii vardir oyle ki her m, my, mgy € M ve r, r1, 19 € R i¢in

3



(1) (ma +ma)(r)® = (my)(r)® + (mg)(r)®
(2) (m)(r1 +72)® = (m)(r1)® + (m)(r2)®
(3) (m)(rir2)® = ((m)(r1)®) (r2)®

(4) (m)(1p)® =m

ozellikleri saglanar.

Burada ® ve parentezler ihmal edilerek (m)(r)® yerine mr yazlir. Bu durumda

MxR—M
(m,r) —> mr
ile tanwmly dondistimii elde ederiz. Y m, mq, mo € M ve V71, r1, 19 € R i¢in
(1) (mq 4+ mao)r = mqr + mar
(2) m(ry+r2) = mry 4+ mr
(3) m(rira) = (mry)re
(4) mlg=m

ozellikleri saglanir. Bu durumda M ye birimli (unital) sag R-modil denir ve Mg ile
gosterilir (Bkz., [2]).
Benzer sekilde,

RxM-—M

(rym) —> rm

tamimlanan donisimle sol R-modiiller de tanimlanabilir ve g M ile gdosterilir.
Tanimdan da goriuldigi tizere modiller vektor uzaylarinin genellemesidir. Eger
V., F' cismi tizerinde bir vektor uzay ise V' bir F'-modiil olur. Dolayisiyla her vektor

uzayr modildir fakat her modil vektér uzayr degildir.



R ve S iki halka olsun. Eger M hem sol R-modiil hem de sag R-modiil ve her

re R, meéeM,s e S olmak iizere
r(ms) = (rm)s

oluyorsa M ye (R, S)-bimodiil denir ve z Mg ile gosterilir. Ornegin; R halkasinin
kendisi bir (R, R)-bimodiildiir. Ciinkii her R halkas1 kendisi {izerinde hem sag R-
modiil hem de sol R-modiildiir. Ayrica halka tanimi geregi her a, b, ¢ € R icin
a(bc) = (ab)c ozelligi de saglanir.

Bu ¢aligma boyunca aksi belirtilmedikce R degismeli olmasi gerekmeyen bir bi-

rimli halka ve M de birimli sag R-modiil olarak ele alinacaktir.

Ornek 1.2.2. (¢) Her R halkasi, R tizerinde var olan ¢arpma islemi ile birlikte hem
sag R-modil hem de sol R-modiildir.

(1) R bir halka ve R[z|, R dzerinde polinomlar halkasy olmak tzere R|x] bir R-
modildiir.

(¢¢) I, R halkasinan bir sag ideali ise I bir R-modil olur.

(iv) R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. ¥ a, r € R olmak izere

R/I xR— R/I

(a+I,r)— (a+D)r=ar+1

seklinde tanimlanan déndgim ile R/I bir R-modildir.
(v) M bir toplamsal degismeli grup ve End" (M), M nin saj endomorfizmalar:
halkasy olsun. Bu durumda M bir End"(M)-modil olur. Gercekten,

M x End" (M) — M

(@, f) —af = (2)f
ile tanamly dondisim ¥ x, y € M veV f, g € End" (M) i¢in asaqidaki dzellikleri saglar.

() @+y)f=@)f+@Wf=zf +yf
(2) x(f+g)=(@)(f+9) = (@) f+(v)g=af +xg



(3) z(fg9) = (#)(fg) = ((x)f)g = (zf)g
Ornek 1.2.3. Her toplamsal degismeli grup bir Z-modiildiir.

Kanat. A bir toplamsal degismeli grup olsun. Va € A ve Vn € Z icin

;

ata+---+a , n>0ise
n-tane
(a,n) — an = 0 , n=0ise

(—a)+(—a)+~-~+(—a)4 , n <0 ise

.

Vv
\ —n-tane

seklinde tanimlanan A X Z — A doniistimii ile A bir Z-modiil olur. 0

Ornek 1.2.4. R bir halka ve n € N olmak tizere;
M (R) = {|aijlnxn | aij € R}

nxn tipindeki matrisler halkas: olsun. Bu durumda M, (R) halka oldugundan M, (R)
kendi tzerinde hem sag hem de sol modildir. Eger her [a;;] € M,(R) ver € R i¢in

la;;]m = [a;jr] seklinde tanvmlanirsa M, (R) bir R-modil olur.

Tanim 1.2.5. R bir halka, M bir R-modil ve N, M nin bostan farkly bir alt kimesi
olsun. Eger N, M deki islemlere gére bir R-modil oluyorsa N ye M nin bir alt
modiili ya da R-alt modiilii denir ve N < M (veya Nr < Mpg) ile gisterilir.
Ornegin; {0 } ve M nin kendisi, M nin birer alt modilidir. Bu alt modiillere
astkdr alt modiiller denir. M modilinin kendisinden farkly alt modiillerine M nin
0z alt modiiller: denir. Eger N, M nin bir 6z alt modili ise N S M ile gosterilir.

Ayrica bundan sonra {0y} agikdr alt modili kisaca “0 7 ile ifade edilecektir.

Teorem 1.2.6. M bir R-modiil ve ) # N C M olsun. N < M olmas i¢in gerek ve
yeter kosul her a, b € N ve herr € R i¢in a + br € N olmasidir.

R halkasi bir sag R-modil Rg, bir sol R-modil rR ve bir (R,R)-bimodil rRr
olarak distinildigi zaman Ry , rR ve gRg nin alt modiilleri; sirasiyla R halkasinin

sag, sol ve iki yonli idealleri olur.



Ornek 1.2.7. M bir R-modiil, N < M ve A, R nin bir saj ideali olsun. Bu durumda
k
NA:{ZHZCLZ|T7/Z€NZ, aiEI, kEN}
i=1

kimesi M nin bir alt moddlidir.

Teorem 1.2.8. M bir R-modiil ve {N;}icr, M nin alt modillerinin bir ailesi olsun.

Bu durumda (;c; Ni, M nin bir alt modilidir.

Kanit. Vi€ I i¢in 0y € N; oldugundan 0y € (o, N; dir. Yani (,c; N; # 0 dir.

Ve, ye (\N;veVre R — Vi€ liginz, y€ N,

iel
— Vieliginz —y, zr € N;
= z—y,zre (N
i€l
Sonug olarak, (,c; V; < M bulunur. O

Mics Ni, N; alt modiillerinin tiimiinii kapsayan M nin en biiyiik alt modiiliidiir.

Tanim 1.2.9. M bir R-modiil ve Ny, No < M olsun. N,U Ny ile diretilen alt modiile
N7 ve Ny alt modiillerinin toplamae denir ve < N{\UNy >= N+ N, ile gisterilir.
Bu durumda

N1+N2:{n1+n2|n1ENl,nQENQ}

seklindedir. Ayrica N1+ No nin, Ny ve Ny alt modiillerini kapsayan M nin en kiigik
alt modiili oldugu kolaylhkla gorilebilir.

Genel olarak, {N;}icr, M nin alt modillerinin bostan farkly bir ailesi olsun.
Uier Ni ile diretilen alt modiile {N;}ier alt modiiller ailesinin toplama denir

ve < U,y Ni >= >, Ni ile gosterilir. Bu durumda

k
ZNi:{ZniA|niAENiwi,\EI,k€N}
A=1

el

seklindedir. Ayrica ), ; N;, N; alt modiillerinin timiind kapsayan M nin en kigik
alt modalidir. Eger I ={1,2,...,t} seklinde sonlu bir kiime ise Ny, N, ..., Ny alt



modillerinin toplama
t
ZNZ:{nl—l—ng—i—+nt\nleNz,z:1,2,,t}
i=1

olarak ifade edilir.

Tanim 1.2.10. M bir R-modiil ve A, B, C' < M olsun. Bu durumda
(ANB)+(ANC)<AN(B+C)

dir. Eger B < A ise
AN(B+C)=B+(ANC)

esitligs saglanir. Bu kurala Modiler Kuralr denir.

Kanat. Herhangi bir z € AN(B+C) alalim. Bu durumda = € A ve z € B+ C olup
x = b+ colacak gekilde b € B ve c € C vardir. B < A oldugundan c=x—-b € ANC
olur. Buradan x =b+c € B+ (ANC) dir. O halde

AN(B4+C)C B+ (ANC) (1.1)
bulunur. Tersine, B+ (ANC) < B+Cve B+ (ANC) < B+ A < A oldugundan

B+ (ANC)CAN(B+C) (1.2)
bulunur. Boylece (1.1) ve (1.2) den

AN(B+C)=B+(ANC)

esitligi elde edilir. O

Tanim 1.2.11. M bir R-modiil ve A, B, C < M olsun. Eger
AN(B+C)=(ANB)+(ANC)

saglanwyor ise M ye dagilmaly (distributive) modil denir.



Tanim 1.2.12. M bir R-modil olsun. Eger her N < M i¢in N = MA olacak
sekilde bir Agr < Rp alt modiili var ise M ye ¢arpimsal (multiplication) modiil

denir.

Tanim 1.2.13. M bir R-modil ve ) # A C M olsun. A alt kiimesini kapsayan
tiim alt modiillerin arakesitine A nmin trettigi alt modil denir ve < A > ile gdsterilir.

Yan:

<A>=({K|K<M veACK}

dir. A min elemanlaring ise < A > mn dretegleri denir. Ayrica < A >, A alt
kiimesini kapsayan M nin en kiicik alt modiilidiir.

Eger A = {ay,aq,...,a; } olacak sekilde sonlu bir kime ise < A > ya sonlu
tiretilmig (finitely generated) alt modiil denir ve < A >=< ay,as,...,a; > ile
gosterilir. Eger A = {a} ise < A > ya a ile tretilen devirli (cyclic) alt modiil

denir ve < A >=< a > ile gdsterilir.

Teorem 1.2.14. M bir R-modiil ve A C M olsun. Bu durumda A # ) ise
<A>:{ZammieA,mER,nEN}
i=1
seklindedir. Eger A = {ay, as,...,a;} seklinde sonlu bir kiime ise

<ap,az,...,ar > = {a1r1+a2r2+"'+akrk|ri€R7i2172a"'ak}

= a1R+(l2R+"'+(lkR
seklindedir. Eger A = {a} ise
<a>={ar|re R} =aR

seklindedir. Eger A =) ise A sifir modiiliini tiretir ve < A >=0 dir.

Tanim 1.2.15. M bir R-modil ve A C M olsun. Eger M =< A > ise A, M
yi dretir ya da A ya M nin drete¢ kiimesi denir. A nin elemanlarina ise M nin
tretegleri denir. Eger M =< A > ve A sonlu ise M ye sonlu tretilmis (finitely
generated) modil denir. Eger M =< a > olacak sekilde bir a € M wvarsa M ye

devirli (cyclic) modiil denir.



{Ni}ier, M nin alt modiillerinin bir ailesi olmak tzere M =, N; ise {N;}icr,

M modilind turetir denir.

Ornek 1.2.16. < 1z >= 1xR = Ry oldugundan R halkasi, R-modil olarak devir-
ladir.

Tanim 1.2.17. M bir R-modiil ve N, M nin bir 6z alt modili olsun. M nin N yi
kapsayan N den baska hi¢bir 6z alt modili yoksa (denk bir ifadeyle, N < K < M
kosulunu saglayan her K < M alt modili i¢in K = N ya da K = M ise) N ye M

nin bir maksimal alt modili denir.

Onerme 1.2.18. A, M nin bir 6z alt modiilii olsun. A min M de maksimal olmas

icin gerek ve yeter kogul her m € M\ A i¢in M = mR + A olmasidur.

Kanit. (=) A, M nin bir maksimal alt modiilii ve m € M\ A olsun. Bu durumda
m € M, m ¢ A olur. M de m nin iirettigi alt modiill < m >= mR dir. mR ve
A alt modiillerinin toplami1 mR + A da M nin bir alt modiiliidiir. Ustelik m =
mlr+ 0y € mR+ Aoldugundan A S mR+ A dir. A, M de maksimal oldugundan
M = mR+ A olmalidir.

(<)Herme M, m ¢ Aicin M = mR+ A olsun. Simdi M nin bir K alt modiilii
icin A S K < M olsun. A $ K oldugundan bir m € K\A vardir. Buradan
m € M, m ¢ A dir. Kabulden M = mR + A yazlabilir. m € K oldugundan
<m >=mR < K dir. Bu durumda M = mR + A < K olur. Boylece K = M elde
edilir. O

Ornek 1.2.19. 6Z S 3Z S Z oldugundan 6Z, Z-modil Z nin bir maksimal alt

modiilt degildir.

Ornek 1.2.20. Z-modiil Z. nin maksimal alt modilleri p asal says olmak izere pZ

seklindedir.

Kanat. Kabul edelim ki, Z nin bir K alt modiilii i¢in pZ < K < Z olsun. Bu
durumda K =< a >= aZ olacak sekilde bir a € Z vardir. pZ < aZ oldugundan
a | p olmahdir. a # p ve p asal oldugundan a = 1 olmahdir. Boylece K = Z

bulunur. O
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Sonug olarak, bir modiiliin birden fazla maksimal alt modiilii olabilir. Diger
yandan, hicbir maksimal alt modiilii olmayan modiiller de vardir. Ornegin; Q
modiiliiniin hichir maksimal alt modiilii yoktur. Bunu gostermek icin 6ncesinde bir

onermeye yer verelim.

Onerme 1.2.21. X, Q; modiliiniin herhangi bir irete¢ kiimesi olsun. Ejer X den
sonlu sayda keyfi elemanlar ¢ikarilirsa, bu durumda bu elemanlarin ¢ikarildige kiime

yine Qg modilinin bir treteg kiimesi olur.

Kanat. Herhangi bir xp € X elemaninin X kiimesinden ¢ikarilmasi durumunda
X\{xo} kiimesinin Qz modiiliinii iirettigini gostermek yeterliolacaktir. Daha sonra
tiimevarim yontemiyle genel durum elde edilebilir. X, Qz nin bir iirete¢ kiimesi

oldugundan % € Qz eleman:

To
?:xozoJr Z Tizi, T, € X, 2z, €74

TiF#x0

seklinde yazilabilir. Bu durumda

To = T2z + Z x;2z; = xo(1 —22) = Z ;22
T #T0 T #T0

dir. Buradan

Ton = Zxﬂzi, n=1-—2z€Zven#0

T £x0
yazilabilir. Simdi
Zo ’ ’ ’
" = T2y + Z zjz;, v, € X, z; €L
T;F#T0

alalim. Boylece

/ !
To = xoNzy + E Tinz;

T F#T0
dir. Eger zon = Zx_#o x;27; yazilirsa
7
/ / 1 12
To = E 222y + E Tinz; = Tk2, Tk € X, 2, € Z
T;F#T0o x;#£x0 TRFTo

elde edilir. Boylece zo, X \{zo} ile iiretilen alt modiiliin bir elemani olur. X, Qz nin

bir iirete¢ kiimesi oldugundan X \{z¢} da Qz nin bir iirete¢ kiimesi olur. O
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Bu sonu¢ gz oOniine alinirsa (Qz nin sonlu bir iirete¢ kiimesi yoktur. Aksi
takdirde, Qz bog kiime tarafindan iiretilirdi ve dolayisi ile Qz = 0 olurdu. Sonug

olarak, Qz bir sonlu iiretilmis modiil degildir.
Sonug 1.2.22. Qz modiiliinin maksimal alt modiili yoktur.

Kanat. Kabul edelim ki, A S Qz olmak tizere A, Qz nin bir maksimal alt modiilii

olsun. Bu durumda ¢ € Qy, ¢ ¢ A vardir.
A+qZ ={a+qzlac A z€Z} =< AU{q} >

olup Qz nin bir alt modiiliidiir. Ustelik, A £ < AU {q} > dir. A, Qz de maksimal
oldugundan Qz =< AU {¢} > olmalidir. Onerme 1.2.21 den Q7 = A dir, bu ise

celigkidir. Sonug olarak, Qz nin maksimal alt modiilii yoktur. O

Teorem 1.2.23. M bir sonlu tretilmis R-modil ise M nin her 6z alt modili bir

maksimal alt modil tarafindan kapsanar.

Kanat. M bir sonlu iiretilmis modiil oldugundan £ € N ve A = 1,2,...,k olmak
tizere M =< my,ma,...,my > olacak sekilde m, € M elemanlan vardir. N S M

olsun. €2, M nin N yi kapsayan tiim 6z alt modiillerinin kiimesi olsun. Yani
Q={X|XSMve NX}

dir. N € Qoldugundan © # () dir. Q, “C” bagintisina gore bir kismen sirah kiimedir.
', © nin bir zinciri ve A := (Jy.p X olsun. Bu durumda I' tam sirali oldugundan
A < M dir. Aynica her X € I'icin N < X oldugundan N < A = |y X bulunur.
Béylece A, M nin N yi kapsayan bir alt modiiliidiir. Ustelik A # M dir. Eger
A = M olsaydr her A = 1,2,...,k i¢in my € A = [Jy X olurdu. O halde T
tam sirali oldugundan bir X € I' vardir 6yle ki her A = 1,2,... k icin m) € X
dir. Buradan X = M olmalidir. Bu ise X € () olmasiyla celigir. Dolayisiyla
A € Q bulunur. A, ' zincirinin bir iist simiridir. Bdéylece Zorn Lemma’dan 2
nin bir maksimal elemani vardir ve buna K diyelim. 2 nin tanimindan K S M
ve N < K dir. K min M nin bir maksimal alt modiilii oldugunu gostermek icin

K <L $ M olsun. Buradan L € Q ve K maksimal oldugundan K = L olmalidur.
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Yani €2 nin maksimal elemanlart M nin N 6z alt modiiliinii kapsayan maksimal alt

modiilleridir. O

Sonug 1.2.24. Her sifirdan farkly sonlu retilmis R-modiilin bir maksimal alt mo-

dilt vardar.

Kanat. M sifirdan farkli bir sonlu iiretilmis R-modiil olsun. Teorem 1.2.23te N =0

alinirsa M nin bir maksimal alt modiili vardir. ]

Tanim 1.2.25. M bir R-modil ve N, M nin sifirdan farkl bir alt modiili olsun. M
nin N de kapsanan O dan baska hi¢bir alt modili yoksa (denk bir ifadeyle, K S N
kosulunu saglayan her K < M alt modili i¢in K = 0 ise) N ye M nin bir minimal

alt modili denir. Ayrica minimal alt modiller basit alt modillerdir.
Ornek 1.2.26. Q; modiilinin minimal alt modiili yoktur.

Kanit. 0 # A < Qg olsun. 0 # a € A alahm. 0 # 24Z S aZ < A < Q oldugundan

A, Qz nin bir minimal alt modiilii degildir. O

Tanim 1.2.27. M sifirdan farkls bir R-modiil olsun. Eger M nin sifir ve kendisin-

den bagka hicbir alt modili yoksa M ye basit (simple) modil denir.

Ornek 1.2.28. (i) Zy ve Qy basit modiil degildir.
(i2) p bir asal sayr olmak tizere Z,, Z-modil olarak bir basit modildiir.
(i¢¢) F bir cisim olmak tizere Fr nin alt modilleri sadece 0 ve F oldugundan Fr

basittir.

Teorem 1.2.29. M sifirdan farkly bir R-modil olsun. M modilinin basit olmasi

icin gerek ve yeter kosul her 0 £ m € M i¢in M = mR olmasidar.

Kamit. (=) 0 # m € M alalim. Bu durumda m = mlg € mR olup mR # 0 dir.
M basit oldugundan M = mR olmahdir.

(<) 0# A< Molsun. 0 # a € A alahm. Hipotezden aR = M dir. Ayrica a € A
oldugundan aR < A dir. Boylece M = A elde edilir. O

Tanim 1.2.30. M bir R-modil ve N < M olsun. M modilinin N alt modiline

gore sol kosetlerinin olusturdugu kime

M/N ={a+N|acM}
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olsun. Bu durumda Y a, b e M veVr € R i¢in
(i) (@a+N)+(0+N)=(a+b)+N
(77) (a+ N)r=ar+ N
seklinde tanimlanan islemlerle M /N bir R-modil olur. Bu modile M nin N ye gore

bolim modiili denir. M/N nin toplama iglemine gére birimi N = Oy + N ve

toplama iglemine gire tersi —(a + N) = (—a) + N seklindedir.

Tanim 1.2.31. M bir R-modil ve N < M olsun. Bu durumda

7. M — M/N

m+— m(m) =m+ N

ile tanwmly dondigimi bir epimorfizmadyr ve Ker(nw) = N dir. Bu epimorfizmaya

dogal (kanonik) homomorfizma denir.

Tanim 1.2.32. (a) M bir sag R-modiil ve ) # X C M olsun.
r(X)={seR|VzeX ig¢in zs =0}

kiimesine X ktimesinin sag sifirlayicisy (right annihilator) denir. r(X), R
nin bir sag idealidir. Eger X, M nin bir alt modili ise r(X), R nin bir ideali olur.

Ozel olarak, X = M almirsa r(M) = {s € R|Ym € M i¢in ms =0} idealine
M modilinin sag sifirlayicisy denir. Eger m € M olmak izere X = {m}
alimirsa r(m) = {s € R|ms = 0} sag idealine m elemaninin sag sifirlayicise

denir.

(b) M bir sol R-modil ve ) #Y C M olsun.
[(Y)={seR|VyeY igin sy=0}

kiimesine Y kiimesinin sol sifirlayicisy (left annihilator) denir. I(Y'), R nin
bir sol idealidir. Eger Y, M nin bir alt modili ise [(Y'), R nin bir ideali olur.
Ozel olarak, Y = M alinwrsa (M) = {s € R|Vm € M i¢in sm = 0} idealine

M modiiliiniin sol sifirlayicisy denir. Eger m € M olmak tizere Y = {m}
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alimirsa [(m) = {s € R|sm = 0} sol idealine m elemaninin sol sifirlayicise

denir.

Tanim 1.2.33. M bir R-modil olsun. Eger r(M) = 0 ise M ye faithful moduil

denir.

1.3. Homomorfizmalar ve Izomorfizma Teoremleri

Tanim 1.3.1. M ve N iki R-modil olsun. f: M — N dontisimi asagidaki
kosullar saglhyorsa f dontisimine M den N ye bir R-modul homomorfizmasa

veya kisaca R-homomorfizma denir.
() Ymy,mg € M igin f(m1 +ma) = f(my) + f(ma)
(1) Ym € M ve Vr € R igin f(mr) = f(m)r

M den N ye bitin R-homomorfizmalarinin kimesi Homg(M, N) ile gosterilir. Her
f, 9 € Homg(M,N) ve m € M ic¢in (f + g)(m) = f(m) + g(m) ile tansmls islemle
Hompg (M, N) bir abelyen gruptur. Ayrica R bir degismeli halka ise Homg(M, N) bir
R-modiil yapisina sahip olur.

f: M — M bir R-homomorfizma ise f ye R-endomorfizma denir. Bitin

R-endomorfizmalarinin kiimesi Endg(M) ile gosterilir. Her f, g € Endr(M) ve
m & M igin (f +g)(m) = f(m) + g(m) ve (fg)(m) = (f o g)(m) = f(g(m)) ile

tanimlanan islemlerle Endg(M) bir birimli halkadar.

Tanim 1.3.2. f: M — N bir R-modiil homomorfizmasi olsun.
(1) Eger f bire-bir ise f ye R-monomorfizma denir.
(2) Eger f orten ise f ye R-epimorfizma denir.

(3) Eger f bire-bir ve drten ise f ye R-izomorfizma denir. Eger f bir izomor-

fizma ise M ile N izomorftur denir ve M = N ile gdsterilir.

(4) f: M — M bir R-izomorfizma ise [ ye R-otomorfizma denir. Biitin R-

otomorfizmalarinin kiimesi Autg(M) ile gosterilir.
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(5) K < M olsun. Vk € K i¢gini(k) = k ile tanimly i: K — M homomorfizmas:
bir monomorfizmadir. Bu monomorfizmaya i¢cerme donigimi (inclusion

map) denir.

Ornek 1.3.3. (i) Herx € M igin f(x) = Oy ile tanamlanan f: M — N dondisiimii
bir homomorfizmadir. Bu homomorfizmaya sifir homomorfizmasa denir ve genel-
likle O ile gosterilir.

(i¢) Her x € M i¢in f(x) = x ile tanemlanan f: M — M donisimi bir homo-
morfizmadir. Bu homomorfizmaya birtm homomorfizmast denir ve idy; ya da

1 ile gosterilir.
Tanim 1.3.4. a: A — B bir R-modil homomorfizmasi olsun.

(1) a(A) = {ala)|a € A} kiimesi B nin bir alt modilidir. Bu alt modile o
mn goriuntisi ya da A nin o altindaki homomorfik gorintiisi denir

ve Im(«) ile gosterilir.

(it) o 1(0)={a € A|a(a) =0p } kimesi A mn bir alt modiiliidiir. Bu alt modiile

a mn ¢ekirdegi denir ve Ker(«) ile gosterilir.
Onerme 1.3.5. a: A —» B bir R-modiil homomorfizmasi olsun.

(i) Eger U < A ise a ' (a(U)) = U + Ker(«) dar. Ustelik, Ker(o) C U ise
aHa(U)) =U olur.

(i) Eger V. < B ise a(a”'(V)) = V N Im(a) do. Ustelik, V' C Im(a) ise
a(a™(V)) =V olur.

(it7) B: B — C de bir R-homomorfizma ise Ker(8 o a) = o (Ker(B)) dur.

Kanit. (i) a € o' (a(U)) alahm. Béylece a(a) € a(U) olup a(a) = a(u) olacak
sekilde bir u € U vardir. Buradan a(a) — a(u) = a(a — u) = 0 oldugundan a — u €
Ker(a) dir. O halde a € U 4 Ker(«) dir. Tersine, o' € U + Ker(a) alalim. Bu
durumda ¢’ = u + k olacak sekilde Ju € U, k € Ker(a) vardir. a(a) = a(u+k) =
a(u)+a(k) = a(u)+0p = a(u) € a(U) oldugundan a € a~!(a(U)) bulunur. Sonug
olarak, a7 (a(U)) = U + Ker(a) elde edilir.

(i) Simdi z € a(a™'(V)) alahm. Bu durumda x = a(a) olacak sekilde Ja €
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a1 (V) vardir. Buradan a(a) € V dir. afa) € V ve a(a) € Im(a) oldugundan
a(a) € V NIm(a) bulunur. Tersine, b € V N Im(a) alalim. Bu durumda b = a(a)
olacak sekilde 3a € A vardir. Buradan a € a~'(V) dir. O halde b € a(a(V))
bulunur. Béylece a(a™!(V)) =V NIm(c) elde edilir.

(43t) a € Ker(Boa) <= (Boa)(a) = B(ala)) = 0 <= afa) € Ker(B) <> a €
o (Ker(3)) dir. O

Onerme 1.3.6. a: A — B bir R-modiil homomorfizmasi olsun. Ker(a) yi kap-
sayan A mn alt modilleri ile Im(«) da kapsanan B nin alt modilleri arasinda bire-
bir esleme vardir. Bu durumda Ker(a) C U sartine saglayan U < A alt modiilii ile

V C Im(a) sartim saglayan V < B i¢in V = a(U) ve U = a=(V) seklindedir.

Teorem 1.3.7 (1. Izomorfizma Teoremi). a: A — B bir R-modiil homomorfizmast

olsun. Bu durumda

A/ Ker(a) = Im(a)
dor.

Teorem 1.3.8 (2. Izomorfizma Teoremi). A bir R-modiil olmak dizere B < A ve
C < A ise
B/(BNC)=(B+(C)/C

dar.
Teorem 1.3.9 (3. Izomorfizma Teoremi). A bir R-modiil olmak iizere C < B < A
ise
(A/C)/(B/C) = A/B
dar.

Onerme 1.3.10. M bir R-modiil olsun. M nin devirli olmas icin gerek ve yeter

sart I, R nin bir sag ideali olmak tizere M = R/1 olmasidir.

Kanat. (=) M bir devirli modiil ise M = mR olacak gekilde bir m € M vardir.
f: R — M doniigiimii her » € R i¢in f(r) = mr seklinde tanimli olsun. Eger
her 71, 7o € R i¢in r; = 7y ise mry = mry dir. O halde f(ry) = f(r2) olup f iyi

tammmbidir. ¥ ry, ro, s € Rigin f(ri+ry) = m(ri+ry) = mri+mry = f(r1)+f(rs) ve
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f(r1s) = m(r1s) = (mry)s = f(r1)s oldugundan f bir R-homomorfizmadir. Ayrica
her y € M icin y = f(r') = ms’ olacak sekilde bir ' € R vardir. Yani f 6rtendir.
Boylece 1. Izomorfizma Teoremi'nden, R/ Ker(f) = M dir. Ker(f), R nin bir sag
idealidir. I = Ker(f) alinirsa M = R/I elde edilir.

(<) I, R nin bir sag ideali olmak iizere M = R/I olsun. ¢(1g + I) = m ile tanimh
¢: R/I — M R-izomorfizmay1 goz 6niine alalim. Bu durumda her r+1 € R/ i¢in
o(r+1)=¢((lg+1)r) = ¢(1g+ I)r = mr dir. Yani Im(¢) = {mr|r € R} =mR
dir. Im(¢) = M oldugundan M = mR bulunur. Boylece M devirlidir. O

1.4. Direkt Toplamlar ve Direkt Carpimlar

Tamim 1.4.1. M bir R-modil ve {N;}icr, M nin alt modillerinin bir ailesi olsun.
Eger M = > N, ise, yani I' c I ve I sonlu olmak izere her m € M elemans

iel

m= > n; n; €N;
iel’
seklinde yazlabiliyorsa, tstelik bu yazils tek tirli ise M ye {N;}icr alt modiil-
ler ailesinin (i¢) direkt toplama denir ve M = P
zamanda M = @, ,
sitton) denir. Ayrica M = @

1 Ni ile gdsterilir.  Aym
N; yazlisina M nin bir direkt ayrigime (direct decompo-
e1 Ni yazhgindaki her bir N alt modiilime M nin
direkt (dik) toplanana denir. Eger I = {1,2,... k} seklinde sonlu bir kime ise

M=N ®NyD---PD N olur.

Teorem 1.4.2. M bir R-modil ve {N;}icr, M nin alt modillerinin bir ailesi olsun.

Bu durumda M = €., N; olmas igin gerek ve yeter kosul

el

(1) M => N, ve

i€l
(2) Vj eI igin N; N <Zi61Ni> —0
i#]
kosullarinin saglanmasidar.

Kamt. (=) M = @,.; N; olsun. Bu durumda I' C I ve I’ sonlu olmak iizere
Vm € M elemani

m= > a; a; € N;

iel’
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seklinde tek tiirlii yazilabilir. Boylece m € >,y N; € > .., N; olur. Yani M C
Y icr Ni dir. Ayrica Y., N; € M oldugundan M = } ., N; elde edilir. Diger

vandan Vj € I icin z € N, N (Zig Ni> ise
i#£]

el

r=a; € N;vexr e 1N,
i#]
yazilir. Buradan

r=a; = ZZEI/ a;, a; € N;
i#]j

olacak sekilde bir sonlu I' C I alt kiimesi vardir. Eger yukaridaki esitligin sol
tarafina ¢ € I' olmak iizere 0y; € N; elemanlarini ve sag tarafina 0p; € N; elemani

eklenirse esitligin her iki tarafinin sonlu indeks kiimesi I' U {j} olur. Yani

Q + Zz"elf OM = Zz"elf a; + OM
i#] i#]

dir. Bu yazihg tek tiirli oldugundan her j € [ i¢in & = a; = 0j; bulunur. Boylece
vj e I icin N; N (ziel Ni> — 0 elde edilir.

i#]
(<) M = ¥,.; N; oldugundan her m € M elemani, I' C I ve I' sonlu olmak

tizere m = > ._ya;, a; € N; seklinde yazilabilir. Bu yazilhigin tek tiirlii oldugunu

el

gostermek icin m elemaninin

m= Y a =y, b, a; b €N,

iel’ iel’

seklinde iki farkl yaziliginin oldugunu kabul edelim. Buradan
iel’ iel’
dir. Boylece Vj € I' igin
a/j -+ ZZEI/ a; — (b] -+ ZZEI/ bz) = O

i#] i#]

dir. O halde

a; —b; = ZZS! (bi —a;) € N; N (ZZE}/ Ni)
17£) ¥
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bulunur. Bu durumda

N;N (Zief Ni) CN; N (Z@Ef. Ni) =0
i+ 7

oldugundan N; (52, N; ) =0 olup a;—b; = 0. ¥ j € I' igin a; = b, elde edilir.
i#]

Dolayisiyla s6z konusu yazilig tek tiirliidiir. Boylece M = €D, _; N; elde edilir. O

el
Her (ai)ier € [l;e; Vi olmak iizere w((ai)ig) = Y i@, a; € Njile tammh
7 [;er Ni — >_,c; Vi doniisiimiiniin bir izomorfizma olmasi igin gerek ve yeter

kogul )., N; toplaminin i¢ direkt toplam olmasidir.

Tanim 1.4.3. M bir R-modiil ve N < M olsun. EGer M = N & K olacak sekilde
bir K < M alt modiili var ise N ye M nin dik toplanani denir ve N <; M
ile gosterilir. M = 0& M oldugundan M wve 0 alt modillerine M nin agikdr dik

toplananlar: denir.

Tanim 1.4.4. M bir R-modiil olsun. Eger M nin sifir ve kendisinden baska hi¢cbir

dik toplanani yoksa M ye ayrigtirilamaz (indecomposable) modiil denir.

Tamim 1.4.5. R bir halka ve O # I bir indis kiimesi olmak tizere {A;}icr, R-

modillerin bir ailesi olsun. Her i € I i¢in (i) € A; ile taniml

Oé[—>UAZ

iel

dondisiimlerinin kiimesine { A;}icr modiiller ailesinin ¢arpyma denir ve [[,.; A;

ile gosterilir. Yani

HAi:{oz|a:I—> U A;, Vie T igin a(i)GAi}

iel el
seklindedir. Her 1 € I i¢in a; := a(i) ve (a;)ier := « ile gosterelim. Burada a; ye «
mn i-inci bileseni dendr. Ayrica her (a;)ier, (bi)ier € [[,c; Ai olmak dizere
(a;)icr = (bi)icr = Vi€l ig¢in a; =,
oldugu agiktir. Eger I = {1,2,3,...} seklinde saylabilir bir kiime ise o = (a;)ie; =
(a1,as,as, ..., a;, ...) seklindedir. Eger I = {1,2,...,n} seklinde sonlu bir kiime
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ise o = (a;)ier = (a1, a9, ...,a,) seklindedir. Bu durumda Vi € I i¢in A; ler birer
R-modil olmak tizere

HAi = {(as)ier |a; € A; }

el

ile ifade edilebilir. ¥ (a;)icr, (bi)ier € [L;c; Ai ve Vr € R igin
(1) (@i)ier + (bi)ier = (a; + bi)ier
(2) (ai)ierr = (air)icr

ile tanamlanan islemlerle [, ; A; bir R-modiil yapisina sahiptir. Bu modiile { A;}icr

modiiller ailesinin dig direkt carpim modili denir.
HAi — {(ai)ie[ € HAZ' |a; € A;, en ¢ok sonlu sayda i € I igin a; # OR}
el iel

kiimesi, [[,c; Ai modiilinin bir alt modiilidir. Bu alt modile {A;};c; modiiller

atlesinin dig direkt toplam modiili denir. Eger I kiimesi sonlu ise

14+

el el

oldugu aciktir.

Vj e I igin a; € A; olmak dzere n;(a;) = (a;)ier = @G PEIC ,
0 , i#7 ise
tamimh n;: A; — e, Ai déniisimii bir monomorfizmadur. A, = 1;(A;) ile

gosterelim. Bu durumda A;-, [Lic; Ai nin bir alt modilidir. Ayrica A;», A; lere

izomorftur.

Teorem 1.4.6. {A;}ic; bir R-modiller ailesi olsun. Bu durumda

el el

dir. Diger bir ifadeyle, {A;}ic; modiillerinin dig direkt toplami, A; lere izomorf olan

A; < [, Ai alt modiillerinin i¢ direkt toplamana egittir.

Kanat. A; nin tammmindan Y, ; A; < [[,c; A; dir. Simdi (a;)ser € [[;c; Ai alahm.

Bu durumda n € N olmak iizere (a;)ic; = (i, tiy, ..., a;,,0,0,...) olacak sekilde
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J0#a;, € A, i€ I, A=1,2,...,n vardir. Buradan

(ai>iel = (CLil,CLiQ, .. .,ain,0,0, .. )

= (ail,(),...)—|—(0,ai2,0,...)+-~-+(0,...,O,ain,0,...)

dir. O halde (a;)icr € A;l + A;Q 4t A;n dir. Dolaymsiyla [],., A < >, A;
bulunur. Béylece [[,c; Ai = Y _,c; A; elde edilir. Diger yandan Vj € I igin

(a;)icr € A;- N (Zzil A;> = (ai)ier € A;- ve (a;)ier € szil, Alz
1£] 17
vazihr. (a;)ie; € A;- oldugundan her i # j icin a; = 0 dir. (a;)ie; € > ier A,
i#]
oldugundan a; = 0 dir. Buradan (a;);e; = 0 dir. Béylece A;- N (Zie] A;) =0 elde
i#]
edilir. O halde [],.; A; = @, 4; dir.
Ayrica her a; € A; i¢in a; — n;(a;) ile tammh f;: A; — A; doniisiimiiniin bir

izomorfizma oldugu aciktir. Yani A; = A; dir. O

Uyar1 1.4.7. Teorem 1.4.6 da birbirine izomorf olan A; ve A; modiilleri i¢in A;
yerine A; yazhr. Bundan sonra dis direkt toplam ve i¢ direkt toplam arasindaki
yaprsal farkhiliklar ihmal edilerek bu iki toplam ayni kabul edilir. Her iki toplam i¢in

de @ A; notasyonu kullamlir ve sadece direkt toplam olarak adlandurilur.
i€l

Tanim 1.4.8. {A;}ic; bir R-modiiller ailesi olsun. j € I olmak dizere her (a;)ier €
[Lic; Ai igin ﬂj((ai)ig) = a; ile tammlanan 7;: [[,c, A — A; dondsimi bir
epimorfizmadir. Bu epimorfizmaya j-inct projeksiyon homomorfizmast ya da

kanonik projeksiyon denir. Diger yandan, her j € I i¢in a; € A, olmak iizere

A; doniistimii

n;i(a;) = (a;)ier = { 4 =T e tanemlanan n;: Aj — [Lics

0 , i#]ise
bir monomorfizmadir. Bu monomorfizmaya j-inct gémme homomorfizmast ya

da kanonik injeksiyon denir.

Tamim 1.4.9. () £ I bir indis kiimesi ve Mg, R-modillerin bir ailesi olsun. Vi € T

icin A; € My ve A € Mg olmak tizere

(1) Heri € I igin A; = A almarsa [[,c; Ai dus direkt ¢arpimaina, A nan I kop-

yalariman direkt carpima denir ve Al ile gésterilir.
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(2) Heri € I i¢in A; = A aliarsa [[,.; A; dus direkt toplamina, A nwn I kop-

iel

yalariman direkt toplama denir ve AY) ile gosterilir.

1.5. Serbest (Free) Modiiller

Teorem 1.5.1. F' bir R-modil ve X = {x) |\ € A}, F nin bir alt kiimesi olsun.

Bu durumda asaqidakiler denktir.

(1) Her a € F elemani, sadece sonlu sayrda vy € R sifirdan farkle (ya da hepsi

sifir) olmak tzere a = > xxry seklinde tek tirli olarak yazilur.
AEA

(1) Her A € A igin f\(r) = xyr seklinde tanimlanan fr: R — x\R fonksiyonu

bir izomorfizmadir ve F'= & xR dir.
A€A

Kanat. (i) = (¢¢) f, fonksiyonunun orten oldugu aciktir. Eger r,s € R igin
fa(r) = fa(s) ise xyr = xys dir. Bu yazilig tek tiirlii oldugundan r = s dir. Yani f,
bire-bir fonksiyondur. Simdi A € A olmak iizere f) nin bir R-modiil homomorfizmasi

oldugunu gosterelim. Her r, s € R i¢in

r+s) = za(r+s)=axxr +xas = fo(r) + foa(s)

fa(rs) = xa(rs) = (xxr)s = fa(r)s

oldugundan fy bir izomorfizmadir. Dolayisiyla her A € A icin R = z, R dir. Her
a € F elemani xR modiillerinin x,r) elemanlarinin sonlu toplami seklinde tek tiirli
olarak yazilabildiginden F' = /\EBA )R elde edilir.

(22) = (@) F = )\GgAxAR oldlelg’;undan her a € F elemani, ry, € R olmak iizere

a = Y x,ry seklinde sonlu toplam olarak yazlabilir. §imdi
AEA

!
a = E AT\ = E TAT

AEA AEA

olsun. O halde her A € A i¢in xyry, = a:,\'r"A dir. O halde f\(r)) = f,\(r;) dir.
fr: R — xR bir monomorfizma oldugundan r) = T;\ bulunur. Béylece her a € F

elemani, a = ) x,r) seklinde tek tiirlii olarak yazilir. O
AEA

Tanim 1.5.2. F' bir R-modiil olsun. Teorem 1.5.1 deki denk kosullardan biring

saglayan F modiline serbest (free) modiil ve X = {x) |\ € A} kiimesine de F
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nin bazi denir. Ornegin; her R halkasi, baz X = {1Rr} olan bir serbest R-modildir.
Ayrica her vektor uzayn bir serbest modildir. Clinki her vektér uzayinin bir baz

vardar.

Sonug 1.5.3. F bir R-modil ve X ={xz\| A € A}, F nin bir alt kiimesi olsun. Bu

durumda asagidakiler denktir.
(1) F, bazi X olan bir serbest modildir.

(1) Her N € A igin Ry = Rve F = @ Ry = R™ dr.
AEA

Ornek 1.5.4. Z; bir serbest modiildiir. Fakat Qg bir serbest modiil degildir. Ciinkii

Onerme 1.2.21 den, Qy nin sonlu bir irete¢ kiimesi yoktur.

1.6. Small Alt Modiiller

Tanim 1.6.1. M bir R-modilve N < M olsun. Eger N+ K = M kosulunu saglayan
her K < M i¢in K = M ise (denk bir ifadeyle, her L < M i¢in N +L S M ise) N
ye M nin small (superflous) alt modiilii denir ve N < M ile gdsterilir.

Tanim 1.6.2. 0: M — N bir R-epimorfizma olsun. Eger Ker(0) < M ise 0 ya

bir small epimorfizma denir.
Teorem 1.6.3. M bir R-modiil olsun. Asagqidaki 6zellikler saglanar.
(i) A B< N <M olsun. Ejer B< N ise A < M dir.
(13) Sonlu sayrda small alt modiilin toplam: da small olur.
(1i1) Her small alt modilin homomorfizma altindaki gérintisi de small olur.
(iv) Iki small epimorfizmanin bileskesi de small olur.

Kanat. (i) U < M i¢in A+ U = M olsun. M = A+ U < B+ U < M oldugundan
M = B+U elde edilir. Modiiler kuralindan N = NNM = NN(B+U) = B+(NNU)
olur. B < N oldugundan N N U = N olmalidir. Buradan A < N < U oldugundan
U= A+U= M bulunur. O halde A < M elde edilir.

(48) Her i = 1,2,...,ni¢in A; < M olsun. > " ' A; < M oldugunu tiimevarim
yontemiyle ispatlayalim. n = 1 i¢in A; < M dir. n = k icin iddia dogru olsun.
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Simdi n = k + 1 i¢in iddianin dogru oldugunu gosterelim. N + Zf:ll A =M
olacak gekilde bir N < M alalim. O halde N + Ap,; + Zle A; = M dir. Kabulden
Zle A; < M oldugundan N 4 Ag,1 = M bulunur. Ag,; < M oldugundan N = M
bulunur. Sonug olarak, Zf:ll A; < M elde edilir.

(2¢¢) f: M — N bir R-homomorfizma ve A < M olsun. f(A) < N oldugunu
gosterelim. U < N igin f(A)+U = N olsun. Keyfim € M igina € A, u € U olmak
tizere f(m) = f(a) + u yazilabilir. f(m)— f(a) = f(m —a) =u € U olur. O halde
m —a € f~1(U) bulunur. Dolayisiylam € A+ f~1(U) olur. Yani M < A+ f~1(U)
olur. Diger yandan, A + f~1(U) < M dir. Dolayisiyla M = A + f~1(U) bulunur.
A < M oldugundan f(U) = M elde edilir. O halde f(M) = f(f(U)) =
UnIm(f) < U ve f(A) < f(M) oldugundan f(A) < f(M) < U bulunur. O halde
U= f(A)+U = N dir. Yani f(A) < N elde edilir.

(tv) a: A — B ve : B — C small epimorfizmalar olsun. Bu durumda « ve
birer R-epimorfizma oldugundan 3 o a da bir R-epimorfizmadir. Simdi § o a nin
small epimorfizma oldugunu gosterelim. Ker(5 o o) + U = A olacak sekilde bir

U < A alahm. Onerme 1.3.5 (iii) den, Ker(3 o a) = a~!(Ker(8)) dir. O halde

a(Ker(Boa)) +al) = (aa™")(Ker(B)) + a(U)
= Ker(8)+a(lU) =a(A)=B

elde edilir. Buradan Ker(8) < B oldugundan «(U) = B olmalidir. Boylece A =
a }(B) = a ' (a(U)) = U + Ker(a) ve Ker(a) < A oldugundan A = U bulunur.
Dolayisiyla Ker(5oa) < A dir. Yani foa: A — C bir small epimorfizmadir. 0O

1.7. Bir Modiiliin Radikali ve Jacobson Radikali

Tanim 1.7.1. M bir R-modil olsun. M modilinun tim maksimal alt modillerinin

kesisimine M modiliintn radikalt denir ve Rad(M) ile gdsterilir. Yani
Rad(M) = N{ K| K < M maksimal alt modil }

dir. Eger M nin maksimal alt modiilii yoksa Rad(M) = M olarak tansmlanar.
Ornek 1.7.2. Rad(Qy) = Qg dir. Ciinkii Sonu¢ 1.2.22 den Qg modiiliiniin maksi-
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mal alt modili yoktur.

Teorem 1.7.3. M bir R-modil olsun. Bu durumda

Rad(M) =S {L|L < M}

dir.

Kanit. L < M ve K, M nin bir maksimal alt modiilii olsun. Eger L £ K ise
Onerme 1.2.18 den, K + L = M bulunur. O halde L < M oldugundan K = M
dir. Bu ise K nmin maksimal alt modiil oluguyla celisir. Dolayisiyla her K < M
maksimal alt modiili i¢cin L < K olmahdir. Yani L < Rad(M) dir. Bdylece
Y>A{L|L <« M} < Rad(M) bulunur. Diger yandan, m € Rad(M) olsun. Simdi
mR < M oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki mR, M nin small alt modiilii
olmasin. O halde bir U # M alt modiilii vardir 6yle ki mR + U = M dir.

Q={X|XSMvemR+X=M}

kiimesini tanimlayalim. U € Q oldugundan Q # ) dir. 2, “C” bagintisina gore bir
kismen sirali kiimedir. I', © kiimesinin bir zinciri ve A := [Jy. X olsun. I', tam
sirali oldugundan A < M elde edilir. Ustelik A # M dir. Eger A = M olsaydi her
m € A igin m € X olacak gekilde 3 X € I" vardir. Buradan X = mR+ X = M
olur. Bu ise X € Q olmasiyla celigir. Dolayisiyla A # M dir. mR+ A = M
oldugu aciktir. O halde A € 2 dir. Ayrica A, I zincirinin bir iist siniridir. Boylece
Zorn Lemma’dan €2 nin bir maksimal elemani vardir ve buna K diyelim. K, M nin
bir maksimal alt modiiliidiir. Bu durumda m € Rad(M) < K bulunur. K € Q
oldugundan K = mR + K = M dir. Bu ise K nin maksimal alt modiil olusuyla
celigir. O halde mR < M olmahdir. Sonug olarak, Rad(M) = Y {L|L < M}
elde edilir. 0J

Sonug 1.7.4. M bir R-modiill ve m € M olsun. mR < M olmas: i¢in gerek ve
yeter kosul m € Rad(M) olmasidur.

Kanit. m € M ve mR < M olsun. m ¢ Rad(M) olacak sekilde M nin bir K

maksimal alt modiilii oldugunu kabul edelim. Bu durumda Onerme 1.2.18 den,
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K +mR = M dir. O halde mR, M nin small alt modiilii degildir. Bu ise celigkidir.
Dolayisiyla m € Rad(M) olmahdir. Tersi Teorem 1.7.3 iin ispatindan goriiliir. [0

Teorem 1.7.5. M bir R-modil olsun. Eger M modilinin her oz alt modili bir

maksimal alt modil tarafindan kapsaniyor ise Rad(M) < M dir.

Kanit. U < M ve Rad(M) + U = M olsun. Kabul edelim ki U # M olsun.
Hipotezden U, M nin bir K maksimal alt modiiliinde kapsanir. Bu durumda U < K
ve Rad(M) < K oldugundan M = Rad(M)+U < K bulunur. Béylece M = K olur.
Bu ise A nin maksimal alt modiil olusuyla celisir. Dolayisiyla U = M olmaldir.

Yani Rad(M) < M dir. O
Sonug 1.7.6. M bir sonlu dretilmis R-modil ise Rad(M) < M dir.
Kanat. Teorem 1.2.23 ve Teorem 1.7.5 den agiktir. 0

Teorem 1.7.7. o: M — N bir R-modiil homomorfizmas: olsun. Bu durumda

¢(Rad(M)) < Rad(N) dir.

Kamit. Rad(M) =3, _,, L oldugundan ¢(Rad(M)) = >, _,, ¢(L) dir. Teorem
1.6.3 (iii) den, ¢(L) < N dir. Sonug olarak, ¢ ( Rad(M)) < Rad(N) elde edilir. O

Sonug 1.7.8. M bir R-modiil olsun. Eger K < M ise Rad(K) < Rad(M) dir.

Kanat. i: K — M bir icerme doniigiimii olsun. Teorem 1.7.7 geregi Rad(K) =
i((Rad(K)) < Rad(M) bulunur. O

Onerme 1.7.9. M bir R-modiil olsun. Eger M = @ M ise

el

Rad(M) = @ Rad(M;)

il
dar.
Teorem 1.7.10. M bir R-modil olsun.
(1) M bir yari-basit modiil ise Rad(M) = 0 dur.
(17) M Rad(Rg) < Rad(M) dir.
(17i) Rad(Rg), R nin bir idealidir.
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Kanat. (i) A < M olsun. M yari-basit oldugundan A <; M dir. O halde A® B =
M olacak gekilde bir B < M vardir. Eger A < M ise B = M dir. O halde A =0
dir. Yani M nin small alt modiilii sadece 0 alt modiiliidiir. Dolayisiyla Rad(M) =0
bulunur.

(2¢) Her r € R icin ¢,,(r) = mr ile tammh ¢,,: R — M doniisiimii bir R-
modiil homomorfizmasidir. Bu durumda ¢, (Rad(Rg)) = mRad(Rg) dir. Boylece
Teorem 1.7.7 den mRad(Rg) = ¢m(Rad(Rg)) < Rad(M) bulunur. Her m € M
icin m Rad(Rg) < Rad(M) oldugundan M Rad(Rg) < Rad(M) elde edilir.

(2¢2) (i7) segeneginde Mpr = Rp alimirsa Rad(Rpg), R nin bir ideali olur. Benzer

sekilde, Rad(gR) de R nin bir idealidir. O

Yardimci Teorem 1.7.11. R bir halka ve A, R nin bir sag ideali olsun. Bu

durumda asaqidaki ifadeler denktir.
(1) A< Rpg dir.
(2) A <Rad(Rg)
(3) Her a € A igin 1 — a sag tersinirdir.
(4) Her a € A i¢in 1g — a tersinirdir.

Kanat. (1) = (2) Rad(Rg), small alt modiillerin toplam1 oldugundan agiktir.

(2) = (1) A < Rad(Rg) olsun. Sonug 1.7.6 dan, Rad(Rg) < R dir. Teorem 1.6.3
(¢) den A < Rp bulunur.

(1) = (3) A< Rrolsun. Herr € R ve her a € Aigin ar+ (1g—a)r = r yazilabilir.
O halde A+ (1zg —a)R = R dir. A < Rp oldugundan (1z —a)R = R dir. Boylece
1r — a sag tersinirdir.

(3) = (4) Keyfi a € Aigin (1g — a)r = 1 olsun. Bu durumda r = 1z + ar =
1g — (—ar) dir. —ar € A oldugundan hipotezden rs = (1g — (—ar))s = 1g olacak
sekilde bir s € R vardir. Boylece ((1g — (—ar))s = s+ a(rs) = s +a = 1 bulunur.
Buradan s = 1g —a dir. O halde rs = r(1g —a) = 1 oldugundan 1z — a tersinirdir.
(4) = (1) A+ B = Ry olacak gekilde bir B < Rp alalim. 1z € Rigin lg=a+b
olacak sekilde 3 a € A, b € B vardir. Buradan b = 1z — a dir. O halde hipotezden
br = (1gr — a)r olacak gekilde bir » € R vardir. Béylece B = R dir. Yani A < Rp
dir. O
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Teorem 1.7.12. R bir halka olmak izere Rad(Rr) = Rad(gR) dir.

Kanit. Yardimer Teorem 1.7.11 de A = Rad(Rpg) alinirsa Rad(Rgr) < Rad(rR)
bulunur. Benzer gekilde, Yardimc1 Teorem 1.7.11 deki denklikler R sol R-modiiller
icin yapilirsa Rad(grR) < Rad(Rg) bulunur. Sonug olarak, Rad(Rgr) = Rad(grR)
elde edilir. O

Tanim 1.7.13. R bir halka olsun.
J(R) := Rad(Rg) = Rad(rR)

seklinde tamymlanan R nin idealine Jacobson Radikali denir. Yani J(R), R nin

tim sag (sol) maksimal ideallerinin arakesitidir.

1.8. Essential Alt Modiiller

Tanim 1.8.1. M bir R-modil ve N < M olsun. EGer NNK = 0 kosulunu saglayan
her K < M ig¢in K = 0 ise (denk bir ifadeyle, her 0 # L < M alt modili igin
NNL #0 ise)N ye M nin essential alt modiili ya da M ye N nin essential
geniglemest (essential extension) denir ve N <, M ile gésterilir.

Bu tanima gore her M modiilii kendisinin bir essential alt modilidir. M mod-
ulintin kendisinden farkl essential alt modiiline 6z (proper) essential alt modiil

denir.

Ornek 1.8.2. Z; modilinin sifirdan farkle her alt modili Z; de essential olarak

kapsanar.

Tanim 1.8.3. ¢: M — N bir R-monomorfizma olsun. Eger Im(¢) <. N ise ¢ ye

bir essential monomorfizma denir.
Teorem 1.8.4. M bir R-modiil olsun. Asagqidaki 6zellikler saglanar.

(1) K < N < M i¢in K <, M olmas: i¢in gerek ve yeter kosul K <, N <. M

olmasidar.
(1i)) N< .M ve K <Mise NNK <., K dur.
(i) K < N < M olmak tizere % <. % ise N <., M dir.
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t t
() Heri=1,2,...,ti¢in N; <, K; < M ise (| N; <. (| K; dir.

1=1 i=1
(v) Her essential alt modilin homomorfizma altindaki ters gorintisi de essen-

traldar.
(vi) Iki essential monomorfizmanin bileskesi de essentialdur.

(vii) Sonlu sayida essential alt modiiliin kesisimi de essentialdar.

Kanat. (i) (=) K <. M ve 0 # X < N olsun. Boylece 0 # X < M olur. K <, M
oldugundan K N X # 0 dir. Her 0 # X < N i¢in K N X # 0 oldugundan K <, N
dir. Simdi 0 # Y < M olsun. O halde 0 # KNY < NNY dir. Her 0 #Y < M
icin N NY # 0 oldugundan N <, M bulunur.

(<) K <. N <, Molsun. Her 0 # S < M igin 0 # NNS < Ndir. K <, N
oldugundan 0 # KN (NNS) < KNS dir. Her 0 # S < M igin KNS #0
oldugundan K <, M bulunur.

() N<. M, K <Mve0#L<Kolsun. (NONK)NL=NnNL %0 dir. Her
0# L < Kicin (NNK)NL#0 oldugundan NN K <, K dur.

(i220) U < M ve NNU =0olsun. Eger U < Kise U = NNU =0dir. Eger K S U
ise 0 # % < % dir. % N % = 0 olsun. % <, % oldugundan % = 0 bulunur. Yani
U =K dir. Buise K S U olmasiyla gelisir. Boylece N <. M elde edilir.

(iv) t = 2 igin dogru oldugunu gosterelim. N; <., K; ve Ny <., K3 olsun. (N; N
Ny) N L = 0 olacak sekilde bir L < K; N Ky alalim. Bu durumda (Ny N Ny) N L =
NiN(NoNL)y=0dir. NoNL <L <K NKy <K;velN; <, K; oldugundan
NoNL=0dir. L <K NKy, < Ky ve Ny <, Ky oldugundan L = 0 dir. Yani
N1 NNy, <, K1 N Ky dir. Tiimevarim yontemiyle genel durum elde edilir.

(v) f: M — N bir R-modiil homomorfizmas1 ve B <, N olsun. Simdi f~!(B) N
U = 0 olacak gekilde bir U < M alalim. x € BN f(U) icin x = f(u) olacak gekilde
bir u € U vardir. x = f(u) € B oldugundan v € f~}(B) N U = 0 bulunur. O halde
z = f(u) = f(0) =0 dir. Yani BN f(U) =0 dir. B <. N oldugundan f(U) =0
bulunur. Baylece U < Ker(f) = f~1(0) < f~}(B) oldugundan U = f~Y(B)NU =0
dir. Dolayisiyla f~1(B) <. M dir.

(vi) a: A — B ve 5: B — C essential monomorfizmalar olsun. Bu durumda «

ve [ birer R-monomorfizma oldugundan 5 o a da bir R-monomorfizmadir. Simdi
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f o a nin essential monomorfizma oldugunu gosterelim. Im(8 o ) N U = 0 olacak
sekilde bir U < C alalm. Im(8 o o) = (Im(a)) ve 8 bire-bir oldugundan 0 =
B7H0) = 7 H(Im(B o)) N BHU) = Im(e) N S~HU) bulunur. Im(a) <. B
oldugundan S~Y(U) = 0 dir. Buradan Im(3) N U = 0 dir. Im(3) <. C oldugundan
U = 0 bulunur. Dolayisiyla Im(f8 o ) <, C dir. Yani foa: A — C bir essential
monomorfizmadir.

(vit) Her i = 1,2,...,n i¢in 4; <, M olsun. (_; 4; <. M oldugunu tiimevarim
yontemiyle gosterelim. n = 1 i¢in A; <. M dir. n = k i¢in iddia dogru olsun. Simdi
n = k+ 1 i¢in iddianin dogru oldugunu gosterelim. ( fill A;)N L = 0 olacak gekilde
bir L, < M alahm. O halde (N, 4;) N (A1 NL) = 0 dir. Kabulden N, A4, <, M
oldugundan Agy; N L = 0 bulunur. Hipotezden A,y <. M oldugundan L = 0
bulunur. Sonuc olarak, ﬂ“ll A; <. M elde edilir. d

=

Bu &zellik sonlu olmayan bir index kiimesi icin dogru degildir. Ornegin; Zj

modiiliinde her 0 # n € Z i¢in 0 # nZ <. Z dir. Fakat

ﬂnZ:OerZ

neZ
dir.

Uyar1 1.8.5. Bir essential alt modilin homomorfizma altindaki gorintisi essential

olmayabilir. Bu durum i¢in asagidaki 6rnegi verelim.

Ornek 1.8.6. f: Z — ZDZ, f(n) = (n,0) Z-modiil homomorfizmasi i¢in 27 <, 7
dir. Fakat f(2Z) = 22 ® 0 £, Z® Z dir. Cinki 0 # (0D Z) € Z D Z igin
(2Ze0)N (0B Z) =0 dar.

Onerme 1.8.7. M ve N, R-modiiller ve f: M —s N bir monomorfizma olsun.

Eger A <. B < M ise f(A) <. f(B) <N dir.

Kanat. f(A) N f(K) = 0 olsun. Bu durumda f(ANK) C f(A) N f(K) =0
oldugundan f(AN K) = 0 dir. f bire-bir oldugundan AN K = 0 dir. A <, B
oldugundan K = 0 dir. O halde f(K) = 0 dir. Boylece f(A) <. f(B) bulunur. O

Onerme 1.8.8. M bir R-modiil ve N < M olsun. N <e M olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul her 0 £ m € M i¢in 0 #= mr € N olacak sekilde bir v € R vardar.

31



Kanat. (=) N <, M olsun. Her 0 # m € M igin 0 # mR < M dir. N <, M
oldugundan N NmR # 0 dir. O halde 0 # mr € N olacak sekilde bir r € R vardir.
(<) 0 # L < M olsun. Bu durumda 3 0 # m € L vardir. Hipotezden 0 # mr € N
olacak gekilde bir r € R vardir. Ayrica L < M oldugundan mr € L dir. O halde
0# mr € NNLdir. Her 0 # L < M igin N N L # 0 oldugundan N <, M

bulunur. O

Onerme 1.8.9. M bir R-modiil ve M = @& M; olsun. Her i € I olmak iizere

iel
A; <. M; < M olmast i¢in gerek ve yeter kosul & A; <. ® M; = M olmasidar.
i€l el
Kanit. (=) Keyfi 0 # m € M = @ M; alahm. Bu durumda n € N olmak iizere

m = m; + m;, + -+ m, olacalie;ekilde dmy; € My, 1;, € 1,7 =1,2,....,n
vardir. Simdi n ye gore tiimevarim uygulayarak 0 £ mr € '@1 A; olacak gekilde bir
r € R var oldugunu gosterelim. n = 1 i¢in iddia dogrudulre. n = k icin iddianin
dogru oldugunu kabul edelim. n = k + 1 i¢in iddianin dogru oldugunu gosterelim.

.. /
m = My, +mg,+- - +my, olsun. Boylece m = my, +my,+- - +my, +my, = m +m;,

seklinde yazilabilir. Eger m' = 0ise 0 # m = mlp = mg,,, € A

Tht1

f; €B 14i dir.
iel
, k k
Yani r = 1p almabilir. Simdi m # 0 olsun. Bu durumda & A;, <. & M;,
n=1 n=1

oldugundan Onerme 1.8.8 den, 0 # m's € §1 A;, olacak gekilde bir s € S vardur.
ise ms = m's + mikHSn_G ZGESIAi ve ms # 0 dir. Eger ms =0
olsaydi —my,,,s =m's € A;,, N (A;, ® A, ® -+ @ A;,) = 0 olup m's = 0 geliskisi
ise A <. M;

olacak sekilde bir t € R

Eger m;, s € A

Tht1

elde edilirdi. Dolaysiyla ms # 0 dir. Eger my;, s ¢ A, it it

oldugundan Onerme 1.8.8 den, 0 # (m;, s)t € A

Tyl

vardir. O halde r = st € R icin mr = m'r + mg,, v € © A ve mr # 0 dir.
iel

Eger mr = 0 olsaydi —m;,,,r = m'r € A, N (4, & A, & ® A;,) = 0 olup

mg, 7 = (m;, ., s)t = 0 geligkisi elde edilirdi. Dolayisiyla mr # 0 olmalidir. Sonug

olarak, her 0 #m € M = @ M, icin 0 # mr € & A; olacak sekilde bir r € R var
il il
oldugundan & A; <. & M; = M bulunur.

el el

(<) @ A; <. ® M; = M olsun. Kabul edelim ki, 4; £, M; olsun. O halde bir
i€l i€l
0 # K; < M vardir 6yle ki Ay N Ky =0 dir. Simdi z € ( @ Ai) N K, alalim. Bu
i€l

durumda z = a; + as + - - - + a, olacak sekilde 4 a; € A;, i = 1,2,...,n vardir.

r—a =a+az+---+a, € MiN(My® Mg D --- D M,) = 0 oldugundan

r=a, € K;NA =0 dir. Dolay1s1yla(@Ai)ﬂK1 =0dir. DA <. DM, =M
i€l

el el
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ve K1 < M; < M oldugundan K; = 0 bulunur. Bu ise A fe M; olmasiyla celisir.
Dolayisiyla her i € I i¢in A; <. M; dir. O

Onerme 1.8.10. m € M ve N < M olsun. Bu durumda

mIN={recR|mreN}

kiimesi R nin bir sag idealidir. Ayrica N <, M ise m~'N <. Rp dir.

Kanat. Oncelikle m™'N < Rp oldugunu gosterelim. 0 € R ve m0 = 0 € N
oldugundan 0 € m™'N dir. Yani m~'N # @ dir. Her r, 79 € m™'N ve s € R
icin m(r; —ry) = mry — mry € N ve m(r1s) = (mr1)s € N oldugundan m(r; —
r9), m(rys) € m~'N bulunur. Boylece m™'N < Ry elde edilir. Simdi m € M,
N <, Mve0# L < Rgolsun. Eger mL = 0ise L C m ' N oldugundan LNm™'N =
L # 0 dir. Eger mL # 0 ise N <, M oldugundan mL N N # 0 dir. Bu durumda
0 # mr € N olacak sekilde bir r € L vardir. O halde » € m~!N dir. Sonug olarak,
LNm™tN # 0 oldugundan m~'N <, Rp elde edilir. O

Onerme 1.8.11. M bir R-modil, 0 # m € M ve N <, M olsun. Bu durumda
ml # 0 ve mI C N olacak sekilde bir I <. Rgr vardr.

Kanat. I := {r € R| mr € N} olsun. Bu durumda I < Rr ve mI C N dir.
N <. M oldugundan 0 # mr € N olacak sekilde bir r € R vardir. Yani r € [
icin mI # 0 dir. Simdi 0 # J < Ry olsun. Eger mJ = 0 ise J C [ oldugundan
JNI=J#0dir. Eger mJ # 0 ise N <. M oldugundan m.J N N # 0 dir. Boylece
0 # mx € N olacak sekilde bir z € J vardir. O halde z € [ dir. Sonug olarak,
J NI # 0 oldugundan I <. Ry elde edilir. O

Onerme 1.8.12. M bir R-modiil ve K < M olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
denktir.

(1) K<.M
(17) 1: K — M i¢erme déntsimi bir essential monomorfizmadr.

(13i) Her R-modil N ve f € Homg(M, N) i¢in Ker(f)NK =0 ise Ker(f) =0 dur.
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Kanat. (i) < (i2) i(K) = K <. M oldugundan agiktir.

(¢) = (49%) Her R-modiil N ve f € Homg(M, N) i¢in Ker(f) N K = 0 olsun. O
halde K <. M oldugundan Ker(f) = 0 dur.

(ii1) = (¢) L N K = 0 olacak gekilde bir L < M alalm. 7: M — M/L dogal
homomorfizmasini goz 6niine alahm. Ker(7) = L dir. O halde hipotezden Ker(7) =

L =0 dir. Dolayisiyla K <, M dir. O
Teorem 1.8.13. M bir R-modil olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.

(1) M bir yari-basit modildiir.

(13) M nin oz essential alt modili yoktur.

Kanit. (i) = (i1) M bir yari-basit modiil ve A S M olsun. Kabul edelim ki,
A <. M olsun. M yari-basit oldugundan A <; M dir. Dolayisiyla AU = M
olacak gekilde bir U < M vardir. Buradan ANU =0 ve A <, M oldugundan U =0
olmalidir. O halde A = M dir. Bu ise ¢eligkidir. Yani M nin essential alt modiilii
sadece kendisidir.

(i¢) = (2) Kabul edelim ki M nin 6z essential alt modiilii olmasin. A < M olsun.
O halde A nin bir C' komplementi vardir 6yle ki ANC =0ve A® C <, M dir.
Kabulden A ® C = M olmalidir. Boylece A <; M oldugundan M bir yari-basit
modiildiir. O

1.9. Diizgiin (Uniform) Modiiller

Tanim 1.9.1. M sifirdan farkly bir R-modil olsun. Eger her 0 # U < M ig¢in

U <. M oluyorsa M ye diizgiin (uniform) modil denir.

Ornek 1.9.2. (¢2) Her 0 # U < Zg i¢in U <, Zgz oldugundan Zz bir dizgin
modtldir.

(i2) Zg, Z-modiil olarak diizgiin modiil degildir. Ctinki Ze¢ nin 27 ve 3Z alt modiilleri
igin 2Z.N 3Z = {0} dur.

(¢42) Her cisim kendi tizerinde bir dizgiin modildiir.
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1.10. Komplement Alt Modiiller

Tanim 1.10.1. M bir R-modiil ve A < M olsun. ANC = 0 dzelligine gore maksimal
olan bir C' < M alt modiiline A nwn (M deki) komplementi denir. C alt modiilii

tek olmak zorunda degildir.

Ornek 1.10.2. F bir cisim, * € F ve Mp = (F @ F)p olsun.
A=(1L,0O)F ={(u,0)|lue F} < Mg

alalim.

C=(zx,)F={(zv,v)|ve F} < Mg

olmak tzere C' ler, A nin Mg deki komplementleridir. Eger F cismi sonlu ise A
min sonlu tane komplementi vardwr. FEger F cismi sonsuz ise A min sonsuz tane

komplementi vardar.

Onerme 1.10.3. M bir R-modiil ve A, B < M olmak tizere AN B = 0 olsun. Bu
durumda B < C' olacak sekilde A nin M de bir C' komplementi vardar.

Kanat. Ispat1 Zorn Lemma’y: kullanarak yapalim.
Q={X<M|AnNX=0ve B< X}

kiimesini tammlayalm. B € Q oldugundan © # @ dir. T := {X,}ic7,  nin bir
zinciri ve A 1= Uiel X; olsun. Bu durumda I" tam sirali oldugundan her X;, X; € I’
icin X; C X, ya da X; C X; dir. O halde A, M nin bir alt modiiliidiir. Her
i € Iicin B < X; oldugundan B < |J;.; X; = A dir. Her i € [icin ANX; =0
oldugundan AN (U;c; Xi) = U;e; (AN X;) =0 dir. Yani A € Q dir. A, T’ zincirinin
bir iist siniridir. Boylece Zorn Lemma ile £ nin bir maksimal elemani1 ve bunu C'
ile gosterelim. A N C = 0 oldugundan C, A min M deki bir komplementidir. €2 nin
tammmindan B < C' dir. ]

Sonug 1.10.4. M R-modilintin her alt modilinin M de bir komplementi vardar.

Kanat. A, B < M olmak iizere AN B = 0 olsun. Onerme 1.10.3 te B = 0 alinirsa
ANO =0 dir. O halde 0 < C olacak gekilde A nin M de bir C' komplementi

vardir. O
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Onerme 1.10.5. M bir R-modiil ve N < M olsun. K < M, N nin M deki bir
komplementi ise N & K <, M dir.

Kanit. NNK = 0oldugundan N+ K = NeK < M dir. L < M ve (N&K)NL =0
olsun. Bu durumda (N® K)+ L = (N® K) @ L dir. Béylece NN (K @& L) = 0 olur.
K, N ile arakesiti sifir olan maksimal alt modiil oldugundan K & L = K olmaldir.

K N L =0 oldugundan L = 0 bulunur. O halde N & K <, M dir. O

Yardimci Teorem 1.10.6. M bir R-modil, N < M ve K <4 M olsun. Bu
durumda K nin, M de N nin bir komplementi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

NNK=0ve N® K <, M olmasider.

Kanat. (=) K, N nin M de bir komplementi olsun. Bu durumda N N K = 0 dir.
0#x € M olsun. Eger z € Kise 0 2R = KNzR C (N @ K) NzR dir. Boylece
(NeK)NzR # 0 dir. Simdi z ¢ K olsun. Bu durumda K, N ile arakesiti sifir olan
maksimal alt modiil oldugundan N N (xR + K) # 0 dir. O halde 0 #n = ar + k
olacak sekilde 3n € N, k € K, r € R vardir. Buradann —k=ar € (N® K)N xR
dir. Eger n—k = 0 olsaydin =k € NN K = 0 olup n = 0 olurdu. Bu ise celigkidir.
Dolayisiyla (N @ K) N xR # 0 dir. Boylece her 0 # x € M i¢in (N @ K) NzR # 0
oldugundan N & K <, M dir.

(<) K <4 M oldugundan M = K @ K olacak gekilde bir K’ < M vardir. Kabul
edelim ki, K C K; ve N N K; = 0 olacak sekilde bir K; < M olsun. Buradan
Ki=KNK&K)=Ko® (K NK) bulunur. K, N K = 0 dir. Gergekten,
0#4y€ (KiNK)<Molsun. N @ K <, M oldugundan (N @ K) NyR # 0 olur.
O halde 0 # yr = n + k olacak sekilde 3 n € N, k € K, r € R vardir. Boylece
n=yr—ke€NNK, =0dwr. Ohalde k=yr € KNK =0 dir. Buise yr # 0
oldugundan bir celigkidir. Dolayisiyla K; N K = 0 olup K = K, elde edilir. Yani
K, N nin M deki bir komplementidir. O

Teorem 1.10.7. M bir R-modiil olmak tizere N, K < M ve NN K =0 olsun. K

nmin, M de N nin bir komplementi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

NoOK M

<€
K T K

olmasidar.
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Kamnat. (=) K, N nin M deki bir komplementi olsun. K < L < M i¢in ¥2ENL =0
olsun. Bu durumda (N & K) N L = K dir. Modiiler kuralindan (NN L) & K = K
bulunur. Dolayisiyla NN L < K dir. Buradan NN L < KN N = 0 oldugundan
N N L =0 bulunur. K, N ile arakesiti sifir olan maksimal alt modiil oldugundan
L = K olmalidir. O halde % = 0 dir. Sonug olarak, % <e % elde edilir.

(<) NNL =0ve K < L olacak gekilde bir L < M alahm. =z € (N@® K)N L
olsun. Bu durumda x = n + k olacak sekilde d n € N, k € K vardir. Buradan
n=x—k& NNL=0oldugundan n = 0 bulunur. O halde x = k£ € K oldugundan
(N® K)NL =K dir. Boylece Y25 0L =0 dir. 25 <. & oldugundan £ = 0
olmalidir. Yani K = L dir. Dolayisiyla K, N nin M de bir komplementidir. O
Tanim 1.10.8. M bir R-modiil ve K < M olsun. K nin, M de komplementi oldugu
bir L < M wvar ise K ya M de bir komplement alt modil denir ve K <. M ile
gosterilir. Ayrica 0 <. M ve M <. M oldugu aciktir.

Uyar1 1.10.9. M bir R-modil olmak tizere M nin her dik toplananit M nin bir
komplement alt modilidir. Gercekten, K <, M olsun. Bu durumda 3 N < M
wein M = K ® N dir. Simdi NNL =0 ve K < L olacak sekilde bir L < M
alam. L=LNM =LN(K@®& N)=K& (NNL)=K dwr. Yani K, N nin bir
komplementidir.

Fakat bu sonucun tersi genel olarak dogru olmayabilir. Yani bir modilin komp-
lement alt modili bir dik toplanan olmak zorunda degildir. Asagidaki 6rnek bu

durumu ac¢iklamaktadar.

Ornek 1.10.10. F bir cisim ve V, F iizerinde 2 boyutlu bir vektor uzay olsun.
V =uvF & vl alalim. Bu durumda

R:{H;Mfeﬂvev}

bilinen matris islemler: ile birimli, degismeli ve ayristirilamaz bir halkadir.

I:{[g”ﬂ \feF,vleV}gRR

alalim.

J:{[yfhfeﬁnbev}gRR
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olmak tzere I, J nin Rp deki bir komplementidir. Yani I <. Rg dir. Fakat fd Rg

dir. Ciinki Rg nin, 0 ve kendisinden baska dik toplanani yoktur.

Tanim 1.10.11. M bir R-modiil ve K < M olsun. K min 0z essential genislemest
yoksa (yani K <, N < M ise K = N) K ya M de kapaly (closed) alt modiil

denir.

Onerme 1.10.12. M bir R-modiil ve N < M olsun. Bu durumda N < K<, . M
olacak sekilde bir K < M alt modili vardar.

Kanst. N', N nin M deki bir komplementi olsun. Bu durumda N' NN = 0 dur.
Onerme 1.10.3 ten, N < K olacak sekilde N' niin bir K komplementi vardir. Simdi
0# L < Kolsun. N < L+ N ve N, N nin bir komplementi oldugundan
(L4+N)YNN # 0 dir. Boylece n = [+ n’ olacak sekilde 30 #n € N, [ € L,n € N'
vardir. Buradan n' =n —1 € N' N K = 0 oldugundan 0 # n = € N N L dir. Yani
N N L # 0 dir. Sonug olarak, N <.< K <., M bulunur. O

Tanim 1.10.13. M bir R-modiil ve N < K < M olsun. Eger N <, K <. M ise,

K ya N nin M deki kapanigi (closure) denir.

Onerme 1.10.14. M bir R-modiil ve K < M olsun. K <. M olmas: i¢in gerek ve
yeter kosul K <, L < M ise K = L olmasidar.

Kanit. (=) K <. M ve K <, L < M olsun. O halde K, K’ niin M deki bir
komplementi olacak sekilde bir K’ < M vardir. 0 = K N K <, LN K  oldugundan
LNK' =0 dir. Fakat K, K ile arakesiti sifir olan maksimal alt modiil oldugundan
K = L olmahdir.

(<) K < M oldugundan Onerme 1.10.12 den, K <. L <. M olacak sekilde bir
L < M vardir. Hipotezden, K = L dir. Yani K <. M dir. O

Onerme 1.10.15. M bir R-modiil olsun. Eger K <. N <. M ise K <. M dir.

Kamit. K <, N <, M oldugundan K, K niin N deki bir komplementi ve N, N’
niin M deki bir komplementi olacak sekilde 3 K < N, N < Mvardir. K'+N <M
ve KN(K'+N') = 0 dir. Gercekten, » € KN(K' +N') olsun. Bu durumda z = &' +n/
olacak sekilde 3k € K', n' € N vardir. Buradan z — k' =n' e NN N =0 dir. O
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halde z =k € KNK =0 dir. Yani 2 = 0 dir. Simdi K <. L < M olacak sekilde
bir L < M alalim. Bu durumda 0 = K N (K + N') <. LN (K + N') oldugundan
LN (K + N') =0 dir. Boylece

INN(L+N)NNK =(NNK)N(L+N)=K N(L+N)=0

bulunur. K < NN (L+ N') ve K, K’ niin N deki bir komplementi oldugundan
K = NN (L+ N')olmahdir. 0 = [NN(L+N) NN <, LNN oldugundan
LNAN =0dr. Ohalde (N+L)NN =LNN =0dir. N <N+ LveN,
N’ niin M deki komplementi oldugundan N = N + L olmalidir. Yani L < N dir.
L=LN(L+N)<NN(L+N')= K oldugundan K = L dir. Béylece Onerme
1.10.14 ten K <. M bulunur. [

1.11. Yari-Basit (Semisimple) Modiiller ve Socle

Tanim 1.11.1. M bir R-modiil olsun. M nin her alt modili bir dik toplanan ise
M modiline yari-basit (semisimple) modil denir.

Eger M bir basit modil ise M nin alt modiiller: O ve kendisidir. M = 0 & M
oldugundan M yari-basit modil olur. Béylece basit modiiller ayni zamanda yari-basit
modiillerdir. Diger yandan, bu tanima gére 0 modiili yari-basittir fakat basit modiil

tanim geregi 0 modiili basit degildir.

Tanim 1.11.2. R bir halka olsun. Eger Rg (rR) yari-basit ise R halkasina sag

(sol) yari-basit halka denir.

Yardimci1 Teorem 1.11.3. Mpr bir yari-basit modil olsun. Bu durumda M nin

sifirdan farkly her alt modili bir basit alt modiil kapsar.

Kanit. 0 # U < M ve U sonlu iiretilmis olsun. Sonu¢ 1.2.24 ten, bir C < U
maksimal alt modiilii vardir. Kabulden, M = C & D olacak gekilde bir D < M
vardir. Boylece modiiler kuralindan U = UNM =UN(C&® D) = C & (UND)
bulunur. Buradan U/C = U N D dir. C, U da maksimal oldugundan U/C basittir.
Dolayisiyla U N D de basittir. O halde U N D, U nun bir basit alt modiiliidiir. O
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Yardimci1 Teorem 1.11.4. M bir R-modil olsun. {M;};c;, M nin basit alt mo-
diillerinin bir ailesi olmak tizere M = Y .., M; ve U < M olsun. Bu durumda

asagqrdakiler saglanar.

(a) M =U@& ( & M;) olacak sekilde bir J C I alt kiimesi vardar.

e

(b) U= & M, olacak sekilde bir K C I alt kiimesi vardor.

€K

Kanit. (a) M =>_,_, M; ve U < M olsun.

el

T::{L|L§Ive U+(2Mi):U@(@Mi)}

€L i€l

kiimesini tanimlayalim. @ M; = 0 oldugundan () € T’ dir. Yani T' # () dir. T, “C”
bagintisina gore bir klsmzeeﬁ sirall kiimedir. A, T’ da bir zincir olsun. L := Uprea L
olsun. Simdi L’ € I oldugunu gosterelim. E sonlu olmak iizere E C L' alahm. O
halde A tam sirali oldugundan 3 L € A igin £ C L dir. Simdi v € U ve m; € M,
olmak iizere 0 = u + >, m; olsun. £ C L oldugundan her i € E i¢in u = m; =0

dir. Buradan

U_'_(ZMi):UEB(EBMi)

iGL/ ’iELI
elde edilir. Yani L' € T dir. L', A zincirinin bir iist simiridir. Béylece Zorn Lemma

ile I' nin bir maksimal elemani vardir ve buna J diyelim.

N=U+ (X M)=Usas (o M)
icJ icJ
olsun. Simdi herhangi bir ig € I i¢in N + M,;, alt modiiliinii géz Oniine alalim.
J G JU {io} ve J, T nmn maksimal elemani oldugundan N + M;, # N @& M;,
olmalhdir. Dolaywsiyla N N M;, # 0 dir. N N M, < M, ve M, basit modiil
oldugundan N N M;, = M,, olur. Buradan M;, < N dir. Yani N, M nin tiim basit

alt modiillerini kapsar. Boylece M = > ., M; < N < M bulunur. Yani M = N

iel

dir.

(b) (a) seceneginden dolayr M = U & (E}J M;) olacak sekilde bir J C I alt kiimesi
vardir. Simdi U < M alt modiilii yerine & M; < M alt modiiliine (a) uygulanirsa

ieJ

M = ( <5 MZ) < ( < Ml) olacak gekilde bir K C [ vardir. O halde 1. [zomorfizma
ieJ ieK

Teoremi’nden,
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U%M/(@Mz)g o M,

ieJ €K

elde edilir. O
Teorem 1.11.5. M bir R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
(1) M nin her alt modili, basit alt modillerinin bir toplamadar.
(2) M, basit alt modiillerinin bir toplamadar.
(3) M, basit alt modillerinin bir dik toplamadar.
(4) M bir yari-basit modiildiir.

Kanat. (1) = (2) Aciktar.

(2) = (3) Her A € A igin M), < M basit alt modiiller i¢in M = >, _, M, olsun.
Yardimer Teorem 1.11.4 (a) da U = 0 alinirsa M = )\EBA, M, olacak sekilde bir A’ C A
vardir.

(3) = (4) Hipotezden, M = )\669/\ M, olacak sekilde M, basit alt modiilleri vardir.
Varsayalim ki, U < M olsun. M = ZAGA M, oldugundan Yardimci Teorem
1.114(a) dan, M = U & (Agl M) olacak sekilde bir A" C A vardir. Boylece
U <, M dir.

(4) = (1) Her A € A igin M, lar birer basit alt modil ve M, < U < M ol-
mak iizere Uy := ), ., My olsun. Bu durumda U, M nin bir alt modiiliidiir.
Hipotezden, Uy <; M dir. Boylece M = Uy @& N olacak sekilde bir N < M vardir.
U=MnNU-=Uy®dN)NU =Uy® (NNU) bulunur. Eger NNU = 0 ise (1)
saglanir. Simdi N N U # 0 oldugunu kabul edelim. Buradan 0 # N NU < M
oldugundan Yardimeci Teorem 1.11.3 ten, B < N N U olacak sekilde M nin bir
B basit alt modiili vardir. O halde B < Uy dir. Diger yandan, B < N NU
oldugundan B < Uy N (N NU) = 0, bu ise geligkidir. Dolaysiyla N NU = 0 olup
U="Uy =) ,cn M, elde edilir. Yani M nin her alt modiilii, basit alt modiillerinin

bir toplamidir. O

Tamim 1.11.6. M bir R-modil olsun. M nin biitin basit (minimal) alt modiillerinin

toplamina M nin socle’s denir ve Soc(M) ile gosterilir. Yani

Soc(M) => {N|N < M basit alt modil }
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seklindedir. Eger M nin basit alt modili yoksa Soc(M) = 0 duwr. Soc(M) nin
tanwm geregi yari-basit oldugu séylenebilir. K, M nin bir yari-basit alt modili ve
i: K — M ig¢erme diniigimi olsun. O halde K = i(K) < Soc(M) dir. Yani
Soc(M), M nin en biyik yari-basit alt modilidir.

Ornek 1.11.7. (i) Soc(Z/AZ) = 27,47 dir.
(22) F bir cisim olmak tizere Soc(Fr) =0 dur.
(222) Soc(Zz) = 0 ve Soc(Qz) = 0 dur. Clinkii Zz ve Qg modiillerinin minimal alt

modiiller: yoktur.
Sonug 1.11.8. M bir R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.
(1) Her N < M i¢in Soc(N) = N dir.
(2) M = Soc(M) dir.
(3) M, basit alt modillerinin bir dik toplamadar.
(4) M bir yari-basit modildir.

Ornek 1.11.9. (i) Zy ve Qg yari-basit modiil degildir.

(22) p bir asal sayr olmak tizere Z-modil Z/pZ basit modiildir. Soc(Z/pZ) = Z]pZ
oldugundan Z/pZ bir yari-basit modildir.

(222) Soc(2Z/47) = 27./AZ oldugundan 27, /A7, Z-modil olarak yari-basit modildiir.
(iv) Zg, Z-modiil olarak bir yari-basit modiildiir. Gercekten, Zg =< 0 > @® Zg ve

Ze =< 2> @ < 3> dir. YaniZg niwn biitin alt modiilleri Zg¢ nan bir dik toplananadar.
Sonug 1.11.10. (i) Bir yari-basit modilin her alt modili de yari-basittir.

(13) Bir yari-basit modilin her bélim modili de yari-basittir.

(131) Bir yari-basit modiilin homomorfik gorintisi de yari-basittir.

(1v) Yari-basit modillerin toplamlary da yari-basittir.

Kanit. (i) Mg bir yari-basit modiil ve N < M olsun. K < N alalim. Buradan
K < N < M dir. Kabulden K <; M dir. Yani M = K & L olacak sekilde bir
L < M vardir. Modiiler kuralindan N = NNM =NN (K& L)=K& (NNL)

bulunur. Yani K <; N dir. Sonug olarak, N bir yari-basit modiildiir.
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(i¢) Mpg bir yari-basit modiill ve N < M olsun. Kabulden M = N @ K olacak
sekilde bir K < M vardir. 1. Izomorfizma Teoremi'nden M/N = K bulunur. (i)
den K yari-basittir. Dolaysiyla K ya izomorf olan M /N de yari-basittir.

(i) Ag bir yari-basit modiil ve a: A — B bir R-modiil homomorfizmasi olsun.
Ker(a) < A ve A yari-basit modiil oldugundan A = Ker(a) & C olacak gekilde bir
C < A vardir. Boylece 1. Izomorfizma Teoremi'nden, a(A) = A/ Ker(a) = C dir.
(7) den C' yari-basittir. Dolayisiyla a(A) da yari-basittir.

(iv) Ag, yari-basit modiillerin toplami olsun. Teorem 1.11.5 den her yari-basit
modiil basit modiillerin toplami oldugundan A basit modiillerin toplamidir. O halde

yine Teorem 1.11.5 den A bir yari-basit modiildiir. O

Onerme 1.11.11. f: M — N bir R-modil homomorfizmasi olsun. Bu durumda

f(Soc(M)) < Soc(N) dir.

Kamat. Her ¢ € I i¢in M; < M basit alt modiiller i¢in Soc(M) = .., M; sek-
linde yazilabilir. Simdi f = fiar,+ M; — N olsun. Ker(f') < M; ve M; basit
oldugundan Ker(f') = 0 ya da Ker(f') = M; bulunur. Buradan M;/Ker(f') =
f'(M;) bulunur. O halde f'(M;) basit ya da f'(M;) = 0 olur. Sonug olarak,
f(Soc(M)) = f(Xic; Mi) = > ,c; f(M;) oldugundan f(Soc(M)), N nin bir yar-
basit alt modiiliidiir. Ayrica Soc(/N), N nin en biiyiik yari-basit alt modiilii oldugun-
dan f(Soc(M)) < Soc(N) bulunur. O

Sonug 1.11.12. M bir R-modil olsun. Eger U < M ise Soc(U) < Soc(M) dir.

Kanat. i: U — M bir icerme doniisiimii olsun. Bu durumda Onerme 1.11.11 den,

Soc(U) = i((Soc(U)) < Soc(M) bulunur. O

Sonug 1.11.13. f: M — N bir R-homomorfizma olsun. Eger Im(f) <. N ise
f(Soc(M)) = Soc(N) dir.

Kamnat. Oncelikle Onerme 1.11.11 den, f(Soc(M)) < Soc(N) dir. Simdi U < N
bir basit alt modiil olsun. Im(f) <. N oldugundan U < Im(f) dir. O halde
f7H(U) < Soc(M) dir. Bu durumda U = f(f~*(U)) < f(Soc(M)) oldugundan
Soc(N) < f(Soc(M)) dir. Sonug olarak, f(Soc(M)) = Soc(N) elde edilir. O

Onerme 1.11.14. M bir R-modiil olmak iizere M Soc(Rg) < Soc(M) dir.
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Kanit. Her r € R i¢in f,,,(r) = mr ile tammh f,,: R — M doniisiimii R-modiil
homomorfizmasidir. Bu durumda f,, (Soc(Rg)) = mSoc(Rpg) dir. Onerme 1.11.11
den, m Soc(Rg) = fm(Soc(Rg)) < Soc(M) bulunur. Her m € M icin m Soc(Rg) <
Soc(M) oldugundan M Soc(Rg) < Soc(M) elde edilir. O

Uyar1 1.11.15. Onerme 1.11.14 te My = Ry alirsa Soc(Rg), R nin bir ideali
olur. Benzer sekilde, Soc(grR) de R nin bir idealidir. Fakat Soc(Rg) # Soc(rR) dir.

Ornek 1.11.16. F bir cisim olmak iizere ve R = [§ £] olsun. Bu durumda
0F 00 0F Fo 0F FF
SOC(RR):[OO]@[OF}:[OF} ve SOC(RR):[OO]EB[OO]:[O o}

oldugundan Soc(Rpg) # Soc(rR) elde edilir.

Teorem 1.11.17. M bir R-modil olsun. Bu durumda
Soc(M)=N{N|N<.M}

dir.

Kanat. S < M ve S basit modiil olsun. N <, M alalim. Bu durumda 0 # NNS <
S ve S basit modiil oldugundan N NS = S olmahdir. Yani S < N dir. Boylece
her N <, M i¢in S < N oldugundan Soc(M) < " {N|N <. M } bulunur. Diger
yandan,

X =N{N|N< M)

olsun. Simdi X < Soc(M) oldugunu gosterelim. Y < X alalim. O halde Y nin bir Z
komplementi vardir 6yle kiY NZ =0ve Y & Z <, M dir. Budurumda X <Y ® 7
dir. Boylece her x € X i¢in x = y+ 2z olacak sekilde 3y € Y, z € Z vardir. Buradan
r—y=z¢€ XNZoldugundan x € Y + (X NZ) dir. Boylece X <Y +(XNZ) < X
oldugundan X =Y + (X N Z) dir. Ayrica Y N (X NZ) <Y NZ =0 oldugundan
YN(XNZ) =0 bulunur. O halde X =Y & (X NZ) dir. Her Y < X igin
Y <4 X oldugundan X yari-basit modiildiir. Bu durumda X = Soc(X) < Soc(M)
dir. Sonug olarak, Soc(M) = {N|N <. M } elde edilir. O
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Onerme 1.11.18. M bir R-modiil ve N < M olsun. Bu durumda
Soc(N) = N N Soc(M)

dir. Ozellikle, Soc (Soc(M)) = Soc(M) dir.

Kanit. N < M olsun. Soc(N) < N ve Soc(N) < Soc(M) oldugundan Soc(N) <
NNSoc(M) bulunur. Diger yandan, K < M bir basit alt modiil ve X < N olsun. Bu
durumda K = Soc(K) oldugundan K < Soc(N) dir. Béylece NNSoc(M) < Soc(N)
bulunur. Sonug olarak, Soc(N) = N N Soc(M) elde edilir. Ozel olarak, N < M alt

modiilii yerine Soc(M) < M alt modiilii alinirsa
Soc (Soc(M)) = Soc(M) N Soc(M) = Soc(M)

elde edilir. 0O

Onerme 1.11.19. M bir R-modiil olsun. Eger M = @ M; ise
il

Soc(M) =  Soc(M;)

il
dir.

Kanat. Her i € I igin Soc(M;) yari-basit modiil oldugundan Soc(M;), M; nin basit
alt modiillerinin bir direkt toplamidir. Bu durumda €, ; Soc(M;) de bir yari-basit
modiil olur. Her i € I i¢in Soc(M;) < M; oldugundan &, , Soc(M;) < @,.; M;
dir. Ayrica Soc (B¢,
@D, Soc(M;) < Soc (D,c; M;) bulunur.

Diger yandan, S < @,.; M; bir basit alt modiil olsun. Teorem 1.2.29 dan her

el

M;), @,.; M; nin en biiyiik yari-basit alt modiilii oldugundan

0 # x € Sigin S = xR yazilabilir. Bu durumda n € N olmak tizere = m;, +m,, +
--+ 4+ m;, olacak gekilde 3 m;, € M;,, i; € I, j = 1,2,...,n vardir. z in sifirdan
farkli bileseni m;, € M;, olsun. §imdi f;(xr) = myr ile tammh f;: S — M,
doniisiimiinii goz Oniine alalim. Her xry, xry € S icin xr; = xry olsun. Bu durumda

my;r1 = my;ry oldugundan fj(zry) = fj(ary) dir. O halde f; iyi tanimhdir. Her
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xry, xry € S ve a € R icin

filary +ary) = my(r +1r2) = myr +myre = fi(ary) + fi(ar2)

fj((:c'r’l)a) = f; (a:(rla)) =my,(ria) = (my;r1)a = f;(zr)a

oldugundan f; bir homomorfizmadir. Her m;,r € M;; igin f;(0,0,...,m;7,0,...) =
m;,r olacak sekilde 3 (0,0,...,m;r,0,...) € S vardir. O halde f; 6rtendir. Yani
f;(S) = M, dir. Bir basit modiiliin her homomorfik goriintiisii de basit oldugundan

M;; de basittir. Bu durumda M;; < Soc(M;;) dir. Boylece

< @ M;; < D Soc(M;;) < @ Soc(M;)

J J i€l

oldugundan Soc (,.; M;) < ,.; Soc(M;) bulunur. Sonug olarak,

Soc (M) = € Soc(M;)

el

elde edilir. O

1.12. Noetherian ve Artinian Modiiller

Tanim 1.12.1. A bir R-modiil olsun. Eger A nin alt modiillerinin bostan farkly her
ailesi bir maksimal (minimal) elemana sahip ise, A modiiliine maksimal (mini-

mal) gartiny saghyor denir.

Tanim 1.12.2. A bir R-modil olsun. A nin alt modillerinin
Ay C Ay CA3C

seklindeki her artan zinciri i¢in A,; = A, (V1 € N) olacak gekilde bir n € N varsa,

A ya artan zincir kogulunu (ACC) saglyor denir.

Tanim 1.12.3. A bir R-modil olsun. A nin alt modullerinin
A DA D A3 D

seklindeki her azalan zinciri igin A,y = A, (VY i € N) olacak sekilde bir n € N
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varsa, A ya azalan zincir kogulunu (DCC') sagliyor denir.
Onerme 1.12.4. A bir R-modiil olmak dizere asaqidaki ifadeler denktir.
(1) A maksimal (minimal) sartini saglar.
(11) A artan (azalan) zincir kosulunu saglar.

Tanim 1.12.5. A bir R-modiil olsun. Eger A maksimal sartini saglarsa ya da denk
olarak artan zincir kogulunu (ACC') saglarsa, A ya Noetherian modil denir. Ejer
Rg (rR) Noetherian ise R halkasina sag (sol) Noetherian halka denir. Ornegin;

Zy modilid Noetheriandir.

Teorem 1.12.6. A bir R-modiil olsun. A nin Noetherian olmas: icin gerek ve yeter

kosul A nin her alt modilinin sonlu tretilmis olmasidar.

Kanat. (=) A, Noetherian olsun. K < A ve Q, A nin K da kapsanan tiim sonlu

iiretilmig alt modiillerinin kiimesi olsun. Yani
Q={X|X <A X CK, ve X sonlu iiretilmis }

olsun. < 0 >€ Q oldugundan Q # () dir. A Noetherian oldugundan € nin bir
K' maksimal eleman: vardir ve K’ =< aq,as,...,a, > dir. Iddiamiz K = K dur.
Tanimdan K' C K dir. K' # K oldugunu kabul edelim. Bu durumda a,; ¢ K’
olacak gekilde bir a,,; € K vardir. K' =< a1,09, ..., 0y, Gyyq > olsun. O halde
K" C Kolup K" € Q dir. K', K nin K nii kapsayan bir sonlu iiretilmig alt
modiiliidiir. Bu ise K niin Q da maksimal olusuyla celisir. Dolayisiyla K = K
olmalidir. Béylece K bir sonlu iiretilmig alt modiildiir.

(«<=) A nin her alt modiilii sonlu {iretilmis olsun. A nin alt modiillerinin
Ay C A CA3C L.

seklindeki sonsuz artan zincirini gz oniine alalim. U = J;2, A; olsun. Boylece U,
A nin bir alt modiiliidiir. Hipotezden, U bir sonlu iiretilmis modiildiir. Bu durumda
U =< ay,as,...,a; > olacak sekilde aq,as,...,a; € U elemanlar1 vardir. O halde

A; C Ay C Ajs... oldugundan bir m € N vardir oyle ki a1,as,...,a; € A, dir.
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Buradan U = A, olmahdir. Boylece her n > m i¢in A, = A,, dir. Yani A bir

Noetherian modiildiir. O

Teorem 1.12.7. A bir R-modiil ve B < A olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
denktir.

(1) A bir Noetherian modildiir.
(1) B ve A/B Noetherian modildir.

Teorem 1.12.8 (Hilbert Taban Teoremi). R bir sag (sol) Noetherian halka ise R[z]

polinomlar halkas: da sag (sol) Noetheriandur.

Tanim 1.12.9. A bir R-modil olsun. Eger A minimal sartini saglarsa ya da denk
olarak azalan zincir kosulunu (DCC') saglarsa, A ya Artinian modil denir. Ejer

Rg (rR) Artinian ise R halkasmna sag (sol) Artinian halka denir. Orneging

Z(pm):{%+Z|a€Z,n€N,pasal} <Q/Z

p

priifer p-grubu, Z-modil olarak Artiniandur.

1.13. Singular ve Nonsingular Modiiller

Tanim 1.13.1. M bir R-modil olsun. Eger m € M i¢in r(m) <. Rg ise m ye
singular (tekil) eleman denir. M nin tim singular elemanlarinin kimesi Z (M)
ile gosterilir. Yani

Z(M) = {m e M|r(m) <. Rr}

seklindedir. Denk bir ifadeyle,
Z(M)={me M| bir] <, Rgi¢inml =0}

seklinde de tanimlanar.

Onerme 1.13.2. M bir R-modiil olsun.
(1) Z(M) < M dir.
(2) Z(M)Soc(Rgr) =0 dur.
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(3) f: M — M’ bir R-homomorfizma ise f(Z(M)) C Z(M') diir.
(4) N <M igin Z(N)=NnNZ(M) dir.
(5) Z(M), M nin bir fully invariant alt modilidiir.

Kanat. (1) my, mg € Z(M) olsun. Bu durumda r(m;) <. Rg ve r(ms) <. Rg
dir. O halde r(my) N r(me) C r(my + ma) ve r(my) Nr(mse) <. Rgr oldugundan
r(my + mg) <. Rg bulunur. Boylece m; +my € Z(M) bulunur. Simdi m € Z(M)
ve £ € R olsun. Bu durumda r(m) <, Rp dir. Onerme 1.8.10 dan, 2~ 'r(m) <. Rg
dir. O halde 0 # r € R igin 0 # rs € x~'r(m) olacak gekilde bir s € R vardr.
Boylece zrs € r(m) olup m(zrs) = (mz)(rs) = 0 bulunur. Yani 0 # rs € r(mz)
olup r(mx) <. Ry dir. Dolaysiyla mz € Z(M) bulunur. O halde Z(M) < M dir.
(2) m € Z(M) i¢in r(m) <. Rg dir. Soc(Rgr) = ({ K| K <. Rg} oldugundan
Soc(Rg) € r(m) dir. O halde m Soc(Rgr) = 0 dir. Dolayisiyla Z(M) Soc(Rgr) = 0
bulunur.

(83) m € Z(M) olsun. O halde r(m) C r(f(m)) ve r(m) <. Rgp oldugundan
r(f(m)) <e Rg olup f(m) € Z(M') bulunur. Dolayisiyla f(Z(M)) € Z(M") diir.
(4) Tammmdan Z(N) = N N Z (M) oldugu agiktir.

(5) f: M — M herhangi bir R-homomorfizma ve m € Z(M) olsun. Bu durumda
mK = 0 olacak sekilde bir K <., Rg vardir. Béylece f(mK) = f(m)K = f(0) =0
dir. Buradan f(m) € Z(M) olup f(Z(M)) C Z(M) elde edilir. O

Tamim 1.13.3. M bir R-modiil olsun. Eger Z(M) = M ise M ye singular (tekil)
modil denir. Eger Z(M) = 0 ise M ye nonsingular (tekil olmayan) modiil
denir. Ornegin; Zy bir nonsingular modildir. Cinki 0 € Z icin r(0) = Z ve her
0#k € Ziginrk) =0 dur. Sonug olarak, Z(Zz) = 0 olup Zz bir nonsingular

moduldir.

Tanim 1.13.4. M bir R-modiil olsun. Z(Zé‘f/[)) = ZZ2((AA/I/I)) seklinde tanimlanan M

nin

Zo(M)={me€ M| bir I <. Rg i¢inml C Z(M)}

alt modiiline tkinct singular alt modil ya da Goldie torsion alt modil denir.

Ayrica Z(M) < Zy(M) oldugu agiktar.

49



Onerme 1.13.5. M bir R-modiil olsun.
(1) Z(M) <. Zy(M) dir.
(2) Zo(M) <. M dir.
(3) Z(M/Zy(M)) =0 dur (i.e., M/Zy(M) bir nonsingular modildiir).
(4) N < M icin Zo(N) = N N Zo(M) dir.
(5) Za(M), M nin bir fully invariant alt modilidir.

Kanat. (1) 0 # a € Zy(M) olsun. Bu durumda al C Z(M) olacak sekilde bir
I <. Rp vardir. Eger al = 01ise a € Z(M) dir. Eger al # 0 ise al N Z(M) # 0 dir.
(2) Zo(M) <. A < M oldugunu kabul edelim. Simdi 0 # a € A i¢in R halkasinin
K ={r € R|ar € Z(M) } sag idealini géz oniine alahm. K # 0 oldugu agiktir.
[ddiamiz K <, Ry dir. 0 # L < Rg i¢in al. C A dir. Eger alL =0 ise L C K dir.
Eger aL # 0 ise aL N Z(M) # 0 dir. O halde 0 # as € aL N Z(M) olacak sekilde
bir 0 # s € L vardir. Boylece 0 # s € K oldugundan K N L # 0 dir. Dolayisiyla
K <. Rp dir. Budurumda aK C Z(M) olacak sekilde bir K <., Ry var oldugundan
a € Zy(M) dir. O halde Zy(M) = A elde edilir. Yani Zy(M), M de bir essential
geniglemeye sahip degildir. Dolayisiyla Zo(M) <. M dir.

(8) m+ Zy(M) € Z(M/Zy(M)) olsun. Bu durumda (m + Z3(M))K = 0 olacak
sekilde bir K <, Rp vardir. O halde mK + Zy(M) = 0 olup mK C Zy(M) dir.
Boylece mK.J C Z(M) olacak gekilde bir J <. Rg vardir. Buradan mKJI = 0
olacak gekilde bir I <, Rg vardir. Simdi r € R alalim. [ <, Rp oldugundan bir
s € Rvardir 6yle ki 0 # rs € I dir. J <. Ry oldugundan 0 # rss € J olacak sekilde
bir s' € R vardir. K <, Rp oldugundan bir ¢t € R vardir éyle ki 0 # rss't € K dir.
a€ JvebcIicin0 # r(ss'tab) = (rsst)ab € KJI dir. Dolayisiyla KJI <. Rg
olup m € Z(M) < Zy(M) dir. Boylece m € Zy(M) olup m + Zy(M) = 0 + Zy(M)
dir. Sonug olarak, Z(M/Zy(M)) = 0 elde edilir.

(4) x € NN Zy(M) olsun. O halde I C Z(M) olacak sekilde bir I <. Rp
vardir. € N oldugundan xI C N dir. Boylece xI C NN Z(M) = Z(N) dir.
xl C Z(N) olacak sekilde bir I <, Rg var oldugundan = € Z(N) dir. Dolayisiyla
N N Zy(M) C Zy(N) dir. Diger yandan, Zy(N) € N N Zy(M) dir. Sonug olarak,
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Zy(N) = N N Zy(M) elde edilir.

(5) f: M — M herhangi bir R-homomorfizma ve m € Zy(M) olsun. Bu durumda
mK C Z(M) olacak sekilde bir K <, Rp vardir. Boylece Z(M) <« M oldugundan
f(mK) C f(Z(M)) C Z(M) dir. Buradan f(m)K C Z(M) olup f(m) € Zy(M)
dir. Dolaysiyla f(Z2(M)) C Zy(M) elde edilir. O

Onerme 1.13.6. M bir R-modiil ve N < M olsun. Eger N <. M ise M/N bir

singular moddldir.

Kamit. m+ N € M/N olsun. 0 # K < Rg igin 0 # x € K vardir. O halde
R C K dir. Eger mz = 01ise (m+ N)z =max+ N =0+ N olup x € r(m + N)
dir. Bu durumda xRN r(m + N) # 0 dir. Eger ma # 0 ise maR # 0 dir. N <, M
oldugundan mxR N N # 0 dir. O halde 0 # mxy € mzR N N olacak sekilde bir
y € Rvardir. (m+ N)zxy = mzxy+ N = 0+ N oldugundan 0 # zy € tRNr(m+ N)
dir. Boylece tRNr(m+ N) # 0 dir. zR C K oldugundan K Nr(m + N) # 0 dir.
O halde r(m + N) <. Rg olup m + N € Z(M/N) bulunur. Yani M/N < Z(M/N)
dir. Sonug olarak, Z(M/N) = M/N elde edilir. O

Onerme 1.13.7. [11, Onerme 1.21] M bir nonsingular modiil ve N < M olsun.

M/N nin singular modil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N <, M olmasidar.

Onerme 1.13.8. M bir R-modiil olsun. Bu durumda

iel el iel el

dir.

1.14. UC-Modiiller

Tanim 1.14.1. M bir R-modil olsun. FEger M nin her alt modili M de bir tek
kapanisa sahip ise M ye tek kapanigsa sahip modil ya da kisaca UC-modiil
denir. Ornegin; dizgiin modiiller, yari-basit modiiller ve nonsingular modiiller UC -

modtillerdir.
Yardimci1 Teorem 1.14.2. M bir R-modiil olsun. Asagidakiler denktir.
(1) M bir UC-modiildiir.
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(i) K<, K' <MweL<,L' <Mise K+L<.,K +1L" dir
(1ii) K, L <M i¢in KNL<,K ise L<,K+ L dir.

Kanat. (i) = (¢¢) K+ L < M ve M bir UC-modiil oldugundan K+L <, H <. M
olacak gekilde bir tek H < M vardir. K < H oldugundan K <, J <. H olacak
sekilde bir J < H vardir. J <, H <. M oldugundan Onerme 1.10.15 den, J <, M
dir. O halde K <, J <, M dir. M, UC-modiil oldugundan K nin M deki tek
kapamst J dir. K < M alt modiiliiniin M deki kapamsi J olsun. Boylece K <,
K' <, J <. M dir. Buradan Teorem 1.8.4 (i) den, K <, J <. M bulunur. K
nin M deki kapanisi tek oldugundan J = J olmalidir. O halde K' <, J <. H olup
K' < H bulunur. Benzer sekilde, L' < H oldugu goriilebilir. K+ L < K +L < H
ve K + L <, H oldugundan Teorem 1.8.4 (i) den, K + L <, K' + L' elde edilir.
(2¢) = (212) K, L < M icin KN L <, K ve L <, L oldugundan hipotez geregi
(KNL)+ L <. K+ L dir. Boylece L <. K + L elde edilir.

(1) = (¢) N < M olsun. Bu durumda N <, K <. M olacak gekilde bir K <. M
vardir. Kabul edelim ki, N <, K' <, M olacak sekilde bir K' < M olsun. N <, K
ve N <, K’ oldugundan N <, KNK <Kdir. N<,K oldugundan KNnK <.,K
dir. Boylece hipotezden, K' <. K + K bulunur. Fakat K’ <. M oldugundan hicbir
67 essential geniglemesi yoktur. O halde K" = K + K olmalidir. Yani K < K’ dir.
Diger yandan, N <, K N K <K veN<,K oldugundan K N K' <., K' bulunur.
O halde hipotezden, K <, K + K bulunur. O halde K = K + K olmalidir. Yani
K' < K dir. Sonuc olarak, K = K’ elde edilir. Dolayisiyla N nin M de bir tek
kapanigi oldugundan M bir UC-modiildiir. O

1.15. Torsion ve Torsion-Free Modiiller

Tanim 1.15.1. R bir halka ve M bir R-modil olsun. Eger bir 0 # r € R i¢in
mr = 0 sartini saglayan m € M elemanina, M nin torsion elemant denir. M nin

tim torsion elemanlarinin kiimesi (M) ile gosterilir. Yani

T(M)={meM| birO#r€R i¢gin mr=0}
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seklindedir. Eger T(M) = M ise M ye torston modil denir. Eger T(M) = 0 ise
M ye torsion-free modiil denir. Ayrica R bir tambk bélgesi ise T(M), M nin bir

alt modilidir. Bu durumda (M) ye M nin torsion alt modili denir.

Ornek 1.15.2. Zj bir torsion-free modildiir. Gercekten, a € 7(Z) olsun. Bu
durumda ak = 0 olacak sekilde bir O # k € Z vardwr. O halde 7Z bir tamlik bélgesi
oldugundan a = 0 olmalidvr. Yani 7(Z) = 0 dor.

Tanim 1.15.3. (A, +) bir abelyen grup ve p bir asal say: olsun. A grubunun sonlu

mertebeli elemanlarinin olusturdugu kime 1(A) ile gdsterilir. Yani
7(A)={a€A| bir0#£ne€Z" igin na=0}

seklindedir. 7(A), A mn bir alt grubudur. Bu alt gruba torsion alt grup denir.
A grubunun mertebeleri p nin kuvvetleri olan elemanlarinin olusturdugu kiime

7,(A) ile gosterilir. Yani
(A)={ae€ A| bir0#£neZ" icin pla=0}

seklindedir. 1,(A), A nan bir alt grubudur. Bu alt gruba p-torsion alt grup denir.
Eger 1(A) = A ise A ya torsion grup denir. Eger 7(A) =0 ise A ya torsion-free

grup denir.

Onerme 1.15.4. (A, +) bir abelyen grup ve p bir asal sayr olsun. Eger A bir torsion
grup (i.e., 7(A) = A) ise A =@ T1,(A) dur.
p
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2. PROJEKTIF, INJEKTIF VE YARI-INJEKTIiF MODULLER

Tanim 2.1. P bir R-modiil olsun. Eger her a: A — B epimorfizmasi ve 3: P —
B homomorfizmast i¢in ooy = 3 olacak sekilde bir v: P — A homomorfizmas:

varsa P ye projektif moddl denir. Diger bir ifadeyle,

P
T lﬁ
l</

AT>B

diyagrama degismeli (i.e., oy = ) olacak sekilde bir v: P — A homomorfizmas:

varsa P ye projektif modiil denir.

Tanim 2.2. E bir R-modil olsun. Eger her f: A — B monomorfizmas:, ve
g : A — E homomorfizmasi i¢in h o f = g olacak sekilde bir h: B — E ho-

momorfizmasi varsa E ye injektif modil denir. Diger bir ifadeyle,

diyagrama degismeli (i.e., ho f = g) olacak sekilde bir h: B — E homomorfizmas:

varsa E ye ingektif modil denir.

Teorem 2.3. {E)}acn bir R-modiiller ailesi olsun. E =[], ., Ex nin injektif olmas

icin gerek ve yeter kosul her X € A i¢in E\ min injektif olmasidar.

Kamit. (=) E = [][,co £\ bir injektif modiil olsun. f: A — B bir monomor-
fizma ve g: A — E) bir homomorfizma olsun. Bu durumda E bir injektif modiil
oldugundan iy: F\, — E kanonik injeksiyon olmak iizere iy o g: A — E homo-
morfizmast i¢in i) o g = h o f olacak sekilde bir h: B — E homomorfizmasi vardir.

Yani
A——B

E)\ //h

. /
l,\ﬂ\my’
/
A"

E

54



diyagrami degigsmelidir. O halde m,: E — FE) kanonik projeksiyon olmak iizere

h' := 7\ oh: B— E, homomorfizmasi ve her a € A icin

(h'o f)(a) = ((ma o h) o f)(a) = (m 0 ix o g)(a) = g(a)

elde edilir. Yani

Ey

diyagrami degismeli olacak sekilde bir 1’ : B — E\ homomorfizmasi vardir. Sonug
olarak, her A € A i¢in E), bir injektif modiildiir.

(<) VA € A igin E, injektif modiil olsun. v¢: A — B bir monomorfizma ve
f: A — E bir homomorfizma olsun. Bu durumda her A € A i¢in E) injektif modiil
oldugundan 7,: £ — FE) kanonik projeksiyon olmak iizere 7\ o f: A — E)
homomorfizmasi i¢in g0 = myo f olacak gekilde bir gy: B — E) homomorfizmasi

vardir. Yani

ALB

fl
E

/
/

L
T | 2N,
W

E\

gx

diyagrami degigmelidir. O halde iy: E\, — FE kanonik injeksiyon olmak iizere

g :=1)0gx: B—> E homomorfizmasi ve her a € A igin

(gov)(a) = ((ixogr) o ¥)(a) = (ixomr o f)(a) = f(a)

elde edilir. Yani

ALB

fl
k/ g
E

diyagrami degigmeli olacak gekilde bir g: B — E homomorfizmasi vardir. Boylece

E bir injektif modiildiir. O

Sonug 2.4. {E)}ep bir R-modiller ailesi olsun. Bu durumda;
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(i) Dren By injektif ise, her X € A igin Ey injektiftir.

(it) A sonlu bir indis kiimesi olmak iizere her X € A igin Ey injektif ise, @, Ex

injektiftir.

Teorem 2.5 (Baer Kriteri). E bir R-modil ve L, R nin bir sag ideali olsun. E nin
ingektif olmasy i¢in gerek ve yeter kosul her f: L — E R-modil homomorfizmas:
igin g, = f olacak gekilde bir g: R — E R-modiil homomorfizmasimin olmasidar.
(i.e., her f: L — E R-modil homomorfizmasimn bir g: R — E R-modil homo-

morfizmasina genigletilebilmesidir.)

Teorem 2.6. R bir Noetherian halka ve {E\}xen injektif R-modiller ailesi olsun.

Bu durumda E = @, Ex injektiftir.

Kanat. E nin injektif oldugunu Baer Kriteri'ni kullanarak gosterelim. L, R nin
bir sag ideali ve f: L. — FE bir R-homomorfizma olsun. R bir Noetherian halka
oldugundan Teorem 1.12.6 dan, L sonlu iiretilmigtir. Dolayisiyla Im(f) de sonlu
{iretilmistir. Bu durumda A index kiimesinin sonlu bir A" alt kiimesi vardir Gyle
ki Im(f) C E' = @,y Ex dir. {Ey},cy injektif R-modiillerin sonlu bir ailesi
oldugundan E' = @ cr £y injektiftir. O halde ip: L — R igerme doniigiimii

olmak fizere bir ¢ : R — E R-homomorfizmasi vardir dyle ki (b"L = f dir. Yani
L3R

///:
/ /‘/ ¢
E

diyagrami degismelidir. Simdi i: E© — E icerme doniisiimii olmak iizere ¢ o i =

io f olacak sekilde bir ¢ :=io0¢ : R — E R-homomorfizmasi vardir. Yani

diyagrami degismelidir. Boylece £ = @, E» bir injektif modiildiir. O
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Tanim 2.7. G bir grup olsun. Eger her 0 #n € Z i¢in G = Gn ise (i.e., Vg € G
veV 0 #n € Z igin g = gn olacak sekilde 3 ¢ € G varsa) G ye béliinebilir
(divisible) grup denir.

Ornek 2.8. Qg bolinebilirdir. Cinki ¥ g € Q ve ¥ 0% n € Z i¢in g = ¢'n olacak
sekilde bir ¢ = 1€ Q bulunabilir.

Teorem 2.9. M bir Z-modil (=abelyen grup) olsun. Mgz nin injektif olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul My nin bélinebilir olmasidar.

Kanat. (=) My injektif olsun. m € M ve 0 # n € Z alalim. Her k € Z icin f(k) =
kn ile tanimh f: Z — 7Z fonksiyonu bir Z-modiil monomorfizmasidir. Her k € Z
icin g(k) = mk ile tanimh g: Z — M fonksiyonu bir Z-modiil homomorfizmasidir.

My injektif oldugundan
7 —— 7

diyagrami degismeli olacak sekilde bir h: Z — M Z-modiil homomorfizmas: vardir.

Bu durumda

m=ml=g(1) = (ho f)(1) = h(f(1)) = h(ln) = h(1)n

oldugundan My boliinebilirdir.

(<) My boliinebilir olsun. My nin injektif oldugunu Baer Kriteri'ni kullanarak
gosterelim. I, Z nin bir ideali ve f: I — M bir Z-modiil homomorfizmas1 olsun.
0 # n € Z olmak iizere I = nZ alalim. My boéliinebilir oldugundan f(n) = mn
olacak sekilde bir m € M vardir. Her k € Z i¢in g(k) = mk ile tanimh g: Z — M
fonksiyonu bir Z-modiil homomorfizmasidir. Boylece her nt € nZ = I igin g(nt) =

m(nt) = (mn)t = f(n)t = f(nt) oldugundan g, = f dir. Yani

I 57

i\
M
diyagrami degismelidir. O halde My injektiftir. O
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Ornek 2.10. Qy bir injektif modildir. Bunu géstermek icin Baer Kriteri'ni kul-
lanalim. L, Z nin bir ideali ve bir a: L — Q Z-modiil homomorfizmas: ol-
sun. L, Z nin bir ideali oldugundan 0 # n € Z olmak tizere L = nZ alalim.
Qg bolinebilir oldugundan «(n) = gqn olacak gekilde bir ¢ € Q wvardwr. Simdi
her m € Z i¢in B(m) = gm olmak dizere f: 7 — Q fonksiyonunu tanimlaya-
lim. B nwn bir Z-modiil homomorfizmasy oldugu a¢iktir. Her nk € nZ = L i¢in

B(nk) = q(nk) = (gn)k = a(n)k = a(nk) oldugundan B), = o dwr. Yani

h

_Z>Z

[0}

—

B

()

diyagrams degismelidir.

Ornek 2.11. Zy bir injektif modiil degildir. Cinkii 2 = 3n olacak sekilde bir n € 7

elemany yoktur. Dolayisiyla Zg bolinebilir olmadigindan injektif degildir.

Yardimci1 Teorem 2.12. [1, Lemma 5.5.2] Eger M bir bolinebilir (—injektif)
Z-modiil ise Homg (R, M) bir injektif R-modiildir.

Teorem 2.13. [1, Teorem 5.5.3] Her modilden bir injektif modile monomorfizma

vardar.
Sonug 2.14. [1, Sonu¢ 5.5.5] Her modil bir injektif modilin alt modilidir.
Teorem 2.15. E bir R-modiil olsun. Bu durumda asagidakiler denktur.

(1) E bir injektif modildiir.

(ii) E, E yi kapsayan her R-modilin bir dik toplananidur.

Kanat. (i) = (i4) F bir injektif R-modiil ve £ < E}, olsun. Bu durumda

diyagrami degismeli olacak sekilde bir §: E' — E R-modiil homomorfizmasi vardir.
Bir ¢ € E alalm. 6(¢') € E olur. Buradan 6(¢') = 6(d(¢')) diir. O halde
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0(c' —0(e')) =0 olup ¢ — 6(e') € Ker(d) dir. Yani ¢ € Ker(d) + E dir. Béylece
E' C Ker(0)+E elde edilir. Ayrica Ker(f) < E' ve E < E' oldugundan Ker()+E C
E' olur. Dolaysiyla E' = Ker(f) + E bulunur. Simdi bir z € Ker(6) N E alalm.
x € E ve 0(z) = 2 = 0 oldugundan Ker(§) N £ = 0 dir. O halde E' = Ker(§) @ F
dir. Yani E <, E' diir.

(2¢) = (2) Sonug 2.14 ten, £ < N olacak sekilde bir N injektif R-modiilii vardir.
Hipotezden N = E @ K olacak sekilde bir K < N vardir. Boylece E, N injektif

modiiliiniin bir dik toplanani oldugundan Sonug 2.4 ten, F bir injektif modiildiir. O

Teorem 2.16. Bir 0 # Er modilinin injektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Er

nin 6z essential geniglemesinin olmamasidir (i.e., E <, N ise E = N dir).

Kanit. (=) E bir injektif R-modiil ve E' de E nin bir essential genislemesi olsun.
Teorem 2.15 den, E' = E & F olacak sekilde bir F < E' vardir. ENF = 0 ve
FE <. E' oldugundan F = 0 dir. O halde E' = E dir. Dolayisiyla E nin 6z essential
geniglemesi yoktur.

(<) E nin 6z essential geniglemesi olmasin. F' de E yi kapsayan bir injektif modiil
olsun. E nin F' de ENT = 0 olacak gekilde bir 7" komplementi vardir. O halde

Teorem 1.10.7 den,
E _E®T

E =
ENT T

12

F
<, =
- T
dir. E nin 6z essential geniglemesi olmadigindan

EaT
T

vada FE®T=F

e

dir. Boylece F, F injektif modiiliiniin bir dik toplanani oldugundan Sonug 2.4 ten,
E bir injektif modiildiir. O

Onerme 2.17. A bir R-modil, E A y1 essential olarak kapsayan bir modiil ve N de
A g1 kapsayan bir injektif modiil olsun. Bu durumda i: A — N i¢cerme dondstimii

olmak tizere f|, =1 olacak gekilde bir f: E — N monomorfizmas: vardar.

Kanat. N injektif modiil oldugundan bir f: E — N homomorfizmasi vardir ¢yle
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ki f|, =1 dir. Yani

A—— FE

Zl 7 F

N
diyagrami degigmelidir. A N Ker(f) =0 dir. Gergekten, bir x € A N Ker(f) alalhm.
reAve f(x) =2 =0dir. A<, E ve Ker(f) < E oldugundan Ker(f) = 0 dur.

Boylece f bir monomorfizmadir. O

Onerme 2.18. A bir R-modil ve N de A y1 kapsayan bir injektif modil olsun. Bu
durumda E, A nin bir maksimal essential genislemesi olacak sekilde N nin bir E

alt modild vardsr.

Kanat.
Q={X|A< . X <N}

kiimesini tanimlayalim. A € Q oldugundan Q # @ dir. €, “C” bagintisina gore bir
kismen sirali kiimedir. Boylece Zorn Lemma’dan, €2 nin bir £ maksimal elemani
vardir. Simdi F nin, A nin bir maksimal essential geniglemesi oldugunu gosterelim.
E <. E olsun. O halde Onerme 2.17 den, i: E — N icerme doniigiimii olmak

iizere bir : E' — N monomorfizmas vardir dyle ki 6|, = i dir. Yani

diyagrami degismelidir. £ < N < E ve E <, E' oldugundan E <. N ve N <,
E' bulunur. Diger yandan, £ = 0(E) < §(E') < N ve E <. N oldugundan
E <. 0(E') ve §(E") <. N bulunur. O halde A <, E <, 6(E) oldugundan
A<, 0(E") < N elde edilir. Yani §(E') € Q dir. E < 0(E') ve E, Q nin maksimal
elemani oldugundan #(E') = E olmalidir. Buradan §(E') = 6(E) = E ve 6 bir
monomorfizma oldugundan E' = FE dir. Boylece E, A nin bir maksimal essential

geniglemesidir. O
Onerme 2.19. A bir R-modiil ve A < E olsun. Bu durumda asaqidakiler denktir.

(1) E, A mn bir essential injektif genislemesidir.
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(17) E, A nn bir maksimal essential genislemesidir.
(1ii) E, A nin bir minimal injektif genislemesidir.

Kanat. (i) = (¢2) A <. E ve E injektif olsun. E < F olmak iizere A <, F
oldugunu kabul edelim. Yani A <, F' < F dir. A <. F oldugundan F <, F dir. F
injektif oldugundan Teorem 2.16 dan, F nin hicbir 6z essential geniglemesi yoktur.
O halde £ = F dir. Yani F, A min bir maksimal essential geniglemesidir.

(i1) = (&) Teorem 2.16 dan agiktir.

(i) = (441) £ injektif olmak iizere A < E' < E olsun. A <, F oldugundan E' <,
E olur. E' injektif oldugundan Teorem 2.16 dan, E' = E olmalidir. Dolayisiyla E,
A min bir minimal injektif genislemesidir.

(i¢¢) = (it) E, A nin bir minimal injektif geniglemesi olsun. O halde A < E ve F
injektif oldugundan Onerme 2.18 den E”, A min bir maksimal essential genislemesi
olacak sekilde E nin bir E” alt modiilii vardir. Yani A <, E" < E dir. A <, E" <,
F olsaydi A <. F olurdu. Bu ise E” niin, A nin maksimal essential genislemesi
olmasiyla celisirdi. Bu yiizden E” niin 6z essential geniglemesi yoktur. Boylece
Teorem 2.16 dan, E” injektif olmalidir. E minimal injektif oldugundan E” = E dir.

Yani F, A nin bir maksimal essential geniglemesidir. O

Teorem 2.20. A bir R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki denk kosullar saglayan

bir £ R-moduli vardar.
(1) E, A min bir essential injektif genislemesidir.
(ii) E, A mn bir maksimal essential genislemesidir.
(1ii) E, A nin bir minimal injektif genislemesidir.
Ayrica Ey ve Ey, A min birer essential injektif genislemesi ise

A—— F;
ll ////
o0

Es

diyagram degismeli olacak sekilde bir 0: Ey —> Ey izomorfizmast vardar.
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Kanat. Sonuc 2.14, Onerme 2.18 ve Onerme 2.19 dan verilen denk kosullar1 saglayan
bir F-modiilii vardir. Simdi F; ve E5, A nin birer essential injektif genislemesi olsun.
Onerme 2.17 den, i: A — E, icerme doniisiimii olmak iizere 0|, = 1 olacak sekilde
bir §: By — FE5 monomorfizmast vardir. O halde 1. Izomorfizma Teoremi’nden,
E, =2 0(F,) dir. FEj injektif oldugundan 6(E;) de injektiftir. A =60(A) < 0(E;) < E,
ve A <, F5 oldugundan 0(FE;) <. F dir. 0(FE}) injektif oldugundan Teorem 2.16
dan, 0(E;) = E, dir. Yani 0 ortendir. Boylece 6 bir izomorfizmadir. O

Tanim 2.21. A bir R-modil olsun. Teorem 2.20 deki denk kosullardan birini
saglayan E R-modiline A modilinin injektif zarfi (ingective hull) denir ve

E(A) = E ile gosterilir. Eger A bir injektif modil ise injektif zarfi kendisidir.

Ornek 2.22. Zy modilii i¢in E(Zz) = Qg dir. Gergekten, ¥ 0 # 7 € Q dgin
0 # ($)b € Z olacak sekilde bir b € Z bulundugundan Zz <. Qg dir. Ayrica Qg bir
ingektif modildir. Béylece Zz modiliinin injektif zarfi Qy dir.

Tanim 2.23. M wve X birer R-modil ve N < M olsun. Her a: N — X homo-
morfizmast i¢in 3|, = o olacak sekilde bir 3: M — X homomorfizmasi varsa (i.e.,
her a: N — X homomorfizmasy bir f: M — X homomorfizmasina genislerse)

X modiiliine M -ingektif moddil denir. Yani

=

_Z>M

«
s

B

—

S

diyagrams degismeli olacak sekilde bir 5: M — X homomorfizmasi varsa X mo-

diiline M -injektif modiil denir.

Uyari 2.24. X bir R-modil olsun. X bir injektif modiil ise her Mr modili icin X,
M -injektiftir. X modili R-injektif ise Baer Kriteri'nden, X bir injektif modildiir.
O halde Zz bir injektif modil olmadigindan 7, Z-injektif degildir.

Tanim 2.25. Bir Q) modili Q-injektif ise Q) ya yari-injektif (quasi-injektif)

modil denir.

Onerme 2.26. Her injektif modiil yari-injektif modildiir.
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Kanat. M bir injektif R-modiil olsun. Bu durumda A ve B keyfi R-modiiller olmak
izere her f: A — B monomorfizmasi ve g: A — M homomorfizmasi icin bir
h: B — M homomorfizmasi vardir 6yle ki ho f = g dir. Yani

AL, B

-
s

.
wooh

Q

M

diyagrami degismelidir. Ozel olarak, B = M ve A < M alimirsa M bir yari-injektif

modiil olur. O
Ornek 2.27. Qg bir injektif modiil oldugundan yar-injektif modildir. Fakat Zg
yari-injektif modil degildir.

Uyar1 2.28. Onerme 2.26 mn tersi dogru degildir. Yani her yari-injektif modiil
injektif modil olmayabilir. Asagidaki 6rnek bu durumu aciklamaktadar.

Ornek 2.29. 7.]A7, Z-modil olarak yari-injektiftir fakat injektif degildir.

Kanat. 1 = 4a olacak sekilde bir a € Z/47 olmadigindan Z /47 béliinebilir degildir.
Dolayisiyla injektif degildir. Simdi Z/47Z nin yari-injektif oldugunu gosterelim. Yani
N < Z/AZ i¢in, her f: N — Z/4Z homomorfizmasinin bir h: Z/4Z — Z/AZ
homomorfizmasina genisledigini gosterelim. Z/47Z nin alt modiilleri 0, 2Z/4Z ve
kendisidir. Her # € Z/4Z i¢in f,(z) = 2z, f2(Z) = 3%, 1z/4z ve 0 homomorfizmasi
olmak iizere Z/47Z den Z/4Z ye toplamda dort tane homomorfizma vardir. Ayrica
fa2 ve 17,47 birer monomorfizmadir.

1. Durum: h = 0 homomorfizmasi agagidaki diyagrami degigmeli yapar.

0 —— 7Z/AZ

zl o
Lk

Z]AZ
2. Durum: h = 17,47 homomorfizmasi agsagidaki diyagrami degismeli yapar.

27./A47. —— 7./AZ

zl el
wooh

7.)47.
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3. Durum: Herhangi bir f: Z/4Z — Z/47 homomorfizmas: i¢in h = f homo-

morfizmasi agagidaki diyagrami degismeli yapar.

7.)47 ~2% 7/47,

w7 h

Z]AZ
4. Durum: h = 0 homomorfizmasi agagidaki diyagrami degigmeli yapar.

7)47 — 7./47

ol el
v h

Z]AZ
5. Durum: h = f; homomorfizmasi agsagidaki diyagrami degismeli yapar.

7/47 — 7/47

1Z/4Zl o
vk

7]A7
6. Durum: h = f; homomorfizmasi agagidaki diyagrami degismeli yapar.

7/A7 — 747

1 o7
o

7./A7

7. Durum: h = 17,47 homomorfizmasi agsagidaki diyagrami degismeli yapar.

7/47 L 7,47

f2l ///
o h

7.)4Z
Dolayisiyla Z/4Z, Z-modiil olarak yari-injektiftir. O

Teorem 2.30. M bir R-modiil olsun. Bir X R-modilinin M -injektif olmasu i¢in
gerek ve yeter kosul her ¢ € Homp (E(M), E(X)) icin (M) C X olmasidir.

Kamit. E(X) injektif oldugundan ¢ € Hompg (M, E(X)) i gz Oniine almak yeter-
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lidir.
(<) N <M ve p: N — X bir homomorfizma olsun. Bu durumda E(X) injektif
oldugundan 1y, = ¢ olacak sekilde bir ¢): M — F(X) homomorfizmasi vardir.

N —“ s M

sol ///
X //w
E(X)

Hipotezden (M) C X oldugundan ¢: M — X dir. Yani ¢, = ¢ dir. Dolayisiyla
X modiilii M-injektiftir.

(=) N ={me M| ¢Y(m)e X} olsun. N < M oldugu agktir. X modiili
M-injektif oldugundan 3, = v, olacak sekilde bir f: M — X homomorfizmasi

vardir.

XN (B —1)=0dir. Gergekten, z € X ve m € M igin x = (f — ¥)(m) olsun.
Bu durumda ¢(m) = f(m) — x dir. N nin tanimi geregi m € N dir. O halde
v = B(m) — Y(m) = b(m) —p(m) = 0 dir. (8 — ¥)(M) < B(X) ve X <, B(X)
oldugundan (8 — ¢)(M) = 0 dir. Dolayisiyla S(M) = (M) C X dir. O

Sonug¢ 2.31. Bir Q modilinin yari-injektif olmasiy i¢in gerek ve yeter kosul her

f € Endg (E(M)) i¢in f(Q) C Q olmasidur.

Tanim 2.32. {M,}ie; bir R-modiller ailesi olsun. Eger her i # j (i, 7 € I) igin
M;, M;-injektif ise M; lere goreceli (relatively) ingektif modil denir.
Onerme 2.33. X bir R-modiil olsun. X modiliniin ( &P MA) -ingektif olmasi i¢in

A€A
gerek ve yeter kosul her A € A i¢in X modili My-injektiftir.

Onerme 2.34. A bir R-modiil olsun. [ M, mn A-injektif olmast icin gerek ve
a€A
yeter kosul her o € A i¢in M, A-injektiftir.
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3. SUREKLI, YARI-SUREKLI VE CS-MODULLER

Bu boéliimde siirekli, yari-siirekli ve C'S-modiillere yer verecegiz. Bu amacla
siirekli, yari-siirekli ve C'S-modiiller ile ilgili baz1 temel tanimlar ve sonuglar ele
alinacaktir. Bir C'S-modiiliin bir dik toplananinin C'S-modiil oldugu gosterilip C'S-
modiillerin bir dik toplaminin C'S-modiil olmak zorunda olmadigina iligkin bir 6rnek

verilecektir. Daha ayrintili bilgiler i¢in [3-5] 6nerilir.

Tanim 3.1. Bir M R-modili i¢in asagidaki kosullar, géz dniine alalim.

(C1) M mnin her alt modilic M nin bir dik toplananinda essential olarak kapsanar.
(Cy) Her A< M igin A, M nin bir dik toplananina izomorf ise A <4 M dir.
(C3) K, L<q4M icin KNL=0ise K®L<;M dir.

Yardimci Teorem 3.2. f: M — N ve g: N — M birer R-modiil homomorfiz-

masi olsun. Eger go f = 1y ise ise N = Im(f) @ Ker(g) dir.

Kanit. Her n € N igin n = f(g(n)) +n — f(g(n)) yazilabilir. Ayrica
g(n = flg(n)) = g(n) = (go f)g(n)) = g(n) — g(n) =0

oldugundan n — f(g(n)) € Ker(g) dir. f(g(n)) € Im(f) ve n — f(g(n)) € Ker(g)
oldugundan N = Im(f) + Ker(g) bulunur. Simdi = € Im(f) N Ker(g) alalim. Bu

durumda g(x) = 0 ve z = f(m) olacak sekilde bir m € M vardir. Buradan 0 =
g(x) = g(f(m)) =molup x = f(m) = f(0) = 0 dir. Yani Im(f) N Ker(g) = 0 dur.
Sonug olarak, N = Im(f) @ Ker(g) elde edilir. O

Onerme 3.3. Her (yari)-injektif M modiilii (C1) ve (Cy) kosullarin saglar.

Kamt. N < M ve E, = E(N) < E(M) icin B, <, BE(M) dir. Yani 3 E, < M
icin (M) = E; @ Ey dir. M, yari-injektif oldugundan Sonug 2.31 den, M =
MAEM)=Mn(E®E) =(MNE) & (MnNE,) dir. N <, E, = E(N) ve
N < M oldugundan N = NN M <, M NE; <; M dir. Dolayisiyla M modiilii (C})

kogulunu saglar.
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Diger yandan, A < M ve A = B <; M olsun. M, yari-injektif oldugundan
M, M-injektiftic. O halde Onerme 2.34 ten, B de M-injektiftir. Dolaysiyla A,

M-injektiftir. O halde
A—5 M
1Al L{///}
A
diyagrami degismeli (i.e., foi = 14 ) olacak sekilde bir f: M — A vardir. O halde
Yardimcr Teorem 3.2 den, M = Im(i) @ Ker(f) = A @ Ker(f) dir. Yani A <, M
dir. Béylece M modiilii (Cs) kogulunu saglar. O

Onerme 3.4. M bir R-modil olsun. D <, M olmasi icin gerek ve yeter kogul
D = e(M) olacak sekilde bir € = e € Endg(M) vardar.

Kanit. (=) D <4 M olsun. Bu durumda M = D @ D’ olacak sekilde bir D' < M
vardir. f: M — D bir kanonik projeksiyon olsun. Bdylece D = f(M) ve her
m € M i¢in (f o f)(m) = f(f(m)) = f(m), i.e., f>= [ dir.

(<) e =¢* € Endg(M) ve D = ¢(M) olsun. Simdi M = e(M) & (1 — e)(M)
oldugunu gosterelim. Her m € M igin m = e(m) + (m — e(m)) yazlabilir. Yani
M =e(M)+ (1 —e)(M) dir. Simdi z € e(M) N (1 —e)(M) alalim. Bu durumda
x = e(my) = (1 — e)(my) olacak sekilde 3 my, mg € M vardir. O halde e(m;) +
e(mgy) = e(my +mz) = my dir. Buradan e(my) 4+ e(ms) = e(myz) olup = = e(my) =0
bulunur. Yani e(M) N (1 —e)(M) = 0 dir. Sonug olarak, e(M) = D <; M elde
edilir. O

Onerme 3.5. M = K & L ve n: M —s K bir kanonik projeksiyon olsun. Her
Q<MicinQNL=0iseDdL=n(Q)DL dir.

Kanit. © € Q & L olsun. Bu durumda z = ¢+ 1 ve ¢ = k + [ olacak sekilde
JgeQ, ke Kvedl I €L vardir. O halde 7(q) = k oldugundan z = ¢ + 1 =
k++1=7(@)+ (1 +1) € n(Q)® L dir. Yani Q ® L C 7(Q) @ L dir. Diger
yandan, y € 7(Q) ® L olsun. Bu durumda y = n(q) + 1 ve ¢ = k + [’ olacak
sekilde 3 g € Q, k € K ve 31,1 € L vardir. Boylece k = ¢ — [’ oldugundan
y=mk+1)+l=k+l=q—1 +1€Q® L bulunur. Yani 7(Q)® L C Q & L dir.
Sonug olarak, Q ® L = w(Q) @ L elde edilir. O
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Teorem 3.6. M bir R-modiil olmak izere M = K ® K', m: M — K bir kanonik
projeksiyon ve L < M olsun. Bu durumda M = L & K olmasi icin gerek ve yeter

kogul m, : L — K bir izomorfizma olmasudr.
Onerme 3.7. Bir M modiili (Cy) kosulunu saghyorsa (Cs) kosulunu da saglar.

Kanit. K, L <4 M icin KNL = 0 olsun. Bu durumda M = K & K olacak sekilde
bir K' < M vardir. 7: M — K’ bir kanonik projeksiyon olsun. ), L — K’
bir monomorfizmadir. Ciinkii Ker(m,) = K N L = 0 dir. O halde L = 7(L) dir.
(L) < K" < M ve (L), M nin bir dik toplanan olan L ye izomorf oldugundan
(Cy) kosulu geregi w(L) <4 M bulunur. Béylece M = 7(L) @ L' olacak sekilde bir
L' < M vardir. Ayrica Onerme 3.5 den, K ® L = K @7 (L) dir. Modiiler kuralindan,

K=KnM=KnxLaoL)=rL) &K nNL)

bulunur. Buradan M = K @ K = K@ n(L)®(K' NL)=Ka& L& (K NL) elde
edilir. Yani K & L <, M dir. Boylece M modiilii (C5) kosulunu saglar. O

Tanim 3.8. Bir M R-moduliine;
(1) (Ch) ve (Cy) kosullarini saglyorsa stirekli (continuous) modil denir.

(17) (Ch) ve (C3) kosullarina saghyorsa yari-sirekli (quasi-continuous) modil

denir.

Uyar1 3.9. Onerme 3.7 den, her yar-sirekli modiiliin siirekli modiil oldugu aciktur.

Ancak tersi dogru degildir. Ornegin; Zg modilii siireklidir fakat yari-sirekli degildir.

Tanim 3.10. M bir R-modil olsun. Eger M modili (C1) kosulunu sagliyorsa M
ye CS-modiil ya da extending modil denir. Ozel olarak, R halkasi icin Ry bir
CS-modiil ise R ye sag CS-halka denir. Yani her I < Rg sag ideali i¢cin I <., eR
olacak sekilde bir € = e € R vardur. Ornejin; injektif, dizgiin ve yari-basit modiller
C'S-modiillerdir.

Bir C'S-modiilin her alt modilii C'S olmayabilir. Ornegin; M bir C'S olmayan
R-modiil ve E(M) de M nin bir injektif zarfi olsun. Bu durumda M < E(M) ve
E(M) bir CS-modiildiir.
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Onerme 3.11. M bir R-modiil olsun. M nin C'S-modil olmasi icin gerek ve yeter

kosul M nin her komplement alt modiilinin M de dik toplanan olmasidar.

Kanat. (=) M bir CS-modiil ve K <. M olsun. Bu durumda kabulden K <,
L <; M olacak sekilde bir L < M vardir. K <, M oldugundan Onerme 1.10.14
ten, K = L <; M elde edilir.

(<) N < M olsun. Onerme 1.10.12 den, N <, K <. M olacak sekilde bir K < M
vardir. Hipotezden, K <; M dir. O halde N <, K <4 M bulunur. Béylece M bir
C'S-modiildiir. O

Onerme 3.12. (C)) (i = 1,2,3) kosulu dik toplananlara tasmar.

Kanat. M bir CS-modill ve N <; M olsun. K <, N alalm. K <, N <. M
oldugundan Onerme 1.10.15 den, K <. M dir. M, CS oldugundan Onerme 3.11
den, K <; M dir. Béylece bir L < M vardir 6yle ki M = K & L dir. O halde

N=NNM=NN(Ka&L =K&(NnL)

olup K <4 N dir. Yani N, C'S-modiildiir.

M, (C5) kogulunu saglayan bir modiil, X <; M ve K < X olsun. K, X in bir
dik toplananina izomorf olsun. Dolayisiyla K, M nin bir dik toplananina izomorf
olur. M, (Cs) kosulunu sagladigindan K <, M dir. O halde K <; X dir. Yani X
de (C3) kosulunu saglar.

M, (C3) kogulunu saglayan bir modiil ve N <; M olsun. K, L <; N igin
KNL=0olsun. Bu durumda M = K @ L @ L' olacak sekilde bir L' < M vardur.

Modiiler kuralindan
N=NNM=NN(KeL®L)=Ko[NN(LOL)=K®La(NNL)

bulunur. Boylece K @& L <; N oldugundan N de (Cj3) kogulunu saglar. O

Sonug olarak, (yar1)-siirekli ve C'S-modiillerin dik toplananlari da sirasiyla (yar1)-

stirekli ve C'S-modiildiir.

Onerme 3.13. My bir ayristurdamaz modiil olsun. M nin CS-modiil olmasy i¢in

gerek ve yeter kosul M nin dizgiin modil olmasidar.
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Kanat. (=) M, CS-modiil olsun. 0 # N < M alalim. Bu durumda N <, K <; M
olacak gekilde bir K <; M vardir. M ayrigtirilamaz modiil oldugundan K = 0 ya
da K = M dir. K # 0 oldugundan K = M dir. O halde N <, M dir. Yani M
diizglin modiildiir.

(<) M diizgiin modiil olsun. Bu durumda her 0 # X < M i¢in X <, M dir. M
ayrigtirilamaz modiil oldugundan X <, M <; M dir. Yani X, C'S-modiildiir. O

Onerme 3.14. M bir R-modiil olsun. M nin C'S-modiil olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul N N L = 0 sartint saglayan her N, L < M i¢in NN K =0 ve L < K olacak
sekilde bir K <4 M var olmasider. Ustelik, bu durumda N ® K <, M dir.

Kanat. (=) Kabul edelim ki, M bir C'S-modiil olsun. N, L < M icin NN L =0
olsun. Onerme 1.10.3 ten, L < K ve NN K = 0 olacak sekilde N nin M de bir K
komplementi vardir. Kabulden, K <; M dir.

(<) L <. M olsun. Bu durumda bir N < M vardir 6yle ki L, N nin M de bir
komplementidir. O halde NN L = 0 dir. Hipotezden, L. < K ve NN K = 0
olacak sekilde bir K <; M vardir. L, N ile arakesiti sifir olan maksimal alt modiil
oldugundan L = K olmalidir. Sonug olarak, M nin her komplement alt modiilii M
nin bir dik toplanani oldugundan Onerme 3.11 geregi M bir C'S-modiildiir. Ayrica
Onerme 1.10.5 den, N @ K <. M oldugu goriiliir. UJ

Yardimci1 Teorem 3.15. M, ve My, R-modiller ve M = M; & My olsun. Bu

durumda asagidakiler denktir.
(1) My, Ms-injektiftir.

(ii) N N M; = 0 kosulunu saglayan her N < M i¢in M = My ® M ve N < M
olacak sekilde bir M' < M wvardor.

Kanat. (i) = (¢¢) M, Ms-injektif olsun. ¢ = 1,2 i¢in m;: M — M, kanonik
projeksiyon olsun. N < M icin N N M; = 0 olsun. Simdi
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diyagramini goz oniine alahm. O halde a = my|, ve 8 = my), dir. Hipotezden,

¥ o a = [ olacak gekilde bir ¢: My — M; homomorfizmas: vardir.

/

M ={y(m)+m|me M}

kiimesini tanimlayalim. M < M oldugu aciktir. m € M icin m = m; + my olacak

sekilde 4 my; € My, my € My vardir. Boylece
m=my+my = (ml — @/)(mz)) + (w(mQ) + mz) e M, + M

bulunur. Dolayisiyla M = M, + M olur. Diger yandan, z € M; N M’ olsun. Bu
durumda x € M; ve x = ¢(n) + n olacak sekilde bir n € M, vardir. Buradan
z—(n) =n¢e M N M =0 dir. Boylece z = ¢(0)+0 =0 olup M\yNM =0
bulunur. Sonug olarak, M = M; @ M’ elde edilir. Ayrica a € N icin a = a; + as
olacak sekilde 3 a; € My, ay € My vardir. O halde

a=ay+ay = m(a) + m(a) = ¥(ma(a)) + mp(a) € M
oldugundan N < M’ elde edilir.
(i1) = (i) NNM,; = 0 kosulunu saglayan her N < M icin M = MM ve N < M’

olacak sekilde bir M' < M olsun. L < M, ve ¢: L — M; bir homomorfizma olsun.
H={z—gx)|zel}

kiimesini tanimlayalim. H < M oldugu aciktir. Ayrica H N M; = 0 dir. Gergekten,
y € HN M; alahm. Bu durumda y = m; = = — ¢(x) olacak sekilde 3 m; € M,
x € L vardir. Buradan m; + ¢(x) = 2 € My N L < M; N My = 0 dir. Boylece
y =0—¢(0) =0 olup HN M; = 0 dir. Hipotezden, M = M, ® H ve H < H'
olacak gekilde bir H < M vardir. Simdi 7: M — M, kanonik projeksiyon olsun.

Burada Ker(r) = H' diir. My, o M2 —> My ve x € L igin

m(x) =7 (p() + (z — p(x))) = m(p(x)) + 7z — p(z)) = ()
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elde edilir. Yani

diyagrami degismelidir. Dolayisiyla M7, Ms-injektiftir. O

Yardimci1 Teorem 3.16. M; ve M,y, C'S-modiiller ve M = My ® My olsun. M nin
C'S-modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K N My =0 ya da K N My = 0 kosulunu
saglayan her K <. M i¢in K <; M olmasidar.

Kanat. (=) Acgiktir.

(<) KN M; =0yada KN My =0 kogulunu saglayan bir K <. M icin K <; M
olsun. L <., M alalim. L N Ms; < L oldugundan Onerme 1.10.12 den, L N M, <,
H <. L olacak sekilde bir H < L vardir. Onerme 1.10.15 den, H <. M dir. Ayrica
HnN M, =0 dir. Kabulden, H <; M dir. Bu durumda M = H @ H' olacak sekilde
bir H < M vardir. Buradan

L=LNM=LNnH&H)=Ha&(LNH)

bulunur. O halde LN H <, Ldir. LNH <.L<.M oldugundan Onerme 1.10.15
den, LN H <. M dir. LN M, <, H oldugundan (LN M,)NH <, HNH =0
dir. Dolayisiyla (L N H') N My = 0 olur. Kabul geregi, L N H' <4 M dir. Boylece
LNH <;H olup L <4 M dir. Yani M, C'S-modiildiir. O

Teorem 3.17. M =M, My ® --- D M, ve heri=1,2,...,n icin M; ler goreceli
ingektif olsun. M nin C'S-modil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her 1 =1,2,...,n

igin M; lerin C'S-modiil olmasidar.

Kanat. (=) Acgiktir.

(<) Her i =1,2,...,n icin M; ler C'S-modiil olsun. Simdi n = 2 i¢in M nin C'S-
modiil oldugunu gosterelim. K <. M ve K N M; = 0 alalim. Yardimci Teorem
3.15den, M = My & M ve K < M’ olacak sekilde bir M < M vardir. M' =
M /M, = M, oldugundan M' = M, dir. Boylece M, C'S-modiil oldugundan M de
CS-modiildiir. K <. M’ oldugu aciktir. M, C'S oldugundan K <; M bulunur. O
halde K <; M dir. Benzer sekilde H N M, = 0 kosulunu saglayan bir H <. M icin

72



H <4 M dir. Yardimci Teorem 3.16 dan, M bir C'S-modiildiir. n ye gore tiimevarim
yontemi uygulanarak M = My & My & - - - M, nin C'S-modiil oldugu elde edilir. [

Uyar1 3.18. Bir C'S-modilin dik toplananimn da C'S-modiil oldugu Onerme 3.12
yardimuyla bilinmektedir. Fakat CS-modillerin dik toplamlar: C'S-modil olmaya-

bilir. Simdi Teorem 3.17 yardimayla bu durumu ac¢iklayan bir drnege yer verelim.

Ornek 3.19. p bir asal say. olmak tizere M = (Z/pZ) & (Z/p*Z) bir Z-modiil olsun.
Z/pZ ve Z]p3Z, C'S-modiiller olmasina ragmen M bir C'S-modiil degildir.

Kanat. 7./pZ ve Z/pZ, diizgiin modiiller oldugundan CS-modiillerdir. Fakat M,
CS-modiil degildir. Ciinkii Z/p*Z, Z/pZ-injektif olmasina ragmen Z/pZ, 7 /p*Z-
injektif degildir. Gergekten, N < Z/p3Z olsun. Z/p3Z nin alt modiilleri 0, pZ/p3Z,
p?Z)p*Z ve Z/p*Z dirv. N = pZ/p*Z alalim. Simdi ¢(pn + p*Z) = n + pZ olacak
sekilde bir ¢: pZ/p37Z — 7Z/pZ déniisiimii tanimlayalim. V pn, + p3Z, pny + p*Z €
pZ/p*7Z igin pny + p*Z = pny + p3Z olsun. Buradan pn, — pny = p(ny — ny) € p3Z
dir. O halde n; — ny € p?Z C pZ oldugundan n; — ny, € pZ dir. Dolayisiyla
n1+pZ = ny+pZ elde edilir. Yani ¢ iyi tammhdir. Her pn,+p*Z, pno+p*Z € pZ/p*7Z

ve her k € Z i¢in

o((pr + p°Z) + (pne + p°Z)) = ¢((pr1 + pn2) + p°Z)
= @(p(n1 +n9) + p°Z)
= (1 +n2) + pZ = (n1 + pZ) + (ny + pZ)
= o(pmi +p°Z) + d(pne + p°Z),

¢((pn1 +p3Z)k) = ¢(pnik + p°Z) = nik + pZ = (ny + pZ)k = ¢(pny + p°Z)k

oldugundan ¢ bir homomorfizmadir. Simdi 0: Z/p*Z — Z/pZ doniigiimiinii goz
oniine alahm. Her p + p3Z € Z/p*7Z icin

O(p+p°Z) = 0(p(1 + p°Z)) = pb(1 + p*Z)

dir. O halde 6(1 + p3Z) € Z/pZ oldugundan (1 + p*Z) = a + pZ olacak sekilde
bir a + pZ € 7Z/pZ vardir. Boylece 0(p + p*Z) = p(a + pZ) = 0 + pZ bulunur.
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p+p*Z € pZ/pZ igin (0 oi)(p + p*Z) = 0(i(p + p*Z)) = 0(p + p3Z) = 0 + pZ ve
é(p+ p’Z) = 1 + pZ oldugundan 0 o i # ¢ elde edilir. Yani

pL/p*L —— Z/p*Z

¢
el
L

Z/pZ

diyagrami degismeli (i.e., § o i = ¢) olacak sekilde bir 0: Z/p*Z — Z/pZ homo-
morfizmasi yoktur. Dolayisiyla Z/pZ, Z/p*Z-injektif degildir. O

Teorem 3.20. M bir R-modiil olsun. Bu durumda M nin C'S-modil olmast i¢in
gerek ve yeter kosul Zo(M), N-injektif ve Zy(M), N birer C'S-modil olmak izere
M = Zy(M) ® N olmasidar.

Kanat. (=) M bir CS-modiil olsun. Zy(M) <. M ve M, C'S-modiil oldugundan
Zo(M) <4 M dir. O halde N bir nonsingular modiil olmak {izere M = Zy(M) & N
yazilir. Ayrica C'S-modiillerin dik toplananlari da C'S-modiil oldugundan Z5(M) ve
N, CS-modiillerdir. Simdi Zy(M) nin N-injektif oldugunu gosterelim. X < N ve

¢: X — Zy(M) bir R-modiil homomorfizmas: olsun.
X ={z—¢)|zeX}

kiimesini g6z 6niine alahm. X' < M oldugu aciktir. M, C'S-modiil oldugundan bir
X* <4 M vardir 6yle ki X' <, X* <; M dir. Béylece M = X*@®Y olacak gekilde bir
Y < M vardir. 71 € X' N Zy(M) olsun. Bu durumda x € X olmak iizere 2, = x —
¢(z) yazilir. Buradan z1+¢(x) = 2 € Zo(M)NX = 0 oldugundan x = 0 olup z; =0
bulunur. O halde X' N Zy(M) = 0 dir. 0 = X' N Zy(M) <, X*N Zy(M) oldugundan
X* N Zy(M) = 0 dir. Diger yandan, X* N Z(M) < X* N Zy(M) = 0 oldugundan
X*NZ(M) = 0 dir. Boylece Onerme 1.13.2 (4) ten, Z(X*) = X*N Z(M) = 0 dur.
Yani X* bir nonsingular modiildiir. Onerme 1.13.5 (1) den, 0 = Z(X*) <, Z(X*)
oldugundan Z5(X*) = 0 bulunur. Zy(M) = Zy(X*@Y) = Zo(X*) @ Z2(Y) = Z(Y)
elde edilir. Bu durumda Zy(M) = Z5(Y) < Y ve Y bir CS-modiil oldugundan
Z5(M) <4 Y bulunur. Boylece Y =Y’ @ Zy(M) olacak sekilde bir Y <Y vardr.
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. X* @Y @ Zy(M) — Zy(M) bir kanonik projeksiyon olsun. Her z € X igin

w(z) =7((z = 6(2)) + ¢(x)) = 7(z — ¢()) + 7(4(2)) = $(2)

elde edilir. Yani A ‘
' > N M

X
N

Zy(M)

7T|N g

diyagrami degigmelidir. Dolaysiyla Zs(M), N-injektiftir.

(<) Zy(M), N-injektif ve Zy(M), N birer C'S-modiil olmak iizere M = Zy(M) & N
olsun. A <. M olsun. O halde Z3(A) <. A ve A <. M oldugundan Onerme 1.10.15
den, Z5(A) <. M dir. Ayrica Z5(A) < Zy(M) < M ve Zy(A) <. M oldugundan
Zy(A) <. Zy(M) dir. Zy(M), CS-modiil oldugundan Zy(A) <, Zy(M) bulunur.
Boylece Zy(M) = Zy(A) @ K olacak sekilde bir K < Zy(M) vardir. Bu durumda
M = 2Z5(M)® N = Zy(A) ® K & N yazilir. Modiile kuralindan

A=ANM=AN(Z(A) @ K ®N)=Z,(A) & [AN (K & N)]

dir. Yani Zy(A) <4 A dir. O halde A = Z5(A) @ B olacak gekilde bir B < A
nonsingular alt modiilii vardir. 0 = Z(B) <. Z»(B) oldugundan Zy(B) = 0 bulunur.
Onerme 1.13.5 (4) ten, Zy(B) = BN Zy(M) = 0 bulunur. BN Zy(M) = 0 ve Zo(M),
N-injektif oldugundan m: M — Z3(M) ve mo: M — N kanonik projeksiyonlar
olmak iizere ¢my, = my, olacak sekilde bir ¢: N — Z,(M) R-homomorfizmasi

vardir. Yani
™2 N

B s M >
“m lm k/’/w
Zy(M)

diyagrami degigmelidir. Simdi

N*:={n+¢(n)|ne N}

kiimesini goz oniine alalim. Aciktir ki, N* < M dir. x € B i¢in x = my + my olacak
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sekilde I3 my € Zy(M), mg € N vardir. Bu durumda
x=mq +mg =m(x) + me(x) = Y(ma(x)) + mao(x) € N*

bulunur. Dolayisiyla B < N* dir. Ayrica B <, N* dir. Ciinkii eger B &, N* ise bir
Ny < N* vardir 6yle ki B <, N; <. N* dir. Buradan B=ANB <, ANN; < A
bulunur. Fakat B <; A oldugundan B nin A da 6z essential genislemesi yoktur.
Dolayisiyla bu bir ¢eligki olup B <. N* olmalidir. Zy(M) + N* C M dir. Simdi
m € M olsun. Bu durumda m = a + n olacak gekilde 3 a € Z3(M), n € N vardir.
Boylece m = (a—1(n))+ (n+¢(n)) € Zo(M)+ N* bulunur. Yani M = Zy(M)+ N*
dir. z € Zy(M) N N* olsun. O halde bir n € N igin z = n + ¢ (n) yazilir. Buradan
x—1(n)=n € Zy(M)NN = 0 oldugundan n = 0 olup = 0 bulunur. Dolayisiyla
Zo(M) N N* = 0 dir. Sonug olarak, M = Zy(M) & N* = Zy(M) & N elde edilir.
N = M/Zy(M) = N* oldugundan N = N* dir. N, CS-modiil oldugundan N*
da C'S-modiildiir. O halde B <. N* ve N*, C'S-modiil oldugundan B <; N* dir.
Boylece N* = B @ B’ olacak sekilde bir B° < N* vardir. Buradan

M = Zy(M)BN* = (Zy(A) @ K)®(B®B') = (Z3(A)®B)®(K&B') = As(K®B)

oldugundan A <; M bulunur. Dolaysiyla M, C'S-modiildiir. U
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4. GOLDIE EXTENDING MODULLER

Bu béliimde extending modiillerin bir genellemesi olan Goldie extending modiil
sinifina yer verecegiz. Goldie extending modiillerin yapisal 6zelliklerini analiz et-
mek icin olduk¢a kullanigh olan goreceli ejektif kavramindan bahsedecegiz. Goldie
extending modiillerin bir dik toplaminin ve bir Goldie extending modiiliin bir dik

toplananinin Goldie extending modiil olabilmesi i¢in gerekli kogullar ele alinacaktir.

Tanim 4.1. M bir R-modil olsun. M nin alt modiller: izerinde
XY «—= XNY <, XveXNY <L Y

bagintising tanimlayalim. 3 nan bir denklik bagintisy oldugu kolayca gorilebilir. Her
X < M igin, XBD (i.e., XN D <, X ve XN D <, D) olacak sekilde bir D <4 M
varsa M ye Goldie extending (i.e., G-extending) modiil denir. Ayrica M nin

her dik toplanani G-extending modiil ise M ye GT-extending modiil denir.

Yardimci1 Teorem 4.2. M bir R-modiil ve K <, M olsun. K <4z M olmas: icin
gerek ve yeter kosul K nin, M de bir L komplementi olmasi ve her p: K& L — M

homomorfizmasinin bir : M — M homomorfizmasina genislemesidir.

Kanit. (=) K <4 M olsun. Bu durumda M = K @ K’ olacak sekilde bir K’ < M
vardir. L = K alinirsa 0o = @ dir.

(<) L, K nin bir komplementi olsun. Her x € K ve y € L icin p(z +y) = x
ile tanimh ¢: K & L — M homomorfizmasini géz oniine alalim. Hipotezden,

0. = ¢ olacak sekilde bir 6: M — M homomorfizmasi vardir. Yani

KoL —s M

wl e
P

L

M

diyagrami degigmelidir. Burada K C Im(0) ve L C Ker(f) dir. 0 # v € Im(0)
alalim. Bu durumda 0 # v = 6(u) olacak sekilde bir u € M vardir. u ¢ L dir.
Ciinkii v € L olsaydr u € Ker(0) olup #(u) = 0 olurdu. Bu ise geligkidir. Boylece
KN(L+uR) # 0 dir. Ciinkii L, K nin komplementi oldugundan KNL = 0 6zelligine
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gore L maksimaldir. Bu durumda 0 # x = y + ur olacak sekilde 32 € K, y € L,

r € R vardir. Buradan
0#x=0()=0y+ur)=0©y)+0(ur)==0u)r=vre KNuvR

bulunur. O halde K NvR # 0 oldugundan K <, Im(f) dir. K <. M oldugundan
K nin higbir essential geniglemesi yoktur. Dolayisiyla K = Im(0) elde edilir. Simdi
M = Im(6) ® Ker(#) oldugunu gosterelim. Her m € M i¢in m = 6(m) + (m —0(m))
yazilabilir. Ayrica §(m — 6(m)) = 6(m) — (6(m)) = 6(m) — 6(m) = 0 oldugundan
m — 6(m) € Ker(f) dir. O halde 8(m) € Im(0) ve m — 6(m) € Ker(#) oldugundan
M = Im(f) + Ker(#) bulunur. Simdi z € Im(6) N Ker(#) alahm. Bu durumda
O(x) = 0 ve z = O(m) olacak sekilde bir m € M vardir. Buradan 0 = 0(x) =
0(6(m)) = 6(m) olup z = 6(m) = 0 dir. Yani Im(¢) N Ker(d) = 0 dir. Bdylece,
M = Im(0) & Ker(0) elde edilir. Sonug olarak, M = K & Ker(f) olup K <, M

bulunur. 0
Onerme 4.3. M bir R-modiil olsun. Asaqidaki ifadeler denktir.
(1) M bir G-extending modildir.

2 erY < wein, bir X < ve bir D <y vardir oyle k1 X <, Y ve X <,
1) HerY < M ic¢in, bir X < M ve bir D M dir oyle ki X Y ve X D
dir.

(1i1) Her Y < M igin, Y nin bir L komplementi ve L nin bir K komplementi
vardwr oyle ki Y BK ve her f: K® L — M homomorfizmast bir f: M — M

homomorfizmasina genisler.

Kanat. (i) = (¢¢) Y < M olsun. Bu durumda Y 8D olacak sekilde bir D <; M
vardir. O halde YN D <, Y veYND <, Ddir. X =Y ND almirsa X <, Y ve
X <. D elde edilir.

(2¢) = (222) Y < M olsun. Hipotezden, bir X < M ve bir D <; M vardir Gyle
ki X <, Y ve X <, D dir. Buradan M = D & D’ olacak sekilde bir D <M
vardir. XND <. DND =0ve XND <. YND oldugundan X N D' =0 ve
YND =0olmahdir. X <, YND <Y ve X <,Y oldugundan Y N D <, Y
bulunur. Diger yandan, X <, Y ND < D ve X <. D oldugundan Y N D <. D
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bulunur. Kabul edelim ki, D' < Eve YNE =0 olacak sekilde bir £ < M olsun.
0=(nND)NE <. DN E oldugundan DN E = 0 olmalidir. £ = M NE =
(D&D)YNE =(DNE)®D = D' bulunur. O halde D', Y nin bir komplementidir.
D =K ve D' = L alinirsa ﬁK®L = f elde edilir.

(2¢¢) = (2) Yardimc1 Teorem 4.2 ve (iii) den, K <; M dir. Dolayisiyla M bir
Gg-extending modiildiir. O

Onerme 4.4. My bir UC-modiil olsun. M nin G-extending olmasi icin gerek ve

yeter kosul M nin extending olmasidar.

Kamt. (=)Y < M olsun. Bu durumda Y N D <. Y, Y ND <, D olacak gekilde
bir D <4, M vardir. O halde M = D @ D' olacak sekilde bir D" < M vardir. M,
UC-modiil oldugundan Yardimci Teorem 1.14.2 den, D <, Y + D ve Y <, Y + D
dir. Buradan 0 = DN D’ <, (Y +D)N D’ oldugundan (Y + D)N D" = 0 olmahdir.
Y+D=Mn{Y +D)=DaD)=Da&((Y+D)ND") oldugundan Y + D = D
bulunur. Yani Y < D dir. O halde Y =Y ND <, D <; M elde edilir. Dolayisiyla
M, extending modiildiir.

(<) Teorem 5.19 dan agciktir. O

Tanim 4.5. N ve M, R-modiiller olsun. Eger her K < M ve her f: K — N i¢in
ﬁx = f olacak sekilde bir f: M — N homomorfizmas: ve bir X <. K wvarsa, N

modiiline M -ejektif moddil denir. Yani

diyagrams degismelidir.

Uyar1 4.6. N modili M-injektif ise N nin M-ejektif oldugu acgiktir. Eger her
M € Mod-R i¢in N, M-ejektif ise N ye ejektif modil denir.

Tanim 4.7. p: Mod-R — Mod-R olmak iizere p, R-modiiller kategorisinden R-
modiller kategorisine bir funktor olsun. Eger asagidaki iki kosul saglaniyorsa p ya

preradical denir.
(1) Her M R-modiili i¢in p(M), M nin alt modilidir.
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(13) M wve M', R-modiller olmak tzere bir ¢: M — M homomorfizmase i¢in

¢(p(M)) C p(M") diir.

M, ve My, R-modiller olmak tzere p(My; @ M) = p(My) @ p(Ms) oldugu agiktr.
Yukaridaki iki kosula ek olarak;

(i) p(M/p(M)) =0
kosulu da saglaniyorsa p ya radikal denir.

Tanim 4.8. p bir preradikal olsun. Eger her M R-modilii i¢in p(p(M)) = p(M) ise

p ya idempotent preradikal denir. Ornejin; socle bir idempotent preradikaldir.

Tanim 4.9. p bir preradikal ve M bir R-modil olsun. Eger her N < M i¢in
p(N) = N N p(M) ise p ya left exact preradikal denir. Ornejin; singular alt

modiil ve socle left exact preradikallerdir.

Onerme 4.10. p bir preradikal ve p(M) <., My olmak tiizere M = M; & My olsun.
Bu durumda My, Ms-ejektiftir.

Kamit. K < M,, f: K — M, bir homomorfizma ve X = K N p(M) olsun. O
halde K <. K ve p(M) <. M, oldugundan X = K Np(M) <. K N My = K elde
edilir. Eger f: M, — M, sifir homomorfizmasi olarak alinirsa, her z € X icin

f(z) = f(z) bulunur. Yani ]le = f dir. O

Teorem 4.11. M; ve Ms, R-modiller ve M = My & My olsun. Bu durumda

asagrdakiler denktir.
(1) My, Ms-ejektiftir.

(1) KNM; = 0 kosulunu saglayan her K < M i¢in M = My® Mz ve KNM3 <, K
olacak sekilde bir My < M wvardar.

Kanit. (i) = (i) My, Ms-ejektif olsun. ¢ = 1,2 igin m;: M — M, kanonik
projeksiyon olsun. K < M icin K N M; = 0 olsun. Top, : K — My bir monomor-
fizmadir. Ciinkii Ker(my ) = KN M; = 0 dir. K = m(K) olsun. O halde M,

80



My-ejektif oldugundan hj, = (m 0 7r2’1)‘ olacak sekilde bir A: My — M; homo-

X

morfizmasi ve bir X <, K vardir. Yani

\
7
Ty
s

/
’
’

1 /

|

W

1

diyagrami degigmelidir. Simdi
My ={h(y)+ylyeM}

kiimesini tanimlayalim. M3 < M oldugu aciktir. m € M igin m = m; + ms olacak

sekilde m; € M; (i = 1,2) vardir. Boylece
m=mi+ Mg = (m1 == h(mg)) —+ (h<m2> -+ m2) € Ml -+ M3

bulunur. Dolayisiyla M = M; + M3 olur. Diger yandan, y € M; N M3 olsun. Bu
durumda y = y; = h(ys) + yo olacak sekilde y; € M; (i = 1,2) vardir. Buradan
y1—h(y2) = y2 € MiN My = 0 bulunur. Boylece MiNM;z = 0 dir. M = M;® M3 elde
edilir. Simdi K N M3 <., K oldugunu gosterelim. 0 # k£ € K alalim. Bu durumda
k = m (k) + m(k) yazlabilir. K N M; = 0 oldugundan my(k) # 0 dir. Ciinkii
mo(k) = 0 olsaydr k = m (k) € K N M; = 0 olurdu. Fakat k£ # 0 oldugundan bu bir
celigkidir. X <, K = my(K) oldugundan 0 # my(k)r = ma(kr) € X olacak sekilde bir
r € R vardir. Béylece 0 # kr = my(kr) + mo(kr) dir. hjy = (m om, "), oldugundan
(hom) = [(m omy") oml |y = my, dir. Dolaywsiyla h(my(kr)) = m(kr) bulunur.
Boylece 0 # kr = h(mo(kr)) + ma(kr) € K N M3 olur. Sonug olarak, her 0 # k € K
icin 0 # kr € K N Mj olacak sekilde bir » € R bulundugundan K N M3 <, K dir.

(2¢) = (1) K N M; = 0 kosulunu saglayan her K < M igin M = M; & M; ve
K N M3 <. K olacak sekilde bir M3 < M olsun. L < M, ve g: L. — M bir

homomorfizma olsun. Simdi

H={a—g(x)|zeL)
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kiimesini tanimlayalim. H < M ve H N M; = 0 dir. Hipotezden, M = M, & H ve
H' N L <, L olacak sekilde bir H < M vardir. 7: M — M, kanonik projeksiyon

olsun. z € H N L icin

w(z) =7 (9(z) + (z — g(x))) = 7(g(x)) + 7(z — g(z)) = 7(9(x)) = g(=)

bulunur. Yani T =9, dir. Dolayisiyla My, Ms-ejektiftir. O
Teorem 4.12. M = M; & M, olsun. Bu durumda;

(1) Eger My, Ms-ejektif (ya da My, Mi-ejektif) ve My ile My, G-extending mo-
diiller 1se M bir G-extending modiildir.

(ii) Eger My, Ms-injektif ve M bir G-extending modil ise My bir G-extending

moduldir.

Kamit. (i) Y < M olsun. Eger Y N M; = 0 ise Teorem 4.11 den, M = M; & M3
ve Y N M3 <. Y olacak sekilde bir M3 < M vardir. M3 = M/M; = M, oldugundan
Ms = M, dir. M3 = M, oldugundan Mj de G-extendingdir. Y N M3 < Mj icin
Onerme 4.3 ten, bir X < M; ve bir D <; My vardir 6yle ki X <. Y N M; ve
X <. D dir. M3, M nin bir dik toplanani oldugundan D, M nin bir dik toplanani
olur. Diger yandan, X <, Y N M3 <. Y oldugundan X <., Y bulunur. Boylece M
bir G-extending modiildiir.

Simdi Y N M; # 0 olsun. Y N M; <Y igin, Y N M; in bir K <Y komplementi
vardir oyle ki (YNM;)NK =0ve (YNM;)® K <.Y dir. O halde KNM; =0 dir.
Yine Teorem 4.11 den, M = M; & M, ve K N M, <. K olacak sekilde bir M, < M
vardir. My = M, oldugundan M, de G-extendingdir. Y N M; < M; icin Onerme
4.3 ten, bir X; < M, ve bir Dy <4 M; vardir 6yle ki X; <, Y N M; ve X; <, D,
dir. Ayrica K N My < My icin Onerme 4.3 ten, bir X, < M, ve bir Dy <, M, vardir
oyle ki Xy <, K N My ve Xy <, D5 dir.

Iddia. X, ® X, <. Y ve X, ® Xo <. D; @ Dy dir.

Xy <, KN My <, K oldugundan X, <, K dir. O halde X; <, Y N M; ve
Xy <. K oldugundan X; @ Xy, <, (Y NM;) ® K <. Y dir. Boylece X; ® X, <, Y
elde edilir. Diger yandan, X; <. D; ve X5 <. D, oldugundan X; & X5 <. D1 & Do
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elde edilir.
Ayrica Dy <4 M, ve Dy <4 M, oldugundan M, = D, ® D ve My = Dy @ D,
olacak sekilde 4 D/1 < M;, D'2 < M, vardir. Boylece

M = M, & My = (D ® D)) & (D2 ® D) = (D; & Dy) & (D & D))

oldugundan Dy & Dy <; M bulunur. Sonug olarak, M bir G-extending modiildiir.
(i¢) Y < M, olsun. M, G-extending oldugundan bir X < M ve bir D <; M vardir
oyle ki X <, Y ve X <, Ddir. XNM <. YNM < M, NM; =0 oldugundan
XNM, =0dr. Ohalde 0 = X N M; <, DN M; oldugundan D N M; = 0 dir.
Yardimci1 Teorem 3.15 den, M = M; @& M ve D < M olacak sekilde bir M <M
vardir. Her 2 € X igin h(xr) = x olacak sekilde bir h: M' — M, izomorfizmast
vardir (i.e., h = 7T2|M,). Dy = h(D) < My olsun. X = h(X) <. h(D) = D, dir.
D <, M oldugundan M = D & D' olacak sekilde bir D' < M vardir. Buradan
M=MnM=MnDoD)=Da& (M nD") dir. (M) =h(D)®h(M ND)
bulunur. Bdéylece My = Dy & h(M' N D') diir. Yani Dy <; M, dir. Sonug olarak,
M, bir G-extending modiildiir. O

Teorem 4.13. M = é M; olsun. Bu durumda;
i=1

(i) Eger her j > i ig¢in M;, M;-ejektif ve her M;, G-extending modil ise M, G-

extending modildiir.

(i) Eger tim M; ler goreceli injektif ve M, G-extending modil ise her M;, G-

extending modildiir.

Kanat. (¢) Tiimevarim yontemini uygulayalim. Her 1 <i < j < n+ 1 icin M; ler
n+1
G-extending modiil ve M;, M;j-ejektif olmak iizere M = @& M; olsun. Her 1 <k <n

7

S =

k n+1
icin & M;, G-extending modiil olsun. M = & M; = ( @ MZ) @ M, dir. Simdi
i=1 i=1 j

E% M; nin M, ,1-ejektif oldugunu gosterelim. K < M, olsun. f: K — E% M;
i=1 =1

bir homomorfizma olsun. m;: M — M, i-inci projeksiyon homomorfizmasi olsun.
fi =moto f olsun. M;, M, i-ejektif oldugundan her 1 <7 < n+41 i¢in bir X; <, K

ve fi: M,y1 — M; homomorfizmasi vardir &yle ki her x € X; i¢in fi(z) = f(=) dir.
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Yani

oMo,
=1

/

e
/

A

M;

M /
diyagrami degismelidir. Her 1 <i <n+1icin X; <. K oldugundan (_, <. K dur.

X =N, almrsa X <, K dir. f: My — @ M;, f = (f1, f2,..., fn) ile tanimh
i=1
olsun. O halde her x € X icin

bulunur. Yani

diyagrami degismelidir. Dolayisiyla é M;, M, 1-ejektiftir. Kabul geregi E% M; ve
i=1 =1

n+1
M, 11, G-extending modiillerdir. Boylece Teorem 4.12 (i) den, M = @ M; bir G-
i=1
extending modiildiir.
(¢¢) Kamt, (i) secenegindekine benzer tiimevarim yontemiyle ve Teorem 4.12 (i7)

yardimiyla elde edilir. O

Tanim 4.14. M bir R-modiil ve X < M olsun. Her ¢* = e € Endgr(M) i¢in
e(X) C X oluyorsa X e M nin projection invariant (projeksiyon degismez)

alt modtuli denir.

Tanim 4.15. M bir R-modil olmak tizere M nin her projection invariant alt mo-
dili, M nin bir dik toplananinda essential oluyorsa M ye PI-extending modiil

denir.

Teorem 4.16. K, M nin bir projection invariant alt modili olsun.
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(1) M bir G-extending modil olsun. Bu durumda 3 My, My < M alt modilleri
vardwr éyle ki M = My ® My ve K <., My dir.

(13) M bir G-extending modil ve K, bir tek kapamisa sahip olsun. Bu durumda
d My, My < M alt modiillers vardwr éyle ki M = M, ® My, K <, My ve M;,

My birer G-extending modildiir.

(1i1) p bir preradikal, p(M) <. My ve My, My G-extending modiiller olmak tizere
M = My & My olsun. Bu durumda M bir G-extending modildiir.

Kanat. (i) M, G-extending modiil oldugundan bir €? = e € Endz(M) vardir 6yle ki
KpeM dir. Yani KNeM <, K ve KNeM <, eM dir. k € K olmak iizere ek € eK
olsun. K, projection invariant alt modiil oldugundan ek € eK C K dir. Buradan
ek € K ve ek € eM oldugundan ek € K NeM dir. O halde eK C K NneM bulunur.
Simdi x € K NeM olsun. Bu durumda x = k = em olacak sekilde 3m € M, k € K
vardir. Buradan ek = e’>m = em = k € eK dir. O halde K NeM C eK bulunur.
Boylece eK = K NeM dir. Diger yandan, (1 —e)k € (1 — e)K olsun. eK C K
oldugundan (1 —e)k = k —ek € K dir. O halde (1 —e¢)K C KN (1 —¢e)M dir.
Simdi y € K N (1 —e)M olsun. Boylece y = k = (1 — e)m olacak sekilde 3 m € M,

k € K vardir. Buradan
(l-—ek=(1-e)l-em=1-c—e+e®m=(1—-em=kec (1—-e)K

dir. O halde KN (1 —e)M C (1 —e)K dir. Boylece (1 —e)K = KN (1 —e)M dir.
Simdi K = eK @ (1 —e)K oldugunu gosterelim. K C eK + (1 —e) K oldugu agiktur.
eky + (1 —e)ky € eK + (1 — e)K alahm. eK C K oldugundan ek; + (1 — e)ky =
eki+ky—eky € K dir. O halde eK +(1—e)K C K dir. Boylece K = eK +(1—e)K
bulunur. a € eK N (1 — €)K olsun. Bu durumda a = ek = (1 — e)k olacak
sekilde k, k' € K elemanlan vardir. Buradan ek = e*k = (e — )k’ = 0 dur.
Yani eK N (1 —e)K = 0 dir. Sonug olarak, K = eK @ (1 — e)K elde edilir.
eK = KneM <., KveeK = KNeM <., eM dir. eKN(1—e)M <. eMN(l—e)M =0
oldugundan eK N(1—e)M =0dir. 0 =eKN(1—e)M <. KN(1—e)M oldugundan
KN(1—e)M = 0 bulunur. O halde (1—e)K = 0 bulunur. Béylece K = e K@ (1—e)K
oldugundan K = eK <, eM dir. Eger M; = (1 — e)M ve My = eM alinirsa
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M = M; & My ve K <., M; elde edilir.

(i2) (i) den €? = e € Endr(M), My = (1 —e)M, My = eM ve K <. M, olmak
iizere M = M, © M, dir.

Iddia 1. M, bir G-extending modiildiir.

Y < My = eM olsun. M, G-extending oldugundan bir d* = d € Endg(M) vardir
oyle ki Y 8dM dir. Yani YNdM <.Y ve YNdM <. dM dir. (i) den dK = KNdM,
(1—d)K = KN(1—d)M olmak iizere K = dK ®(1—d)K dir. K <, eM oldugundan
YNK <, Y dir. O halde YNKNdM <, YNdM <., dM oldugundan Y NdK <, dM
bulunur. ¥ NdK < dK < dM ve Y NdK <., dM oldugundan Y NdK <, dK ve
dK <. dM bulunur. Béylece K = dK & (1 —d)K <. dM @& (1 — d)K dir. K nin
M deki tek kapanigi eM oldugundan dM C eM = M olur. Sonug olarak, M bir
G-extending modiildiir.

Iddia 2. M; bir G-extending modiildiir.

X < M; = (1—¢e)M olsun. M, G-extending oldugundan bir d*> = d € Endz(M)
vardir oyle ki XBdM dir. Yani X NdM <, X ve X NdM <., dM dir. O halde
XNdM = XNdMn(1—e)M <. dMnN(1—e)M < dM dir. Buradan X NdM <., dM
oldugundan dMN(1—e)M <. dM dir. Boylece 0 = dMN(1—e)MNeM <, dMnNeM
oldugundan dMNeM = 0 olmahdir. (i) den dK = dMNK, (1-d)K = (1-d)MNK
olmak iizere K = dK & (1 —d)K dir. dK =dM N K < dM NeM = 0 oldugundan
dK = 0 olmalhdir. O halde K = (1 —d)K < (1 —d)M dir. Simdi C, K nm
(1 — d)M deki bir kapanigt olsun. (1 —d)M, M nin kapal alt modiilii oldugundan
C, K min M deki bir kapanigidir. Fakat K, M de bir tek kapanisa sahip oldugundan
C =eM C (1—d)M dir. Her m € M icin em = (1—d)m’ olacak sekilde bir m" € M
vardir. dem = d(1 —d)m’ = (d — d*>)m' = 0 ve d(1 — e) = d — de = d dir. Béylece
[(1—e)d)? = (1—e)ddir. Simdi dM N (1—e)M < (1 —e)dM oldugunu gosterelim.
dm = (1—e)m olsun. (1—e)dm = (1—e)(1—e)m' = (1—e)m' =dm € (1 —e)dM
dir. O halde dM N (1 —e)M < (1 —e)dM dir. Bir 0 # (1 —e)dm € (1 — e)dM
alahm. dM N (1 — e)M <. dM oldugundan 0 # dmr € dM N (1 — e)M olacak
sekilde bir r» € R vardir. Boylece 0 # dmr = (1 — e)dmr € dM N (1 — e)M olup
dM N (1 —e)M <. (1 — e)dM dir. Béylece dMB(1 — e)dM bulunur. X SdM ve

86



dMpB(1 —e)dM oldugundan X 5(1 —e)dM elde edilir. Ayrica
Mi=(1l—-eM=(1—-e)dM®d(1-dM)=(1—-e)dMd(1—-e)(1—-d)M

oldugundan (1 — e)dM <, M; dir. Sonug olarak, M; bir G-extending modiildiir.

(¢¢2) p bir preradikal, p(M) <. M,y ve M;, My G-extending modiiller olmak iizere
M = M, @ M, olsun. Onerme 4.10 dan M, My-ejektiftir. Béylece Teorem 4.12 (i)
den, M bir G-extending modiildiir. O

Sonug¢ 4.17. M, G-extending modil ve her M;, M nin projection invariant alt

modiilii olmak tizere M = @& M; olsun. Bu durumda her M;, G-extending modildiir.
iel

Kanat. Teorem 4.16 da K = M, alinirsa istenilen elde edilir. O

Teorem 4.18. M, (C3) kosulunu saglayan bir G-extending modil olsun. Bu du-
rumda M nin, her dik toplanan G-extending modildir (i.e., M, G -extendingdir).

Kanit. N <; M olsun. Bu durumda M = N@&N' olacak sekilde bir N’ < M vardir.
K < N ve m: M — N kanonik projeksiyon olsun. M, G-extending oldugundan
bir L <4 M vardir éyle ki KSL dir. Yani K NL <, K ve KN L <, L dir. Boylece
KNN <NNN =0oldugundan KNN =0dir. 0=(KNL)NN <, LNN
oldugundan LN N' = 0 dir. M, (C3) kosulunu sagladigindan N @ L <, M dir.
Onerme 3.5 den, N' ® L = N’ @ 7(L) dir. Béylece N' ® L = N @ n(L) <4 M dir.
O halde M = N @ 7(L) © A olacak sekilde bir A < M vardir. Buradan

N=MnNN=(Na&=nL)eANN=[N &A)NN|®nr(L)

bulunur. Boylece w(L) <; N dir. Simdi K N7w(L) <, (L) ve KN7n(L) <. K
oldugunu gosterelim. 0 # x € 7(L) olsun. Bu durumda = = 7 () olacak gekilde bir
0+#1 e Lvardir. KNL <, L oldugundan 0 # Ir € K N L olacak sekilde bir r € R
vardir. O halde 0 # Ir = k = [; olacak gekilde 3 k € K, [, € L vardir. Buradan
O#ar=nm()r=n(lr)=n(k)=n(ly) olup 0 # xr =n(l)r =k =n(ly) € KNn(L)
bulunur. Dolayisiyla K N7 (L) <, 7(L) dir. 7(L) = NN(N @n(L)) = NN(N' @ L)
oldugu agiktir. O halde K N7 (L) = KN[NN (N @ L)] = KN (N @ L) elde edilir.
KNL=n(KNL) <, n(K)=Kdir. n(KNL)<n(K)Nn(L)=KnNn(L) <K
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ve (KN L) <. K oldugundan K N7 (L) <. K bulunur. Boylece N bir G-extending
modiildiir. Dolayisiyla M, G -extendingdir. O

Tanim 4.19. R bir halka olsun.

(i) e € R ve €® = e ise e ye idempotent denir. R nin biitiin idempotent eleman-

larinan kiimesi .7 (R) ile gdsterilir.

(17) e1, ex € R iki idempotent olsun. Ejer ejes = 0 = egeq ise e ve es ye ortogonal

idempotentler denir.

(17i) 0 # e € R bir idempotent olsun. Eger e = fi + fo olacak sekilde her f ve
fa ortogonal idempotent cifti icin f1 = 0 ya da fo = 0 oluyorsa e ye primatif

tdempotent denir.

Tanim 4.20. M bir R-modiil olsun. Eger M nin her dik toplanan ¢iftinin arakesiti
de bir dik toplanan ise M ye dik toplananlarin arakesit 6zelligini (summand

intersection property, kisaca SIP) saglar denir.

Onerme 4.21. R bir halka ve e € R bir idempotent olsun. eR nin ayristirilamaz

olmast i¢cin gerek ve yeter kosul e nin primitif idempotent olmasidar.

Onerme 4.22. M bir ayrigturilamaz modil olsun. Bu durumda M nin G-extending

modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin dizgiin modil olmasidar.
Onerme 4.23. M bir G-extending R-modil ve N < M olsun.

(i) Eger her ¢* = e € Endg(M) olmak iizere N NeM <. fN olacak sekilde bir
f? = f € Endg(N) varsa N bir G-extending modiildiir.

(it) Eger her ¢ = e € Endg(M) i¢in eMBfM ve fN C N olacak sekilde bir
f? = f € Endz(M) varsa N bir G-extending modiildir. Ozel olarak, M mnin

her projection invariant alt modili bir G-extending modildiir.

Kanit. (i) Y < N olsun. M, G-extending modiil oldugundan Onerme 4.3 ten
bir X < M ve bir > = ¢ € Endg(M) vardir dyle ki X <, Y ve X <, eM dir.
Bu durumda bir f2 = f € Endgz(N) igin X <, eM NN <. fN dir. O halde
X <. fN <; N dir. Dolayisiyla N bir G-extending modiildiir.
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(i¢) Y < N olsun. M, G-extending modiil oldugundan Y SeM olacak sekilde bir
e? = ¢ € Endr(M) vardir. YBeM ve eMBfM oldugundan Y B fM bulunur. O
halde fN C N oldugundan N bir G-extending modiildiir. O

Onerme 4.24. M bir G-extending modiil olsun. Egjer M modilii SIP ya da (Cs)

kosulunu saglhyorsa M bir G*-extending modildiir.

Kanat. M, G-extending modiil ve N <; M olsun. Kabul edelim ki, M modiilii
SIP kosulunu saglasin. Y < N olsun. Bu durumda Onerme 4.3 ten, bir X < M
vardir dyle ki X <. Y ve e = ¢ € Endg(M) olmak iizere X <., eM dir. O halde
kabulden N NeM <, M dir. Boylece bir K < M i¢in M = (N NeM) @ K yazilr.
Diger yandan, X <, N NeM dir. Buradan

N=NNnM=Nn[(NneM)dK]=(NneM)®d (NNK)

elde edilir. O halde NNeM <; N olup N, G-extending modiildiir. Dolayisiyla M bir
G"-extending modiildiir. Simdi kabul edelim ki, M modiilii (C3) kogulunu saglasin.
d?> = d € Endg(M) olmak iizere D = dM <4, M ve Y < D olsun. Onerme 4.3 ten,
bir X < M vardir dyle ki X <. Y ve e = ¢ € Endg(M) olmak iizere X <, eM
dir. w: M — D bir kanonik projeksiyon olsun. X <, eM ve X <, Y < D =dM
oldugundan X <,eM NY <eM NdM dir. O halde

XN(1—dM<.eMNYN(1—d)M<eMndMn(1—dM=0

oldugundan X N (1 —d)M = 0 bulunur. 0 = XN (1 —-dM <,eM N (1—-dM
oldugundan eM N (1 — d)M = 0 olmahdir. Bu durumda 7., : eM — dM bir
monomorfizmadir. Ciinkii Ker(m_,,) = eM N (1 —d)M = 0 dr. X <, eM
oldugundan X = 7(X) <. m(eM) < D dir. Béylece 1. Izomorfizma Teoremi’'nden,
eM/Ker(m,,,) = m(eM) olup eM = w(eM) dir. w(eM), M nin bir dik toplanan

olan eM ye izomorf oldugundan (C3) kogulu geregi w(eM) <, M olur. Bdylece
K' < M igin M = 7(eM) @ K’ yazilir. Buradan

D=DNM=Dn[x(eM)®K]|=n(eM)®(DNK)
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oldugundan w(eM) <; D olup D, G-extending modiildiir. Sonug olarak, M bir
Gt-extending modiildiir. 0

Tanim 4.25. M bir R-modiil ve {X)}xea, M nin alt modillerinin bir ailesi olmak
tizere X = @ Xy olsun. Eger A man her A" sonlu alt kiimesi icin & Xy, M nin bir

AeA AN
dik toplanani oluyorsa X e M nin yerel dik toplanana (local summand) denir.

R bir halka ve M bir R-modiil olsun. Eger R halkasi, m € M olmak iizere
r(m) = {s € R|ms = 0} formundaki sag idealleri iizerinde artan zincir kogulunu

(ACC) saglarsa M modiilii (A) kogulunu saglar diyecegiz.

Yardimci1 Teorem 4.26. M bir R-modiil olmak tizere (A) kosulunu saglasin. Bu

durumda M nin her yerel dik toplananys M de bir komplement alt modiildir.

Kanit. X = @ X,, M nin bir yerel dik toplanani olsun. O halde Onerme 1.10.12
den, X <, X*AZAC M olacak gekilde bir X* < M vardir. Kabul edelim ki, X # X*
olsun. m € X*\ X elemanimi r(m), {r(z)|z € X*\X } de maksimal olacak sekilde
secelim. X <, X* oldugundan 0 # mr € X olacak gekilde bir € R vardir. O halde
bir A" C A sonlu alt kiimesi icin mr € @ X, dir. X, M nin bir yerel dik toplanani

xeA
oldugundan & X, <; M dir. Bu durumda M = ( ® XA) @Y olacak sekilde bir
YN YN
Y < M vardir. Boylece x € & X, ve y € Y olmak iizere m = x + y yazlabilir.

e
Buradan y = m —z € X* ve y ¢ X dir. Yani y € X*\X dir. Eger s € r(m) ise

ms = (z+y)s = xs +ys = 0 dir. Buradan ys = —zs € Y N ( EB/X)\) = 0 bulunur.
Boylece ys = 0 olup s € r(y) elde edilir. Yani r(m) C T(yA)ejglir. O halde r(m)
nin maksimalliginden r(m) = r(y) olmahdiwr. yr = mr —ar € Y N ( @,X)‘) =0
oldugundan yr = 0 olup r € r(y) = r(m) bulunur. Yani mr = 0 dir. %’ix[i(at bu bir
celigkidir. Dolaywsiyla X = X* <. M olmalidir. Sonug olarak, M nin her yerel dik

toplanani M de bir komplement alt modiildiir. O

Yardimci1 Teorem 4.27. [7, Lemma 4.51] M bir R-modiil olmak tizere (A) kogu-
lunu saglasin. Bu durumda M modili (Chy) ve (Cs) kosullarine saglarsa M nin her

yerel dik toplanant bir dik toplanandar.

Yardimci1 Teorem 4.28. [7, Lemma 4.52] M bir R-modil olmak dizere (A) kogu-
lunu saglasin. Bu durumda M modiilii (C1,) ve (C3) kosullarima saglarsa M modiili

diizgiin alt modiillerin dik toplams seklinde yazilur.
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Sonraki teorem ve sonug, bir G-extending modiiliin diizgiin alt modiillerin direkt

toplami geklinde yazilmasini saglayan kosullar1 dikkate alacaktir.
Teorem 4.29. M bir R-modiil olmak dizere (A) kosulunu saglasin. Bu durumda;

(1) Eger M, G-extending modil ise r(m), {r(z) |0 # x € M } de maksimal olacak
sekilde her m € M i¢in bir e € Endg(M) primitif idempotenti vardur 6yle ki
mRBe(M) dir.

(11) Eger M, G'-extending modiil ise r(m), {r(z)|0 # x € M} de maksimal
olacak sekilde her m € M i¢in mR bir dizgin modildir. Béylece M nin her

dik toplanant bir dizgin dik toplanan kapsar.

(1ii) Eger M, G-extending modil olmak tzere SIP ya da (Cs) kosulunu saglarsa

M modiili dizgin alt modillerin dik toplam: seklinde yazilir.

Kamit. (i) M, G-extending modiil ve 7(m), { r(x) | 0 # = € M } de maksimal olacak
sekilde bir 0 #£ m € M olsun. M, G-extending modiil oldugundan mR < M igin
mRBeM olacak gekilde bir e? = e € Endg(M) vardir. Yani mRNeM <, mR ve
mRNeM <., eM dir. Simdi e nin primitif idempotent olmadigini kabul edelim. Bu
durumda 0 # K1, Ky < eM i¢in eM = K; @ K, yazilir. O halde M = eM @ (1—e)M
oldugundan her m € M i¢in m = my +ms + m’ olacak sekilde m; € K; (i = 1,2) ve
m’ € (1 —e)M elemanlari vardir. Eger m; = 0ise m =my+m' € Ko @ (1 —e)M
dir. Simdi 2 € mR N K, alalm. O halde 2 = mr = ky = (ky + (1 — e)(m"))r
olacak sekilde r € R, k; € K; ve m" € M elemanlar vardir. Buradan k; =
kor + (1 —e)(m'r) € Ky N (Ky @ (1 —e)M) = 0 oldugundan = = k; = 0 bulunur.
Yani mRNK; = 0 dir. O halde 0 = (K;NnmR)NeM <. KyNeM = K; oldugundan
K; = 0 olmalidir. Bu ise e nin primitif idempotent olmamasiyla ¢eligir. Dolayisiyla
my1 # 0 olmahdir. Simdi r(m) C r(m;) oldugunu gosterelim. s € r(m) olsun.
Bu durumda ms = (m; + mg + m')s = mys + mgs +m's = 0 dir. Buradan
mis = —mes —m s € Ky N (K @ (1 — e)M) = 0 bulunur. Bdéylece mys = 0 olup
s € r(my) olur. Yani r(m) C r(mq) dir. r(m), {r(z)|0 # x € M } de maksimal
oldugundan r(m) = r(m;) olmahdir. Benzer gekilde, r(mz) # 0 ve r(m) = r(ms)
bulunur. Ciinkii mR NeM <., eM oldugundan 0 # m; € K; < eM igin bir r; € R
vardir 6yle ki 0 # myr; € mR N eM dir. O halde 0 # myr; € mR oldugundan
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0 # myry = mry = (my + mg +m')ry = myry + mary + m'ry olacak sekilde bir
0 # 1y € R vardir. Boylece myry —mqrs = mors+m'ry € KiN (Kb (1—e)M) =0
oldugundan mgyr, = —m'ry € Ky N (1 —e)M = 0 bulunur. Buradan mgyry = 0
olup ry € r(mgy) dir. Sonug olarak, ro € r(mg)\r(m) bulunur. Ciinkii 7o € r(m)
olsaydi mry = 0 olurdu. Fakat mry # 0 oldugundan bu bir celigkidir. Kabulden
r(m) maksimal oldugundan r(m) = r(mz) olmalhdir. Buradan r(ms)\r(m) = 0 olup
ro = 0 elde edilir. Bu ise celigkidir. Dolayisiyla e bir primitif idempotenttir.

(i1) M, Gt-extending ve her m € M igin r(m), {r(z)|0 # x € M } de maksimal
olsun. O halde (i) den, mRNeM <. mR ve mRNeM <, eM olacak sekilde
bir e primitif idempotent vardir. M, GT-extending modiil oldugundan M nin dik
toplanani olan eM de G-extending modiildiir. e primitif idempotent oldugundan
Onerme 4.21 den, eM bir ayrigtirilamaz modiildiir. O halde Onerme 4.22 den, e(M)
bir diizgiin modiildiir. Simdi mR nin diizgiin modiil oldugunu gosterelim. Kabul
edelim ki, mR diizgiin modiil olmasin. Yani 0 # X < mR i¢cin X NY = 0 olacak
sekilde bir 0 # Y < mR olsun. X NeM < eM,Y NeM < eM ve eM diizgiin modiil
oldugundan X NeM <., eM ve Y NeM <., eM dir. Diger yandan, mRNeM <. mR
oldugundan Y NeM <, Y dir. Boylece 0 = (Y NeM)N (X NeM) <. Y NeM
oldugundan Y NeM = 0 bulunur. O halde 0 =Y NeM <. eM oldugundan eM =0
olmalidir. Bu ise e # 0 oldugundan miimkiin degildir. Dolayisiyla mR bir diizgiin
modiildiir.

(i¢¢) M, G-extending modiil olsun. M nin SIP kogulunu sagladigini kabul edelim.
O halde Onerme 4.24 ten, M bir Gt-extending modiildiir. Simdi

S = { K, M nin yerel dik toplanan | K; diizgiin modiilleri i¢in K = ieeBIKZ-}
kiimesini goz oniine alalim. 0 € S oldugundan S # () dir. (S, C) bir kismen siral
kiimedir. O halde Zorn Lemma’dan S nin bir N maksimal elemani vardir. S nin
tanimi geregi N; ler diizgiin modiiller olmak tizere N = '@INi’ M nin maksimal
yerel dik toplanamidir. N < M ve M bir G-extending ml(fdiil oldugundan NSD
olacak sekilde bir D <; M vardir. Boylece bir D' < M icin M = D @& D" diir.

N; = N; N D olsun. N yerel dik toplanan oldugundan N; <; M dir. O halde
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kabulden N; N D <; M dir. Buradan
D=DNM=Dn[(N;NnD)eK]=(N,nD)®(DNK)

oldugundan N; N D <; D dir. N; ler diizgiin modiiller oldugundan N; lerin alt

modiilleri olan N; = N;N D ler de diizgiin modiillerdir. N = @ N; yerel dik toplanan
oldugundan bir F' C I sonlu alt kiimesi i¢in & N; <4 M dizf.l Boylece STP kogulu
geregi (zEBFNZ) ND = ZEBF(Ni ND) <4 M dir.leg) halde N = iEEBIWi, M nin bir yerel
dik toplananidir. Ayrica M = @&(N; N D) @ K olacak sekilde bir K < M vardr.
Buradan ~

D=DnM=Dn[(&NnND)aK|=a&N,nD)&(DNK")

i€EF i€l

oldugundan @ (N; N D) <4 D bulunur. Dolayisiyla N = @ N;, D nin bir yerel dik

i€eF i€l
toplanani olur. N; =<, N; oldugundan N=6N,<, ®N, =N dir. Diger yandan,
el el
N = ®(N; N D) < D oldugu aciktir. O halde N <, N ve NN D <. D oldugundan

el

N <. NN D <. D elde edilir. Buradan N <., D <; M bulunur. Yardimeci Teorem
4.26 geregi N, M de bir komplement alt modiildiir. Yani N nin hicbir essential
geniglemesi yoktur. O halde N = D olmalidir. Buradan

N:g(z\fmp) = (g]\fi) ND=NND=D
bulunur. Yani D < N dir. Ayrica D = NND <, N < M ve D <; M oldugundan
D = N bulunur. O halde M = D@ D' = N @ D' dir. Eger D" # 0 ise yukarida
yaptigimiz argiiman yardimiyla U bir diizgiin modiil olmak iizere U, U < D' icin
D' =U@®U yanlr. O halde M = N ® U & U’ olur. Boylece N @ U, M nin bir
yerel dik toplanani olur. Fakat N maksimal yerel dik toplanan oldugundan bu bir
celiskidir. Dolayisiyla D' = 0 olmalidir. Sonug olarak, M = N = @ N; elde edilir.
Yani M, diizgiin alt modiillerin dik toplami geklinde yazilir. Simdili\jf modiili (C3)
kogulunu saglasin. Ayrica M bir G-extending modiil oldugundan Teorem 5.19 dan,

M modiili (C;) kogulunu saglar. Yardimci Teorem 4.28 den, M modiilii diizgiin
alt modiillerin dik toplami seklinde yazilir. O
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Tanim 4.30. M bir R-modil olsun. Eger M modilinin her sonlu tretilmis alt
modilti Noetherian ise M ye yerel Noetherian (locally Noetherian) modiil
denir. Her Noetherian modiilin yerel Noetherian modiil oldugu aciktur. Ornegin; Zz

bir Noetherian modil oldugundan ayni zamanda Zz bir yerel Noetherian modildir.

Uyar1 4.31. Diger yandan, her yerel Noetherian modil Noetherian modil olmak
zorunda degildir. Ornegin; Qg modilinin her sonlu tretilmis alt modiili Noethe-
rian oldugundan Qy yerel Noetherian modildir. Fakat Sonug¢ 1.2.22 den, Qg nin

maksimal alt modili yoktur. Dolaysiyla Qz bir Noetherian modiil degildir.

Sonug 4.32. R bir halka ve M bir yerel Noetherian G-extending R-modil olsun.
Bu durumda M modili SIP ya da (C3) kosulunu saglarsa M modili dizgin alt

modillerin dik toplam: seklinde yazilir.

Kanat. M bir yerel Noetherian G-extending R-modiil olsun. f: R — M doniigiimii
her r € R icin f(r) = mr seklinde tamimh olsun. Eger her rry € R igin 11 = 1
ise mry = mry dir. O halde f(r1) = f(r2) olup f iyi tammhdir. Diger yandan,
her 71, 79, s € R igin f(ry +19) = m(ry + 1) = mry + mry = f(r1) + f(re) ve
f(r1s) = m(ris) = (mry)s = f(r1)s oldugundan f bir homomorfizmadir. Ayrica
her y € M icin y = f(r') = mr’ olacak sekilde bir ' € R vardir. Yani f 6rtendir.
Ker(f) = {s € R|f(s) =0} = {r € Rlms = 0} = r(m) bulunur. O halde
1. Izomorfizma Teoremi'nden R/r(m) = mR elde edilir. M bir yerel Noetherian
modiil oldugundan mR, Noetherian modiildiir. Dolayisiyla R/r(m) de Noetherian

modiildiir. Simdi m; € M olmak iizere r(m) nin
F(ma) € r(ma) € -+ C r(mg) € -
seklindeki artan zincirini goz oniine alalim. Buradan R/r(m) nin
Rr(my) € Rfr(ms) C - C R/r(my) C -

seklindeki bir artan zinciri elde edilir. O halde R/r(m), Noetherian oldugundan
r(myg) = r(mgs) (V t € N) olacak sekilde bir £ € N vardir. Bu durumda r(m),
Noetherian olur. Boylece R halkasi Noetheriandir. Dolayisiyla R halkasi, m € M
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olmak iizere r(m) formundaki sag idealleri iizerinde artan zincir kogulunu (ACC)
saglar. Teorem 4.29 (7i7) den, M modiilii diizgiin alt modiillerin dik toplami geklinde

yazilir. O

Tanim 4.33. M bir R-modil ve N < M olsun. Eger her x € M\{0} vey € M
icin z(y~'N) # {0} ise (yani zr # 0 ve yr € N olacak sekilde bir r € R varsa) N
ye M nin yogun (dense) alt modiilii ya da N ’ye M ’de yogundur denir.

Diger yandan, N <., M olmas i¢in gerek ve yeter kosul her 0 # y € M igin
y(y~'N) # {0} olmasidir. Bu durumda her yogun alt modiiliin bir essential alt
modiil oldugu aciktir. Fakat tersi her zaman dogru degildir. Ornegin; R = Z icin
M =Z/p"Z ve N = pZ/p"Z (p asal ve n > 1) ise N <, M dir. Fakat N, M
nin bir yogun alt modiilii degildir. Ciinkii y = 1 ve z = p” i¢in z(y ' N) = 0 dir.

Tanim 4.34. T, R halkasini kapsayan bir halka olsun. Eger Rgr, Tr de yogun ise
T ye R nin bolim halkalarinin bir sag halkasy (a right ring of quotients of

R) denir. R nin bolim halkalarinin maksimal sag halkasi Q(R) ile gosterilir.

Yardimc:1 Teorem 4.35. T', R nin bolim halkalarinin bir sag halkase olsun. (i.e.,
T, R halkasina kapsayan bir halka olmak tzere Rg, Tg de yogundur.) Bu durumda

T nin X ve 'Y sag idealleri i¢in Xp <, Yr ise Xr <. Yg dir.

Kanit. X <. Yr oldugunu kabul edelim. 0 # y € Y olsun. Bu durumda 0 # yt €
X olacak sekilde bir ¢t € T vardir. Rg, Tk de yogun oldugundan 0 # yt € T'vet € T
icin ytr # 0 ve tr € R olacak gekilde bir 7 € R vardir. O halde 0 # ytr € X elde
edilir. Boylece X <. Yx bulunur. O

Teorem 4.36. [8, Teorem 1] S, R yi kapsayan bir halka olmak izere Rr <. Sg

olsun.
(1) Eger Rg, G-extending ise Sg ve Ss, G-extendingdir.

(77) S, Q(R) nin bir alt halkasy olmak tizere Sg nin G-extending olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul Ss nin G-extending olmasidar.

Kanmit. (i) Yr < Sgpve Xg = (YNR)golsun. O halde Rg, G-extending oldugundan

Onerme 4.3 ten, bir K < Ry vardir 6yle ki Kz <. Xi ve €2 = e € R olmak iizere
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Kr <. eRpg dir. Rg <, Sg oldugundan X = (Y N R)g <. (Y NS)r = Yg bulunur.
Boylece Kr <. Xr <. Yg oldugundan Ky <, Yy dir. Simdi iddiamiz Kr <, eSg
dir. 0 # es € S < S olsun. Rr <. Sg oldugundan 0 # esr; € R olacak gekilde
bir r; € R vardir. 0 # e(esr;) = e’sr; = esr; € eR dir. Kr <. eRp oldugundan
0 # esryry € K olacak gekilde bir ro € R vardir. Yani Kg <. eSg dir. Dolayisiyla
Sk, G-extendingdir. Benzer sekilde, KSs <, Yg ve ve KSg <. eSg bulunur. Boylece
Sg, G-extending olur.

(i) (=) (¢) den Sg, G-extending ise Sg de G-extendingdir.

(<) Ss nin G-extending oldugunu kabul edelim. Yz < Sg olsun. Sg, G-extending
oldugundan Y Sg < Sg icin Y Sg 3eSg olacak sekilde bir e? = e € S vardir. Yani
(YSNeS)s <. YSg ve (YSNeS)s <. eSg dir. O halde Yardimer Teorem 4.35 den,
(YSNeS)r <. YSgve (YSNeS)r <. eSg elde edilir. Rg, Sg de yogun oldugundan
Yr <. Y Sg dir. Bunu goérmek icin, 0 # y € Y'.S alalm. O halde y; € Y, s; € S ve
y;S; # 0 olmak iizere y = Zle y;s; dir. Buradan 0 # y € S ve s; € S i¢in yr; # 0
ve sir1 € R olacak gekilde bir r; € R vardir. Yine 0 # yr; € S ve sory € S icin

yrire # 0 ve sorire € R olacak gekilde bir ro € R vardir. Boyle devam edilirse

0Fyrire...r, = yisi(rire...1k) +yasa(rira. .. 1x) + -+ ypSp(rire ... 73)

= yi(siriry ... 1) +ya(sorira ... r) + -+ yr(sprire . .. 1)

elde edilir. O halde 0 # yriry...7, € Y dir. Yani 0 #y € YS i¢in 0 # yr € Y
olacak sekilde bir r = riry...7, € R vardir. Dolayisiyla Yz <. Y Sgi elde edilir.
Buradan (Y NeS)g <. (YSNeS)r <. Y Sk oldugundan (Y NeS)r <. Y'Sg bulunur.
Boylece (YNeS)r < Yr <. YSgve (YNeS)r <. Y Sk oldugundan (Y NeS)g <. Yr
dir. Diger yandan, (Y NeS)r <. (YSNeS)r <. eSg oldugundan (Y NeS)g <. eSg
dir. Yani Sr, G-extendingdir. O

Tanim 4.37. R bir halka ve ¢ = e € R olsun.

(1) Eger her x € R igin ex = xe ise e ye merkezcil (central) idempotent denir.

Ayrica R nin tim idempotentleri merkezcil ise R ye Abelyen halka denir.

(17) Eger her x € R i¢in xe = exe ise e ye sol yari-merkezcil (semicentral)

tdempotent denir. Tim sol yari-merkezcil idempotentlerin kiimesi #(R) ile

96



gosterilir. Yani
F(R)={e*=ec R|Vx € R igin ve = exe }

seklindedir.

(1ii) Eger her x € R icin ex = exe ise e ye sag yari-merkezcil (semicentral)
tdempotent denir. Tim sag yar-merkezcil idempotentlerin kiimesi #.(R) ile

gosterilir. Yani
S(R)={e*=ec R|Vx € R iginex = exe}

seklindedir.

(tv) Tim merkezcil idempotentlerin kiimesi B(R) ile gosterilir ve
B(R) = #(R) N (R)

seklinde tanimlanar.

Yardimci Teorem 4.38. [9, Lemma 2.1] R bir halka ve ¢* = ¢ € R olmak iizere

asagqrdaki ifadeler denktir.
(i) e € A(R)
(i) 1—e € .%(R)
(17i) (1 —e)Re =0
(v) eR, R nin bir idealidir.
(v) R(1—e), R nin bir idealidir.
(vi) eR(1—e), R nin bir ideali ve eR = eR(1 —e) ® Re sol ideal direkt ayrigimadar.

Tanim 4.39. R bir halka ve M bir (R, R)-bimodiil olsun.

T:{[ST] |r€R,m€M}

97



kiimesini tamimlayalim. R birimli oldugundan T nin birims H{‘ 1(;] olup T birimls bir

halkadur. T ye “split-null extension halkas:” ya da “R nin M ile olan agikdr
geniglemesi (trivial extension of M by R)” denir ve genellikle T = [R\ M]
0

R
ile gosterilir.

Tanim 4.40. R ve S iki halka, M bir (R, S)-bimodil olsun.

T:{[ST] |r€R,3€S,m€M}

kiimesini tamimlayalim. R ve S birimli oldugundan T nin birimi [15‘ 103] olup T

birimli bir halkadwr. T ye “genellestirilmig iicgensel matris halkas: (the gen-

eralized triangular matriz ring)” denir ve genellikle T = [ Y] ile gdsterilir,

Agagidaki 6nerme genellestirilmis licgensel matrisler i¢in oldukca kullanighdir.

Onerme 4.41. [10, Onerme 1.3] T = [1(]”‘5/[} genellestirilmis ticgensel matris

halkasi olmak izere;

(1) ¢ € S(End(Ms)) ve €2 = ¢ € End(Mg) i¢in cMg B eMg ise cM = eM,
cEnd(Mg) = e End(M;g) ve e € S(End(Ms)) dir.

(2) [§%] € A(T) olmasy igin gerek ve yeter kosul ¢ € S(R), e € S(S), k = ck,

ke =0 ve her m € M i¢in cme = me olmasidar.

]2 = [8 ’;] € T olsun. Bu durumda k = ck olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

}T = [8 ’g]T olmasudar.

Kanit. (1) ¢ € S (End(Mg)) ve ¢* = e € End(Ms) igin ¢cMg3eMg olsun. Yani
cMsNeMs <. cMg ve cMg NeMg <., eMg dir. Bu durumda ¢ € .#(End(Ms))
oldugundan ec = cec dir. Buradan ec = e¢*c = ecec = (ec)? dir. cM NeM = ecM
dir. Gercekten, em € ¢M N eM olsun. O halde em = em’ olacak sekilde m' € M
vardir. Béylece ecm = e?m’ = em’ = em € ecM dir. Yani ¢M NeM C ecM dir.
Simdi ecm € ecM olsun. Buradan ec = cec oldugundan ecm = cecm € c¢M dir.
Ayrica ecm € eM dir. Yani ecM C cM NeM dir. O halde cM NeM = ecM elde
edilir. Boylece cM = ecM = eM dir. Simdi cm € ¢cM = eM olsun. Bu durumda bir

2

n € N i¢in em = en yazilir. Buradan ecm = e*n = en = cm olup ec = ¢ bulunur.
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O halde cEnd(Mg) C eEnd(Mg) dir. Diger yandan, em € eM = ¢M olsun.
Boylece em = ck olacak sekilde bir k € M vardir. Buradan cem = c?k = ck = em
olup ce = e bulunur. Benzer gekilde, e End(Mg) C c¢End(Mg) dir. Sonug olarak,
cEnd(Mg) = e End(Mjg) elde edilir. Simdi e € .#(End(Mg)) oldugunu gosterelim.
r € End(Mg) olsun. Buradan re = r(ce) = (rc)e = (crc)e = ecrce = erce = ere
bulunur. Béylece e € .#(End(Mg)) bulunur.

(2) (=) [§%] € A(T) oldugunu kabul edelim. [§7'] € T olsun. Bu durumda

rcrk+me | | rm ck| _ |ck rm ck| _ |crcemtks ck| _ | crcerktcemetkse
0 se | 0s 0Oe| |0e][0s Oe| L0 es 0e| Lo ese

oldugundan rc = cre, se = ese ve rk+me = crk+ cme+ kse dir. Boylece ¢ € ./(R)
veee A(S)dir. r=1,m=0ves=0ise k=ck bulunur. r =0, m=0ve s =1
ise ke = 0 bulunur. » =0 ve s = 0 ise her m € M i¢in cme = me bulunur.

(<) ce SA(R), e € A(9), k = ck, ke =0 ve her m € M icin cme = me oldugunu
kabul edelim. [6 ";] € T olsun. Bu durumda

[ c k] [ r m] [ c k] il [crc crk—i—cme-{—kse] _ |: rc (crc)k+me+(ke)sei|

0e 0 s 0e 0 ese 0 se

. rcr(ck)+me | _ |[rcrk+me| _ |[rm ck
o 0 se Lo se |0 Oe

oldugundan [§%] € .Z(T) elde edilir.
(3) (=) k =ck olsun. [§'7] € T alahm. O halde

ck||rm| _ |ecremtks| _ |ceremt(ck)s| [ cO||r mtks c0
kb el i el P R P I S P
oldugundan [§*]T C [§9]T dir. Simdi [ 5! | € T alalim. Boylece
co|[rmmi|  [eriemi|  [eri emi—(ck)sitks1i| [ ck ]| mi—ks ck
R e i Ml Rt e R P

oldugundan [§9]T C [§*]|T dir. Sonug olarak, [§2]T = [§*]T elde edilir.
(<) [53}T = [5’;}T olsun. Bu durumda [8’;] = [82] [6’?} — [CO” ng] olacak
sekilde bir [6 ’2] € T vardir. Boylece k = em dir. Buradan ck = ¢>m = ecm = k

elde edilir. O
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Onerme 4.42. [10, Onerme 1.4] A bir birimli halka, ¢ € .#(A) ve 1 —c # 0 olmak
tizere A= cA @ (1 —c)A (sag ideal direkt ayrigimi) olsun. Bu durumda;

(1) A" = (1—c)A birimi 1—c olan bir halka ve A" = A/cA olsun. Eger Z(A,) C cA

. ’ ’ . . -
ise Ay ve A, nonsingular modiillerdir.

(i) A, nan (G)-extending olmasi icin gerek ve yeter kosul AIA, niin (G)-extending

olmasaidar.

(1i1) Z(Aa) C cA olsun. Bu durumda A:4/ nin G-extending olmasy i¢in gerek ve

yeter kosul A:4, nin extending olmasidar.
Onerme 4.43. [10, Onerme 1.5] Asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(i) EgerYs < Mg ise YsBf Mg (Ys <, fMs) olacak sekilde bir f*> = f € R vardar.

(i1) Eger Mg, G-extending (extending) ve Dg <4 Mg ise DsffMs (Ds = fMy)
olacak sekilde bir f?> = f € R vardr.

Onerme 4.44. [10, Onerme 1.6] M bir S-modiil olsun. Eger M/Zy(Msg), Ss-
ejektif ise M/ Zy(Mg) injektif S-modiil ve injektif S/Zy(Ss)-modiildiir. Ozel olarak,
ejer Mg, Ss-ejektif ve M = Zy(Mg) @ X ise M/Zy(Msg) injektif S-modil ve injektif
S/ Z5(Ss)-modiildir.

Onerme 4.45. [12, Onerme 1.9] Eger Mg bir G-extending modil, X < M ve
Z(M/X) =0 ise M/X bir extending modildir.

Sonug 4.46. [12, Sonu¢ 3.10] p, bir stable hereditary torsion teori i¢in radikal
olsun (e.g., p = Zs). Bu durumda M nin bir G-extending modil olmasi i¢in gerek
ve yeter kogul My ve My = p(M), G-extending modiller olmak dizere M = My & M,

olmasaidar.

Onerme 4.47. [10, Onerme 1.2] M bir R-modiil olsun. M mnin bir G-extending
modil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Zy(M) bir G-extending modil ve K bir ez-

tending modil olmak dzere M = Zy(M) @ K olmasidur.

Yardimci Teorem 4.48. H = Endg(M) ve € = e € H olsun.
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(i) A<M olsun. Bu durumda (eM + A) < M olmast i¢in gerek ve yeter kosul
(1—e)H(eM) C A olmasidar.

(17) eM < M olmasu igin gerek ve yeter kogsul e € A (H) olmasidar.

Kanat. (i) (=) te (1 —e)He ve m € M olsun. Bu durumda tm = tem € eM + A
bulunur. Buradan tm = (1 —e)tm € (1 —e)A C A dur.
(<) h € H olsun. O halde

h(eM) = (eh+ (1 —e)h)eM CeM + (1 —e)HeM CeM + A

elde edilir. Dolayisiyla eM + A <t M bulunur.

(22) (=) h € H ve m € M olsun. Bu durumda hem = ek olacak gekilde bir k € M
vardir. Boylece ehem = ek = ek = hem dir. O halde ehe = he dir. Dolayisiyla
e € S(H) elde edilir.

(<) h € Hvem € M olsun. O halde hem = ehem € eM dir. Boylece eM < M

bulunur. 0

Bundan sonra aksi belirtilmedik¢e R, S birimli halkalar ve M bir (R, S)-bimodiil
olmak iizere T' = [10% o } bir genellegtirilmis iicgensel matris halkasi olarak ele ali-

nacaktir.

Onerme 4.49. [11, Onerme 4.2] K, T nin bir sag ideali ve lg(M) =0 (i.e., gM
faithful) olsun. Bu durumda K <. Tr olmasi i¢in gerek ve yeter kosul [8 JEY] CK

olacak sekilde bir Ng <, Mg ve bir Eg <. Sg var olmasidur.

Onerme 4.50. M faithful (i.e., I[r(M) = 0) olsun. Kabul edelim ki, Ds <4 Mg
ise DgBfMg olacak sekilde bir f> = f € R olsun. Ejer Mg ve Sg, G-extending ise
bir ¢ = ¢ € R ve bir e € S(S) vardwr dyle ki

(1) Zo(Mg) = cM;
(2) Z3(Sg) =eS; ve
(3) Za(Tr) = [§0]T = | 7 2045 | dir.

Kanat. (1) ve (2) Mg ve Sg, G-extending olsun. Sonug 4.46 dan, Z5(Mg) <4 Mg ve
Z5(Ss) <4 Sg dir. Zy(Mg) <t Mg ve Z5(Ss) <.Sg oldugundan Yardimer Teorem 4.48

101



(4i) den, ¢ € .7 (End(Ms)) ve e € .7(S) olmak iizere Zy(Mg) = ¢ M ve Zy(Sg) =
eS bulunur. O halde hipotez ve Onerme 4.41 (1) den, ¢ € R ve ¢ € .%(End(Ms))
olmak iizere Z5(Mg) = cM elde edilir.

(3) Kabul edelim ki, [6 ZL] € Z(Tr) olsun. Bu durumda [6 ”;}L = 0 olacak sekilde
bir Ly <. Tr vardir. Onerme 4.49 geregi [8 %’] C L olacak gekilde bir Ng <, Mg ve
bir Es <. Ss vardir. O halde [§ %] C L oldugundan [§7][§%] = [J™VimE] =0
elde edilir. Boylece rN + mE = 0 ve sE = 0 dir. Dolayisiyla m € Z(Mg) ve
s € Z(Ss) bulunur. Eger rM = 0 ise [g(M) = {r € R|rM = 0} = 0 oldugundan
r=0olup [§7] € [§2]T olur. Simdi rM # 0 olsun. Bu durumda rk # 0 olacak
sekilde bir £ € M vardir. O halde k£ ¢ N dir. Ciinkii & € N olsaydi N = 0
oldugundan rk = 0 olurdu. Bu ise geligkidir. Simdi X = {s € S|ks € Ng}
sag idealini gz Oniine alahm. kX C N oldugu aciktir. Iddiamiz Xg <. Sg dir.
y € S5\ X alalm. Bu durumda y ¢ X olup ky ¢ Ng dir. Ng <, Mg oldugundan
kys € Ng olacak sekilde bir s € S vardir. Dolayisiyla ys' € Xg olup Xg <. Sg
bulunur. Boéylece r(kX) C rN = 0 oldugundan r(kX) = (rk)X = 0 dir. O halde
rk € Z(Mg) < Zy(Mg) = c¢M dir. rk = c¢my olacak gekilde bir my € M vardir.
Buradan crk = ¢*m; = emy = rk olup crk — rk = (cr — r)k = 0 dir. g M faithful
oldugundan cr = r dir. Ayrica m € Z(Mg) = c¢M oldugundan m = cmy olacak

2

sekilde bir ms € M vardir. Buradan ecm = ¢my = c¢cms = m olup em = m dir.

Diger yandan, s € Z(Sg) = eS oldugundan s = es; olacak gekilde bir s; € S

vardir. Buradan es = e?s; = es; = s olup es = s dir. Sonuc olarak, [8 2] [6 ’?]
[T9] = [67%] € [§2]T elde edilir. Béylece Z(Tr) C [§9]7T bulunur. O halde

Zy(Tr) C [§0]T dir. Simdi [J 78] € Z(Tr) ve [ 745)] <. [§9]Tr oldugunu

0 Z(Ss) 0 Z(Ss)
gosterelim.
: 3 0 Z(Ms) :
Tddia 1. [( 7055 ] € Z(Ty) dir.
0#[3k] € [8 ZZ((]\;SS))] olsun. Bu durumda k € Z(Mg) ve v € Z(Sg) oldugundan

kX = 0 ve vY = 0 olacak sekilde bir Xg <. Sg ve bir Y <, Sg vardir. O halde

(XNY)s <. Sg dir. Boylece [85} [}()%XAF{Y} = [8%;(23] =0 dir. [JSX%Y}T <.Tr

oldugundan [J*] € Z(Tr) bulunur. Sonug olarak, [0 Z(MS)] C Z(Tr) elde edilir.

0 Z(Ss)
fddia 2. [ 7055 ] <. [§9]Tr dir.

0#[69][6m] = [F ] € [§°]T olsun. Bgerer =0ise 0 # [§ 2] € [ 54 ]

0 es

dir. er # 0 olsun. gpM faithful oldugundan 0 # crk = c(rk) € eM = Zy(Mg) olacak
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sekilde bir £ € M vardir. O halde bir v € S vardir oyle ki 0 # crkv € Z(Mg) dir.
0

Bovlece 0 [ ] [317] = [§ 4] € [3 %45] dir. O halde [3525] <. [52]77

0 Z(Ss) 0 Z(Ss)

elde edilir. Sonug olarak,

D7) c 2@ € zumn) < 27 ve [(5E)] < [50]Tr

oldugundan Z,(Tr) <. [§]T dir. Fakat Zs(Tr) <. Tr oldugundan Z»(Tr) =
[8 S]T olmalidir. Dolayisiyla

2t = [5e]r= [ [35] = [7]

elde edilir. 0O

[cR ZQ(MS)]
0 Z2(Ss)

Yardimci Teorem 4.51. A = Izx(M) olmak iizere bir a> = a € R i¢in aR = A
olsun. Eger f=f?e€ Rise (1—a)f =[(1—a)f]? ve fM = (1—a)fM dir.
Kanit. A < R oldugundan Yardimer Teorem 4.48 (ii) den, a € .%(R) dir. O halde
f=f*€ Rigin fa = afa dir. Ayrica a € .%(R) oldugundan 1 — a € .%,(R) dir.
Boylece (1 —a)f = (1 —a)f(1 —a) olur. O halde

(1-a)ff=1-a)f(l-af=>1-a)f*=1-a)f

dir. Buradan m € M i¢in fm =afm+ (1 —a)fm = (1 — a) fm yazilir. Dolayisiyla
fM = (1—a)fM elde edilir. O
Tanim 4.52. R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. a, b € R i¢in aRb C I iken
a €1 ya dab eI oluyorsa R ye yari-asal (semiprime) tdeal denir. Eger R nin
0 ideali yari-asal ise R ye yari-asal halka denir.

Ayrica R bir yari-asal halka ve A" = 0 (n € Z%1) olacak sekilde A, R nin bir

ideali 1se A = 0 diwr. Yani R bir yari-asal halka ise R nin sifirdan farkl nilpotent

ideali yoktur.

Yardimci Teorem 4.53. R bir yari-asal halka ve e* = e € R olsun. Bu durumda e

nin merkezcil idempotent olmast i¢in gerek ve yeter kosul eR nin bir ideal olmasidar.

Kanat. (=) Kabul edelim ki, e bir merkezcil idempotent olsun. O halde her r € R

icin er = re dir. Simdi er € eR ve r' € R olsun. Boylece (er)r’ = e(rr’) € eR ve
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r'(er) =1'(re) = (r'r)e = e(r'r) € eR bulunur. Dolayisiyla eR, R nin bir idealidir.
(<) eR, R nin bir ideali olsun. O halde Re C eR dir. (1 —e)Re C (1 —e)eR =0
oldugundan (1 —e)Re = 0 dir. Boylece her r € R igin (1 —e)re = re — ere = 0 olup
re = ere bulunur. Yani e € .7(R) olup Re = eRe dir. O halde 1 — e € .7,(R) olup
(1—e)R=(1—-¢€)R(1 —e) dir. Buradan

R=eRe®eR(l—e)®(1—e)Re® (1 —e)R(1 —e)

oldugundan R = Re & R(1 — e) elde edilir. Bdéylece R(1 — e), R nin bir ideali
oldugundan eR(1 — e), R nin bir sag idealidir. Gercekten, er(l1 —e) € eR(1 — e)
ve 7 € Rigin er(l —e)r = e(r(1 —e)7) € eR(1 — e) dir. Ayrica [eR(1 —€)]? =0
dir. R bir yari-asal halka oldugundan R nin 0 dan farkli nilpotent sag ideali yoktur.
Dolayisiyla eR(1 —e) = 0 olmahdir. Buradan » € R icin er(1 —e) = 0 olup er = ere
bulunur. Diger yandan, (1 — e)Re = 0 oldugundan (1 — e)re = 0 olup re = ere

bulunur. Sonug olarak, er = ere = re oldugundan e bir merkezcil idempotenttir. [

Yardimci Teorem 4.54. A = [x(M) ve a®* = a € R olmak iizere A = aR,
R =0—-a)R(1—a)veB= [%/ f‘g] olsun.

(1) [a8]T = [48] <«T, M bir (R, S)-bimodule ve B = [',*9]T olmak iizere
= (31T [y T i

(2) Br, [88}TT—injektiftir.
(3) [&8]Tr, Br-ejektiftir.
(4) Eger a*> = a € Cen(R) (e.g., R bir yari-asal halka) ise [ & 3| Tr, Br-injektiftir.

Kanit. (1) A=Izr(M)={re R|rM =0} =aR olsun. algp =a € aR = lg(M)
oldugundan aM = 0 dir. O halde

|:a0:|T: |:a0] [R M:| _ [aR aM] |:aR o} [A 0}
00 0ooflo s 0 0 00 00
bulunur. A < R oldugundan [{ §] < T dir. O halde Yardimc1 Teorem 4.48 (ii)
den, a € S(R) ve [20] € FA(T) dir. A = Iz(M) oldugundan her m € M i¢in
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(I —a)m = m —am = m bulunur. (1 —a) € .,(R) oldugundan her r € R igin
(1—a)r = (1—a)r(1—a) yazihr. Yani (1—a)R = (1—a)R(1—a) = R diir. Boylece

|:1—aO}T: |:1—a0] [R M} _ [(ka)R (ka)M] _ [R/ M} _B
0 1 0 1 0 S 0 S 0o S
bulunur. O halde M bir (R, §)-bimodiil olmak iizere B = [}Z v } dir. Sonug olarak,

a0 1—a 0 __|aRO (l1-a)RM |  [aR®(A—a)R M| |[RM| _
Gelre [Slr= e [T = e = 0] -

elde edilir.

(2) [58], < [88]Tr = [48], ve h: [ 3] — B bir T-homomorfizma olsun.
Simdi £ € K alahm. O halde h ([’5 8}) = [(IBG)T ’s”} € B dir. Kabul edelim ki,
(1 —a)r # 0 olsun. Bu durumda M faithful oldugundan (1 — a)rm; # 0 olacak

sekilde bir m; € M vardir. Boylece

kO 0 my o 00 __|oo (I=a)rm | [0Om1 | |0 (1—a)rm
r(sel s ) =n(lssl) =l =152 0w = [0
bulunur. Buradan (1 — a)rm; = 0 olup bu bir celigkidir. Dolayisiyla (1 —a)r =0

) = 88} = [8?”8(” = [8’2} oldugundan
0
0

9] bulunur. O halde i = 0 dir. Béylece

olmalidir. Diger yandan, h ([§9
0m
0 s

m=s=0oluph([§§])=|

diyagrami A" = 0 homomorfizmasi icin degismelidir. Yani By, [g B]TT—injektiftir.
3) X0 < Brveh: X — [88]T bir T-homomorfizma olsun. [81‘54}T <. Br
oldugundan Y = X N [8 ]‘g] olmak iizere Yy <, X dir. y € Y alalim. Bu durumda
y =x = [§7] olacak sekilde 3 m € M ve s € S vardir. O halde h(y) = [§9]
olacak sekilde bir b € A vardir. Boylece

i =n ([0 [2]) = [20] = [22] 2] = [22]
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bulunur. Dolayisiyla A(Y) = 0 olup A = 0 dir. Sonug olarak,

YT : XT ! > BT

hl ///7///
" h
0] Tr

\
,
[

r mi

diyagrami 7 = 0 homomorfizmasi icin degismelidir. Yani [g S}TT, Br-ejektiftir.
[6'5] € X7 olsun. Bu

(4) Yukarida (3) de kullanilan notasyonlar kullanalicaktir.
durumda h ([ 5! ]) = [k 9] olacak sekilde bir k € A vardir. Boylece

w0 =) = e (BR[N]
ol =1

olup h ([ ™) = h([55]) = [F0-9 0] = [§9] dir. Gergekten, k € A= aR

0 s1 0 0

oldugundan k = ar olacak gekilde bir r; € R vardir. Ayrica a € Cen(R) oldugundan
aR = Ra dir. O halde k(1—a) = ar1(1—a) = rja(1—a) = 0 bulunur. Diger yandan,
a € Cen(R) oldugundan 1 —a € Cen(R) dir. Yani (1 —a)R = R(1 —a) dir. O
halde r € R* = (1 — a)R = R(1 — a) oldugundan r = (1 — a) olacak sekilde bir
ry € R vardir. Buradan r(1 — a) = ro(1 — a)? = ro(1 — a) = r bulunur. Bdylece

h([o's]) =[38] elde edilir. Dolayisiyla h = 0 dir. Sonug olarak,

XT—i>BT

gl

J<//h/
[6 §1Tr

diyagrami 4" = 0 homomorfizmast icin degismelidir. Yani [8 8}T T, Br-injektiftir.
R bir yari-asal halka ise A = aR, R nin bir ideali ve a> = a € R oldugundan
Yardimer Teorem 4.53 ten, a € Cen(R) olur. O

Yardimci Teorem 4.55. T, G-extending olsun.

(1) Eger Ys < My ise YsBcMg olacak sekilde bir ¢ = ¢ € R vardar.
(2) Mg ve Sg, G-extendingdir.
(3) Mg, Ss-ejektiftir.
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(4) A =Ig(M) olsun. Bu durumda A = aR, aRp G-extending ve [ ] € SA(T)
olacak sekilde bir a> = a € R wvardir. Ustelik, R = (1 — a)R(1 — a) i¢in
B = [18/ 1\54} bir genellestirilmis ticgensel matris halkast olmak dizere [8 S}TT,
Br ve Bg, G-extendingdir.

Kanat. (1) Yy < M olsun. Tr, G-extending oldugundan [} ] < T i¢in

olacak sekilde bir [8’;]2 = [sk] e Tvardir. [§5]=1[3%]N[§*]T olacak sekilde

bir Xg < Yg vardir. Ayrica X C ¢M dir. Simdi 0 # c¢m € ¢M alalim. Boylece
0 [65][8%] = [8] € [§£]T dir. [§5] <. [§¢]T oldugundan bir [§9] € T
vardir oyle ki 0 # [§<n][09] = [§<p*] € [ §] dir. Buradan 0 # cms € X <Y
olup 0 # ems € (Y NecM)g dir. Yani (Y NeM)s <. cMg dir. Benzer gekilde,
(Y NeM)s <. Ys bulunur. Sonug olarak, YsScMg elde edilir.

(2) 0 # Xs < Mg olsun. Tr, G-extending oldugundan [ )BS]T < Tr icin

]?=[¢*] € T vardwr. Simdi 0 # z € X alalim. Bu durumda
(O8] N [g#]T <. [§%] oldugundan 0 # [§8] € [§4] icin bir [§9] € T vardir
ovle ki 07 [§5][3¢] = [8%] € [§4] N [§£]T dir. Béylece 0 [§%] € [§¢]T
oldugundan [§%] = [§%] [’ & | olacak sekilde bir [ i'] € T vardir. Buradan
bl =[5 [5 %] = [s£][% %] = [8%] bulumur. O halde
(

0
X NeM)g dir. Dolayisiyla (X NeM)s <. Xg elde edilir. Simdi

olacak sekilde bir [5

— o0 o

(X NeM)s <. cMg oldugunu gosterelim. 0 # cm € cMg alalm. Bu durumda
0 [se][8%] = [84] € [68]T dir. [§§] N [§£]T <c [§¥]T oldugundan bir
[89] € T vardir 6yle ki 0 # [§<][09] = [S<wv] € [§4] N [§%]T dir. O halde
0# cmv € (XNeM)g olup (XNeM)s <. cMg dir. Dolaysiyla Mg, G-extendingdir.
Benzer gekilde, Sg nin G-extending oldugu gosterilebilir.

(3) Xs < Ss ve ¢: Xg —> Mg bir S-homomorfizma olsun. Simdi
F={[077]lzeX}
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kiimesini goz oniine alalim. Boylece Fr < Tp dir. Ty, G-extending oldugundan
[3’3]2 = [8’;} € T vardir oyle ki FTB[ }TT dir. Yani (Fﬂ [‘5’;]T)T <. Fr ve
(FN[gk]T), <e [&%]Tr dir. Simdi a # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
0# [§5][68] = [68] € [84]7 dir. (F[§5]T), < [§}]Tr oldugundan bir
[67%] € T vardir 6yle ki 0 # [¢8][67%] = [¥ %"] € F dir. Béylece bir z € S

vardir dyle ki [4 %] = [8“’ )] dir. Buradan z = 0, ar = 0 ve am = ¢(0) = 0

ar am

oldugundan [ 0 % ] = 0 olup bu bir geligkidir. Dolayisiyla [‘1 ’“] = [0 b] elde edilir.
Y = {yeX\[ 2] eFﬂ[g’g]T}

kiimesini tanimlayalim. Yg < Xg oldugu aciktir. 0 # x € X alalim. Bu durumda
O?é[ }GFdlr Fnlek]T <. Foldugundan();é[ ][80]:[090(961))]6

0 xv

Fn [ }T olacak sekilde bir [ } € T vardir. Boylece 0 # zv € Y olup Ys <, Xg
bulunur. Simdi [ “’(“’)] e F'n [0 b]T olsun. Bdylece [0 “’S;“)] [0 b]T oldugundan

[0e) ] = [0%][§™] olacak sekilde bir [§7] € T vardir. Bu durumda [§45v] =

w

[§5100°] = [851°[67w] = [851[67%] = [§#0"] bulumur. O halde p(w) =
kw elde edilir. Her s € S igin p(s) = ks olacak gekilde bir $: Sg — Mg S-

homomorfizmas: tanimlansin. Boylece her w € Y i¢in $(w) = ¢(w) dir. Yani

YS Z)XS z>Ss

s@l s
x~ ¥

Mg

diyagrami degigmelidir. Dolayisiyla Mg, Sg-ejektiftir.

(4) [49] < T ve Ty, G-extending oldugundan [§ ’2]2 = [¢F] € T vardir dyle ki
(441,005 dir. Yani ([48] 1 [§5]7), <. (48], ve (48] 0 [55]7), <
[“k‘]TT dir. [ } [6‘8}0[ }Tolsun [)0(8} <. [ak}Toldugundane:()dlr.
Gergekten, 0 # [¢#][89] = [3%] € [¢*]T dir. Bu durumda bir [§%] € T vardir
Syleki 0#£ [§5][672] =[5%:] € [ ¥ 3] olup bu bir celigkidir. Dolayisiyla e = 0 dir.
Kabul edelim ki, 0 # k € M olsun. Béylece 0 # [¢*][99] = [34] € [¢5]T dir.
Bu durumda bir [rol ZL” € T vardir oyle ki 0 # [0 0] [78 ZL” = [8 k‘gl] € [)0( 8] olup
bu bir ¢eligkidir. O halde k =0, [a%] = [a0] ve [¢8]T = [¢fted!] dir. aM # 0
oldugunu kabul edelim. Bdéylece 0 # amy € aM olacak sekilde bir my € M vardir.
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Bu durumda 0 # [g8][072] = [J902] € [¢]T dir. O halde bir [§'%?] € T
wardi dyle ki 0 # [375:][3 2] = [375%] € [¥

Dolayiisiyla aM = 0 dir. O halde a € A = [r(M) olup aR C A dir. Buradan
(581, < (68175 < (8], die. [§8], <. (48], oldugundan [38], <. [58]7:
ve [&8]Tr <. [4§], dir. Fakat [¢

geniglemesi yoktur. Dolayisiyla [49] = [¢9]T = [%*9] elde edilir. Béylece A =
aR bulunur. [§8]7 = [4 3] < T oldugundan [§3] € A(T) dir. Onerme 4.41 (1)
den, a € F(R) olur. T = [¢8]T @ [',*9]T = [¢8]T ® Br dir. Teorem 4.16 (ii)
den, [g 8}T ve Br, G-extendingdir. O halde aRp, G-extendingdir. Onerme 4.42 (1)

9] dir. Fakat bu ise celigkidir.
)

0
0
8]TT <4 Tr oldugundan [a O}TT nin essential

geregi Bg, G-extendingdir. O

Teorem 4.56. T nin nonsingular ve extending olmas: i¢in gerek ve yeter kosul

asaqrdakt kosullarin saglanmasidar.
(i) Her Kg <. Mg i¢in Kg = eMg olacak sekilde bir e = e € R vardsr.
(17) Sg, nonsingular ve extendingdir.

(1ii) Mg bir nonsingular injektif moddildir.

Yardimci1 Teorem 4.57. Eger rM faithful ve asaqidaki kosullar saglanirsa Ty,

G-extending olur.
(i) Eger Dg <4 Mg ise Ds(fMs olacak sekilde bir f*> = f € R vardr.
(1) Mg ve Sg, G-extendingdir.
(1ii) Mg, Ss-ejektiftir.
Kamnt. Onerme 4.50 den, Zo(Tr) = [§9]T, Zo(Mg) = cM ve Zy(Ss) = eS ve

T = ['5¢1°.]T olmak iizere T' = Z5(Tr) & T" oldugunu biliyoruz. Yani

Tr = Zo(Tp) & T = CO]T@[l_C 0 }T

0 1—e

_ [cR cM (1-o)R (1-c)M
Lo eS:|@|: 0 (176)5:|

_ [eRe(1-c)R cMEB(l—c)M:| o [R M:|
0 eSe(l—e)S | [0 S
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dir. Ayrica Z(T;) = 0 dir. 11k olarak, Z,(Tr) nin G-extending oldugunu gésterelim.
Iddia 1. [69]Tr = [t b ], G-extendingdir.

Eger ¢ = 0 ise kamt elde edilir. Kabul edelim ki, ¢ # 0 olsun. X < [5 S}TT
olsun. [N ] <. [§8]Tr dir. Gergekten, 0 # [F G| € [§8]Tr olsun. Eger cr =0
ise bir 0 # [39] € T vardwr dyle ki 0 [§ 5| [39] = [§] € [§M] dir. Eger
cr # 0ise g M faithful oldugundan 0 # c¢rm; € ¢M olacak sekilde bir m; € M vardir.
O halde 0 # [ 5] [0 ] = [0a] € [§M] olup [§<M] <. [§9]Tr bulunur.
Y <eMicnY = XN [0 CM] = [8 30/} olsun. Boylece Yr <. X7 oldugundan
XrBYr dir. Mg, G-extending oldugundan Yg < Mg igin YgBbMg olacak sekilde
bir b* = b € R vardir. Simdi YTﬁ[b O}TT oldugunu gosterelim. Y7 N [8 8]TT <.
[89]Tr oldugunu gostermek icin 0 # [¥¥m] € [59]T olsun. Kabul edelim ki,
br # 0 olsun. gM faithful oldugundan 0 # brn € bM olacak sekilde bir n €
M vardir. Bu durumda Yé NbMs <. bMg oldugundan bir s € S vardir 6yle ki
0 # brns € Yg N bMg dir. Boylece 0 # [Wom][9m] = [Sbgs] € Y N [49]T
bulunur. Eger br = 0 ise bir v € S vardir dyle ki 0 # bmv € Yg N bMg dir. O
halde 0 # [%o][89] = [§¥8v] € YN [48]T olup (Y N [§8]T), <. [§8]Tr
bulunur. Yy N [ }T <. Y7 oldugunu gostermek icin 0 # [8 g} € Yr = [8 36’]
olsun. Yg NbMg <. Yg oldugundan 0 # yw € Yg NbMj olacak sekilde bir w € S
vardir. O halde 0 [34][89] = [0%'] € YN [§3]T olup (Y N [48]T), < Yr
bulunur. Sonug olarak, YTE[O 8}TT elde edilir. Boylece 3 bir denklik bagintis1 ve
X78Yr oldugundan XTB[S S]TT bulunur. Dolayisiyla [8 8}TT, G-extendingdir.
Iddia 2. [8 g]TT, G-extendingdir.

[6 8]TT = [0 eS} dir. Sg bir G-extending modiil oldugundan Sonuc 4.46 geregi
Z5(Ss) <4 Sg ve Zy(Sg) = €5, G-extendingdir. Dolayisiyla [0 e]TT, G-extendingdir.
iddia 3. [§9]Tr, [§ 9] Tr-ejektiftir.

Xr < [8S}TT = [OeS] ve h: Xo — [5 }TT bir T-homomorfizma olsun. Bu
durumda bir Kg <, eSg icin X = [8}” dir. Simdi [Ok} € X olsun. O halde
h([39]) =[F '] olacak sekilde 37 € R, m € M vardir. Boylece

o] =r () =n (] =GN 5] = (5713 =[]

oldugundan ¢r = 0 bulunur. O halde h([g}g]) C [8‘3 ] C [8]‘04} elde edilir.

°=
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h([39]) = [§r] olmak iizere p(k) = cm ile tammh ¢: K — M doniisiimiinii
goz Oniine alalim. Bu durumda ¢ bir S-homomorfizmadir. ¢(K) C ¢M dir. Mg,
Sg-ejektif oldugundan bir Ng <., Kg ve bir ©: S¢ — Mg S-homomorfizmasi vardir
oyle ki ¢ = ?|.s: €Ss — Mg olmak iizere her n € N icin ¢(n) = p(n) = ©'(n)
dir. Yani

My
diyagrami degismeli olur. 7: M — c¢M kanonik projeksiyonu her m € M icin
m(m) = cm ile tammh olsun. 6: eSg — cMg déniisiimii § = 7o ¢ ile tanimh
olsun. O halde her n € N icin 6(n) = (10 )(n) = 7(p (n)) = 7(p(n)) = ¢(n) dir.
Simdi [§ & ] <. X7 oldugunu gosterelim. Ng <, Kg oldugundan 0 # k € Ky i¢in
0 # ks € Ng olacak gekilde bir s € S vardir. Boylece bir [0 0] € T vardir 6yle ki
0# [82)[82] =[]  [8 4] dir. O halde

iizere h ([ %]) =[] ile tammh A [§

[0 8], <e Xr dir. O(es) = emy olmak
0]T — [§9]T déniisiimiinii goz oniine
alahm. Bu durumda her n € N icin 2 ([§9]) =~ ([§9]) ile tamml % déniigiimii
bir T-homomorfizmadir. Zy(Tr) = [ }TT [5 B}T D [8 Q]T dir. O halde Iddia

1 — 3 ve Teorem 4.12 (i) den, Zo(Tr) = [§2]T, G-extendingdir.

Simdi T = [150 195]T nin extending oldugunu gosterelim. Bunu gostermek icin
c ve e ye bagh agagidaki durumlar1 inceleyelim.
1. Durum: 1 —c¢=0ve 1 —e =0 olsun.
Bu durumda 7" = 0 dir. Dolayisiyla T extendingdir.
2. Durum: 1 —c=0ve 1 —e # 0 olsun.
T =10,°]T = [0 0 %s] ve Zo(Ss) = eS dir. Ss, G-extending oldugundan Sonug
4.46 dan, Z5(Ss) ve (1 — e)S, G-extending olmak iizere Sg = Z5(Sg) ® (1 — e)S
dir. Buradan Ss/Z5(Ss) = (1 —e)S dir. Onerme 1.13.5 (3) ten, Z(Ss/Z2(Ss)) = 0
dir. Ayrica Onerme 1.13.5 (5) den, Z5(Sg) <1 Sg dir. Bu durumda Onerme 4.45
den, Sg5/Z5(Ss) extendigdir. Boylece Sg/Z5(Ss) = (1 —e€)S oldugundan (1 —e)S de
extendingdir. Dolayisiyla T}, extendingdir.
3. Durum: 1 —c# 0 ve 1 —e =0 olsun.
T = [15°9]T = [ 2R W9M] ve Zy(Mg) = cM dir. Simdi bir K < (1—¢)M igin

Xp <TpveY = XN [§U-0M] = [0 K] olsun. Mg, G-extending oldugundan Sonug
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4.46 dan, Zy(Mg) ve (1—c)M, G-extending olmak tizere Mg = Z5(Mg)@(1—c)M dir.
Buradan Mg/Zy(Mg) = (1 — ¢)M dir. Onerme 1.13.5 (3) ten, Z(Msg/Zy(Mg)) = 0
dir. Boylece Mg/Zy(Mg) = (1—c¢)M oldugundan Z((1—c¢)M) = 0 olup (1—¢)M bir
nonsingular modiildiir. Onerme 4.47 ve (i) kosulundan, Kg3f Mg olacak sekilde bir
f?=f € Rvardir. Yani (KNfM)g <. Ksve (KNfM)s <. fMgdir. 1—c € .7,(R)
oldugundan [(1 —c¢)f?=(1—-¢)f(1—c¢)f = (1 —¢)f* = (1 — ¢)f bulunur. Boylece
(KNfM)s <. (1—c¢)fMs < (1—¢)Mg bulunur. (1 —c¢)Mg bir nonsingular modiil
oldugundan bir UC-modiildiir. Dolayisiyla (1 — ¢)Mg nin her alt modiilii bir tek
kapamga sahiptir. O halde Kg <, (1 — ¢)fMg dir. [8 (1_05)M]T <. Ty oldugunu
gosterelim. 0 # [(1797 (=9m] € T olsun. Kabul edelim ki, (1 — ¢)r # 0 olsun.
rM faithful oldugundan 0 # (1 — ¢)rmy; € (1 — ¢)M olacak sekilde bir my € M
vardir. Boylece 0 # [ (1=c)r (1 Oc)m} [8"61} = [8 (1_63””1} € [8 (1_5)M} dir. Simdi

(1 —¢)r =0 olsun. Bu durumda 0 # [(1 c)y (170c)m] [8 2} = [8 (lfg)ms} € [8 (1*§)M}

dir. Dolayisiyla [0 a g) } <. TT elde edilir. O halde Yy = [8 Io(]T <. X dir.
Ustehk Yr = [0 5 }T <, [(1_00)f S}TT dir. Boylece X+8Yr ve YTB[(l_OC)f 8}TT olur.
B bir denklik bagntis oldugundan X789/ %] T bulunur. Dolayisiyla Ty, G-
extendingdir. Onerme 4.45 geregi T:/F, extendingdir.

4. Durum: 1 —c# 0 ve 1 —e # 0 olsun.

T = [15°,0 )7 = [P 98] dir. Onerme 4.42 den, T = ['5°,°,]7 birimi
[15°,% ] olan bir halka, R" = (1 —¢)R(1 —c) ve S' = (1 —€)S(1 — e) olmak iizere
(1 — ¢)M bir (R, S")-bimodiildiir. Boylece T" = [}zl (1_;,)M} dir. Sg, G-extending
oldugundan Sonu¢ 4.46 dan, Z,(Ss) = eSs ve S' = (1 — €)Sg, G-extending olmak
fizere Sg = Z5(Ss) @ S = eSg @ (1 — €)Sg dir. Buradan Sg/eSs = (1 — e)Sg
dir. Onerme 1.13.5 (3) ten, Z(Ss/Z5(Ss)) = Z(Ss/eSs) = 0 dir. Ayrica Onerme
1.13.5 (5) den, Zy(Sg) <1Sg dir. Bu durumda Onerme 4.45 den, Sg/eSg extendigdir.
Boylece Sg/eSs = (1 — €)S oldugundan (1 — €)Sg de extendingdir. S" = (1 —¢e)S
birimi 1 — e olan bir halka, S’ 2 S/eS ve Z(Ss) C Z5(Ss) = eS oldugundan Onerme
4.42 (i) den, S nonsingulardir. Sy = (1 — ¢)Sg, G-extending oldugundan Onerme
4.42 (i1) geregi SS,, G-extendingdir. Buradan SS/, G-extending oldugundan Onerme
4.42 (i) geregi S:g/, extendingdir. Mg, Sg-ejektif oldugundan Onerme 4.44 ten,
M/ Zy(Ms) injektif S/Zs(Ss)-modiildiir. Boylece Z(M/Zy(Ms)) = 0, M/Zo(Ms) =
(1 — ¢)Ms ve Sg/Z5(Ss) = S" oldugundan (1 — ¢)Mg bir nonsingular injektif S'-
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modiil olur. Simdi Ky, (1 — ¢)Mg niin bir kapal alt modiilii olsun. (1 — ¢)Mg
injektif oldugundan Onerme 3.3 ten, (1 — ¢)Mg bir extending modiildiir. O halde
Ky <;(1—c¢)Mgy diir. Bu durumda Kg <4 (1 —¢)Mg dir. Béylece (i) kosulundan,
KsBfMg olacak sekilde bir f2 = f € R vardir. 3. Durumdan, [(1 — ¢)f]* =
(1—c)f € R olmak iizere Kg <, (1 —c)fMs dir. O halde K¢ <. (1 —c)fMg olur.
Fakat Ky, (1 — ¢)Mg niin bir kapali alt modiilii oldugundan Ky = (1 —¢)fMgy
olmalidir. Teorem 4.56 dan TCIF,, nonsingular ve extendingdir. Boylece Onerme 4.42
(ii) geregi Ty, extendingdir.

Sonug olarak, yukaridaki dort durum icin de T}, extendingdir. O halde Zy(Th),
G-extending ve T}, extending olmak iizere T = Zo(Tr) @ T; elde edilir. Boylece
Onerme 4.47 geregi Ty, G-extendingdir. UJ

Teorem 4.58. Tr nin G-extending olmasi icin gerek ve yeter kosul asagida verilen

kosullarin saglanmasidar.
(1) Eger Ds <4 Mg ise DsffMs olacak sekilde bir f?> = f € R vardar.
(2) Mg ve Sg, G-extendingdir.
(3) Mg, Sg-ejektiftir.

(4) A=1r(M) olsun. Bu durumda aR = A ve aRg, G-estending olmak tzere bir

a®> = a € R vardor.

Kanit. (=) Tr, G-extending olsun. Bu durumda Yardimer Teorem 4.55 ve Onerme
4.43 ten, (1) — (4) kogullar: saglanir.

(<) Kabul edelim ki, (1) — (4) kosullar1 saglansin. Simdi 77 nin G-extending
oldugunu gosterelim.

iddia 1. [$§], = [¢9]Tr, G-extendingdir.

(48], = [a8]T oldugu agikktir. Xy < [4f 8] olsun. O halde X7 = [X 9] ola-
cak sekilde bir X}, < aR vardir. (4) kogulundan, X BcR olacak sekilde bir ¢ = ¢ € R
vardir. Boylece X73[§§]Tr bulunur. Dolayisiyla [§ ]Tr, G-extendingdir.

Iddia 2. B = [("@% ] birimi [';%9] olan bir halkadir ve Br, G-extendingdir.

(48] = [29]T < T oldugundan Yardimer Teorem 4.48 (ii) den, [¢§] € A(T)
dir. Onerme 4.42 den, B birimi [ 1% 9] olan bir halkadir. R' = (1—a)R(1—a) olsun.
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Bu durumda g M faithful ve M bir (R, S)-bimodiildiir. O halde B = [%’ J‘S/I] dir.
Yardimci Teorem 4.51 geregi B, Yardimcr Teorem 4.57 in (7) kogulunu saglar. B nin
Yardimer Teorem 4.57 deki (ii) ve (i7i) kogullarini sagladigr agiktir. Bu durumda
Yardimci Teorem 4.57 den Bp, G-extendingdir. Dolayisiyla Onerme 4.42 (ii) geregi
Br, G-extendingdir.

Boylece Tr = [§3]T @ ['529]T = [¢3]T ® By dir. Yardimer Teorem 4.54 ten
[a9]T, Br-ejektiftir. Iddia 1-2 den, [&9]Tr ve By, G-extendingdir. Sonug olarak,
Teorem 4.12 (i) yardimiyla T, G-extendingdir. O
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5. C;;-MODULLER

Bu béliimde extending modiillerin bir genellemesi olan C};-modiil sinifina yer
verecegiz. Bu amagla Cj;-modiil tanimi ve bu tanima denk kogullar verilecektir.
Ch1-modiillerin bir dik toplaminin C';-modiil oldugu gosterilip bir C;-modiiliin bir
dik toplananinin C};-modiil olmak zorunda olmadigina iligkin bir 6rnek verilecektir.
Ayrica bir C;-modiiliin bir dik toplananinin C};-modiil olmasi i¢in gerekli kogullar

ele alinacaktir. Daha ayrintili bilgiler i¢in [6] Onerilir.

Tanim 5.1. M bir R-modil olsun. Eger M mnin her alt modili, M nin bir dik
toplanans olan bir komplemente sahip ise M ye C11-modil ya da M, (C11) kosu-
lunu saglar denir. Ozel olarak, bir R halkasi i¢in Rp bir Ci1-modil ise R ye sag
Ci1-halka denir. Ayrica M nin her dik toplanani (Ch1) kosulunu sagliyorsa M,
(Cl+1) kosulunu saglar denir. Ornejin; dizgin modiller, yari-basit modiiller ve

injektif modiiller Cyy-modiillerdir.
Onerme 5.2. My modiilii C'S-modiil ise Cy1-modildiir.

Kanit. N < Mg olsun. Sonug 1.10.4 ten, N nin M de bir K komplementi vardir.
O halde K <, M dir. M bir C'S-modiil oldugundan Onerme 3.11 den, K <; M dir.
Boylece M bir C;-modiildiir. ]

Onerme 5.3. M bir R-modiil olmak iizere asagidaki kosullar denktir.
(1) M bir Cy1-modildir.

(13) Herhangi bir L <. M i¢in K, L nin M deki bir komplementi olacak sekilde
bir K <4, M wvardar.

(13i) Herhangi bir N < M i¢in NNK = 0ve N ® K <. M olacak sekilde bir
K <4, M vardar.

(tv) Herhangi bir L <. M i¢in LN K = 0 ve L ® K <. M olacak sekilde bir
K <4, M vardar.

Kanit. (i) = (i1), (i2t) = (iv) Agktur.

() < (411), (¢¢) < (tv) Yardimcr Teorem 1.10.6 dan agiktir.
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(iv) = (i) A < M olsun. Bu durumda Onerme 1.10.12 den, A <., B <. M olacak
sekilde bir B < M vardir. Hipotezden, BN K =0 ve B® K <. M olacak gekilde
bir K <; M vardir. O halde Yardimec1 Teorem 1.10.6 geregi K, B nin M deki bir
komplementidir. Diger yandan, AN K <. BN K = 0 oldugundan AN K = 0 dir.
Kabul edelim ki, K S K’ olacak sekilde bir K < M olsun. Bu durumda K, B nin
komplementi oldugundan B N K # 0 olmalidir. Dolayisiyla AN BN K’ # 0 dir.
Yani AN K # 0 dir. Boylece K, A nin M deki bir komplementidir. Sonuc olarak,
M bir Cq;-modiildiir. O

Onerme 5.4. Mg bir ayristimilamaz modil olsun. M nin Chi-modil olmase igin

gerek ve yeter kosul M nin dizgiin modil olmasidar.

Kanat. (=) M bir C;-modiil olsun. 0 # N < M olsun. Kabulden, bir K <; M
vardir 6yle ki K, N nin M deki bir komplementidir. M bir ayristirilamaz modiil
oldugundan K =0 yada K = M dir. Eger K =M ise NNK=NNM=N=0
olup bu bir celigkidir. Dolayisiyla K = 0 olmalidir. Béylece her 0 # U < M igin
N NU # 0 oldugundan N <, M dir. Yani M bir diizgiin modiildiir.

(<) Aciktir. O

Teorem 5.5. C\i-modiillerin herhangi bir dik toplams da Cyq1-modiildiir.

Kanat. A bir indis kiimesi ve her A\ € A icin M, lar Ci;-modiiller olmak iizere
M= @& M, olsun. N < M olsun. A € A alalim. O halde N N M, < M, ve M, bir

AEA
Chi-modiildiir. M,, C11-modiil oldugundan Onerme 5.3 ten,

(NﬂM)\)ﬂKA:OVQ (NQMA)@KA SEM)\

olacak gekilde bir K, <; M, vardir. Bu durumda NN (M, NK,) = NNK, =0 ve
(NﬂM)\) EBK)\ = (NEB K)\) ﬂM)\ Se M)\ dir. Slmdl

A':{)\EA| bir K' <qM = @M, icin NNK =0ve (N&K)nM <. M’}

AeA’

seklinde tanimli A lar1 kapsayan A nin bogtan farkli bir alt kiimesi olsun. Kabul
edelim ki, A" # A olsun. O halde bir y € A vardir 6yle ki p ¢ A’ diir. Boylece
L= (N&K)nM, < M, oldugundan bir K, <, M, vardw éyle ki LN K, =0
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ve L ® K, <. M, diir. Simdi A" = A"U{u}ve M" = @& M, =M & M, olsun.
)\eA"
K’ N K, = 0 oldugu aciktir. K'=K® K, olsun. Boylece K <, M ve K,<4sM,

oldugundan K" <, M" diir. Ayrica
NNK,<LNK,=(NeK)NM,NK,=(N&K)NK,=0

oldugundan N N K, = 0 bulunur. Diger yandan, NN K = 0ve NN K, = 0
oldugundan N N (K" @ K,) = NN K" = 0 bulunur. Simdi N @ K" < M alt

modiiliinii gbz Oniine alalim. Buradan

(N KYNM <(NeK)NM <M ve (NeK)NM <. M
oldugundan (N @ K')n M <. M’ diir. Ustelik,
(NoK)YNM,=(NoK eK,)NM,=[(NoK)NM,|®K,=LOK, <. M,
diir. Bu durumda (N @® K')n M <. M  ve (N ® K")n M, <., M, oldugundan

(Ne K )YnM]ao[(No K )NM,) <. M ® M, =M" diir. Diger yandan,

1"

(INoK)YnM]a[(NeK)NM]<(NoK)YN(M ®M,) <M

oldugundan (N ® K"')N (M & M,) <. M" diir. Yani (N® K" )nM" <, M" diir.
Bu uygulama tekrarlanirsa, NN K =0ve N @ K <, M olacak gekilde bir K <; M
elde edilir. O halde Onerme 5.3 ten, M bir C;-modiildiir. ]

Sonug 5.6. C'S-modiillerin herhangi bir dik toplama C1-modiildiir.

Kanat. Teorem 5.5 den agiktir. U
Sonug 5.7. Diizgiin modiillerin herhangi bir dik toplami Ch1-modildir.

Kanat. Sonug 5.6 dan aciktir. O

Teorem 5.8. M bir R-modiil olsun. Bu durumda M nin Cii-modil olmast icin
gerek ve yeter kogul Zy(M) ve K, Cij-modiller olmak tizere M = Zy(M) & K

olmasaidar.
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Kanat. (<) Teorem 5.5 den agiktir.

(=) M, Cy-modiil olsun. Ilk olarak, Zy(M) <4 M oldugunu gosterelim. L =
Zy(M) olsun. Zy(M) < M ve M, Cy1-modiil oldugundan Onerme 5.3 ten, bir K <4
M vardir 6yle ki LNK = 0ve L&K <, M dir. O haldebir K’ < Micin M = K &K
dir. L= Z5(M) = Zy(KOK') = Zy(K)® Zy(K') diir. Zy(K) = Zy(M)NK = 0 dur.
Béylece L = Zy(M) = Zy(K') < K bulunur. Bu durumda L& K <. M oldugundan
L=(LoK)nNK =(KnNK)oL< MNK =K dir. L <, K oldugundan
Onerme 1.13.6 dan, K'/L singular modiildiir. Yani Z(K'/L) = K /L dir. O halde
Z(K')Zy(K")) = K'/Zy(K') = 0 oldugundan Zy(K') = K = L dir. Buradan
M=K o®K=L®K dir. Yani L <; M dir. Simdi L nin C;-modiil oldugunu
gosterelim. N < L olsun. NNK < LN K =0 oldugundan N N K = 0 dir. O halde
N @ K < M dir. Onerme 5.3 ten, bir P <; M vardir éyle ki (N ® K)N P =0 ve
Ne K& P <. Mdir. P <; M oldugundan M = P @ P’ olacak gekilde bir P' < M
vardir. KNP < (N@ K)NP =0oldugundan KNP =0dw. f: P— M/K=1L
dontigiimii f(p) = p+ K ile tanimli olsun. p, s € P igin f(p) = f(s) olsun. O halde
p+ K =s+ K olup p—s € K dir. Béylece p—s € KNP =0 olup p = s dir.
Yani f bire-birdir. Bu durumda P, M/K = L igine gémiiliir. O halde P < L dir.
PN Zy(P) < PN P =0 oldugundan PN Zy(P') = 0 dir. Buradan

P=PNL=PNZy(P®P)=PN[Z(P) D Zy(P)) = Zo(P) ® [P N Zo(P')]

oldugundan P = Z,(P) dir. Boylece L=LNM =LN(P®&P)=P® (LNP)
olup P <; Ldir. NN P < (N& K)NP =0 oldugundan N NP =0 dir. O halde
N& P < Ldir. Buradan (Neé K@ P)NL=(LNK)&(N&P) <. MNL = L dir.
Dolaysiyla N @ P <, L bulunur. Onerme 5.3 ten, L bir C;-modiildiir. Son olarak,
K nin C};-modiil oldugunu gosterelim. 7: M — K kanonik projeksiyon ve H < K
olsun. Bu durumda LN H < LN K =0 oldugundan LN H =0dir. L& H < M ve
M, Cy;-modiil oldugundan Onerme 5.3 ten, (L& H)NQ =0ve LOH® Q <. M
olacak sekilde bir Q <; M vardir. O halde bir Q" < M icin M = Q & Q' yazlir.
QNZ(Q)<QNQ =0 oldugundan QN Z>(Q) =0dir. LNQ < (LOGH)NQ =0
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oldugundan L N @ = 0 dir. Buradan

LNQ=2QeQ)NQ=[2(Q)& ZQ)NQ =[QNZ(Q)] & 2(Q) =0

oldugundan Z»(Q) = 0 bulunur. Boylece L = Z5(M) = Z,(Q®Q") = Z2(Q)DZ2(Q")
oldugundan L = Zy(M) = Z5(Q") < @ bulunur. O halde M = L& K = Z,(Q )& K

elde edilir. Buradan
Q=QNM=QnN[4LQ)eK]=2%Q)e(QNK)=L&(Q &K)

bulunur. Béylece M = Q @ Q = Q ® L @ (Q N K) oldugundan Q @ L <4 M dir.
Ayrica Onerme 3.5 den, Q ® L = 7(Q) @ L dir. Bu durumda,

M=QoQ =QoLo (@ nNK)=rQ) oL (Q NK)

oldugundan 7(Q) <4 M dir. O halde 7(Q) <; K dir. Simdi H N7(Q) = 0 ve
Hen(Q) <. K oldugunu gérelim. HN (L& Q) = 0 dir. Gergekten, h € HN (LS Q)
olsun. Bu durumda h = [ + ¢ olacak sekilde 4 [ € L, ¢ € ) vardir. Buradan
h—l=qe (L®H)NQ = 0 oldugundan ¢ = 0 dir. Boylece I =h € LNH =0
olup h =0 dir. O halde HN(L® Q) = HN (L @ m(Q)) = 0 dir. Diger yandan,
Hn7(Q) < HN (L& n(Q)) = 0 oldugundan H N7(Q) = 0 bulunur. H < K ve
m(Q) < K oldugundan H @ 7m(Q) < K dir. LOH®Q <., Mve QO L=n(Q)®dL
oldugundan H @ 7(Q) @ L <. M dir. Buradan

(Hom(Qe L NK=Haer(Q)®(LNK)<.MNK=K

oldugundan H @ 7(Q) <, K dir. Boylece Onerme 5.3 ten, K bir Cj;-modiildiir. [

Yardimci1 Teorem 5.9. M, (Cy1) kosulunu saglayan bir R-modil olsun. Bu du-
rumda My, M nin essential socle’a sahip bir alt modiili ve My, M nin sifir socle’a

sahip bir alt modili olmak tizere M = My & M,y dir.

Kanat. Soc(M) = S ile gosterilsin. Soc(M) < M oldugundan ve M, (C1;) kogulunu
sagladigindan Onerme 5.3 ten, SN K = 0 ve S ® K <. M olacak sekilde bir
K <4 M vardir. O halde bir K" < M icin M = K & K yazilir. Onerme 1.11.19
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dan, S = Soc(M) = Soc(K @ K') = Soc(K) @ Soc(K") diir. Onerme 1.11.18 den,
SNK = Soc(M)NK = Soc(K) = 0 dir. Béylece S = Soc(K') < K’ bulunur. Diger
yandan, S @& K <., M oldugundan

(Soc(KY® K)NK =Soc(K)®(KNK)<. MNK =K'

oldugundan Soc(K/) <. K' bulunur. Sonuc olarak, X' = M; ve K = M, alinirsa
M = M; & M, elde edilir. [

M bir nonsingular R-modiil olsun. Herhangi bir N < M i¢in N <, ¢(N) olacak
sekilde bir tek ¢(N) komplementi vardir. Yani

¢(N)={me M| bir E <. Rg i¢gin mE < N}

seklindedir.

Teorem 5.10. M bir nonsingular R-modil olsun. Bu durumda M nin (C11) kosu-
lunu saglamast i¢in gerek ve yeter kosul My, (Ch1) kosulunu saglayan essential socle’a
sahip bir modil ve My, (C11) kosulunu saglayan sifir socle’a sahip bir modil olmak

tzere M = M, © My olmasidar.

Kanat. (<) Teorem 5.5 den agiktir.
(=) M, (Cy1) kogulunu saglasin. Yardimci Teorem 5.9 yardimiyla M;, M nin es-
sential socle’a sahip bir alt modiilii ve Ms, M nin sifir socle’a sahip bir alt modiil

olmak iizere M = M, & M, dir. Soc(M) = S ile gosterilsin.
S = Soc(M) = Soc(M; & M) = Soc(M;) & Soc(Ms)

dir. Soc(M;) = 0 oldugundan S = Soc(M;) <, M; bulunur. S = Soc(M) < M ve
M bir nonsingular modiil oldugundan S <. ¢(S) <. M olacak sekilde M de bir tek
¢(S) komplementi vardir. Diger yandan, S = Soc(M;) <. M; <. M dir. ¢(S) nin
tekliginden M; = ¢(S) olmalidir. Simdi M in (C11) kogulunu sagladigini gosterelim.
N < M olsun. NN My < MyN My =0 oldugundan NN My =0dir. N My < M
ve M, Ci;-modiil oldugundan bir P <; M vardir 6yle ki (N @ My) N P = 0 ve
N @ M,® P <, M dir. O halde M = P @ P’ olacak sekilde bir P’ < M vardur.
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MynP < (N@® M) NP = 0 oldugundan My N P = 0 dir. Bu durumda P,
M /My = M igine gomiiliir. O halde P < M dir. S = Soc(M;) <. M; oldugundan
Soc(P) =SNP =Soc(My)NP <, MNP =Pbulunur. SNP <, P <. M ve
SNP <, e(SNP) <. Mdir. ¢(SN P) nin tekliginden ¢(S N P) = P olmalidir.
Boylece P = ¢(S N P) < ¢(S) = M, dir. Buradan

My=MNM =(P&P)NM =P& (P NM)
oldugundan P <; M, elde edilir. Simdi iddiamiz N & P <, M; ve NN P =0 dir.
(NoMy@® P)NM=N®P® (MyN M) <. MnNM =M

oldugundan N @ P <, M; dir. Ayrica NN P < (N & M) N P = 0 oldugundan
NNP =0 dir. Dolayisiyla Onerme 5.3 ten M, (Cy;) kogulunu saglar. Simdi M, nin
C1; kosulunu sagladigini gosterelim. 7: M — M, kanonik projeksiyon ve H < M,
olsun. H N M; < My N M; = 0 oldugundan HNM; =0 dir. Hd M; < M ve M,
C11-modiil oldugundan Onerme 5.3 ten, (H ® M) NQ =0ve HO M, & Q <. M
olacak sekilde bir Q <; M vardir. O halde bir Q" < M icin M = Q & Q' yazlir.
MinQ < (H®M)NQ = 0oldugundan M;NQ =0dir. SNQ <. MiNQ =0
oldugundan SNQ = 0 dir. Onerme 1.11.18 den, Soc(Q) = Soc(M)NQ = SNQ =0
dir. Bu durumda S = Soc(M) = Soc(Q © Q") = Soc(Q) & Soc(Q') oldugundan
S = Soc(Q) < Q" bulunur. Béylece M; = ¢(S) < Q' diir. Buradan

Q=MNQ =M&M)NQ =M & (MNQ)

oldugundan M; <; @ bulunur. O halde M = Q@ Q = Q@ M, ® (My,N Q)
oldugundan Q @ M, <4 M dir. Ayrica Onerme 3.5 den, Q @ M, = 7(Q) @ M, dir.

Bu durumda
M=QeQ =QaMa(MnNQ)=rQ) &M (Q NM)

oldugundan 7(Q) <; M dir. O halde 7(Q) <; M, dir. Simdi H N 7(Q) = 0 ve
H @ 7(Q) <. M, oldugunu gosterelim. H N (Q & M;) = 0 oldugu agiktir. O halde
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HN(Q@®M)=HnNx(Q) ®M)=0dr. HN7(Q) < HN(n(Q)® M;) =0
oldugundan H N7 (Q) = 0 dir. H < M, ve 1(Q) < M, oldugundan H ® w(Q) < M,
dir. HOM,0Q <. M ve Q ® M; = 7(Q) ® M; oldugundan H & 7(Q) ® M; <. M

dir. Buradan
(H@W(Q)@Ml)ﬂMQ :HEBTF<Q)@(M10M2) SeMﬂMQ :M2

oldugundan H®m(Q) <. M, dir. Boylece Onerme 5.3 ten, Ms bir Cj;-modiildiir. [

Uyar1 5.11. Cyi-modiillerin herhangi bir dik toplaminin Ciq-modil oldugu Teorem
5.5 yardimayla bilinmektedir. Fakat bir Ci1-modiliin herhangi bir dik toplanant Ci1-

modiil olmak zorunda degildir. Asagida verilen érnek bu durumu a¢iklamaktadr.

Ornek 5.12. [13, Ornek 17.36] R bir reel bir cisim ve Rz, y, z] = S polinom halkas:
olsun. Bu durumda s = x* + y* + 2*> — 1 olmak iizere R = S/Ss halkasi degismeli
Noetherian bolgedir. Mpr = (R ® R @ R)g olmak dzere M, (C11) kosulunu saglar.
Fakat M nin (Ch1) kosulunu saglamayan bir K dik toplanany vardar.

Bundan sonra bir C'j;-modiiliin herhangi bir dik toplananinin C};-modiil olmasi

icin gereken kosullar ele alinacaktir.

Yardimci Teorem 5.13. M bir R-modil, N <4 M ve K, NN K = 0 sartin
saglayan M nin bir injektif alt modili olsun. Bu durumda N & K <4 M dir.

Kanit. N <; M oldugundan M = N & N’ olacak sekilde bir N' < M vardir.
m: M — N’ bir kanonik projeksiyon olsun. Burada Ker(r) = N dir. 7, : K —
N’ bir monomorfizmadir. Ciinkii Ker(r|,,) = NNK = 0 dir. O halde 1. [zomorfizma
Teoremi’'nden, K = 7(K) dir. Boylece K, injektif oldugundan 7(K) da injektiftir.
Teorem 2.15 den, 7(K) <4 N diir. Bu durumda N' = 7(K) @ K olacak sekilde bir
K < Mvardr. M=N@&N =N & 7n(K)® K oldugundan N @ n(K) <4 M dir.
Onerme 3.5 den, N @ 7(K) = N @ K oldugundan N @ K <4 M dir. O

Onerme 5.14. M, (Cy) kosulunu saglayan bir R-modiil ve M/N injektif olacak
sekilde bir N <4 M olsun. Bu durumda N, (C11) kosulunu saglar.

Kanit. L < N olsun. N <; M oldugundan M = N @ N’ olacak sekilde A/ nin bir
N injektif alt modiilii vardir. LN N < NN N = 0 oldugundan LN N = 0 dur.
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L® N <M ve M, (C1;)-modiil oldugundan Onerme 5.3 ten, (L® N )N K =0 ve
L& N @ K <. M olacak sekilde bir K <; M vardir. N N"K < (L&N)NK =0
oldugundan N' N K = 0 dir. Boylece Yardimer Teorem 5.13 ten, N' & K <, M dir.
m: M — N bir kanonik projeksiyon olsun. Onerme 3.5 den, N' ® K = N’ @ n(K)
oldugundan N' @ 7(K) <4 M dir. O halde 7(K) <4 N dir. Simdi L N7(K) = 0
ve L & m(K) <, N oldugunu gésterelim. L N (N @ K) oldugu aciktir. O halde
LN(NNeK)=Ln(NonK)=0dr. LO7(K)<Ln(N @nxK)) =0
oldugundan LN 7 (K) =0 dir. L < N ve n(K) < N oldugundan L @ 7(K) < N
dir. LN 9K <. Mve N ®K =N ®n(K)oldugundan L® N @ n(K) <. M

dir. Bu durumda
(Leor(K)®eN)NN=Len(K)® (N NN)<.MNN=N

oldugundan L @ w(K) <. N dir. Boylece Onerme 5.3 ten, N bir C};-modiildiir. O

Teorem 5.15. M, (Cyy) ve (Cs) kosullaring saglayan bir R-modil olsun. Bu du-

rumda M, (C)) kosulunu saglar.

Kanit. N <; M olsun. O halde M = N @ N olcak sekilde bir N' < M vardir.
7m: M — N bir kanonik projeksiyon olsun. K < N olsun. KN N < NNN =0
oldugundan K N N' = 0 dir. Boylece K & N' < M ve M, Cy;-modiil oldugundan
(Ke&N)NL=0ve K& N @ L <, M olacak sekilde bir L <; M vardir. Ayrica
NNL < (K®N)NnL = 0 oldugundan N' N L = 0 dir. M, (Cs) kosulunu
sagladigindan N’ @ L <4 M dir. Onerme 3.5 den, N' ® L = N’ @ 7(L) oldugundan
N @ n(L) <4 M dir. O halde M = N' @ 7(L) @ K olacak gekilde bir K’ < M

vardir. Bu durumda
N=MNN=(N@@&rLaK)NN=[N @&K)nN]&n=L)

oldugundan 7(L) <4 N dir. KN (N @ L) =0 dir. O halde K N (N @ n(L)) =0
dir. KNz(L) < KN (N @x(L)) =0 oldugundan K N7(L) =0 dir. K < N ve
7(L) < N oldugundan K @7(L) < Ndir. KGN @L<, Mve N®L=N ®nr(L)
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oldugundan K @ N' @ (L) <, M dir. Buradan
(KeN er(L)NN=Ka&r(L)® (N NN)<.MNN=N

oldugundan K @7(L) <. N bulunur. O halde N, (Cy;) kogulunu saglar. Dolayisiyla
M, (C;) kosulunu saglar. O

Tanim 5.16. M bir R-modil ve N < M olsun. Her ¢ € Endgr(M) i¢in ¢(N) C
N oluyorsa N ye M nin fully invariant (tam degigmez) alt modili denir
ve N < M ile gosterilir. Ornegin; Soc(M) ve Rad(M), M nin fully invariant alt

modiilleridir. Ayrica Rr nin fully invariant alt modilleri R halkasimin idealleridir.

Tanim 5.17. M bir R-modiil olmak tizere M nin her fully invariant alt modili, M

nin bir dik toplananinda essential oluyorsa M ye FI-extending modil denir.
Yardimci1 Teorem 5.18. M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
(1) M, FlI-extending modildir.

(11) M nin her fully invariant alt modili M de dik toplanan olan bir komplemente

sahiptir.

(1i1) Her X << M igin, M nin bir L komplement alt modilii ve L nin bir K komp-
lementi vardwr oyle ki X <. L ve her f: L® K — M homomorfizmasi bir

g: M — M homomorfizmasina genisler.

Kanat. (i) = (¢¢) X < M ve M, Fl-extending modiil olsun. Bu durumda X <,
eM olacak sekilde bir €2 = e € Endg(M) vardir. Boylece (1 — €)M, X in bir
komplementi olur.

(1) = () X <« M olsun. Kabul edelim ki, ¢> = ¢ € Endg(M) i¢in ¢cM, X in
bir komplementi olsun. Her x € X i¢in z = cz + (1 — ¢)x yazlabilir. X 9 M
oldugundan ¢X C X dir. O halde cx € X NecM = 0 olup cx = 0 dir. Boylece
r=(1-cxdir. X <(1-0¢X < (1-¢)M dir. Bu durumda X & cM <, M
oldugundan (X @ cM)N (1 — )M <, M N (1 —¢)M dir. Modiiler kuralindan,
X®(Mn(l—-cM) <. (1 —c)M elde edilir. O halde X <, (1 —c)M <4 M
oldugundan M, F'I-extending modiildiir.

(2) < (41%) Yardimci Teorem 4.2 den agiktir. O
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Teorem 5.19. M bir R-modil olsun. Asagqidaki ifadeleri goz ontine alalim.
(1) M, extending modildir.
(ii) M, G-extending modildir.
(13i) M, Cy1-modildir.
(tv) M, FI-extending modildir.
Bu durumda (i) = (ii) = (i74) = (iv) gerektirmeleri mevcuttur.

Kanat. (i) = (¢¢) M, extending modiil olsun. Bu durumda her X < M igin
X <. D olacak sekilde bir D <; M vardir. X <, D ve D <., D oldugundan
XND <, Ddir. Ayrica XND <, XND = X dir. O halde M, G-extending
modiildiir.

(#4) = (443) Y < M olsun. Hipotezden, Y3D ve M = D @ D’ olacak sekilde 3 D,
D' < M vardir. Ohalde YND <, Y veYND <, Ddir. 0= (YND)ND <. YND'
oldugundan Y N D" = 0 olmalidir. Simdi D' < K ve Y N K = 0 olacak sekilde bir
K < Molsun. 0 = (YND)NK <. DNK oldugundan DNK = 0 olmalidir. Béylece
K=MnNK=(D®D)NK=(DNK)®D = D bulunur. O halde D', Y nin bir
komplementi ve M nin bir dik toplananidir. Yani M, C4;-modiildiir.

(2¢¢) = (2v) Yardimci Teorem 5.18 den agiktir. O

Yardimci Teorem 5.20. M bir abelyen p-grup olsun. Z-modil M, dizgin modiil-
lerin bir dik toplama olsun. Bu durumda M nin her dik toplanant dizgiin modiillerin

dik toplama seklinde yazilir.

Teorem 5.21. M, diizgin modillerin herhang: bir dik toplams olmak tzere bir Z.-
modil olsun. Bu durumda M nin herhangi bir dik toplanani dizgin modillerin dik

toplama seklinde yazilor.

Kanat. Her diizgiin Z-modiil torsion modiil ya da torsion-free modiildiir. Boylece
M bir torsion-free modiil, My bir torsion modiil, M; ve M, nin her biri diizgiin

modiillerin bir dik toplami olmak tizere M = M; & M, dir. O halde

T(M) = 7(M; & My) = 7(My) @ 7(Ms) = 7(Ms)
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dir. N <; M olsun. Bu durumda M = N @& N’ olacak sekilde bir N’ < M vardir.
My=71(M)=7(N®N')=7(N)&7(N') diir. Buradan

N=NnM=NN[M&7(N)®7(N)]=7(N)®[NN(Tr(N)or(N))]

diir. Burada N N (7(N) @ 7(N')) = K ile gosterilsin. O halde bir K < N icin
N = 7(N) @ K elde edilir. Benzer sekilde, bir K’ < N' icin N' = 7(N') @ K’ diir.
M=N&N =7(N)oKar(N)oK =My KoK diir. My 2 M/M, =2 K&K’
oldugundan M; = K @ K diir. Boylece K, diizgiin modiillerin dik toplam1 seklinde
yazilir [15, Teorem 86.7 |. Diger yandan, M5 nin her diizgiin torsion alt modiilii p asal
say1 olmak tizere p-gruptur. Boylece her p asal sayisi i¢in 7,(M>), diizgiin modiillerin
bir dik toplami olmak iizere 7(Ms) = My = @& 7,(M>) bulunur [14, Teorem 8.4 |.
Her p asal sayist icin 7,(My) = 7,(N) @7,(N") ozidugu aciktir. Yardimei Teorem 5.20
den her p asal sayisi i¢in 7,(V), diizgiin modiillerin dik toplam: seklinde yazilir. O
halde 7(N) = @ 7,(N) dir. Dolayisiyla N = 7(N) @& K, diizgiin modiillerin bir dik
toplamdir. ’ O

Sonug 5.7 ve Teorem 5.21 yardimiyla eger M, diizgiin modiillerin herhangi bir
dik toplami olmak iizere bir Z-modiil ise M, (Cy;) kosulunu saglar.
Onerme 5.22. M bir R-modiil, End(Mg) bir abelyen halka ve X < M olmak tizere
h; € End(Mg) igin X =Y. ; hi(M) olsun. Bu durumda M nin yari-sirekli modiil
olmas i¢cin gerek ve yeter kosul M nin bir Ci1-modil olmasidir.
Kanat. (=) Acgiktir.
(<) Kabul edelim ki, M bir Cj;-modiil ve X < M olsun. O halde her h; € End(Mg)
icin X = Y, ; hi(M) dir. M bir Cyy-modiil oldugundan bir e* = e € End(Mpg)
vardir oyle ki eM, X in bir komplementidir. 0 # = € X olsun. Bu durumda
r = ex + (1 — e)x dir. Fakat m; € M olmak iizere v = . ; hi(m;) dir. Boylece

ex = ey . hilmg) =3 . ehi(my) = >, hie(m;) = > .. hilem;) € X NeM =0
dir. O halde ex =0 dir. X @ eM <, M ve X < (1 —e)M oldugundan

XeseMn(l-eM)=XseM)N(1l—eM <. MN(l—e)M=(1-e)M

dir. Boylece X <, (1—e)M <; M dir. Yani M, (C}) kogulunu saglar. Simdi M nin
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(C3) kosulunu sagladigim gosterelim. e? = e € End(Mg) ve f? = f € End(Mg) igin
eM N fM = 0 olacak gekilde eM ve fM, M nin iki dik toplanan olsun. End(Mg)
abelyen oldugundan (e + f)? = e? + f? + 2ef dir. Ayrica ef(m) = e(f(m)) € eM
ve ef(m) = fe(m) = f(e(m)) € fM dir. efM < eM N fM = 0 oldugundan
efM = feM = 0 olup ef = fe =0 dir. O halde (e + f)? = e + f € End(Mg) ve
(e+ f)M = eM + fM dir. Boylece eM & fM <; M oldugundan M, (C3) kogulunu
saglar. Dolayisiyla M bir yari-siirekli modiildiir. 0

Sonug 5.23. M asaqidaki kosullardan herhangi birini saglayan bir R-modil olsun.
Bu durumda M nin C'S-modil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin Ci1-modiil

olmasudar.

(i) Mg = Rg ve R bir degismeli halkadur.

(13) M bir devirli modildir ve R bir degismeli halkadar.
(1ii) M bir ¢arpimsal moduldir ve R bir degismeli halkadar.

Kanat. (4) R bir degismeli halka ve R = End(Rg) oldugundan End(Rp) de degisme-
lidir. Xp < Rp olsun. X = Y. ;idg(R) oldugundan Onerme 5.22 den, M bir
C'S-modiildiir.

(i¢) M bir devirli modiil ve R bir degismeli halka olsun. M devirli oldugundan
Onerme 1.3.10 dan M = R/ B olacak gekilde bir Bg < Rp vardir. Bu durumda
M, Cii;-modiil oldugundan R/B de bir Cy;-modildiir. Y/B, R/B nin bir R-
alt modiilii olsun. Her y; € YV icin Y/B = (3, viR) + B = (> ,.;¥ + B)R
dir. h;(r + B) = y;r + B ile tanimh h;: R/B — R/B doniigiimiinii g6z 6niine
alalm. Béylece h; € End((R/B)g) dir. Dolaysiyla Y/B = .., h;(R/B) dir. R
degismeli oldugundan End((R/B)g) de degismelidir. Onerme 5.22 den, R/B bir
C'S-modiildiir. M = R/B oldugundan M bir C'S-modiildiir.

(2¢¢) Kabul edelim ki, M bir ¢arpimsal modiil ve R bir degigmeli halka olsun.
Ar < Rpicin X = M A olsun. Her a € A olmak tizere h,: M — M doniisiimii her
m € M igin he(m) = ma seklinde tamimh olsun. Béylece X = MA =5 _, ho(M)
dir. Bir carpimsal modiiliin her alt modiilii fully invariant alt modiildiir. Gergekten,
N < M ve f € End(Mg) olsun. M bir ¢arpimsal modiil oldugundan N = M B
olacak gekilde bir Br < Rg vardir. Simdi x € N = M B alalim. O halde m € M,
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b € B icin x = mb dir. Boylece f(z) = f(mb) = f(m)b € MB = N oldugundan
N, M nin bir fully invariant alt modiiliidiir. €* = e € End(Mg) i¢in eM <4 M ve
(1—e)M <; M dir. M c¢arpimsal modiil oldugundan eM < M ve (1 —e)M < M
dir. Yardimcr Teorem 4.48 (ii) den, e € .7 (End(Mg)) ve 1 — e € ¥ (End(Mg))
dir. Her z € End(Mpg) icin ze = exe ve (1 —e) = (1 — e)z(1 — e) dir. Bdylece
her x € End(Mg) i¢in e = ex oldugundan e bir merkezcil idempotenttir. O halde
End(Mg) degismelidir. Onerme 5.22 den, M bir C'S-modiildiir. O

Onerme 5.24. M bir Cyy-modiil ve X < M olsun. Eger X ile M nin herhangi bir

dik toplananinin arakesiti X in bir dik toplanani ise X bir Cq-modildiir.

Kanst. Her D <; M icin DN X <4 X olsun. A < X olsun. A < X < M ve M,
C11-modiil oldugundan bir N <; M vardir 6yle ki ANN =0ve A® N <., M dir.
O halde M = N @& K olacak sekilde bir K < M vardir. Hipotezden, NN X <; X
dir. Simdi AN(NNX)=0ve Ad (NNX) <. X oldugunu gosterelim. ANX =0
oldugundan AN(NNX) = (ANN)NX =0dir. A N <. M oldugundan
(ABN)NX = Ad(NNX) <. MNX = X dir. Dolayisiyla X bir Cy;-modiildiir. O

Sonug 5.25. M bir Cy1-modiil olsun.

(1) Eger M bir dagilmaly modil ise M nin her alt modili (Cy) kosulunu saglar.

(it) Eger her ¢ = e € Endg(M) i¢in eX C X olacak sekilde X < M ise X
bir Cyy-modiildiir. Ozel olarak, M nin her fully invariant alt modili bir Ci:-

moduldir.

(1ii) Eger M, SIP kosulunu saglwyorsa M nin her dik toplanany (Cq) kosulunu
saglar (i.e., M, (C},) kosulunu saglar).

Kanat. (1) N <. M olsun. M, Cy;-modiil oldugundan bir ¢ = e € Endgz(M) igin
eM <; M vardir oyle ki eM, N nin bir komplementidir. O halde N NeM = 0 ve
N®e(M)<,.M dir. M =eM @ (1 —e)M dir. Bu durumda

N=NnM=NneMao(1l—-e)M)=(NNeM)D(NN(l—-e)M
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oldugundan N = N N (1 —e)M dir. Yani N < (1 —e)M dir. Boylece

(NeeM)N(1—e)M <. MN(1—-e)M
(NN(l—e)M)®(eMn(l—e)M) <. (1—e)M

oldugundan N = NN (1 —e)M <. (1 —e)M elde edilir. Fakat N <, M oldugundan
N = (1—e)M <; M bulunur. Dolaysiyla M, (C}) kosulunu saglar. O halde M nin
her alt modiilii (C}) kogulunu saglar [16, Sonug 1.2 (7)].

(i7) Her €? = ¢ € Endp(M) i¢in eX C X olacak sekilde X < M olsun. D <; M
ve m: M — D kanonik projeksiyon olsun. eX C D ve eX C X oldugundan
eX C DN X dir. Simdi D N X C eX oldugunu gosterelim. a € D N X olsun. O
halde a € D ve a € X dir. Bu durumda a = em olacak gekilde bir m € M vardir.
Boylece ea = e*m = em = a € eX dir. Yani DN X C eX dir. Sonug olarak,
DNX =eX <; X elde edilir. Onerme 5.24 ten, X bir C;;-modiildiir.

(#41) Onerme 5.24 ten aciktir. O

Yardimci1 Teorem 5.26. M bir R-modil ve My << M olmak tizere M = M; ® M,
olsun. Bu durumda M nin Ci1-modil olmasi icin gerek ve yeter kosul My ve My

nin Cy1-modil olmasidar.

Kanat. (<) Teorem 5.5 den agiktir.

(=) M bir Cj;-modiil olsun. M; <t M oldugundan Sonug 5.25 (i7) den, M; bir Cy;-
modiildiir. M; <; M oldugundan M; = eM olacak sekilde bir e = e € Endz(M)
vardir. eM <1 M oldugundan Yardimer Teorem 4.48 (i7) den, e € .#(Endg(M)) dir.
Y < M, olsun. Y N M; < My My =0 oldugundan Y N M, =0dir. Y M, <M
ve M, Ci;-modiil oldugundan bir ¢ = ¢ € Endg(M) icin cM <4 M vardir dyle
ki cM, Y @& M; in M deki bir komplementidir. O halde (Y & eM) NeM = 0 ve
Y ®eM @ cM <, M dir. Diger yandan, e € .;(Endg(M)) ve ¢ = ¢ € Endg(M)
oldugundan b = e + ¢ — ec olmak iizere b> = b € Endr(M) ve bM = eM & cM
dir [17, Onerme 1.3 (ix)]. O halde bM = M; © cM dir. Boylece

bM = bM N M = bM N (M; & M) = M, & (bM N My)

oldugundan bM N My <; bM dir. O halde bM N My <; M; dir. Simdi iddiamiz
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YNbMNMy,=0veY @& (bMN M) <, My dir. YN(eM@cM)=YNbM =0
dir. O halde Y NOoM N My = 0 dir. Y < My ve bM N My, < Ms oldugundan
Y& bOMNM)<MdrYdeM®dcM =Y ®&bM <. M oldugundan

Y @ (bMN M) =Y &bM)N M, <. M N M, = M,

elde edilir. Dolayisiyla Onerme 5.3 ten, M, bir C};-modiildiir. ]

Yardimci1 Teorem 5.27. R bir halka, p bir left exact preradikal ve M, (Ciy)
kosulunu saglayan bir R-modil olsun. Bu durumda p(My) <. My ve p(Ms) = 0
olmak tizere M = M, @& My dir.

Kanit. p(M) < M ve M, Cy;-modiil oldugundan Onerme 5.3 ten, p(M) N My = 0
ve p(M)@ M,y <. M olacak sekilde bir My <; M vardir. O halde bir M; < M vardir
oyle ki M = My@® M, dir. p left exact preradikal oldugundan p(Ms) = p(M)NM; =0

bulunur. Diger yandan,
p(Ml) ) (MQ N Ml) = (p(Ml) &) Mg) N M1 Se M N M1 = M1

oldugundan p(M;) <. M; bulunur. O

Yardimci Teorem 5.28. M bir R-modil, N < M ve K, N nin M deki tek
kapanist olsun. Bu durumda K, N <., L olacak sekilde N yi i¢ceren M nin tim L

alt modiillerinin toplamadar.

Kanat. H, N <, L olacak gekilde M nin tiim L alt modiillerinin toplami olsun.
N <. K oldugundan K C H dir. Tersine L, N <. L olacak sekilde M nin herhangi
bir alt modiilii olsun. L', L nin M deki herhangi bir kapanisi olsun. O halde
N <.L<,L <, M oldugundan N <, L' <, M dir. Yani L', N nin M deki bir
kapamgidir. Fakat N nin M deki tek kapanigi K oldugundan L' = K olmaldir. Bu
durumda L C K dir. Béylece H C K dir. Sonug olarak, H = K elde edilir. 0

Teorem 5.29. R bir halka, p bir left exact preradikal ve p(M), M de tek kapanisa
sahip olacak sekilde M bir R-modiil olsun. Bu durumda M nin bir Ci1-modiil olmast
icin gerek ve yeter kogul p(My) <. My, p(Msy) = 0 ve My, My birer Ci1-modil olmak
tzere M = M, © My olmasidar.
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Kanat. (<) Acgiktir.
(=) M, Ci;-modiil olsun. Yardimci Teorem 5.27 den, p(M;) <. M; ve p(Mz) =0
olmak tizere M = M; ® M, dir. Boylece

p(M) = p(My & My) = p(M:) ® p(Mz) = p(M)

oldugundan p(M) = p(M;) < M; dir. O halde M, p(M) nin M deki (tek) ka-
pamgidir. 7;: M — M; (i = 1,2) kanonik projeksiyon olsun. N < M olsun.
N@® My, < M ve M, Cy1-modiil oldugundan (NG My)NK =0ve NOMyd K <. M
olacak sekilde bir K <; M vardir. O halde bir K’ < M vardir 6yle ki M = K @ K’
diir. My N K < (N @ M) N K = 0 oldugundan M, N K = 0 dir. 7y, K — M
ve Ker(ry),) = Mo N K = 0 dir. Bu durumda 1. Izomorfizma Teoremi’nden,
K = 7 (K) bulunur. p left exact preradikal oldugundan p(m (K)) = 7 (K) N p(M;)
dir. p(M;) <. M; oldugundan p(m(K)) = 7 (K) N p(My) <. m(K) N M, = m(K)
elde edilir. O halde p(K) <. K dir. Ayrica p(M) = p(K) @ p(K') <. K ® p(K')
diir. Yardimc1 Teorem 5.28 den, K & p(K') C M, dir. Ozel olarak, K C M, dir.
Buradan M; = M N M, = (K ® K')N M, = K & (K' 0 M) oldugundan K <; M,
dir. Simdi iddiamiz NN K =0ve NO K <, M dir. NN K< (N M)NK =0
oldugundan NN K = 0 dir. N < M; ve K < M; oldugundan N & K < M, dir.
Boylece

NOK®(MyNM)=(N®Ma®K)nNM <. MnM =M

oldugundan N & K <, M; dir. Dolayisiyla M; bir C};-modiildiir. Simdi M5 nin
C11-modiil oldugunu gosterelim. H < M; olsun. H & M; < M ve M, Ci;-modiil
oldugundan bir L <, M vardir 6yle ki (H® M;)NL=0ve H® M, ® L <. M dir.
O halde M = L @ L olacak sekilde bir L' < M vardir. My NL < (H@& M,)NL =0
oldugundan M; N L = 0 olmalidir. Boylece p bir left exact preradikal oldugundan
p(L)=p(M)NL < M NL=0olup p(L) =0 elde edilir. Bu durumda

/

p(M) =p(L & L') = p(L) & p(L') = p(L)

oldugundan p(M) = p(L') < L bulunur. L", p(M) nin L’ deki bir kapanigi olsun.
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L' <4 M oldugundan p(M) <. L" <. L' <, M dir. O halde p(M) <. L" <. M
oldugundan L", p(M) nin M deki bir kapamsidir. Fakat p(M), M de tek kapamsa
sahip oldugundan M; = L" C L' diir. Buradan

/

L'=MNL =(M®M)NL =M ® (L N M)
dir. Ayrica Onerme 3.5 den, L @ M, = my(L) @ M, dir. Boylece
M=L®L =L®&M & (L NM)=mr(L)® M & (L N M)

oldugundan my(L) <4 M dir. O halde m(L) <; M, dir. Simdi H Nmy(L) = 0
ve H @ my(L) <. M, oldugunu gosterelim. H N (M; @ L) = 0 oldugu agiktir. O
halde HN (M, & mo(L)) =0 dir. HNme(L) < HN(M; & me(L)) = 0 oldugundan
H N mo(L) =0 bulunur. H < M, ve my(L) < Ms oldugundan H @ mo(L) < M, dir.
Ayrica H ® My @ mo(L) = H ® My @ L <. M dir. Bu durumda

HEB’]TQ(L)@(MlmMQ):(H@Ml@’ﬂ'Q(L))ﬂMQ SQMQMQZMQ

oldugundan H @ my(L) <. M, dir. Boylece M, bir Cy;-modiildiir. d

Teorem 5.10, Teorem 5.29 un bir sonucu oldugu sdylenebilir. Ciinkii socle bir

left exact preradikal ve nonsingular modiiller UC-modiillerdir.

Yardimci Teorem 5.30. M bir R-modil ve M = M; & My olsun. Bu durumda
My in (Chy) kosulunu saglamase icin gerek ve yeter kogul her N < M i¢in My C K,
KNN=0ve K& N <. M olacak sekilde bir K <, M var olmasidir.

Kanat. (=) M, (C11) kogulunu saglasim. N < M; olsun. O halde NN L =0
ve N @ L <. M olacak sekilde bir L. <; M; vardir. Bu durumda L & My <4 M
dir. (N® L)n My <, M; N My =0 oldugundan (N @& L) N My = 0 dir. Bdoylece
(L ® My) NN =0 dir. Diger yandan, (L & M) @ N <. M oldugu aciktur.

(<) H < M olsun. Hipotezden, My C K, KN H =0ve K® H <. M olacak
sekilde bir K <; M vardir. Buradan K = KNM = KN(M;® Ms) = My@® (KN M)
oldugundan K N M; <; M dir. Boylece K N My <, M; dir. HN (K N M;) =0 dur.
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K® H <. M oldugundan H ® (KN M;) = (K ® H)N M; <. M N M; = M, dir.
Dolayisiyla M, (Ch1) kosulunu saglar. 0O

Teorem 5.31. Her K <4 M icin K "My = 0 ve K & My <4 M olmak iizere
M = My @ M,, (C11) kosulunu saglayan bir R-modil olsun. Bu durumda My, (Chy)

kosulunu saglar.

Kanat. N < M olsun. O halde N @ My < M ve M, (Cy;) kogulunu sagladigindan
(NOM)NK =0ve N®Myd K <, M olacak gekilde bir K <, M vardur. Ustelik,
K & M, <4 M dir. Yardimci Teorem 5.30 dan sonug elde edilir. ]

Sonug 5.32. M bir Cy1-modil ve M/K, K-injektif olacak sekilde K <, M olsun.
Bu durumda K bir Ci1-modildir.

Kanat. M/K, K-injektif olacak gekilde K <; M olsun. O halde M = K @ K'
olacak sekilde bir K’ < M vardir. M/K = K’ oldugundan K', K-injektiftir. Simdi
LNK' = 0 olacak sekilde bir L <; M alalim. Yardimci Teorem 3.15 den, HNK' =0,
M = H& K ve L C H olacak sekilde bir H < M vardir. Boylece L <; H
dir. Dolaysiyla L & K’ <, M = H® K bulunur. Teorem 5.31 den, K bir Ci;-
modiildiir. O

Sonug 5.33. My, M nin bir alt modiili ile My, M nin bir ingektif alt modiili olmak
tizere M = M; @& My olsun. Bu durumda M nin Cii-modil olmast i¢in gerek ve

yeter kosul My in Ci1-modil olmasidar.

Kanmit. (=) M bir Cj;-modiil ise Sonug 5.32 den, M; bir C;-modiildiir.
(<) M; bir Cj1-modiil ise Teorem 5.5 ve Sonug 5.7 den, M bir Cj;-modiildiir. O

Tanim 5.34. R bir halka, M,(R), n x n tipindeki matris halkas: ve R™, Ry
modiiliinin n tane kopyalarinin direkt toplama olsun. End(Rgr) = R oldugundan
End(R™) = M,(R) dir. Herhangi bir T indeks kiimesi i¢in, elemanlars T x T
tarafindan indekslenen ve her bir siutununda sadece sonlu sayida elemant sifirdan
farkly olan matrise “stitun sonlu (column finite) matris halkasi” denir ve
CFMr(R) ile gosterilir. Benzer sekilde, REMp(R) ye “satir sonlu (row finite)
matris halkasi” denir. CFMrp(R) ile REMp(R) nin arakesiti olan CRFMr(R) ye
“stitun ve satir sonlu (column and row finite) matris halkasi” denir. Ayrica

End(RM) = CFMr(R) dir.
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Teorem 5.35. R bir sag Cy1-halka (i.e., Rr bir Ci1-modiil) olsun. Bu durumda;
(1) Her T i¢in, CEMp(R) bir sag Cy1-halkadar.
(13) Her I i¢in, CREMp(R) bir sag Cy1-halkador.

(1ii) Fg bir serbest R-modil olmak tizere End(Fg) bir sag Ci1-halkadur.

Kanat. A herhangi bir birimli halka olsun. F4, I' kardinaliteli bir baza sahip serbest
A-modiil olmak iizere End(F4) =2 CFMrp(A) dir. Gergekten, F4 bir serbest modiil
oldugundan Sonuc 1.5.3 ten, Fy = ® A = AT dir. Boylece

r

End(F,) = End(AT) = CFM(A)

oldugundan End(F4) = CFMrp(A) elde edilir. Dolayisiyla (i) < (i7i) saglanir.
CFMr(—) ya da CRFMp(—), M(—) ile gosterelim. X4y < e M(A)ra) olsun.
Bu durumda bir V4 < A4 vardir 6yle ki (7,4)-inci elemanlart 1 ve digerleri 0 olmak

tizere e; € M(A) ve biitiin olas1 k lar igin X < ey M(V) ve e M(V)e, < X dir.
fddia. e M(R) gy bir Cii-modiildiir.

Xumy < enM(R)yry olsun. Bu durumda bir Vi < Rp vardir dyle ki biitiin
olasi k lar igin X < ey M(V) ve ey M (V)egr < X dir. Rg bir Cy;-module oldugun-
dan bir ¢ = ¢ € R vardir dyle ki cRg, Vi nin Rp deki bir komplementidir.
K = ce;; M(R) olmak iizere X N K = 0 dir. Gergekten,

XNK S 611M(V) NK = 611M(V) N CGHM(R) =0

oldugundan X N K = 0 elde edilir. Ayrica Kyyry <q eniM(R)y(r) dir. Simdi
X ® K <. ei1M(R) (g oldugunu gosterelim. 0 # a € e;; M(R) olsun. O halde bir
k ordinali vardir 6yle ki 0 # aeg, dir. aeg; nin sifirdan farkli elemani s olsun. Bu
durumda V@ cR <. Rg oldugundan 0 # sr € V @®cR olacak sekilde bir » € R vardir.
Boylece 0 # aegrr € eny M(V @ cR)epr, = enn M (Ve @ et M (cR)eyy, < X @ K dir.
Onerme 5.3 ten, enn M (R) gy bir Cip-modiildiir.

M(R) nin her bir satir1 e;; M(R) gy ye izomorftur. O halde M(R) nin biitiin
satirlart Cy;-modiildiir ve M(R)y(ry bu satirlarin direkt toplami seklinde yazilir.

Boylece Teorem 5.5 den, M(R)y gy bir Ciy-modiildiir. O
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Onerme 5.36. M bir R-modiil ve H = Endg(M) olmak iizere A <, eM olacak
sekilde e = e € H ve A <1 M olsun. Bu durumda;

(i) 1—e)H(eM) C Z(M) dir.
(17) eM + Z(M) < M dir.

(ii1) Eger bir f> = f € H igin Zo(M) = fM ise eM + Zo(M) = (e+ f— fe)M <M
vee+ f— fee A(H) dir.

(iv) Eger Z(M) C eM ise eM < M dir. Ustelik, ejer A <, X ise X C eM dir.
Ozel olarak, Zo(M) C eM dir.

Kanat. (i) m € M olsun. Onerme 1.8.11 den, emL C A olacak sekilde bir L <, Rp
vardir. Bu durumda (1 — e)HemL C eM N (1 — e)M = 0 bulunur. O halde
(1—e)H(eM) C Z(M) elde edilir.

(72) (7) secenegi ve Yardimcr Teorem 4.48 (i) den, eM + Z (M) < M bulunur.

(292) m, k € M icin em + fk € eM + Zy(M) olsun. Zy(M) <« M oldugundan
Yardimc:r Teorem 4.48 (ii) den, f € . (H) dir. Boylece ef = fef dir. Bu durumda
(e+f—fe))!=e+ f— feve(e+ f— fe)lem+ fk) =em + fk elde edilir. Simdi
(e+f— feyme (e+ f — fe)M olsun. Buradan

(e+f—feym=em+ fm— fem=em+ f(1 —e)m € eM + Zy(M)

dir. O halde (e + f — fe)M C eM + Zy(M) dir. Diger yandan, eM + Zy(M) C
(e+ f — fe)M dir. Dolaywsiyla (e+ f — fe)M = eM + Zy(M) bulunur. (i) secenegi
ve Yardimci Teorem 4.48 (i) den, eM + Z5(M) < M dir. Yardimc: Teorem 4.48 (i)
den, e+ f — fe € A (H) dir.

(iv) Z(M) C eM oldugundan eM + Z(M) = eM dir. O halde (ii) segeneginden
eM +Z(M) =eM <M dir. x € X alahm. A <, X oldugundan Onerme 1.8.11 den,
xL C A olacak sekilde bir L <, Rp vardir. Bu durumda (1 —e)z € Z(M) C eM
dir. Boylece z = ex + (1 — e)z € eM dir. O halde X C eM elde edilir. O

Teorem 5.37. M bir Cy1-modil ve X << M olsun. Bu durumdae X <., M; olmak

Gizere M = M, & M, dir. Ustelik, asagidaki kosullar saglanr.

(1) Eger Zy(My) bir Cyi-modil ise My bir Chy-modildiir.
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(17) Eger Zs(Ms) bir Ci1-modil ise My bir Chy-modildiir.
(1ii) Eger My < M ise My ve My, Ciq-modillerdir.

(v) Eger Zy(M) < My ise My ve My, Ci1-modillerdir.

Kanait. Teorem 5.19 dan, M bir FI-extending modiildir. X < M ve M, FI-
extending modiil oldugundan X <, M; <; M dir. Béylece X <. M; olmak iizere
M = M, ® M, yazihr. Yardimci Teorem 5.26 ve Onerme 5.36 dan, (i) saglanir.
Teorem 5.8 geregi Zo(M) ve K, Cii-modiiller olmak iizere M = Zy(M) @ K dir. Bu

durumda

Mi=MnM =[Z;(M)® K|NM, = [Zy(M)® Zy(My) ® K| N M,
= Zy(My) & [(Z2(Ms) & K) N Mj]

dir. K; = (Z2(My) @ K) N My alimrsa My = Zy(M;) @ K; dir. Benzer gekilde,
Ky = (Zs(My) @ K) N My alimirsa My = Zs(Msy) @ Ko elde edilir. Buradan

My + Zo(M) = (Zo(My) @ K1) + Zo(M) = Zy(My) @ Ky @ Zo(My) = Ky ® Zo(M)

dir. Ayrica M = My @ My = (Zo(My) © K1) & (Za(Ma) & Ks) = (Zo(M) @ Ky) & Ko
oldugundan Ky @ Zy(M) = My + Zy(M) <; M dir. O halde My + Zy(M) = eM
olacak gekilde bir e? = e € End(Mgz) vardir. Ayrica X <M ve Zy(M)<1M oldugudan
X + Zy(M) <« M dir. Diger yandan, X + Zy(M) <. M, + Zy(M) = eM dir.
Béylece Onerme 5.36 da A = X + Z,(M) alinirsa teoremin sartlar saglanir. Ustelik,
Z(M) C Zy(M) C X + Zy(M) C eM oldugundan Onerme 5.36 (iv) den, eM <1 M
bulunur. M = M; & My = (Zo(M) @ K;) @ Ky = eM @ K, dir. O halde (i)
uygulanirsa eM ve Kj birer Cyj-modiil olur. eM < M ve Zy(M) C eM oldugundan
Zy(eM) = Zy(M) NeM = Zy(M) dir. O halde eM = K; & Zy(eM) seklinde yazilir.
Boylece Teorem 5.8 den, Ky ve Zy(M) = Zy(eM) birer C;-modiil olur.

() Z2(M;) bir Cj3-modiil ise Teorem 5.5 den, My = Z5(M;) @ K; bir Cj;-modiildiir.
(22) Zy(M,) bir C1-modiil ise Teorem 5.5 den, My = Zy(My) @ K, bir Ch-modiildiir.
(iv) Zo(M) < M, ise Zo(M) = Zs(Ms) dir. Ciinkii Zo(Ms) = My N Zy(M) =
Zy(M) dir. O halde Zy(M) = Zy(M;) & Za(Msy) oldugundan Zy(M;) = 0 dir.
Boylece M = Z5(My) @ Ky @ Ky dir. M bir Cy;-modiil oldugundan Teorem 5.8
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den, ZQ(M) = ZQ(MQ) ve Kl D KQ birer Cll—modﬁldﬁr. M1 = ZQ(Ml) @D Kl = Kl
oldugundan M bir C};-modiildiir. Diger yandan, My = Z5(Msy) @ Ky oldugundan
Teorem 5.5 den, M, bir C};-modiildiir. O

Simdi genellegtirilmig {icgensel matris halkasinin ve R nin M ile olan agikar

geniglemesinin sag C};-halka olmasi icin gerek ve yeter kosullar ele alinacaktir.

Teorem 5.38. S ve R birer halka, sMp bir (S, R)-bimodil ve T = [§%] bir
genellestirilmis ticgensel matris halkast olsun. Bu durumda T nin bir sag Ch1-halka

olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaks kosullarin saglanmasidar.
(1) R bir sag Cy1-halkadar.

(it) XM C N olacak sekilde herhangi bir Xg < Sg ve Ng < Mg i¢in bire*? =e € S
vardwr oyle ki eMp, Nr nin Mg deki bir komplementidir ve eS N X = 0 dir.
EgereS ;Cé Y olacak sekilde Ys, Xg nin Sg deki bir komplementi ise Y M & eM
dir.

Kamit. (=) T bir sag Cyi-halka olsun. [§ ¥ ] ve [§ %], T halkasin idealleridir.
T=[s¥%]=[5¥]®[5%] seklinde yazlabilir. Hy = [§ ¥ ] ve M; = [§ %] olsun.
My = [8%] <T dir. Teorem 5.37 (iii) den, R bir sag Cyi-halkadir ve Hy = [§ 4]
bir C};-modiildiir. By < Hp olsun. Bu durumda XM C N ve B = [)0( {H olacak
sekilde Xg < Sg ve Ny < Mp vardir. Ustelik, bir [60] € T vardir dyle ki e? = e,

ey =y ve [8 g]T, B nin bir komplementidir. Boylece ey = y oldugundan
ey T — ey || SM| |eSeM+yR|  |eSeM
00 S loofloR] Lo o Lo oo

bulunur.

Iddia. eMp, Nr nin Mg deki bir komplementidir.

[8 g]TT, Br nin Hp deki bir komplementi oldugundan

ey eS eM X N
ol =T 0 [35] =0

oldugundan eSNX =0ve eM NN =0 dir. Simdi eM C K ve K NN = 0 olacak

sekilde bir Kz < Mp oldugunu kabul edelim. Bu durumda [ <] C [ K] ve
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[%9 IO(} NBr = [669 {ﬂ N [)0( ]g} = [GS”X K”N} =0 dir. [8 g]TT, Br nin Hp deki bir
komplementi oldugundan [§§|Tr = [ )] = [ & ] olmahdir. Boylece eM = K
dir. O halde eMpg, Nr nin Mg deki bir komplementidir.

eS ; Y olacak sekilde Yq, Xg nin Sg deki bir komplementi olsun. Kabul edelim
ki, YM C eM olsun. [yeM]nB = [YM]n[sd] = [YgXMN] =0 ve
[6(;5 6{)‘4} ;Cé [Y eM} dir. Bu ise [8 O}TT nin 77 de By nin komplementi olmasi ile
celigir. Dolayisiyla Y M g eM elde edilir.
(<) Teorem 5.37 (iii) den, Hr nin bir Cj;-modiil oldugunu gostermek yeterlidir.
Br < Hyp olsun. Bu durumda XM C N ve B = [)0( Jg] olacak gekilde Xg < Sg ve
Ngr < Mpg vardir. Hipotezden, bir €2 = e € S vardir dyle ki eMp, Ni nin My deki
bir komplementidir ve eSNX =0 dir. K= [§9]T = [§3][§ %] = [% <}] olsun.

Bu durumda K N B = 0 duir.
Iddia. Kr, By nin Hy deki bir komplementidir.

Simdi K C K ve K N B = 0 olacak gekilde bir Ky < Hp oldugunu kabul
edelim. K; < Hp oldugundan YM CV ve Kp = [’6 ‘6} olacak sekilde Yg < Sg ve
Yr < Mg vardir. KNB = [0 0 } N [)d( 1(\” = 0 oldugundan YNX =0, VAN = 0 dur.
eM <V ve eMpr, Ng nin Mg deki bir komplementi oldugundan V' = eM olmalidir.
Hipotezden, Y = eS dir. Boylece K = [0 0] = [605 6{)‘4] = K bulunur. Dolayisiyla
Hy bir C;;-modiildiir. O

Sonug 5.39. R bir halka ve T,,(R), R ftzerinde tanimly bir m x m tipindeki st
ticgensel matris halkasy olsun. Bu durumda R nin bir sag Cii-halka olmast icin

gerek ve yeter kogul T,,(R) nin bir sag Ci1-halka olmasidur.

Kanat. (<) T,,(R) bir sag C;-halka olsun. Bu durumda Teorem 5.38 (i) den, R
bir sag C;-halkadir.

(=) m = 1 igin T,,,(R) nin bir sag Cj;-halka oldugu agiktir. Simdi m = 2 olsun.
XR = X < N olacak sekilde Xgp < Rr ve Ngp < Rp olsun. Rpg bir Ci;-modiil
oldugundan bir e? = e € R vardir dyle ki eRp, Ny nin Ry deki bir komplementidir.
Boylece X NeR < N NeR = 0 oldugundan X NeR = 0 dir. Kabul edelim ki,
eR ; Y olacak gekilde Yz, Xz nin bir komplementi olsun. Bu durumda Y € eR dir.
O halde Teorem 5.38 den, T5(R) bir sag Cy;-halkadir. Simdi kabul edelim ki, T;(R)
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bir sag C1i-halka olsun. k > 2 i¢in T)(R) nin bir sag Cy;-halka oldugunu gosterelim.
(4,7)-inci elemanlar: 1 ve diger elemanlar1 0 olan matris e; olmak iizere Teorem 5.38
de S =(1—e)T(1—exr), M = (1—epr)Ter ve R = exTerr alinsin. Hipotezden,
(1 —exr)Ti(R) (1 — egy) bir sag Cyi-halkadir. Teorem 5.38 (ii) ve tiimevarim yontemi

yardimiyla istenilen sonug elde edilir. O

Onerme 5.40. R bir halka, M bir (R, R)-bimodiil ve S(R, M) = [f\ JZ] R nin
M ile olan asikar genislemesi olsun. Bu durumda S(R, M) nin bir sag Cy1-halka

olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaks kosullarin saglanmasidar.
(1) R bir sag Cy1-halkadar.

(it) IM C N olacak sekilde herhangi bir Ir < Rz ve Ng < Mg icin bire? =e € R

vardwr éyle ki eMp, Ng nin Mg deki bir komplementidir ve I NeR =0 dr.

Kanat. S(R,M) = S ile gosterelim.
(=) S bir sag Cy;-halka olsun. Jr < Rp olsun. Bu durumda [Z\ Aj] < Sg ve Sg
bir C};-modiil oldugundan bir f? = f € R vardir yle ki

J M fR fM JOfR  MNfM JNfR M
[ h ] N e T \ = N ~0
0o J 0 fR 0 JNfR 0 JNfR

ve
J M IR M
e [T <ss
0o J 0 fR
dir. O halde JN fR=0ve fM =0 dir. Boylece
J M fR fM J®&fR MofM JOfR M
[\}@{ \ }:{ \ }:{ \ :|§eSS
0o J 0 fR 0 JOfR 0 JOfR
bulunur. O halde J & fR <. R dir. Dolayisiyla R bir sag C;;-halkadir.
Simdi (77) kogulunun saglandigini gosterelim. IM C N olacak gekilde Ir < Rp

ve Np < Mg olsun. Bu durumda [1

N JIV] < S dir. S bir Cyy-modiil oldugundan

bir €2 = e € R vardir dyle ki

I N eR eM INneR NNneM
P e P e R BT
0 I 0 eR 0 INeR
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ve

I N eR eM I®eR NdeM
S D e e PO
0 I 0 eR 0 I®eR

dir. O halde INeR=0ve NNeM =0 dir. Simdi iddiamiz eMpg, Nr nin My deki
bir komplementidir. Kabul edelim ki, eM C K ve N N K = 0 olacak gekilde bir
Kgr < Mg olsun. Bu durumda

I N eR K IneR NNK
IS PRV B BN L
0 1 0 eR 0 INneR

eR eM eR K eR eM 1 N . Lo .
dir. [ N ] C [ N } ve [ N }, [ N ] nin Sg deki bir komplementi
0 eR 0 el 0 eR 0 1
oldugundan

eR eM eR K
R R P
0 eR 0 eR

elde edilir. O halde K = eM bulunur. Dolayisiyla eMpr, Ni nin Mg deki bir
komplementi olur.

(<) Kabul edelim ki, (i) ve (i7) kogullar1 saglansin. U < Sg olsun. Bu durumda
IM C NvelU= [; N JH olacak sekilde Ir < R ve Ny < Mp vardir. Hipotezden,
bir €2 = e € R vardir dyle ki NNeM = 0 ve N@®eM <, M dir. Boylece

R M
|:e AN ‘ :| <; S dir.
0 eR

I N eR eM IneR NneM
P Ea P e R B
0 I 0 eR 0 INeR

ve
I N eR eM I®eR N®eM
£ B e PO
0o I 0 eR 0 I®eR
elde edilir. Sonug olarak, Sg bir sag C;-halkadir. O

Teorem 5.41. Eger R bir sag Ciq-halka ve R <., Tg ise Txr bir Ci1-modil ve T
bir sag Ch1-halkadr.

Kanat. 11k olarak, Ty nin bir Cj;-modiil oldugunu gosterelim. Simdi Xz < Tx
ve X = XNRolsun. X = XN R < Ri ve R bir Cy;-modiil oldugundan bir
e? = e € R vardir oyle ki eR, X in R deki bir komplementidir. €Tk nin X in Tx
deki bir komplementi oldugunu gosterelim.

Iddia 1. X NeTxr =0 dir.
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X NeTg # 0 oldugunu kabul edelim. 0 # x € X NeT olsun. Bu durumda
0 # x = et olacak sekilde bir ¢t € T vardir. Rr <. Tk oldugundan bir r € R vardir
oyle ki 0 # zr € R dir. O halde 0 # 2r € X N R = X dir. Fakat ex = e?t = et =
oldugundan 0 # zr = exr € X NeR = 0 dir. Bu ise bir celiskidir. Dolayisiyla
X NelTr =0 olmalidar.
Iddia 2. eTr, X in bir komplementidir.

elr < Ygr ve YR N Xr = 0 olacak sekilde bir Yy < Tx oldugunu kabul edelim.
Bu durumda eR < YNRdir. (YNR)INXz= (Y NR)IN(XNR)=(YNX)NR=0
dir. eR, X in R deki bir komplementi oldugundan eR = Y N R olmalidir. Ry <. Tx
oldugundan eR = Yr N Rr <. Yr NTr = Yi bulunur. eRp < €Tr < Yi ve
eRr <. Yg oldugundan €Ty <. Yy dir. Fakat eTr <; Tk oldugundan €Ty = Yy dir.

Simdi 7y nin bir Cy;-modiil oldugunu gosterelim. X < Tr ve X = X N R olsun.
O halde X neTr = 0 ve elp, Xp nin Tr deki bir komplementi oldugundan 77 bir
Ci1-modiildiir. O

Sonug 5.42. R bir halka ve Mat,(R), R dzerinde taniml n X n tipindeki tam
matrisler halkasi olsun. Eger R bir sag Ci1-halka ise her n pozitif tamsayist i¢cin

Mat,(R) bir sag Ci1-halkadar.

Kanat. R bir sag Cj;-halka olsun. Sonug 5.39 dan, T,,(R) bir sag Cj;-halkadir.
To(R)1,(ry <e Mat,(R)r,(r) oldugu rutin bir hesaplama ile elde edilir. Teorem 5.41
den, Mat,(R) bir sag Cj;-halkadir. O

Onerme 5.43. M bir R-modiil, K C . (End(E(Mg))) ve her X < Mg i¢in bir
k € K vardwr dyle ki kE(Mg), X in E(Mg) deki bir komplementi olsun. < K >,
End(E(Mg)) nin alt halkast olsun. Bu durumda < K >Mp, Mg yi kapsayan E(Mg)

nin (Ch1) kosulunu saglayan bir alt modilidir.

Kanit. 0 < My oldugundan bir h € K vardir 6yle ki h(E(Mg)) = E(Mpg) dir.
h* = h oldugundan E(Mpg) = h(E(Mg))®(1—h)(E(Mg)) = h(E(Mg)) dir. Boylece
1—h=0o0lup1l e< K > dir. O halde Mr << K >Mp dir. Simdi Xz << K >Mpg
olsun. My <. E(Mg) oldugundan (X N M)g <. Xg dir. Bu durumda bir k € K
vardir oyle ki kE(Mg), (X N M) nin E(Mg) deki bir komplementidir. Boylece
kE(Mg), Xg nin E(Mg) deki bir komplementidir. O halde k < K >M <;< K >M
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ve k < K >M, X in < K >Mpg deki bir komplementidir. Dolayisiyla < K >Mgp,

(C11) kosulunu saglar. O

Yardimci Teorem 5.44. M bir R-modil, Mr < Ngr < E(Mpg) vee € ./ (End(Ng))
olsun. Bu durumda c|, = e olacak sekilde bir c € . (End(E(Mg))) vardar.

Kanit. E(N) = E(eN) @ E((1 —e)N) dir. ¢: E(N) — E(eN) bir kanonik pro-
jeksiyon olsun. Bu durumda her z € N icin cz = c(ex) + ¢((1 — e)z) = c(ex) = ex

elde edilir. Yani ¢, = e dir. O

Onerme 5.45. M bir R-modiil ve Mr < Np < E(Mg) olsun. Eger Ng, (Ciy)
kogulunu saghyorsa bir K C (End(E(Mg))) vardwr oyle ki her X < Mg igin,
k € K olmak dizere kE(Mg), X in E(Mg) deki bir komplementi ve < K >Mp, Mg

yi kapsayan Ng nin (C11) kosulunu saglayan bir alt modilidiir.

Kanit. 0 < Mg oldugundan 1g,) €< K > alnsin. O halde Mp << K >Mp
dir. Béylece Onerme 5.43 ve Yardimc: Teorem 5.44 yardimiyla istenilen sonug elde
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