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ÖZET

GENELLEŞTİRİLMİŞ EXTENDING KOŞULLARI ÜZERİNE

ARAŞTIRMALAR

Edanur TAŞTAN

Matematik Anabilim Dalı

Eskişehir Teknik Üniversitesi, Lisansüstü Eğitim Enstitüsü, Temmuz, 2021

Danışman : Doç. Dr. Figen TAKIL MUTLU

Bu tezde extending modüller, extending modüllerin genellemeleri olan Goldie

extending modüller ile C11-modüller ayrıntılı bir şekilde incelenmiştir. Bu amaçla,

çalışmamızda kullanılan temel kavramlar ve teoremler ilk bölümde ayrıntılı bir şe-

kilde verilmiştir. İkinci bölümde projektif, injektif ve yarı-injektif modül sınıflarının

gerekli olan özellikleri kanıtları ile birlikte verilmiştir. Üçüncü bölümde ise çalış-

mamıza temel oluşturacak olan sürekli, yarı-sürekli ve CS-modüller incelenmiştir.

Dördüncü bölümde Goldie extending (G-extending) modüller ele alınmıştır. Özel-

likle dik toplanan ve dik toplamlar özelinde Goldie extending modüller incelenmiştir.

Bu modül sınıfının temel özellikleri ile birlikte karakterizasyonları ayrıntılı bir şekilde

verilmiştir. Son bölümde ise C11-modül sınıfı üzerinde durulmuştur. Dik toplam-

ların aksine, bir C11-modülün dik toplananının C11-modül olması gerekmediği gös-

terilmiştir. Bir C11-modülün dik toplananının ne zaman C11-modül olacağına ilişkin

sonuçlar verilmiştir. Son olarak extending, G-extending, C11 ve FI-extending modül

sınıfları arasındaki ilişkiler incelenmiştir.

Anahtar Sözcükler: Extending modül, G-extending modül, FI-extending modül,

C11-modül
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ABSTRACT

RESEARCH ON SOME GENERALIZED EXTENDING CONDITIONS

Edanur TAŞTAN

Mathematics Department

Eskisehir Technical University, Institute of Graduate Programs, July, 2021

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Figen TAKIL MUTLU

In this thesis extending modules, Goldie extending modules and C11-modules which

are the generalizations of the extending modules are examined in detail. For this

purpose, the basic notions and theorems used in our study are given in detail in the

first chapter. In the second chapter, the required properties of projective, injective

and quasi-injective module classes are given along with their proofs. In the third

chapter, continuous, quasi-continuous and CS-modules which are the basis of our

study are investigated. In the fourth chapter, Goldie extending modules are dis-

cussed. In particular, the direct summand of a Goldie extending module and the

direct sum of Goldie extending (G-extending) modules are researched. The char-

acterization of this module class is given in detail along with its main properties.

In the last chapter, the C11-module class is emphasized. Unlike the direct sum of

C11-modules, it is shown that the direct summand of a C11-module need not be a

C11-module. In addition, the results are given for when the direct summand of a

C11-module becomes a C11-module. Finally, the relationships between the extend-

ing, G-extending, C11 and FI-extending modules are explained.

Keywords: Extending module, G-extending module, FI-extending module,

C11-module
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1. GİRİŞ

1.1. Kategoriler ve Funktorlar

Tanım 1.1.1. Bir C kategorisi (Obj(C ), Mor(C ), ◦) üçlüsü olup aşağıdaki özel-

likleri sağlar.

(1) Obj(C ); elemanlarına “C kategorisinin objesi (C-obje)” denilen sınıftır ve

bu sınıfın elemanları A,B,C, . . . ile gösterilir.

(2) Her A, B ∈ Obj(C ) için MorC (A,B); elemanlarına “A objesinden B obje-

sine bir morfizma” denilen bir kümedir ve bu kümenin elemanları α, β, γ, . . . ile

gösterilir. Her α ∈ MorC (A,B) morfizması α : A −→ B ya da A α
−−→ B notasyonları

ile ifade edilir. Ayrıca her A, B, C, D ∈ Obj(C ) için

(A,B) 6= (C,D) =⇒ MorC (A,B) ∩MorC (C,D) 6= ∅

sağlanır. Mor(C ); C kategorisinin bütün morfizmalarının sınıfı olarak adlandırılır

ve tüm MorC (A,B) kümelerinin birleşimi olarak tanımlanır. Bu sınıfın elemanları

kısaca C-morfizma ile ifade edilir.

(3) Her A ∈ Obj(C ) için “A nın birim morfizması” denilen idA ∈ MorC (A,A)

morfizması vardır.

(4) ∀α ∈ MorC (A,B) ve β ∈ MorC (B,C) için

MorC (A,B)×MorC (B,C) −→ MorC (A,C)

(α, β) 7−→ βα := β ◦ α

şeklinde tanımlı “bileşke” denilen “◦” sembolü ile gösterilen işlem vardır. Ayrıca bu

işlem aşağıdaki iki koşulu sağlar.

(i) ∀α ∈ MorC (A,B), β ∈ MorC (B,C) ve γ ∈ MorC (C,D) için

γ(βα) = (γβ)α

1



dır. Yani
A D

B C

γ(βα)=(γβ)α

α βα

β

γβ γ

şeklindedir.

(ii) ∀α ∈ MorC (A,B) için

α idA = idB α = α

dır. Yani
A B

A B

α

idA
α idB

α

α

şeklindedir (Bkz., [1]).

Örnek 1.1.2. Aşağıdaki tüm kategorilerde bileşke işlemi olarak, bilinen fonksiyon

bileşkesi ve birim morfizmalar olarak, birim fonksiyonlar alınmıştır.

(i) Kümeler Kategorisi; C1 = Set ile gösterilen bir kategoridir. Obj(C1); tüm

kümelerdir. Mor (C1); kümeler arasındaki tüm fonksiyonlardır.

(ii) Gruplar Kategorisi; C2 = Grp ile gösterilen bir kategoridir. Obj(C2); tüm

gruplardır. Mor (C2); tüm grup homomorfizmalarıdır.

(iii) Modüller Kategorisi; C3 = Mod-R ile gösterilen bir kategoridir. Obj(C3);

tüm R-modüllerdir. Mor (C3); tüm R-modül homomorfizmalarıdır (Bkz., [1]).

Tanım 1.1.3. C1 ve C2 iki kategori olsun.

F: Mor(C1) −→ Mor(C2)

α 7−→ F(α)

fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlıyor ise F ye C1 den C2 ye bir funktor denir.

(i) Her A, B ∈ Obj(C1) ve A
α

−−→ B, C1 de bir morfizma ise F(A), F(B) ∈

Obj(C2) ve F(A)
F(α)
−−−→ F(B), C2 de bir morfizmadır.

2



(ii) F altında birim morfizmalar korunur. Yani her A ∈ Obj(C1) için F(idA) =

idF(A) dır.

(iii) F altında bileşke işlemi korunur. Yani her α ∈ MorC1
(A,B) ve her β ∈

MorC1
(B,C) ise F(βα) = F(β)F(α) dır.

Bu durumda bir F: C1 −→ C2 funktoru her C1-morfizması A α
−−→ B için

F
(

A
α

−−→ B
)

= F(A)
F(α)
−−−→ F(B)

şeklinde tanımlanır.

Örnek 1.1.4. C herhangi bir kategori olmak üzere; her C -morfizması A α
−−→ B için

idC

(

A
α

−−→ B
)

= A
α

−−→ B

ile tanımlı idC : C −→ C funktoru vardır. Bu funktora C kategorisinin birim

funktoru denir.

1.2. Modüller

Tanım 1.2.1. R bir halka ve M bir toplamsal değişmeli grup olsun. M nin sağ

endomorfizmaları halkasını Endr(M) ile gösterelim. Endr(M) halkasındaki her bir

endomorfizmayı sağ operatör olarak düşünüyoruz. Yani her x ∈ M olmak üzere

(x)(f + g) = (x)f + (x)g ve (x)(fg) = ((x)f)g dir. Eğer her r ∈ R için

Φ: R −→ Endr(M)

r 7−→ (r)Φ

ile tanımlı dönüşüm bir halka homomorfizması ise (M,Φ) çiftine sağ R-modül

denir ve MR ile gösterilir. Ayrıca R halkası, birimi 1R olan bir birimli halka ve

Φ(1R) = idM ise (M,Φ) çiftine birimli (unital) sağ R-modül denir. Bu durumda

∀ r ∈ R olmak üzere

(r)Φ: M −→ M

dönüşümü vardır öyle ki her m, m1, m2 ∈M ve r, r1, r2 ∈ R için

3



(1) (m1 +m2)(r)Φ = (m1)(r)Φ + (m2)(r)Φ

(2) (m)(r1 + r2)Φ = (m)(r1)Φ + (m)(r2)Φ

(3) (m)(r1r2)Φ =
(
(m)(r1)Φ

)
(r2)Φ

(4) (m)(1R)Φ = m

özellikleri sağlanır.

Burada Φ ve parentezler ihmal edilerek (m)(r)Φ yerine mr yazılır. Bu durumda

M ×R −→M

(m, r) 7−→ mr

ile tanımlı dönüşümü elde ederiz. ∀m, m1, m2 ∈M ve ∀ r, r1, r2 ∈ R için

(1) (m1 +m2)r = m1r +m2r

(2) m(r1 + r2) = mr1 +mr2

(3) m(r1r2) = (mr1)r2

(4) m1R = m

özellikleri sağlanır. Bu durumda M ye birimli (unital) sağ R-modül denir ve MR ile

gösterilir (Bkz., [2]).

Benzer şekilde,

R×M −→M

(r,m) 7−→ rm

tanımlanan dönüşümle sol R-modüller de tanımlanabilir ve RM ile gösterilir.

Tanımdan da görüldüğü üzere modüller vektör uzaylarının genellemesidir. Eğer

V , F cismi üzerinde bir vektör uzayı ise V bir F -modül olur. Dolayısıyla her vektör

uzayı modüldür fakat her modül vektör uzayı değildir.

4



R ve S iki halka olsun. Eğer M hem sol R-modül hem de sağ R-modül ve her

r ∈ R, m ∈M, s ∈ S olmak üzere

r(ms) = (rm)s

oluyorsa M ye (R,S)-bimodül denir ve RMS ile gösterilir. Örneğin; R halkasının

kendisi bir (R,R)-bimodüldür. Çünkü her R halkası kendisi üzerinde hem sağ R-

modül hem de sol R-modüldür. Ayrıca halka tanımı gereği her a, b, c ∈ R için

a(bc) = (ab)c özelliği de sağlanır.

Bu çalışma boyunca aksi belirtilmedikçe R değişmeli olması gerekmeyen bir bi-

rimli halka ve M de birimli sağ R-modül olarak ele alınacaktır.

Örnek 1.2.2. (i) Her R halkası, R üzerinde var olan çarpma işlemi ile birlikte hem

sağ R-modül hem de sol R-modüldür.

(ii) R bir halka ve R[x], R üzerinde polinomlar halkası olmak üzere R[x] bir R-

modüldür.

(iii) I, R halkasının bir sağ ideali ise I bir R-modül olur.

(iv) R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. ∀ a, r ∈ R olmak üzere

R/I ×R −→ R/I

(a+ I, r) 7−→ (a+ I)r = ar + I

şeklinde tanımlanan dönüşüm ile R/I bir R-modüldür.

(v) M bir toplamsal değişmeli grup ve Endr(M), M nin sağ endomorfizmaları

halkası olsun. Bu durumda M bir Endr(M)-modül olur. Gerçekten,

M × Endr(M) −→M

(x, f) 7−→ xf := (x)f

ile tanımlı dönüşüm ∀ x, y ∈M ve ∀ f, g ∈ Endr(M) için aşağıdaki özellikleri sağlar.

(1) (x+ y)f = (x)f + (y)f = xf + yf

(2) x(f + g) = (x)(f + g) = (x)f + (x)g = xf + xg

5



(3) x(fg) = (x)(fg) = ((x)f)g = (xf)g

(4) x idM = (x) idM = x

Örnek 1.2.3. Her toplamsal değişmeli grup bir Z-modüldür.

Kanıt. A bir toplamsal değişmeli grup olsun. ∀ a ∈ A ve ∀n ∈ Z için

(a, n) 7−→ an =







a+ a + · · ·+ a
︸ ︷︷ ︸

n-tane

, n > 0 ise

0 , n = 0 ise

(−a) + (−a) + · · ·+ (−a)
︸ ︷︷ ︸

−n-tane

, n < 0 ise

şeklinde tanımlanan A× Z −→ A dönüşümü ile A bir Z-modül olur.

Örnek 1.2.4. R bir halka ve n ∈ N olmak üzere;

Mn(R) = { [aij ]n×n | aij ∈ R }

n×n tipindeki matrisler halkası olsun. Bu durumdaMn(R) halka olduğundanMn(R)

kendi üzerinde hem sağ hem de sol modüldür. Eğer her [aij] ∈Mn(R) ve r ∈ R için

[aij ]r = [aijr] şeklinde tanımlanırsa Mn(R) bir R-modül olur.

Tanım 1.2.5. R bir halka, M bir R-modül ve N , M nin boştan farklı bir alt kümesi

olsun. Eğer N , M deki işlemlere göre bir R-modül oluyorsa N ye M nin bir alt

modülü ya da R-alt modülü denir ve N ≤ M (veya NR ≤MR) ile gösterilir.

Örneğin; {0M} ve M nin kendisi, M nin birer alt modülüdür. Bu alt modüllere

aşikâr alt modüller denir. M modülünün kendisinden farklı alt modüllerineM nin

öz alt modülleri denir. Eğer N , M nin bir öz alt modülü ise N �M ile gösterilir.

Ayrıca bundan sonra {0M} aşikâr alt modülü kısaca “ 0 ” ile ifade edilecektir.

Teorem 1.2.6. M bir R-modül ve ∅ 6= N ⊆M olsun. N ≤M olması için gerek ve

yeter koşul her a, b ∈ N ve her r ∈ R için a+ br ∈ N olmasıdır.

R halkası bir sağ R-modül RR, bir sol R-modül RR ve bir (R,R)-bimodül RRR

olarak düşünüldüğü zaman RR , RR ve RRR nin alt modülleri; sırasıyla R halkasının

sağ, sol ve iki yönlü idealleri olur.
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Örnek 1.2.7. M bir R-modül, N ≤M ve A, R nin bir sağ ideali olsun. Bu durumda

NA =

{
k∑

i=1

niai |ni ∈ Ni, ai ∈ I, k ∈ N
}

kümesi M nin bir alt modülüdür.

Teorem 1.2.8. M bir R-modül ve {Ni}i∈I , M nin alt modüllerinin bir ailesi olsun.

Bu durumda
⋂

i∈I Ni, M nin bir alt modülüdür.

Kanıt. ∀ i ∈ I için 0M ∈ Ni olduğundan 0M ∈
⋂

i∈I Ni dir. Yani
⋂

i∈I Ni 6= ∅ dir.

∀ x, y ∈
⋂

i∈I

Ni ve ∀ r ∈ R =⇒ ∀ i ∈ I için x, y ∈ Ni

=⇒ ∀ i ∈ I için x− y, xr ∈ Ni

=⇒ x− y, xr ∈
⋂

i∈I

Ni

Sonuç olarak,
⋂

i∈I Ni ≤M bulunur.

⋂

i∈I Ni, Ni alt modüllerinin tümünü kapsayan M nin en büyük alt modülüdür.

Tanım 1.2.9. M bir R-modül ve N1, N2 ≤ M olsun. N1∪N2 ile üretilen alt modüle

N1 ve N2 alt modüllerinin toplamı denir ve < N1∪N2 >= N1+N2 ile gösterilir.

Bu durumda

N1 +N2 = {n1 + n2 |n1 ∈ N1, n2 ∈ N2 }

şeklindedir. Ayrıca N1+N2 nin, N1 ve N2 alt modüllerini kapsayan M nin en küçük

alt modülü olduğu kolaylıkla görülebilir.

Genel olarak, {Ni}i∈I , M nin alt modüllerinin boştan farklı bir ailesi olsun.
⋃

i∈I Ni ile üretilen alt modüle {Ni}i∈I alt modüller ailesinin toplamı denir

ve <
⋃

i∈I Ni >=
∑

i∈I Ni ile gösterilir. Bu durumda

∑

i∈I

Ni =

{
k∑

λ=1

niλ |niλ ∈ Niλ , iλ ∈ I, k ∈ N
}

şeklindedir. Ayrıca
∑

i∈I Ni, Ni alt modüllerinin tümünü kapsayan M nin en küçük

alt modülüdür. Eğer I = {1, 2, . . . , t} şeklinde sonlu bir küme ise N1, N2, . . . , Nk alt
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modüllerinin toplamı

t∑

i=1

Ni = {n1 + n2 + . . .+ nt |ni ∈ Ni, i = 1, 2, . . . , t }

olarak ifade edilir.

Tanım 1.2.10. M bir R-modül ve A, B, C ≤M olsun. Bu durumda

(A ∩ B) + (A ∩ C) ≤ A ∩ (B + C)

dir. Eğer B ≤ A ise

A ∩ (B + C) = B + (A ∩ C)

eşitliği sağlanır. Bu kurala Modüler Kuralı denir.

Kanıt. Herhangi bir x ∈ A∩(B+C) alalım. Bu durumda x ∈ A ve x ∈ B+C olup

x = b+c olacak şekilde b ∈ B ve c ∈ C vardır. B ≤ A olduğundan c = x−b ∈ A∩C

olur. Buradan x = b+ c ∈ B + (A ∩ C) dir. O halde

A ∩ (B + C) ⊆ B + (A ∩ C) (1.1)

bulunur. Tersine, B + (A ∩ C) ≤ B + C ve B + (A ∩ C) ≤ B +A ≤ A olduğundan

B + (A ∩ C) ⊆ A ∩ (B + C) (1.2)

bulunur. Böylece (1.1) ve (1.2) den

A ∩ (B + C) = B + (A ∩ C)

eşitliği elde edilir.

Tanım 1.2.11. M bir R-modül ve A, B, C ≤M olsun. Eğer

A ∩ (B + C) = (A ∩ B) + (A ∩ C)

sağlanıyor ise M ye dağılmalı (distributive) modül denir.
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Tanım 1.2.12. M bir R-modül olsun. Eğer her N ≤ M için N = MA olacak

şekilde bir AR ≤ RR alt modülü var ise M ye çarpımsal (multiplication) modül

denir.

Tanım 1.2.13. M bir R-modül ve ∅ 6= A ⊆ M olsun. A alt kümesini kapsayan

tüm alt modüllerin arakesitine A nın ürettiği alt modül denir ve < A > ile gösterilir.

Yani

< A >=
⋂
{K |K ≤M ve A ⊆ K }

dır. A nın elemanlarına ise < A > nın üreteçleri denir. Ayrıca < A >, A alt

kümesini kapsayan M nin en küçük alt modülüdür.

Eğer A = { a1, a2, . . . , ak } olacak şekilde sonlu bir küme ise < A > ya sonlu

üretilmiş (finitely generated) alt modül denir ve < A >=< a1, a2, . . . , ak > ile

gösterilir. Eğer A = {a} ise < A > ya a ile üretilen devirli (cyclic) alt modül

denir ve < A >=< a > ile gösterilir.

Teorem 1.2.14. M bir R-modül ve A ⊆M olsun. Bu durumda A 6= ∅ ise

< A >=

{
n∑

i=1

airi | ai ∈ A, ri ∈ R, n ∈ N
}

şeklindedir. Eğer A = { a1, a2, . . . , ak } şeklinde sonlu bir küme ise

< a1, a2, . . . , ak > = { a1r1 + a2r2 + · · ·+ akrk | ri ∈ R, i = 1, 2, . . . , k }

= a1R + a2R + · · ·+ akR

şeklindedir. Eğer A = {a} ise

< a >= { ar | r ∈ R } = aR

şeklindedir. Eğer A = ∅ ise A sıfır modülünü üretir ve < A >= 0 dır.

Tanım 1.2.15. M bir R-modül ve A ⊆ M olsun. Eğer M =< A > ise A, M

yi üretir ya da A ya M nin üreteç kümesi denir. A nın elemanlarına ise M nin

üreteçleri denir. Eğer M =< A > ve A sonlu ise M ye sonlu üretilmiş (finitely

generated) modül denir. Eğer M =< a > olacak şekilde bir a ∈ M varsa M ye

devirli (cyclic) modül denir.
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{Ni}i∈I , M nin alt modüllerinin bir ailesi olmak üzere M =
∑

i∈I Ni ise {Ni}i∈I ,

M modülünü üretir denir.

Örnek 1.2.16. < 1R >= 1RR = RR olduğundan R halkası, R-modül olarak devir-

lidir.

Tanım 1.2.17. M bir R-modül ve N , M nin bir öz alt modülü olsun. M nin N yi

kapsayan N den başka hiçbir öz alt modülü yoksa (denk bir ifadeyle, N ≤ K ≤ M

koşulunu sağlayan her K ≤ M alt modülü için K = N ya da K =M ise) N ye M

nin bir maksimal alt modülü denir.

Önerme 1.2.18. A, M nin bir öz alt modülü olsun. A nın M de maksimal olması

için gerek ve yeter koşul her m ∈M\A için M = mR + A olmasıdır.

Kanıt. (⇒) A, M nin bir maksimal alt modülü ve m ∈ M\A olsun. Bu durumda

m ∈ M, m /∈ A olur. M de m nin ürettiği alt modül < m >= mR dir. mR ve

A alt modüllerinin toplamı mR + A da M nin bir alt modülüdür. Üstelik m =

m1R+0M ∈ mR+A olduğundan A � mR+A dır. A, M de maksimal olduğundan

M = mR + A olmalıdır.

(⇐) Her m ∈ M, m /∈ A için M = mR + A olsun. Şimdi M nin bir K alt modülü

için A � K ≤ M olsun. A � K olduğundan bir m ∈ K\A vardır. Buradan

m ∈ M, m /∈ A dır. Kabulden M = mR + A yazılabilir. m ∈ K olduğundan

< m >= mR ≤ K dır. Bu durumda M = mR + A ≤ K olur. Böylece K =M elde

edilir.

Örnek 1.2.19. 6Z � 3Z � Z olduğundan 6Z, Z-modül Z nin bir maksimal alt

modülü değildir.

Örnek 1.2.20. Z-modül Z nin maksimal alt modülleri p asal sayı olmak üzere pZ

şeklindedir.

Kanıt. Kabul edelim ki, Z nin bir K alt modülü için pZ � K ≤ Z olsun. Bu

durumda K =< a >= aZ olacak şekilde bir a ∈ Z vardır. pZ � aZ olduğundan

a | p olmalıdır. a 6= p ve p asal olduğundan a = 1 olmalıdır. Böylece K = Z

bulunur.
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Sonuç olarak, bir modülün birden fazla maksimal alt modülü olabilir. Diğer

yandan, hiçbir maksimal alt modülü olmayan modüller de vardır. Örneğin; QZ

modülünün hiçbir maksimal alt modülü yoktur. Bunu göstermek için öncesinde bir

önermeye yer verelim.

Önerme 1.2.21. X, QZ modülünün herhangi bir üreteç kümesi olsun. Eğer X den

sonlu sayıda keyfi elemanlar çıkarılırsa, bu durumda bu elemanların çıkarıldığı küme

yine QZ modülünün bir üreteç kümesi olur.

Kanıt. Herhangi bir x0 ∈ X elemanının X kümesinden çıkarılması durumunda

X\{x0} kümesinin QZ modülünü ürettiğini göstermek yeterliolacaktır. Daha sonra

tümevarım yöntemiyle genel durum elde edilebilir. X , QZ nin bir üreteç kümesi

olduğundan x0
2
∈ QZ elemanı

x0
2

= x0z0 +
∑

xi 6=x0

xizi, xi ∈ X, zi ∈ Z

şeklinde yazılabilir. Bu durumda

x0 = x02z0 +
∑

xi 6=x0

xi2zi =⇒ x0(1− 2z0) =
∑

xi 6=x0

xi2zi

dir. Buradan

x0n =
∑

xi 6=x0

xi2zi, n = 1− 2z0 ∈ Z ve n 6= 0

yazılabilir. Şimdi
x0
n

= x0z
′

0 +
∑

xj 6=x0

xjz
′

j , xj ∈ X, z
′

j ∈ Z

alalım. Böylece

x0 = x0nz
′

0 +
∑

xj 6=x0

xjnz
′

j

dir. Eğer x0n =
∑

xi 6=x0
xi2zi yazılırsa

x0 =
∑

xi 6=x0

xi2ziz
′

0 +
∑

xj 6=x0

xjnz
′

j =
∑

xk 6=x0

xkz
′′

k , xk ∈ X, z
′′

k ∈ Z

elde edilir. Böylece x0, X\{x0} ile üretilen alt modülün bir elemanı olur. X , QZ nin

bir üreteç kümesi olduğundan X\{x0} da QZ nin bir üreteç kümesi olur.
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Bu sonuç göz önüne alınırsa QZ nin sonlu bir üreteç kümesi yoktur. Aksi

takdirde, QZ boş küme tarafından üretilirdi ve dolayısı ile QZ = 0 olurdu. Sonuç

olarak, QZ bir sonlu üretilmiş modül değildir.

Sonuç 1.2.22. QZ modülünün maksimal alt modülü yoktur.

Kanıt. Kabul edelim ki, A � QZ olmak üzere A, QZ nin bir maksimal alt modülü

olsun. Bu durumda q ∈ QZ, q /∈ A vardır.

A+ qZ = { a+ qz | a ∈ A, z ∈ Z } =< A ∪ {q} >

olup QZ nin bir alt modülüdür. Üstelik, A �< A ∪ {q} > dir. A, QZ de maksimal

olduğundan QZ =< A ∪ {q} > olmalıdır. Önerme 1.2.21 den QZ = A dır, bu ise

çelişkidir. Sonuç olarak, QZ nin maksimal alt modülü yoktur.

Teorem 1.2.23. M bir sonlu üretilmiş R-modül ise M nin her öz alt modülü bir

maksimal alt modül tarafından kapsanır.

Kanıt. M bir sonlu üretilmiş modül olduğundan k ∈ N ve λ = 1, 2, . . . , k olmak

üzere M =< m1, m2, . . . , mk > olacak şekilde mλ ∈ M elemanları vardır. N � M

olsun. Ω, M nin N yi kapsayan tüm öz alt modüllerinin kümesi olsun. Yani

Ω := {X |X �M ve N ≤ X }

dir. N ∈ Ω olduğundan Ω 6= ∅ dir. Ω, “⊆” bağıntısına göre bir kısmen sıralı kümedir.

Γ, Ω nın bir zinciri ve Λ :=
⋃

X∈ΓX olsun. Bu durumda Γ tam sıralı olduğundan

Λ ≤ M dir. Ayrıca her X ∈ Γ için N ≤ X olduğundan N ≤ Λ =
⋃

X∈ΓX bulunur.

Böylece Λ, M nin N yi kapsayan bir alt modülüdür. Üstelik Λ 6= M dir. Eğer

Λ = M olsaydı her λ = 1, 2, . . . , k için mλ ∈ Λ =
⋃

X∈ΓX olurdu. O halde Γ

tam sıralı olduğundan bir X ∈ Γ vardır öyle ki her λ = 1, 2, . . . , k için mλ ∈ X

dir. Buradan X = M olmalıdır. Bu ise X ∈ Ω olmasıyla çelişir. Dolayısıyla

Λ ∈ Ω bulunur. Λ, Γ zincirinin bir üst sınırıdır. Böylece Zorn Lemma’dan Ω

nın bir maksimal elemanı vardır ve buna K diyelim. Ω nın tanımından K � M

ve N ≤ K dır. K nın M nin bir maksimal alt modülü olduğunu göstermek için

K ≤ L � M olsun. Buradan L ∈ Ω ve K maksimal olduğundan K = L olmalıdır.
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Yani Ω nın maksimal elemanları M nin N öz alt modülünü kapsayan maksimal alt

modülleridir.

Sonuç 1.2.24. Her sıfırdan farklı sonlu üretilmiş R-modülün bir maksimal alt mo-

dülü vardır.

Kanıt. M sıfırdan farklı bir sonlu üretilmişR-modül olsun. Teorem 1.2.23 te N = 0

alınırsa M nin bir maksimal alt modülü vardır.

Tanım 1.2.25. M bir R-modül ve N , M nin sıfırdan farklı bir alt modülü olsun. M

nin N de kapsanan 0 dan başka hiçbir alt modülü yoksa (denk bir ifadeyle, K � N

koşulunu sağlayan her K ≤M alt modülü için K = 0 ise) N ye M nin bir minimal

alt modülü denir. Ayrıca minimal alt modüller basit alt modüllerdir.

Örnek 1.2.26. QZ modülünün minimal alt modülü yoktur.

Kanıt. 0 6= A ≤ QZ olsun. 0 6= a ∈ A alalım. 0 6= 2aZ � aZ ≤ A ≤ Q olduğundan

A, QZ nin bir minimal alt modülü değildir.

Tanım 1.2.27. M sıfırdan farklı bir R-modül olsun. Eğer M nin sıfır ve kendisin-

den başka hiçbir alt modülü yoksa M ye basit (simple) modül denir.

Örnek 1.2.28. (i) ZZ ve QZ basit modül değildir.

(ii) p bir asal sayı olmak üzere Zp, Z-modül olarak bir basit modüldür.

(iii) F bir cisim olmak üzere FF nin alt modülleri sadece 0 ve F olduğundan FF

basittir.

Teorem 1.2.29. M sıfırdan farklı bir R-modül olsun. M modülünün basit olması

için gerek ve yeter koşul her 0 6= m ∈M için M = mR olmasıdır.

Kanıt. (⇒) 0 6= m ∈ M alalım. Bu durumda m = m1R ∈ mR olup mR 6= 0 dır.

M basit olduğundan M = mR olmalıdır.

(⇐) 0 6= A ≤ M olsun. 0 6= a ∈ A alalım. Hipotezden aR = M dir. Ayrıca a ∈ A

olduğundan aR ≤ A dır. Böylece M = A elde edilir.

Tanım 1.2.30. M bir R-modül ve N ≤ M olsun. M modülünün N alt modülüne

göre sol kosetlerinin oluşturduğu küme

M/N = { a+N | a ∈M }
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olsun. Bu durumda ∀ a, b ∈M ve ∀r ∈ R için

(i) (a+N) + (b+N) = (a+ b) +N

(ii) (a+N)r = ar +N

şeklinde tanımlanan işlemlerle M/N bir R-modül olur. Bu modüle M nin N ye göre

bölüm modülü denir. M/N nin toplama işlemine göre birimi N = 0M + N ve

toplama işlemine göre tersi −(a+N) = (−a) +N şeklindedir.

Tanım 1.2.31. M bir R-modül ve N ≤M olsun. Bu durumda

π : M −→M/N

m 7−→ π(m) = m+N

ile tanımlı dönüşümü bir epimorfizmadır ve Ker(π) = N dir. Bu epimorfizmaya

doğal (kanonik) homomorfizma denir.

Tanım 1.2.32. (a) M bir sağ R-modül ve ∅ 6= X ⊆M olsun.

r(X) = { s ∈ R | ∀ x ∈ X için xs = 0 }

kümesine X kümesinin sağ sıfırlayıcısı (right annihilator) denir. r(X), R

nin bir sağ idealidir. Eğer X, M nin bir alt modülü ise r(X), R nin bir ideali olur.

Özel olarak, X = M alınırsa r(M) = { s ∈ R | ∀m ∈ M için ms = 0 } idealine

M modülünün sağ sıfırlayıcısı denir. Eğer m ∈ M olmak üzere X = {m}

alınırsa r(m) = { s ∈ R |ms = 0 } sağ idealine m elemanının sağ sıfırlayıcısı

denir.

(b) M bir sol R-modül ve ∅ 6= Y ⊆M olsun.

l(Y ) = { s ∈ R | ∀ y ∈ Y için sy = 0 }

kümesine Y kümesinin sol sıfırlayıcısı (left annihilator) denir. l(Y ), R nin

bir sol idealidir. Eğer Y , M nin bir alt modülü ise l(Y ), R nin bir ideali olur.

Özel olarak, Y = M alınırsa l(M) = { s ∈ R | ∀m ∈ M için sm = 0 } idealine

M modülünün sol sıfırlayıcısı denir. Eğer m ∈ M olmak üzere Y = {m}
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alınırsa l(m) = { s ∈ R | sm = 0 } sol idealine m elemanının sol sıfırlayıcısı

denir.

Tanım 1.2.33. M bir R-modül olsun. Eğer r(M) = 0 ise M ye faithful modül

denir.

1.3. Homomorfizmalar ve İzomorfizma Teoremleri

Tanım 1.3.1. M ve N iki R-modül olsun. f : M −→ N dönüşümü aşağıdaki

koşulları sağlıyorsa f dönüşümüne M den N ye bir R-modül homomorfizması

veya kısaca R-homomorfizma denir.

(i) ∀m1, m2 ∈ M için f(m1 +m2) = f(m1) + f(m2)

(ii) ∀m ∈M ve ∀r ∈ R için f(mr) = f(m)r

M den N ye bütün R-homomorfizmalarının kümesi HomR(M,N) ile gösterilir. Her

f, g ∈ HomR(M,N) ve m ∈ M için (f + g)(m) = f(m) + g(m) ile tanımlı işlemle

HomR(M,N) bir abelyen gruptur. Ayrıca R bir değişmeli halka ise HomR(M,N) bir

R-modül yapısına sahip olur.

f : M −→ M bir R-homomorfizma ise f ye R-endomorfizma denir. Bütün

R-endomorfizmalarının kümesi EndR(M) ile gösterilir. Her f, g ∈ EndR(M) ve

m ∈ M için (f + g)(m) = f(m) + g(m) ve (fg)(m) := (f ◦ g)(m) = f(g(m)) ile

tanımlanan işlemlerle EndR(M) bir birimli halkadır.

Tanım 1.3.2. f : M −→ N bir R-modül homomorfizması olsun.

(1) Eğer f bire-bir ise f ye R-monomorfizma denir.

(2) Eğer f örten ise f ye R-epimorfizma denir.

(3) Eğer f bire-bir ve örten ise f ye R-izomorfizma denir. Eğer f bir izomor-

fizma ise M ile N izomorftur denir ve M ∼= N ile gösterilir.

(4) f : M −→ M bir R-izomorfizma ise f ye R-otomorfizma denir. Bütün R-

otomorfizmalarının kümesi AutR(M) ile gösterilir.
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(5) K ≤ M olsun. ∀ k ∈ K için i(k) = k ile tanımlı i : K −→M homomorfizması

bir monomorfizmadır. Bu monomorfizmaya içerme dönüşümü (inclusion

map) denir.

Örnek 1.3.3. (i) Her x ∈M için f(x) = 0N ile tanımlanan f : M −→ N dönüşümü

bir homomorfizmadır. Bu homomorfizmaya sıfır homomorfizması denir ve genel-

likle 0 ile gösterilir.

(ii) Her x ∈ M için f(x) = x ile tanımlanan f : M −→ M dönüşümü bir homo-

morfizmadır. Bu homomorfizmaya birim homomorfizması denir ve idM ya da

1M ile gösterilir.

Tanım 1.3.4. α : A −→ B bir R-modül homomorfizması olsun.

(i) α(A) = {α(a) | a ∈ A } kümesi B nin bir alt modülüdür. Bu alt modüle α

nın görüntüsü ya da A nın α altındaki homomorfik görüntüsü denir

ve Im(α) ile gösterilir.

(ii) α−1(0) = { a ∈ A |α(a) = 0B } kümesi A nın bir alt modülüdür. Bu alt modüle

α nın çekirdeği denir ve Ker(α) ile gösterilir.

Önerme 1.3.5. α : A −→ B bir R-modül homomorfizması olsun.

(i) Eğer U ≤ A ise α−1
(
α(U)

)
= U + Ker(α) dır. Üstelik, Ker(α) ⊆ U ise

α−1
(
α(U)

)
= U olur.

(ii) Eğer V ≤ B ise α
(
α−1(V )

)
= V ∩ Im(α) dır. Üstelik, V ⊆ Im(α) ise

α
(
α−1(V )

)
= V olur.

(iii) β : B −→ C de bir R-homomorfizma ise Ker(β ◦ α) = α−1
(
Ker(β)

)
dır.

Kanıt. (i) a ∈ α−1
(
α(U)

)
alalım. Böylece α(a) ∈ α(U) olup α(a) = α(u) olacak

şekilde bir u ∈ U vardır. Buradan α(a)− α(u) = α(a− u) = 0 olduğundan a− u ∈

Ker(α) dır. O halde a ∈ U + Ker(α) dır. Tersine, a′ ∈ U + Ker(α) alalım. Bu

durumda a′ = u + k olacak şekilde ∃ u ∈ U, k ∈ Ker(α) vardır. α(a) = α(u+ k) =

α(u)+α(k) = α(u)+0B = α(u) ∈ α(U) olduğundan a ∈ α−1
(
α(U)

)
bulunur. Sonuç

olarak, α−1
(
α(U)

)
= U +Ker(α) elde edilir.

(ii) Şimdi x ∈ α
(
α−1(V )

)
alalım. Bu durumda x = α(a) olacak şekilde ∃ a ∈
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α−1(V ) vardır. Buradan α(a) ∈ V dir. α(a) ∈ V ve α(a) ∈ Im(α) olduğundan

α(a) ∈ V ∩ Im(α) bulunur. Tersine, b ∈ V ∩ Im(α) alalım. Bu durumda b = α(a)

olacak şekilde ∃ a ∈ A vardır. Buradan a ∈ α−1(V ) dir. O halde b ∈ α
(
α−1(V )

)

bulunur. Böylece α
(
α−1(V )

)
= V ∩ Im(α) elde edilir.

(iii) a ∈ Ker(β ◦ α) ⇐⇒ (β ◦ α)(a) = β
(
α(a)

)
= 0 ⇐⇒ α(a) ∈ Ker(β) ⇐⇒ a ∈

α−1
(
Ker(β)

)
dir.

Önerme 1.3.6. α : A −→ B bir R-modül homomorfizması olsun. Ker(α) yı kap-

sayan A nın alt modülleri ile Im(α) da kapsanan B nin alt modülleri arasında bire-

bir eşleme vardır. Bu durumda Ker(α) ⊆ U şartını sağlayan U ≤ A alt modülü ile

V ⊆ Im(α) şartını sağlayan V ≤ B için V = α(U) ve U = α−1(V ) şeklindedir.

Teorem 1.3.7 (1. İzomorfizma Teoremi). α : A −→ B bir R-modül homomorfizması

olsun. Bu durumda

A/Ker(α) ∼= Im(α)

dır.

Teorem 1.3.8 (2. İzomorfizma Teoremi). A bir R-modül olmak üzere B ≤ A ve

C ≤ A ise

B/(B ∩ C) ∼= (B + C)/C

dir.

Teorem 1.3.9 (3. İzomorfizma Teoremi). A bir R-modül olmak üzere C ≤ B ≤ A

ise

(A/C)/(B/C) ∼= A/B

dir.

Önerme 1.3.10. M bir R-modül olsun. M nin devirli olması için gerek ve yeter

şart I, R nin bir sağ ideali olmak üzere M ∼= R/I olmasıdır.

Kanıt. (⇒) M bir devirli modül ise M = mR olacak şekilde bir m ∈ M vardır.

f : R −→ M dönüşümü her r ∈ R için f(r) = mr şeklinde tanımlı olsun. Eğer

her r1, r2 ∈ R için r1 = r2 ise mr1 = mr2 dir. O halde f(r1) = f(r2) olup f iyi

tanımlıdır. ∀ r1, r2, s ∈ R için f(r1+r2) = m(r1+r2) = mr1+mr2 = f(r1)+f(r2) ve
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f(r1s) = m(r1s) = (mr1)s = f(r1)s olduğundan f bir R-homomorfizmadır. Ayrıca

her y ∈ M için y = f(r
′
) = mr

′ olacak şekilde bir r′
∈ R vardır. Yani f örtendir.

Böylece 1. İzomorfizma Teoremi’nden, R/Ker(f) ∼= M dir. Ker(f), R nin bir sağ

idealidir. I = Ker(f) alınırsa M ∼= R/I elde edilir.

(⇐) I, R nin bir sağ ideali olmak üzere M ∼= R/I olsun. φ(1R + I) = m ile tanımlı

φ : R/I −→M R-izomorfizmayı göz önüne alalım. Bu durumda her r+I ∈ R/I için

φ(r+ I) = φ
(
(1R+ I)r

)
= φ(1R+ I)r = mr dir. Yani Im(φ) = {mr | r ∈ R } = mR

dir. Im(φ) =M olduğundan M = mR bulunur. Böylece M devirlidir.

1.4. Direkt Toplamlar ve Direkt Çarpımlar

Tanım 1.4.1. M bir R-modül ve {Ni}i∈I, M nin alt modüllerinin bir ailesi olsun.

Eğer M =
∑

i∈I

Ni ise, yani I
′
⊂ I ve I ′ sonlu olmak üzere her m ∈M elemanı

m =
∑

i∈I′
ni, ni ∈ Ni

şeklinde yazılabiliyorsa, üstelik bu yazılış tek türlü ise M ye {Ni}i∈I alt modül-

ler ailesinin (iç) direkt toplamı denir ve M =
⊕

i∈I Ni ile gösterilir. Aynı

zamanda M =
⊕

i∈I Ni yazılışına M nin bir direkt ayrışımı (direct decompo-

sition) denir. Ayrıca M =
⊕

i∈I Ni yazılışındaki her bir Ni alt modülüne M nin

direkt (dik) toplananı denir. Eğer I = { 1, 2, . . . , k } şeklinde sonlu bir küme ise

M = N1 ⊕N2 ⊕ · · · ⊕Nk olur.

Teorem 1.4.2. M bir R-modül ve {Ni}i∈I , M nin alt modüllerinin bir ailesi olsun.

Bu durumda M =
⊕

i∈I Ni olması için gerek ve yeter koşul

(1) M =
∑

i∈I

Ni ve

(2) ∀ j ∈ I için Nj ∩
(
∑

i∈I
i 6=j

Ni

)

= 0

koşullarının sağlanmasıdır.

Kanıt. (⇒) M =
⊕

i∈I Ni olsun. Bu durumda I ′
⊂ I ve I ′ sonlu olmak üzere

∀m ∈M elemanı

m =
∑

i∈I′
ai, ai ∈ Ni
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şeklinde tek türlü yazılabilir. Böylece m ∈
∑

i∈I′ Ni ⊆
∑

i∈I Ni olur. Yani M ⊆
∑

i∈I Ni dir. Ayrıca
∑

i∈I Ni ⊆ M olduğundan M =
∑

i∈I Ni elde edilir. Diğer

yandan ∀ j ∈ I için x ∈ Nj ∩
(
∑

i∈I
i 6=j

Ni

)

ise

x = aj ∈ Nj ve x ∈
∑

i∈I
i 6=j

Ni

yazılır. Buradan

x = aj =
∑

i∈I
′

i 6=j

ai, ai ∈ Ni

olacak şekilde bir sonlu I
′
⊂ I alt kümesi vardır. Eğer yukarıdaki eşitliğin sol

tarafına i ∈ I
′ olmak üzere 0M ∈ Ni elemanlarını ve sağ tarafına 0M ∈ Nj elemanı

eklenirse eşitliğin her iki tarafının sonlu indeks kümesi I ′
∪ {j} olur. Yani

aj +
∑

i∈I
′

i 6=j

0M =
∑

i∈I
′

i 6=j

ai + 0M

dir. Bu yazılış tek türlü olduğundan her j ∈ I için x = aj = 0M bulunur. Böylece

∀ j ∈ I için Nj ∩
(
∑

i∈I
i 6=j

Ni

)

= 0 elde edilir.

(⇐) M =
∑

i∈I Ni olduğundan her m ∈ M elemanı, I ′
⊂ I ve I ′ sonlu olmak

üzere m =
∑

i∈I′ ai, ai ∈ Ni şeklinde yazılabilir. Bu yazılışın tek türlü olduğunu

göstermek için m elemanının

m =
∑

i∈I′
ai =

∑

i∈I′
bi, ai, bi ∈ Ni

şeklinde iki farklı yazılışının olduğunu kabul edelim. Buradan

∑

i∈I′
ai −

∑

i∈I′
bi = 0

dır. Böylece ∀ j ∈ I
′ için

aj +
∑

i∈I
′

i 6=j

ai −
(

bj +
∑

i∈I
′

i 6=j

bi

)

= 0

dır. O halde

aj − bj =
∑

i∈I
′

i 6=j

(bi − ai) ∈ Nj ∩
(
∑

i∈I
′

i 6=j

Ni

)
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bulunur. Bu durumda

Nj ∩
(
∑

i∈I
′

i 6=j

Ni

)

⊆ Nj ∩
(
∑

i∈I
i 6=j

Ni

)

= 0

olduğundanNj∩
(
∑

i∈I
′

i 6=j

Ni

)

= 0 olup aj−bj = 0 dır. ∀ j ∈ I
′ için aj = bj elde edilir.

Dolayısıyla söz konusu yazılış tek türlüdür. Böylece M =
⊕

i∈I Ni elde edilir.

Her (ai)i∈I ∈
∐

i∈I Ni olmak üzere π
(
(ai)i∈I

)
=

∑

i∈I ai, ai ∈ Ni ile tanımlı

π :
∐

i∈I Ni −→
∑

i∈I Ni dönüşümünün bir izomorfizma olması için gerek ve yeter

koşul
∑

i∈I Ni toplamının iç direkt toplam olmasıdır.

Tanım 1.4.3. M bir R-modül ve N ≤ M olsun. Eğer M = N ⊕K olacak şekilde

bir K ≤ M alt modülü var ise N ye M nin dik toplananı denir ve N ≤d M

ile gösterilir. M = 0 ⊕M olduğundan M ve 0 alt modüllerine M nin aşikâr dik

toplananları denir.

Tanım 1.4.4. M bir R-modül olsun. Eğer M nin sıfır ve kendisinden başka hiçbir

dik toplananı yoksa M ye ayrıştırılamaz (indecomposable) modül denir.

Tanım 1.4.5. R bir halka ve ∅ 6= I bir indis kümesi olmak üzere {Ai}i∈I , R-

modüllerin bir ailesi olsun. Her i ∈ I için α(i) ∈ Ai ile tanımlı

α : I −→
⋃

i∈I

Ai

dönüşümlerinin kümesine {Ai}i∈I modüller ailesinin çarpımı denir ve
∏

i∈I Ai

ile gösterilir. Yani

∏

i∈I

Ai =

{

α |α : I −→
⋃

i∈I

Ai, ∀ i ∈ I için α(i) ∈ Ai

}

şeklindedir. Her i ∈ I için ai := α(i) ve (ai)i∈I := α ile gösterelim. Burada ai ye α

nın i-inci bileşeni denir. Ayrıca her (ai)i∈I , (bi)i∈I ∈
∏

i∈I Ai olmak üzere

(ai)i∈I = (bi)i∈I ⇐⇒ ∀ i ∈ I için ai = bi

olduğu açıktır. Eğer I = {1, 2, 3, . . .} şeklinde sayılabilir bir küme ise α = (ai)i∈I =

(a1, a2, a3, . . . , ai, . . .) şeklindedir. Eğer I = {1, 2, . . . , n} şeklinde sonlu bir küme
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ise α = (ai)i∈I = (a1, a2, . . . , an) şeklindedir. Bu durumda ∀ i ∈ I için Ai ler birer

R-modül olmak üzere
∏

i∈I

Ai = { (ai)i∈I | ai ∈ Ai }

ile ifade edilebilir. ∀ (ai)i∈I , (bi)i∈I ∈
∏

i∈I Ai ve ∀ r ∈ R için

(1) (ai)i∈I + (bi)i∈I = (ai + bi)i∈I

(2) (ai)i∈Ir = (air)i∈I

ile tanımlanan işlemlerle
∏

i∈I Ai bir R-modül yapısına sahiptir. Bu modüle {Ai}i∈I

modüller ailesinin dış direkt çarpım modülü denir.

∐

i∈I

Ai =

{

(ai)i∈I ∈
∏

i∈I

Ai | ai ∈ Ai, en çok sonlu sayıda i ∈ I için ai 6= 0R

}

kümesi,
∏

i∈I Ai modülünün bir alt modülüdür. Bu alt modüle {Ai}i∈I modüller

ailesinin dış direkt toplam modülü denir. Eğer I kümesi sonlu ise

∏

i∈I

Ai =
∐

i∈I

Ai

olduğu açıktır.

∀ j ∈ I için aj ∈ Aj olmak üzere ηj(aj) = (ai)i∈I =

{

aj , i = j ise
0 , i 6= j ise

ile

tanımlı ηj : Aj −→
∐

i∈I Ai dönüşümü bir monomorfizmadır. A
′

j := ηj(Aj) ile

gösterelim. Bu durumda A
′

j,
∐

i∈I Ai nin bir alt modülüdür. Ayrıca A
′

j, Aj lere

izomorftur.

Teorem 1.4.6. {Ai}i∈I bir R-modüller ailesi olsun. Bu durumda

∐

i∈I

Ai =
⊕

i∈I

A
′

i ve Ai ∼= A
′

i

dir. Diğer bir ifadeyle, {Ai}i∈I modüllerinin dış direkt toplamı, Ai lere izomorf olan

A
′

i ≤
∐

i∈I Ai alt modüllerinin iç direkt toplamına eşittir.

Kanıt. A′

i nin tanımından
∑

i∈I A
′

i ≤
∐

i∈I Ai dir. Şimdi (ai)i∈I ∈
∐

i∈I Ai alalım.

Bu durumda n ∈ N olmak üzere (ai)i∈I = (ai1 , ai2 , . . . , ain , 0, 0, . . .) olacak şekilde
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∃ 0 6= aiλ ∈ Aiλ , iλ ∈ I, λ = 1, 2, . . . , n vardır. Buradan

(ai)i∈I = (ai1 , ai2 , . . . , ain, 0, 0, . . .)

= (ai1 , 0, . . .) + (0, ai2, 0, . . .) + · · ·+ (0, . . . , 0, ain, 0, . . .)

dir. O halde (ai)i∈I ∈ A
′

i1 + A
′

i2 + · · · + A
′

in dir. Dolayısıyla
∐

i∈I Ai ≤
∑

i∈I A
′

i

bulunur. Böylece
∐

i∈I Ai =
∑

i∈I A
′

i elde edilir. Diğer yandan ∀ j ∈ I için

(ai)i∈I ∈ A
′

j ∩
(
∑

i∈I
i 6=j

A
′

i

)

=⇒ (ai)i∈I ∈ A
′

j ve (ai)i∈I ∈
∑

i∈I
i 6=j

A
′

i

yazılır. (ai)i∈I ∈ A
′

j olduğundan her i 6= j için ai = 0 dır. (ai)i∈I ∈
∑

i∈I
i 6=j

A
′

i

olduğundan aj = 0 dır. Buradan (ai)i∈I = 0 dır. Böylece A′

j ∩
(
∑

i∈I
i 6=j

A
′

i

)

= 0 elde

edilir. O halde
∐

i∈I Ai =
⊕

i∈I A
′

i dir.

Ayrıca her ai ∈ Ai için ai 7−→ ηi(ai) ile tanımlı fi : Ai −→ A
′

i dönüşümünün bir

izomorfizma olduğu açıktır. Yani Ai ∼= A
′

i dir.

Uyarı 1.4.7. Teorem 1.4.6 da birbirine izomorf olan Ai ve A
′

i modülleri için A
′

i

yerine Ai yazılır. Bundan sonra dış direkt toplam ve iç direkt toplam arasındaki

yapısal farklılıklar ihmal edilerek bu iki toplam aynı kabul edilir. Her iki toplam için

de
⊕

i∈I

Ai notasyonu kullanılır ve sadece direkt toplam olarak adlandırılır.

Tanım 1.4.8. {Ai}i∈I bir R-modüller ailesi olsun. j ∈ I olmak üzere her (ai)i∈I ∈
∏

i∈I Ai için πj
(
(ai)i∈I

)
= aj ile tanımlanan πj :

∏

i∈I Ai −→ Aj dönüşümü bir

epimorfizmadır. Bu epimorfizmaya j-inci projeksiyon homomorfizması ya da

kanonik projeksiyon denir. Diğer yandan, her j ∈ I için aj ∈ Aj olmak üzere

ηj(aj) = (ai)i∈I =

{

aj , i = j ise
0 , i 6= j ise

ile tanımlanan ηj : Aj −→
∏

i∈I Ai dönüşümü

bir monomorfizmadır. Bu monomorfizmaya j-inci gömme homomorfizması ya

da kanonik injeksiyon denir.

Tanım 1.4.9. ∅ 6= I bir indis kümesi ve MR, R-modüllerin bir ailesi olsun. ∀ i ∈ I

için Ai ∈MR ve A ∈MR olmak üzere

(1) Her i ∈ I için Ai = A alınırsa
∏

i∈I Ai dış direkt çarpımına, A nın I kop-

yalarının direkt çarpımı denir ve AI ile gösterilir.

22



(2) Her i ∈ I için Ai = A alınırsa
∐

i∈I Ai dış direkt toplamına, A nın I kop-

yalarının direkt toplamı denir ve A(I) ile gösterilir.

1.5. Serbest (Free) Modüller

Teorem 1.5.1. F bir R-modül ve X = { xλ | λ ∈ Λ }, F nin bir alt kümesi olsun.

Bu durumda aşağıdakiler denktir.

(i) Her a ∈ F elemanı, sadece sonlu sayıda rλ ∈ R sıfırdan farklı (ya da hepsi

sıfır) olmak üzere a =
∑

λ∈Λ

xλrλ şeklinde tek türlü olarak yazılır.

(ii) Her λ ∈ Λ için fλ(r) = xλr şeklinde tanımlanan fλ : R −→ xλR fonksiyonu

bir izomorfizmadır ve F = ⊕
λ∈Λ

xλR dir.

Kanıt. (i) ⇒ (ii) fλ fonksiyonunun örten olduğu açıktır. Eğer r, s ∈ R için

fλ(r) = fλ(s) ise xλr = xλs dir. Bu yazılış tek türlü olduğundan r = s dir. Yani fλ

bire-bir fonksiyondur. Şimdi λ ∈ Λ olmak üzere fλ nın bir R-modül homomorfizması

olduğunu gösterelim. Her r, s ∈ R için

fλ(r + s) = xλ(r + s) = xλr + xλs = fλ(r) + fλ(s)

fλ(rs) = xλ(rs) = (xλr)s = fλ(r)s

olduğundan fλ bir izomorfizmadır. Dolayısıyla her λ ∈ Λ için R ∼= xλR dir. Her

a ∈ F elemanı xλR modüllerinin xλrλ elemanlarının sonlu toplamı şeklinde tek türlü

olarak yazılabildiğinden F = ⊕
λ∈Λ

xλR elde edilir.

(ii) ⇒ (i) F = ⊕
λ∈Λ

xλR olduğundan her a ∈ F elemanı, rλ ∈ R olmak üzere

a =
∑

λ∈Λ

xλrλ şeklinde sonlu toplam olarak yazılabilir. Şimdi

a =
∑

λ∈Λ

xλrλ =
∑

λ∈Λ

xλr
′

λ

olsun. O halde her λ ∈ Λ için xλrλ = xλr
′

λ dır. O halde fλ(rλ) = fλ(r
′

λ) dır.

fλ : R −→ xλR bir monomorfizma olduğundan rλ = r
′

λ bulunur. Böylece her a ∈ F

elemanı, a =
∑

λ∈Λ

xλrλ şeklinde tek türlü olarak yazılır.

Tanım 1.5.2. F bir R-modül olsun. Teorem 1.5.1 deki denk koşullardan birini

sağlayan F modülüne serbest (free) modül ve X = { xλ | λ ∈ Λ } kümesine de F
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nin bazı denir. Örneğin; her R halkası, bazı X = {1R} olan bir serbest R-modüldür.

Ayrıca her vektör uzayı bir serbest modüldür. Çünkü her vektör uzayının bir bazı

vardır.

Sonuç 1.5.3. F bir R-modül ve X = { xλ | λ ∈ Λ }, F nin bir alt kümesi olsun. Bu

durumda aşağıdakiler denktir.

(i) F , bazı X olan bir serbest modüldür.

(ii) Her λ ∈ Λ için Rλ = R ve F ∼= ⊕
λ∈Λ

Rλ = R(Λ) dır.

Örnek 1.5.4. ZZ bir serbest modüldür. Fakat QZ bir serbest modül değildir. Çünkü

Önerme 1.2.21 den, QZ nin sonlu bir üreteç kümesi yoktur.

1.6. Small Alt Modüller

Tanım 1.6.1. M bir R-modül ve N ≤ M olsun. Eğer N+K =M koşulunu sağlayan

her K ≤ M için K =M ise (denk bir ifadeyle, her L �M için N +L �M ise) N

ye M nin small (superflous) alt modülü denir ve N ≪M ile gösterilir.

Tanım 1.6.2. θ : M −→ N bir R-epimorfizma olsun. Eğer Ker(θ) ≪ M ise θ ya

bir small epimorfizma denir.

Teorem 1.6.3. M bir R-modül olsun. Aşağıdaki özellikler sağlanır.

(i) A ≤ B ≤ N ≤M olsun. Eğer B ≪ N ise A≪ M dir.

(ii) Sonlu sayıda small alt modülün toplamı da small olur.

(iii) Her small alt modülün homomorfizma altındaki görüntüsü de small olur.

(iv) İki small epimorfizmanın bileşkesi de small olur.

Kanıt. (i) U ≤M için A+ U =M olsun. M = A+ U ≤ B + U ≤M olduğundan

M = B+U elde edilir. Modüler kuralındanN = N∩M = N∩(B+U) = B+(N∩U)

olur. B ≪ N olduğundan N ∩ U = N olmalıdır. Buradan A ≤ N ≤ U olduğundan

U = A+ U =M bulunur. O halde A≪M elde edilir.

(ii) Her i = 1, 2, . . . , n için Ai ≪ M olsun.
∑n

i=1Ai ≪ M olduğunu tümevarım

yöntemiyle ispatlayalım. n = 1 için A1 ≪ M dir. n = k için iddia doğru olsun.
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Şimdi n = k + 1 için iddianın doğru olduğunu gösterelim. N +
∑k+1

i=1 Ai = M

olacak şekilde bir N ≤M alalım. O halde N +Ak+1 +
∑k

i=1Ai =M dir. Kabulden
∑k

i=1Ai ≪M olduğundan N+Ak+1 =M bulunur. Ak+1 ≪M olduğundan N =M

bulunur. Sonuç olarak,
∑k+1

i=1 Ai ≪M elde edilir.

(iii) f : M −→ N bir R-homomorfizma ve A ≪ M olsun. f(A) ≪ N olduğunu

gösterelim. U ≤ N için f(A)+U = N olsun. Keyfi m ∈M için a ∈ A, u ∈ U olmak

üzere f(m) = f(a) + u yazılabilir. f(m)− f(a) = f(m− a) = u ∈ U olur. O halde

m− a ∈ f−1(U) bulunur. Dolayısıyla m ∈ A+ f−1(U) olur. Yani M ≤ A+ f−1(U)

olur. Diğer yandan, A + f−1(U) ≤ M dir. Dolayısıyla M = A + f−1(U) bulunur.

A ≪ M olduğundan f−1(U) = M elde edilir. O halde f(M) = f
(
f−1(U)

)
=

U ∩ Im(f) ≤ U ve f(A) ≤ f(M) olduğundan f(A) ≤ f(M) ≤ U bulunur. O halde

U = f(A) + U = N dir. Yani f(A) ≪ N elde edilir.

(iv) α : A −→ B ve β : B −→ C small epimorfizmalar olsun. Bu durumda α ve β

birer R-epimorfizma olduğundan β ◦ α da bir R-epimorfizmadır. Şimdi β ◦ α nın

small epimorfizma olduğunu gösterelim. Ker(β ◦ α) + U = A olacak şekilde bir

U ≤ A alalım. Önerme 1.3.5 (iii) den, Ker(β ◦ α) = α−1
(
Ker(β)

)
dir. O halde

α
(
Ker(β ◦ α)

)
+ α(U) = (αα−1)

(
Ker(β)

)
+ α(U)

= Ker(β) + α(U) = α(A) = B

elde edilir. Buradan Ker(β) ≪ B olduğundan α(U) = B olmalıdır. Böylece A =

α−1(B) = α−1
(
α(U)

)
= U + Ker(α) ve Ker(α) ≪ A olduğundan A = U bulunur.

Dolayısıyla Ker(β ◦ α) ≪ A dır. Yani β ◦ α : A −→ C bir small epimorfizmadır.

1.7. Bir Modülün Radikali ve Jacobson Radikali

Tanım 1.7.1. M bir R-modül olsun. M modülünün tüm maksimal alt modüllerinin

kesişimine M modülünün radikali denir ve Rad(M) ile gösterilir. Yani

Rad(M) =
⋂

{K |K ≤M maksimal alt modül }

dir. Eğer M nin maksimal alt modülü yoksa Rad(M) =M olarak tanımlanır.

Örnek 1.7.2. Rad(QZ) = QZ dir. Çünkü Sonuç 1.2.22 den QZ modülünün maksi-
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mal alt modülü yoktur.

Teorem 1.7.3. M bir R-modül olsun. Bu durumda

Rad(M) =
∑

{L |L≪ M }

dir.

Kanıt. L ≪ M ve K, M nin bir maksimal alt modülü olsun. Eğer L � K ise

Önerme 1.2.18 den, K + L = M bulunur. O halde L ≪ M olduğundan K = M

dir. Bu ise K nın maksimal alt modül oluşuyla çelişir. Dolayısıyla her K ≤ M

maksimal alt modülü için L ≤ K olmalıdır. Yani L ≤ Rad(M) dir. Böylece
∑

{L |L ≪ M } ≤ Rad(M) bulunur. Diğer yandan, m ∈ Rad(M) olsun. Şimdi

mR ≪ M olduğunu gösterelim. Kabul edelim ki mR, M nin small alt modülü

olmasın. O halde bir U 6=M alt modülü vardır öyle ki mR + U =M dir.

Ω := {X |X �M ve mR +X =M }

kümesini tanımlayalım. U ∈ Ω olduğundan Ω 6= ∅ dir. Ω, “⊆” bağıntısına göre bir

kısmen sıralı kümedir. Γ, Ω kümesinin bir zinciri ve Λ :=
⋃

X∈ΓX olsun. Γ, tam

sıralı olduğundan Λ ≤ M elde edilir. Üstelik Λ 6= M dir. Eğer Λ = M olsaydı her

m ∈ Λ için m ∈ X olacak şekilde ∃ X ∈ Γ vardır. Buradan X = mR + X = M

olur. Bu ise X ∈ Ω olmasıyla çelişir. Dolayısıyla Λ 6= M dir. mR + Λ = M

olduğu açıktır. O halde Λ ∈ Ω dır. Ayrıca Λ, Γ zincirinin bir üst sınırıdır. Böylece

Zorn Lemma’dan Ω nın bir maksimal elemanı vardır ve buna K diyelim. K, M nin

bir maksimal alt modülüdür. Bu durumda m ∈ Rad(M) ≤ K bulunur. K ∈ Ω

olduğundan K = mR + K = M dir. Bu ise K nın maksimal alt modül oluşuyla

çelişir. O halde mR ≪ M olmalıdır. Sonuç olarak, Rad(M) =
∑

{L |L ≪ M }

elde edilir.

Sonuç 1.7.4. M bir R-modül ve m ∈ M olsun. mR ≪ M olması için gerek ve

yeter koşul m ∈ Rad(M) olmasıdır.

Kanıt. m ∈ M ve mR ≪ M olsun. m /∈ Rad(M) olacak şekilde M nin bir K

maksimal alt modülü olduğunu kabul edelim. Bu durumda Önerme 1.2.18 den,
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K +mR =M dir. O halde mR, M nin small alt modülü değildir. Bu ise çelişkidir.

Dolayısıyla m ∈ Rad(M) olmalıdır. Tersi Teorem 1.7.3 ün ispatından görülür.

Teorem 1.7.5. M bir R-modül olsun. Eğer M modülünün her öz alt modülü bir

maksimal alt modül tarafından kapsanıyor ise Rad(M) ≪ M dir.

Kanıt. U ≤ M ve Rad(M) + U = M olsun. Kabul edelim ki U 6= M olsun.

Hipotezden U ,M nin bir K maksimal alt modülünde kapsanır. Bu durumda U ≤ K

ve Rad(M) ≤ K olduğundanM = Rad(M)+U ≤ K bulunur. BöyleceM = K olur.

Bu ise K nın maksimal alt modül oluşuyla çelişir. Dolayısıyla U = M olmalıdır.

Yani Rad(M) ≪ M dir.

Sonuç 1.7.6. M bir sonlu üretilmiş R-modül ise Rad(M) ≪M dir.

Kanıt. Teorem 1.2.23 ve Teorem 1.7.5 den açıktır.

Teorem 1.7.7. ϕ : M −→ N bir R-modül homomorfizması olsun. Bu durumda

ϕ
(
Rad(M)

)
≤ Rad(N) dir.

Kanıt. Rad(M) =
∑

L≪M L olduğundan ϕ
(
Rad(M)

)
=

∑

L≪M ϕ(L) dir. Teorem

1.6.3 (iii) den, ϕ(L) ≪ N dir. Sonuç olarak, ϕ
(
Rad(M)

)
≤ Rad(N) elde edilir.

Sonuç 1.7.8. M bir R-modül olsun. Eğer K ≤M ise Rad(K) ≤ Rad(M) dir.

Kanıt. i : K −→ M bir içerme dönüşümü olsun. Teorem 1.7.7 gereği Rad(K) =

i
(
(Rad(K)

)
≤ Rad(M) bulunur.

Önerme 1.7.9. M bir R-modül olsun. Eğer M =
⊕

i∈I

Mi ise

Rad(M) =
⊕

i∈I

Rad(Mi)

dir.

Teorem 1.7.10. M bir R-modül olsun.

(i) M bir yarı-basit modül ise Rad(M) = 0 dır.

(ii) M Rad(RR) ≤ Rad(M) dir.

(iii) Rad(RR), R nin bir idealidir.
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Kanıt. (i) A ≤M olsun. M yarı-basit olduğundan A ≤d M dir. O halde A⊕B =

M olacak şekilde bir B ≤ M vardır. Eğer A ≪ M ise B = M dir. O halde A = 0

dır. YaniM nin small alt modülü sadece 0 alt modülüdür. Dolayısıyla Rad(M) = 0

bulunur.

(ii) Her r ∈ R için ϕm(r) = mr ile tanımlı ϕm : R −→ M dönüşümü bir R-

modül homomorfizmasıdır. Bu durumda ϕm
(
Rad(RR)

)
= mRad(RR) dir. Böylece

Teorem 1.7.7 den mRad(RR) = ϕm
(
Rad(RR)

)
≤ Rad(M) bulunur. Her m ∈ M

için mRad(RR) ≤ Rad(M) olduğundan M Rad(RR) ≤ Rad(M) elde edilir.

(iii) (ii) seçeneğinde MR = RR alınırsa Rad(RR), R nin bir ideali olur. Benzer

şekilde, Rad(RR) de R nin bir idealidir.

Yardımcı Teorem 1.7.11. R bir halka ve A, R nin bir sağ ideali olsun. Bu

durumda aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) A≪ RR dir.

(2) A ≤ Rad(RR)

(3) Her a ∈ A için 1R − a sağ tersinirdir.

(4) Her a ∈ A için 1R − a tersinirdir.

Kanıt. (1) ⇒ (2) Rad(RR), small alt modüllerin toplamı olduğundan açıktır.

(2) ⇒ (1) A ≤ Rad(RR) olsun. Sonuç 1.7.6 dan, Rad(RR) ≪ R dir. Teorem 1.6.3

(i) den A≪ RR bulunur.

(1) ⇒ (3) A ≤ RR olsun. Her r ∈ R ve her a ∈ A için ar+(1R−a)r = r yazılabilir.

O halde A + (1R − a)R = R dir. A ≪ RR olduğundan (1R − a)R = R dir. Böylece

1R − a sağ tersinirdir.

(3) ⇒ (4) Keyfi a ∈ A için (1R − a)r = 1R olsun. Bu durumda r = 1R + ar =

1R − (−ar) dir. −ar ∈ A olduğundan hipotezden rs =
(
1R − (−ar)

)
s = 1R olacak

şekilde bir s ∈ R vardır. Böylece
(
(1R− (−ar)

)
s = s+ a(rs) = s+ a = 1R bulunur.

Buradan s = 1R−a dır. O halde rs = r(1R−a) = 1R olduğundan 1R−a tersinirdir.

(4) ⇒ (1) A + B = RR olacak şekilde bir B ≤ RR alalım. 1R ∈ R için 1R = a + b

olacak şekilde ∃ a ∈ A, b ∈ B vardır. Buradan b = 1R − a dır. O halde hipotezden

br = (1R − a)r olacak şekilde bir r ∈ R vardır. Böylece B = R dir. Yani A ≪ RR

dir.
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Teorem 1.7.12. R bir halka olmak üzere Rad(RR) = Rad(RR) dir.

Kanıt. Yardımcı Teorem 1.7.11 de A = Rad(RR) alınırsa Rad(RR) ≤ Rad(RR)

bulunur. Benzer şekilde, Yardımcı Teorem 1.7.11 deki denklikler R sol R-modüller

için yapılırsa Rad(RR) ≤ Rad(RR) bulunur. Sonuç olarak, Rad(RR) = Rad(RR)

elde edilir.

Tanım 1.7.13. R bir halka olsun.

J(R) := Rad(RR) = Rad(RR)

şeklinde tanımlanan R nin idealine Jacobson Radikali denir. Yani J(R), R nin

tüm sağ (sol) maksimal ideallerinin arakesitidir.

1.8. Essential Alt Modüller

Tanım 1.8.1. M bir R-modül ve N ≤M olsun. Eğer N ∩K = 0 koşulunu sağlayan

her K ≤ M için K = 0 ise (denk bir ifadeyle, her 0 6= L ≤ M alt modülü için

N ∩L 6= 0 ise)N ye M nin essential alt modülü ya da M ye N nin essential

genişlemesi (essential extension) denir ve N ≤e M ile gösterilir.

Bu tanıma göre her M modülü kendisinin bir essential alt modülüdür. M mod-

ülünün kendisinden farklı essential alt modülüne öz (proper) essential alt modül

denir.

Örnek 1.8.2. ZZ modülünün sıfırdan farklı her alt modülü ZZ de essential olarak

kapsanır.

Tanım 1.8.3. φ : M −→ N bir R-monomorfizma olsun. Eğer Im(φ) ≤e N ise φ ye

bir essential monomorfizma denir.

Teorem 1.8.4. M bir R-modül olsun. Aşağıdaki özellikler sağlanır.

(i) K ≤ N ≤ M için K ≤e M olması için gerek ve yeter koşul K ≤e N ≤e M

olmasıdır.

(ii) N ≤e M ve K ≤M ise N ∩K ≤e K dır.

(iii) K ≤ N ≤M olmak üzere N
K

≤e
M
K

ise N ≤e M dir.
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(iv) Her i = 1, 2, . . . , t için Ni ≤e Ki ≤M ise
t⋂

i=1

Ni ≤e

t⋂

i=1

Ki dir.

(v) Her essential alt modülün homomorfizma altındaki ters görüntüsü de essen-

tialdır.

(vi) İki essential monomorfizmanın bileşkesi de essentialdır.

(vii) Sonlu sayıda essential alt modülün kesişimi de essentialdır.

Kanıt. (i) (⇒) K ≤e M ve 0 6= X ≤ N olsun. Böylece 0 6= X ≤M olur. K ≤e M

olduğundan K ∩X 6= 0 dır. Her 0 6= X ≤ N için K ∩X 6= 0 olduğundan K ≤e N

dir. Şimdi 0 6= Y ≤ M olsun. O halde 0 6= K ∩ Y ≤ N ∩ Y dir. Her 0 6= Y ≤ M

için N ∩ Y 6= 0 olduğundan N ≤e M bulunur.

(⇐) K ≤e N ≤e M olsun. Her 0 6= S ≤ M için 0 6= N ∩ S ≤ N dir. K ≤e N

olduğundan 0 6= K ∩ (N ∩ S) ≤ K ∩ S dir. Her 0 6= S ≤ M için K ∩ S 6= 0

olduğundan K ≤e M bulunur.

(ii) N ≤e M , K ≤ M ve 0 6= L ≤ K olsun. (N ∩K) ∩ L = N ∩ L 6= 0 dır. Her

0 6= L ≤ K için (N ∩K) ∩ L 6= 0 olduğundan N ∩K ≤e K dır.

(iii) U ≤M ve N ∩U = 0 olsun. Eğer U ≤ K ise U = N ∩U = 0 dır. Eğer K � U

ise 0 6= U
K

≤ M
K

dır. N
K
∩ U

K
= 0 olsun. N

K
≤e

M
K

olduğundan U
K

= 0 bulunur. Yani

U = K dır. Bu ise K � U olmasıyla çelişir. Böylece N ≤e M elde edilir.

(iv) t = 2 için doğru olduğunu gösterelim. N1 ≤e K1 ve N2 ≤e K2 olsun. (N1 ∩

N2) ∩ L = 0 olacak şekilde bir L ≤ K1 ∩K2 alalım. Bu durumda (N1 ∩N2) ∩ L =

N1 ∩ (N2 ∩ L) = 0 dır. N2 ∩ L ≤ L ≤ K1 ∩ K2 ≤ K1 ve N1 ≤e K1 olduğundan

N2 ∩ L = 0 dır. L ≤ K1 ∩ K2 ≤ K2 ve N2 ≤e K2 olduğundan L = 0 dır. Yani

N1 ∩N2 ≤e K1 ∩K2 dir. Tümevarım yöntemiyle genel durum elde edilir.

(v) f : M −→ N bir R-modül homomorfizması ve B ≤e N olsun. Şimdi f−1(B) ∩

U = 0 olacak şekilde bir U ≤ M alalım. x ∈ B ∩ f(U) için x = f(u) olacak şekilde

bir u ∈ U vardır. x = f(u) ∈ B olduğundan u ∈ f−1(B) ∩ U = 0 bulunur. O halde

x = f(u) = f(0) = 0 dır. Yani B ∩ f(U) = 0 dır. B ≤e N olduğundan f(U) = 0

bulunur. Böylece U ≤ Ker(f) = f−1(0) ≤ f−1(B) olduğundan U = f−1(B)∩U = 0

dır. Dolayısıyla f−1(B) ≤e M dir.

(vi) α : A −→ B ve β : B −→ C essential monomorfizmalar olsun. Bu durumda α

ve β birer R-monomorfizma olduğundan β ◦ α da bir R-monomorfizmadır. Şimdi
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β ◦ α nın essential monomorfizma olduğunu gösterelim. Im(β ◦ α) ∩ U = 0 olacak

şekilde bir U ≤ C alalım. Im(β ◦ α) = β
(
Im(α)

)
ve β bire-bir olduğundan 0 =

β−1(0) = β−1
(
Im(β ◦ α)

)
∩ β−1(U) = Im(α) ∩ β−1(U) bulunur. Im(α) ≤e B

olduğundan β−1(U) = 0 dır. Buradan Im(β) ∩ U = 0 dır. Im(β) ≤e C olduğundan

U = 0 bulunur. Dolayısıyla Im(β ◦ α) ≤e C dir. Yani β ◦ α : A −→ C bir essential

monomorfizmadır.

(vii) Her i = 1, 2, . . . , n için Ai ≤e M olsun.
⋂n
i=1Ai ≤e M olduğunu tümevarım

yöntemiyle gösterelim. n = 1 için A1 ≤e M dir. n = k için iddia doğru olsun. Şimdi

n = k+1 için iddianın doğru olduğunu gösterelim. (
⋂k+1
i=1 Ai)∩L = 0 olacak şekilde

bir L ≤M alalım. O halde (
⋂k
i=1Ai)∩ (Ak+1∩L) = 0 dır. Kabulden

⋂k
i=1Ai ≤e M

olduğundan Ak+1 ∩ L = 0 bulunur. Hipotezden Ak+1 ≤e M olduğundan L = 0

bulunur. Sonuç olarak,
⋂k+1
i=1 Ai ≤e M elde edilir.

Bu özellik sonlu olmayan bir index kümesi için doğru değildir. Örneğin; ZZ

modülünde her 0 6= n ∈ Z için 0 6= nZ ≤e Z dir. Fakat

⋂

n∈Z
nZ = 0 �e ZZ

dir.

Uyarı 1.8.5. Bir essential alt modülün homomorfizma altındaki görüntüsü essential

olmayabilir. Bu durum için aşağıdaki örneği verelim.

Örnek 1.8.6. f : Z −→ Z⊕Z, f(n) = (n, 0) Z-modül homomorfizması için 2Z ≤e Z

dir. Fakat f(2Z) = 2Z ⊕ 0 �e Z ⊕ Z dir. Çünkü 0 6= (0 ⊕ Z) ∈ Z ⊕ Z için

(2Z⊕ 0) ∩ (0⊕ Z) = 0 dır.

Önerme 1.8.7. M ve N , R-modüller ve f : M −→ N bir monomorfizma olsun.

Eğer A ≤e B ≤M ise f(A) ≤e f(B) ≤ N dir.

Kanıt. f(A) ∩ f(K) = 0 olsun. Bu durumda f(A ∩ K) ⊆ f(A) ∩ f(K) = 0

olduğundan f(A ∩ K) = 0 dır. f bire-bir olduğundan A ∩ K = 0 dır. A ≤e B

olduğundan K = 0 dır. O halde f(K) = 0 dır. Böylece f(A) ≤e f(B) bulunur.

Önerme 1.8.8. M bir R-modül ve N ≤ M olsun. N ≤e M olması için gerek ve

yeter koşul her 0 6= m ∈M için 0 6= mr ∈ N olacak şekilde bir r ∈ R vardır.
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Kanıt. (⇒) N ≤e M olsun. Her 0 6= m ∈ M için 0 6= mR ≤ M dir. N ≤e M

olduğundan N ∩mR 6= 0 dır. O halde 0 6= mr ∈ N olacak şekilde bir r ∈ R vardır.

(⇐) 0 6= L ≤ M olsun. Bu durumda ∃ 0 6= m ∈ L vardır. Hipotezden 0 6= mr ∈ N

olacak şekilde bir r ∈ R vardır. Ayrıca L ≤ M olduğundan mr ∈ L dir. O halde

0 6= mr ∈ N ∩ L dir. Her 0 6= L ≤ M için N ∩ L 6= 0 olduğundan N ≤e M

bulunur.

Önerme 1.8.9. M bir R-modül ve M = ⊕
i∈I
Mi olsun. Her i ∈ I olmak üzere

Ai ≤e Mi ≤M olması için gerek ve yeter koşul ⊕
i∈I
Ai ≤e ⊕

i∈I
Mi =M olmasıdır.

Kanıt. (⇒) Keyfi 0 6= m ∈ M = ⊕
i∈I
Mi alalım. Bu durumda n ∈ N olmak üzere

m = mi1 + mi2 + · · · + min olacak şekilde ∃ mij ∈ Mij , ij ∈ I, j = 1, 2, . . . , n

vardır. Şimdi n ye göre tümevarım uygulayarak 0 6= mr ∈ ⊕
i∈I
Ai olacak şekilde bir

r ∈ R var olduğunu gösterelim. n = 1 için iddia doğrudur. n = k için iddianın

doğru olduğunu kabul edelim. n = k + 1 için iddianın doğru olduğunu gösterelim.

m
′
:= mi1+mi2+· · ·+mik olsun. Böylecem = mi1+mi2+· · ·+mik+mik+1

= m
′
+mik

şeklinde yazılabilir. Eğer m′
= 0 ise 0 6= m = m1R = mik+1

∈ Aik+1
≤ ⊕

i∈I
Ai dir.

Yani r = 1R alınabilir. Şimdi m′
6= 0 olsun. Bu durumda

k
⊕
n=1

Ain ≤e

k
⊕
n=1

Min

olduğundan Önerme 1.8.8 den, 0 6= m
′
s ∈

k
⊕
n=1

Ain olacak şekilde bir s ∈ S vardır.

Eğer mik+1
s ∈ Aik+1

ise ms = m
′
s +mik+1

s ∈ ⊕
i∈I
Ai ve ms 6= 0 dır. Eğer ms = 0

olsaydı −mik+1
s = m

′
s ∈ Aik+1

∩ (Ai1 ⊕ Ai2 ⊕ · · · ⊕ Aik) = 0 olup m′
s = 0 çelişkisi

elde edilirdi. Dolayısıyla ms 6= 0 dır. Eğer mik+1
s /∈ Aik+1

ise Aik+1
≤e Mik+1

olduğundan Önerme 1.8.8 den, 0 6= (mik+1
s)t ∈ Aik+1

olacak şekilde bir t ∈ R

vardır. O halde r = st ∈ R için mr = m
′
r + mik+1

r ∈ ⊕
i∈I
Ai ve mr 6= 0 dır.

Eğer mr = 0 olsaydı −mik+1
r = m

′
r ∈ Aik+1

∩ (Ai1 ⊕ Ai2 ⊕ · · · ⊕ Aik) = 0 olup

mik+1
r = (mik+1

s)t = 0 çelişkisi elde edilirdi. Dolayısıyla mr 6= 0 olmalıdır. Sonuç

olarak, her 0 6= m ∈ M = ⊕
i∈I
Mi için 0 6= mr ∈ ⊕

i∈I
Ai olacak şekilde bir r ∈ R var

olduğundan ⊕
i∈I
Ai ≤e ⊕

i∈I
Mi =M bulunur.

(⇐) ⊕
i∈I
Ai ≤e ⊕

i∈I
Mi = M olsun. Kabul edelim ki, A1 �e M1 olsun. O halde bir

0 6= K1 ≤ M1 vardır öyle ki A1 ∩K1 = 0 dır. Şimdi x ∈
(
⊕
i∈I
Ai

)
∩K1 alalım. Bu

durumda x = a1 + a2 + · · · + an olacak şekilde ∃ ai ∈ Ai, i = 1, 2, . . . , n vardır.

x − a1 = a2 + a3 + · · · + an ∈ M1 ∩ (M2 ⊕ M3 ⊕ · · · ⊕ Mn) = 0 olduğundan

x = a1 ∈ K1 ∩ A1 = 0 dır. Dolayısıyla
(
⊕
i∈I
Ai

)
∩K1 = 0 dır. ⊕

i∈I
Ai ≤e ⊕

i∈I
Mi = M
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ve K1 ≤ M1 ≤ M olduğundan K1 = 0 bulunur. Bu ise A1 �e M1 olmasıyla çelişir.

Dolayısıyla her i ∈ I için Ai ≤e Mi dir.

Önerme 1.8.10. m ∈M ve N ≤ M olsun. Bu durumda

m−1N = { r ∈ R | mr ∈ N }

kümesi R nin bir sağ idealidir. Ayrıca N ≤e M ise m−1N ≤e RR dir.

Kanıt. Öncelikle m−1N ≤ RR olduğunu gösterelim. 0 ∈ R ve m0 = 0 ∈ N

olduğundan 0 ∈ m−1N dir. Yani m−1N 6= ∅ dir. Her r1, r2 ∈ m−1N ve s ∈ R

için m(r1 − r2) = mr1 − mr2 ∈ N ve m(r1s) = (mr1)s ∈ N olduğundan m(r1 −

r2), m(r1s) ∈ m−1N bulunur. Böylece m−1N ≤ RR elde edilir. Şimdi m ∈ M ,

N ≤e M ve 0 6= L ≤ RR olsun. EğermL = 0 ise L ⊆ m−1N olduğundan L∩m−1N =

L 6= 0 dır. Eğer mL 6= 0 ise N ≤e M olduğundan mL ∩ N 6= 0 dır. Bu durumda

0 6= mr ∈ N olacak şekilde bir r ∈ L vardır. O halde r ∈ m−1N dir. Sonuç olarak,

L ∩m−1N 6= 0 olduğundan m−1N ≤e RR elde edilir.

Önerme 1.8.11. M bir R-modül, 0 6= m ∈ M ve N ≤e M olsun. Bu durumda

mI 6= 0 ve mI ⊆ N olacak şekilde bir I ≤e RR vardır.

Kanıt. I := { r ∈ R | mr ∈ N } olsun. Bu durumda I ≤ RR ve mI ⊆ N dir.

N ≤e M olduğundan 0 6= mr ∈ N olacak şekilde bir r ∈ R vardır. Yani r ∈ I

için mI 6= 0 dır. Şimdi 0 6= J ≤ RR olsun. Eğer mJ = 0 ise J ⊆ I olduğundan

J ∩ I = J 6= 0 dır. Eğer mJ 6= 0 ise N ≤e M olduğundan mJ ∩N 6= 0 dır. Böylece

0 6= mx ∈ N olacak şekilde bir x ∈ J vardır. O halde x ∈ I dır. Sonuç olarak,

J ∩ I 6= 0 olduğundan I ≤e RR elde edilir.

Önerme 1.8.12. M bir R-modül ve K ≤ M olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler

denktir.

(i) K ≤e M

(ii) i : K −→M içerme dönüşümü bir essential monomorfizmadır.

(iii) Her R-modül N ve f ∈ HomR(M,N) için Ker(f)∩K = 0 ise Ker(f) = 0 dır.
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Kanıt. (i) ⇔ (ii) i(K) = K ≤e M olduğundan açıktır.

(i) ⇒ (iii) Her R-modül N ve f ∈ HomR(M,N) için Ker(f) ∩ K = 0 olsun. O

halde K ≤e M olduğundan Ker(f) = 0 dır.

(iii) ⇒ (i) L ∩ K = 0 olacak şekilde bir L ≤ M alalım. π : M −→ M/L doğal

homomorfizmasını göz önüne alalım. Ker(π) = L dir. O halde hipotezden Ker(π) =

L = 0 dır. Dolayısıyla K ≤e M dir.

Teorem 1.8.13. M bir R-modül olsun. Bu durumda aşağıdakiler denktir.

(i) M bir yarı-basit modüldür.

(ii) M nin öz essential alt modülü yoktur.

Kanıt. (i) ⇒ (ii) M bir yarı-basit modül ve A � M olsun. Kabul edelim ki,

A ≤e M olsun. M yarı-basit olduğundan A ≤d M dir. Dolayısıyla A ⊕ U = M

olacak şekilde bir U ≤ M vardır. Buradan A∩U = 0 ve A ≤e M olduğundan U = 0

olmalıdır. O halde A = M dir. Bu ise çelişkidir. Yani M nin essential alt modülü

sadece kendisidir.

(ii) ⇒ (i) Kabul edelim ki M nin öz essential alt modülü olmasın. A ≤ M olsun.

O halde A nın bir C komplementi vardır öyle ki A ∩ C = 0 ve A ⊕ C ≤e M dir.

Kabulden A ⊕ C = M olmalıdır. Böylece A ≤d M olduğundan M bir yarı-basit

modüldür.

1.9. Düzgün (Uniform) Modüller

Tanım 1.9.1. M sıfırdan farklı bir R-modül olsun. Eğer her 0 6= U ≤ M için

U ≤e M oluyorsa M ye düzgün (uniform) modül denir.

Örnek 1.9.2. (i) Her 0 6= U ≤ ZZ için U ≤e ZZ olduğundan ZZ bir düzgün

modüldür.

(ii) Z6, Z-modül olarak düzgün modül değildir. Çünkü Z6 nın 2̄Z ve 3̄Z alt modülleri

için 2̄Z ∩ 3̄Z = {0̄} dır.

(iii) Her cisim kendi üzerinde bir düzgün modüldür.
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1.10. Komplement Alt Modüller

Tanım 1.10.1. M bir R-modül ve A ≤M olsun. A∩C = 0 özelliğine göre maksimal

olan bir C ≤M alt modülüne A nın (M deki) komplementi denir. C alt modülü

tek olmak zorunda değildir.

Örnek 1.10.2. F bir cisim, x ∈ F ve MR = (F ⊕ F )F olsun.

A = (1, 0)F = { (u, 0) | u ∈ F } ≤MR

alalım.

C = (x, 1)F = { (xv, v) | v ∈ F } ≤MR

olmak üzere C ler, A nın MR deki komplementleridir. Eğer F cismi sonlu ise A

nın sonlu tane komplementi vardır. Eğer F cismi sonsuz ise A nın sonsuz tane

komplementi vardır.

Önerme 1.10.3. M bir R-modül ve A,B ≤ M olmak üzere A ∩ B = 0 olsun. Bu

durumda B ≤ C olacak şekilde A nın M de bir C komplementi vardır.

Kanıt. İspatı Zorn Lemma’yı kullanarak yapalım.

Ω := {X ≤M |A ∩X = 0 ve B ≤ X }

kümesini tanımlayalım. B ∈ Ω olduğundan Ω 6= ∅ dır. Γ := {Xi}i∈I , Ω nın bir

zinciri ve Λ :=
⋃

i∈I Xi olsun. Bu durumda Γ tam sıralı olduğundan her Xi, Xj ∈ Γ

için Xi ⊆ Xj ya da Xj ⊆ Xi dir. O halde Λ, M nin bir alt modülüdür. Her

i ∈ I için B ≤ Xi olduğundan B ≤
⋃

i∈I Xi = Λ dır. Her i ∈ I için A ∩ Xi = 0

olduğundan A ∩ (
⋃

i∈I Xi) =
⋃

i∈I(A ∩Xi) = 0 dır. Yani Λ ∈ Ω dır. Λ, Γ zincirinin

bir üst sınırıdır. Böylece Zorn Lemma ile Ω nın bir maksimal elemanı ve bunu C

ile gösterelim. A ∩ C = 0 olduğundan C, A nın M deki bir komplementidir. Ω nın

tanımından B ≤ C dir.

Sonuç 1.10.4. M R-modülünün her alt modülünün M de bir komplementi vardır.

Kanıt. A, B ≤ M olmak üzere A ∩ B = 0 olsun. Önerme 1.10.3 te B = 0 alınırsa

A ∩ 0 = 0 dır. O halde 0 ≤ C olacak şekilde A nın M de bir C komplementi

vardır.
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Önerme 1.10.5. M bir R-modül ve N ≤ M olsun. K ≤ M , N nin M deki bir

komplementi ise N ⊕K ≤e M dir.

Kanıt. N∩K = 0 olduğundanN+K = N⊕K ≤M dir. L ≤ M ve (N⊕K)∩L = 0

olsun. Bu durumda (N ⊕K)+L = (N ⊕K)⊕L dir. Böylece N ∩ (K⊕L) = 0 olur.

K, N ile arakesiti sıfır olan maksimal alt modül olduğundan K ⊕ L = K olmalıdır.

K ∩ L = 0 olduğundan L = 0 bulunur. O halde N ⊕K ≤e M dir.

Yardımcı Teorem 1.10.6. M bir R-modül, N ≤ M ve K ≤d M olsun. Bu

durumda K nın, M de N nin bir komplementi olması için gerek ve yeter koşul

N ∩K = 0 ve N ⊕K ≤e M olmasıdır.

Kanıt. (⇒) K, N nin M de bir komplementi olsun. Bu durumda N ∩K = 0 dır.

0 6= x ∈ M olsun. Eğer x ∈ K ise 0 6= xR = K ∩ xR ⊆ (N ⊕K) ∩ xR dir. Böylece

(N⊕K)∩xR 6= 0 dır. Şimdi x /∈ K olsun. Bu durumda K, N ile arakesiti sıfır olan

maksimal alt modül olduğundan N ∩ (xR + K) 6= 0 dır. O halde 0 6= n = xr + k

olacak şekilde ∃ n ∈ N , k ∈ K, r ∈ R vardır. Buradan n− k = xr ∈ (N ⊕K) ∩ xR

dir. Eğer n− k = 0 olsaydı n = k ∈ N ∩K = 0 olup n = 0 olurdu. Bu ise çelişkidir.

Dolayısıyla (N ⊕K) ∩ xR 6= 0 dır. Böylece her 0 6= x ∈ M için (N ⊕K) ∩ xR 6= 0

olduğundan N ⊕K ≤e M dir.

(⇐) K ≤d M olduğundan M = K ⊕K
′ olacak şekilde bir K ′

≤ M vardır. Kabul

edelim ki, K ⊆ K1 ve N ∩ K1 = 0 olacak şekilde bir K1 ≤ M olsun. Buradan

K1 = K1 ∩ (K ⊕ K
′
) = K ⊕ (K1 ∩ K

′
) bulunur. K1 ∩ K

′
= 0 dır. Gerçekten,

0 6= y ∈ (K1 ∩K
′
) ≤ M olsun. N ⊕K ≤e M olduğundan (N ⊕K) ∩ yR 6= 0 olur.

O halde 0 6= yr = n + k olacak şekilde ∃ n ∈ N , k ∈ K, r ∈ R vardır. Böylece

n = yr − k ∈ N ∩ K1 = 0 dır. O halde k = yr ∈ K ∩ K
′
= 0 dır. Bu ise yr 6= 0

olduğundan bir çelişkidir. Dolayısıyla K1 ∩K
′
= 0 olup K = K1 elde edilir. Yani

K, N nin M deki bir komplementidir.

Teorem 1.10.7. M bir R-modül olmak üzere N, K ≤ M ve N ∩K = 0 olsun. K

nın, M de N nin bir komplementi olması için gerek ve yeter koşul

N ⊕K

K
≤e

M

K

olmasıdır.
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Kanıt. (⇒)K, N ninM deki bir komplementi olsun. K ≤ L ≤M için N⊕K
K

∩ L
K

= 0

olsun. Bu durumda (N ⊕K) ∩ L = K dır. Modüler kuralından (N ∩ L) ⊕K = K

bulunur. Dolayısıyla N ∩ L ≤ K dır. Buradan N ∩ L ≤ K ∩ N = 0 olduğundan

N ∩ L = 0 bulunur. K, N ile arakesiti sıfır olan maksimal alt modül olduğundan

L = K olmalıdır. O halde L
K

= 0 dır. Sonuç olarak, N⊕K
K

≤e
M
K

elde edilir.

(⇐) N ∩ L = 0 ve K ≤ L olacak şekilde bir L ≤ M alalım. x ∈ (N ⊕ K) ∩ L

olsun. Bu durumda x = n + k olacak şekilde ∃ n ∈ N, k ∈ K vardır. Buradan

n = x− k ∈ N ∩L = 0 olduğundan n = 0 bulunur. O halde x = k ∈ K olduğundan

(N ⊕K) ∩ L = K dır. Böylece N⊕K
K

∩ L
K

= 0 dır. N⊕K
K

≤e
M
K

olduğundan L
K

= 0

olmalıdır. Yani K = L dir. Dolayısıyla K, N nin M de bir komplementidir.

Tanım 1.10.8. M bir R-modül ve K ≤M olsun. K nın, M de komplementi olduğu

bir L ≤ M var ise K ya M de bir komplement alt modül denir ve K ≤c M ile

gösterilir. Ayrıca 0 ≤c M ve M ≤c M olduğu açıktır.

Uyarı 1.10.9. M bir R-modül olmak üzere M nin her dik toplananı M nin bir

komplement alt modülüdür. Gerçekten, K ≤d M olsun. Bu durumda ∃ N ≤ M

için M = K ⊕ N dir. Şimdi N ∩ L = 0 ve K ≤ L olacak şekilde bir L ≤ M

alalım. L = L ∩M = L ∩ (K ⊕ N) = K ⊕ (N ∩ L) = K dır. Yani K, N nin bir

komplementidir.

Fakat bu sonucun tersi genel olarak doğru olmayabilir. Yani bir modülün komp-

lement alt modülü bir dik toplanan olmak zorunda değildir. Aşağıdaki örnek bu

durumu açıklamaktadır.

Örnek 1.10.10. F bir cisim ve V , F üzerinde 2 boyutlu bir vektör uzayı olsun.

V = v1F ⊕ v2F alalım. Bu durumda

R =
{ [

f v

0 f

]

| f ∈ F, v ∈ V
}

bilinen matris işlemleri ile birimli, değişmeli ve ayrıştırılamaz bir halkadır.

I =
{[

0 v1f

0 0

]

| f ∈ F, v1 ∈ V
}

≤ RR

alalım.

J =
{[

0 v2f

0 0

]

| f ∈ F, v2 ∈ V
}

≤ RR
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olmak üzere I, J nin RR deki bir komplementidir. Yani I ≤c RR dir. Fakat I �d RR

dir. Çünkü RR nin, 0 ve kendisinden başka dik toplananı yoktur.

Tanım 1.10.11. M bir R-modül ve K ≤ M olsun. K nın öz essential genişlemesi

yoksa (yani K ≤e N ≤ M ise K = N) K ya M de kapalı (closed) alt modül

denir.

Önerme 1.10.12. M bir R-modül ve N ≤ M olsun. Bu durumda N ≤e K ≤c M

olacak şekilde bir K ≤M alt modülü vardır.

Kanıt. N ′ , N nin M deki bir komplementi olsun. Bu durumda N ′
∩ N = 0 dır.

Önerme 1.10.3 ten, N ≤ K olacak şekilde N ′ nün bir K komplementi vardır. Şimdi

0 6= L ≤ K olsun. N
′
≤ L + N

′ ve N ′ , N nin bir komplementi olduğundan

(L+N
′
)∩N 6= 0 dır. Böylece n = l+n

′ olacak şekilde ∃ 0 6= n ∈ N, l ∈ L, n
′
∈ N

′

vardır. Buradan n′
= n− l ∈ N

′
∩K = 0 olduğundan 0 6= n = l ∈ N ∩ L dir. Yani

N ∩ L 6= 0 dır. Sonuç olarak, N ≤e≤ K ≤c M bulunur.

Tanım 1.10.13. M bir R-modül ve N ≤ K ≤ M olsun. Eğer N ≤e K ≤c M ise,

K ya N nin M deki kapanışı (closure) denir.

Önerme 1.10.14. M bir R-modül ve K ≤M olsun. K ≤c M olması için gerek ve

yeter koşul K ≤e L ≤ M ise K = L olmasıdır.

Kanıt. (⇒) K ≤c M ve K ≤e L ≤ M olsun. O halde K, K ′ nün M deki bir

komplementi olacak şekilde bir K ′
≤M vardır. 0 = K ∩K

′
≤e L ∩K

′ olduğundan

L∩K
′
= 0 dır. Fakat K, K ′ ile arakesiti sıfır olan maksimal alt modül olduğundan

K = L olmalıdır.

(⇐) K ≤ M olduğundan Önerme 1.10.12 den, K ≤e L ≤c M olacak şekilde bir

L ≤M vardır. Hipotezden, K = L dir. Yani K ≤c M dir.

Önerme 1.10.15. M bir R-modül olsun. Eğer K ≤c N ≤c M ise K ≤c M dir.

Kanıt. K ≤c N ≤c M olduğundan K, K ′ nün N deki bir komplementi ve N , N ′

nünM deki bir komplementi olacak şekilde ∃ K ′
≤ N , N ′

≤M vardır. K ′
+N

′
≤M

veK∩(K
′
+N

′
) = 0 dır. Gerçekten, x ∈ K∩(K

′
+N

′
) olsun. Bu durumda x = k

′
+n

′

olacak şekilde ∃ k
′
∈ K

′ , n′
∈ N

′ vardır. Buradan x− k
′
= n

′
∈ N ∩N

′
= 0 dır. O
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halde x = k
′
∈ K ∩K

′
= 0 dır. Yani x = 0 dır. Şimdi K ≤e L ≤ M olacak şekilde

bir L ≤ M alalım. Bu durumda 0 = K ∩ (K
′
+N

′
) ≤e L ∩ (K

′
+ N

′
) olduğundan

L ∩ (K
′
+N

′
) = 0 dır. Böylece

[N ∩ (L+N
′

)] ∩K
′

= (N ∩K
′

) ∩ (L+N
′

) = K
′

∩ (L+N
′

) = 0

bulunur. K ≤ N ∩ (L + N
′
) ve K, K ′ nün N deki bir komplementi olduğundan

K = N ∩ (L + N
′
) olmalıdır. 0 = [N ∩ (L + N

′
)] ∩ N

′
≤e L ∩ N

′ olduğundan

L ∩ N
′
= 0 dır. O halde (N + L) ∩ N

′
= L ∩ N

′
= 0 dır. N ≤ N + L ve N ,

N
′ nün M deki komplementi olduğundan N = N + L olmalıdır. Yani L ≤ N dir.

L = L ∩ (L + N
′
) ≤ N ∩ (L + N

′
) = K olduğundan K = L dir. Böylece Önerme

1.10.14 ten K ≤c M bulunur.

1.11. Yarı-Basit (Semisimple) Modüller ve Socle

Tanım 1.11.1. M bir R-modül olsun. M nin her alt modülü bir dik toplanan ise

M modülüne yarı-basit (semisimple) modül denir.

Eğer M bir basit modül ise M nin alt modülleri 0 ve kendisidir. M = 0 ⊕M

olduğundanM yarı-basit modül olur. Böylece basit modüller aynı zamanda yarı-basit

modüllerdir. Diğer yandan, bu tanıma göre 0 modülü yarı-basittir fakat basit modül

tanım gereği 0 modülü basit değildir.

Tanım 1.11.2. R bir halka olsun. Eğer RR (RR) yarı-basit ise R halkasına sağ

(sol) yarı-basit halka denir.

Yardımcı Teorem 1.11.3. MR bir yarı-basit modül olsun. Bu durumda M nin

sıfırdan farklı her alt modülü bir basit alt modül kapsar.

Kanıt. 0 6= U ≤ M ve U sonlu üretilmiş olsun. Sonuç 1.2.24 ten, bir C ≤ U

maksimal alt modülü vardır. Kabulden, M = C ⊕ D olacak şekilde bir D ≤ M

vardır. Böylece modüler kuralından U = U ∩M = U ∩ (C ⊕ D) = C ⊕ (U ∩ D)

bulunur. Buradan U/C ∼= U ∩D dir. C, U da maksimal olduğundan U/C basittir.

Dolayısıyla U ∩D de basittir. O halde U ∩D, U nun bir basit alt modülüdür.
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Yardımcı Teorem 1.11.4. M bir R-modül olsun. {Mi}i∈I , M nin basit alt mo-

düllerinin bir ailesi olmak üzere M =
∑

i∈IMi ve U ≤ M olsun. Bu durumda

aşağıdakiler sağlanır.

(a) M = U ⊕
(
⊕
i∈J

Mi

)
olacak şekilde bir J ⊆ I alt kümesi vardır.

(b) U ∼= ⊕
i∈K

Mi olacak şekilde bir K ⊆ I alt kümesi vardır.

Kanıt. (a) M =
∑

i∈IMi ve U ≤ M olsun.

Γ :=

{

L |L ⊆ I ve U +
( ∑

i∈L

Mi

)
= U ⊕

(
⊕
i∈L

Mi

)
}

kümesini tanımlayalım. ⊕
i∈∅
Mi = 0 olduğundan ∅ ∈ Γ dır. Yani Γ 6= ∅ dir. Γ, “⊆”

bağıntısına göre bir kısmen sıralı kümedir. Λ, Γ da bir zincir olsun. L′
:=

⋃

L∈Λ L

olsun. Şimdi L′
∈ Γ olduğunu gösterelim. E sonlu olmak üzere E ⊆ L

′ alalım. O

halde Λ tam sıralı olduğundan ∃ L ∈ Λ için E ⊆ L dir. Şimdi u ∈ U ve mi ∈ Mi

olmak üzere 0 = u+
∑

i∈Emi olsun. E ⊆ L olduğundan her i ∈ E için u = mi = 0

dır. Buradan

U +
( ∑

i∈L′

Mi

)
= U ⊕

(
⊕
i∈L′

Mi

)

elde edilir. Yani L′
∈ Γ dır. L′ , Λ zincirinin bir üst sınırıdır. Böylece Zorn Lemma

ile Γ nın bir maksimal elemanı vardır ve buna J diyelim.

N := U +
(∑

i∈J

Mi

)
= U ⊕

(
⊕
i∈J

Mi

)

olsun. Şimdi herhangi bir i0 ∈ I için N + Mi0 alt modülünü göz önüne alalım.

J $ J ∪ {i0} ve J , Γ nın maksimal elemanı olduğundan N + Mi0 6= N ⊕ Mi0

olmalıdır. Dolayısıyla N ∩ Mi0 6= 0 dır. N ∩ Mi0 ≤ Mi0 ve Mi0 basit modül

olduğundan N ∩Mi0 =Mi0 olur. Buradan Mi0 ≤ N dir. Yani N , M nin tüm basit

alt modüllerini kapsar. Böylece M =
∑

i∈IMi ≤ N ≤ M bulunur. Yani M = N

dir.

(b) (a) seçeneğinden dolayı M = U ⊕
(
⊕
i∈J

Mi

)
olacak şekilde bir J ⊆ I alt kümesi

vardır. Şimdi U ≤ M alt modülü yerine ⊕
i∈J

Mi ≤ M alt modülüne (a) uygulanırsa

M =
(
⊕
i∈J

Mi

)
⊕
(
⊕
i∈K

Mi

)
olacak şekilde bir K ⊆ I vardır. O halde 1. İzomorfizma

Teoremi’nden,
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U ∼=M/
(
⊕
i∈J

Mi

)
∼= ⊕

i∈K
Mi

elde edilir.

Teorem 1.11.5. M bir R-modül olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) M nin her alt modülü, basit alt modüllerinin bir toplamıdır.

(2) M , basit alt modüllerinin bir toplamıdır.

(3) M , basit alt modüllerinin bir dik toplamıdır.

(4) M bir yarı-basit modüldür.

Kanıt. (1) ⇒ (2) Açıktır.

(2) ⇒ (3) Her λ ∈ Λ için Mλ ≤ M basit alt modüller için M =
∑

λ∈ΛMλ olsun.

Yardımcı Teorem 1.11.4 (a) da U = 0 alınırsaM = ⊕
λ∈Λ′

Mλ olacak şekilde bir Λ′ ⊆ Λ

vardır.

(3) ⇒ (4) Hipotezden, M = ⊕
λ∈Λ

Mλ olacak şekilde Mλ basit alt modülleri vardır.

Varsayalım ki, U ≤ M olsun. M =
∑

λ∈ΛMλ olduğundan Yardımcı Teorem

1.11.4 (a) dan, M = U ⊕
(

⊕
λ∈Λ′

Mλ

)
olacak şekilde bir Λ′ ⊆ Λ vardır. Böylece

U ≤d M dir.

(4) ⇒ (1) Her λ ∈ Λ için Mλ lar birer basit alt modül ve Mλ ≤ U ≤ M ol-

mak üzere U0 :=
∑

λ∈ΛMλ olsun. Bu durumda U0, M nin bir alt modülüdür.

Hipotezden, U0 ≤d M dir. Böylece M = U0 ⊕ N olacak şekilde bir N ≤ M vardır.

U = M ∩ U = (U0 ⊕ N) ∩ U = U0 ⊕ (N ∩ U) bulunur. Eğer N ∩ U = 0 ise (1)

sağlanır. Şimdi N ∩ U 6= 0 olduğunu kabul edelim. Buradan 0 6= N ∩ U ≤ M

olduğundan Yardımcı Teorem 1.11.3 ten, B ≤ N ∩ U olacak şekilde M nin bir

B basit alt modülü vardır. O halde B ≤ U0 dır. Diğer yandan, B ≤ N ∩ U

olduğundan B ≤ U0 ∩ (N ∩ U) = 0, bu ise çelişkidir. Dolayısıyla N ∩ U = 0 olup

U = U0 =
∑

λ∈ΛMλ elde edilir. Yani M nin her alt modülü, basit alt modüllerinin

bir toplamıdır.

Tanım 1.11.6. M bir R-modül olsun. M nin bütün basit (minimal) alt modüllerinin

toplamına M nin socle’ı denir ve Soc(M) ile gösterilir. Yani

Soc(M) =
∑

{N |N ≤M basit alt modül }
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şeklindedir. Eğer M nin basit alt modülü yoksa Soc(M) = 0 dır. Soc(M) nin

tanım gereği yarı-basit olduğu söylenebilir. K, M nin bir yarı-basit alt modülü ve

i : K −→ M içerme dönüşümü olsun. O halde K = i(K) ≤ Soc(M) dir. Yani

Soc(M), M nin en büyük yarı-basit alt modülüdür.

Örnek 1.11.7. (i) Soc(Z/4Z) = 2Z/4Z dir.

(ii) F bir cisim olmak üzere Soc(FF ) = 0 dır.

(iii) Soc(ZZ) = 0 ve Soc(QZ) = 0 dır. Çünkü ZZ ve QZ modüllerinin minimal alt

modülleri yoktur.

Sonuç 1.11.8. M bir R-modül olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) Her N ≤M için Soc(N) = N dir.

(2) M = Soc(M) dir.

(3) M , basit alt modüllerinin bir dik toplamıdır.

(4) M bir yarı-basit modüldür.

Örnek 1.11.9. (i) ZZ ve QZ yarı-basit modül değildir.

(ii) p bir asal sayı olmak üzere Z-modül Z/pZ basit modüldür. Soc(Z/pZ) = Z/pZ

olduğundan Z/pZ bir yarı-basit modüldür.

(iii) Soc(2Z/4Z) = 2Z/4Z olduğundan 2Z/4Z, Z-modül olarak yarı-basit modüldür.

(iv) Z6, Z-modül olarak bir yarı-basit modüldür. Gerçekten, Z6 =< 0̄ > ⊕ Z6 ve

Z6 =< 2̄ > ⊕ < 3̄ > dir. Yani Z6 nın bütün alt modülleri Z6 nın bir dik toplananıdır.

Sonuç 1.11.10. (i) Bir yarı-basit modülün her alt modülü de yarı-basittir.

(ii) Bir yarı-basit modülün her bölüm modülü de yarı-basittir.

(iii) Bir yarı-basit modülün homomorfik görüntüsü de yarı-basittir.

(iv) Yarı-basit modüllerin toplamları da yarı-basittir.

Kanıt. (i) MR bir yarı-basit modül ve N ≤ M olsun. K ≤ N alalım. Buradan

K ≤ N ≤ M dir. Kabulden K ≤d M dir. Yani M = K ⊕ L olacak şekilde bir

L ≤ M vardır. Modüler kuralından N = N ∩M = N ∩ (K ⊕ L) = K ⊕ (N ∩ L)

bulunur. Yani K ≤d N dir. Sonuç olarak, N bir yarı-basit modüldür.
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(ii) MR bir yarı-basit modül ve N ≤ M olsun. Kabulden M = N ⊕ K olacak

şekilde bir K ≤ M vardır. 1. İzomorfizma Teoremi’nden M/N ∼= K bulunur. (i)

den K yarı-basittir. Dolayısıyla K ya izomorf olan M/N de yarı-basittir.

(iii) AR bir yarı-basit modül ve α : A −→ B bir R-modül homomorfizması olsun.

Ker(α) ≤ A ve A yarı-basit modül olduğundan A = Ker(α)⊕ C olacak şekilde bir

C ≤ A vardır. Böylece 1. İzomorfizma Teoremi’nden, α(A) ∼= A/Ker(α) ∼= C dir.

(i) den C yarı-basittir. Dolayısıyla α(A) da yarı-basittir.

(iv) AR, yarı-basit modüllerin toplamı olsun. Teorem 1.11.5 den her yarı-basit

modül basit modüllerin toplamı olduğundan A basit modüllerin toplamıdır. O halde

yine Teorem 1.11.5 den A bir yarı-basit modüldür.

Önerme 1.11.11. f : M −→ N bir R-modül homomorfizması olsun. Bu durumda

f
(
Soc(M)

)
≤ Soc(N) dir.

Kanıt. Her i ∈ I için Mi ≤ M basit alt modüller için Soc(M) =
∑

i∈IMi şek-

linde yazılabilir. Şimdi f ′
:= f|Mi

: Mi −→ N olsun. Ker(f
′
) ≤ Mi ve Mi basit

olduğundan Ker(f
′
) = 0 ya da Ker(f

′
) = Mi bulunur. Buradan Mi/Ker(f

′
) ∼=

f
′
(Mi) bulunur. O halde f

′
(Mi) basit ya da f

′
(Mi) = 0 olur. Sonuç olarak,

f
(
Soc(M)

)
= f(

∑

i∈IMi) =
∑

i∈I f(Mi) olduğundan f
(
Soc(M)

)
, N nin bir yarı-

basit alt modülüdür. Ayrıca Soc(N), N nin en büyük yarı-basit alt modülü olduğun-

dan f
(
Soc(M)

)
≤ Soc(N) bulunur.

Sonuç 1.11.12. M bir R-modül olsun. Eğer U ≤M ise Soc(U) ≤ Soc(M) dir.

Kanıt. i : U −→M bir içerme dönüşümü olsun. Bu durumda Önerme 1.11.11 den,

Soc(U) = i
(
(Soc(U)

)
≤ Soc(M) bulunur.

Sonuç 1.11.13. f : M −→ N bir R-homomorfizma olsun. Eğer Im(f) ≤e N ise

f
(
Soc(M)

)
= Soc(N) dir.

Kanıt. Öncelikle Önerme 1.11.11 den, f
(
Soc(M)

)
≤ Soc(N) dir. Şimdi U ≤ N

bir basit alt modül olsun. Im(f) ≤e N olduğundan U ≤ Im(f) dir. O halde

f−1(U) ≤ Soc(M) dir. Bu durumda U = f
(
f−1(U)

)
≤ f

(
Soc(M)

)
olduğundan

Soc(N) ≤ f
(
Soc(M)

)
dir. Sonuç olarak, f

(
Soc(M)

)
= Soc(N) elde edilir.

Önerme 1.11.14. M bir R-modül olmak üzere M Soc(RR) ≤ Soc(M) dir.
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Kanıt. Her r ∈ R için fm(r) = mr ile tanımlı fm : R −→ M dönüşümü R-modül

homomorfizmasıdır. Bu durumda fm
(
Soc(RR)

)
= m Soc(RR) dir. Önerme 1.11.11

den, m Soc(RR) = fm
(
Soc(RR)

)
≤ Soc(M) bulunur. Her m ∈M için m Soc(RR) ≤

Soc(M) olduğundan M Soc(RR) ≤ Soc(M) elde edilir.

Uyarı 1.11.15. Önerme 1.11.14 te MR = RR alınırsa Soc(RR), R nin bir ideali

olur. Benzer şekilde, Soc(RR) de R nin bir idealidir. Fakat Soc(RR) 6= Soc(RR) dir.

Örnek 1.11.16. F bir cisim olmak üzere ve R =
[
F F
0 F

]
olsun. Bu durumda

Soc(RR) =
[
0 F

0 0

]

⊕
[
0 0

0 F

]

=
[
0 F

0 F

]

ve Soc(RR) =
[
F 0

0 0

]

⊕
[
0 F

0 0

]

=
[
F F

0 0

]

olduğundan Soc(RR) 6= Soc(RR) elde edilir.

Teorem 1.11.17. M bir R-modül olsun. Bu durumda

Soc(M) =
⋂

{N |N ≤e M }

dir.

Kanıt. S ≤ M ve S basit modül olsun. N ≤e M alalım. Bu durumda 0 6= N ∩S ≤

S ve S basit modül olduğundan N ∩ S = S olmalıdır. Yani S ≤ N dir. Böylece

her N ≤e M için S ≤ N olduğundan Soc(M) ≤
⋂
{N |N ≤e M } bulunur. Diğer

yandan,

X :=
⋂
{N |N ≤e M }

olsun. ŞimdiX ≤ Soc(M) olduğunu gösterelim. Y ≤ X alalım. O halde Y nin bir Z

komplementi vardır öyle ki Y ∩Z = 0 ve Y ⊕Z ≤e M dir. Bu durumda X ≤ Y ⊕Z

dir. Böylece her x ∈ X için x = y+z olacak şekilde ∃ y ∈ Y, z ∈ Z vardır. Buradan

x−y = z ∈ X ∩Z olduğundan x ∈ Y +(X ∩Z) dir. Böylece X ≤ Y +(X ∩Z) ≤ X

olduğundan X = Y + (X ∩ Z) dir. Ayrıca Y ∩ (X ∩ Z) ≤ Y ∩ Z = 0 olduğundan

Y ∩ (X ∩ Z) = 0 bulunur. O halde X = Y ⊕ (X ∩ Z) dir. Her Y ≤ X için

Y ≤d X olduğundan X yarı-basit modüldür. Bu durumda X = Soc(X) ≤ Soc(M)

dir. Sonuç olarak, Soc(M) =
⋂

{N |N ≤e M } elde edilir.
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Önerme 1.11.18. M bir R-modül ve N ≤M olsun. Bu durumda

Soc(N) = N ∩ Soc(M)

dir. Özellikle, Soc
(
Soc(M)

)
= Soc(M) dir.

Kanıt. N ≤ M olsun. Soc(N) ≤ N ve Soc(N) ≤ Soc(M) olduğundan Soc(N) ≤

N∩Soc(M) bulunur. Diğer yandan, K ≤M bir basit alt modül veK ≤ N olsun. Bu

durumda K = Soc(K) olduğundan K ≤ Soc(N) dir. Böylece N∩Soc(M) ≤ Soc(N)

bulunur. Sonuç olarak, Soc(N) = N ∩ Soc(M) elde edilir. Özel olarak, N ≤ M alt

modülü yerine Soc(M) ≤M alt modülü alınırsa

Soc
(
Soc(M)

)
= Soc(M) ∩ Soc(M) = Soc(M)

elde edilir.

Önerme 1.11.19. M bir R-modül olsun. Eğer M =
⊕

i∈I

Mi ise

Soc(M) =
⊕

i∈I

Soc(Mi)

dir.

Kanıt. Her i ∈ I için Soc(Mi) yarı-basit modül olduğundan Soc(Mi), Mi nin basit

alt modüllerinin bir direkt toplamıdır. Bu durumda
⊕

i∈I Soc(Mi) de bir yarı-basit

modül olur. Her i ∈ I için Soc(Mi) ≤ Mi olduğundan
⊕

i∈I Soc(Mi) ≤
⊕

i∈IMi

dir. Ayrıca Soc
(⊕

i∈IMi

)
,
⊕

i∈IMi nin en büyük yarı-basit alt modülü olduğundan
⊕

i∈I Soc(Mi) ≤ Soc
(⊕

i∈IMi

)
bulunur.

Diğer yandan, S ≤
⊕

i∈IMi bir basit alt modül olsun. Teorem 1.2.29 dan her

0 6= x ∈ S için S = xR yazılabilir. Bu durumda n ∈ N olmak üzere x = mi1 +mi2 +

· · · + min olacak şekilde ∃ mij ∈ Mij , ij ∈ I, j = 1, 2, . . . , n vardır. x in sıfırdan

farklı bileşeni mij ∈ Mij olsun. Şimdi fj(xr) = mijr ile tanımlı fj : S −→ Mij

dönüşümünü göz önüne alalım. Her xr1, xr2 ∈ S için xr1 = xr2 olsun. Bu durumda

mijr1 = mijr2 olduğundan fj(xr1) = fj(xr2) dir. O halde fj iyi tanımlıdır. Her
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xr1, xr2 ∈ S ve a ∈ R için

fj(xr1 + xr2) = mij (r1 + r2) = mijr1 +mijr2 = fj(xr1) + fj(xr2)

fj
(
(xr1)a

)
= fj

(
x(r1a)

)
= mij (r1a) = (mijr1)a = fj(xr1)a

olduğundan fj bir homomorfizmadır. Her mijr ∈ Mij için fj(0, 0, . . . , mijr, 0, . . .) =

mijr olacak şekilde ∃ (0, 0, . . . , mijr, 0, . . .) ∈ S vardır. O halde fj örtendir. Yani

fj(S) =Mij dir. Bir basit modülün her homomorfik görüntüsü de basit olduğundan

Mij de basittir. Bu durumda Mij ≤ Soc(Mij ) dir. Böylece

S ≤
⊕

j

Mij ≤
⊕

j

Soc(Mij ) ≤
⊕

i∈I

Soc(Mi)

olduğundan Soc
(⊕

i∈IMi

)
≤

⊕

i∈I Soc(Mi) bulunur. Sonuç olarak,

Soc
(
M) =

⊕

i∈I

Soc(Mi)

elde edilir.

1.12. Noetherian ve Artinian Modüller

Tanım 1.12.1. A bir R-modül olsun. Eğer A nın alt modüllerinin boştan farklı her

ailesi bir maksimal (minimal) elemana sahip ise, A modülüne maksimal (mini-

mal) şartını sağlıyor denir.

Tanım 1.12.2. A bir R-modül olsun. A nın alt modüllerinin

A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ . . .

şeklindeki her artan zinciri için An+i = An (∀ i ∈ N) olacak şekilde bir n ∈ N varsa,

A ya artan zincir koşulunu (ACC) sağlıyor denir.

Tanım 1.12.3. A bir R-modül olsun. A nın alt modüllerinin

A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . .

şeklindeki her azalan zinciri için An+i = An (∀ i ∈ N) olacak şekilde bir n ∈ N
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varsa, A ya azalan zincir koşulunu (DCC) sağlıyor denir.

Önerme 1.12.4. A bir R-modül olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir.

(i) A maksimal (minimal) şartını sağlar.

(ii) A artan (azalan) zincir koşulunu sağlar.

Tanım 1.12.5. A bir R-modül olsun. Eğer A maksimal şartını sağlarsa ya da denk

olarak artan zincir koşulunu (ACC) sağlarsa, A ya Noetherian modül denir. Eğer

RR (RR) Noetherian ise R halkasına sağ (sol) Noetherian halka denir. Örneğin;

ZZ modülü Noetheriandır.

Teorem 1.12.6. A bir R-modül olsun. A nın Noetherian olması için gerek ve yeter

koşul A nın her alt modülünün sonlu üretilmiş olmasıdır.

Kanıt. (⇒) A, Noetherian olsun. K ≤ A ve Ω, A nın K da kapsanan tüm sonlu

üretilmiş alt modüllerinin kümesi olsun. Yani

Ω := {X |X ≤ A, X ⊆ K, ve X sonlu üretilmiş}

olsun. < 0 >∈ Ω olduğundan Ω 6= ∅ dir. A Noetherian olduğundan Ω nın bir

K
′ maksimal elemanı vardır ve K ′

=< a1, a2, . . . , an > dir. İddiamız K ′
= K dır.

Tanımdan K ′
⊆ K dır. K ′

6= K olduğunu kabul edelim. Bu durumda an+1 /∈ K
′

olacak şekilde bir an+1 ∈ K vardır. K ′′
=< a1, a2, . . . , an, an+1 > olsun. O halde

K
′′
⊆ K olup K

′′
∈ Ω dır. K

′′ , K nın K
′ nü kapsayan bir sonlu üretilmiş alt

modülüdür. Bu ise K ′ nün Ω da maksimal oluşuyla çelişir. Dolayısıyla K ′
= K

olmalıdır. Böylece K bir sonlu üretilmiş alt modüldür.

(⇐) A nın her alt modülü sonlu üretilmiş olsun. A nın alt modüllerinin

A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ . . .

şeklindeki sonsuz artan zincirini göz önüne alalım. U =
⋃∞
i=1Ai olsun. Böylece U ,

A nın bir alt modülüdür. Hipotezden, U bir sonlu üretilmiş modüldür. Bu durumda

U =< a1, a2, . . . , at > olacak şekilde a1, a2, . . . , at ∈ U elemanları vardır. O halde

A1 ⊆ A2 ⊆ A3 . . . olduğundan bir m ∈ N vardır öyle ki a1, a2, . . . , at ∈ Am dir.
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Buradan U = Am olmalıdır. Böylece her n ≥ m için An = Am dir. Yani A bir

Noetherian modüldür.

Teorem 1.12.7. A bir R-modül ve B ≤ A olsun. Bu durumda aşağıdaki ifadeler

denktir.

(i) A bir Noetherian modüldür.

(ii) B ve A/B Noetherian modüldür.

Teorem 1.12.8 (Hilbert Taban Teoremi). R bir sağ (sol) Noetherian halka ise R[x]

polinomlar halkası da sağ (sol) Noetheriandır.

Tanım 1.12.9. A bir R-modül olsun. Eğer A minimal şartını sağlarsa ya da denk

olarak azalan zincir koşulunu (DCC) sağlarsa, A ya Artinian modül denir. Eğer

RR (RR) Artinian ise R halkasına sağ (sol) Artinian halka denir. Örneğin;

Z(p∞) =

{
a

pn
+ Z | a ∈ Z, n ∈ N, p asal

}

≤ Q/Z

prüfer p-grubu, Z-modül olarak Artiniandır.

1.13. Singular ve Nonsingular Modüller

Tanım 1.13.1. M bir R-modül olsun. Eğer m ∈ M için r(m) ≤e RR ise m ye

singular (tekil) eleman denir. M nin tüm singular elemanlarının kümesi Z(M)

ile gösterilir. Yani

Z(M) = {m ∈M | r(m) ≤e RR }

şeklindedir. Denk bir ifadeyle,

Z(M) = {m ∈M | bir I ≤e RR için mI = 0 }

şeklinde de tanımlanır.

Önerme 1.13.2. M bir R-modül olsun.

(1) Z(M) ≤M dir.

(2) Z(M) Soc(RR) = 0 dır.
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(3) f : M −→M
′ bir R-homomorfizma ise f(Z(M)) ⊆ Z(M

′
) dür.

(4) N ≤M için Z(N) = N ∩ Z(M) dir.

(5) Z(M), M nin bir fully invariant alt modülüdür.

Kanıt. (1) m1, m2 ∈ Z(M) olsun. Bu durumda r(m1) ≤e RR ve r(m2) ≤e RR

dir. O halde r(m1) ∩ r(m2) ⊆ r(m1 + m2) ve r(m1) ∩ r(m2) ≤e RR olduğundan

r(m1 +m2) ≤e RR bulunur. Böylece m1 +m2 ∈ Z(M) bulunur. Şimdi m ∈ Z(M)

ve x ∈ R olsun. Bu durumda r(m) ≤e RR dir. Önerme 1.8.10 dan, x−1r(m) ≤e RR

dir. O halde 0 6= r ∈ R için 0 6= rs ∈ x−1r(m) olacak şekilde bir s ∈ R vardır.

Böylece xrs ∈ r(m) olup m(xrs) = (mx)(rs) = 0 bulunur. Yani 0 6= rs ∈ r(mx)

olup r(mx) ≤e RR dir. Dolayısıyla mx ∈ Z(M) bulunur. O halde Z(M) ≤M dir.

(2) m ∈ Z(M) için r(m) ≤e RR dir. Soc(RR) =
⋂
{K |K ≤e RR } olduğundan

Soc(RR) ⊆ r(m) dir. O halde m Soc(RR) = 0 dır. Dolayısıyla Z(M) Soc(RR) = 0

bulunur.

(3) m ∈ Z(M) olsun. O halde r(m) ⊆ r(f(m)) ve r(m) ≤e RR olduğundan

r(f(m)) ≤e RR olup f(m) ∈ Z(M
′
) bulunur. Dolayısıyla f(Z(M)) ⊆ Z(M

′
) dür.

(4) Tanımdan Z(N) = N ∩ Z(M) olduğu açıktır.

(5) f : M −→ M herhangi bir R-homomorfizma ve m ∈ Z(M) olsun. Bu durumda

mK = 0 olacak şekilde bir K ≤e RR vardır. Böylece f(mK) = f(m)K = f(0) = 0

dır. Buradan f(m) ∈ Z(M) olup f(Z(M)) ⊆ Z(M) elde edilir.

Tanım 1.13.3. M bir R-modül olsun. Eğer Z(M) =M ise M ye singular (tekil)

modül denir. Eğer Z(M) = 0 ise M ye nonsingular (tekil olmayan) modül

denir. Örneğin; ZZ bir nonsingular modüldür. Çünkü 0 ∈ Z için r(0) = Z ve her

0 6= k ∈ Z için r(k) = 0 dır. Sonuç olarak, Z(ZZ) = 0 olup ZZ bir nonsingular

modüldür.

Tanım 1.13.4. M bir R-modül olsun. Z
(

M
Z(M)

)
= Z2(M)

Z(M)
şeklinde tanımlanan M

nin

Z2(M) = {m ∈M | bir I ≤e RR için mI ⊆ Z(M) }

alt modülüne ikinci singular alt modül ya da Goldie torsion alt modül denir.

Ayrıca Z(M) ≤ Z2(M) olduğu açıktır.
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Önerme 1.13.5. M bir R-modül olsun.

(1) Z(M) ≤e Z2(M) dir.

(2) Z2(M) ≤c M dir.

(3) Z(M/Z2(M)) = 0 dır (i.e., M/Z2(M) bir nonsingular modüldür).

(4) N ≤M için Z2(N) = N ∩ Z2(M) dir.

(5) Z2(M), M nin bir fully invariant alt modülüdür.

Kanıt. (1) 0 6= a ∈ Z2(M) olsun. Bu durumda aI ⊆ Z(M) olacak şekilde bir

I ≤e RR vardır. Eğer aI = 0 ise a ∈ Z(M) dir. Eğer aI 6= 0 ise aI ∩ Z(M) 6= 0 dır.

(2) Z2(M) ≤e A ≤ M olduğunu kabul edelim. Şimdi 0 6= a ∈ A için R halkasının

K = { r ∈ R | ar ∈ Z(M) } sağ idealini göz önüne alalım. K 6= 0 olduğu açıktır.

İddiamız K ≤e RR dir. 0 6= L ≤ RR için aL ⊆ A dır. Eğer aL = 0 ise L ⊆ K dır.

Eğer aL 6= 0 ise aL ∩ Z(M) 6= 0 dır. O halde 0 6= as ∈ aL ∩ Z(M) olacak şekilde

bir 0 6= s ∈ L vardır. Böylece 0 6= s ∈ K olduğundan K ∩ L 6= 0 dır. Dolayısıyla

K ≤e RR dir. Bu durumda aK ⊆ Z(M) olacak şekilde birK ≤e RR var olduğundan

a ∈ Z2(M) dir. O halde Z2(M) = A elde edilir. Yani Z2(M), M de bir essential

genişlemeye sahip değildir. Dolayısıyla Z2(M) ≤c M dir.

(3) m + Z2(M) ∈ Z(M/Z2(M)) olsun. Bu durumda (m + Z2(M))K = 0 olacak

şekilde bir K ≤e RR vardır. O halde mK + Z2(M) = 0 olup mK ⊆ Z2(M) dir.

Böylece mKJ ⊆ Z(M) olacak şekilde bir J ≤e RR vardır. Buradan mKJI = 0

olacak şekilde bir I ≤e RR vardır. Şimdi r ∈ R alalım. I ≤e RR olduğundan bir

s ∈ R vardır öyle ki 0 6= rs ∈ I dır. J ≤e RR olduğundan 0 6= rss
′
∈ J olacak şekilde

bir s′ ∈ R vardır. K ≤e RR olduğundan bir t ∈ R vardır öyle ki 0 6= rss
′
t ∈ K dır.

a ∈ J ve b ∈ I için 0 6= r(ss
′
tab) = (rss

′
t)ab ∈ KJI dır. Dolayısıyla KJI ≤e RR

olup m ∈ Z(M) ≤ Z2(M) dir. Böylece m ∈ Z2(M) olup m+ Z2(M) = 0 + Z2(M)

dir. Sonuç olarak, Z(M/Z2(M)) = 0 elde edilir.

(4) x ∈ N ∩ Z2(M) olsun. O halde xI ⊆ Z(M) olacak şekilde bir I ≤e RR

vardır. x ∈ N olduğundan xI ⊆ N dir. Böylece xI ⊆ N ∩ Z(M) = Z(N) dir.

xI ⊆ Z(N) olacak şekilde bir I ≤e RR var olduğundan x ∈ Z2(N) dir. Dolayısıyla

N ∩ Z2(M) ⊆ Z2(N) dir. Diğer yandan, Z2(N) ⊆ N ∩ Z2(M) dir. Sonuç olarak,
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Z2(N) = N ∩ Z2(M) elde edilir.

(5) f : M −→M herhangi bir R-homomorfizma ve m ∈ Z2(M) olsun. Bu durumda

mK ⊆ Z(M) olacak şekilde bir K ≤e RR vardır. Böylece Z(M) ⊳M olduğundan

f(mK) ⊆ f(Z(M)) ⊆ Z(M) dir. Buradan f(m)K ⊆ Z(M) olup f(m) ∈ Z2(M)

dir. Dolayısıyla f(Z2(M)) ⊆ Z2(M) elde edilir.

Önerme 1.13.6. M bir R-modül ve N ≤ M olsun. Eğer N ≤e M ise M/N bir

singular modüldür.

Kanıt. m + N ∈ M/N olsun. 0 6= K ≤ RR için 0 6= x ∈ K vardır. O halde

xR ⊆ K dır. Eğer mx = 0 ise (m + N)x = mx + N = 0 + N olup x ∈ r(m + N)

dir. Bu durumda xR ∩ r(m+N) 6= 0 dır. Eğer mx 6= 0 ise mxR 6= 0 dır. N ≤e M

olduğundan mxR ∩ N 6= 0 dır. O halde 0 6= mxy ∈ mxR ∩ N olacak şekilde bir

y ∈ R vardır. (m+N)xy = mxy+N = 0+N olduğundan 0 6= xy ∈ xR∩ r(m+N)

dir. Böylece xR ∩ r(m+N) 6= 0 dır. xR ⊆ K olduğundan K ∩ r(m+N) 6= 0 dır.

O halde r(m+N) ≤e RR olup m+N ∈ Z(M/N) bulunur. Yani M/N ≤ Z(M/N)

dir. Sonuç olarak, Z(M/N) =M/N elde edilir.

Önerme 1.13.7. [11, Önerme 1.21] M bir nonsingular modül ve N ≤ M olsun.

M/N nin singular modül olması için gerek ve yeter koşul N ≤e M olmasıdır.

Önerme 1.13.8. M bir R-modül olsun. Bu durumda

Z
(⊕

i∈I

Mi

)
=

⊕

i∈I

Z(Mi) ve Z2

(⊕

i∈I

Mi

)
=

⊕

i∈I

Z2(Mi)

dir.

1.14. UC-Modüller

Tanım 1.14.1. M bir R-modül olsun. Eğer M nin her alt modülü M de bir tek

kapanışa sahip ise M ye tek kapanışa sahip modül ya da kısaca UC-modül

denir. Örneğin; düzgün modüller, yarı-basit modüller ve nonsingular modüller UC-

modüllerdir.

Yardımcı Teorem 1.14.2. M bir R-modül olsun. Aşağıdakiler denktir.

(i) M bir UC-modüldür.
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(ii) K ≤e K
′
≤M ve L ≤e L

′
≤M ise K + L ≤e K

′
+ L

′ dir.

(iii) K, L ≤M için K ∩ L ≤e K ise L ≤e K + L dir.

Kanıt. (i) ⇒ (ii) K+L ≤M veM bir UC-modül olduğundanK+L ≤e H ≤c M

olacak şekilde bir tek H ≤ M vardır. K ≤ H olduğundan K ≤e J ≤c H olacak

şekilde bir J ≤ H vardır. J ≤c H ≤c M olduğundan Önerme 1.10.15 den, J ≤c M

dir. O halde K ≤e J ≤c M dir. M , UC-modül olduğundan K nın M deki tek

kapanışı J dir. K ′
≤ M alt modülünün M deki kapanışı J ′ olsun. Böylece K ≤e

K
′
≤e J

′
≤c M dir. Buradan Teorem 1.8.4 (i) den, K ≤e J

′
≤c M bulunur. K

nın M deki kapanışı tek olduğundan J = J
′ olmalıdır. O halde K ′

≤e J ≤c H olup

K
′
≤ H bulunur. Benzer şekilde, L′

≤ H olduğu görülebilir. K +L ≤ K
′
+L

′
≤ H

ve K + L ≤e H olduğundan Teorem 1.8.4 (i) den, K + L ≤e K
′
+ L

′ elde edilir.

(ii) ⇒ (iii) K, L ≤ M için K ∩ L ≤e K ve L ≤e L olduğundan hipotez gereği

(K ∩ L) + L ≤e K + L dir. Böylece L ≤e K + L elde edilir.

(iii) ⇒ (i) N ≤M olsun. Bu durumda N ≤e K ≤c M olacak şekilde bir K ≤c M

vardır. Kabul edelim ki, N ≤e K
′
≤c M olacak şekilde bir K ′

≤M olsun. N ≤e K

ve N ≤e K
′ olduğundan N ≤e K ∩K

′
≤ K dır. N ≤e K olduğundan K ∩K

′
≤e K

dır. Böylece hipotezden, K ′
≤e K+K

′ bulunur. Fakat K ′
≤c M olduğundan hiçbir

öz essential genişlemesi yoktur. O halde K ′
= K +K

′ olmalıdır. Yani K ≤ K
′ dür.

Diğer yandan, N ≤e K ∩K
′
≤ K

′ ve N ≤e K
′ olduğundan K ∩K

′
≤e K

′ bulunur.

O halde hipotezden, K ≤e K +K
′ bulunur. O halde K = K +K

′ olmalıdır. Yani

K
′
≤ K dır. Sonuç olarak, K = K

′ elde edilir. Dolayısıyla N nin M de bir tek

kapanışı olduğundan M bir UC-modüldür.

1.15. Torsion ve Torsion-Free Modüller

Tanım 1.15.1. R bir halka ve M bir R-modül olsun. Eğer bir 0 6= r ∈ R için

mr = 0 şartını sağlayan m ∈M elemanına, M nin torsion elemanı denir. M nin

tüm torsion elemanlarının kümesi τ(M) ile gösterilir. Yani

τ(M) = {m ∈M | bir 0 6= r ∈ R için mr = 0 }
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şeklindedir. Eğer τ(M) = M ise M ye torsion modül denir. Eğer τ(M) = 0 ise

M ye torsion-free modül denir. Ayrıca R bir tamlık bölgesi ise τ(M), M nin bir

alt modülüdür. Bu durumda τ(M) ye M nin torsion alt modülü denir.

Örnek 1.15.2. ZZ bir torsion-free modüldür. Gerçekten, a ∈ τ(Z) olsun. Bu

durumda ak = 0 olacak şekilde bir 0 6= k ∈ Z vardır. O halde Z bir tamlık bölgesi

olduğundan a = 0 olmalıdır. Yani τ(Z) = 0 dır.

Tanım 1.15.3. (A,+) bir abelyen grup ve p bir asal sayı olsun. A grubunun sonlu

mertebeli elemanlarının oluşturduğu küme τ(A) ile gösterilir. Yani

τ(A) = { a ∈ A | bir 0 6= n ∈ Z+ için na = 0 }

şeklindedir. τ(A), A nın bir alt grubudur. Bu alt gruba torsion alt grup denir.

A grubunun mertebeleri p nin kuvvetleri olan elemanlarının oluşturduğu küme

τp(A) ile gösterilir. Yani

τp(A) = { a ∈ A | bir 0 6= n ∈ Z+ için pna = 0 }

şeklindedir. τp(A), A nın bir alt grubudur. Bu alt gruba p-torsion alt grup denir.

Eğer τ(A) = A ise A ya torsion grup denir. Eğer τ(A) = 0 ise A ya torsion-free

grup denir.

Önerme 1.15.4. (A,+) bir abelyen grup ve p bir asal sayı olsun. Eğer A bir torsion

grup (i.e., τ(A) = A) ise A = ⊕
p
τp(A) dır.
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2. PROJEKTİF, İNJEKTİF VE YARI-İNJEKTİF MODÜLLER

Tanım 2.1. P bir R-modül olsun. Eğer her α : A −→ B epimorfizması ve β : P −→

B homomorfizması için α ◦ γ = β olacak şekilde bir γ : P −→ A homomorfizması

varsa P ye projektif modül denir. Diğer bir ifadeyle,

P

A B

γ
β

α

diyagramı değişmeli (i.e., α ◦ γ = β) olacak şekilde bir γ : P −→ A homomorfizması

varsa P ye projektif modül denir.

Tanım 2.2. E bir R-modül olsun. Eğer her f : A −→ B monomorfizması ve

g : A −→ E homomorfizması için h ◦ f = g olacak şekilde bir h : B −→ E ho-

momorfizması varsa E ye injektif modül denir. Diğer bir ifadeyle,

A B

E

f

g
h

diyagramı değişmeli (i.e., h ◦ f = g) olacak şekilde bir h : B −→ E homomorfizması

varsa E ye injektif modül denir.

Teorem 2.3. {Eλ}λ∈Λ bir R-modüller ailesi olsun. E =
∏

λ∈ΛEλ nın injektif olması

için gerek ve yeter koşul her λ ∈ Λ için Eλ nın injektif olmasıdır.

Kanıt. (⇒) E =
∏

λ∈Λ Eλ bir injektif modül olsun. f : A −→ B bir monomor-

fizma ve g : A −→ Eλ bir homomorfizma olsun. Bu durumda E bir injektif modül

olduğundan iλ : Eλ −→ E kanonik injeksiyon olmak üzere iλ ◦ g : A −→ E homo-

morfizması için iλ ◦ g = h ◦ f olacak şekilde bir h : B → E homomorfizması vardır.

Yani
A B

Eλ

E

f

g

h

iλ πλ
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diyagramı değişmelidir. O halde πλ : E −→ Eλ kanonik projeksiyon olmak üzere

h
′
:= πλ ◦ h : B −→ Eλ homomorfizması ve her a ∈ A için

(h
′

◦ f)(a) =
(
(πλ ◦ h) ◦ f

)
(a) = (πλ ◦ iλ ◦ g)(a) = g(a)

elde edilir. Yani
A B

Eλ

f

g

h
′

diyagramı değişmeli olacak şekilde bir h′
: B −→ Eλ homomorfizması vardır. Sonuç

olarak, her λ ∈ Λ için Eλ bir injektif modüldür.

(⇐) ∀λ ∈ Λ için Eλ injektif modül olsun. ψ : A −→ B bir monomorfizma ve

f : A → E bir homomorfizma olsun. Bu durumda her λ ∈ Λ için Eλ injektif modül

olduğundan πλ : E −→ Eλ kanonik projeksiyon olmak üzere πλ ◦ f : A −→ Eλ

homomorfizması için gλ◦ψ = πλ◦f olacak şekilde bir gλ : B −→ Eλ homomorfizması

vardır. Yani
A B

E

Eλ

ψ

f

gλ

πλ iλ

diyagramı değişmelidir. O halde iλ : Eλ −→ E kanonik injeksiyon olmak üzere

g := iλ ◦ gλ : B −→ E homomorfizması ve her a ∈ A için

(g ◦ ψ)(a) =
(
(iλ ◦ gλ) ◦ ψ

)
(a) = (iλ ◦ πλ ◦ f)(a) = f(a)

elde edilir. Yani
A B

E

ψ

f
g

diyagramı değişmeli olacak şekilde bir g : B −→ E homomorfizması vardır. Böylece

E bir injektif modüldür.

Sonuç 2.4. {Eλ}λ∈Λ bir R-modüller ailesi olsun. Bu durumda;
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(i)
⊕

λ∈ΛEλ injektif ise, her λ ∈ Λ için Eλ injektiftir.

(ii) Λ sonlu bir indis kümesi olmak üzere her λ ∈ Λ için Eλ injektif ise,
⊕

λ∈ΛEλ

injektiftir.

Teorem 2.5 (Baer Kriteri). E bir R-modül ve L, R nin bir sağ ideali olsun. E nin

injektif olması için gerek ve yeter koşul her f : L −→ E R-modül homomorfizması

için g|L = f olacak şekilde bir g : R −→ E R-modül homomorfizmasının olmasıdır.

(i.e., her f : L −→ E R-modül homomorfizmasının bir g : R −→ E R-modül homo-

morfizmasına genişletilebilmesidir.)

Teorem 2.6. R bir Noetherian halka ve {Eλ}λ∈Λ injektif R-modüller ailesi olsun.

Bu durumda E =
⊕

λ∈ΛEλ injektiftir.

Kanıt. E nin injektif olduğunu Baer Kriteri’ni kullanarak gösterelim. L, R nin

bir sağ ideali ve f : L −→ E bir R-homomorfizma olsun. R bir Noetherian halka

olduğundan Teorem 1.12.6 dan, L sonlu üretilmiştir. Dolayısıyla Im(f) de sonlu

üretilmiştir. Bu durumda Λ index kümesinin sonlu bir Λ
′ alt kümesi vardır öyle

ki Im(f) ⊆ E
′
=

⊕

λ∈Λ′ Eλ dir. {Eλ}λ∈Λ′ injektif R-modüllerin sonlu bir ailesi

olduğundan E
′
=

⊕

λ∈Λ′ Eλ injektiftir. O halde iL : L −→ R içerme dönüşümü

olmak üzere bir φ′
: R −→ E

′
R-homomorfizması vardır öyle ki φ′

|L
= f dir. Yani

L R

E
′

iL

f

φ
′

diyagramı değişmelidir. Şimdi i : E ′
−→ E içerme dönüşümü olmak üzere φ ◦ iL =

i ◦ f olacak şekilde bir φ := i ◦ φ
′
: R −→ E R-homomorfizması vardır. Yani

L R

E
′

E

iL

f
φ
′

φ

i

diyagramı değişmelidir. Böylece E =
⊕

λ∈ΛEλ bir injektif modüldür.
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Tanım 2.7. G bir grup olsun. Eğer her 0 6= n ∈ Z için G = Gn ise (i.e., ∀ g ∈ G

ve ∀ 0 6= n ∈ Z için g = g
′
n olacak şekilde ∃ g

′
∈ G varsa) G ye bölünebilir

(divisible) grup denir.

Örnek 2.8. QZ bölünebilirdir. Çünkü ∀ q ∈ Q ve ∀ 0 6= n ∈ Z için q = q
′
n olacak

şekilde bir q
′
= q

n
∈ Q bulunabilir.

Teorem 2.9. M bir Z-modül (=abelyen grup) olsun. MZ nin injektif olması için

gerek ve yeter koşul MZ nin bölünebilir olmasıdır.

Kanıt. (⇒) MZ injektif olsun. m ∈M ve 0 6= n ∈ Z alalım. Her k ∈ Z için f(k) =

kn ile tanımlı f : Z −→ Z fonksiyonu bir Z-modül monomorfizmasıdır. Her k ∈ Z

için g(k) = mk ile tanımlı g : Z −→M fonksiyonu bir Z-modül homomorfizmasıdır.

MZ injektif olduğundan

Z Z

M

f

g
h

diyagramı değişmeli olacak şekilde bir h : Z −→M Z-modül homomorfizması vardır.

Bu durumda

m = m1 = g(1) = (h ◦ f)(1) = h
(
f(1)

)
= h(1n) = h(1)n

olduğundan MZ bölünebilirdir.

(⇐) MZ bölünebilir olsun. MZ nin injektif olduğunu Baer Kriteri’ni kullanarak

gösterelim. I, Z nin bir ideali ve f : I −→ M bir Z-modül homomorfizması olsun.

0 6= n ∈ Z olmak üzere I = nZ alalım. MZ bölünebilir olduğundan f(n) = mn

olacak şekilde bir m ∈M vardır. Her k ∈ Z için g(k) = mk ile tanımlı g : Z −→M

fonksiyonu bir Z-modül homomorfizmasıdır. Böylece her nt ∈ nZ = I için g(nt) =

m(nt) = (mn)t = f(n)t = f(nt) olduğundan g|I = f dir. Yani

I Z

M

i

f
g

diyagramı değişmelidir. O halde MZ injektiftir.
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Örnek 2.10. QZ bir injektif modüldür. Bunu göstermek için Baer Kriteri’ni kul-

lanalım. L, Z nin bir ideali ve bir α : L −→ Q Z-modül homomorfizması ol-

sun. L, Z nin bir ideali olduğundan 0 6= n ∈ Z olmak üzere L = nZ alalım.

QZ bölünebilir olduğundan α(n) = qn olacak şekilde bir q ∈ Q vardır. Şimdi

her m ∈ Z için β(m) = qm olmak üzere β : Z −→ Q fonksiyonunu tanımlaya-

lım. β nın bir Z-modül homomorfizması olduğu açıktır. Her nk ∈ nZ = L için

β(nk) = q(nk) = (qn)k = α(n)k = α(nk) olduğundan β|L = α dır. Yani

L Z

Q

i

α
β

diyagramı değişmelidir.

Örnek 2.11. ZZ bir injektif modül değildir. Çünkü 2 = 3n olacak şekilde bir n ∈ Z

elemanı yoktur. Dolayısıyla ZZ bölünebilir olmadığından injektif değildir.

Yardımcı Teorem 2.12. [1, Lemma 5.5.2] Eğer M bir bölünebilir (=injektif)

Z-modül ise HomZ(R,M) bir injektif R-modüldür.

Teorem 2.13. [1, Teorem 5.5.3] Her modülden bir injektif modüle monomorfizma

vardır.

Sonuç 2.14. [1, Sonuç 5.5.5] Her modül bir injektif modülün alt modülüdür.

Teorem 2.15. E bir R-modül olsun. Bu durumda aşağıdakiler denktir.

(i) E bir injektif modüldür.

(ii) E, E yi kapsayan her R-modülün bir dik toplananıdır.

Kanıt. (i) ⇒ (ii) E bir injektif R-modül ve E ≤ E
′

R olsun. Bu durumda

E E
′

E

i

1E
θ

diyagramı değişmeli olacak şekilde bir θ : E ′
−→ E R-modül homomorfizması vardır.

Bir e′ ∈ E
′ alalım. θ(e

′
) ∈ E olur. Buradan θ(e

′
) = θ

(
θ(e

′
)
)
dür. O halde
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θ
(
e
′
− θ(e

′
)
)
= 0 olup e′ − θ(e

′
) ∈ Ker(θ) dır. Yani e′ ∈ Ker(θ) + E dir. Böylece

E
′
⊆ Ker(θ)+E elde edilir. Ayrıca Ker(θ) ≤ E

′ ve E ≤ E
′ olduğundan Ker(θ)+E ⊆

E
′ olur. Dolayısıyla E ′

= Ker(θ) + E bulunur. Şimdi bir x ∈ Ker(θ) ∩ E alalım.

x ∈ E ve θ(x) = x = 0 olduğundan Ker(θ) ∩ E = 0 dır. O halde E ′
= Ker(θ) ⊕ E

dir. Yani E ≤d E
′ dür.

(ii) ⇒ (i) Sonuç 2.14 ten, E ≤ N olacak şekilde bir N injektif R-modülü vardır.

Hipotezden N = E ⊕ K olacak şekilde bir K ≤ N vardır. Böylece E, N injektif

modülünün bir dik toplananı olduğundan Sonuç 2.4 ten, E bir injektif modüldür.

Teorem 2.16. Bir 0 6= ER modülünün injektif olması için gerek ve yeter koşul ER

nin öz essential genişlemesinin olmamasıdır (i.e., E ≤e N ise E = N dir).

Kanıt. (⇒) E bir injektif R-modül ve E ′ de E nin bir essential genişlemesi olsun.

Teorem 2.15 den, E ′
= E ⊕ F olacak şekilde bir F ≤ E

′ vardır. E ∩ F = 0 ve

E ≤e E
′ olduğundan F = 0 dır. O halde E ′

= E dir. Dolayısıyla E nin öz essential

genişlemesi yoktur.

(⇐) E nin öz essential genişlemesi olmasın. F de E yi kapsayan bir injektif modül

olsun. E nin F de E ∩ T = 0 olacak şekilde bir T komplementi vardır. O halde

Teorem 1.10.7 den,

E ∼=
E

E ∩ T
∼=
E ⊕ T

T
≤e

F

T

dir. E nin öz essential genişlemesi olmadığından

E ⊕ T

T
=
F

T
ya da E ⊕ T = F

dir. Böylece E, F injektif modülünün bir dik toplananı olduğundan Sonuç 2.4 ten,

E bir injektif modüldür.

Önerme 2.17. A bir R-modül, E A yı essential olarak kapsayan bir modül ve N de

A yı kapsayan bir injektif modül olsun. Bu durumda i : A −→ N içerme dönüşümü

olmak üzere f|A = i olacak şekilde bir f : E −→ N monomorfizması vardır.

Kanıt. N injektif modül olduğundan bir f : E −→ N homomorfizması vardır öyle
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ki f|A = i dir. Yani

A E

N

i

i
f

diyagramı değişmelidir. A ∩Ker(f) = 0 dır. Gerçekten, bir x ∈ A ∩Ker(f) alalım.

x ∈ A ve f(x) = x = 0 dır. A ≤e E ve Ker(f) ≤ E olduğundan Ker(f) = 0 dır.

Böylece f bir monomorfizmadır.

Önerme 2.18. A bir R-modül ve N de A yı kapsayan bir injektif modül olsun. Bu

durumda E, A nın bir maksimal essential genişlemesi olacak şekilde N nin bir E

alt modülü vardır.

Kanıt.

Ω := {X | A ≤e X ≤ N}

kümesini tanımlayalım. A ∈ Ω olduğundan Ω 6= ∅ dir. Ω, “⊆” bağıntısına göre bir

kısmen sıralı kümedir. Böylece Zorn Lemma’dan, Ω nın bir E maksimal elemanı

vardır. Şimdi E nin, A nın bir maksimal essential genişlemesi olduğunu gösterelim.

E ≤e E
′ olsun. O halde Önerme 2.17 den, i : E −→ N içerme dönüşümü olmak

üzere bir θ : E ′
−→ N monomorfizması vardır öyle ki θ|E = i dir. Yani

E E
′

N

i

i
θ

diyagramı değişmelidir. E ≤ N ≤ E
′ ve E ≤e E

′ olduğundan E ≤e N ve N ≤e

E
′ bulunur. Diğer yandan, E = θ(E) ≤ θ(E

′
) ≤ N ve E ≤e N olduğundan

E ≤e θ(E
′
) ve θ(E

′
) ≤e N bulunur. O halde A ≤e E ≤e θ(E

′
) olduğundan

A ≤e θ(E
′
) ≤ N elde edilir. Yani θ(E ′

) ∈ Ω dır. E ≤ θ(E
′
) ve E, Ω nın maksimal

elemanı olduğundan θ(E
′
) = E olmalıdır. Buradan θ(E

′
) = θ(E) = E ve θ bir

monomorfizma olduğundan E
′
= E dir. Böylece E, A nın bir maksimal essential

genişlemesidir.

Önerme 2.19. A bir R-modül ve A ≤ E olsun. Bu durumda aşağıdakiler denktir.

(i) E, A nın bir essential injektif genişlemesidir.
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(ii) E, A nın bir maksimal essential genişlemesidir.

(iii) E, A nın bir minimal injektif genişlemesidir.

Kanıt. (i) ⇒ (ii) A ≤e E ve E injektif olsun. E ≤ F olmak üzere A ≤e F

olduğunu kabul edelim. Yani A ≤e E ≤ F dir. A ≤e F olduğundan E ≤e F dir. E

injektif olduğundan Teorem 2.16 dan, E nin hiçbir öz essential genişlemesi yoktur.

O halde E = F dir. Yani E, A nın bir maksimal essential genişlemesidir.

(ii) ⇒ (i) Teorem 2.16 dan açıktır.

(ii) ⇒ (iii) E
′ injektif olmak üzere A ≤ E

′
≤ E olsun. A ≤e E olduğundan E ′

≤e

E olur. E ′ injektif olduğundan Teorem 2.16 dan, E ′
= E olmalıdır. Dolayısıyla E,

A nın bir minimal injektif genişlemesidir.

(iii) ⇒ (ii) E, A nın bir minimal injektif genişlemesi olsun. O halde A ≤ E ve E

injektif olduğundan Önerme 2.18 den E ′′ , A nın bir maksimal essential genişlemesi

olacak şekilde E nin bir E ′′ alt modülü vardır. Yani A ≤e E
′′
≤ E dir. A ≤e E

′′
≤e

F olsaydı A ≤e F olurdu. Bu ise E ′′ nün, A nın maksimal essential genişlemesi

olmasıyla çelişirdi. Bu yüzden E
′′ nün öz essential genişlemesi yoktur. Böylece

Teorem 2.16 dan, E ′′ injektif olmalıdır. E minimal injektif olduğundan E ′′
= E dir.

Yani E, A nın bir maksimal essential genişlemesidir.

Teorem 2.20. A bir R-modül olsun. Bu durumda aşağıdaki denk koşulları sağlayan

bir E R-modülü vardır.

(i) E, A nın bir essential injektif genişlemesidir.

(ii) E, A nın bir maksimal essential genişlemesidir.

(iii) E, A nın bir minimal injektif genişlemesidir.

Ayrıca E1 ve E2, A nın birer essential injektif genişlemesi ise

A E1

E2

i

i
θ

diyagramı değişmeli olacak şekilde bir θ : E1 −→ E2 izomorfizması vardır.
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Kanıt. Sonuç 2.14, Önerme 2.18 ve Önerme 2.19 dan verilen denk koşulları sağlayan

bir E-modülü vardır. Şimdi E1 ve E2, A nın birer essential injektif genişlemesi olsun.

Önerme 2.17 den, i : A −→ E2 içerme dönüşümü olmak üzere θ|A = i olacak şekilde

bir θ : E1 −→ E2 monomorfizması vardır. O halde 1. İzomorfizma Teoremi’nden,

E1
∼= θ(E1) dir. E1 injektif olduğundan θ(E1) de injektiftir. A = θ(A) ≤ θ(E1) ≤ E2

ve A ≤e E2 olduğundan θ(E1) ≤e E2 dir. θ(E1) injektif olduğundan Teorem 2.16

dan, θ(E1) = E2 dir. Yani θ örtendir. Böylece θ bir izomorfizmadır.

Tanım 2.21. A bir R-modül olsun. Teorem 2.20 deki denk koşullardan birini

sağlayan E R-modülüne A modülünün injektif zarfı (injective hull) denir ve

E(A) = E ile gösterilir. Eğer A bir injektif modül ise injektif zarfı kendisidir.

Örnek 2.22. ZZ modülü için E(ZZ) = QZ dir. Gerçekten, ∀ 0 6= a
b
∈ Q için

0 6= (a
b
)b ∈ Z olacak şekilde bir b ∈ Z bulunduğundan ZZ ≤e QZ dir. Ayrıca QZ bir

injektif modüldür. Böylece ZZ modülünün injektif zarfı QZ dir.

Tanım 2.23. M ve X birer R-modül ve N ≤ M olsun. Her α : N −→ X homo-

morfizması için β|N = α olacak şekilde bir β : M −→ X homomorfizması varsa (i.e.,

her α : N −→ X homomorfizması bir β : M −→ X homomorfizmasına genişlerse)

X modülüne M-injektif modül denir. Yani

N M

X

i

α
β

diyagramı değişmeli olacak şekilde bir β : M −→ X homomorfizması varsa X mo-

dülüne M-injektif modül denir.

Uyarı 2.24. X bir R-modül olsun. X bir injektif modül ise her MR modülü için X,

M-injektiftir. X modülü R-injektif ise Baer Kriteri’nden, X bir injektif modüldür.

O halde ZZ bir injektif modül olmadığından Z, Z-injektif değildir.

Tanım 2.25. Bir Q modülü Q-injektif ise Q ya yarı-injektif (quasi-injektif)

modül denir.

Önerme 2.26. Her injektif modül yarı-injektif modüldür.
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Kanıt. M bir injektif R-modül olsun. Bu durumda A ve B keyfi R-modüller olmak

üzere her f : A −→ B monomorfizması ve g : A −→ M homomorfizması için bir

h : B −→M homomorfizması vardır öyle ki h ◦ f = g dir. Yani

A B

M

f

g
h

diyagramı değişmelidir. Özel olarak, B = M ve A ≤ M alınırsa M bir yarı-injektif

modül olur.

Örnek 2.27. QZ bir injektif modül olduğundan yarı-injektif modüldür. Fakat ZZ

yarı-injektif modül değildir.

Uyarı 2.28. Önerme 2.26 nın tersi doğru değildir. Yani her yarı-injektif modül

injektif modül olmayabilir. Aşağıdaki örnek bu durumu açıklamaktadır.

Örnek 2.29. Z/4Z, Z-modül olarak yarı-injektiftir fakat injektif değildir.

Kanıt. 1̄ = 4ā olacak şekilde bir ā ∈ Z/4Z olmadığından Z/4Z bölünebilir değildir.

Dolayısıyla injektif değildir. Şimdi Z/4Z nin yarı-injektif olduğunu gösterelim. Yani

N ≤ Z/4Z için, her f : N −→ Z/4Z homomorfizmasının bir h : Z/4Z −→ Z/4Z

homomorfizmasına genişlediğini gösterelim. Z/4Z nin alt modülleri 0, 2Z/4Z ve

kendisidir. Her x̄ ∈ Z/4Z için f1(x̄) = 2x̄, f2(x̄) = 3x̄, 1Z/4Z ve 0 homomorfizması

olmak üzere Z/4Z den Z/4Z ye toplamda dört tane homomorfizma vardır. Ayrıca

f2 ve 1Z/4Z birer monomorfizmadır.

1. Durum: h = 0 homomorfizması aşağıdaki diyagramı değişmeli yapar.

0 Z/4Z

Z/4Z

i

i
h

2. Durum: h = 1Z/4Z homomorfizması aşağıdaki diyagramı değişmeli yapar.

2Z/4Z Z/4Z

Z/4Z

i

i
h
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3. Durum: Herhangi bir f : Z/4Z −→ Z/4Z homomorfizması için h = f homo-

morfizması aşağıdaki diyagramı değişmeli yapar.

Z/4Z Z/4Z

Z/4Z

1Z/4Z

f
h

4. Durum: h = 0 homomorfizması aşağıdaki diyagramı değişmeli yapar.

Z/4Z Z/4Z

Z/4Z

f2

0
h

5. Durum: h = f2 homomorfizması aşağıdaki diyagramı değişmeli yapar.

Z/4Z Z/4Z

Z/4Z

f2

1Z/4Z
h

6. Durum: h = f1 homomorfizması aşağıdaki diyagramı değişmeli yapar.

Z/4Z Z/4Z

Z/4Z

f2

f1
h

7. Durum: h = 1Z/4Z homomorfizması aşağıdaki diyagramı değişmeli yapar.

Z/4Z Z/4Z

Z/4Z

f2

f2
h

Dolayısıyla Z/4Z, Z-modül olarak yarı-injektiftir.

Teorem 2.30. M bir R-modül olsun. Bir X R-modülünün M-injektif olması için

gerek ve yeter koşul her ψ ∈ HomR

(
E(M), E(X)

)
için ψ(M) ⊆ X olmasıdır.

Kanıt. E(X) injektif olduğundan ψ ∈ HomR

(
M,E(X)

)
i göz önüne almak yeter-
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lidir.

(⇐) N ≤ M ve ϕ : N −→ X bir homomorfizma olsun. Bu durumda E(X) injektif

olduğundan ψ|N = ϕ olacak şekilde bir ψ : M −→ E(X) homomorfizması vardır.

N M

X

E(X)

i

ϕ

ψ

i

Hipotezden ψ(M) ⊆ X olduğundan ψ : M −→ X dir. Yani ψ|N = ϕ dir. Dolayısıyla

X modülü M-injektiftir.

(⇒) N = {m ∈ M | ψ(m) ∈ X } olsun. N ≤ M olduğu açıktır. X modülü

M-injektif olduğundan β|N = ψ|N olacak şekilde bir β : M −→ X homomorfizması

vardır.
N M

X

E(X)

i

ψ|N

β

ψ

i

X ∩ (β − ψ) = 0 dır. Gerçekten, x ∈ X ve m ∈ M için x = (β − ψ)(m) olsun.

Bu durumda ψ(m) = β(m) − x dir. N nin tanımı gereği m ∈ N dir. O halde

x = β(m) − ψ(m) = ψ(m) − ψ(m) = 0 dır. (β − ψ)(M) ≤ E(X) ve X ≤e E(X)

olduğundan (β − ψ)(M) = 0 dır. Dolayısıyla β(M) = ψ(M) ⊆ X dir.

Sonuç 2.31. Bir Q modülünün yarı-injektif olması için gerek ve yeter koşul her

f ∈ EndR
(
E(M)

)
için f(Q) ⊆ Q olmasıdır.

Tanım 2.32. {Mi}i∈I bir R-modüller ailesi olsun. Eğer her i 6= j (i, j ∈ I) için

Mi, Mj-injektif ise Mi lere göreceli (relatively) injektif modül denir.

Önerme 2.33. X bir R-modül olsun. X modülünün
( ⊕

λ∈Λ

Mλ

)
-injektif olması için

gerek ve yeter koşul her λ ∈ Λ için X modülü Mλ-injektiftir.

Önerme 2.34. A bir R-modül olsun.
∏

α∈Λ

Mα nın A-injektif olması için gerek ve

yeter koşul her α ∈ Λ için Mα, A-injektiftir.
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3. SÜREKLİ, YARI-SÜREKLİ VE CS-MODÜLLER

Bu bölümde sürekli, yarı-sürekli ve CS-modüllere yer vereceğiz. Bu amaçla

sürekli, yarı-sürekli ve CS-modüller ile ilgili bazı temel tanımlar ve sonuçlar ele

alınacaktır. Bir CS-modülün bir dik toplananının CS-modül olduğu gösterilip CS-

modüllerin bir dik toplamının CS-modül olmak zorunda olmadığına ilişkin bir örnek

verilecektir. Daha ayrıntılı bilgiler için [3-5] önerilir.

Tanım 3.1. Bir M R-modülü için aşağıdaki koşulları göz önüne alalım.

(C1) M nin her alt modülü M nin bir dik toplananında essential olarak kapsanır.

(C2) Her A ≤M için A, M nin bir dik toplananına izomorf ise A ≤d M dir.

(C3) K, L ≤d M için K ∩ L = 0 ise K ⊕ L ≤d M dir.

Yardımcı Teorem 3.2. f : M −→ N ve g : N −→M birer R-modül homomorfiz-

ması olsun. Eğer g ◦ f = 1M ise ise N = Im(f)⊕Ker(g) dir.

Kanıt. Her n ∈ N için n = f(g(n)) + n− f(g(n)) yazılabilir. Ayrıca

g
(
n− f(g(n))

)
= g(n)− (g ◦ f)(g(n)) = g(n)− g(n) = 0

olduğundan n − f(g(n)) ∈ Ker(g) dir. f(g(n)) ∈ Im(f) ve n − f(g(n)) ∈ Ker(g)

olduğundan N = Im(f) + Ker(g) bulunur. Şimdi x ∈ Im(f) ∩ Ker(g) alalım. Bu

durumda g(x) = 0 ve x = f(m) olacak şekilde bir m ∈ M vardır. Buradan 0 =

g(x) = g(f(m)) = m olup x = f(m) = f(0) = 0 dır. Yani Im(f) ∩ Ker(g) = 0 dır.

Sonuç olarak, N = Im(f)⊕Ker(g) elde edilir.

Önerme 3.3. Her (yarı)-injektif M modülü (C1) ve (C2) koşullarını sağlar.

Kanıt. N ≤ M ve E1 = E(N) ≤ E(M) için E1 ≤d E(M) dir. Yani ∃ E2 ≤ M

için E(M) = E1 ⊕ E2 dir. M , yarı-injektif olduğundan Sonuç 2.31 den, M =

M ∩ E(M) = M ∩ (E1 ⊕ E2) = (M ∩ E1) ⊕ (M ∩ E2) dir. N ≤e E1 = E(N) ve

N ≤M olduğundan N = N ∩M ≤e M ∩E1 ≤d M dir. DolayısıylaM modülü (C1)

koşulunu sağlar.
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Diğer yandan, A ≤ M ve A ∼= B ≤d M olsun. M , yarı-injektif olduğundan

M , M-injektiftir. O halde Önerme 2.34 ten, B de M-injektiftir. Dolayısıyla A,

M-injektiftir. O halde
A M

A

i

1A
f

diyagramı değişmeli (i.e., f ◦ i = 1A ) olacak şekilde bir f : M −→ A vardır. O halde

Yardımcı Teorem 3.2 den, M = Im(i) ⊕ Ker(f) = A ⊕ Ker(f) dir. Yani A ≤d M

dir. Böylece M modülü (C2) koşulunu sağlar.

Önerme 3.4. M bir R-modül olsun. D ≤d M olması için gerek ve yeter koşul

D = e(M) olacak şekilde bir e2 = e ∈ EndR(M) vardır.

Kanıt. (⇒) D ≤d M olsun. Bu durumda M = D ⊕D
′ olacak şekilde bir D′

≤ M

vardır. f : M −→ D bir kanonik projeksiyon olsun. Böylece D = f(M) ve her

m ∈M için (f ◦ f)(m) = f
(
f(m)

)
= f(m), i.e., f 2 = f dir.

(⇐) e = e2 ∈ EndR(M) ve D = e(M) olsun. Şimdi M = e(M) ⊕ (1 − e)(M)

olduğunu gösterelim. Her m ∈ M için m = e(m) +
(
m − e(m)

)
yazılabilir. Yani

M = e(M) + (1 − e)(M) dir. Şimdi x ∈ e(M) ∩ (1 − e)(M) alalım. Bu durumda

x = e(m1) = (1 − e)(m2) olacak şekilde ∃ m1, m2 ∈ M vardır. O halde e(m1) +

e(m2) = e(m1+m2) = m2 dir. Buradan e(m1)+ e(m2) = e(m2) olup x = e(m1) = 0

bulunur. Yani e(M) ∩ (1 − e)(M) = 0 dır. Sonuç olarak, e(M) = D ≤d M elde

edilir.

Önerme 3.5. M = K ⊕ L ve π : M −→ K bir kanonik projeksiyon olsun. Her

Q ≤M için Q ∩ L = 0 ise Q⊕ L = π(Q)⊕ L dir.

Kanıt. x ∈ Q ⊕ L olsun. Bu durumda x = q + l ve q = k + l
′ olacak şekilde

∃ q ∈ Q, k ∈ K ve ∃ l, l
′
∈ L vardır. O halde π(q) = k olduğundan x = q + l =

(k + l
′
) + l = π(q) + (l

′
+ l) ∈ π(Q) ⊕ L dir. Yani Q ⊕ L ⊆ π(Q) ⊕ L dir. Diğer

yandan, y ∈ π(Q) ⊕ L olsun. Bu durumda y = π(q) + l ve q = k + l
′ olacak

şekilde ∃ q ∈ Q, k ∈ K ve ∃ l, l
′
∈ L vardır. Böylece k = q − l

′ olduğundan

y = π(k + l
′
) + l = k + l = q − l

′
+ l ∈ Q⊕ L bulunur. Yani π(Q)⊕ L ⊆ Q⊕ L dir.

Sonuç olarak, Q⊕ L = π(Q)⊕ L elde edilir.
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Teorem 3.6. M bir R-modül olmak üzere M = K ⊕K
′, π : M −→ K bir kanonik

projeksiyon ve L ≤ M olsun. Bu durumda M = L ⊕K
′
olması için gerek ve yeter

koşul π|L : L −→ K bir izomorfizma olmasıdır.

Önerme 3.7. Bir M modülü (C2) koşulunu sağlıyorsa (C3) koşulunu da sağlar.

Kanıt. K, L ≤d M için K ∩L = 0 olsun. Bu durumda M = K⊕K
′ olacak şekilde

bir K ′
≤ M vardır. π : M −→ K

′ bir kanonik projeksiyon olsun. π|L : L −→ K
′

bir monomorfizmadır. Çünkü Ker(π|L) = K ∩ L = 0 dır. O halde L ∼= π(L) dir.

π(L) ≤ K
′
≤ M ve π(L), M nin bir dik toplananı olan L ye izomorf olduğundan

(C2) koşulu gereği π(L) ≤d M bulunur. Böylece M = π(L) ⊕ L
′ olacak şekilde bir

L
′
≤M vardır. Ayrıca Önerme 3.5 den, K⊕L = K⊕π(L) dir. Modüler kuralından,

K
′

= K
′

∩M = K
′

∩ (π(L)⊕ L
′

) = π(L)⊕ (K
′

∩ L
′

)

bulunur. Buradan M = K ⊕K
′
= K ⊕ π(L)⊕ (K

′
∩ L

′
) = K ⊕ L⊕ (K

′
∩ L

′
) elde

edilir. Yani K ⊕ L ≤d M dir. Böylece M modülü (C3) koşulunu sağlar.

Tanım 3.8. Bir M R-modülüne;

(i) (C1) ve (C2) koşullarını sağlıyorsa sürekli (continuous) modül denir.

(ii) (C1) ve (C3) koşullarını sağlıyorsa yarı-sürekli (quasi-continuous) modül

denir.

Uyarı 3.9. Önerme 3.7 den, her yarı-sürekli modülün sürekli modül olduğu açıktır.

Ancak tersi doğru değildir. Örneğin; ZZ modülü süreklidir fakat yarı-sürekli değildir.

Tanım 3.10. M bir R-modül olsun. Eğer M modülü (C1) koşulunu sağlıyorsa M

ye CS-modül ya da extending modül denir. Özel olarak, R halkası için RR bir

CS-modül ise R ye sağ CS-halka denir. Yani her I ≤ RR sağ ideali için I ≤e eR

olacak şekilde bir e2 = e ∈ R vardır. Örneğin; injektif, düzgün ve yarı-basit modüller

CS-modüllerdir.

Bir CS-modülün her alt modülü CS olmayabilir. Örneğin; M bir CS olmayan

R-modül ve E(M) de M nin bir injektif zarfı olsun. Bu durumda M ≤ E(M) ve

E(M) bir CS-modüldür.
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Önerme 3.11. M bir R-modül olsun. M nin CS-modül olması için gerek ve yeter

koşul M nin her komplement alt modülünün M de dik toplanan olmasıdır.

Kanıt. (⇒) M bir CS-modül ve K ≤c M olsun. Bu durumda kabulden K ≤e

L ≤d M olacak şekilde bir L ≤ M vardır. K ≤c M olduğundan Önerme 1.10.14

ten, K = L ≤d M elde edilir.

(⇐) N ≤ M olsun. Önerme 1.10.12 den, N ≤e K ≤c M olacak şekilde bir K ≤ M

vardır. Hipotezden, K ≤d M dir. O halde N ≤e K ≤d M bulunur. Böylece M bir

CS-modüldür.

Önerme 3.12. (Ci) (i = 1, 2, 3) koşulu dik toplananlara taşınır.

Kanıt. M bir CS-modül ve N ≤d M olsun. K ≤c N alalım. K ≤c N ≤c M

olduğundan Önerme 1.10.15 den, K ≤c M dir. M , CS olduğundan Önerme 3.11

den, K ≤d M dir. Böylece bir L ≤ M vardır öyle ki M = K ⊕ L dir. O halde

N = N ∩M = N ∩ (K ⊕ L) = K ⊕ (N ∩ L)

olup K ≤d N dir. Yani N , CS-modüldür.

M , (C2) koşulunu sağlayan bir modül, X ≤d M ve K ≤ X olsun. K, X in bir

dik toplananına izomorf olsun. Dolayısıyla K, M nin bir dik toplananına izomorf

olur. M , (C2) koşulunu sağladığından K ≤d M dir. O halde K ≤d X dir. Yani X

de (C2) koşulunu sağlar.

M , (C3) koşulunu sağlayan bir modül ve N ≤d M olsun. K, L ≤d N için

K ∩ L = 0 olsun. Bu durumda M = K ⊕ L⊕ L
′ olacak şekilde bir L′

≤ M vardır.

Modüler kuralından

N = N ∩M = N ∩ (K ⊕ L⊕ L
′

) = K ⊕ [N ∩ (L⊕ L
′

)] = K ⊕ L⊕ (N ∩ L
′

)

bulunur. Böylece K ⊕ L ≤d N olduğundan N de (C3) koşulunu sağlar.

Sonuç olarak, (yarı)-sürekli ve CS-modüllerin dik toplananları da sırasıyla (yarı)-

sürekli ve CS-modüldür.

Önerme 3.13. MR bir ayrıştırılamaz modül olsun. M nin CS-modül olması için

gerek ve yeter koşul M nin düzgün modül olmasıdır.
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Kanıt. (⇒)M , CS-modül olsun. 0 6= N ≤M alalım. Bu durumda N ≤e K ≤d M

olacak şekilde bir K ≤d M vardır. M ayrıştırılamaz modül olduğundan K = 0 ya

da K = M dir. K 6= 0 olduğundan K = M dir. O halde N ≤e M dir. Yani M

düzgün modüldür.

(⇐) M düzgün modül olsun. Bu durumda her 0 6= X ≤ M için X ≤e M dir. M

ayrıştırılamaz modül olduğundan X ≤e M ≤d M dir. Yani X , CS-modüldür.

Önerme 3.14. M bir R-modül olsun. M nin CS-modül olması için gerek ve yeter

koşul N ∩ L = 0 şartını sağlayan her N , L ≤ M için N ∩K = 0 ve L ≤ K olacak

şekilde bir K ≤d M var olmasıdır. Üstelik, bu durumda N ⊕K ≤e M dir.

Kanıt. (⇒) Kabul edelim ki, M bir CS-modül olsun. N , L ≤ M için N ∩ L = 0

olsun. Önerme 1.10.3 ten, L ≤ K ve N ∩K = 0 olacak şekilde N nin M de bir K

komplementi vardır. Kabulden, K ≤d M dir.

(⇐) L ≤c M olsun. Bu durumda bir N ≤ M vardır öyle ki L, N nin M de bir

komplementidir. O halde N ∩ L = 0 dır. Hipotezden, L ≤ K ve N ∩ K = 0

olacak şekilde bir K ≤d M vardır. L, N ile arakesiti sıfır olan maksimal alt modül

olduğundan L = K olmalıdır. Sonuç olarak, M nin her komplement alt modülü M

nin bir dik toplananı olduğundan Önerme 3.11 gereği M bir CS-modüldür. Ayrıca

Önerme 1.10.5 den, N ⊕K ≤e M olduğu görülür.

Yardımcı Teorem 3.15. M1 ve M2, R-modüller ve M = M1 ⊕M2 olsun. Bu

durumda aşağıdakiler denktir.

(i) M1, M2-injektiftir.

(ii) N ∩M1 = 0 koşulunu sağlayan her N ≤ M için M = M1 ⊕M
′ ve N ≤ M

′

olacak şekilde bir M ′
≤M vardır.

Kanıt. (i) ⇒ (ii) M1, M2-injektif olsun. i = 1, 2 için πi : M −→ Mi kanonik

projeksiyon olsun. N ≤M için N ∩M1 = 0 olsun. Şimdi

0 N M2

M1

α

β
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diyagramını göz önüne alalım. O halde α = π2|N ve β = π1|N dir. Hipotezden,

ψ ◦ α = β olacak şekilde bir ψ : M2 −→M1 homomorfizması vardır.

M
′

= {ψ(m) +m | m ∈M2 }

kümesini tanımlayalım. M ′
≤ M olduğu açıktır. m ∈ M için m = m1 +m2 olacak

şekilde ∃ m1 ∈M1, m2 ∈M2 vardır. Böylece

m = m1 +m2 =
(
m1 − ψ(m2)

)
+
(
ψ(m2) +m2

)
∈M1 +M

′

bulunur. Dolayısıyla M = M1 +M
′ olur. Diğer yandan, x ∈ M1 ∩M

′ olsun. Bu

durumda x ∈ M1 ve x = ψ(n) + n olacak şekilde bir n ∈ M2 vardır. Buradan

x − ψ(n) = n ∈ M1 ∩M2 = 0 dır. Böylece x = ψ(0) + 0 = 0 olup M1 ∩M
′
= 0

bulunur. Sonuç olarak, M = M1 ⊕M
′ elde edilir. Ayrıca a ∈ N için a = a1 + a2

olacak şekilde ∃ a1 ∈M1, a2 ∈M2 vardır. O halde

a = a1 + a2 = π1(a) + π2(a) = ψ(π2(a)) + π2(a) ∈M
′

olduğundan N ≤M
′ elde edilir.

(ii) ⇒ (i) N∩M1 = 0 koşulunu sağlayan her N ≤M içinM =M1⊕M
′ ve N ≤M

′

olacak şekilde birM ′
≤M olsun. L ≤M2 ve ϕ : L −→ M1 bir homomorfizma olsun.

H = { x− ϕ(x) | x ∈ L }

kümesini tanımlayalım. H ≤ M olduğu açıktır. Ayrıca H ∩M1 = 0 dır. Gerçekten,

y ∈ H ∩M1 alalım. Bu durumda y = m1 = x − ϕ(x) olacak şekilde ∃ m1 ∈ M1,

x ∈ L vardır. Buradan m1 + ϕ(x) = x ∈ M1 ∩ L ≤ M1 ∩M2 = 0 dır. Böylece

y = 0 − ϕ(0) = 0 olup H ∩M1 = 0 dır. Hipotezden, M = M1 ⊕ H
′ ve H ≤ H

′

olacak şekilde bir H ′
≤ M vardır. Şimdi π : M −→ M1 kanonik projeksiyon olsun.

Burada Ker(π) = H
′ dür. π|M2

: M2 −→M1 ve x ∈ L için

π(x) = π
(
ϕ(x) + (x− ϕ(x))

)
= π(ϕ(x)) + π(x− ϕ(x)) = ϕ(x)
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elde edilir. Yani
L M2 M

M1

i

ϕ
π|M2

i

π

diyagramı değişmelidir. Dolayısıyla M1, M2-injektiftir.

Yardımcı Teorem 3.16. M1 ve M2, CS-modüller ve M =M1⊕M2 olsun. M nin

CS-modül olması için gerek ve yeter koşul K ∩M1 = 0 ya da K ∩M2 = 0 koşulunu

sağlayan her K ≤c M için K ≤d M olmasıdır.

Kanıt. (⇒) Açıktır.

(⇐) K ∩M1 = 0 ya da K ∩M2 = 0 koşulunu sağlayan bir K ≤c M için K ≤d M

olsun. L ≤c M alalım. L ∩M2 ≤ L olduğundan Önerme 1.10.12 den, L ∩M2 ≤e

H ≤c L olacak şekilde bir H ≤ L vardır. Önerme 1.10.15 den, H ≤c M dir. Ayrıca

H ∩M1 = 0 dır. Kabulden, H ≤d M dir. Bu durumda M = H ⊕H
′ olacak şekilde

bir H ′
≤M vardır. Buradan

L = L ∩M = L ∩ (H ⊕H
′

) = H ⊕ (L ∩H
′

)

bulunur. O halde L ∩H
′
≤d L dir. L ∩H

′
≤c L ≤c M olduğundan Önerme 1.10.15

den, L ∩ H
′
≤c M dir. L ∩M2 ≤e H olduğundan (L ∩M2) ∩ H

′
≤e H ∩ H

′
= 0

dır. Dolayısıyla (L ∩H
′
) ∩M2 = 0 olur. Kabul gereği, L ∩ H

′
≤d M dir. Böylece

L ∩H
′
≤d H

′ olup L ≤d M dir. Yani M , CS-modüldür.

Teorem 3.17. M =M1 ⊕M2 ⊕ · · · ⊕Mn ve her i = 1, 2, . . . , n için Mi ler göreceli

injektif olsun. M nin CS-modül olması için gerek ve yeter koşul her i = 1, 2, . . . , n

için Mi lerin CS-modül olmasıdır.

Kanıt. (⇒) Açıktır.

(⇐) Her i = 1, 2, . . . , n için Mi ler CS-modül olsun. Şimdi n = 2 için M nin CS-

modül olduğunu gösterelim. K ≤c M ve K ∩ M1 = 0 alalım. Yardımcı Teorem

3.15 den, M = M1 ⊕ M
′ ve K ≤ M

′ olacak şekilde bir M ′
≤ M vardır. M

′ ∼=

M/M1
∼=M2 olduğundan M

′ ∼=M2 dir. Böylece M2, CS-modül olduğundan M ′ de

CS-modüldür. K ≤c M
′ olduğu açıktır. M ′ , CS olduğundan K ≤d M

′ bulunur. O

halde K ≤d M dir. Benzer şekilde H ∩M2 = 0 koşulunu sağlayan bir H ≤c M için
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H ≤d M dir. Yardımcı Teorem 3.16 dan,M bir CS-modüldür. n ye göre tümevarım

yöntemi uygulanarakM =M1⊕M2⊕· · ·⊕Mn nin CS-modül olduğu elde edilir.

Uyarı 3.18. Bir CS-modülün dik toplananının da CS-modül olduğu Önerme 3.12

yardımıyla bilinmektedir. Fakat CS-modüllerin dik toplamları CS-modül olmaya-

bilir. Şimdi Teorem 3.17 yardımıyla bu durumu açıklayan bir örneğe yer verelim.

Örnek 3.19. p bir asal sayı olmak üzere M = (Z/pZ)⊕(Z/p3Z) bir Z-modül olsun.

Z/pZ ve Z/p3Z, CS-modüller olmasına rağmen M bir CS-modül değildir.

Kanıt. Z/pZ ve Z/p3Z, düzgün modüller olduğundan CS-modüllerdir. Fakat M ,

CS-modül değildir. Çünkü Z/p3Z, Z/pZ-injektif olmasına rağmen Z/pZ, Z/p3Z-

injektif değildir. Gerçekten, N ≤ Z/p3Z olsun. Z/p3Z nin alt modülleri 0, pZ/p3Z,

p2Z/p3Z ve Z/p3Z dir. N = pZ/p3Z alalım. Şimdi φ(pn + p3Z) = n + pZ olacak

şekilde bir φ : pZ/p3Z −→ Z/pZ dönüşümü tanımlayalım. ∀ pn1 + p3Z, pn2 + p3Z ∈

pZ/p3Z için pn1 + p3Z = pn2 + p3Z olsun. Buradan pn1 − pn2 = p(n1 − n2) ∈ p3Z

dir. O halde n1 − n2 ∈ p2Z ⊆ pZ olduğundan n1 − n2 ∈ pZ dir. Dolayısıyla

n1+pZ = n2+pZ elde edilir. Yani φ iyi tanımlıdır. Her pn1+p
3Z, pn2+p

3Z ∈ pZ/p3Z

ve her k ∈ Z için

φ
(
(pn1 + p3Z) + (pn2 + p3Z)

)
= φ

(
(pn1 + pn2) + p3Z

)

= φ(p(n1 + n2) + p3Z)

= (n1 + n2) + pZ = (n1 + pZ) + (n2 + pZ)

= φ(pn1 + p3Z) + φ(pn2 + p3Z),

φ
(
(pn1 + p3Z)k

)
= φ(pn1k + p3Z) = n1k + pZ = (n1 + pZ)k = φ(pn1 + p3Z)k

olduğundan φ bir homomorfizmadır. Şimdi θ : Z/p3Z −→ Z/pZ dönüşümünü göz

önüne alalım. Her p+ p3Z ∈ Z/p3Z için

θ(p+ p3Z) = θ
(
p(1 + p3Z)

)
= pθ(1 + p3Z)

dir. O halde θ(1 + p3Z) ∈ Z/pZ olduğundan θ(1 + p3Z) = a + pZ olacak şekilde

bir a + pZ ∈ Z/pZ vardır. Böylece θ(p + p3Z) = p(a + pZ) = 0 + pZ bulunur.
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p + p3Z ∈ pZ/p3Z için (θ ◦ i)(p + p3Z) = θ(i(p + p3Z)) = θ(p + p3Z) = 0 + pZ ve

φ(p+ p3Z) = 1 + pZ olduğundan θ ◦ i 6= φ elde edilir. Yani

pZ/p3Z Z/p3Z

Z/pZ

i

φ
θ

diyagramı değişmeli (i.e., θ ◦ i = φ) olacak şekilde bir θ : Z/p3Z −→ Z/pZ homo-

morfizması yoktur. Dolayısıyla Z/pZ, Z/p3Z-injektif değildir.

Teorem 3.20. M bir R-modül olsun. Bu durumda M nin CS-modül olması için

gerek ve yeter koşul Z2(M), N-injektif ve Z2(M), N birer CS-modül olmak üzere

M = Z2(M)⊕N olmasıdır.

Kanıt. (⇒) M bir CS-modül olsun. Z2(M) ≤c M ve M , CS-modül olduğundan

Z2(M) ≤d M dir. O halde N bir nonsingular modül olmak üzere M = Z2(M) ⊕N

yazılır. Ayrıca CS-modüllerin dik toplananları da CS-modül olduğundan Z2(M) ve

N , CS-modüllerdir. Şimdi Z2(M) nin N-injektif olduğunu gösterelim. X ≤ N ve

φ : X −→ Z2(M) bir R-modül homomorfizması olsun.

X
′

:= { x− φ(x) | x ∈ X }

kümesini göz önüne alalım. X ′
≤ M olduğu açıktır. M , CS-modül olduğundan bir

X∗ ≤d M vardır öyle ki X ′
≤e X

∗ ≤d M dir. BöyleceM = X∗⊕Y olacak şekilde bir

Y ≤ M vardır. x1 ∈ X
′
∩ Z2(M) olsun. Bu durumda x ∈ X olmak üzere x1 = x−

φ(x) yazılır. Buradan x1+φ(x) = x ∈ Z2(M)∩X = 0 olduğundan x = 0 olup x1 = 0

bulunur. O halde X ′
∩Z2(M) = 0 dır. 0 = X

′
∩Z2(M) ≤e X

∗∩Z2(M) olduğundan

X∗ ∩ Z2(M) = 0 dır. Diğer yandan, X∗ ∩ Z(M) ≤ X∗ ∩ Z2(M) = 0 olduğundan

X∗ ∩ Z(M) = 0 dır. Böylece Önerme 1.13.2 (4) ten, Z(X∗) = X∗ ∩ Z(M) = 0 dır.

Yani X∗ bir nonsingular modüldür. Önerme 1.13.5 (1) den, 0 = Z(X∗) ≤e Z2(X
∗)

olduğundan Z2(X
∗) = 0 bulunur. Z2(M) = Z2(X

∗⊕Y ) = Z2(X
∗)⊕Z2(Y ) = Z2(Y )

elde edilir. Bu durumda Z2(M) = Z2(Y ) ≤ Y ve Y bir CS-modül olduğundan

Z2(M) ≤d Y bulunur. Böylece Y = Y
′
⊕ Z2(M) olacak şekilde bir Y ′

≤ Y vardır.
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π : X∗ ⊕ Y
′
⊕ Z2(M) −→ Z2(M) bir kanonik projeksiyon olsun. Her x ∈ X için

π(x) = π
(
(x− φ(x)) + φ(x)

)
= π(x− φ(x)) + π(φ(x)) = φ(x)

elde edilir. Yani
X N M

Z2(M)

i

φ
π|N

i

π

diyagramı değişmelidir. Dolayısıyla Z2(M), N -injektiftir.

(⇐) Z2(M), N -injektif ve Z2(M), N birer CS-modül olmak üzere M = Z2(M)⊕N

olsun. A ≤c M olsun. O halde Z2(A) ≤c A ve A ≤c M olduğundan Önerme 1.10.15

den, Z2(A) ≤c M dir. Ayrıca Z2(A) ≤ Z2(M) ≤ M ve Z2(A) ≤c M olduğundan

Z2(A) ≤c Z2(M) dir. Z2(M), CS-modül olduğundan Z2(A) ≤d Z2(M) bulunur.

Böylece Z2(M) = Z2(A) ⊕ K olacak şekilde bir K ≤ Z2(M) vardır. Bu durumda

M = Z2(M)⊕N = Z2(A)⊕K ⊕N yazılır. Modüle kuralından

A = A ∩M = A ∩ (Z2(A)⊕K ⊕N) = Z2(A)⊕ [A ∩ (K ⊕N)]

dir. Yani Z2(A) ≤d A dır. O halde A = Z2(A) ⊕ B olacak şekilde bir B ≤ A

nonsingular alt modülü vardır. 0 = Z(B) ≤e Z2(B) olduğundan Z2(B) = 0 bulunur.

Önerme 1.13.5 (4) ten, Z2(B) = B∩Z2(M) = 0 bulunur. B∩Z2(M) = 0 ve Z2(M),

N-injektif olduğundan π1 : M −→ Z2(M) ve π2 : M −→ N kanonik projeksiyonlar

olmak üzere ψπ2|B = π1|B olacak şekilde bir ψ : N −→ Z2(M) R-homomorfizması

vardır. Yani
B M N

Z2(M)

i

π1|B

π1

π2

ψ

diyagramı değişmelidir. Şimdi

N∗ := {n+ ψ(n) |n ∈ N }

kümesini göz önüne alalım. Açıktır ki, N∗ ≤M dir. x ∈ B için x = m1+m2 olacak
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şekilde ∃ m1 ∈ Z2(M), m2 ∈ N vardır. Bu durumda

x = m1 +m2 = π1(x) + π2(x) = ψ(π2(x)) + π2(x) ∈ N∗

bulunur. Dolayısıyla B ≤ N∗ dır. Ayrıca B ≤c N
∗ dır. Çünkü eğer B �c N

∗ ise bir

N1 ≤ N∗ vardır öyle ki B ≤e N1 ≤c N
∗ dır. Buradan B = A ∩ B ≤e A ∩ N1 ≤ A

bulunur. Fakat B ≤d A olduğundan B nin A da öz essential genişlemesi yoktur.

Dolayısıyla bu bir çelişki olup B ≤c N
∗ olmalıdır. Z2(M) + N∗ ⊆ M dir. Şimdi

m ∈ M olsun. Bu durumda m = a + n olacak şekilde ∃ a ∈ Z2(M), n ∈ N vardır.

Böylece m = (a−ψ(n))+(n+ψ(n)) ∈ Z2(M)+N∗ bulunur. YaniM = Z2(M)+N∗

dır. x ∈ Z2(M) ∩ N∗ olsun. O halde bir n ∈ N için x = n + ψ(n) yazılır. Buradan

x− ψ(n) = n ∈ Z2(M) ∩N = 0 olduğundan n = 0 olup x = 0 bulunur. Dolayısıyla

Z2(M) ∩ N∗ = 0 dır. Sonuç olarak, M = Z2(M) ⊕ N∗ = Z2(M) ⊕ N elde edilir.

N ∼= M/Z2(M) ∼= N∗ olduğundan N ∼= N∗ dır. N , CS-modül olduğundan N∗

da CS-modüldür. O halde B ≤c N
∗ ve N∗, CS-modül olduğundan B ≤d N

∗ dır.

Böylece N∗ = B ⊕ B
′ olacak şekilde bir B′

≤ N∗ vardır. Buradan

M = Z2(M)⊕N∗ = (Z2(A)⊕K)⊕(B⊕B
′

) = (Z2(A)⊕B)⊕(K⊕B
′

) = A⊕(K⊕B
′

)

olduğundan A ≤d M bulunur. Dolayısıyla M , CS-modüldür.
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4. GOLDIE EXTENDING MODÜLLER

Bu bölümde extending modüllerin bir genellemesi olan Goldie extending modül

sınıfına yer vereceğiz. Goldie extending modüllerin yapısal özelliklerini analiz et-

mek için oldukça kullanışlı olan göreceli ejektif kavramından bahsedeceğiz. Goldie

extending modüllerin bir dik toplamının ve bir Goldie extending modülün bir dik

toplananının Goldie extending modül olabilmesi için gerekli koşullar ele alınacaktır.

Tanım 4.1. M bir R-modül olsun. M nin alt modülleri üzerinde

XβY ⇐⇒ X ∩ Y ≤e X ve X ∩ Y ≤e Y

bağıntısını tanımlayalım. β nın bir denklik bağıntısı olduğu kolayca görülebilir. Her

X ≤ M için, XβD (i.e., X ∩D ≤e X ve X ∩D ≤e D) olacak şekilde bir D ≤d M

varsa M ye Goldie extending (i.e., G-extending) modül denir. Ayrıca M nin

her dik toplananı G-extending modül ise M ye G+-extending modül denir.

Yardımcı Teorem 4.2. M bir R-modül ve K ≤c M olsun. K ≤d M olması için

gerek ve yeter koşul K nın, M de bir L komplementi olması ve her ϕ : K⊕L −→M

homomorfizmasının bir θ : M −→M homomorfizmasına genişlemesidir.

Kanıt. (⇒) K ≤d M olsun. Bu durumda M = K ⊕K
′ olacak şekilde bir K ′

≤M

vardır. L = K
′ alınırsa θ|K⊕L

= ϕ dir.

(⇐) L, K nın bir komplementi olsun. Her x ∈ K ve y ∈ L için ϕ(x + y) = x

ile tanımlı ϕ : K ⊕ L −→ M homomorfizmasını göz önüne alalım. Hipotezden,

θ|K⊕L
= ϕ olacak şekilde bir θ : M −→ M homomorfizması vardır. Yani

K ⊕ L M

M

i

ϕ
θ

diyagramı değişmelidir. Burada K ⊆ Im(θ) ve L ⊆ Ker(θ) dır. 0 6= v ∈ Im(θ)

alalım. Bu durumda 0 6= v = θ(u) olacak şekilde bir u ∈ M vardır. u /∈ L dir.

Çünkü u ∈ L olsaydı u ∈ Ker(θ) olup θ(u) = 0 olurdu. Bu ise çelişkidir. Böylece

K∩(L+uR) 6= 0 dır. Çünkü L, K nın komplementi olduğundanK∩L = 0 özelliğine
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göre L maksimaldir. Bu durumda 0 6= x = y + ur olacak şekilde ∃ x ∈ K, y ∈ L,

r ∈ R vardır. Buradan

0 6= x = θ(x) = θ(y + ur) = θ(y) + θ(ur) = θ(u)r = vr ∈ K ∩ vR

bulunur. O halde K ∩ vR 6= 0 olduğundan K ≤e Im(θ) dır. K ≤c M olduğundan

K nın hiçbir essential genişlemesi yoktur. Dolayısıyla K = Im(θ) elde edilir. Şimdi

M = Im(θ)⊕Ker(θ) olduğunu gösterelim. Her m ∈M için m = θ(m)+
(
m−θ(m)

)

yazılabilir. Ayrıca θ
(
m− θ(m)

)
= θ(m)− θ

(
θ(m)

)
= θ(m)− θ(m) = 0 olduğundan

m − θ(m) ∈ Ker(θ) dır. O halde θ(m) ∈ Im(θ) ve m − θ(m) ∈ Ker(θ) olduğundan

M = Im(θ) + Ker(θ) bulunur. Şimdi x ∈ Im(θ) ∩ Ker(θ) alalım. Bu durumda

θ(x) = 0 ve x = θ(m) olacak şekilde bir m ∈ M vardır. Buradan 0 = θ(x) =

θ
(
θ(m)

)
= θ(m) olup x = θ(m) = 0 dır. Yani Im(θ) ∩ Ker(θ) = 0 dır. Böylece,

M = Im(θ) ⊕ Ker(θ) elde edilir. Sonuç olarak, M = K ⊕ Ker(θ) olup K ≤d M

bulunur.

Önerme 4.3. M bir R-modül olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir.

(i) M bir G-extending modüldür.

(ii) Her Y ≤M için, bir X ≤M ve bir D ≤d M vardır öyle ki X ≤e Y ve X ≤e D

dir.

(iii) Her Y ≤ M için, Y nin bir L komplementi ve L nin bir K komplementi

vardır öyle ki Y βK ve her f : K⊕L −→M homomorfizması bir f̄ : M −→M

homomorfizmasına genişler.

Kanıt. (i) ⇒ (ii) Y ≤ M olsun. Bu durumda Y βD olacak şekilde bir D ≤d M

vardır. O halde Y ∩D ≤e Y ve Y ∩ D ≤e D dir. X = Y ∩ D alınırsa X ≤e Y ve

X ≤e D elde edilir.

(ii) ⇒ (iii) Y ≤ M olsun. Hipotezden, bir X ≤ M ve bir D ≤d M vardır öyle

ki X ≤e Y ve X ≤e D dir. Buradan M = D ⊕ D
′ olacak şekilde bir D′

≤ M

vardır. X ∩ D
′
≤e D ∩ D

′
= 0 ve X ∩ D

′
≤e Y ∩ D

′ olduğundan X ∩ D
′
= 0 ve

Y ∩ D
′
= 0 olmalıdır. X ≤e Y ∩ D ≤ Y ve X ≤e Y olduğundan Y ∩ D ≤e Y

bulunur. Diğer yandan, X ≤e Y ∩ D ≤ D ve X ≤e D olduğundan Y ∩ D ≤e D
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bulunur. Kabul edelim ki, D′
≤ E ve Y ∩ E = 0 olacak şekilde bir E ≤ M olsun.

0 = (Y ∩ D) ∩ E ≤e D ∩ E olduğundan D ∩ E = 0 olmalıdır. E = M ∩ E =

(D⊕D
′
)∩E = (D∩E)⊕D

′
= D

′ bulunur. O halde D′, Y nin bir komplementidir.

D = K ve D′
= L alınırsa f̄|K⊕L

= f elde edilir.

(iii) ⇒ (i) Yardımcı Teorem 4.2 ve (iii) den, K ≤d M dir. Dolayısıyla M bir

G-extending modüldür.

Önerme 4.4. MR bir UC-modül olsun. M nin G-extending olması için gerek ve

yeter koşul M nin extending olmasıdır.

Kanıt. (⇒) Y ≤ M olsun. Bu durumda Y ∩D ≤e Y , Y ∩D ≤e D olacak şekilde

bir D ≤d M vardır. O halde M = D ⊕ D
′ olacak şekilde bir D′

≤ M vardır. M ,

UC-modül olduğundan Yardımcı Teorem 1.14.2 den, D ≤e Y +D ve Y ≤e Y +D

dir. Buradan 0 = D ∩D
′
≤e (Y +D)∩D

′ olduğundan (Y +D)∩D
′
= 0 olmalıdır.

Y +D =M ∩ (Y +D) = (D ⊕D
′
) = D ⊕ ((Y +D) ∩D

′
) olduğundan Y +D = D

bulunur. Yani Y ≤ D dir. O halde Y = Y ∩D ≤e D ≤d M elde edilir. Dolayısıyla

M , extending modüldür.

(⇐) Teorem 5.19 dan açıktır.

Tanım 4.5. N ve M , R-modüller olsun. Eğer her K ≤M ve her f : K −→ N için

f̄|X = f olacak şekilde bir f̄ : M −→ N homomorfizması ve bir X ≤e K varsa, N

modülüne M-ejektif modül denir. Yani

X K M

N

i i

f
f̄

diyagramı değişmelidir.

Uyarı 4.6. N modülü M-injektif ise N nin M-ejektif olduğu açıktır. Eğer her

M ∈ Mod-R için N , M-ejektif ise N ye ejektif modül denir.

Tanım 4.7. ρ : Mod-R −→ Mod-R olmak üzere ρ, R-modüller kategorisinden R-

modüller kategorisine bir funktor olsun. Eğer aşağıdaki iki koşul sağlanıyorsa ρ ya

preradical denir.

(i) Her M R-modülü için ρ(M), M nin alt modülüdür.
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(ii) M ve M ′ , R-modüller olmak üzere bir φ : M −→ M
′ homomorfizması için

φ(ρ(M)) ⊆ ρ(M
′
) dür.

M1 ve M2, R-modüller olmak üzere ρ(M1 ⊕M2) = ρ(M1) ⊕ ρ(M2) olduğu açıktır.

Yukarıdaki iki koşula ek olarak;

(iii) ρ
(
M/ρ(M)

)
= 0

koşulu da sağlanıyorsa ρ ya radikal denir.

Tanım 4.8. ρ bir preradikal olsun. Eğer herM R-modülü için ρ
(
ρ(M)

)
= ρ(M) ise

ρ ya idempotent preradikal denir. Örneğin; socle bir idempotent preradikaldir.

Tanım 4.9. ρ bir preradikal ve M bir R-modül olsun. Eğer her N ≤ M için

ρ(N) = N ∩ ρ(M) ise ρ ya left exact preradikal denir. Örneğin; singular alt

modül ve socle left exact preradikallerdir.

Önerme 4.10. ρ bir preradikal ve ρ(M) ≤e M2 olmak üzere M = M1 ⊕M2 olsun.

Bu durumda M1, M2-ejektiftir.

Kanıt. K ≤ M2, f : K −→ M1 bir homomorfizma ve X = K ∩ ρ(M) olsun. O

halde K ≤e K ve ρ(M) ≤e M2 olduğundan X = K ∩ ρ(M) ≤e K ∩M2 = K elde

edilir. Eğer f̄ : M2 −→ M1 sıfır homomorfizması olarak alınırsa, her x ∈ X için

f̄(x) = f(x) bulunur. Yani f̄|X = f dir.

Teorem 4.11. M1 ve M2, R-modüller ve M = M1 ⊕ M2 olsun. Bu durumda

aşağıdakiler denktir.

(i) M1, M2-ejektiftir.

(ii) K∩M1 = 0 koşulunu sağlayan her K ≤M içinM =M1⊕M3 ve K∩M3 ≤e K

olacak şekilde bir M3 ≤ M vardır.

Kanıt. (i) ⇒ (ii) M1, M2-ejektif olsun. i = 1, 2 için πi : M −→ Mi kanonik

projeksiyon olsun. K ≤ M için K ∩M1 = 0 olsun. π2|K : K −→ M2 bir monomor-

fizmadır. Çünkü Ker(π2|K ) = K ∩M1 = 0 dır. K = π2(K) olsun. O halde M1,
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M2-ejektif olduğundan h|X = (π1 ◦ π
−1
2 )|X olacak şekilde bir h : M2 −→ M1 homo-

morfizması ve bir X ≤e K vardır. Yani

X K M2

M

M1

i i

π−1

2

h

π1

diyagramı değişmelidir. Şimdi

M3 = { h(y) + y | y ∈M2 }

kümesini tanımlayalım. M3 ≤ M olduğu açıktır. m ∈ M için m = m1 +m2 olacak

şekilde mi ∈ Mi (i = 1, 2) vardır. Böylece

m = m1 +m2 =
(
m1 − h(m2)

)
+
(
h(m2) +m2

)
∈M1 +M3

bulunur. Dolayısıyla M = M1 +M3 olur. Diğer yandan, y ∈ M1 ∩M3 olsun. Bu

durumda y = y1 = h(y2) + y2 olacak şekilde yi ∈ Mi (i = 1, 2) vardır. Buradan

y1−h(y2) = y2 ∈M1∩M2 = 0 bulunur. BöyleceM1∩M3 = 0 dır. M =M1⊕M3 elde

edilir. Şimdi K ∩M3 ≤e K olduğunu gösterelim. 0 6= k ∈ K alalım. Bu durumda

k = π1(k) + π2(k) yazılabilir. K ∩ M1 = 0 olduğundan π2(k) 6= 0 dır. Çünkü

π2(k) = 0 olsaydı k = π1(k) ∈ K ∩M1 = 0 olurdu. Fakat k 6= 0 olduğundan bu bir

çelişkidir. X ≤e K = π2(K) olduğundan 0 6= π2(k)r = π2(kr) ∈ X olacak şekilde bir

r ∈ R vardır. Böylece 0 6= kr = π1(kr) + π2(kr) dir. h|X = (π1 ◦ π
−1
2 )|X olduğundan

(h ◦ π2)|X = [(π1 ◦ π
−1
2 ) ◦ π2]|X = π1|X dir. Dolayısıyla h(π2(kr)) = π1(kr) bulunur.

Böylece 0 6= kr = h(π2(kr)) + π2(kr) ∈ K ∩M3 olur. Sonuç olarak, her 0 6= k ∈ K

için 0 6= kr ∈ K ∩M3 olacak şekilde bir r ∈ R bulunduğundan K ∩M3 ≤e K dır.

(ii) ⇒ (i) K ∩ M1 = 0 koşulunu sağlayan her K ≤ M için M = M1 ⊕ M3 ve

K ∩ M3 ≤e K olacak şekilde bir M3 ≤ M olsun. L ≤ M2 ve g : L −→ M1 bir

homomorfizma olsun. Şimdi

H = { x− g(x) | x ∈ L }
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kümesini tanımlayalım. H ≤ M ve H ∩M1 = 0 dır. Hipotezden, M =M1 ⊕H
′ ve

H
′
∩ L ≤e L olacak şekilde bir H ′

≤ M vardır. π : M −→ M1 kanonik projeksiyon

olsun. x ∈ H
′
∩ L için

π(x) = π
(
g(x) + (x− g(x))

)
= π(g(x)) + π(x− g(x)) = π(g(x)) = g(x)

bulunur. Yani π|
H

′
∩L

= g|
H

′
∩L

dir. Dolayısıyla M1, M2-ejektiftir.

Teorem 4.12. M =M1 ⊕M2 olsun. Bu durumda;

(i) Eğer M1, M2-ejektif (ya da M2, M1-ejektif) ve M1 ile M2, G-extending mo-

düller ise M bir G-extending modüldür.

(ii) Eğer M1, M2-injektif ve M bir G-extending modül ise M2 bir G-extending

modüldür.

Kanıt. (i) Y ≤ M olsun. Eğer Y ∩M1 = 0 ise Teorem 4.11 den, M = M1 ⊕M3

ve Y ∩M3 ≤e Y olacak şekilde bir M3 ≤M vardır. M3
∼= M/M1

∼=M2 olduğundan

M3
∼= M2 dir. M3

∼= M2 olduğundan M3 de G-extendingdir. Y ∩M3 ≤ M3 için

Önerme 4.3 ten, bir X ≤ M3 ve bir D ≤d M3 vardır öyle ki X ≤e Y ∩ M3 ve

X ≤e D dir. M3, M nin bir dik toplananı olduğundan D, M nin bir dik toplananı

olur. Diğer yandan, X ≤e Y ∩M3 ≤e Y olduğundan X ≤e Y bulunur. Böylece M

bir G-extending modüldür.

Şimdi Y ∩M1 6= 0 olsun. Y ∩M1 ≤ Y için, Y ∩M1 in bir K ≤ Y komplementi

vardır öyle ki (Y ∩M1)∩K = 0 ve (Y ∩M1)⊕K ≤e Y dir. O halde K ∩M1 = 0 dır.

Yine Teorem 4.11 den, M =M1 ⊕M4 ve K ∩M4 ≤e K olacak şekilde bir M4 ≤M

vardır. M4
∼= M2 olduğundan M4 de G-extendingdir. Y ∩M1 ≤ M1 için Önerme

4.3 ten, bir X1 ≤ M1 ve bir D1 ≤d M1 vardır öyle ki X1 ≤e Y ∩M1 ve X1 ≤e D1

dir. Ayrıca K ∩M4 ≤M4 için Önerme 4.3 ten, bir X2 ≤M4 ve bir D2 ≤d M4 vardır

öyle ki X2 ≤e K ∩M4 ve X2 ≤e D2 dir.

İddia. X1 ⊕X2 ≤e Y ve X1 ⊕X2 ≤e D1 ⊕D2 dir.

X2 ≤e K ∩ M4 ≤e K olduğundan X2 ≤e K dır. O halde X1 ≤e Y ∩ M1 ve

X2 ≤e K olduğundan X1 ⊕X2 ≤e (Y ∩M1)⊕K ≤e Y dir. Böylece X1 ⊕X2 ≤e Y

elde edilir. Diğer yandan, X1 ≤e D1 ve X2 ≤e D2 olduğundan X1 ⊕X2 ≤e D1 ⊕D2
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elde edilir.

Ayrıca D1 ≤d M1 ve D2 ≤d M4 olduğundan M1 = D1 ⊕ D
′

1 ve M4 = D2 ⊕ D
′

2

olacak şekilde ∃ D
′

1 ≤M1, D
′

2 ≤M4 vardır. Böylece

M =M1 ⊕M4 = (D1 ⊕D
′

1)⊕ (D2 ⊕D
′

2) = (D1 ⊕D2)⊕ (D
′

1 ⊕D
′

2)

olduğundan D1 ⊕ D2 ≤d M bulunur. Sonuç olarak, M bir G-extending modüldür.

(ii) Y ≤M2 olsun. M , G-extending olduğundan bir X ≤ M ve bir D ≤d M vardır

öyle ki X ≤e Y ve X ≤e D dir. X ∩M1 ≤e Y ∩M1 ≤ M2 ∩M1 = 0 olduğundan

X ∩M1 = 0 dır. O halde 0 = X ∩M1 ≤e D ∩M1 olduğundan D ∩M1 = 0 dır.

Yardımcı Teorem 3.15 den, M = M1 ⊕M
′ ve D ≤ M

′ olacak şekilde bir M ′
≤ M

vardır. Her x ∈ X için h(x) = x olacak şekilde bir h : M ′
−→ M2 izomorfizması

vardır (i.e., h = π2|
M

′ ). D2 = h(D) ≤ M2 olsun. X = h(X) ≤e h(D) = D2 dir.

D ≤d M olduğundan M = D ⊕ D
′ olacak şekilde bir D′

≤ M vardır. Buradan

M
′
=M

′
∩M =M

′
∩ (D⊕D

′
) = D⊕ (M

′
∩D

′
) dür. h(M ′

) = h(D)⊕ h(M
′
∩D

′
)

bulunur. Böylece M2 = D2 ⊕ h(M
′
∩ D

′
) dür. Yani D2 ≤d M2 dir. Sonuç olarak,

M2 bir G-extending modüldür.

Teorem 4.13. M =
n
⊕
i=1

Mi olsun. Bu durumda;

(i) Eğer her j > i için Mi, Mj-ejektif ve her Mi, G-extending modül ise M , G-

extending modüldür.

(ii) Eğer tüm Mi ler göreceli injektif ve M , G-extending modül ise her Mi, G-

extending modüldür.

Kanıt. (i) Tümevarım yöntemini uygulayalım. Her 1 ≤ i < j ≤ n + 1 için Mi ler

G-extending modül veMi,Mj-ejektif olmak üzereM =
n+1
⊕
i=1

Mi olsun. Her 1 ≤ k ≤ n

için
k
⊕
i=1

Mi, G-extending modül olsun. M =
n+1
⊕
i=1

Mi =
( n
⊕
i=1

Mi

)
⊕Mn+1 dir. Şimdi

n
⊕
i=1

Mi nin Mn+1-ejektif olduğunu gösterelim. K ≤ Mn+1 olsun. f : K −→
n
⊕
i=1

Mi

bir homomorfizma olsun. πi : M −→ Mi, i-inci projeksiyon homomorfizması olsun.

fi = πi ◦ i◦f olsun. Mi,Mn+1-ejektif olduğundan her 1 ≤ i ≤ n+1 için bir Xi ≤e K

ve f̄i : Mn+1 −→Mi homomorfizması vardır öyle ki her x ∈ Xi için f̄i(x) = f(x) dir.
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Yani
Xi K Mn+1

n
⊕
i=1

Mi

M

Mi

i i

f

f̄ii

πi

diyagramı değişmelidir. Her 1 ≤ i ≤ n+1 için Xi ≤e K olduğundan
⋂n
i=1 ≤e K dır.

X =
⋂n
i=1 alınırsa X ≤e K dır. f̄ : Mn+1 −→

n
⊕
i=1

Mi, f̄ = (f̄1, f̄2, . . . , f̄n) ile tanımlı

olsun. O halde her x ∈ X için

f̄(x) =
(
f̄1(x), f̄2(x), . . . , f̄n(x)

)
=

(
f1(x), f2(x), . . . , fn(x)

)
= f(x)

bulunur. Yani
X K Mn+1

n
⊕
i=1

Mi

i i

f
f̄

diyagramı değişmelidir. Dolayısıyla
n
⊕
i=1

Mi, Mn+1-ejektiftir. Kabul gereği
n
⊕
i=1

Mi ve

Mn+1, G-extending modüllerdir. Böylece Teorem 4.12 (i) den, M =
n+1
⊕
i=1

Mi bir G-

extending modüldür.

(ii) Kanıt, (i) seçeneğindekine benzer tümevarım yöntemiyle ve Teorem 4.12 (ii)

yardımıyla elde edilir.

Tanım 4.14. M bir R-modül ve X ≤ M olsun. Her e2 = e ∈ EndR(M) için

e(X) ⊆ X oluyorsa X e M nin projection invariant (projeksiyon değişmez)

alt modülü denir.

Tanım 4.15. M bir R-modül olmak üzere M nin her projection invariant alt mo-

dülü, M nin bir dik toplananında essential oluyorsa M ye PI-extending modül

denir.

Teorem 4.16. K, M nin bir projection invariant alt modülü olsun.
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(i) M bir G-extending modül olsun. Bu durumda ∃ M1, M2 ≤ M alt modülleri

vardır öyle ki M =M1 ⊕M2 ve K ≤e M2 dir.

(ii) M bir G-extending modül ve K, bir tek kapanışa sahip olsun. Bu durumda

∃ M1, M2 ≤ M alt modülleri vardır öyle ki M = M1 ⊕M2, K ≤e M2 ve M1,

M2 birer G-extending modüldür.

(iii) ρ bir preradikal, ρ(M) ≤e M2 ve M1, M2 G-extending modüller olmak üzere

M =M1 ⊕M2 olsun. Bu durumda M bir G-extending modüldür.

Kanıt. (i)M , G-extending modül olduğundan bir e2 = e ∈ EndR(M) vardır öyle ki

KβeM dir. Yani K ∩ eM ≤e K ve K ∩ eM ≤e eM dir. k ∈ K olmak üzere ek ∈ eK

olsun. K, projection invariant alt modül olduğundan ek ∈ eK ⊆ K dır. Buradan

ek ∈ K ve ek ∈ eM olduğundan ek ∈ K ∩ eM dir. O halde eK ⊆ K ∩ eM bulunur.

Şimdi x ∈ K ∩ eM olsun. Bu durumda x = k = em olacak şekilde ∃ m ∈M , k ∈ K

vardır. Buradan ek = e2m = em = k ∈ eK dır. O halde K ∩ eM ⊆ eK bulunur.

Böylece eK = K ∩ eM dir. Diğer yandan, (1 − e)k ∈ (1 − e)K olsun. eK ⊆ K

olduğundan (1 − e)k = k − ek ∈ K dır. O halde (1 − e)K ⊆ K ∩ (1 − e)M dir.

Şimdi y ∈ K ∩ (1− e)M olsun. Böylece y = k = (1− e)m olacak şekilde ∃ m ∈M ,

k ∈ K vardır. Buradan

(1− e)k = (1− e)(1− e)m = (1− e− e + e2)m = (1− e)m = k ∈ (1− e)K

dır. O halde K ∩ (1− e)M ⊆ (1− e)K dır. Böylece (1− e)K = K ∩ (1− e)M dir.

Şimdi K = eK⊕ (1− e)K olduğunu gösterelim. K ⊆ eK +(1− e)K olduğu açıktır.

ek1 + (1 − e)k2 ∈ eK + (1 − e)K alalım. eK ⊆ K olduğundan ek1 + (1 − e)k2 =

ek1+k2−ek2 ∈ K dır. O halde eK+(1−e)K ⊆ K dır. Böylece K = eK+(1−e)K

bulunur. a ∈ eK ∩ (1 − e)K olsun. Bu durumda a = ek = (1 − e)k
′ olacak

şekilde k, k′
∈ K elemanları vardır. Buradan ek = e2k = (e − e2)k

′
= 0 dır.

Yani eK ∩ (1 − e)K = 0 dır. Sonuç olarak, K = eK ⊕ (1 − e)K elde edilir.

eK = K∩eM ≤e K ve eK = K∩eM ≤e eM dir. eK∩(1−e)M ≤e eM∩(1−e)M = 0

olduğundan eK∩(1−e)M = 0 dır. 0 = eK∩(1−e)M ≤e K∩(1−e)M olduğundan

K∩(1−e)M = 0 bulunur. O halde (1−e)K = 0 bulunur. BöyleceK = eK⊕(1−e)K

olduğundan K = eK ≤e eM dir. Eğer M1 = (1 − e)M ve M2 = eM alınırsa
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M =M1 ⊕M2 ve K ≤e M2 elde edilir.

(ii) (i) den e2 = e ∈ EndR(M), M1 = (1 − e)M , M2 = eM ve K ≤e M2 olmak

üzere M =M1 ⊕M2 dir.

İddia 1. M2 bir G-extending modüldür.

Y ≤M2 = eM olsun. M , G-extending olduğundan bir d2 = d ∈ EndR(M) vardır

öyle ki Y βdM dir. Yani Y ∩dM ≤e Y ve Y ∩dM ≤e dM dir. (i) den dK = K∩dM ,

(1−d)K = K∩(1−d)M olmak üzere K = dK⊕(1−d)K dır. K ≤e eM olduğundan

Y ∩K ≤e Y dir. O halde Y ∩K∩dM ≤e Y ∩dM ≤e dM olduğundan Y ∩dK ≤e dM

bulunur. Y ∩ dK ≤ dK ≤ dM ve Y ∩ dK ≤e dM olduğundan Y ∩ dK ≤e dK ve

dK ≤e dM bulunur. Böylece K = dK ⊕ (1 − d)K ≤e dM ⊕ (1 − d)K dır. K nın

M deki tek kapanışı eM olduğundan dM ⊆ eM = M2 olur. Sonuç olarak, M2 bir

G-extending modüldür.

İddia 2. M1 bir G-extending modüldür.

X ≤M1 = (1− e)M olsun. M , G-extending olduğundan bir d2 = d ∈ EndR(M)

vardır öyle ki XβdM dir. Yani X ∩ dM ≤e X ve X ∩ dM ≤e dM dir. O halde

X∩dM = X∩dM∩(1−e)M ≤e dM∩(1−e)M ≤ dM dir. Buradan X∩dM ≤e dM

olduğundan dM∩(1−e)M ≤e dM dir. Böylece 0 = dM∩(1−e)M∩eM ≤e dM∩eM

olduğundan dM∩eM = 0 olmalıdır. (i) den dK = dM∩K, (1−d)K = (1−d)M∩K

olmak üzere K = dK ⊕ (1− d)K dır. dK = dM ∩K ≤ dM ∩ eM = 0 olduğundan

dK = 0 olmalıdır. O halde K = (1 − d)K ≤ (1 − d)M dir. Şimdi C, K nın

(1 − d)M deki bir kapanışı olsun. (1 − d)M , M nin kapalı alt modülü olduğundan

C, K nınM deki bir kapanışıdır. Fakat K,M de bir tek kapanışa sahip olduğundan

C = eM ⊆ (1−d)M dir. Her m ∈M için em = (1−d)m
′ olacak şekilde bir m′

∈M

vardır. dem = d(1 − d)m
′
= (d − d2)m

′
= 0 ve d(1 − e) = d − de = d dir. Böylece

[(1− e)d]2 = (1− e)d dir. Şimdi dM ∩ (1− e)M ≤ (1− e)dM olduğunu gösterelim.

dm = (1− e)m
′ olsun. (1− e)dm = (1− e)(1− e)m

′
= (1− e)m

′
= dm ∈ (1− e)dM

dir. O halde dM ∩ (1 − e)M ≤ (1 − e)dM dir. Bir 0 6= (1 − e)dm ∈ (1 − e)dM

alalım. dM ∩ (1 − e)M ≤e dM olduğundan 0 6= dmr ∈ dM ∩ (1 − e)M olacak

şekilde bir r ∈ R vardır. Böylece 0 6= dmr = (1 − e)dmr ∈ dM ∩ (1 − e)M olup

dM ∩ (1 − e)M ≤e (1 − e)dM dir. Böylece dMβ(1 − e)dM bulunur. XβdM ve
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dMβ(1− e)dM olduğundan Xβ(1− e)dM elde edilir. Ayrıca

M1 = (1− e)M = (1− e)(dM ⊕ (1− d)M) = (1− e)dM ⊕ (1− e)(1− d)M

olduğundan (1− e)dM ≤d M1 dir. Sonuç olarak, M1 bir G-extending modüldür.

(iii) ρ bir preradikal, ρ(M) ≤e M2 ve M1, M2 G-extending modüller olmak üzere

M = M1 ⊕M2 olsun. Önerme 4.10 dan M1, M2-ejektiftir. Böylece Teorem 4.12 (i)

den, M bir G-extending modüldür.

Sonuç 4.17. M , G-extending modül ve her Mi, M nin projection invariant alt

modülü olmak üzere M = ⊕
i∈I
Mi olsun. Bu durumda her Mi, G-extending modüldür.

Kanıt. Teorem 4.16 da K =Mi alınırsa istenilen elde edilir.

Teorem 4.18. M , (C3) koşulunu sağlayan bir G-extending modül olsun. Bu du-

rumda M nin, her dik toplananı G-extending modüldür (i.e., M , G+-extendingdir).

Kanıt. N ≤d M olsun. Bu durumdaM = N⊕N
′ olacak şekilde birN ′

≤M vardır.

K ≤ N ve π : M −→ N kanonik projeksiyon olsun. M , G-extending olduğundan

bir L ≤d M vardır öyle ki KβL dir. Yani K ∩ L ≤e K ve K ∩ L ≤e L dir. Böylece

K ∩ N
′
≤ N ∩ N

′
= 0 olduğundan K ∩ N

′
= 0 dır. 0 = (K ∩ L) ∩ N

′
≤e L ∩ N

′

olduğundan L ∩ N
′
= 0 dır. M , (C3) koşulunu sağladığından N ′

⊕ L ≤d M dir.

Önerme 3.5 den, N ′
⊕ L = N

′
⊕ π(L) dir. Böylece N ′

⊕ L = N
′
⊕ π(L) ≤d M dir.

O halde M = N
′
⊕ π(L)⊕ A olacak şekilde bir A ≤M vardır. Buradan

N =M ∩N = (N
′

⊕ π(L)⊕ A) ∩N = [(N
′

⊕A) ∩N ]⊕ π(L)

bulunur. Böylece π(L) ≤d N dir. Şimdi K ∩ π(L) ≤e π(L) ve K ∩ π(L) ≤e K

olduğunu gösterelim. 0 6= x ∈ π(L) olsun. Bu durumda x = π(l) olacak şekilde bir

0 6= l ∈ L vardır. K ∩ L ≤e L olduğundan 0 6= lr ∈ K ∩ L olacak şekilde bir r ∈ R

vardır. O halde 0 6= lr = k = l1 olacak şekilde ∃ k ∈ K, l1 ∈ L vardır. Buradan

0 6= xr = π(l)r = π(lr) = π(k) = π(l1) olup 0 6= xr = π(l)r = k = π(l1) ∈ K ∩ π(L)

bulunur. Dolayısıyla K ∩π(L) ≤e π(L) dir. π(L) = N ∩ (N
′
⊕π(L)) = N ∩ (N

′
⊕L)

olduğu açıktır. O halde K ∩ π(L) = K ∩ [N ∩ (N
′
⊕L)] = K ∩ (N

′
⊕L) elde edilir.

K ∩ L = π(K ∩ L) ≤e π(K) = K dır. π(K ∩ L) ≤ π(K) ∩ π(L) = K ∩ π(L) ≤ K
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ve π(K ∩L) ≤e K olduğundan K ∩π(L) ≤e K bulunur. Böylece N bir G-extending

modüldür. Dolayısıyla M , G+-extendingdir.

Tanım 4.19. R bir halka olsun.

(i) e ∈ R ve e2 = e ise e ye idempotent denir. R nin bütün idempotent eleman-

larının kümesi S (R) ile gösterilir.

(ii) e1, e2 ∈ R iki idempotent olsun. Eğer e1e2 = 0 = e2e1 ise e1 ve e2 ye ortogonal

idempotentler denir.

(iii) 0 6= e ∈ R bir idempotent olsun. Eğer e = f1 + f2 olacak şekilde her f1 ve

f2 ortogonal idempotent çifti için f1 = 0 ya da f2 = 0 oluyorsa e ye primitif

idempotent denir.

Tanım 4.20. M bir R-modül olsun. Eğer M nin her dik toplanan çiftinin arakesiti

de bir dik toplanan ise M ye dik toplananların arakesit özelliğini (summand

intersection property, kısaca SIP ) sağlar denir.

Önerme 4.21. R bir halka ve e ∈ R bir idempotent olsun. eR nin ayrıştırılamaz

olması için gerek ve yeter koşul e nin primitif idempotent olmasıdır.

Önerme 4.22. M bir ayrıştırılamaz modül olsun. Bu durumda M nin G-extending

modül olması için gerek ve yeter koşul M nin düzgün modül olmasıdır.

Önerme 4.23. M bir G-extending R-modül ve N ≤M olsun.

(i) Eğer her e2 = e ∈ EndR(M) olmak üzere N ∩ eM ≤e fN olacak şekilde bir

f 2 = f ∈ EndR(N) varsa N bir G-extending modüldür.

(ii) Eğer her e2 = e ∈ EndR(M) için eMβfM ve fN ⊆ N olacak şekilde bir

f 2 = f ∈ EndR(M) varsa N bir G-extending modüldür. Özel olarak, M nin

her projection invariant alt modülü bir G-extending modüldür.

Kanıt. (i) Y ≤ N olsun. M , G-extending modül olduğundan Önerme 4.3 ten

bir X ≤ M ve bir e2 = e ∈ EndR(M) vardır öyle ki X ≤e Y ve X ≤e eM dir.

Bu durumda bir f 2 = f ∈ EndR(N) için X ≤e eM ∩ N ≤e fN dir. O halde

X ≤e fN ≤d N dir. Dolayısıyla N bir G-extending modüldür.
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(ii) Y ≤ N olsun. M , G-extending modül olduğundan Y βeM olacak şekilde bir

e2 = e ∈ EndR(M) vardır. Y βeM ve eMβfM olduğundan Y βfM bulunur. O

halde fN ⊆ N olduğundan N bir G-extending modüldür.

Önerme 4.24. M bir G-extending modül olsun. Eğer M modülü SIP ya da (C2)

koşulunu sağlıyorsa M bir G+-extending modüldür.

Kanıt. M , G-extending modül ve N ≤d M olsun. Kabul edelim ki, M modülü

SIP koşulunu sağlasın. Y ≤ N olsun. Bu durumda Önerme 4.3 ten, bir X ≤ M

vardır öyle ki X ≤e Y ve e2 = e ∈ EndR(M) olmak üzere X ≤e eM dir. O halde

kabulden N ∩ eM ≤d M dir. Böylece bir K ≤ M için M = (N ∩ eM) ⊕K yazılır.

Diğer yandan, X ≤e N ∩ eM dir. Buradan

N = N ∩M = N ∩ [(N ∩ eM)⊕K] = (N ∩ eM)⊕ (N ∩K)

elde edilir. O halde N∩eM ≤d N olupN , G-extending modüldür. DolayısıylaM bir

G+-extending modüldür. Şimdi kabul edelim ki, M modülü (C2) koşulunu sağlasın.

d2 = d ∈ EndR(M) olmak üzere D = dM ≤d M ve Y ≤ D olsun. Önerme 4.3 ten,

bir X ≤ M vardır öyle ki X ≤e Y ve e2 = e ∈ EndR(M) olmak üzere X ≤e eM

dir. π : M −→ D bir kanonik projeksiyon olsun. X ≤e eM ve X ≤e Y ≤ D = dM

olduğundan X ≤e eM ∩ Y ≤ eM ∩ dM dir. O halde

X ∩ (1− d)M ≤e eM ∩ Y ∩ (1− d)M ≤ eM ∩ dM ∩ (1− d)M = 0

olduğundan X ∩ (1 − d)M = 0 bulunur. 0 = X ∩ (1 − d)M ≤e eM ∩ (1 − d)M

olduğundan eM ∩ (1 − d)M = 0 olmalıdır. Bu durumda π|eM : eM −→ dM bir

monomorfizmadır. Çünkü Ker(π|eM ) = eM ∩ (1 − d)M = 0 dır. X ≤e eM

olduğundan X = π(X) ≤e π(eM) ≤ D dir. Böylece 1. İzomorfizma Teoremi’nden,

eM/Ker(π|eM ) = π(eM) olup eM ∼= π(eM) dir. π(eM), M nin bir dik toplananı

olan eM ye izomorf olduğundan (C2) koşulu gereği π(eM) ≤d M olur. Böylece

K
′
≤M için M = π(eM)⊕K

′ yazılır. Buradan

D = D ∩M = D ∩ [π(eM)⊕K
′

] = π(eM)⊕ (D ∩K
′

)
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olduğundan π(eM) ≤d D olup D, G-extending modüldür. Sonuç olarak, M bir

G+-extending modüldür.

Tanım 4.25. M bir R-modül ve {Xλ}λ∈Λ, M nin alt modüllerinin bir ailesi olmak

üzere X = ⊕
λ∈Λ

Xλ olsun. Eğer Λ nın her Λ′ sonlu alt kümesi için ⊕
λ∈Λ′

Xλ, M nin bir

dik toplananı oluyorsa X e M nin yerel dik toplananı (local summand) denir.

R bir halka ve M bir R-modül olsun. Eğer R halkası, m ∈ M olmak üzere

r(m) = { s ∈ R |ms = 0 } formundaki sağ idealleri üzerinde artan zincir koşulunu

(ACC) sağlarsa M modülü (A) koşulunu sağlar diyeceğiz.

Yardımcı Teorem 4.26. M bir R-modül olmak üzere (A) koşulunu sağlasın. Bu

durumda M nin her yerel dik toplananı M de bir komplement alt modüldür.

Kanıt. X = ⊕
λ∈Λ

Xλ, M nin bir yerel dik toplananı olsun. O halde Önerme 1.10.12

den, X ≤e X
∗ ≤c M olacak şekilde bir X∗ ≤ M vardır. Kabul edelim ki, X 6= X∗

olsun. m ∈ X∗\X elemanını r(m), { r(x) | x ∈ X∗\X } de maksimal olacak şekilde

seçelim. X ≤e X
∗ olduğundan 0 6= mr ∈ X olacak şekilde bir r ∈ R vardır. O halde

bir Λ′
⊆ Λ sonlu alt kümesi için mr ∈ ⊕

λ∈Λ′
Xλ dır. X , M nin bir yerel dik toplananı

olduğundan ⊕
λ∈Λ′

Xλ ≤d M dir. Bu durumda M =
(

⊕
λ∈Λ′

Xλ

)
⊕ Y olacak şekilde bir

Y ≤ M vardır. Böylece x ∈ ⊕
λ∈Λ′

Xλ ve y ∈ Y olmak üzere m = x + y yazılabilir.

Buradan y = m − x ∈ X∗ ve y /∈ X dir. Yani y ∈ X∗\X dir. Eğer s ∈ r(m) ise

ms = (x+ y)s = xs+ ys = 0 dır. Buradan ys = −xs ∈ Y ∩
(

⊕
λ∈Λ′

Xλ

)
= 0 bulunur.

Böylece ys = 0 olup s ∈ r(y) elde edilir. Yani r(m) ⊆ r(y) dir. O halde r(m)

nin maksimalliğinden r(m) = r(y) olmalıdır. yr = mr − xr ∈ Y ∩
(

⊕
λ∈Λ′

Xλ

)
= 0

olduğundan yr = 0 olup r ∈ r(y) = r(m) bulunur. Yani mr = 0 dır. Fakat bu bir

çelişkidir. Dolayısıyla X = X∗ ≤c M olmalıdır. Sonuç olarak, M nin her yerel dik

toplananı M de bir komplement alt modüldür.

Yardımcı Teorem 4.27. [7, Lemma 4.51] M bir R-modül olmak üzere (A) koşu-

lunu sağlasın. Bu durumda M modülü (C11) ve (C3) koşullarını sağlarsa M nin her

yerel dik toplananı bir dik toplanandır.

Yardımcı Teorem 4.28. [7, Lemma 4.52] M bir R-modül olmak üzere (A) koşu-

lunu sağlasın. Bu durumda M modülü (C11) ve (C3) koşullarını sağlarsa M modülü

düzgün alt modüllerin dik toplamı şeklinde yazılır.
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Sonraki teorem ve sonuç, bir G-extending modülün düzgün alt modüllerin direkt

toplamı şeklinde yazılmasını sağlayan koşulları dikkate alacaktır.

Teorem 4.29. M bir R-modül olmak üzere (A) koşulunu sağlasın. Bu durumda;

(i) Eğer M , G-extending modül ise r(m), { r(x) | 0 6= x ∈M } de maksimal olacak

şekilde her m ∈ M için bir e ∈ EndR(M) primitif idempotenti vardır öyle ki

mRβe(M) dir.

(ii) Eğer M , G+-extending modül ise r(m), { r(x) | 0 6= x ∈ M } de maksimal

olacak şekilde her m ∈ M için mR bir düzgün modüldür. Böylece M nin her

dik toplananı bir düzgün dik toplanan kapsar.

(iii) Eğer M , G-extending modül olmak üzere SIP ya da (C3) koşulunu sağlarsa

M modülü düzgün alt modüllerin dik toplamı şeklinde yazılır.

Kanıt. (i)M , G-extending modül ve r(m), { r(x) | 0 6= x ∈M } de maksimal olacak

şekilde bir 0 6= m ∈ M olsun. M , G-extending modül olduğundan mR ≤ M için

mRβeM olacak şekilde bir e2 = e ∈ EndR(M) vardır. Yani mR ∩ eM ≤e mR ve

mR∩ eM ≤e eM dir. Şimdi e nin primitif idempotent olmadığını kabul edelim. Bu

durumda 0 6= K1, K2 ≤ eM için eM = K1⊕K2 yazılır. O haldeM = eM⊕(1−e)M

olduğundan her m ∈M için m = m1 +m2 +m
′ olacak şekilde mi ∈ Ki (i = 1, 2) ve

m
′
∈ (1 − e)M elemanları vardır. Eğer m1 = 0 ise m = m2 +m

′
∈ K2 ⊕ (1 − e)M

dir. Şimdi x ∈ mR ∩ K1 alalım. O halde x = mr = k1 = (k2 + (1 − e)(m
′′
))r

olacak şekilde r ∈ R, ki ∈ Ki ve m
′′

∈ M elemanları vardır. Buradan k1 =

k2r + (1 − e)(m
′′
r) ∈ K1 ∩ (K2 ⊕ (1 − e)M) = 0 olduğundan x = k1 = 0 bulunur.

Yani mR∩K1 = 0 dır. O halde 0 = (K1∩mR)∩eM ≤e K1∩eM = K1 olduğundan

K1 = 0 olmalıdır. Bu ise e nin primitif idempotent olmamasıyla çelişir. Dolayısıyla

m1 6= 0 olmalıdır. Şimdi r(m) ⊆ r(m1) olduğunu gösterelim. s ∈ r(m) olsun.

Bu durumda ms = (m1 + m2 + m
′
)s = m1s + m2s + m

′
s = 0 dır. Buradan

m1s = −m2s −m
′
s ∈ K1 ∩ (K2 ⊕ (1 − e)M) = 0 bulunur. Böylece m1s = 0 olup

s ∈ r(m1) olur. Yani r(m) ⊆ r(m1) dir. r(m), { r(x) | 0 6= x ∈ M } de maksimal

olduğundan r(m) = r(m1) olmalıdır. Benzer şekilde, r(m2) 6= 0 ve r(m) = r(m2)

bulunur. Çünkü mR ∩ eM ≤e eM olduğundan 0 6= m1 ∈ K1 ≤ eM için bir r1 ∈ R

vardır öyle ki 0 6= m1r1 ∈ mR ∩ eM dir. O halde 0 6= m1r1 ∈ mR olduğundan
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0 6= m1r1 = mr2 = (m1 + m2 + m
′
)r2 = m1r2 + m2r2 + m

′
r2 olacak şekilde bir

0 6= r2 ∈ R vardır. Böylece m1r1−m1r2 = m2r2+m
′
r2 ∈ K1∩ (K2⊕ (1− e)M) = 0

olduğundan m2r2 = −m
′
r2 ∈ K2 ∩ (1 − e)M = 0 bulunur. Buradan m2r2 = 0

olup r2 ∈ r(m2) dir. Sonuç olarak, r2 ∈ r(m2)\r(m) bulunur. Çünkü r2 ∈ r(m)

olsaydı mr2 = 0 olurdu. Fakat mr2 6= 0 olduğundan bu bir çelişkidir. Kabulden

r(m) maksimal olduğundan r(m) = r(m2) olmalıdır. Buradan r(m2)\r(m) = 0 olup

r2 = 0 elde edilir. Bu ise çelişkidir. Dolayısıyla e bir primitif idempotenttir.

(ii) M , G+-extending ve her m ∈ M için r(m), { r(x) | 0 6= x ∈ M } de maksimal

olsun. O halde (i) den, mR ∩ eM ≤e mR ve mR ∩ eM ≤e eM olacak şekilde

bir e primitif idempotent vardır. M , G+-extending modül olduğundan M nin dik

toplananı olan eM de G-extending modüldür. e primitif idempotent olduğundan

Önerme 4.21 den, eM bir ayrıştırılamaz modüldür. O halde Önerme 4.22 den, e(M)

bir düzgün modüldür. Şimdi mR nin düzgün modül olduğunu gösterelim. Kabul

edelim ki, mR düzgün modül olmasın. Yani 0 6= X ≤ mR için X ∩ Y = 0 olacak

şekilde bir 0 6= Y ≤ mR olsun. X ∩ eM ≤ eM , Y ∩ eM ≤ eM ve eM düzgün modül

olduğundan X ∩eM ≤e eM ve Y ∩eM ≤e eM dir. Diğer yandan, mR∩eM ≤e mR

olduğundan Y ∩ eM ≤e Y dir. Böylece 0 = (Y ∩ eM) ∩ (X ∩ eM) ≤e Y ∩ eM

olduğundan Y ∩ eM = 0 bulunur. O halde 0 = Y ∩ eM ≤e eM olduğundan eM = 0

olmalıdır. Bu ise e 6= 0 olduğundan mümkün değildir. Dolayısıyla mR bir düzgün

modüldür.

(iii) M , G-extending modül olsun. M nin SIP koşulunu sağladığını kabul edelim.

O halde Önerme 4.24 ten, M bir G+-extending modüldür. Şimdi

S = {K,M nin yerel dik toplananı |Ki düzgün modülleri için K = ⊕
i∈I
Ki }

kümesini göz önüne alalım. 0 ∈ S olduğundan S 6= ∅ dir. (S,⊆) bir kısmen sıralı

kümedir. O halde Zorn Lemma’dan S nin bir N maksimal elemanı vardır. S nin

tanımı gereği Ni ler düzgün modüller olmak üzere N = ⊕
i∈I
Ni, M nin maksimal

yerel dik toplananıdır. N ≤ M ve M bir G-extending modül olduğundan NβD

olacak şekilde bir D ≤d M vardır. Böylece bir D′
≤ M için M = D ⊕ D

′ dür.

Ni = Ni ∩ D olsun. N yerel dik toplanan olduğundan Ni ≤d M dir. O halde
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kabulden Ni ∩D ≤d M dir. Buradan

D = D ∩M = D ∩ [(Ni ∩D)⊕K
′

] = (Ni ∩D)⊕ (D ∩K
′

)

olduğundan Ni ∩ D ≤d D dir. Ni ler düzgün modüller olduğundan Ni lerin alt

modülleri olan Ni = Ni∩D ler de düzgün modüllerdir. N = ⊕
i∈I
Ni yerel dik toplanan

olduğundan bir F ⊆ I sonlu alt kümesi için ⊕
i∈F
Ni ≤d M dir. Böylece SIP koşulu

gereği
(
⊕
i∈F
Ni

)
∩ D = ⊕

i∈F
(Ni ∩ D) ≤d M dir. O halde N = ⊕

i∈I
Ni, M nin bir yerel

dik toplananıdır. Ayrıca M = ⊕
i∈F

(Ni ∩D)⊕K
′′ olacak şekilde bir K ′′

≤ M vardır.

Buradan

D = D ∩M = D ∩
[(

⊕
i∈F

(Ni ∩D)
)
⊕K

′′]
= ⊕

i∈F
(Ni ∩D)⊕ (D ∩K

′′

)

olduğundan ⊕
i∈F

(Ni ∩D) ≤d D bulunur. Dolayısıyla N = ⊕
i∈I
Ni, D nin bir yerel dik

toplananı olur. Ni =≤e Ni olduğundan N = ⊕
i∈I
Ni ≤e ⊕

i∈I
Ni = N dir. Diğer yandan,

N = ⊕
i∈I
(Ni ∩D) ≤ D olduğu açıktır. O halde N ≤e N ve N ∩D ≤e D olduğundan

N ≤e N ∩D ≤e D elde edilir. Buradan N ≤e D ≤d M bulunur. Yardımcı Teorem

4.26 gereği N , M de bir komplement alt modüldür. Yani N nin hiçbir essential

genişlemesi yoktur. O halde N = D olmalıdır. Buradan

N = ⊕
i∈I
(Ni ∩D) =

(
⊕
i∈I
Ni

)
∩D = N ∩D = D

bulunur. Yani D ≤ N dir. Ayrıca D = N ∩D ≤e N ≤ M ve D ≤d M olduğundan

D = N bulunur. O halde M = D ⊕ D
′
= N ⊕ D

′ dir. Eğer D′
6= 0 ise yukarıda

yaptığımız argüman yardımıyla U bir düzgün modül olmak üzere U , U ′
≤ D

′ için

D
′
= U ⊕ U

′ yazılır. O halde M = N ⊕ U ⊕ U
′ olur. Böylece N ⊕ U , M nin bir

yerel dik toplananı olur. Fakat N maksimal yerel dik toplanan olduğundan bu bir

çelişkidir. Dolayısıyla D′
= 0 olmalıdır. Sonuç olarak, M = N = ⊕

i∈I
Ni elde edilir.

Yani M , düzgün alt modüllerin dik toplamı şeklinde yazılır. Şimdi M modülü (C3)

koşulunu sağlasın. Ayrıca M bir G-extending modül olduğundan Teorem 5.19 dan,

M modülü (C11) koşulunu sağlar. Yardımcı Teorem 4.28 den, M modülü düzgün

alt modüllerin dik toplamı şeklinde yazılır.
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Tanım 4.30. M bir R-modül olsun. Eğer M modülünün her sonlu üretilmiş alt

modülü Noetherian ise M ye yerel Noetherian (locally Noetherian) modül

denir. Her Noetherian modülün yerel Noetherian modül olduğu açıktır. Örneğin; ZZ

bir Noetherian modül olduğundan aynı zamanda ZZ bir yerel Noetherian modüldür.

Uyarı 4.31. Diğer yandan, her yerel Noetherian modül Noetherian modül olmak

zorunda değildir. Örneğin; QZ modülünün her sonlu üretilmiş alt modülü Noethe-

rian olduğundan QZ yerel Noetherian modüldür. Fakat Sonuç 1.2.22 den, QZ nin

maksimal alt modülü yoktur. Dolayısıyla QZ bir Noetherian modül değildir.

Sonuç 4.32. R bir halka ve M bir yerel Noetherian G-extending R-modül olsun.

Bu durumda M modülü SIP ya da (C3) koşulunu sağlarsa M modülü düzgün alt

modüllerin dik toplamı şeklinde yazılır.

Kanıt. M bir yerel Noetherian G-extendingR-modül olsun. f : R −→ M dönüşümü

her r ∈ R için f(r) = mr şeklinde tanımlı olsun. Eğer her r1 r2 ∈ R için r1 = r2

ise mr1 = mr2 dir. O halde f(r1) = f(r2) olup f iyi tanımlıdır. Diğer yandan,

her r1, r2, s ∈ R için f(r1 + r2) = m(r1 + r2) = mr1 + mr2 = f(r1) + f(r2) ve

f(r1s) = m(r1s) = (mr1)s = f(r1)s olduğundan f bir homomorfizmadır. Ayrıca

her y ∈ M için y = f(r
′
) = mr

′ olacak şekilde bir r′
∈ R vardır. Yani f örtendir.

Ker(f) = { s ∈ R | f(s) = 0 } = { r ∈ R |ms = 0 } = r(m) bulunur. O halde

1. İzomorfizma Teoremi’nden R/r(m) ∼= mR elde edilir. M bir yerel Noetherian

modül olduğundan mR, Noetherian modüldür. Dolayısıyla R/r(m) de Noetherian

modüldür. Şimdi mi ∈M olmak üzere r(m) nin

r(m1) ⊆ r(m2) ⊆ · · · ⊆ r(mk) ⊆ · · ·

şeklindeki artan zincirini göz önüne alalım. Buradan R/r(m) nin

R/r(m1) ⊆ R/r(m2) ⊆ · · · ⊆ R/r(mk) ⊆ · · ·

şeklindeki bir artan zinciri elde edilir. O halde R/r(m), Noetherian olduğundan

r(mk) = r(mk+t) (∀ t ∈ N) olacak şekilde bir k ∈ N vardır. Bu durumda r(m),

Noetherian olur. Böylece R halkası Noetheriandır. Dolayısıyla R halkası, m ∈ M
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olmak üzere r(m) formundaki sağ idealleri üzerinde artan zincir koşulunu (ACC)

sağlar. Teorem 4.29 (iii) den,M modülü düzgün alt modüllerin dik toplamı şeklinde

yazılır.

Tanım 4.33. M bir R-modül ve N ≤ M olsun. Eğer her x ∈ M\{0} ve y ∈ M

için x(y−1N) 6= {0} ise (yani xr 6= 0 ve yr ∈ N olacak şekilde bir r ∈ R varsa) N

ye M nin yoğun (dense) alt modülü ya da N ’ye M ’de yoğundur denir.

Diğer yandan, N ≤e M olması için gerek ve yeter koşul her 0 6= y ∈ M için

y(y−1N) 6= {0} olmasıdır. Bu durumda her yoğun alt modülün bir essential alt

modül olduğu açıktır. Fakat tersi her zaman doğru değildir. Örneğin; R = Z için

M = Z/pn+1Z ve N = pZ/pn+1Z (p asal ve n ≥ 1) ise N ≤e M dir. Fakat N , M

nin bir yoğun alt modülü değildir. Çünkü y = 1̄ ve x = pn için x(y−1N) = 0 dır.

Tanım 4.34. T , R halkasını kapsayan bir halka olsun. Eğer RR, TR de yoğun ise

T ye R nin bölüm halkalarının bir sağ halkası (a right ring of quotients of

R) denir. R nin bölüm halkalarının maksimal sağ halkası Q(R) ile gösterilir.

Yardımcı Teorem 4.35. T , R nin bölüm halkalarının bir sağ halkası olsun. (i.e.,

T , R halkasını kapsayan bir halka olmak üzere RR, TR de yoğundur.) Bu durumda

T nin X ve Y sağ idealleri için XT ≤e YT ise XR ≤e YR dir.

Kanıt. XT ≤e YT olduğunu kabul edelim. 0 6= y ∈ Y olsun. Bu durumda 0 6= yt ∈

X olacak şekilde bir t ∈ T vardır. RR, TR de yoğun olduğundan 0 6= yt ∈ T ve t ∈ T

için ytr 6= 0 ve tr ∈ R olacak şekilde bir r ∈ R vardır. O halde 0 6= ytr ∈ X elde

edilir. Böylece XR ≤e YR bulunur.

Teorem 4.36. [8, Teorem 1] S, R yi kapsayan bir halka olmak üzere RR ≤e SR

olsun.

(i) Eğer RR, G-extending ise SR ve SS, G-extendingdir.

(ii) S, Q(R) nin bir alt halkası olmak üzere SR nin G-extending olması için gerek

ve yeter koşul SS nin G-extending olmasıdır.

Kanıt. (i) YR ≤ SR ve XR = (Y ∩R)R olsun. O halde RR, G-extending olduğundan

Önerme 4.3 ten, bir KR ≤ RR vardır öyle ki KR ≤e XR ve e2 = e ∈ R olmak üzere
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KR ≤e eRR dir. RR ≤e SR olduğundan XR = (Y ∩R)R ≤e (Y ∩ S)R = YR bulunur.

Böylece KR ≤e XR ≤e YR olduğundan KR ≤e YR dir. Şimdi iddiamız KR ≤e eSR

dir. 0 6= es ∈ eS ≤ S olsun. RR ≤e SR olduğundan 0 6= esr1 ∈ R olacak şekilde

bir r1 ∈ R vardır. 0 6= e(esr1) = e2sr1 = esr1 ∈ eR dir. KR ≤e eRR olduğundan

0 6= esr1r2 ∈ K olacak şekilde bir r2 ∈ R vardır. Yani KR ≤e eSR dir. Dolayısıyla

SR, G-extendingdir. Benzer şekilde, KSS ≤e YS ve ve KSS ≤e eSS bulunur. Böylece

SS, G-extending olur.

(ii) (⇒) (i) den SR, G-extending ise SS de G-extendingdir.

(⇐) SS nin G-extending olduğunu kabul edelim. YR ≤ SR olsun. SS, G-extending

olduğundan Y SS ≤ SS için Y SS β eSS olacak şekilde bir e2 = e ∈ S vardır. Yani

(Y S ∩ eS)S ≤e Y SS ve (Y S ∩ eS)S ≤e eSS dir. O halde Yardımcı Teorem 4.35 den,

(Y S∩eS)R ≤e Y SR ve (Y S∩eS)R ≤e eSR elde edilir. RR, SR de yoğun olduğundan

YR ≤e Y SR dir. Bunu görmek için, 0 6= y ∈ Y S alalım. O halde yi ∈ Y , si ∈ S ve

yisi 6= 0 olmak üzere y =
∑k

i=1 yisi dir. Buradan 0 6= y ∈ S ve s1 ∈ S için yr1 6= 0

ve s1r1 ∈ R olacak şekilde bir r1 ∈ R vardır. Yine 0 6= yr1 ∈ S ve s2r1 ∈ S için

yr1r2 6= 0 ve s2r1r2 ∈ R olacak şekilde bir r2 ∈ R vardır. Böyle devam edilirse

0 6= yr1r2 . . . rk = y1s1(r1r2 . . . rk) + y2s2(r1r2 . . . rk) + · · ·+ yksk(r1r2 . . . rk)

= y1(s1r1r2 . . . rk) + y2(s2r1r2 . . . rk) + · · ·+ yk(skr1r2 . . . rk)

elde edilir. O halde 0 6= yr1r2 . . . rk ∈ Y dir. Yani 0 6= y ∈ Y S için 0 6= yr ∈ Y

olacak şekilde bir r = r1r2 . . . rk ∈ R vardır. Dolayısıyla YR ≤e Y SR elde edilir.

Buradan (Y ∩eS)R ≤e (Y S∩eS)R ≤e Y SR olduğundan (Y ∩eS)R ≤e Y SR bulunur.

Böylece (Y ∩eS)R ≤ YR ≤e Y SR ve (Y ∩eS)R ≤e Y SR olduğundan (Y ∩eS)R ≤e YR

dir. Diğer yandan, (Y ∩ eS)R ≤e (Y S ∩ eS)R ≤e eSR olduğundan (Y ∩ eS)R ≤e eSR

dir. Yani SR, G-extendingdir.

Tanım 4.37. R bir halka ve e2 = e ∈ R olsun.

(i) Eğer her x ∈ R için ex = xe ise e ye merkezcil (central) idempotent denir.

Ayrıca R nin tüm idempotentleri merkezcil ise R ye Abelyen halka denir.

(ii) Eğer her x ∈ R için xe = exe ise e ye sol yarı-merkezcil (semicentral)

idempotent denir. Tüm sol yarı-merkezcil idempotentlerin kümesi Sl(R) ile
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gösterilir. Yani

Sl(R) = { e2 = e ∈ R | ∀ x ∈ R için xe = exe }

şeklindedir.

(iii) Eğer her x ∈ R için ex = exe ise e ye sağ yarı-merkezcil (semicentral)

idempotent denir. Tüm sağ yarı-merkezcil idempotentlerin kümesi Sr(R) ile

gösterilir. Yani

Sr(R) = { e2 = e ∈ R | ∀ x ∈ R için ex = exe }

şeklindedir.

(iv) Tüm merkezcil idempotentlerin kümesi B(R) ile gösterilir ve

B(R) = Sl(R) ∩ Sr(R)

şeklinde tanımlanır.

Yardımcı Teorem 4.38. [9, Lemma 2.1] R bir halka ve e2 = e ∈ R olmak üzere

aşağıdaki ifadeler denktir.

(i) e ∈ Sl(R)

(ii) 1− e ∈ Sr(R)

(iii) (1− e)Re = 0

(iv) eR, R nin bir idealidir.

(v) R(1− e), R nin bir idealidir.

(vi) eR(1− e), R nin bir ideali ve eR = eR(1− e)⊕Re sol ideal direkt ayrışımıdır.

Tanım 4.39. R bir halka ve M bir (R,R)-bimodül olsun.

T =
{[

r m

0 r

]

| r ∈ R, m ∈M
}
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kümesini tanımlayalım. R birimli olduğundan T nin birimi
[
1R 0
0 1R

]
olup T birimli bir

halkadır. T ye “split-null extension halkası” ya da “R nin M ile olan aşikâr

genişlemesi (trivial extension of M by R)” denir ve genellikle T =
[
R M

�
0 R

]

ile gösterilir.

Tanım 4.40. R ve S iki halka, M bir (R, S)-bimodül olsun.

T =
{ [

r m

0 s

]

| r ∈ R, s ∈ S, m ∈M
}

kümesini tanımlayalım. R ve S birimli olduğundan T nin birimi
[
1R 0
0 1S

]
olup T

birimli bir halkadır. T ye “genelleştirilmiş üçgensel matris halkası (the gen-

eralized triangular matrix ring)” denir ve genellikle T =
[
R M
0 S

]
ile gösterilir.

Aşağıdaki önerme genelleştirilmiş üçgensel matrisler için oldukça kullanışlıdır.

Önerme 4.41. [10, Önerme 1.3] T =
[
R M
0 S

]
genelleştirilmiş üçgensel matris

halkası olmak üzere;

(1) c ∈ Sl(End(MS)) ve e2 = e ∈ End(MS) için cMS β eMS ise cM = eM ,

cEnd(MS) = eEnd(MS) ve e ∈ Sl(End(MS)) dir.

(2)
[
c k
0 e

]
∈ Sl(T ) olması için gerek ve yeter koşul c ∈ Sl(R), e ∈ Sl(S), k = ck,

ke = 0 ve her m ∈M için cme = me olmasıdır.

(3)
[
c k
0 e

]2
=

[
c k
0 e

]
∈ T olsun. Bu durumda k = ck olması için gerek ve yeter koşul

[
c 0
0 e

]
T =

[
c k
0 e

]
T olmasıdır.

Kanıt. (1) c ∈ Sl(End(MS)) ve e2 = e ∈ End(MS) için cMS β eMS olsun. Yani

cMS ∩ eMS ≤e cMS ve cMS ∩ eMS ≤e eMS dir. Bu durumda c ∈ Sl(End(MS))

olduğundan ec = cec dir. Buradan ec = e2c = ecec = (ec)2 dir. cM ∩ eM = ecM

dir. Gerçekten, cm ∈ cM ∩ eM olsun. O halde cm = em
′ olacak şekilde m′

∈ M

vardır. Böylece ecm = e2m
′
= em

′
= cm ∈ ecM dir. Yani cM ∩ eM ⊆ ecM dir.

Şimdi ecm ∈ ecM olsun. Buradan ec = cec olduğundan ecm = cecm ∈ cM dir.

Ayrıca ecm ∈ eM dir. Yani ecM ⊆ cM ∩ eM dir. O halde cM ∩ eM = ecM elde

edilir. Böylece cM = ecM = eM dir. Şimdi cm ∈ cM = eM olsun. Bu durumda bir

n ∈ N için cm = en yazılır. Buradan ecm = e2n = en = cm olup ec = c bulunur.
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O halde cEnd(MS) ⊆ eEnd(MS) dir. Diğer yandan, em ∈ eM = cM olsun.

Böylece em = ck olacak şekilde bir k ∈ M vardır. Buradan cem = c2k = ck = em

olup ce = e bulunur. Benzer şekilde, eEnd(MS) ⊆ cEnd(MS) dir. Sonuç olarak,

cEnd(MS) = eEnd(MS) elde edilir. Şimdi e ∈ Sl(End(MS)) olduğunu gösterelim.

r ∈ End(MS) olsun. Buradan re = r(ce) = (rc)e = (crc)e = ecrce = erce = ere

bulunur. Böylece e ∈ Sl(End(MS)) bulunur.

(2) (⇒)
[
c k
0 e

]
∈ Sl(T ) olduğunu kabul edelim.

[
r m
0 s

]
∈ T olsun. Bu durumda

[
rc rk+me

0 se

]

=
[
r m

0 s

][
c k

0 e

]

=
[
c k

0 e

][
r m

0 s

][
c k

0 e

]

=
[
cr cm+ks

0 es

][
c k

0 e

]

=
[
crc crk+cme+kse

0 ese

]

olduğundan rc = crc, se = ese ve rk+me = crk+cme+kse dir. Böylece c ∈ Sl(R)

ve e ∈ Sl(S) dir. r = 1, m = 0 ve s = 0 ise k = ck bulunur. r = 0, m = 0 ve s = 1

ise ke = 0 bulunur. r = 0 ve s = 0 ise her m ∈M için cme = me bulunur.

(⇐) c ∈ Sl(R), e ∈ Sl(S), k = ck, ke = 0 ve her m ∈ M için cme = me olduğunu

kabul edelim.
[
r m
0 s

]
∈ T olsun. Bu durumda

[
c k

0 e

][
r m

0 s

][
c k

0 e

]

=
[
crc crk+cme+kse

0 ese

]

=
[
rc (crc)k+me+(ke)se

0 se

]

=
[
rc r(ck)+me

0 se

]

=
[
rc rk+me

0 se

]

=
[
r m

0 s

][
c k

0 e

]

olduğundan
[
c k
0 e

]
∈ Sl(T ) elde edilir.

(3) (⇒) k = ck olsun.
[
r m
0 s

]
∈ T alalım. O halde

[
c k

0 e

][
r m

0 s

]

=
[
cr cm+ks

0 es

]

=
[
cr cm+(ck)s

0 es

]

=
[
c 0

0 e

][
r m+ks

0 s

]

∈
[
c 0

0 e

]

T

olduğundan
[
c k
0 e

]
T ⊆

[
c 0
0 e

]
T dir. Şimdi

[ r1 m1

0 s1

]
∈ T alalım. Böylece

[
c 0

0 e

][
r1 m1

0 s1

]

=
[
cr1 cm1

0 es1

]

=
[
cr1 cm1−(ck)s1+ks1

0 es1

]

=
[
c k

0 e

][
r1 m1−ks

0 s1

]

∈
[
c k

0 e

]

T

olduğundan
[
c 0
0 e

]
T ⊆

[
c k
0 e

]
T dir. Sonuç olarak,

[
c 0
0 e

]
T =

[
c k
0 e

]
T elde edilir.

(⇐)
[
c 0
0 e

]
T =

[
c k
0 e

]
T olsun. Bu durumda

[
c k
0 e

]
=

[
c 0
0 e

][
r m
0 s

]
=

[
cr cm
0 es

]
olacak

şekilde bir
[
r m
0 s

]
∈ T vardır. Böylece k = cm dir. Buradan ck = c2m = cm = k

elde edilir.
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Önerme 4.42. [10, Önerme 1.4] A bir birimli halka, c ∈ Sl(A) ve 1− c 6= 0 olmak

üzere A = cA⊕ (1− c)A (sağ ideal direkt ayrışımı) olsun. Bu durumda;

(i) A
′
= (1−c)A birimi 1−c olan bir halka ve A′ ∼= A/cA olsun. Eğer Z(AA) ⊆ cA

ise A
′

A ve A
′

A
′ nonsingular modüllerdir.

(ii) A
′

A nın (G)-extending olması için gerek ve yeter koşul A
′

A′ nün (G)-extending

olmasıdır.

(iii) Z(AA) ⊆ cA olsun. Bu durumda A
′

A′ nün G-extending olması için gerek ve

yeter koşul A′

A′ nün extending olmasıdır.

Önerme 4.43. [10, Önerme 1.5] Aşağıdaki ifadeler birbirine denktir.

(i) Eğer YS ≤MS ise YSβfMS (YS ≤e fMS) olacak şekilde bir f 2 = f ∈ R vardır.

(ii) Eğer MS, G-extending (extending) ve DS ≤d MS ise DSβfMS (DS = fMS)

olacak şekilde bir f 2 = f ∈ R vardır.

Önerme 4.44. [10, Önerme 1.6] M bir S-modül olsun. Eğer M/Z2(MS), SS-

ejektif ise M/Z2(MS) injektif S-modül ve injektif S/Z2(SS)-modüldür. Özel olarak,

eğer MS, SS-ejektif ve M = Z2(MS)⊕X ise M/Z2(MS) injektif S-modül ve injektif

S/Z2(SS)-modüldür.

Önerme 4.45. [12, Önerme 1.9] Eğer MR bir G-extending modül, X ⊳ M ve

Z(M/X) = 0 ise M/X bir extending modüldür.

Sonuç 4.46. [12, Sonuç 3.10] ρ, bir stable hereditary torsion teori için radikal

olsun (e.g., ρ = Z2). Bu durumda M nin bir G-extending modül olması için gerek

ve yeter koşul M1 ve M2 = ρ(M), G-extending modüller olmak üzere M =M1 ⊕M2

olmasıdır.

Önerme 4.47. [10, Önerme 1.2] M bir R-modül olsun. M nin bir G-extending

modül olması için gerek ve yeter koşul Z2(M) bir G-extending modül ve K bir ex-

tending modül olmak üzere M = Z2(M)⊕K olmasıdır.

Yardımcı Teorem 4.48. H = EndR(M) ve e2 = e ∈ H olsun.
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(i) A ⊳M olsun. Bu durumda (eM + A) ⊳M olması için gerek ve yeter koşul

(1− e)H(eM) ⊆ A olmasıdır.

(ii) eM ⊳M olması için gerek ve yeter koşul e ∈ Sl(H) olmasıdır.

Kanıt. (i) (⇒) t ∈ (1− e)He ve m ∈ M olsun. Bu durumda tm = tem ∈ eM +A

bulunur. Buradan tm = (1− e)tm ∈ (1− e)A ⊆ A dır.

(⇐) h ∈ H olsun. O halde

h(eM) = (eh+ (1− e)h)eM ⊆ eM + (1− e)HeM ⊆ eM + A

elde edilir. Dolayısıyla eM + A⊳M bulunur.

(ii) (⇒) h ∈ H ve m ∈M olsun. Bu durumda hem = ek olacak şekilde bir k ∈M

vardır. Böylece ehem = e2k = ek = hem dir. O halde ehe = he dir. Dolayısıyla

e ∈ Sl(H) elde edilir.

(⇐) h ∈ H ve m ∈ M olsun. O halde hem = ehem ∈ eM dir. Böylece eM ⊳M

bulunur.

Bundan sonra aksi belirtilmedikçe R, S birimli halkalar veM bir (R, S)-bimodül

olmak üzere T =
[
R M
0 S

]
bir genelleştirilmiş üçgensel matris halkası olarak ele alı-

nacaktır.

Önerme 4.49. [11, Önerme 4.2] K, T nin bir sağ ideali ve lR(M) = 0 (i.e., RM

faithful) olsun. Bu durumda KT ≤e TT olması için gerek ve yeter koşul
[
0 N
0 E

]
⊆ K

olacak şekilde bir NS ≤e MS ve bir ES ≤e SS var olmasıdır.

Önerme 4.50. RM faithful (i.e., lR(M) = 0) olsun. Kabul edelim ki, DS ≤d MS

ise DSβfMS olacak şekilde bir f 2 = f ∈ R olsun. Eğer MS ve SS, G-extending ise

bir c2 = c ∈ R ve bir e ∈ Sl(S) vardır öyle ki

(1) Z2(MS) = cM ;

(2) Z2(SS) = eS; ve

(3) Z2(TT ) =
[
c 0
0 e

]
T =

[
cR Z2(MS)
0 Z2(SS)

]

dir.

Kanıt. (1) ve (2)MS ve SS, G-extending olsun. Sonuç 4.46 dan, Z2(MS) ≤d MS ve

Z2(SS) ≤d SS dir. Z2(MS)⊳MS ve Z2(SS)⊳SS olduğundan Yardımcı Teorem 4.48
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(ii) den, c′ ∈ Sl(End(MS)) ve e ∈ Sl(S) olmak üzere Z2(MS) = c
′
M ve Z2(SS) =

eS bulunur. O halde hipotez ve Önerme 4.41 (1) den, c ∈ R ve c ∈ Sl(End(MS))

olmak üzere Z2(MS) = cM elde edilir.

(3) Kabul edelim ki,
[
r m
0 s

]
∈ Z(TT ) olsun. Bu durumda

[
r m
0 s

]
L = 0 olacak şekilde

bir LT ≤e TT vardır. Önerme 4.49 gereği
[
0 N
0 E

]
⊆ L olacak şekilde bir NS ≤e MS ve

bir ES ≤e SS vardır. O halde
[
0 N
0 E

]
⊆ L olduğundan

[
r m
0 s

][
0 N
0 E

]
=

[
0 rN+mE
0 sE

]
= 0

elde edilir. Böylece rN + mE = 0 ve sE = 0 dır. Dolayısıyla m ∈ Z(MS) ve

s ∈ Z(SS) bulunur. Eğer rM = 0 ise lR(M) = { r ∈ R | rM = 0 } = 0 olduğundan

r = 0 olup
[
r m
0 s

]
∈
[
c 0
0 e

]
T olur. Şimdi rM 6= 0 olsun. Bu durumda rk 6= 0 olacak

şekilde bir k ∈ M vardır. O halde k /∈ N dir. Çünkü k ∈ N olsaydı rN = 0

olduğundan rk = 0 olurdu. Bu ise çelişkidir. Şimdi X = { s ∈ S | ks ∈ NS }

sağ idealini göz önüne alalım. kX ⊆ N olduğu açıktır. İddiamız XS ≤e SS dir.

y ∈ SS\XS alalım. Bu durumda y /∈ XS olup ky /∈ NS dir. NS ≤e MS olduğundan

kys
′
∈ NS olacak şekilde bir s′ ∈ S vardır. Dolayısıyla ys′ ∈ XS olup XS ≤e SS

bulunur. Böylece r(kX) ⊆ rN = 0 olduğundan r(kX) = (rk)X = 0 dır. O halde

rk ∈ Z(MS) ≤ Z2(MS) = cM dir. rk = cm1 olacak şekilde bir m1 ∈ M vardır.

Buradan crk = c2m1 = cm1 = rk olup crk − rk = (cr − r)k = 0 dır. RM faithful

olduğundan cr = r dir. Ayrıca m ∈ Z(MS) = cM olduğundan m = cm2 olacak

şekilde bir m2 ∈ M vardır. Buradan cm = c2m2 = cm2 = m olup cm = m dir.

Diğer yandan, s ∈ Z(SS) = eS olduğundan s = es1 olacak şekilde bir s1 ∈ S

vardır. Buradan es = e2s1 = es1 = s olup es = s dir. Sonuç olarak,
[
c 0
0 e

][
r m
0 s

]
=

[
cr cm
0 es

]
=

[
r m
0 s

]
∈

[
c 0
0 e

]
T elde edilir. Böylece Z(TT ) ⊆

[
c 0
0 e

]
T bulunur. O halde

Z2(TT ) ⊆
[
c 0
0 e

]
T dir. Şimdi

[ 0 Z(MS)
0 Z(SS)

]
⊆ Z(TT ) ve

[ 0 Z(MS)
0 Z(SS)

]
≤e

[
c 0
0 e

]
TT olduğunu

gösterelim.

İddia 1.
[ 0 Z(MS)
0 Z(SS)

]
⊆ Z(TT ) dir.

0 6=
[
0 k
0 v

]
∈
[ 0 Z(MS)
0 Z(SS)

]
olsun. Bu durumda k ∈ Z(MS) ve v ∈ Z(SS) olduğundan

kX = 0 ve vY = 0 olacak şekilde bir XS ≤e SS ve bir YS ≤e SS vardır. O halde

(X ∩ Y )S ≤e SS dir. Böylece
[
0 k
0 v

][
R M
0 X∩Y

]
=

[ 0 k(X∩Y )
0 v(X∩Y )

]
= 0 dır.

[
R M
0 X∩Y

]

T
≤e TT

olduğundan
[
0 k
0 v

]
∈ Z(TT ) bulunur. Sonuç olarak,

[ 0 Z(MS)
0 Z(SS)

]
⊆ Z(TT ) elde edilir.

İddia 2.
[ 0 Z(MS)
0 Z(SS)

]
≤e

[
c 0
0 e

]
TT dir.

0 6=
[
c 0
0 e

][
r m
0 s

]
=

[
cr cm
0 es

]
∈
[
c 0
0 e

]
T olsun. Eğer cr = 0 ise 0 6=

[
0 cm
0 es

]
∈
[ 0 Z(MS)
0 Z(SS)

]

dir. cr 6= 0 olsun. RM faithful olduğundan 0 6= crk = c(rk) ∈ cM = Z2(MS) olacak
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şekilde bir k ∈ M vardır. O halde bir v ∈ S vardır öyle ki 0 6= crkv ∈ Z(MS) dir.

Böylece 0 6=
[
cr cm
0 es

][
0 kv
0 0

]
=

[
0 crkv
0 0

]
∈
[ 0 Z(MS)
0 Z(SS)

]
dir. O halde

[ 0 Z(MS)
0 Z(SS)

]
≤e

[
c 0
0 e

]
TT

elde edilir. Sonuç olarak,

[
0 Z(MS)
0 Z(SS)

]

⊆ Z(TT ) ⊆ Z2(TT ) ⊆
[
c 0
0 e

]

T ve
[
0 Z(MS)
0 Z(SS)

]

≤e

[
c 0
0 e

]

TT

olduğundan Z2(TT ) ≤e

[
c 0
0 e

]
T dir. Fakat Z2(TT ) ≤c TT olduğundan Z2(TT ) =

[
c 0
0 e

]
T olmalıdır. Dolayısıyla

Z2(TT ) =
[
c 0
0 e

]

T =
[
c 0
0 e

][
R M
0 S

]

=
[
cR cM
0 eS

]

=
[
cR Z2(MS)
0 Z2(SS)

]

elde edilir.

Yardımcı Teorem 4.51. A = lR(M) olmak üzere bir a2 = a ∈ R için aR = A

olsun. Eğer f = f 2 ∈ R ise (1− a)f = [(1− a)f ]2 ve fM = (1− a)fM dir.

Kanıt. A⊳R olduğundan Yardımcı Teorem 4.48 (ii) den, a ∈ Sl(R) dir. O halde

f = f 2 ∈ R için fa = afa dır. Ayrıca a ∈ Sl(R) olduğundan 1 − a ∈ Sr(R) dir.

Böylece (1− a)f = (1− a)f(1− a) olur. O halde

[(1− a)f ]2 = (1− a)f(1− a)f = (1− a)f 2 = (1− a)f

dir. Buradan m ∈M için fm = afm+ (1− a)fm = (1− a)fm yazılır. Dolayısıyla

fM = (1− a)fM elde edilir.

Tanım 4.52. R bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. a, b ∈ R için aRb ⊆ I iken

a ∈ I ya da b ∈ I oluyorsa R ye yarı-asal (semiprime) ideal denir. Eğer R nin

0 ideali yarı-asal ise R ye yarı-asal halka denir.

Ayrıca R bir yarı-asal halka ve An = 0 (n ∈ Z+) olacak şekilde A, R nin bir

ideali ise A = 0 dır. Yani R bir yarı-asal halka ise R nin sıfırdan farklı nilpotent

ideali yoktur.

Yardımcı Teorem 4.53. R bir yarı-asal halka ve e2 = e ∈ R olsun. Bu durumda e

nin merkezcil idempotent olması için gerek ve yeter koşul eR nin bir ideal olmasıdır.

Kanıt. (⇒) Kabul edelim ki, e bir merkezcil idempotent olsun. O halde her r ∈ R

için er = re dir. Şimdi er ∈ eR ve r′
∈ R olsun. Böylece (er)r

′
= e(rr

′
) ∈ eR ve
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r
′
(er) = r

′
(re) = (r

′
r)e = e(r

′
r) ∈ eR bulunur. Dolayısıyla eR, R nin bir idealidir.

(⇐) eR, R nin bir ideali olsun. O halde Re ⊆ eR dir. (1 − e)Re ⊆ (1 − e)eR = 0

olduğundan (1− e)Re = 0 dır. Böylece her r ∈ R için (1− e)re = re− ere = 0 olup

re = ere bulunur. Yani e ∈ Sl(R) olup Re = eRe dir. O halde 1− e ∈ Sr(R) olup

(1− e)R = (1− e)R(1− e) dir. Buradan

R = eRe⊕ eR(1 − e)⊕ (1− e)Re⊕ (1− e)R(1− e)

olduğundan R = Re ⊕ R(1 − e) elde edilir. Böylece R(1 − e), R nin bir ideali

olduğundan eR(1 − e), R nin bir sağ idealidir. Gerçekten, er(1 − e) ∈ eR(1 − e)

ve r̄ ∈ R için er(1 − e)r̄ = e(r(1 − e)r̄) ∈ eR(1 − e) dir. Ayrıca [eR(1 − e)]2 = 0

dır. R bir yarı-asal halka olduğundan R nin 0 dan farklı nilpotent sağ ideali yoktur.

Dolayısıyla eR(1− e) = 0 olmalıdır. Buradan r ∈ R için er(1− e) = 0 olup er = ere

bulunur. Diğer yandan, (1 − e)Re = 0 olduğundan (1 − e)re = 0 olup re = ere

bulunur. Sonuç olarak, er = ere = re olduğundan e bir merkezcil idempotenttir.

Yardımcı Teorem 4.54. A = lR(M) ve a2 = a ∈ R olmak üzere A = aR,

R
′
= (1− a)R(1− a) ve B =

[
R

′
M

0 S

]
olsun.

(1)
[
a 0
0 0

]
T =

[
A 0
0 0

]
⊳ T , M bir (R

′
, S)-bimodule ve B =

[
1−a 0
0 1

]
T olmak üzere

T =
[
a 0
0 0

]
T ⊕

[
1−a 0
0 1

]
T dir.

(2) BT ,
[
a 0
0 0

]
TT -injektiftir.

(3)
[
a 0
0 0

]
TT , BT -ejektiftir.

(4) Eğer a2 = a ∈ Cen(R) (e.g., R bir yarı-asal halka) ise
[
a 0
0 0

]
TT , BT -injektiftir.

Kanıt. (1) A = lR(M) = { r ∈ R | rM = 0 } = aR olsun. a1R = a ∈ aR = lR(M)

olduğundan aM = 0 dır. O halde

[
a 0

0 0

]

T =
[
a 0

0 0

][
R M

0 S

]

=
[
aR aM

0 0

]

=
[
aR 0

0 0

]

=
[
A 0

0 0

]

bulunur. A ⊳ R olduğundan
[
A 0
0 0

]
⊳ T dir. O halde Yardımcı Teorem 4.48 (ii)

den, a ∈ Sl(R) ve
[
a 0
0 0

]
∈ Sl(T ) dir. A = lR(M) olduğundan her m ∈ M için
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(1 − a)m = m − am = m bulunur. (1 − a) ∈ Sr(R) olduğundan her r ∈ R için

(1−a)r = (1−a)r(1−a) yazılır. Yani (1−a)R = (1−a)R(1−a) = R
′ dür. Böylece

[
1−a 0

0 1

]

T =
[
1−a 0

0 1

][
R M

0 S

]

=
[
(1−a)R (1−a)M

0 S

]

=
[
R

′
M

0 S

]

= B

bulunur. O haldeM bir (R′
, S)-bimodül olmak üzere B =

[
R

′
M

0 S

]

dir. Sonuç olarak,

[
a 0

0 0

]

T ⊕
[
1−a 0

0 1

]

T =
[
aR 0

0 0

]

⊕
[
(1−a)R M

0 S

]

=
[
aR⊕(1−a)R M

0 S

]

=
[
R M

0 S

]

= T

elde edilir.

(2)
[
K 0
0 0

]

T
≤

[
a 0
0 0

]
TT =

[
A 0
0 0

]

T
ve h :

[
K 0
0 0

]
−→ B bir T -homomorfizma olsun.

Şimdi k ∈ K alalım. O halde h
([

k 0
0 0

])
=

[
(1−a)r m

0 s

]
∈ B dir. Kabul edelim ki,

(1 − a)r 6= 0 olsun. Bu durumda R′M faithful olduğundan (1 − a)rm1 6= 0 olacak

şekilde bir m1 ∈ M vardır. Böylece

h
([

k 0

0 0

][
0 m1

0 0

])

= h
([

0 0

0 0

])

=
[
0 0

0 0

]

=
[
(1−a)r m

0 s

][
0 m1

0 0

]

=
[
0 (1−a)rm1

0 0

]

bulunur. Buradan (1 − a)rm1 = 0 olup bu bir çelişkidir. Dolayısıyla (1 − a)r = 0

olmalıdır. Diğer yandan, h
([

k 0
0 0

][
0 0
0 1

])
=

[
0 0
0 0

]
=

[
0 m
0 s

][
0 0
0 1

]
=

[
0 m
0 s

]
olduğundan

m = s = 0 olup h
([

k 0
0 0

])
=

[
0 m
0 s

]
=

[
0 0
0 0

]
bulunur. O halde h = 0 dır. Böylece

[
K 0
0 0

]

T

[
a 0
0 0

]
TT

BT

i

h
h
′

diyagramı h′
= 0 homomorfizması için değişmelidir. Yani BT ,

[
a 0
0 0

]
TT -injektiftir.

(3) XT ≤ BT ve h : X −→
[
a 0
0 0

]
T bir T -homomorfizma olsun.

[
0 M
0 S

]

T
≤e BT

olduğundan Y = X ∩
[
0 M
0 S

]
olmak üzere YT ≤e XT dir. y ∈ Y alalım. Bu durumda

y = x =
[
0 m
0 s

]
olacak şekilde ∃ m ∈ M ve s ∈ S vardır. O halde h(y) =

[
b 0
0 0

]

olacak şekilde bir b ∈ A vardır. Böylece

h(y) = h
([

0 m

0 s

][
0 0

0 1

])

= h(y)
[
0 0

0 1

]

=
[
b 0

0 0

][
0 0

0 1

]

=
[
0 0

0 0

]
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bulunur. Dolayısıyla h(Y ) = 0 olup h = 0 dır. Sonuç olarak,

YT XT BT

[
a 0
0 0

]
TT

i i

h
h̄

diyagramı h̄ = 0 homomorfizması için değişmelidir. Yani
[
a 0
0 0

]
TT , BT -ejektiftir.

(4) Yukarıda (3) de kullanılan notasyonlar kullanalıcaktır.
[ r m1

0 s1

]
∈ XT olsun. Bu

durumda h
([ r m1

0 s1

])
=

[
k 0
0 0

]
olacak şekilde bir k ∈ A vardır. Böylece

h
([

r(1−a) m1

0 s1

])

= h
([

r m1

0 s1

][
1−a 0

0 1

])

= h
([

r m1

0 s1

]) [
1−a 0

0 1

]

=
[
k 0

0 0

][
1−a 0

0 1

]

=
[
k(1−a) 0

0 0

]

olup h
([

r(1−a) m1

0 s1

])
= h

([ r m1

0 s1

])
=

[
k(1−a) 0

0 0

]
=

[
0 0
0 0

]
dır. Gerçekten, k ∈ A = aR

olduğundan k = ar1 olacak şekilde bir r1 ∈ R vardır. Ayrıca a ∈ Cen(R) olduğundan

aR = Ra dır. O halde k(1−a) = ar1(1−a) = r1a(1−a) = 0 bulunur. Diğer yandan,

a ∈ Cen(R) olduğundan 1 − a ∈ Cen(R) dır. Yani (1 − a)R = R(1 − a) dır. O

halde r ∈ R
′
= (1 − a)R = R(1 − a) olduğundan r = r2(1 − a) olacak şekilde bir

r2 ∈ R vardır. Buradan r(1 − a) = r2(1 − a)2 = r2(1 − a) = r bulunur. Böylece

h
([ r m1

0 s1

])
=

[
0 0
0 0

]
elde edilir. Dolayısıyla h = 0 dır. Sonuç olarak,

XT BT

[
a 0
0 0

]
TT

i

h
h
′

diyagramı h′
= 0 homomorfizması için değişmelidir. Yani

[
a 0
0 0

]
TT , BT -injektiftir.

R bir yarı-asal halka ise A = aR, R nin bir ideali ve a2 = a ∈ R olduğundan

Yardımcı Teorem 4.53 ten, a ∈ Cen(R) olur.

Yardımcı Teorem 4.55. TT , G-extending olsun.

(1) Eğer YS ≤ MS ise YSβcMS olacak şekilde bir c2 = c ∈ R vardır.

(2) MS ve SS, G-extendingdir.

(3) MS, SS-ejektiftir.
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(4) A = lR(M) olsun. Bu durumda A = aR, aRR G-extending ve
[
a 0
0 0

]
∈ Sl(T )

olacak şekilde bir a2 = a ∈ R vardır. Üstelik, R
′
= (1 − a)R(1 − a) için

B =
[
R

′
M

0 S

]
bir genelleştirilmiş üçgensel matris halkası olmak üzere

[
a 0
0 0

]
TT ,

BT ve BB, G-extendingdir.

Kanıt. (1) YS ≤MS olsun. TT , G-extending olduğundan
[
0 YS
0 0

]

T
≤ TT için

([
0 Y
0 0

]
∩
[
c k
0 e

]
T
)

T
≤e

[
0 Y
0 0

]

T
ve

([
0 Y
0 0

]
∩
[
c k
0 e

]
T
)

T
≤e

[
c k
0 e

]
TT

olacak şekilde bir
[
c k
0 e

]2
=

[
c k
0 e

]
∈ T vardır.

[
0 X
0 0

]
=

[
0 Y
0 0

]
∩
[
c k
0 e

]
T olacak şekilde

bir XS ≤ YS vardır. Ayrıca X ⊆ cM dir. Şimdi 0 6= cm ∈ cM alalım. Böylece

0 6=
[
c k
0 e

][
0 m
0 0

]
=

[
0 cm
0 0

]
∈
[
c k
0 e

]
T dir.

[
0 X
0 0

]
≤e

[
c k
0 e

]
T olduğundan bir

[
0 0
0 s

]
∈ T

vardır öyle ki 0 6=
[
0 cm
0 0

][
0 0
0 s

]
=

[
0 cms
0 0

]
∈
[
0 X
0 0

]
dir. Buradan 0 6= cms ∈ X ≤ Y

olup 0 6= cms ∈ (Y ∩ cM)S dir. Yani (Y ∩ cM)S ≤e cMS dir. Benzer şekilde,

(Y ∩ cM)S ≤e YS bulunur. Sonuç olarak, YSβcMS elde edilir.

(2) 0 6= XS ≤MS olsun. TT , G-extending olduğundan
[
0 XS
0 0

]

T
≤ TT için

([
0 X
0 0

]
∩
[
c k
0 e

]
T
)

T
≤e

[
0 X
0 0

]

T
ve

([
0 X
0 0

]
∩
[
c k
0 e

]
T
)

T
≤e

[
c k
0 e

]
TT

olacak şekilde bir
[
c k
0 e

]2
=

[
c k
0 e

]
∈ T vardır. Şimdi 0 6= x ∈ X alalım. Bu durumda

[
0 X
0 0

]
∩
[
c k
0 e

]
T ≤e

[
0 X
0 0

]
olduğundan 0 6=

[
0 x
0 0

]
∈

[
0 X
0 0

]
için bir

[
0 0
0 s

]
∈ T vardır

öyle ki 0 6=
[
0 x
0 0

][
0 0
0 s

]
=

[
0 xs
0 0

]
∈
[
0 X
0 0

]
∩
[
c k
0 e

]
T dir. Böylece 0 6=

[
0 xs
0 0

]
∈
[
c k
0 e

]
T

olduğundan
[
0 xs
0 0

]
=

[
c k
0 e

][ r1 m1

0 s1

]
olacak şekilde bir

[ r1 m1

0 s1

]
∈ T vardır. Buradan

[
0 cxs
0 0

]
=

[
c k
0 e

][
0 xs
0 0

]
=

[
c k
0 e

]2[ r1 m1

0 s1

]
=

[
c k
0 e

][ r1 m1

0 s1

]
=

[
0 xs
0 0

]
bulunur. O halde

0 6= xs = cxs ∈ (X ∩ cM)S dir. Dolayısıyla (X ∩ cM)S ≤e XS elde edilir. Şimdi

(X ∩ cM)S ≤e cMS olduğunu gösterelim. 0 6= cm ∈ cMS alalım. Bu durumda

0 6=
[
c k
0 e

][
0 m
0 0

]
=

[
0 cm
0 0

]
∈

[
c k
0 e

]
T dir.

[
0 X
0 0

]
∩
[
c k
0 e

]
T ≤e

[
c k
0 e

]
T olduğundan bir

[
0 0
0 v

]
∈ T vardır öyle ki 0 6=

[
0 cm
0 0

][
0 0
0 v

]
=

[
0 cmv
0 0

]
∈
[
0 X
0 0

]
∩
[
c k
0 e

]
T dir. O halde

0 6= cmv ∈ (X∩cM)S olup (X∩cM)S ≤e cMS dir. DolayısıylaMS, G-extendingdir.

Benzer şekilde, SS nin G-extending olduğu gösterilebilir.

(3) XS ≤ SS ve ϕ : XS −→MS bir S-homomorfizma olsun. Şimdi

F =
{ [

0 ϕ(x)
0 x

]
| x ∈ X

}
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kümesini göz önüne alalım. Böylece FT ≤ TT dir. TT , G-extending olduğundan
[
a k
0 b

]2
=

[
a k
0 b

]
∈ T vardır öyle ki FTβ

[
a k
0 b

]
TT dir. Yani

(
F ∩

[
a k
0 b

]
T
)

T
≤e FT ve

(
F ∩

[
a k
0 b

]
T
)

T
≤e

[
a k
0 b

]
TT dir. Şimdi a 6= 0 olduğunu kabul edelim. Bu durumda

0 6=
[
a k
0 b

][
1 0
0 0

]
=

[
a 0
0 0

]
∈

[
a k
0 b

]
T dir.

(
F ∩

[
a k
0 b

]
T
)

T
≤e

[
a k
0 b

]
TT olduğundan bir

[
r m
0 s

]
∈ T vardır öyle ki 0 6=

[
a 0
0 0

][
r m
0 s

]
=

[
ar am
0 0

]
∈ F dir. Böylece bir x ∈ S

vardır öyle ki
[
ar am
0 0

]
=

[
0 ϕ(x)
0 x

]
dir. Buradan x = 0, ar = 0 ve am = ϕ(0) = 0

olduğundan
[
ar am
0 0

]
= 0 olup bu bir çelişkidir. Dolayısıyla

[
a k
0 b

]
=

[
0 k
0 b

]
elde edilir.

Y =
{

y ∈ X |
[
0 ϕ(y)
0 y

]
∈ F ∩

[
0 k
0 b

]
T
}

kümesini tanımlayalım. YS ≤ XS olduğu açıktır. 0 6= x ∈ X alalım. Bu durumda

0 6=
[
0 ϕ(x)
0 x

]
∈ F dir. F ∩

[
a k
0 b

]
T ≤e F olduğundan 0 6=

[
0 ϕ(x)
0 x

][
0 0
0 v

]
=

[
0 ϕ(xv)
0 xv

]
∈

F ∩
[
0 k
0 b

]
T olacak şekilde bir

[
0 0
0 v

]
∈ T vardır. Böylece 0 6= xv ∈ Y olup YS ≤e XS

bulunur. Şimdi
[
0 ϕ(w)
0 w

]
∈ F ∩

[
0 k
0 b

]
T olsun. Böylece

[
0 ϕ(w)
0 w

]
∈
[
0 k
0 b

]
T olduğundan

[
0 ϕ(w)
0 w

]
=

[
0 k
0 b

][
r m
0 s

]
olacak şekilde bir

[
r m
0 s

]
∈ T vardır. Bu durumda

[
0 kw
0 bw

]
=

[
0 k
0 b

][
0 ϕ(w)
0 w

]
=

[
0 k
0 b

]2[ r m
0 s

]
=

[
0 k
0 b

][
r m
0 s

]
=

[
0 ϕ(w)
0 w

]
bulunur. O halde ϕ(w) =

kw elde edilir. Her s ∈ S için ϕ(s) = ks olacak şekilde bir ϕ : SS −→ MS S-

homomorfizması tanımlansın. Böylece her w ∈ Y için ϕ(w) = ϕ(w) dir. Yani

YS XS SS

MS

i i

ϕ
ϕ

diyagramı değişmelidir. Dolayısıyla MS, SS-ejektiftir.

(4)
[
A 0
0 0

]
⊳ T ve TT , G-extending olduğundan

[
a k
0 e

]2
=

[
a k
0 e

]
∈ T vardır öyle ki

[
A 0
0 0

]

T
β
[
a k
0 e

]
TT dir. Yani

([
A 0
0 0

]
∩
[
a k
0 e

]
T
)

T
≤e

[
A 0
0 0

]

T
ve

([
A 0
0 0

]
∩
[
a k
0 e

]
T
)

T
≤e

[
a k
0 e

]
TT dir.

[
X 0
0 0

]
=

[
A 0
0 0

]
∩
[
a k
0 e

]
T olsun.

[
X 0
0 0

]
≤e

[
a k
0 e

]
T olduğundan e = 0 dır.

Gerçekten, 0 6=
[
a k
0 e

][
0 0
0 1

]
=

[
0 k
0 e

]
∈
[
a k
0 e

]
T dir. Bu durumda bir

[
r m
0 s

]
∈ T vardır

öyle ki 0 6=
[
0 k
0 e

][
r m
0 s

]
=

[
0 ks
0 es

]
∈
[
X 0
0 0

]
olup bu bir çelişkidir. Dolayısıyla e = 0 dır.

Kabul edelim ki, 0 6= k ∈ M olsun. Böylece 0 6=
[
a k
0 e

][
0 0
0 1

]
=

[
0 k
0 0

]
∈

[
a k
0 0

]
T dir.

Bu durumda bir
[ r1 m1

0 s1

]
∈ T vardır öyle ki 0 6=

[
0 k
0 0

][ r1 m1

0 s1

]
=

[
0 ks1
0 0

]
∈
[
X 0
0 0

]
olup

bu bir çelişkidir. O halde k = 0,
[
a k
0 e

]
=

[
a 0
0 0

]
ve

[
a 0
0 0

]
T =

[
aR aM
0 0

]
dir. aM 6= 0

olduğunu kabul edelim. Böylece 0 6= am2 ∈ aM olacak şekilde bir m2 ∈ M vardır.
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Bu durumda 0 6=
[
a 0
0 0

][
0 m2

0 0

]
=

[
0 am2

0 0

]
∈

[
a 0
0 0

]
T dir. O halde bir

[ r3 m3

0 s3

]
∈ T

vardır öyle ki 0 6=
[
0 am2

0 0

][ r3 m3

0 s3

]
=

[
0 am2s3
0 0

]
∈

[
X 0
0 0

]
dir. Fakat bu ise çelişkidir.

Dolayısıyla aM = 0 dır. O halde a ∈ A = lR(M) olup aR ⊆ A dır. Buradan
[
X 0
0 0

]

T
≤

[
a 0
0 0

]
TT ≤

[
A 0
0 0

]

T
dir.

[
X 0
0 0

]

T
≤e

[
A 0
0 0

]

T
olduğundan

[
X 0
0 0

]

T
≤e

[
a 0
0 0

]
TT

ve
[
a 0
0 0

]
TT ≤e

[
A 0
0 0

]

T
dir. Fakat

[
a 0
0 0

]
TT ≤d TT olduğundan

[
a 0
0 0

]
TT nin essential

genişlemesi yoktur. Dolayısıyla
[
A 0
0 0

]
=

[
a 0
0 0

]
T =

[
aR 0
0 0

]
elde edilir. Böylece A =

aR bulunur.
[
a 0
0 0

]
T =

[
A 0
0 0

]
⊳ T olduğundan

[
a 0
0 0

]
∈ Sl(T ) dir. Önerme 4.41 (1)

den, a ∈ Sl(R) olur. T =
[
a 0
0 0

]
T ⊕

[
1−a 0
0 1

]
T =

[
a 0
0 0

]
T ⊕ BT dir. Teorem 4.16 (ii)

den,
[
a 0
0 0

]
T ve BT , G-extendingdir. O halde aRR, G-extendingdir. Önerme 4.42 (ii)

gereği BB, G-extendingdir.

Teorem 4.56. TT nin nonsingular ve extending olması için gerek ve yeter koşul

aşağıdaki koşulların sağlanmasıdır.

(i) Her KS ≤c MS için KS = eMS olacak şekilde bir e2 = e ∈ R vardır.

(ii) SS, nonsingular ve extendingdir.

(iii) MS bir nonsingular injektif modüldür.

Yardımcı Teorem 4.57. Eğer RM faithful ve aşağıdaki koşullar sağlanırsa TT ,

G-extending olur.

(i) Eğer DS ≤d MS ise DSβfMS olacak şekilde bir f 2 = f ∈ R vardır.

(ii) MS ve SS, G-extendingdir.

(iii) MS, SS-ejektiftir.

Kanıt. Önerme 4.50 den, Z2(TT ) =
[
c 0
0 e

]
T , Z2(MS) = cM ve Z2(SS) = eS ve

T
′
=

[
1−c 0
0 1−e

]
T olmak üzere T = Z2(TT )⊕ T

′ olduğunu biliyoruz. Yani

TT = Z2(TT )⊕ T
′

T =
[
c 0

0 e

]

T ⊕
[
1−c 0

0 1−e

]

T

=
[
cR cM

0 eS

]

⊕
[
(1−c)R (1−c)M

0 (1−e)S

]

=
[
cR⊕(1−c)R cM⊕(1−c)M

0 eS⊕(1−e)S

]

=
[
R M

0 S

]
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dir. Ayrıca Z(T ′

T ) = 0 dır. İlk olarak, Z2(TT ) nin G-extending olduğunu gösterelim.

İddia 1.
[
c 0
0 0

]
TT =

[
cR cM
0 0

]
, G-extendingdir.

Eğer c = 0 ise kanıt elde edilir. Kabul edelim ki, c 6= 0 olsun. XT ≤
[
c 0
0 0

]
TT

olsun.
[
0 cM
0 0

]
≤e

[
c 0
0 0

]
TT dir. Gerçekten, 0 6=

[
cr cm
0 0

]
∈
[
c 0
0 0

]
TT olsun. Eğer cr = 0

ise bir 0 6=
[
0 0
0 s

]
∈ T vardır öyle ki 0 6=

[
cr cm
0 0

][
0 0
0 s

]
=

[
0 cms
0 0

]
∈

[
0 cM
0 0

]
dir. Eğer

cr 6= 0 ise RM faithful olduğundan 0 6= crm1 ∈ cM olacak şekilde birm1 ∈M vardır.

O halde 0 6=
[
cr cm
0 0

][
0 m1

0 0

]
=

[
0 crm1

0 0

]
∈

[
0 cM
0 0

]
olup

[
0 cM
0 0

]
≤e

[
c 0
0 0

]
TT bulunur.

Y
′
≤ cM için Y = X ∩

[
0 cM
0 0

]
=

[
0 Y

′

0 0

]
olsun. Böylece YT ≤e XT olduğundan

XTβYT dir. MS, G-extending olduğundan Y
′

S ≤ MS için Y
′

SβbMS olacak şekilde

bir b2 = b ∈ R vardır. Şimdi YTβ
[
b 0
0 0

]
TT olduğunu gösterelim. YT ∩

[
b 0
0 0

]
TT ≤e

[
b 0
0 0

]
TT olduğunu göstermek için 0 6=

[
br bm
0 0

]
∈

[
b 0
0 0

]
T olsun. Kabul edelim ki,

br 6= 0 olsun. RM faithful olduğundan 0 6= brn ∈ bM olacak şekilde bir n ∈

M vardır. Bu durumda Y ′

S ∩ bMS ≤e bMS olduğundan bir s ∈ S vardır öyle ki

0 6= brns ∈ Y
′

S ∩ bMS dir. Böylece 0 6=
[
br bm
0 0

][
0 ns
0 0

]
=

[
0 brns
0 0

]
∈ Y ∩

[
b 0
0 0

]
T

bulunur. Eğer br = 0 ise bir v ∈ S vardır öyle ki 0 6= bmv ∈ Y
′

S ∩ bMS dir. O

halde 0 6=
[
br bm
0 0

][
0 0
0 v

]
=

[
0 bmv
0 0

]
∈ Y ∩

[
b 0
0 0

]
T olup

(
Y ∩

[
b 0
0 0

]
T
)

T
≤e

[
b 0
0 0

]
TT

bulunur. YT ∩
[
b 0
0 0

]
TT ≤e YT olduğunu göstermek için 0 6=

[
0 y
0 0

]
∈ YT =

[
0 Y

′

0 0

]

olsun. Y ′

S ∩ bMS ≤e Y
′

S olduğundan 0 6= yw ∈ Y
′

S ∩ bMS olacak şekilde bir w ∈ S

vardır. O halde 0 6=
[
0 y
0 0

][
0 0
0 w

]
=

[
0 yw
0 0

]
∈ Y ∩

[
b 0
0 0

]
T olup

(
Y ∩

[
b 0
0 0

]
T
)

T
≤e YT

bulunur. Sonuç olarak, YTβ
[
b 0
0 0

]
TT elde edilir. Böylece β bir denklik bağıntısı ve

XTβYT olduğundan XTβ
[
b 0
0 0

]
TT bulunur. Dolayısıyla

[
c 0
0 0

]
TT , G-extendingdir.

İddia 2.
[
0 0
0 e

]
TT , G-extendingdir.

[
c 0
0 0

]
TT =

[
0 0
0 eS

]
dir. SS bir G-extending modül olduğundan Sonuç 4.46 gereği

Z2(SS) ≤d SS ve Z2(SS) = eS, G-extendingdir. Dolayısıyla
[
0 0
0 e

]
TT , G-extendingdir.

İddia 3.
[
c 0
0 0

]
TT ,

[
0 0
0 e

]
TT -ejektiftir.

XT ≤
[
0 0
0 e

]
TT =

[
0 0
0 eS

]
ve h : XT −→

[
c 0
0 0

]
TT bir T -homomorfizma olsun. Bu

durumda bir KS ≤e eSS için X =
[
0 0
0 K

]
dır. Şimdi

[
0 0
0 k

]
∈ X olsun. O halde

h
([

0 0
0 k

])
=

[
cr cm
0 0

]
olacak şekilde ∃ r ∈ R, m ∈M vardır. Böylece

[
cr cm

0 0

]

= h
([

0 0

0 k

])

= h
([

0 0

0 k

][
0 0

0 1

])

= h
([

0 0

0 k

]) [
0 0

0 1

]

=
[
cr cm

0 0

][
0 0

0 1

]

=
[
0 cm

0 0

]

olduğundan cr = 0 bulunur. O halde h
([

0 0
0 K

])
⊆

[
0 cM
0 0

]
⊆

[
0 M
0 0

]
elde edilir.

110



h
([

0 0
0 k

])
=

[
0 cm
0 0

]
olmak üzere ϕ(k) = cm ile tanımlı ϕ : K −→ M dönüşümünü

göz önüne alalım. Bu durumda ϕ bir S-homomorfizmadır. ϕ(K) ⊆ cM dir. MS,

SS-ejektif olduğundan bir NS ≤e KS ve bir ϕ : SS −→MS S-homomorfizması vardır

öyle ki ϕ′
:= ϕ|eS

: eSS −→ MS olmak üzere her n ∈ N için ϕ(n) = ϕ(n) = ϕ
′
(n)

dir. Yani
NS KS SS

MS

i i

ϕ
ϕ

diyagramı değişmeli olur. π : M −→ cM kanonik projeksiyonu her m ∈ M için

π(m) = cm ile tanımlı olsun. θ : eSS −→ cMS dönüşümü θ = π ◦ ϕ
′ ile tanımlı

olsun. O halde her n ∈ N için θ(n) = (π ◦ ϕ
′
)(n) = π(ϕ

′
(n)) = π(ϕ(n)) = ϕ(n) dir.

Şimdi
[
0 0
0 N

]

T
≤e XT olduğunu gösterelim. NS ≤e KS olduğundan 0 6= k ∈ KS için

0 6= ks ∈ NS olacak şekilde bir s ∈ S vardır. Böylece bir
[
0 0
0 s

]
∈ T vardır öyle ki

0 6=
[
0 0
0 k

][
0 0
0 s

]
=

[
0 0
0 ks

]
∈
[
0 0
0 N

]
dir. O halde

[
0 0
0 N

]

T
≤e XT dir. θ(es) = cm1 olmak

üzere h
([

0 0
0 es

])
=

[
0 cm1

0 0

]
ile tanımlı h :

[
0 0
0 e

]
T −→

[
c 0
0 0

]
T dönüşümünü göz önüne

alalım. Bu durumda her n ∈ N için h
([

0 0
0 n

])
= h

([
0 0
0 n

])
ile tanımlı h dönüşümü

bir T -homomorfizmadır. Z2(TT ) =
[
c 0
0 e

]
TT =

[
c 0
0 0

]
T ⊕

[
0 0
0 e

]
T dir. O halde İddia

1− 3 ve Teorem 4.12 (i) den, Z2(TT ) =
[
c 0
0 e

]
T , G-extendingdir.

Şimdi T ′

T =
[
1−c 0
0 1−e

]
T nin extending olduğunu gösterelim. Bunu göstermek için

c ve e ye bağlı aşağıdaki durumları inceleyelim.

1. Durum: 1− c = 0 ve 1− e = 0 olsun.

Bu durumda T ′
= 0 dır. Dolayısıyla T ′

T extendingdir.

2. Durum: 1− c = 0 ve 1− e 6= 0 olsun.

T
′
=

[
0 0
0 1−e

]
T =

[
0 0
0 (1−e)S

]
ve Z2(SS) = eS dir. SS, G-extending olduğundan Sonuç

4.46 dan, Z2(SS) ve (1 − e)S, G-extending olmak üzere SS = Z2(SS) ⊕ (1 − e)S

dir. Buradan SS/Z2(SS) ∼= (1 − e)S dir. Önerme 1.13.5 (3) ten, Z(SS/Z2(SS)) = 0

dır. Ayrıca Önerme 1.13.5 (5) den, Z2(SS) ⊳ SS dır. Bu durumda Önerme 4.45

den, SS/Z2(SS) extendigdir. Böylece SS/Z2(SS) ∼= (1− e)S olduğundan (1− e)S de

extendingdir. Dolayısıyla T ′

T , extendingdir.

3. Durum: 1− c 6= 0 ve 1− e = 0 olsun.

T
′
=

[
1−c 0
0 0

]
T =

[
(1−c)R (1−c)M

0 0

]
ve Z2(MS) = cM dir. Şimdi bir K ≤ (1− c)M için

XT ≤ T
′

T ve Y = X∩
[
0 (1−c)M
0 0

]
=

[
0 K
0 0

]
olsun. MS, G-extending olduğundan Sonuç
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4.46 dan, Z2(MS) ve (1−c)M , G-extending olmak üzereMS = Z2(MS)⊕(1−c)M dir.

Buradan MS/Z2(MS) ∼= (1 − c)M dir. Önerme 1.13.5 (3) ten, Z(MS/Z2(MS)) = 0

dır. BöyleceMS/Z2(MS) ∼= (1−c)M olduğundan Z((1−c)M) = 0 olup (1−c)M bir

nonsingular modüldür. Önerme 4.47 ve (i) koşulundan, KSβfMS olacak şekilde bir

f 2 = f ∈ R vardır. Yani (K∩fM)S ≤e KS ve (K∩fM)S ≤e fMS dir. 1−c ∈ Sr(R)

olduğundan [(1− c)f ]2 = (1− c)f(1− c)f = (1− c)f 2 = (1− c)f bulunur. Böylece

(K ∩ fM)S ≤e (1− c)fMS ≤ (1− c)MS bulunur. (1− c)MS bir nonsingular modül

olduğundan bir UC-modüldür. Dolayısıyla (1 − c)MS nin her alt modülü bir tek

kapanışa sahiptir. O halde KS ≤e (1 − c)fMS dir.
[
0 (1−c)M
0 0

]

T
≤e T

′

T olduğunu

gösterelim. 0 6=
[
(1−c)r (1−c)m

0 0

]
∈ T

′

T olsun. Kabul edelim ki, (1 − c)r 6= 0 olsun.

RM faithful olduğundan 0 6= (1 − c)rm1 ∈ (1 − c)M olacak şekilde bir m1 ∈ M

vardır. Böylece 0 6=
[
(1−c)r (1−c)m

0 0

][
0 m1

0 0

]
=

[
0 (1−c)rm1

0 0

]
∈

[
0 (1−c)M
0 0

]
dir. Şimdi

(1− c)r = 0 olsun. Bu durumda 0 6=
[
(1−c)r (1−c)m

0 0

][
0 0
0 s

]
=

[
0 (1−c)ms
0 0

]
∈
[
0 (1−c)M
0 0

]

dir. Dolayısıyla
[
0 (1−c)M
0 0

]

T
≤e T

′

T elde edilir. O halde YT =
[
0 K
0 0

]

T
≤e XT dir.

Üstelik, YT =
[
0 K
0 0

]

T
≤e

[
(1−c)f 0

0 0

]
TT dir. Böylece XTβYT ve YTβ

[
(1−c)f 0

0 0

]
TT olur.

β bir denklik bağıntısı olduğundan XTβ
[
(1−c)f 0

0 0

]
TT bulunur. Dolayısıyla T ′

T , G-

extendingdir. Önerme 4.45 gereği T ′

T , extendingdir.

4. Durum: 1− c 6= 0 ve 1− e 6= 0 olsun.

T
′
=

[
1−c 0
0 1−e

]
T =

[ (1−c)R (1−c)M
0 (1−e)S

]
dir. Önerme 4.42 den, T ′

=
[
1−c 0
0 1−e

]
T birimi

[
1−c 0
0 1−e

]
olan bir halka, R′

= (1− c)R(1− c) ve S ′
= (1 − e)S(1− e) olmak üzere

(1 − c)M bir (R′
, S

′
)-bimodüldür. Böylece T ′

=
[
R

′
(1−c)M

0 S
′

]

dir. SS, G-extending

olduğundan Sonuç 4.46 dan, Z2(SS) = eSS ve S ′
= (1 − e)SS, G-extending olmak

üzere SS = Z2(SS) ⊕ S
′
= eSS ⊕ (1 − e)SS dir. Buradan SS/eSS ∼= (1 − e)SS

dir. Önerme 1.13.5 (3) ten, Z(SS/Z2(SS)) = Z(SS/eSS) = 0 dır. Ayrıca Önerme

1.13.5 (5) den, Z2(SS)⊳SS dır. Bu durumda Önerme 4.45 den, SS/eSS extendigdir.

Böylece SS/eSS ∼= (1 − e)S olduğundan (1 − e)SS de extendingdir. S ′
= (1 − e)S

birimi 1−e olan bir halka, S ′ ∼= S/eS ve Z(SS) ⊆ Z2(SS) = eS olduğundan Önerme

4.42 (i) den, S ′

S′ nonsingulardır. S
′

S = (1− e)SS, G-extending olduğundan Önerme

4.42 (ii) gereği S ′

S′ , G-extendingdir. Buradan S
′

S′ , G-extending olduğundan Önerme

4.42 (iii) gereği S ′

S
′ , extendingdir. MS, SS-ejektif olduğundan Önerme 4.44 ten,

M/Z2(MS) injektif S/Z2(SS)-modüldür. Böylece Z(M/Z2(MS)) = 0, M/Z2(MS) ∼=

(1 − c)MS ve SS/Z2(SS) ∼= S
′ olduğundan (1 − c)MS bir nonsingular injektif S ′-
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modül olur. Şimdi KS′ , (1 − c)MS′ nün bir kapalı alt modülü olsun. (1 − c)MS

injektif olduğundan Önerme 3.3 ten, (1 − c)MS bir extending modüldür. O halde

KS′ ≤d (1− c)MS′ dür. Bu durumda KS ≤d (1− c)MS dir. Böylece (i) koşulundan,

KSβfMS olacak şekilde bir f 2 = f ∈ R vardır. 3. Durumdan, [(1 − c)f ]2 =

(1− c)f ∈ R
′ olmak üzere KS ≤e (1− c)fMS dir. O halde KS′ ≤e (1− c)fMS′ olur.

Fakat KS′ , (1 − c)MS′ nün bir kapalı alt modülü olduğundan KS′ = (1 − c)fMS′

olmalıdır. Teorem 4.56 dan T ′

T ′ , nonsingular ve extendingdir. Böylece Önerme 4.42

(ii) gereği T ′

T , extendingdir.

Sonuç olarak, yukarıdaki dört durum için de T ′

T , extendingdir. O halde Z2(TT ),

G-extending ve T ′

T , extending olmak üzere TT = Z2(TT ) ⊕ T
′

T elde edilir. Böylece

Önerme 4.47 gereği TT , G-extendingdir.

Teorem 4.58. TT nin G-extending olması için gerek ve yeter koşul aşağıda verilen

koşulların sağlanmasıdır.

(1) Eğer DS ≤d MS ise DSβfMS olacak şekilde bir f 2 = f ∈ R vardır.

(2) MS ve SS, G-extendingdir.

(3) MS, SS-ejektiftir.

(4) A = lR(M) olsun. Bu durumda aR = A ve aRR, G-extending olmak üzere bir

a2 = a ∈ R vardır.

Kanıt. (⇒) TT , G-extending olsun. Bu durumda Yardımcı Teorem 4.55 ve Önerme

4.43 ten, (1)− (4) koşulları sağlanır.

(⇐) Kabul edelim ki, (1) − (4) koşulları sağlansın. Şimdi TT nin G-extending

olduğunu gösterelim.

İddia 1.
[
A 0
0 0

]

T
=

[
a 0
0 0

]
TT , G-extendingdir.

[
A 0
0 0

]

T
=

[
a 0
0 0

]
T olduğu açıkktır. XT ≤

[
aR 0
0 0

]
olsun. O halde XT =

[
X

′
0

0 0

]
ola-

cak şekilde birX ′

R ≤ aR vardır. (4) koşulundan, X ′
βcR olacak şekilde bir c2 = c ∈ R

vardır. Böylece XTβ
[
c 0
0 0

]
TT bulunur. Dolayısıyla

[
a 0
0 0

]
TT , G-extendingdir.

İddia 2. B =
[
(1−a)R M

0 S

]
birimi

[
1−a 0
0 1

]
olan bir halkadır ve BT , G-extendingdir.

[
A 0
0 0

]
=

[
a 0
0 0

]
T ⊳ T olduğundan Yardımcı Teorem 4.48 (ii) den,

[
a 0
0 0

]
∈ Sl(T )

dir. Önerme 4.42 den, B birimi
[
1−a 0
0 1

]
olan bir halkadır. R′

= (1−a)R(1−a) olsun.
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Bu durumda R′M faithful ve M bir (R′
, S)-bimodüldür. O halde B =

[
R

′
M

0 S

]
dir.

Yardımcı Teorem 4.51 gereği B, Yardımcı Teorem 4.57 in (i) koşulunu sağlar. B nin

Yardımcı Teorem 4.57 deki (ii) ve (iii) koşullarını sağladığı açıktır. Bu durumda

Yardımcı Teorem 4.57 den BB, G-extendingdir. Dolayısıyla Önerme 4.42 (ii) gereği

BT , G-extendingdir.

Böylece TT =
[
a 0
0 0

]
T ⊕

[
1−a 0
0 1

]
T =

[
a 0
0 0

]
T ⊕ BT dir. Yardımcı Teorem 4.54 ten

[
a 0
0 0

]
T , BT -ejektiftir. İddia 1-2 den,

[
a 0
0 0

]
TT ve BT , G-extendingdir. Sonuç olarak,

Teorem 4.12 (i) yardımıyla TT , G-extendingdir.
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5. C11-MODÜLLER

Bu bölümde extending modüllerin bir genellemesi olan C11-modül sınıfına yer

vereceğiz. Bu amaçla C11-modül tanımı ve bu tanıma denk koşullar verilecektir.

C11-modüllerin bir dik toplamının C11-modül olduğu gösterilip bir C11-modülün bir

dik toplananının C11-modül olmak zorunda olmadığına ilişkin bir örnek verilecektir.

Ayrıca bir C11-modülün bir dik toplananının C11-modül olması için gerekli koşullar

ele alınacaktır. Daha ayrıntılı bilgiler için [6] önerilir.

Tanım 5.1. M bir R-modül olsun. Eğer M nin her alt modülü, M nin bir dik

toplananı olan bir komplemente sahip ise M ye C11-modül ya da M , (C11) koşu-

lunu sağlar denir. Özel olarak, bir R halkası için RR bir C11-modül ise R ye sağ

C11-halka denir. Ayrıca M nin her dik toplananı (C11) koşulunu sağlıyorsa M ,

(C+

11) koşulunu sağlar denir. Örneğin; düzgün modüller, yarı-basit modüller ve

injektif modüller C11-modüllerdir.

Önerme 5.2. MR modülü CS-modül ise C11-modüldür.

Kanıt. N ≤ MR olsun. Sonuç 1.10.4 ten, N nin M de bir K komplementi vardır.

O halde K ≤c M dir. M bir CS-modül olduğundan Önerme 3.11 den, K ≤d M dir.

Böylece M bir C11-modüldür.

Önerme 5.3. M bir R-modül olmak üzere aşağıdaki koşullar denktir.

(i) M bir C11-modüldür.

(ii) Herhangi bir L ≤c M için K, L nin M deki bir komplementi olacak şekilde

bir K ≤d M vardır.

(iii) Herhangi bir N ≤ M için N ∩ K = 0 ve N ⊕ K ≤e M olacak şekilde bir

K ≤d M vardır.

(iv) Herhangi bir L ≤c M için L ∩ K = 0 ve L ⊕ K ≤e M olacak şekilde bir

K ≤d M vardır.

Kanıt. (i) ⇒ (ii), (iii) ⇒ (iv) Açıktır.

(i) ⇔ (iii), (ii) ⇔ (iv) Yardımcı Teorem 1.10.6 dan açıktır.
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(iv) ⇒ (i) A ≤M olsun. Bu durumda Önerme 1.10.12 den, A ≤e B ≤c M olacak

şekilde bir B ≤ M vardır. Hipotezden, B ∩K = 0 ve B ⊕K ≤e M olacak şekilde

bir K ≤d M vardır. O halde Yardımcı Teorem 1.10.6 gereği K, B nin M deki bir

komplementidir. Diğer yandan, A ∩K ≤e B ∩K = 0 olduğundan A ∩K = 0 dır.

Kabul edelim ki, K � K
′ olacak şekilde bir K ′

≤ M olsun. Bu durumda K, B nin

komplementi olduğundan B ∩ K
′
6= 0 olmalıdır. Dolayısıyla A ∩ B ∩ K

′
6= 0 dır.

Yani A ∩K
′
6= 0 dır. Böylece K, A nın M deki bir komplementidir. Sonuç olarak,

M bir C11-modüldür.

Önerme 5.4. MR bir ayrıştırılamaz modül olsun. M nin C11-modül olması için

gerek ve yeter koşul M nin düzgün modül olmasıdır.

Kanıt. (⇒) M bir C11-modül olsun. 0 6= N ≤ M olsun. Kabulden, bir K ≤d M

vardır öyle ki K, N nin M deki bir komplementidir. M bir ayrıştırılamaz modül

olduğundan K = 0 ya da K = M dir. Eğer K = M ise N ∩K = N ∩M = N = 0

olup bu bir çelişkidir. Dolayısıyla K = 0 olmalıdır. Böylece her 0 6= U ≤ M için

N ∩ U 6= 0 olduğundan N ≤e M dir. Yani M bir düzgün modüldür.

(⇐) Açıktır.

Teorem 5.5. C11-modüllerin herhangi bir dik toplamı da C11-modüldür.

Kanıt. Λ bir indis kümesi ve her λ ∈ Λ için Mλ lar C11-modüller olmak üzere

M = ⊕
λ∈Λ

Mλ olsun. N ≤M olsun. λ ∈ Λ alalım. O halde N ∩Mλ ≤Mλ ve Mλ bir

C11-modüldür. Mλ, C11-modül olduğundan Önerme 5.3 ten,

(N ∩Mλ) ∩Kλ = 0 ve (N ∩Mλ)⊕Kλ ≤e Mλ

olacak şekilde bir Kλ ≤d Mλ vardır. Bu durumda N ∩ (Mλ ∩Kλ) = N ∩Kλ = 0 ve

(N ∩Mλ)⊕Kλ = (N ⊕Kλ) ∩Mλ ≤e Mλ dır. Şimdi

Λ
′

=

{

λ ∈ Λ| bir K
′

≤d M
′

= ⊕
λ∈Λ′

Mλ için N ∩K
′

= 0 ve (N ⊕K
′

) ∩M
′

≤e M
′

}

şeklinde tanımlı λ ları kapsayan Λ nın boştan farklı bir alt kümesi olsun. Kabul

edelim ki, Λ′
6= Λ olsun. O halde bir µ ∈ Λ vardır öyle ki µ /∈ Λ

′ dür. Böylece

L = (N ⊕ K
′
) ∩Mµ ≤ Mµ olduğundan bir Kµ ≤d Mµ vardır öyle ki L ∩ Kµ = 0
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ve L ⊕Kµ ≤e Mµ dür. Şimdi Λ′′
= Λ

′
∪ {µ} ve M ′′

= ⊕
λ∈Λ′′

Mλ = M
′
⊕Mµ olsun.

K
′
∩Kµ = 0 olduğu açıktır. K ′′

= K
′
⊕Kµ olsun. Böylece K ′

≤d M
′ ve Kµ ≤d Mµ

olduğundan K ′′
≤d M

′′ dür. Ayrıca

N ∩Kµ ≤ L ∩Kµ = (N ⊕K
′

) ∩Mµ ∩Kµ = (N ⊕K
′

) ∩Kµ = 0

olduğundan N ∩ Kµ = 0 bulunur. Diğer yandan, N ∩ K
′
= 0 ve N ∩ Kµ = 0

olduğundan N ∩ (K
′
⊕ Kµ) = N ∩ K

′′
= 0 bulunur. Şimdi N ⊕ K

′′
≤ M alt

modülünü göz önüne alalım. Buradan

(N ⊕K
′

) ∩M
′

≤ (N ⊕K
′′

) ∩M
′

≤M
′

ve (N ⊕K
′

) ∩M
′

≤e M
′

olduğundan (N ⊕K
′′
) ∩M

′
≤e M

′ dür. Üstelik,

(N ⊕K
′′

) ∩Mµ = (N ⊕K
′

⊕Kµ) ∩Mµ = [(N ⊕K
′

) ∩Mµ]⊕Kµ = L⊕Kµ ≤e Mµ

dür. Bu durumda (N ⊕ K
′′
) ∩M

′
≤e M

′ ve (N ⊕ K
′′
) ∩Mµ ≤e Mµ olduğundan

[(N ⊕K
′′
) ∩M

′
]⊕ [(N ⊕K

′′
) ∩Mµ] ≤e M

′
⊕Mµ =M

′′ dür. Diğer yandan,

[(N ⊕K
′′

) ∩M
′

]⊕ [(N ⊕K
′′

) ∩Mµ] ≤ (N ⊕K
′′

) ∩ (M
′

⊕Mµ) ≤M
′′

olduğundan (N ⊕K
′′
) ∩ (M

′
⊕Mµ) ≤e M

′′ dür. Yani (N ⊕K
′′
) ∩M

′′
≤e M

′′ dür.

Bu uygulama tekrarlanırsa, N ∩K = 0 ve N ⊕K ≤e M olacak şekilde bir K ≤d M

elde edilir. O halde Önerme 5.3 ten, M bir C11-modüldür.

Sonuç 5.6. CS-modüllerin herhangi bir dik toplamı C11-modüldür.

Kanıt. Teorem 5.5 den açıktır.

Sonuç 5.7. Düzgün modüllerin herhangi bir dik toplamı C11-modüldür.

Kanıt. Sonuç 5.6 dan açıktır.

Teorem 5.8. M bir R-modül olsun. Bu durumda M nin C11-modül olması için

gerek ve yeter koşul Z2(M) ve K, C11-modüller olmak üzere M = Z2(M) ⊕ K

olmasıdır.

117



Kanıt. (⇐) Teorem 5.5 den açıktır.

(⇒) M , C11-modül olsun. İlk olarak, Z2(M) ≤d M olduğunu gösterelim. L =

Z2(M) olsun. Z2(M) ≤ M ve M , C11-modül olduğundan Önerme 5.3 ten, bir K ≤d

M vardır öyle ki L∩K = 0 ve L⊕K ≤e M dir. O halde birK ′
≤M içinM = K

′
⊕K

dır. L = Z2(M) = Z2(K⊕K
′
) = Z2(K)⊕Z2(K

′
) dür. Z2(K) = Z2(M)∩K = 0 dır.

Böylece L = Z2(M) = Z2(K
′
) ≤ K

′ bulunur. Bu durumda L⊕K ≤e M olduğundan

L = (L ⊕ K) ∩ K
′
= (K

′
∩ K) ⊕ L ≤e M ∩ K

′
= K

′ dür. L ≤e K
′ olduğundan

Önerme 1.13.6 dan, K ′
/L singular modüldür. Yani Z(K ′

/L) = K
′
/L dir. O halde

Z(K
′
/Z2(K

′
)) = K

′
/Z2(K

′
) = 0 olduğundan Z2(K

′
) = K

′
= L dir. Buradan

M = K
′
⊕ K = L ⊕ K dır. Yani L ≤d M dir. Şimdi L nin C11-modül olduğunu

gösterelim. N ≤ L olsun. N ∩K ≤ L∩K = 0 olduğundan N ∩K = 0 dır. O halde

N ⊕K ≤ M dir. Önerme 5.3 ten, bir P ≤d M vardır öyle ki (N ⊕K) ∩ P = 0 ve

N ⊕K ⊕P ≤e M dir. P ≤d M olduğundan M = P ⊕P
′ olacak şekilde bir P ′

≤M

vardır. K ∩P ≤ (N ⊕K)∩P = 0 olduğundan K ∩P = 0 dır. f : P −→ M/K ∼= L

dönüşümü f(p) = p+K ile tanımlı olsun. p, s ∈ P için f(p) = f(s) olsun. O halde

p + K = s + K olup p − s ∈ K dır. Böylece p − s ∈ K ∩ P = 0 olup p = s dir.

Yani f bire-birdir. Bu durumda P , M/K ∼= L içine gömülür. O halde P ≤ L dir.

P ∩ Z2(P
′
) ≤ P ∩ P

′
= 0 olduğundan P ∩ Z2(P

′
) = 0 dır. Buradan

P = P ∩ L = P ∩ Z2(P ⊕ P
′

) = P ∩ [Z2(P )⊕ Z2(P
′

)] = Z2(P )⊕ [P ∩ Z2(P
′

)]

olduğundan P = Z2(P ) dir. Böylece L = L ∩M = L ∩ (P ⊕ P
′
) = P ⊕ (L ∩ P

′
)

olup P ≤d L dir. N ∩ P ≤ (N ⊕K) ∩ P = 0 olduğundan N ∩ P = 0 dır. O halde

N ⊕P ≤ L dir. Buradan (N ⊕K ⊕P )∩L = (L∩K)⊕ (N ⊕P ) ≤e M ∩L = L dir.

Dolayısıyla N ⊕P ≤e L bulunur. Önerme 5.3 ten, L bir C11-modüldür. Son olarak,

K nın C11-modül olduğunu gösterelim. π : M −→ K kanonik projeksiyon ve H ≤ K

olsun. Bu durumda L∩H ≤ L∩K = 0 olduğundan L∩H = 0 dır. L⊕H ≤M ve

M , C11-modül olduğundan Önerme 5.3 ten, (L⊕H) ∩Q = 0 ve L ⊕H ⊕ Q ≤e M

olacak şekilde bir Q ≤d M vardır. O halde bir Q′
≤ M için M = Q ⊕ Q

′ yazılır.

Q∩Z2(Q
′
) ≤ Q∩Q

′
= 0 olduğundan Q∩Z2(Q

′
) = 0 dır. L∩Q ≤ (L⊕H)∩Q = 0
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olduğundan L ∩Q = 0 dır. Buradan

L ∩Q = Z2(Q⊕Q
′

) ∩Q = [Z2(Q)⊕ Z2(Q
′

)] ∩Q = [Q ∩ Z2(Q
′

)]⊕ Z2(Q) = 0

olduğundan Z2(Q) = 0 bulunur. Böylece L = Z2(M) = Z2(Q⊕Q
′
) = Z2(Q)⊕Z2(Q

′
)

olduğundan L = Z2(M) = Z2(Q
′
) ≤ Q

′ bulunur. O haldeM = L⊕K = Z2(Q
′
)⊕K

elde edilir. Buradan

Q
′

= Q
′

∩M = Q
′

∩ [Z2(Q
′

)⊕K] = Z2(Q
′

)⊕ (Q
′

∩K) = L⊕ (Q
′

⊕K)

bulunur. Böylece M = Q ⊕ Q
′
= Q ⊕ L ⊕ (Q

′
∩K) olduğundan Q ⊕ L ≤d M dir.

Ayrıca Önerme 3.5 den, Q⊕ L = π(Q)⊕ L dir. Bu durumda

M = Q⊕Q
′

= Q⊕ L⊕ (Q
′

∩K) = π(Q)⊕ L⊕ (Q
′

∩K)

olduğundan π(Q) ≤d M dir. O halde π(Q) ≤d K dır. Şimdi H ∩ π(Q) = 0 ve

H⊕π(Q) ≤e K olduğunu görelim. H∩(L⊕Q) = 0 dır. Gerçekten, h ∈ H∩(L⊕Q)

olsun. Bu durumda h = l + q olacak şekilde ∃ l ∈ L, q ∈ Q vardır. Buradan

h − l = q ∈ (L ⊕ H) ∩ Q = 0 olduğundan q = 0 dır. Böylece l = h ∈ L ∩ H = 0

olup h = 0 dır. O halde H ∩ (L ⊕ Q) = H ∩ (L ⊕ π(Q)) = 0 dır. Diğer yandan,

H ∩ π(Q) ≤ H ∩ (L ⊕ π(Q)) = 0 olduğundan H ∩ π(Q) = 0 bulunur. H ≤ K ve

π(Q) ≤ K olduğundan H ⊕ π(Q) ≤ K dır. L⊕H ⊕Q ≤e M ve Q⊕ L = π(Q)⊕ L

olduğundan H ⊕ π(Q)⊕ L ≤e M dir. Buradan

(H ⊕ π(Q)⊕ L) ∩K = H ⊕ π(Q)⊕ (L ∩K) ≤e M ∩K = K

olduğundan H ⊕π(Q) ≤e K dır. Böylece Önerme 5.3 ten, K bir C11-modüldür.

Yardımcı Teorem 5.9. M , (C11) koşulunu sağlayan bir R-modül olsun. Bu du-

rumda M1, M nin essential socle’a sahip bir alt modülü ve M2, M nin sıfır socle’a

sahip bir alt modülü olmak üzere M =M1 ⊕M2 dir.

Kanıt. Soc(M) = S ile gösterilsin. Soc(M) ≤M olduğundan veM , (C11) koşulunu

sağladığından Önerme 5.3 ten, S ∩ K = 0 ve S ⊕ K ≤e M olacak şekilde bir

K ≤d M vardır. O halde bir K ′
≤ M için M = K ⊕ K

′ yazılır. Önerme 1.11.19
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dan, S = Soc(M) = Soc(K ⊕K
′
) = Soc(K) ⊕ Soc(K

′
) dür. Önerme 1.11.18 den,

S ∩K = Soc(M)∩K = Soc(K) = 0 dır. Böylece S = Soc(K
′
) ≤ K

′ bulunur. Diğer

yandan, S ⊕K ≤e M olduğundan

(Soc(K
′

)⊕K) ∩K
′

= Soc(K
′

)⊕ (K ∩K
′

) ≤e M ∩K
′

= K
′

olduğundan Soc(K
′
) ≤e K

′ bulunur. Sonuç olarak, K ′
= M1 ve K = M2 alınırsa

M =M1 ⊕M2 elde edilir.

M bir nonsingular R-modül olsun. Herhangi bir N ≤M için N ≤e c(N) olacak

şekilde bir tek c(N) komplementi vardır. Yani

c(N) = {m ∈M | bir E ≤e RR için mE ≤ N}

şeklindedir.

Teorem 5.10. M bir nonsingular R-modül olsun. Bu durumda M nin (C11) koşu-

lunu sağlaması için gerek ve yeter koşulM1, (C11) koşulunu sağlayan essential socle’a

sahip bir modül ve M2, (C11) koşulunu sağlayan sıfır socle’a sahip bir modül olmak

üzere M =M1 ⊕M2 olmasıdır.

Kanıt. (⇐) Teorem 5.5 den açıktır.

(⇒) M , (C11) koşulunu sağlasın. Yardımcı Teorem 5.9 yardımıyla M1, M nin es-

sential socle’a sahip bir alt modülü ve M2, M nin sıfır socle’a sahip bir alt modül

olmak üzere M =M1 ⊕M2 dir. Soc(M) = S ile gösterilsin.

S = Soc(M) = Soc(M1 ⊕M2) = Soc(M1)⊕ Soc(M2)

dir. Soc(M2) = 0 olduğundan S = Soc(M1) ≤e M1 bulunur. S = Soc(M) ≤ M ve

M bir nonsingular modül olduğundan S ≤e c(S) ≤c M olacak şekilde M de bir tek

c(S) komplementi vardır. Diğer yandan, S = Soc(M1) ≤e M1 ≤c M dir. c(S) nin

tekliğindenM1 = c(S) olmalıdır. ŞimdiM1 in (C11) koşulunu sağladığını gösterelim.

N ≤M1 olsun. N ∩M2 ≤ M1 ∩M2 = 0 olduğundan N ∩M2 = 0 dır. N ⊕M2 ≤M

ve M , C11-modül olduğundan bir P ≤d M vardır öyle ki (N ⊕ M2) ∩ P = 0 ve

N ⊕M2 ⊕ P ≤e M dir. O halde M = P ⊕ P
′ olacak şekilde bir P ′

≤ M vardır.
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M2 ∩ P ≤ (N ⊕ M2) ∩ P = 0 olduğundan M2 ∩ P = 0 dır. Bu durumda P ,

M/M2
∼=M1 içine gömülür. O halde P ≤M1 dir. S = Soc(M1) ≤e M1 olduğundan

Soc(P ) = S ∩ P = Soc(M1) ∩ P ≤e M1 ∩ P = P bulunur. S ∩ P ≤e P ≤c M ve

S ∩ P ≤e c(S ∩ P ) ≤c M dir. c(S ∩ P ) nin tekliğinden c(S ∩ P ) = P olmalıdır.

Böylece P = c(S ∩ P ) ≤ c(S) =M1 dir. Buradan

M1 =M ∩M1 = (P ⊕ P
′

) ∩M1 = P ⊕ (P
′

∩M1)

olduğundan P ≤d M1 elde edilir. Şimdi iddiamız N ⊕ P ≤e M1 ve N ∩ P = 0 dır.

(N ⊕M2 ⊕ P ) ∩M1 = N ⊕ P ⊕ (M2 ∩M1) ≤e M ∩M1 =M1

olduğundan N ⊕ P ≤e M1 dir. Ayrıca N ∩ P ≤ (N ⊕M2) ∩ P = 0 olduğundan

N ∩P = 0 dır. Dolayısıyla Önerme 5.3 tenM1, (C11) koşulunu sağlar. ŞimdiM2 nin

C11 koşulunu sağladığını gösterelim. π : M −→M2 kanonik projeksiyon ve H ≤M2

olsun. H ∩M1 ≤ M2 ∩M1 = 0 olduğundan H ∩M1 = 0 dır. H ⊕M1 ≤ M ve M ,

C11-modül olduğundan Önerme 5.3 ten, (H ⊕M1) ∩ Q = 0 ve H ⊕M1 ⊕ Q ≤e M

olacak şekilde bir Q ≤d M vardır. O halde bir Q′
≤ M için M = Q ⊕ Q

′ yazılır.

M1 ∩ Q ≤ (H ⊕M1) ∩ Q = 0 olduğundan M1 ∩ Q = 0 dır. S ∩ Q ≤e M1 ∩ Q = 0

olduğundan S∩Q = 0 dır. Önerme 1.11.18 den, Soc(Q) = Soc(M)∩Q = S∩Q = 0

dır. Bu durumda S = Soc(M) = Soc(Q ⊕ Q
′
) = Soc(Q) ⊕ Soc(Q

′
) olduğundan

S = Soc(Q
′
) ≤ Q

′ bulunur. Böylece M1 = c(S) ≤ Q
′ dür. Buradan

Q
′

=M ∩Q
′

= (M1 ⊕M2) ∩Q
′

=M1 ⊕ (M2 ∩Q
′

)

olduğundan M1 ≤d Q
′ bulunur. O halde M = Q ⊕ Q

′
= Q ⊕ M1 ⊕ (M2 ∩ Q

′
)

olduğundan Q⊕M2 ≤d M dir. Ayrıca Önerme 3.5 den, Q⊕M1 = π(Q)⊕M1 dir.

Bu durumda

M = Q⊕Q
′

= Q⊕M1 ⊕ (M2 ∩Q
′

) = π(Q)⊕M1 ⊕ (Q
′

∩M2)

olduğundan π(Q) ≤d M dir. O halde π(Q) ≤d M2 dir. Şimdi H ∩ π(Q) = 0 ve

H ⊕ π(Q) ≤e M2 olduğunu gösterelim. H ∩ (Q⊕M1) = 0 olduğu açıktır. O halde
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H ∩ (Q ⊕M1) = H ∩ (π(Q) ⊕M1) = 0 dır. H ∩ π(Q) ≤ H ∩ (π(Q) ⊕M1) = 0

olduğundan H ∩π(Q) = 0 dır. H ≤M2 ve π(Q) ≤M2 olduğundan H⊕π(Q) ≤M2

dir. H ⊕M1 ⊕Q ≤e M ve Q⊕M1 = π(Q)⊕M1 olduğundan H ⊕ π(Q)⊕M1 ≤e M

dir. Buradan

(H ⊕ π(Q)⊕M1) ∩M2 = H ⊕ π(Q)⊕ (M1 ∩M2) ≤e M ∩M2 =M2

olduğundanH⊕π(Q) ≤e M2 dir. Böylece Önerme 5.3 ten,M2 bir C11-modüldür.

Uyarı 5.11. C11-modüllerin herhangi bir dik toplamının C11-modül olduğu Teorem

5.5 yardımıyla bilinmektedir. Fakat bir C11-modülün herhangi bir dik toplananı C11-

modül olmak zorunda değildir. Aşağıda verilen örnek bu durumu açıklamaktadır.

Örnek 5.12. [13, Örnek 17.36] R bir reel bir cisim ve R[x, y, z] = S polinom halkası

olsun. Bu durumda s = x2 + y2 + z2 − 1 olmak üzere R = S/Ss halkası değişmeli

Noetherian bölgedir. MR = (R ⊕ R ⊕ R)R olmak üzere M , (C11) koşulunu sağlar.

Fakat M nin (C11) koşulunu sağlamayan bir K dik toplananı vardır.

Bundan sonra bir C11-modülün herhangi bir dik toplananının C11-modül olması

için gereken koşullar ele alınacaktır.

Yardımcı Teorem 5.13. M bir R-modül, N ≤d M ve K, N ∩ K = 0 şartını

sağlayan M nin bir injektif alt modülü olsun. Bu durumda N ⊕K ≤d M dir.

Kanıt. N ≤d M olduğundan M = N ⊕ N
′ olacak şekilde bir N ′

≤ M vardır.

π : M −→ N
′ bir kanonik projeksiyon olsun. Burada Ker(π) = N dir. π|K : K −→

N
′ bir monomorfizmadır. Çünkü Ker(π|K) = N∩K = 0 dır. O halde 1. İzomorfizma

Teoremi’nden, K ∼= π(K) dır. Böylece K, injektif olduğundan π(K) da injektiftir.

Teorem 2.15 den, π(K) ≤d N
′ dür. Bu durumda N ′

= π(K)⊕K
′ olacak şekilde bir

K
′
≤ M vardır. M = N ⊕N

′
= N ⊕ π(K)⊕K

′ olduğundan N ⊕ π(K) ≤d M dir.

Önerme 3.5 den, N ⊕ π(K) = N ⊕K olduğundan N ⊕K ≤d M dir.

Önerme 5.14. M , (C11) koşulunu sağlayan bir R-modül ve M/N injektif olacak

şekilde bir N ≤d M olsun. Bu durumda N , (C11) koşulunu sağlar.

Kanıt. L ≤ N olsun. N ≤d M olduğundan M = N ⊕N
′ olacak şekilde M nin bir

N
′ injektif alt modülü vardır. L ∩ N

′
≤ N ∩ N

′
= 0 olduğundan L ∩ N

′
= 0 dır.
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L⊕N
′
≤M ve M , (C11)-modül olduğundan Önerme 5.3 ten, (L⊕N

′
) ∩K = 0 ve

L⊕N
′
⊕K ≤e M olacak şekilde bir K ≤d M vardır. N ′

∩K ≤ (L⊕N
′
) ∩K = 0

olduğundan N ′
∩K = 0 dır. Böylece Yardımcı Teorem 5.13 ten, N ′

⊕K ≤d M dir.

π : M −→ N bir kanonik projeksiyon olsun. Önerme 3.5 den, N ′
⊕K = N

′
⊕ π(K)

olduğundan N ′
⊕ π(K) ≤d M dir. O halde π(K) ≤d N dir. Şimdi L ∩ π(K) = 0

ve L ⊕ π(K) ≤e N olduğunu gösterelim. L ∩ (N
′
⊕ K) olduğu açıktır. O halde

L ∩ (N
′
⊕ K) = L ∩ (N

′
⊕ π(K)) = 0 dır. L ∩ π(K) ≤ L ∩ (N

′
⊕ π(K)) = 0

olduğundan L ∩ π(K) = 0 dır. L ≤ N ve π(K) ≤ N olduğundan L ⊕ π(K) ≤ N

dir. L⊕N
′
⊕K ≤e M ve N ′

⊕K = N
′
⊕ π(K) olduğundan L⊕N

′
⊕ π(K) ≤e M

dir. Bu durumda

(L⊕ π(K)⊕N
′

) ∩N = L⊕ π(K)⊕ (N
′

∩N) ≤e M ∩N = N

olduğundan L⊕ π(K) ≤e N dir. Böylece Önerme 5.3 ten, N bir C11-modüldür.

Teorem 5.15. M , (C11) ve (C3) koşullarını sağlayan bir R-modül olsun. Bu du-

rumda M , (C+
11) koşulunu sağlar.

Kanıt. N ≤d M olsun. O halde M = N ⊕ N
′ olcak şekilde bir N ′

≤ M vardır.

π : M −→ N bir kanonik projeksiyon olsun. K ≤ N olsun. K ∩ N
′
≤ N ∩ N

′
= 0

olduğundan K ∩ N
′
= 0 dır. Böylece K ⊕ N

′
≤ M ve M , C11-modül olduğundan

(K ⊕ N
′
) ∩ L = 0 ve K ⊕ N

′
⊕ L ≤e M olacak şekilde bir L ≤d M vardır. Ayrıca

N
′
∩ L ≤ (K ⊕ N

′
) ∩ L = 0 olduğundan N

′
∩ L = 0 dır. M , (C3) koşulunu

sağladığından N ′
⊕ L ≤d M dir. Önerme 3.5 den, N ′

⊕ L = N
′
⊕ π(L) olduğundan

N
′
⊕ π(L) ≤d M dir. O halde M = N

′
⊕ π(L) ⊕ K

′ olacak şekilde bir K ′
≤ M

vardır. Bu durumda

N =M ∩N = (N
′

⊕ π(L)⊕K
′

) ∩N = [(N
′

⊕K
′

) ∩N ]⊕ π(L)

olduğundan π(L) ≤d N dir. K ∩ (N
′
⊕ L) = 0 dır. O halde K ∩ (N

′
⊕ π(L)) = 0

dır. K ∩ π(L) ≤ K ∩ (N
′
⊕ π(L)) = 0 olduğundan K ∩ π(L) = 0 dır. K ≤ N ve

π(L) ≤ N olduğundan K⊕π(L) ≤ N dir. K⊕N
′
⊕L ≤e M ve N ′

⊕L = N
′
⊕π(L)
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olduğundan K ⊕N
′
⊕ π(L) ≤e M dir. Buradan

(K ⊕N
′

⊕ π(L)) ∩N = K ⊕ π(L)⊕ (N
′

∩N) ≤e M ∩N = N

olduğundan K⊕π(L) ≤e N bulunur. O halde N , (C11) koşulunu sağlar. Dolayısıyla

M , (C+
11) koşulunu sağlar.

Tanım 5.16. M bir R-modül ve N ≤ M olsun. Her ϕ ∈ EndR(M) için ϕ(N) ⊆

N oluyorsa N ye M nin fully invariant (tam değişmez) alt modülü denir

ve N ⊳M ile gösterilir. Örneğin; Soc(M) ve Rad(M), M nin fully invariant alt

modülleridir. Ayrıca RR nin fully invariant alt modülleri R halkasının idealleridir.

Tanım 5.17. M bir R-modül olmak üzere M nin her fully invariant alt modülü, M

nin bir dik toplananında essential oluyorsa M ye FI-extending modül denir.

Yardımcı Teorem 5.18. M bir R-modül olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir.

(i) M , FI-extending modüldür.

(ii) M nin her fully invariant alt modülü M de dik toplanan olan bir komplemente

sahiptir.

(iii) Her X ⊳M için, M nin bir L komplement alt modülü ve L nin bir K komp-

lementi vardır öyle ki X ≤e L ve her f : L ⊕ K −→ M homomorfizması bir

g : M −→M homomorfizmasına genişler.

Kanıt. (i) ⇒ (ii) X ⊳M ve M , FI-extending modül olsun. Bu durumda X ≤e

eM olacak şekilde bir e2 = e ∈ EndR(M) vardır. Böylece (1 − e)M , X in bir

komplementi olur.

(ii) ⇒ (i) X ⊳ M olsun. Kabul edelim ki, c2 = c ∈ EndR(M) için cM , X in

bir komplementi olsun. Her x ∈ X için x = cx + (1 − c)x yazılabilir. X ⊳ M

olduğundan cX ⊆ X dir. O halde cx ∈ X ∩ cM = 0 olup cx = 0 dır. Böylece

x = (1 − c)x dir. X ≤ (1 − c)X ≤ (1 − c)M dir. Bu durumda X ⊕ cM ≤e M

olduğundan (X ⊕ cM) ∩ (1 − c)M ≤e M ∩ (1 − c)M dir. Modüler kuralından,

X ⊕ (cM ∩ (1 − c)M) ≤e (1 − c)M elde edilir. O halde X ≤e (1 − c)M ≤d M

olduğundan M , FI-extending modüldür.

(i) ⇔ (iii) Yardımcı Teorem 4.2 den açıktır.
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Teorem 5.19. M bir R-modül olsun. Aşağıdaki ifadeleri göz önüne alalım.

(i) M , extending modüldür.

(ii) M , G-extending modüldür.

(iii) M , C11-modüldür.

(iv) M , FI-extending modüldür.

Bu durumda (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv) gerektirmeleri mevcuttur.

Kanıt. (i) ⇒ (ii) M , extending modül olsun. Bu durumda her X ≤ M için

X ≤e D olacak şekilde bir D ≤d M vardır. X ≤e D ve D ≤e D olduğundan

X ∩ D ≤e D dir. Ayrıca X ∩ D ≤e X ∩ D = X dir. O halde M , G-extending

modüldür.

(ii) ⇒ (iii) Y ≤M olsun. Hipotezden, Y βD ve M = D ⊕D
′ olacak şekilde ∃ D,

D
′
≤M vardır. O halde Y ∩D ≤e Y ve Y ∩D ≤e D dir. 0 = (Y ∩D)∩D

′
≤e Y ∩D

′

olduğundan Y ∩D
′
= 0 olmalıdır. Şimdi D′

≤ K ve Y ∩K = 0 olacak şekilde bir

K ≤M olsun. 0 = (Y ∩D)∩K ≤e D∩K olduğundan D∩K = 0 olmalıdır. Böylece

K =M ∩K = (D⊕D
′
)∩K = (D ∩K)⊕D

′
= D

′ bulunur. O halde D′, Y nin bir

komplementi ve M nin bir dik toplananıdır. Yani M , C11-modüldür.

(iii) ⇒ (iv) Yardımcı Teorem 5.18 den açıktır.

Yardımcı Teorem 5.20. M bir abelyen p-grup olsun. Z-modül M , düzgün modül-

lerin bir dik toplamı olsun. Bu durumda M nin her dik toplananı düzgün modüllerin

dik toplamı şeklinde yazılır.

Teorem 5.21. M , düzgün modüllerin herhangi bir dik toplamı olmak üzere bir Z-

modül olsun. Bu durumda M nin herhangi bir dik toplananı düzgün modüllerin dik

toplamı şeklinde yazılır.

Kanıt. Her düzgün Z-modül torsion modül ya da torsion-free modüldür. Böylece

M1 bir torsion-free modül, M2 bir torsion modül, M1 ve M2 nin her biri düzgün

modüllerin bir dik toplamı olmak üzere M =M1 ⊕M2 dir. O halde

τ(M) = τ(M1 ⊕M2) = τ(M1)⊕ τ(M2) = τ(M2)
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dir. N ≤d M olsun. Bu durumda M = N ⊕ N
′ olacak şekilde bir N ′

≤ M vardır.

M2 = τ(M) = τ(N ⊕N
′
) = τ(N)⊕ τ(N

′
) dür. Buradan

N = N ∩M = N ∩ [M1 ⊕ τ(N)⊕ τ(N
′

)] = τ(N)⊕ [N ∩ (τ(N)⊕ τ(N
′

))]

dür. Burada N ∩ (τ(N) ⊕ τ(N
′
)) = K ile gösterilsin. O halde bir K ≤ N için

N = τ(N) ⊕K elde edilir. Benzer şekilde, bir K ′
≤ N

′ için N ′
= τ(N

′
)⊕K

′ dür.

M = N⊕N
′
= τ(N)⊕K⊕τ(N

′
)⊕K

′
=M2⊕K⊕K

′ dür. M1
∼=M/M2

∼= K⊕K
′

olduğundan M1
∼= K ⊕K

′ dür. Böylece K, düzgün modüllerin dik toplamı şeklinde

yazılır [15, Teorem 86.7 ]. Diğer yandan,M2 nin her düzgün torsion alt modülü p asal

sayı olmak üzere p-gruptur. Böylece her p asal sayısı için τp(M2), düzgün modüllerin

bir dik toplamı olmak üzere τ(M2) = M2 = ⊕
p
τp(M2) bulunur [14, Teorem 8.4 ].

Her p asal sayısı için τp(M2) = τp(N)⊕τp(N
′
) olduğu açıktır. Yardımcı Teorem 5.20

den her p asal sayısı için τp(N), düzgün modüllerin dik toplamı şeklinde yazılır. O

halde τ(N) = ⊕
p
τp(N) dir. Dolayısıyla N = τ(N) ⊕K, düzgün modüllerin bir dik

toplamıdır.

Sonuç 5.7 ve Teorem 5.21 yardımıyla eğer M , düzgün modüllerin herhangi bir

dik toplamı olmak üzere bir Z-modül ise M , (C+
11) koşulunu sağlar.

Önerme 5.22. M bir R-modül, End(MR) bir abelyen halka ve X ≤ M olmak üzere

hi ∈ End(MR) için X =
∑

i∈I hi(M) olsun. Bu durumda M nin yarı-sürekli modül

olması için gerek ve yeter koşul M nin bir C11-modül olmasıdır.

Kanıt. (⇒) Açıktır.

(⇐) Kabul edelim ki,M bir C11-modül ve X ≤ M olsun. O halde her hi ∈ End(MR)

için X =
∑

i∈I hi(M) dir. M bir C11-modül olduğundan bir e2 = e ∈ End(MR)

vardır öyle ki eM , X in bir komplementidir. 0 6= x ∈ X olsun. Bu durumda

x = ex + (1 − e)x dir. Fakat mi ∈ M olmak üzere x =
∑

i∈I hi(mi) dir. Böylece

ex = e
∑

i∈I hi(mi) =
∑

i∈I ehi(mi) =
∑

i∈I hie(mi) =
∑

i∈I hi(emi) ∈ X ∩ eM = 0

dır. O halde ex = 0 dır. X ⊕ eM ≤e M ve X ≤ (1− e)M olduğundan

X ⊕ (eM ∩ (1− e)M) = (X ⊕ eM) ∩ (1− e)M ≤e M ∩ (1− e)M = (1− e)M

dir. Böylece X ≤e (1− e)M ≤d M dir. YaniM , (C1) koşulunu sağlar. ŞimdiM nin
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(C3) koşulunu sağladığını gösterelim. e2 = e ∈ End(MR) ve f 2 = f ∈ End(MR) için

eM ∩ fM = 0 olacak şekilde eM ve fM , M nin iki dik toplananı olsun. End(MR)

abelyen olduğundan (e + f)2 = e2 + f 2 + 2ef dir. Ayrıca ef(m) = e(f(m)) ∈ eM

ve ef(m) = fe(m) = f(e(m)) ∈ fM dir. efM ≤ eM ∩ fM = 0 olduğundan

efM = feM = 0 olup ef = fe = 0 dır. O halde (e + f)2 = e + f ∈ End(MR) ve

(e+ f)M = eM + fM dir. Böylece eM ⊕ fM ≤d M olduğundan M , (C3) koşulunu

sağlar. Dolayısıyla M bir yarı-sürekli modüldür.

Sonuç 5.23. M aşağıdaki koşullardan herhangi birini sağlayan bir R-modül olsun.

Bu durumda M nin CS-modül olması için gerek ve yeter koşul M nin C11-modül

olmasıdır.

(i) MR = RR ve R bir değişmeli halkadır.

(ii) M bir devirli modüldür ve R bir değişmeli halkadır.

(iii) M bir çarpımsal modüldür ve R bir değişmeli halkadır.

Kanıt. (i)R bir değişmeli halka ve R ∼= End(RR) olduğundan End(RR) de değişme-

lidir. XR ≤ RR olsun. X =
∑

i∈I idR(R) olduğundan Önerme 5.22 den, M bir

CS-modüldür.

(ii) M bir devirli modül ve R bir değişmeli halka olsun. M devirli olduğundan

Önerme 1.3.10 dan M ∼= R/B olacak şekilde bir BR ≤ RR vardır. Bu durumda

M , C11-modül olduğundan R/B de bir C11-modüldür. Y/B, R/B nin bir R-

alt modülü olsun. Her yi ∈ Y için Y/B = (
∑

i∈I yiR) + B = (
∑

i∈I yi + B)R

dir. hi(r + B) = yir + B ile tanımlı hi : R/B −→ R/B dönüşümünü göz önüne

alalım. Böylece hi ∈ End((R/B)R) dir. Dolayısıyla Y/B =
∑

i∈I hi(R/B) dir. R

değişmeli olduğundan End((R/B)R) de değişmelidir. Önerme 5.22 den, R/B bir

CS-modüldür. M ∼= R/B olduğundan M bir CS-modüldür.

(iii) Kabul edelim ki, M bir çarpımsal modül ve R bir değişmeli halka olsun.

AR ≤ RR için X =MA olsun. Her a ∈ A olmak üzere ha : M −→ M dönüşümü her

m ∈ M için ha(m) = ma şeklinde tanımlı olsun. Böylece X = MA =
∑

a∈A ha(M)

dir. Bir çarpımsal modülün her alt modülü fully invariant alt modüldür. Gerçekten,

N ≤ M ve f ∈ End(MR) olsun. M bir çarpımsal modül olduğundan N = MB

olacak şekilde bir BR ≤ RR vardır. Şimdi x ∈ N = MB alalım. O halde m ∈ M ,
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b ∈ B için x = mb dir. Böylece f(x) = f(mb) = f(m)b ∈ MB = N olduğundan

N , M nin bir fully invariant alt modülüdür. e2 = e ∈ End(MR) için eM ≤d M ve

(1 − e)M ≤d M dir. M çarpımsal modül olduğundan eM ⊳M ve (1 − e)M ⊳M

dir. Yardımcı Teorem 4.48 (ii) den, e ∈ Sl(End(MR)) ve 1 − e ∈ Sl(End(MR))

dir. Her x ∈ End(MR) için xe = exe ve x(1 − e) = (1 − e)x(1 − e) dir. Böylece

her x ∈ End(MR) için xe = ex olduğundan e bir merkezcil idempotenttir. O halde

End(MR) değişmelidir. Önerme 5.22 den, M bir CS-modüldür.

Önerme 5.24. M bir C11-modül ve X ≤M olsun. Eğer X ile M nin herhangi bir

dik toplananının arakesiti X in bir dik toplananı ise X bir C11-modüldür.

Kanıt. Her D ≤d M için D ∩ X ≤d X olsun. A ≤ X olsun. A ≤ X ≤ M ve M ,

C11-modül olduğundan bir N ≤d M vardır öyle ki A ∩N = 0 ve A⊕ N ≤e M dir.

O halde M = N ⊕K olacak şekilde bir K ≤ M vardır. Hipotezden, N ∩ X ≤d X

dir. Şimdi A∩ (N ∩X) = 0 ve A⊕ (N ∩X) ≤e X olduğunu gösterelim. A∩X = 0

olduğundan A ∩ (N ∩ X) = (A ∩ N) ∩ X = 0 dır. A ⊕ N ≤e M olduğundan

(A⊕N)∩X = A⊕(N∩X) ≤e M∩X = X dir. DolayısıylaX bir C11-modüldür.

Sonuç 5.25. M bir C11-modül olsun.

(i) Eğer M bir dağılmalı modül ise M nin her alt modülü (C1) koşulunu sağlar.

(ii) Eğer her e2 = e ∈ EndR(M) için eX ⊆ X olacak şekilde X ≤ M ise X

bir C11-modüldür. Özel olarak, M nin her fully invariant alt modülü bir C11-

modüldür.

(iii) Eğer M , SIP koşulunu sağlıyorsa M nin her dik toplananı (C11) koşulunu

sağlar (i.e., M , (C+
11) koşulunu sağlar).

Kanıt. (i) N ≤c M olsun. M , C11-modül olduğundan bir e2 = e ∈ EndR(M) için

eM ≤d M vardır öyle ki eM , N nin bir komplementidir. O halde N ∩ eM = 0 ve

N ⊕ e(M) ≤e M dir. M = eM ⊕ (1− e)M dir. Bu durumda

N = N ∩M = N ∩ (eM ⊕ (1− e)M) = (N ∩ eM)⊕ (N ∩ (1− e)M
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olduğundan N = N ∩ (1− e)M dir. Yani N ≤ (1− e)M dir. Böylece

(N ⊕ eM) ∩ (1− e)M ≤e M ∩ (1− e)M

(N ∩ (1− e)M)⊕ (eM ∩ (1− e)M) ≤e (1− e)M

olduğundan N = N ∩ (1− e)M ≤e (1− e)M elde edilir. Fakat N ≤c M olduğundan

N = (1− e)M ≤d M bulunur. DolayısıylaM , (C1) koşulunu sağlar. O halde M nin

her alt modülü (C1) koşulunu sağlar [16, Sonuç 1.2 (i)].

(ii) Her e2 = e ∈ EndR(M) için eX ⊆ X olacak şekilde X ≤ M olsun. D ≤d M

ve π : M −→ D kanonik projeksiyon olsun. eX ⊆ D ve eX ⊆ X olduğundan

eX ⊆ D ∩ X dir. Şimdi D ∩ X ⊆ eX olduğunu gösterelim. a ∈ D ∩ X olsun. O

halde a ∈ D ve a ∈ X dir. Bu durumda a = em olacak şekilde bir m ∈ M vardır.

Böylece ea = e2m = em = a ∈ eX dir. Yani D ∩ X ⊆ eX dir. Sonuç olarak,

D ∩X = eX ≤d X elde edilir. Önerme 5.24 ten, X bir C11-modüldür.

(iii) Önerme 5.24 ten açıktır.

Yardımcı Teorem 5.26. M bir R-modül ve M1 ⊳M olmak üzere M =M1 ⊕M2

olsun. Bu durumda M nin C11-modül olması için gerek ve yeter koşul M1 ve M2

nin C11-modül olmasıdır.

Kanıt. (⇐) Teorem 5.5 den açıktır.

(⇒) M bir C11-modül olsun. M1 ⊳M olduğundan Sonuç 5.25 (ii) den, M1 bir C11-

modüldür. M1 ≤d M olduğundan M1 = eM olacak şekilde bir e2 = e ∈ EndR(M)

vardır. eM ⊳M olduğundan Yardımcı Teorem 4.48 (ii) den, e ∈ Sl(EndR(M)) dir.

Y ≤M2 olsun. Y ∩M1 ≤M2 ∩M1 = 0 olduğundan Y ∩M1 = 0 dır. Y ⊕M1 ≤M

ve M , C11-modül olduğundan bir c2 = c ∈ EndR(M) için cM ≤d M vardır öyle

ki cM, Y ⊕M1 in M deki bir komplementidir. O halde (Y ⊕ eM) ∩ cM = 0 ve

Y ⊕ eM ⊕ cM ≤e M dir. Diğer yandan, e ∈ Sl(EndR(M)) ve c2 = c ∈ EndR(M)

olduğundan b = e + c − ec olmak üzere b2 = b ∈ EndR(M) ve bM = eM ⊕ cM

dir [17, Önerme 1.3 (ix)]. O halde bM =M1 ⊕ cM dir. Böylece

bM = bM ∩M = bM ∩ (M1 ⊕M2) =M1 ⊕ (bM ∩M2)

olduğundan bM ∩M2 ≤d bM dir. O halde bM ∩M2 ≤d M2 dir. Şimdi iddiamız
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Y ∩ bM ∩M2 = 0 ve Y ⊕ (bM ∩M2) ≤e M2 dir. Y ∩ (eM ⊕ cM) = Y ∩ bM = 0

dır. O halde Y ∩ bM ∩ M2 = 0 dır. Y ≤ M2 ve bM ∩ M2 ≤ M2 olduğundan

Y ⊕ (bM ∩M2) ≤M2 dir. Y ⊕ eM ⊕ cM = Y ⊕ bM ≤e M olduğundan

Y ⊕ (bM ∩M2) = (Y ⊕ bM) ∩M2 ≤e M ∩M2 =M2

elde edilir. Dolayısıyla Önerme 5.3 ten, M2 bir C11-modüldür.

Yardımcı Teorem 5.27. R bir halka, ρ bir left exact preradikal ve M , (C11)

koşulunu sağlayan bir R-modül olsun. Bu durumda ρ(M1) ≤e M1 ve ρ(M2) = 0

olmak üzere M =M1 ⊕M2 dir.

Kanıt. ρ(M) ≤ M ve M , C11-modül olduğundan Önerme 5.3 ten, ρ(M) ∩M2 = 0

ve ρ(M)⊕M2 ≤e M olacak şekilde birM2 ≤d M vardır. O halde birM1 ≤M vardır

öyle kiM =M1⊕M2 dir. ρ left exact preradikal olduğundan ρ(M2) = ρ(M)∩M2 = 0

bulunur. Diğer yandan,

ρ(M1)⊕ (M2 ∩M1) = (ρ(M1)⊕M2) ∩M1 ≤e M ∩M1 =M1

olduğundan ρ(M1) ≤e M1 bulunur.

Yardımcı Teorem 5.28. M bir R-modül, N ≤ M ve K, N nin M deki tek

kapanışı olsun. Bu durumda K, N ≤e L olacak şekilde N yi içeren M nin tüm L

alt modüllerinin toplamıdır.

Kanıt. H , N ≤e L olacak şekilde M nin tüm L alt modüllerinin toplamı olsun.

N ≤e K olduğundan K ⊆ H dir. Tersine L, N ≤e L olacak şekilde M nin herhangi

bir alt modülü olsun. L
′ , L nin M deki herhangi bir kapanışı olsun. O halde

N ≤e L ≤e L
′
≤c M olduğundan N ≤e L

′
≤c M dir. Yani L′ , N nin M deki bir

kapanışıdır. Fakat N nin M deki tek kapanışı K olduğundan L′
= K olmalıdır. Bu

durumda L ⊆ K dır. Böylece H ⊆ K dır. Sonuç olarak, H = K elde edilir.

Teorem 5.29. R bir halka, ρ bir left exact preradikal ve ρ(M), M de tek kapanışa

sahip olacak şekildeM bir R-modül olsun. Bu durumda M nin bir C11-modül olması

için gerek ve yeter koşul ρ(M1) ≤e M1, ρ(M2) = 0 ve M1, M2 birer C11-modül olmak

üzere M =M1 ⊕M2 olmasıdır.
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Kanıt. (⇐) Açıktır.

(⇒) M , C11-modül olsun. Yardımcı Teorem 5.27 den, ρ(M1) ≤e M1 ve ρ(M2) = 0

olmak üzere M =M1 ⊕M2 dir. Böylece

ρ(M) = ρ(M1 ⊕M2) = ρ(M1)⊕ ρ(M2) = ρ(M1)

olduğundan ρ(M) = ρ(M1) ≤ M1 dir. O halde M1, ρ(M) nin M deki (tek) ka-

panışıdır. πi : M −→ Mi (i = 1, 2) kanonik projeksiyon olsun. N ≤ M1 olsun.

N⊕M2 ≤M veM , C11-modül olduğundan (N⊕M2)∩K = 0 ve N⊕M2⊕K ≤e M

olacak şekilde bir K ≤d M vardır. O halde bir K ′
≤M vardır öyle ki M = K ⊕K

′

dür. M2 ∩K ≤ (N ⊕M2) ∩K = 0 olduğundan M2 ∩K = 0 dır. π1|K : K −→ M1

ve Ker(π1|K) = M2 ∩ K = 0 dır. Bu durumda 1. İzomorfizma Teoremi’nden,

K ∼= π1(K) bulunur. ρ left exact preradikal olduğundan ρ(π1(K)) = π1(K)∩ ρ(M1)

dir. ρ(M1) ≤e M1 olduğundan ρ(π1(K)) = π1(K) ∩ ρ(M1) ≤e π1(K) ∩M1 = π1(K)

elde edilir. O halde ρ(K) ≤e K dır. Ayrıca ρ(M) = ρ(K) ⊕ ρ(K
′
) ≤e K ⊕ ρ(K

′
)

dür. Yardımcı Teorem 5.28 den, K ⊕ ρ(K
′
) ⊆ M1 dir. Özel olarak, K ⊆ M1 dir.

Buradan M1 =M ∩M1 = (K ⊕K
′
) ∩M1 = K ⊕ (K

′
∩M1) olduğundan K ≤d M1

dir. Şimdi iddiamız N ∩K = 0 ve N ⊕K ≤e M dir. N ∩K ≤ (N ⊕M2) ∩K = 0

olduğundan N ∩ K = 0 dır. N ≤ M1 ve K ≤ M1 olduğundan N ⊕ K ≤ M1 dir.

Böylece

N ⊕K ⊕ (M2 ∩M1) = (N ⊕M2 ⊕K) ∩M1 ≤e M ∩M1 =M1

olduğundan N ⊕ K ≤e M1 dir. Dolayısıyla M1 bir C11-modüldür. Şimdi M2 nin

C11-modül olduğunu gösterelim. H ≤ M2 olsun. H ⊕M1 ≤ M ve M , C11-modül

olduğundan bir L ≤d M vardır öyle ki (H ⊕M1)∩L = 0 ve H ⊕M1 ⊕L ≤e M dir.

O halde M = L⊕L
′ olacak şekilde bir L′

≤M vardır. M1 ∩L ≤ (H ⊕M1)∩L = 0

olduğundan M1 ∩ L = 0 olmalıdır. Böylece ρ bir left exact preradikal olduğundan

ρ(L) = ρ(M) ∩ L ≤M1 ∩ L = 0 olup ρ(L) = 0 elde edilir. Bu durumda

ρ(M) = ρ(L⊕ L
′

) = ρ(L)⊕ ρ(L
′

) = ρ(L
′

)

olduğundan ρ(M) = ρ(L
′
) ≤ L

′ bulunur. L′′ , ρ(M) nin L′ deki bir kapanışı olsun.
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L
′
≤d M olduğundan ρ(M) ≤e L

′′
≤c L

′
≤c M dir. O halde ρ(M) ≤e L

′′
≤c M

olduğundan L′′ , ρ(M) nin M deki bir kapanışıdır. Fakat ρ(M), M de tek kapanışa

sahip olduğundan M1 = L
′′
⊆ L

′ dür. Buradan

L
′

=M ∩ L
′

= (M1 ⊕M2) ∩ L
′

=M1 ⊕ (L
′

∩M2)

dir. Ayrıca Önerme 3.5 den, L⊕M1 = π2(L)⊕M1 dir. Böylece

M = L⊕ L
′

= L⊕M1 ⊕ (L
′

∩M2) = π2(L)⊕M1 ⊕ (L
′

∩M2)

olduğundan π2(L) ≤d M dir. O halde π2(L) ≤d M2 dir. Şimdi H ∩ π2(L) = 0

ve H ⊕ π2(L) ≤e M2 olduğunu gösterelim. H ∩ (M1 ⊕ L) = 0 olduğu açıktır. O

halde H ∩ (M1 ⊕ π2(L)) = 0 dır. H ∩ π2(L) ≤ H ∩ (M1 ⊕ π2(L)) = 0 olduğundan

H ∩ π2(L) = 0 bulunur. H ≤ M2 ve π2(L) ≤ M2 olduğundan H ⊕ π2(L) ≤ M2 dir.

Ayrıca H ⊕M1 ⊕ π2(L) = H ⊕M1 ⊕ L ≤e M dir. Bu durumda

H ⊕ π2(L)⊕ (M1 ∩M2) = (H ⊕M1 ⊕ π2(L)) ∩M2 ≤e M ∩M2 =M2

olduğundan H ⊕ π2(L) ≤e M2 dir. Böylece M2 bir C11-modüldür.

Teorem 5.10, Teorem 5.29 un bir sonucu olduğu söylenebilir. Çünkü socle bir

left exact preradikal ve nonsingular modüller UC-modüllerdir.

Yardımcı Teorem 5.30. M bir R-modül ve M = M1 ⊕M2 olsun. Bu durumda

M1 in (C11) koşulunu sağlaması için gerek ve yeter koşul her N ≤M1 için M2 ⊆ K,

K ∩N = 0 ve K ⊕N ≤e M olacak şekilde bir K ≤d M var olmasıdır.

Kanıt. (⇒) M1, (C11) koşulunu sağlasın. N ≤ M1 olsun. O halde N ∩ L = 0

ve N ⊕ L ≤e M1 olacak şekilde bir L ≤d M1 vardır. Bu durumda L ⊕M2 ≤d M

dir. (N ⊕ L) ∩M2 ≤e M1 ∩M2 = 0 olduğundan (N ⊕ L) ∩M2 = 0 dır. Böylece

(L⊕M2) ∩N = 0 dır. Diğer yandan, (L⊕M2)⊕N ≤e M olduğu açıktır.

(⇐) H ≤ M1 olsun. Hipotezden, M2 ⊆ K, K ∩ H = 0 ve K ⊕ H ≤e M olacak

şekilde bir K ≤d M vardır. Buradan K = K∩M = K∩(M1⊕M2) =M2⊕(K∩M1)

olduğundan K ∩M1 ≤d M dir. Böylece K ∩M1 ≤d M1 dir. H ∩ (K ∩M1) = 0 dır.
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K ⊕H ≤e M olduğundan H ⊕ (K ∩M1) = (K ⊕ H) ∩M1 ≤e M ∩M1 = M1 dir.

Dolayısıyla M1, (C11) koşulunu sağlar.

Teorem 5.31. Her K ≤d M için K ∩ M2 = 0 ve K ⊕ M2 ≤d M olmak üzere

M =M1 ⊕M2, (C11) koşulunu sağlayan bir R-modül olsun. Bu durumda M1, (C11)

koşulunu sağlar.

Kanıt. N ≤M1 olsun. O halde N ⊕M2 ≤M ve M , (C11) koşulunu sağladığından

(N ⊕M2)∩K = 0 ve N ⊕M2⊕K ≤e M olacak şekilde bir K ≤d M vardır. Üstelik,

K ⊕M2 ≤d M dir. Yardımcı Teorem 5.30 dan sonuç elde edilir.

Sonuç 5.32. M bir C11-modül ve M/K, K-injektif olacak şekilde K ≤d M olsun.

Bu durumda K bir C11-modüldür.

Kanıt. M/K, K-injektif olacak şekilde K ≤d M olsun. O halde M = K ⊕ K
′

olacak şekilde bir K ′
≤ M vardır. M/K ∼= K

′ olduğundan K ′ , K-injektiftir. Şimdi

L∩K
′
= 0 olacak şekilde bir L ≤d M alalım. Yardımcı Teorem 3.15 den, H∩K

′
= 0,

M = H ⊕ K
′ ve L ⊆ H olacak şekilde bir H ≤ M vardır. Böylece L ≤d H

dir. Dolayısıyla L ⊕ K
′
≤d M = H ⊕ K

′ bulunur. Teorem 5.31 den, K bir C11-

modüldür.

Sonuç 5.33. M1, M nin bir alt modülü ile M2, M nin bir injektif alt modülü olmak

üzere M = M1 ⊕ M2 olsun. Bu durumda M nin C11-modül olması için gerek ve

yeter koşul M1 in C11-modül olmasıdır.

Kanıt. (⇒) M bir C11-modül ise Sonuç 5.32 den, M1 bir C11-modüldür.

(⇐) M1 bir C11-modül ise Teorem 5.5 ve Sonuç 5.7 den, M bir C11-modüldür.

Tanım 5.34. R bir halka, Mn(R), n × n tipindeki matris halkası ve R(n), RR

modülünün n tane kopyalarının direkt toplamı olsun. End(RR) ∼= R olduğundan

End(R(n)) ∼= Mn(R) dir. Herhangi bir Γ indeks kümesi için, elemanları Γ × Γ

tarafından indekslenen ve her bir sütununda sadece sonlu sayıda elemanı sıfırdan

farklı olan matrise “sütun sonlu (column finite) matris halkası” denir ve

CFMΓ(R) ile gösterilir. Benzer şekilde, RFMΓ(R) ye “satır sonlu (row finite)

matris halkası” denir. CFMΓ(R) ile RFMΓ(R) nin arakesiti olan CRFMΓ(R) ye

“sütun ve satır sonlu (column and row finite) matris halkası” denir. Ayrıca

End(R(Γ)) ∼= CFMΓ(R) dir.
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Teorem 5.35. R bir sağ C11-halka (i.e., RR bir C11-modül) olsun. Bu durumda;

(i) Her Γ için, CFMΓ(R) bir sağ C11-halkadır.

(ii) Her Γ için, CRFMΓ(R) bir sağ C11-halkadır.

(iii) FR bir serbest R-modül olmak üzere End(FR) bir sağ C11-halkadır.

Kanıt. A herhangi bir birimli halka olsun. FA, Γ kardinaliteli bir baza sahip serbest

A-modül olmak üzere End(FA) ∼= CFMΓ(A) dır. Gerçekten, FA bir serbest modül

olduğundan Sonuç 1.5.3 ten, FA ∼= ⊕
Γ
A = A(Γ) dır. Böylece

End(FA) ∼= End(A(Γ)) ∼= CFMΓ(A)

olduğundan End(FA) ∼= CFMΓ(A) elde edilir. Dolayısıyla (i) ⇔ (iii) sağlanır.

CFMΓ(−) ya da CRFMΓ(−), M(−) ile gösterelim. XM(A) ≤ e11M(A)M(A) olsun.

Bu durumda bir VA ≤ AA vardır öyle ki (i, i)-inci elemanları 1 ve diğerleri 0 olmak

üzere eii ∈M(A) ve bütün olası k lar için X ≤ e11M(V ) ve e11M(V )ekk ≤ X dir.

İddia. e11M(R)M(R) bir C11-modüldür.

XM(R) ≤ e11M(R)M(R) olsun. Bu durumda bir VR ≤ RR vardır öyle ki bütün

olası k lar için X ≤ e11M(V ) ve e11M(V )ekk ≤ X dir. RR bir C11-module olduğun-

dan bir c2 = c ∈ R vardır öyle ki cRR, VR nin RR deki bir komplementidir.

K = ce11M(R) olmak üzere X ∩K = 0 dır. Gerçekten,

X ∩K ≤ e11M(V ) ∩K = e11M(V ) ∩ ce11M(R) = 0

olduğundan X ∩ K = 0 elde edilir. Ayrıca KM(R) ≤d e11M(R)M(R) dir. Şimdi

X ⊕K ≤e e11M(R)M(R) olduğunu gösterelim. 0 6= a ∈ e11M(R) olsun. O halde bir

k ordinali vardır öyle ki 0 6= aekk dır. aekk nın sıfırdan farklı elemanı s olsun. Bu

durumda V ⊕cR ≤e RR olduğundan 0 6= sr ∈ V ⊕cR olacak şekilde bir r ∈ R vardır.

Böylece 0 6= aekkr ∈ e11M(V ⊕ cR)ekk = e11M(V )ekk ⊕ e11M(cR)ekk ≤ X ⊕K dır.

Önerme 5.3 ten, e11M(R)M(R) bir C11-modüldür.

M(R) nin her bir satırı e11M(R)M(R) ye izomorftur. O halde M(R) nin bütün

satırları C11-modüldür ve M(R)M(R) bu satırların direkt toplamı şeklinde yazılır.

Böylece Teorem 5.5 den, M(R)M(R) bir C11-modüldür.
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Önerme 5.36. M bir R-modül ve H = EndR(M) olmak üzere A ≤e eM olacak

şekilde e2 = e ∈ H ve A⊳M olsun. Bu durumda;

(i) (1− e)H(eM) ⊆ Z(M) dir.

(ii) eM + Z(M)⊳M dir.

(iii) Eğer bir f 2 = f ∈ H için Z2(M) = fM ise eM+Z2(M) = (e+f−fe)M⊳M

ve e+ f − fe ∈ Sl(H) dir.

(iv) Eğer Z(M) ⊆ eM ise eM ⊳M dir. Üstelik, eğer A ≤e X ise X ⊆ eM dir.

Özel olarak, Z2(M) ⊆ eM dir.

Kanıt. (i) m ∈M olsun. Önerme 1.8.11 den, emL ⊆ A olacak şekilde bir L ≤e RR

vardır. Bu durumda (1 − e)HemL ⊆ eM ∩ (1 − e)M = 0 bulunur. O halde

(1− e)H(eM) ⊆ Z(M) elde edilir.

(ii) (i) seçeneği ve Yardımcı Teorem 4.48 (i) den, eM + Z(M)⊳M bulunur.

(iii) m, k ∈ M için em + fk ∈ eM + Z2(M) olsun. Z2(M) ⊳ M olduğundan

Yardımcı Teorem 4.48 (ii) den, f ∈ Sl(H) dir. Böylece ef = fef dir. Bu durumda

(e + f − fe)2 = e + f − fe ve (e + f − fe)(em+ fk) = em + fk elde edilir. Şimdi

(e+ f − fe)m ∈ (e+ f − fe)M olsun. Buradan

(e + f − fe)m = em+ fm− fem = em+ f(1− e)m ∈ eM + Z2(M)

dir. O halde (e + f − fe)M ⊆ eM + Z2(M) dir. Diğer yandan, eM + Z2(M) ⊆

(e+ f − fe)M dir. Dolayısıyla (e+ f − fe)M = eM +Z2(M) bulunur. (i) seçeneği

ve Yardımcı Teorem 4.48 (i) den, eM +Z2(M)⊳M dir. Yardımcı Teorem 4.48 (ii)

den, e+ f − fe ∈ Sl(H) dir.

(iv) Z(M) ⊆ eM olduğundan eM + Z(M) = eM dir. O halde (ii) seçeneğinden

eM +Z(M) = eM ⊳M dir. x ∈ X alalım. A ≤e X olduğundan Önerme 1.8.11 den,

xL ⊆ A olacak şekilde bir L ≤e RR vardır. Bu durumda (1 − e)x ∈ Z(M) ⊆ eM

dir. Böylece x = ex+ (1− e)x ∈ eM dir. O halde X ⊆ eM elde edilir.

Teorem 5.37. M bir C11-modül ve X ⊳M olsun. Bu durumda X ≤e M1 olmak

üzere M =M1 ⊕M2 dir. Üstelik, aşağıdaki koşullar sağlanır.

(i) Eğer Z2(M1) bir C11-modül ise M1 bir C11-modüldür.
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(ii) Eğer Z2(M2) bir C11-modül ise M2 bir C11-modüldür.

(iii) Eğer M1 ⊳M ise M1 ve M2, C11-modüllerdir.

(iv) Eğer Z2(M) ≤M2 ise M1 ve M2, C11-modüllerdir.

Kanıt. Teorem 5.19 dan, M bir FI-extending modüldür. X ⊳ M ve M , FI-

extending modül olduğundan X ≤e M1 ≤d M dir. Böylece X ≤e M1 olmak üzere

M = M1 ⊕M2 yazılır. Yardımcı Teorem 5.26 ve Önerme 5.36 dan, (iii) sağlanır.

Teorem 5.8 gereği Z2(M) ve K, C11-modüller olmak üzere M = Z2(M)⊕K dır. Bu

durumda

M1 =M ∩M1 = [Z2(M)⊕K] ∩M1 = [Z2(M1)⊕ Z2(M2)⊕K] ∩M1

= Z2(M1)⊕ [(Z2(M2)⊕K) ∩M1]

dir. K1 = (Z2(M2) ⊕ K) ∩ M1 alınırsa M1 = Z2(M1) ⊕ K1 dir. Benzer şekilde,

K2 = (Z2(M1)⊕K) ∩M2 alınırsa M2 = Z2(M2)⊕K2 elde edilir. Buradan

M1 + Z2(M) = (Z2(M1)⊕K1) + Z2(M) = Z2(M1)⊕K1 ⊕ Z2(M2) = K1 ⊕ Z2(M)

dir. Ayrıca M =M1⊕M2 = (Z2(M1)⊕K1)⊕ (Z2(M2)⊕K2) = (Z2(M)⊕K1)⊕K2

olduğundan K1 ⊕ Z2(M) = M1 + Z2(M) ≤d M dir. O halde M1 + Z2(M) = eM

olacak şekilde bir e2 = e ∈ End(MR) vardır. AyrıcaX⊳M ve Z2(M)⊳M olduğudan

X + Z2(M) ⊳ M dir. Diğer yandan, X + Z2(M) ≤e M1 + Z2(M) = eM dir.

Böylece Önerme 5.36 da A = X+Z2(M) alınırsa teoremin şartları sağlanır. Üstelik,

Z(M) ⊆ Z2(M) ⊆ X + Z2(M) ⊆ eM olduğundan Önerme 5.36 (iv) den, eM ⊳M

bulunur. M = M1 ⊕ M2 = (Z2(M) ⊕ K1) ⊕ K2 = eM ⊕ K2 dir. O halde (iii)

uygulanırsa eM ve K2 birer C11-modül olur. eM ≤M ve Z2(M) ⊆ eM olduğundan

Z2(eM) = Z2(M)∩ eM = Z2(M) dir. O halde eM = K1 ⊕Z2(eM) şeklinde yazılır.

Böylece Teorem 5.8 den, K1 ve Z2(M) = Z2(eM) birer C11-modül olur.

(i) Z2(M1) bir C11-modül ise Teorem 5.5 den, M1 = Z2(M1)⊕K1 bir C11-modüldür.

(ii) Z2(M2) bir C11-modül ise Teorem 5.5 den,M2 = Z2(M2)⊕K2 bir C11-modüldür.

(iv) Z2(M) ≤ M2 ise Z2(M) = Z2(M2) dir. Çünkü Z2(M2) = M2 ∩ Z2(M) =

Z2(M) dir. O halde Z2(M) = Z2(M1) ⊕ Z2(M2) olduğundan Z2(M1) = 0 dır.

Böylece M = Z2(M2) ⊕ K1 ⊕ K2 dir. M bir C11-modül olduğundan Teorem 5.8
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den, Z2(M) = Z2(M2) ve K1 ⊕K2 birer C11-modüldür. M1 = Z2(M1) ⊕K1 = K1

olduğundan M1 bir C11-modüldür. Diğer yandan, M2 = Z2(M2) ⊕K2 olduğundan

Teorem 5.5 den, M2 bir C11-modüldür.

Şimdi genelleştirilmiş üçgensel matris halkasının ve R nin M ile olan aşikâr

genişlemesinin sağ C11-halka olması için gerek ve yeter koşullar ele alınacaktır.

Teorem 5.38. S ve R birer halka, SMR bir (S,R)-bimodül ve T =
[
S M
0 R

]
bir

genelleştirilmiş üçgensel matris halkası olsun. Bu durumda T nin bir sağ C11-halka

olması için gerek ve yeter şart aşağıdaki koşulların sağlanmasıdır.

(i) R bir sağ C11-halkadır.

(ii) XM ⊆ N olacak şekilde herhangi bir XS ≤ SS ve NR ≤MR için bir e2 = e ∈ S

vardır öyle ki eMR, NR nin MR deki bir komplementidir ve eS ∩ X = 0 dır.

Eğer eS $ Y olacak şekilde YS, XS nin SS deki bir komplementi ise YM * eM

dir.

Kanıt. (⇒) T bir sağ C11-halka olsun.
[
S M
0 0

]
ve

[
0 M
0 R

]
, T halkasının idealleridir.

T =
[
S M
0 R

]
=

[
S M
0 0

]
⊕
[
0 0
0 R

]
şeklinde yazılabilir. HT =

[
S M
0 0

]
ve M1 =

[
0 0
0 R

]
olsun.

M1 =
[
0 0
0 R

]
⊳ T dir. Teorem 5.37 (iii) den, R bir sağ C11-halkadır ve HT =

[
S M
0 0

]

bir C11-modüldür. BT ≤ HT olsun. Bu durumda XM ⊆ N ve B =
[
X N
0 0

]
olacak

şekilde XS ≤ SS ve NR ≤ MR vardır. Üstelik, bir
[
e y
0 0

]
∈ T vardır öyle ki e2 = e,

ey = y ve
[
e y
0 0

]
T , B nin bir komplementidir. Böylece ey = y olduğundan

[
e y

0 0

]

T =
[
e y

0 0

][
S M

0 R

]

=
[
eS eM+yR

0 0

]

=
[
eS eM

0 0

]

bulunur.

İddia. eMR, NR nin MR deki bir komplementidir.
[
e y
0 0

]
TT , BT nin HT deki bir komplementi olduğundan

[
e y

0 0

]

TT ∩ BT =
[
eS eM

0 0

]

∩
[
X N

0 0

]

= 0

olduğundan eS ∩X = 0 ve eM ∩ N = 0 dır. Şimdi eM ⊆ K ve K ∩N = 0 olacak

şekilde bir KR ≤ MR olduğunu kabul edelim. Bu durumda
[
eS eM
0 0

]
⊆

[
eS K
0 0

]
ve
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[
eS K
0 0

]
∩BT =

[
eS K
0 0

]
∩
[
X N
0 0

]
=

[
eS∩X K∩N

0 0

]
= 0 dır.

[
e y
0 0

]
TT , BT nin HT deki bir

komplementi olduğundan
[
e y
0 0

]
TT =

[
eS eM
0 0

]
=

[
eS K
0 0

]
olmalıdır. Böylece eM = K

dır. O halde eMR, NR nin MR deki bir komplementidir.

eS $ Y olacak şekilde YS, XS nin SS deki bir komplementi olsun. Kabul edelim

ki, YM ⊆ eM olsun.
[
Y eM
0 0

]
∩ B =

[
Y eM
0 0

]
∩
[
X N
0 0

]
=

[
Y ∩X eM∩N
0 0

]
= 0 ve

[
eS eM
0 0

]
$

[
Y eM
0 0

]
dir. Bu ise

[
e y
0 0

]
TT nin TT de BT nin komplementi olması ile

çelişir. Dolayısıyla YM * eM elde edilir.

(⇐) Teorem 5.37 (iii) den, HT nin bir C11-modül olduğunu göstermek yeterlidir.

BT ≤ HT olsun. Bu durumda XM ⊆ N ve B =
[
X N
0 0

]
olacak şekilde XS ≤ SS ve

NR ≤ MR vardır. Hipotezden, bir e2 = e ∈ S vardır öyle ki eMR, NR nin MR deki

bir komplementidir ve eS ∩X = 0 dır. K =
[
e 0
0 0

]
T =

[
e 0
0 0

][
S M
0 R

]
=

[
eS eM
0 0

]
olsun.

Bu durumda K ∩ B = 0 dır.

İddia. KT , BT nin HT deki bir komplementidir.

Şimdi K ⊆ K ve K ∩ B = 0 olacak şekilde bir KT ≤ HT olduğunu kabul

edelim. KT ≤ HT olduğundan YM ⊆ V ve KT =
[
Y V
0 0

]
olacak şekilde YS ≤ SS ve

YR ≤MR vardır. K∩B =
[
Y V
0 0

]
∩
[
X N
0 0

]
= 0 olduğundan Y ∩X = 0, V ∩N = 0 dır.

eM ≤ V ve eMR, NR nin MR deki bir komplementi olduğundan V = eM olmalıdır.

Hipotezden, Y = eS dir. Böylece K =
[
Y V
0 0

]
=

[
eS eM
0 0

]
= K bulunur. Dolayısıyla

HT bir C11-modüldür.

Sonuç 5.39. R bir halka ve Tm(R), R üzerinde tanımlı bir m × m tipindeki üst

üçgensel matris halkası olsun. Bu durumda R nin bir sağ C11-halka olması için

gerek ve yeter koşul Tm(R) nin bir sağ C11-halka olmasıdır.

Kanıt. (⇐) Tm(R) bir sağ C11-halka olsun. Bu durumda Teorem 5.38 (i) den, R

bir sağ C11-halkadır.

(⇒) m = 1 için Tm(R) nin bir sağ C11-halka olduğu açıktır. Şimdi m = 2 olsun.

XR = X ≤ N olacak şekilde XR ≤ RR ve NR ≤ RR olsun. RR bir C11-modül

olduğundan bir e2 = e ∈ R vardır öyle ki eRR, NR nin RR deki bir komplementidir.

Böylece X ∩ eR ≤ N ∩ eR = 0 olduğundan X ∩ eR = 0 dır. Kabul edelim ki,

eR $ Y olacak şekilde YR, XR nin bir komplementi olsun. Bu durumda Y * eR dir.

O halde Teorem 5.38 den, T2(R) bir sağ C11-halkadır. Şimdi kabul edelim ki, Tk(R)
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bir sağ C11-halka olsun. k > 2 için Tk(R) nin bir sağ C11-halka olduğunu gösterelim.

(i, i)-inci elemanları 1 ve diğer elemanları 0 olan matris eii olmak üzere Teorem 5.38

de S = (1− ekk)T (1− ekk), M = (1− ekk)Tekk ve R = ekkTekk alınsın. Hipotezden,

(1−ekk)Tk(R)(1−ekk) bir sağ C11-halkadır. Teorem 5.38 (ii) ve tümevarım yöntemi

yardımıyla istenilen sonuç elde edilir.

Önerme 5.40. R bir halka, M bir (R,R)-bimodül ve S(R,M) =
[
R M

�
0 R

]

, R nin

M ile olan aşikâr genişlemesi olsun. Bu durumda S(R,M) nin bir sağ C11-halka

olması için gerek ve yeter şart aşağıdaki koşulların sağlanmasıdır.

(i) R bir sağ C11-halkadır.

(ii) IM ⊆ N olacak şekilde herhangi bir IR ≤ RR ve NR ≤MR için bir e2 = e ∈ R

vardır öyle ki eMR, NR nin MR deki bir komplementidir ve I ∩ eR = 0 dır.

Kanıt. S(R,M) = S ile gösterelim.

(⇒) S bir sağ C11-halka olsun. JR ≤ RR olsun. Bu durumda
[
J M

�
0 J

]

≤ SS ve SS

bir C11-modül olduğundan bir f 2 = f ∈ R vardır öyle ki

[
J M

�
0 J

]

∩

[
fR fM

�
0 fR

]

=

[
J∩fR M∩fM

�
0 J∩fR

]

=

[
J∩fR fM

�
0 J∩fR

]

= 0

ve
[
J M

�
0 J

]

⊕

[
fR fM

�
0 fR

]

≤e SS

dir. O halde J ∩ fR = 0 ve fM = 0 dır. Böylece

[
J M

�
0 J

]

⊕

[
fR fM

�
0 fR

]

=

[
J⊕fR M⊕fM

�
0 J⊕fR

]

=

[
J⊕fR M

�
0 J⊕fR

]

≤e SS

bulunur. O halde J ⊕ fR ≤e R dir. Dolayısıyla R bir sağ C11-halkadır.

Şimdi (ii) koşulunun sağlandığını gösterelim. IM ⊆ N olacak şekilde IR ≤ RR

ve NR ≤ MR olsun. Bu durumda
[
I N
�

0 I

]

≤ SS dir. SS bir C11-modül olduğundan

bir e2 = e ∈ R vardır öyle ki

[
I N
�

0 I

]

∩
[
eR eM

�
0 eR

]

=
[
I∩eR N∩eM

�
0 I∩eR

]

= 0
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ve
[
I N
�

0 I

]

⊕
[
eR eM

�
0 eR

]

=
[
I⊕eR N⊕eM

�
0 I⊕eR

]

≤e SS

dir. O halde I ∩ eR = 0 ve N ∩ eM = 0 dır. Şimdi iddiamız eMR, NR nin MR deki

bir komplementidir. Kabul edelim ki, eM ⊆ K ve N ∩ K = 0 olacak şekilde bir

KR ≤MR olsun. Bu durumda

[
I N
�

0 I

]

∩
[
eR K

�
0 eR

]

=
[
I∩eR N∩K

�
0 I∩eR

]

= 0

dır.
[
eR eM

�
0 eR

]

⊆
[
eR K

�
0 eR

]

ve
[
eR eM

�
0 eR

]

,
[
I N
�

0 I

]

nin SS deki bir komplementi

olduğundan
[
eR eM

�
0 eR

]

=
[
eR K

�
0 eR

]

elde edilir. O halde K = eM bulunur. Dolayısıyla eMR, NR nin MR deki bir

komplementi olur.

(⇐) Kabul edelim ki, (i) ve (ii) koşulları sağlansın. U ≤ SS olsun. Bu durumda

IM ⊆ N ve U =
[
I N
�

0 I

]

olacak şekilde IR ≤ RR ve NR ≤MR vardır. Hipotezden,

bir e2 = e ∈ R vardır öyle ki N ∩ eM = 0 ve N ⊕ eM ≤e M dir. Böylece
[
eR eM

�
0 eR

]

≤d SS dir.

[
I N
�

0 I

]

∩
[
eR eM

�
0 eR

]

=
[
I∩eR N∩eM

�
0 I∩eR

]

= 0

ve
[
I N
�

0 I

]

⊕
[
eR eM

�
0 eR

]

=
[
I⊕eR N⊕eM

�
0 I⊕eR

]

≤e SS

elde edilir. Sonuç olarak, SS bir sağ C11-halkadır.

Teorem 5.41. Eğer R bir sağ C11-halka ve RR ≤e TR ise TR bir C11-modül ve T

bir sağ C11-halkadır.

Kanıt. İlk olarak, TR nin bir C11-modül olduğunu gösterelim. Şimdi XR ≤ TR

ve X = X ∩ R olsun. X = X ∩ R ≤ RR ve RR bir C11-modül olduğundan bir

e2 = e ∈ R vardır öyle ki eR, X in R deki bir komplementidir. eTR nin X in TR

deki bir komplementi olduğunu gösterelim.

İddia 1. X ∩ eTR = 0 dır.
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X ∩ eTR 6= 0 olduğunu kabul edelim. 0 6= x ∈ X ∩ eT olsun. Bu durumda

0 6= x = et olacak şekilde bir t ∈ T vardır. RR ≤e TR olduğundan bir r ∈ R vardır

öyle ki 0 6= xr ∈ R dir. O halde 0 6= xr ∈ X ∩ R = X dir. Fakat ex = e2t = et = x

olduğundan 0 6= xr = exr ∈ X ∩ eR = 0 dır. Bu ise bir çelişkidir. Dolayısıyla

X ∩ eTR = 0 olmalıdır.

İddia 2. eTR, X in bir komplementidir.

eTR ≤ YR ve YR ∩ XR = 0 olacak şekilde bir YR ≤ TR olduğunu kabul edelim.

Bu durumda eR ≤ Y ∩R dir. (Y ∩R)∩XR = (Y ∩R)∩ (X ∩R) = (Y ∩X)∩R = 0

dır. eR, X in R deki bir komplementi olduğundan eR = Y ∩R olmalıdır. RR ≤e TR

olduğundan eR = YR ∩ RR ≤e YR ∩ TR = YR bulunur. eRR ≤ eTR ≤ YR ve

eRR ≤e YR olduğundan eTR ≤e YR dir. Fakat eTR ≤d TR olduğundan eTR = YR dir.

Şimdi TT nin bir C11-modül olduğunu gösterelim. XT ≤ TT ve X = X ∩R olsun.

O halde X ∩ eTT = 0 ve eTT , XT nin TT deki bir komplementi olduğundan TT bir

C11-modüldür.

Sonuç 5.42. R bir halka ve Matn(R), R üzerinde tanımlı n × n tipindeki tam

matrisler halkası olsun. Eğer R bir sağ C11-halka ise her n pozitif tamsayısı için

Matn(R) bir sağ C11-halkadır.

Kanıt. R bir sağ C11-halka olsun. Sonuç 5.39 dan, Tn(R) bir sağ C11-halkadır.

Tn(R)Tn(R) ≤e Matn(R)Tn(R) olduğu rutin bir hesaplama ile elde edilir. Teorem 5.41

den, Matn(R) bir sağ C11-halkadır.

Önerme 5.43. M bir R-modül, K ⊆ S (End(E(MR))) ve her X ≤ MR için bir

k ∈ K vardır öyle ki kE(MR), X in E(MR) deki bir komplementi olsun. < K >,

End(E(MR)) nin alt halkası olsun. Bu durumda < K >MR,MR yi kapsayan E(MR)

nin (C11) koşulunu sağlayan bir alt modülüdür.

Kanıt. 0 ≤ MR olduğundan bir h ∈ K vardır öyle ki h(E(MR)) = E(MR) dir.

h2 = h olduğundan E(MR) = h(E(MR))⊕(1−h)(E(MR)) = h(E(MR)) dir. Böylece

1−h = 0 olup 1 ∈< K > dır. O haldeMR ≤< K >MR dir. Şimdi XR ≤< K >MR

olsun. MR ≤e E(MR) olduğundan (X ∩M)R ≤e XR dir. Bu durumda bir k ∈ K

vardır öyle ki kE(MR), (X ∩ M)R nin E(MR) deki bir komplementidir. Böylece

kE(MR), XR nin E(MR) deki bir komplementidir. O halde k < K >M ≤d< K >M
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ve k < K >M , X in < K >MR deki bir komplementidir. Dolayısıyla < K >MR,

(C11) koşulunu sağlar.

Yardımcı Teorem 5.44. M bir R-modül,MR ≤ NR ≤ E(MR) ve e ∈ S (End(NR))

olsun. Bu durumda c|N = e olacak şekilde bir c ∈ S (End(E(MR))) vardır.

Kanıt. E(N) = E(eN) ⊕ E((1 − e)N) dir. c : E(N) −→ E(eN) bir kanonik pro-

jeksiyon olsun. Bu durumda her x ∈ N için cx = c(ex) + c((1 − e)x) = c(ex) = ex

elde edilir. Yani c|N = e dir.

Önerme 5.45. M bir R-modül ve MR ≤ NR ≤ E(MR) olsun. Eğer NR, (C11)

koşulunu sağlıyorsa bir K ⊆ S (End(E(MR))) vardır öyle ki her X ≤ MR için,

k ∈ K olmak üzere kE(MR), X in E(MR) deki bir komplementi ve < K >MR, MR

yi kapsayan NR nin (C11) koşulunu sağlayan bir alt modülüdür.

Kanıt. 0 ≤ MR olduğundan 1E(MR) ∈< K > alınsın. O halde MR ≤< K >MR

dir. Böylece Önerme 5.43 ve Yardımcı Teorem 5.44 yardımıyla istenilen sonuç elde

edilir.
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