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mertebeden
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where n € N, a € R — {0}, k > 1 and {p,,} is real sequence with p, # 0 forn € N
and f:N x RF*2 - R,

This thesis has three parts. The first part consists of the preamble. In the second part,
basic definitions and theorems for difference equations are reminded and finally, in
the third part, some results and examples are given for nonoscillation and oscillation
of all solutions of the above difference equation.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

N, ={0,1,2,3, ... } bigiminde tanimlanan dogal sayilar kiimesi
N = {1,2,3, ...} bi¢iminde tanimlanan dogal sayilar kiimesi

R = (—o0, +00) bigiminde tanimlanan reel sayilar kiimesi

R3 = R X R X R bi¢iminde tanimlanan kartezyen ¢arpimi
Z={..,-2,—1,01,2,..} biciminde tamsayilar kiimesi

Ax(n) = x(n + h) — x(n) bigiminde tanimlanan ileri fark
operatoru

a bir reel sabit olmak iizere, A x,, = x,+1 — ax, bigiminde
tanimlanan genellestirilmis fark operatorii

X —X; ={x € X:x & X;} kiimesi

k = j olmak iizere (’]‘) = w

viii



1. GIRIS

Diferensiyel denklemler, herhangi bir olaymn stirekli degiskenler yardimiyla
matematiksel modellemesi ile ortaya ¢ikar. Fakat 0yle olaylar vardir ki, fonksiyon
bazi siireksizlik degerlerine sahip olur. Diferensiyel denklem ile ifade edilemeyen bu

durumlar fark denklemlerin ortaya ¢ikmasini saglamistir.

Fark denklemleri sadece diferensiyel denklemlerin niimerik ¢oziimlerinde degil ayni
zamanda biyoloji, miihendislik, ekonomi, savunma, demografi ve benzeri alanlarda
ortaya ¢ikan matematiksel modellerde ya dogrudan ya da dolayli olarak yer alirlar.
Bu denklemlerde bagimsiz degisken tamsayilar tizerinde tanimlanir. Dolayisiyla fark
denklemlerinde tiirev terimleri yerine bilinmeyen fonksiyonun farklari bulunur. Bu
bakimdan, fark denklemleri daha ziyade siirekli olmayan problemleri karakterize
eder. Ornegin, genetik alanda kusaklar arasindaki genetik baskalasim ile ekonomide
fiyat degisim problemleri agik¢a siirekli olmayan problemlerdir. Zira, bagimsiz
degiskenler birinde kusak; digerinde duruma gore giin, hafta, ay veya yildir ve

ikiside dogal olarak ayrik (discrete) climleler iizerinde tanimhdir [1].

Fark denklemleri genis bir uygulama alanina sahiptir. Ornegin; biyolojide canli
popiilasyon sayisinin arastirilmasinda, tipta hiicre hareketlerinin takibinde, kontrol
teorisinde kararlilik durumunun tespitinde ve daha birgok alanda fark denklemleriyle

karsilagilmaktadir.

Bilinen 6nemli bir fark denklemi 6rnegi x(n) fibonacci dizisidir. Bu dizi

xn+2)=x(n+1)+x(n), x(0)=0, x(1) =1, n=>0,

fark denkleminin tek ¢oziimiidiir ve bu ¢6ziim i¢in

= 1,618 dir. Bu ise altin oran1 ifade etmektedir [2].



Ekonomi ile ilgili bir 6rnek ele alalim.

y(k): k. yildaki milli gelir,

c(k): k. yildaki tiiketici harcamalari,

p(k): k. yildaki yatirimlar,

u(k): k. yildaki hiikiimet harcamalari

olmak iizere, tiiketici harcamalarinin 6nceki yilin milli geliri ile orantili, yatirimlarin
ise, onceki yildaki tiiketici harcamalarinin bir dncekine gore artisi ile orantili oldugu

varsayimi altinda,

c(k) =ay(k—1)

p(k) = Blc(k) — c(k = 1)]

y(k) = c(k) + p(k) +u(k)

bagintilar1 yazilabilir. Buradan,

yk+2)—a(l+p)y(k+1) +afy(k) =ulk +2), y(0) =cy, y(1) = ¢4

fark denklemi (indirgeme bagintis1) modeli yazilabilir [3].

Fark denklemleri son 35 yil icerisinde pek ¢ok bilim adaminin ilgisini ¢ekmistir ve
bu durum zengin bir literatiiriin ortaya ¢ikmasina neden olmustur. Bununla ilgili
olarak Popenda [4], Tan ve Yang [5], Parhi ve Panda [6], Agarwal [7], Goldberg [8],
Elaydi [9], Akin ve Bulgak [10], Elaydi ve Peterson [11], Gordon [12], LaSalle [13],
Mickens [14], Miller [15], Peterson [16], Sugiyama [17], Bolat [18], Zafer [19] gibi

isimlerin makalelerinden ve kitaplarindan s6z edilebilir.



Fark denklemlerinin ¢Ozlimlerinin davraniglariyla ilgili 6nemli c¢aligmalar
yapilmasina ragmen, genellestirilmis fark operatorii iceren fark denklemlerinin

¢Ozlimlerinin davranisi {izerine az sayida ¢alisma vardir.

Popenda [4] 1987 yiinda AZx, = F(n,x,, Apx,) formunda genellestirilmis fark
iceren lineer olmayan ve homojen olmayan ikinci mertebeden fark denklemlerinin
bir sinifinin ¢oziimlerinin salintm ve salinimsizlik durumlarini veren yeter kosullar

elde etmistir.

Tan ve Yang [5] 2002 yilinda

Aa(pnAaxn) + qnlaxn = F(n, Xy, DpXp)

denklemini ele alarak Popenda’nin sonuglarini genisletmis ve genellemistir.

N. Parhi ve A. Panda [6] 2006 yilinda

Aa(pnAgtyn) + QnAéyn =5 f(Tl, Yn, AaYn'Atzlyn)

biciminde lineer olmayan ii¢lincli mertebeden fark denkleminin bir sinifinin biitiin

¢ozlimlerinin salinim ve salinimsizligini veren yeter kosullar elde etmistir .

Bu tez caligmasinda ise genellestirilmis fark operatorii iceren yiiksek mertebeden

A (PrA%Yn) = f (N, Yoy DY, D3y, DY, -, AET y0)

fark denkleminin ¢oziimlerinin salinimligi ve salinimsizligi iizerine yeni sonuglar

verilmektedir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Tanim 2.1
Bir x : N — R fonksiyonu i¢in A fark operatdrii veya x in birinci basamaktan farki
Ax(n) =x(n+1) —x(n)
seklinde tanimlanir. Buna gére x in ikinci basamaktan farki (A%x)
A%’x(n) = A(Ax(n))
=x(n+2)—2x(n+1) +x(n),
olur. Béyle devam ederek x in k yimnc1 basamaktan farki (A¥x)
Mx(m) = Tioo(-1) (§) x(n+k =)
olarak hesaplanir [1].
Tanim 2.2
n€ N= {0,1,2,..} bagimsiz degisken ve x bilinmeyen fonksiyon olmak tizere
F(n,x(n),x(n+1),..,x(n+k)) =0 2.1)

bagitisina bir fark denklemi denir. Fark denklemleri literatiiriinde x(n) yerine sik

sik x, sembolii kullanilabilmektedir [1].
Tanim 2.3

Bir fark denkleminde bilinmeyen fonksiyonun mevcut en biiyiik ve en kiigiik

argiimentlerinin farkina o denklemin basamag: (mertebesi) denir.



Omegin, x(n+3) —4x(n+2) +5x(n+ 1) =0vex(n+4) + x(Mx(n+2) =1
denklemlerinin basamaklari, sirasiyla, n+3—-(n+1)=2 ve n+4-—-n=4

diir. x(n + 7) = n(n — 2) ise sifirinc1 basamaktan bir denklemdir; yani, agik olarak

bir fonksiyondur [1].

Tanim 2.4

a;(n),a,(n), ... ,ar(n) katsayilart ile g(n), n =ny igin tamimli reel degerli
fonksiyonlar ve aj(n) # 0 olmak lizere [ng, ) = {ng,ng + 1,ny+2, ... } lizerinde
tanimhi

x(n+k)+a(mx(n+k—-1)+ -+ a,(n)x(n) = gn)

bicimindeki bir denkleme k yimnci basamaktan lineer fark denklem denir. Bu
denklem, g(n) =0 oldugu zaman homojen denklem, aksi durumda homojen
olmayan denklem olarak adlandirilir. Buna gbre k yinci basamaktan bir lineer

homojen fark denklemi

xn+k)+a(M)xn+k—-—1)+-+a,m)x(n)=0

seklinde ifade edilir [1].

Tanmim 2.5

N iizerinde tanimli bir x(n) fonksiyonu her n € Nigin (2.1) deki fark denklemini
sagliyorsa, o zaman x(n) fonksiyonuna N {izerinde bu fark denkleminin bir ¢6ziimii

denir. k yinci basamaktan bir fark denklemin,

Y(n,x,cq,Cp, e , ) =0
veya
x =@(n,cq,Cz - ,Cx)



seklinde k tane cq,cy, ... ,cx € R keyfi sabit iceren ¢oziimiline genel ¢oziim adi

verilir. Genel ¢oziimden elde edilemeyen ¢oziimlere de 6zel ¢oziim denir [1].
Tanim 2.6

y reel degerli bir dizi (fonksiyon) olmak iizere y =yn) = ({yJn=1): N>R
olsun. a € R, k € N olmak iizere bu y fonksiyonu igin A, A, ve A* fark

operatorleri asagidaki gibi tanimlanir.
Ayp = Ynt1 = In
AgYn =Yn41 —aYp NEN
Ay, = Ay = ATy, k21, Al=A
[7].
Tanim 2.7

Her n € Ni¢in y,y,4+r < 0 olacak sekilde k € N varsa, y dizisine sifir etrafinda
kesin salimimli veya sadece salimimlidir, denir. Ayrica y, eninde sonunda hep ayni

isaretli oluyorsa salinimsizdir diye adlandirilir [7].
Teorem 2.1

m ve n negatif olmayan tamsayilar olmak iizere,
AMAT= ATAT = AT

dir [8].

Teorem 2.2

¢, herhangi bir sabit olmak {izere



Alcy(x)] = cAy(x)
[8].
Teorem 2.3

Iki fonksiyonun toplammin farki, farklarmin toplamma esittir. Yani y; ve y, iki

fonksiyon olmak tizere

Aly;(x) + ¥, ()] = Ay, (x) + Ay, (x)

dir [8].

Sonug 2.1

c1 ve ¢, keyfi sabitler olmak iizere

Aleyy1(x) + coy2(x)] = c1Ay1(x) + 28y, (x)
dir [8].

Lemma 2.1

{y,.} reel bir dizi olsun. b > 0 olmak tizere {A,y,} eninde sonunda hep ayni

isaretli oluyorsa o zaman {y, } de eninde sonunda hep ayni isaretli olur [6].
Lemma 2.2

b >0 vel >0 tam say1 olmak iizere {A}y,} nin salinimlh olmas: i¢in gerek ve

yeter sart {y,} dizisinin salimmli olmasidir. Burada A)y, = y, dir [6].
Lemma 2.3

b < 0 ve k € N olsun. O zaman [ € N olmak {izere herhangi bir reel {y,,} dizisi i¢in



Afy, = b A*GD

dir [6].

Ispat
Ispat tiimevarimla yapilabilir. A¢ik¢a, k = 1 icin

ApYi _ Yia—hbyr _ Yier Vi _ AL
pl+1 — pl+1 T pl+t pl pl

dir. k icin esitligin saglandigi varsayilsin. k + 1 icin de esitligin saglandigini

gosterelim. Tiimevarim hipotezinden,

Ay = A (AFy) = Afyiq — b ARy,
- bl+k+1Ak(M) _ bl+k+1Ak(2LD

pl+1

— pltk+1ipk (Y1 YL
- b A (bl+1 bl)

= plHk+1pk (A (%)) — plk+1pk (2%)

dir. Boylece her k € N i¢in 6nermenin dogrulugu gosterilmis olur.
A,z,’ in tanimindan agagidaki 6zdeslikler yazilabilir.

i. m = 1 olmak iizere

AT (PrBEyn) = Zo(=1)" ()@ Ppam-iDEYnsm—i

dir.

ii. n € N olmak tlizere



AaYn = Ba(Yn+1 — @yy) olup, buradan

DgYn+1 = Bgyn + aboyy

elde edilir.

iii. (2.2)’nin genellestirilmesi sonucu k = 1 i¢in

Mgy, = ipal (?)Agﬂ_i}’z—k

elde edilir.

iv. n € Nve k > 1 olmak iizere (2.2)’nin kullanilmas: ile
Agl)’n+k—1 = Zi‘tol (kzl) aiAIciH_iJ’n

yazilabilir.

v. (2.4)’den k =1 igin

8Zy, = T8 (F71) 86 e
yazilabilir.

vi.n € Nvek > 1 olmak iizere
Aky, = 2 o() (D a'ynire-s

dir.

Tanim 2.8

P1, P2, - , Dk sabitler, p, # 0, 4 € C olmak {izere, sabit katsayili

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)



x(n+k)+px(n+k—-—1)+ - +px(n)=0 (2.6)

denkleminde x(n) yerine A" yazilarak elde edilen
P(A) = 2* + p;A* 1 + ... + p;, = 0 denklemine (2.6) denkleminin karakteristik

denklemi, bu denklemin A koklerine de karakteristik kokler denir [9].

10



3. GENELLESTIRILMIS FARK OPERATORU ICEREN  YUKSEK
MERTEBEDEN FARK DENKLEMLERININ COZUMLERININ
SALINIMLILIGI ve SALINIMSIZLIGI UZERINE SONUCLAR

Bu bolimde; n €N, a e R—{0}, k > 1, p, sifirdan farkli reel bir dizi, y,, Z
iizerinde tanimli reel degerli bir dizi ve f:N XRF*2 > R olmak iizere

genellestirilmis fark operatorii igeren yiiksek mertebeden

A’cg (pnAglyn) = f(n: Y BaYn Atzzyn' Azyn' ) Ag-l-lyn) (3.1)

fark denklemi goz Oniine alinmakta ve bu denklemin y, ¢coziimlerinin salinimlilig

ve salinimsizligi lizerine bazi yeni sonuglar verilmektedir.

3.1. Coziimlerin Salimmmsizhig:

Bu kesimde; (3.1) denkleminin ¢oziimlerinin salinimsizligini veren bazi sonuglar

verilmektedir.
Teorem 3.1

a > 0 olsun ve

Z?:o ai(’ic)A’é+1_iYn

Pn+k

[f(n' yn' Aay'l’l’ :Alé+1yn) +

b () & Ehes (L) D™ Pk APy 20 (B2)

saglansin. O zaman (3.1) denkleminin biitiin ¢6ziimleri salinimsizdir.

Ispat

Ispat olmayana ergi yontemi ile yapilacaktir. {y,} nin (3.1) denkleminin salinimli bir

¢Oziimii oldugu kabul edilsin. O zaman, her s € N i¢cin y; = 0 ve y;;1 < 0 veya

11



y; > 0 ve y;41 < 0 olacak sekilde bir [ > s vardir. Her iki durumda da A,y; <0

dir. n > [ ler icin (3.1) denklemi fark operatdriiniin i. 6zelligi kullanilarak

oD ®) aPrir-ibiVnik—i = 0 Vs Do, D2Yn, By, ..., AFLy)  (3.3)
biciminde yazilir. (3.3)’den

PrsicB2Ynii + 2hr (D ()@ Prri—iB2Ynri—i = F (0 Yo Do DaYn Days s My (3.4)
veya acik olarak

Prsicd2Ynik = () aPnsk-182Ynik-1 + ()@ Prsk-2B2Vniks + = + (=1)*(5)a*pr A%y,

= £ Yoy DoY) D3V, A3V, -, DG ) (3.5)

yazilir. (3.5) diizenlenirse

pn+kA?1yn+k = f(nr Yo Aayn' A?zyn: Agynr HE) A’é“)’n) + (llc)apn+k—1A(21yn+k—1 -

(g)azpn+k—2A?1yn+k—2 + = (_1)k(£)akpnAczlyn (3.6)

elde edilir. (3.6)’dan

Prsic (Ba(BaOneic))) = FO0 Y BaIins A3V, B33, .o, BEF13) +
(’I)apn+k—1A?1yn+k—1 - (g)azpn+k—2Aéyn+k—2 +

e T (_ 1)k (i)akpnAtzlyn
veya

pn+k(Aa(Yn+k+1 - ayn+k)) = f(n: yn'Aayanczzyn' Agyn: -"'A§+1yn) +
(’I)apn+k—1A¢21yn+k—1 - (g)azpn+k—2Aéyn+k—2 +

L (_1)k(,;)akpnAéyn (3.7)
yazilir. (3.7)’nin diizenlenmesiyle de

12



Pr+kBaYnik+1 — APn+kBaYn+k = f(n: Y BaVn AéYn'AZynr By Ag-ﬂyn) +
(I;)apn+k—1Aéyn+k—1 - (lzc)azpn+k—2AéYn+k—2 + .=

(_ 1)k (I;:)akpnAczlYn
veya fark operatoriiniin iv. 6zelligi geregi

PrsicBaYnrk+1 = WnakBaVnric +f (0 Yoy DoV DiVn, AgYns s AT y0) +
(Dapni-1 (T () al A5 y,) —
()@ Pnsi—2 (TS (“72)at 28 yn) + - =
(—D* (i) a*Pndyn (3.8)
elde edilir. (3.8)’den

Pr+kBaYnik+1 = APnsklaYnsk + f(n' Ynr BaYn, A?lyn' Agynf e Alc€1+13’n) +
(Navpr-1 BE 1y, + (7D asky, + (DA y + o+
(ﬁ:i)ak_lAéyn) 4 (’;)azpnﬂc—z(Agyn + (kIZ)aAIccl_1Yn +

(REZ)aZAIé—zyn + - (::;)ak_zAé yn) + - _(_1)k(;§)akpnAéYn
veya buradan

pn+kAayn+k+1 = apn+kAayn+k+f(n: Yno Aayn' AflynrA?lyn' T A§+1Yn) +
(’I)apn+k—1AIc§+1yn +(I;) (kzl)azpnﬂc—lAlccl Yn +
(I;)(kgl)agpnﬂc—lAg_lyn + (T)(kgl)a4pn+k—1Alccl_2yn+
et (T)(E:i)akprwk—lAElyn - (Izc)azprwk—ZAIc(lyn -
(Izc)(kzz)agpn+k—2AI(§_1yn - (5)(k;2)a4pn+k—zA’é—23’n -

e = (D) a Prgk—2B2yy + - — (DR (D) akpAZy,  (3.9)
yazilir. (3.9)’un diizenlenmesi ile

pn+kAayn+k+1 = apn+kAayn+k+ f(Tl, Yn Aaynf Atzlyn: Agynf ey Ag+1yn) +

13



(Yapner-18yn + a2 ()T Pnric—t = (Prri—z) My +

@ (D7 Pnsr—1 = (T )Prsr—2 +

(D)o Prer-2)AE yn +

a* ()5 Pnsi-1 = ()3 IPnriz + ()T )i
) s B +

ot @ () DPrrier = VD Pnamz + () (()Prsis +

o= (CD(E)Pn) B2yn (3.10)
elde edilir. (3.10) acik bigimde

Pr+klaYnik+1 = apn+kAaYn+k+f(n; Yn, AaYn'Aglynr AEYn’ ---:A§+1Yn) +

k! k! 1
—_,apn+k—1A’c§+1Yn + a? T \Pn+k-1 — 5 Pn+k-2 Agyn +
(k-1)! (k—2)! 2!

k! 1 -
a® (k—3)12! (pn+k—1 — Pntk—2 T Epn+k—3) Ag 13’71 ik

k! 1 1 1 1 -
4 k-2
@ k= (5 Pn+k-1 ~ 3 Pn+k-2 T 3Pn+k-3 — Epn+k—4) Ag “yn ot

K 1 ! 1
a’k! (mprwk—l T Gy P2 b g Prak-3 o

(_1)kpn) A3Yn
veya buradan

pn+kAayn+k+1 = apn+kAayn+k +f(n' Yn, AaYn' A%lyn' A?l)’n' 'A§+1Yn) +
k! k!
(k—1)! apn+k—1AIt§+1Yn+ a’ m (zpn+k—1 - pn+k—2)AIc<1yn +

k! _
a’ (k—3)!3! (3pn+k—1 — 3Pn+k—2 T pn+k—3)A§ lyn +

k! -
a* (k—4)14! (4‘pn+k—1 — 6Pnik—2 + 4Pnik—3 — pn+k—4)Alc<1 ZYn

. +a¥ ((llc)pn+k—1 - (lzc)pn+k—2 + (g)pn+k—3 +oet (ﬁ)pn) A?lyn-

1
A(JL:)/n+k+1 = aAayn+k + m [f(n' Yn» Aayn: Aéyn: Agynf ey Alé-ﬂyn) +

5 (5) @ (T () D™ P )22y | B
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bi¢iminde de yazilabilir. (3.11) de n = n — k alinirsa, (3.1) denklemi

AgYni1 = aldgyn +

1
Z [f(n - k’ :Vn—k; ---;Ag+1J’n—k) +

f o () @ (B () D™ P ) A2y, | (3.12)
bi¢cimine getirilmis olur.
(3.12) de n — [ alinur ve her iki yam1 A,y ile ¢arpilirsa,

AeyiBaYi41 = a(AaYI)Z +

Ag,
p_lyl [f(l - kl Yi-k» ---;AZH}’l—k) +

Z?:l (’;) a’ (Z{n=1(,£l)(_1)m+1pl—m)AI«§+2_m3’z—k]

olur. Fark operatdriiniin iii. 6zelligi geregi Ay, = Yi=oa’ (§)Ak+1=1y,_ bigiminde

yazilabildigi g6z oniinde bulundurularak

AayiBaYi41 = a(AaYI)Z +

A
;Llyl [f(l =k, Yick s ATy i) +

T (4) @ (B () D™ pi ) A2y, | > 0 (3.13)

elde edilir. Teorem 3.1 deki (3.2) kosulu geregi (3.13)’lin sag tarafi pozitif
olacagindan ve A,y; <0 oldugundan A,y;;; <0 olur. (3.12) denkleminde
n = [ + 1 alinarak yukaridaki islemlerin tekrariyla A,y 1A,Y;4+2 > 0 elde edilir.
Boylece A,y;42 < 0 olur. Genellemeyle, t € N i¢in A,y;,; < 0 oldugu goriiliir.
Lemma 2.1 geregi {y,}’in eninde sonunda hep ayni isaretli oldugu sonucuna varilir.

Bu ise {y,}’ in salinimli olmasi kabulii ile gelisir. Béylece teorem ispatlanir.
Ornek 3.1

(3.1) denkleminde a >0, p, =4, k=2 ve
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f(n, Yn Aayn: Aczlyn» Agyn) = (1 - 8a)A?1yn + 261(1 - za)Atzlyn + aZAayn

almak suretiyle

47y, = (1 —8a)A3y, + 2a(1 — 2a)A%y, + a’A,y, (3.14)

denklemini gz oniinde bulunduralim. k = 2 i¢in Teorem 3.1 deki kosul

A} yn+2abf yn+a?Agyn [f(n' Y BaVn, Aéynr Agyn) + 2apn+1A2yn +]
az (zpn+1 - pn)A(ZlyTl

Pn+2

olarak yazilir. Yani;

A3 yp+2ab2 yn+a?Agyn [ (1 —=8a)A3y, + 2a(1 — 2a)A%y, + a?A,y, +]
4 8aAdy, + 4a’Aiy,

dir. Bu ifade diizenlenirse,

(Ai Yn""zaA%lYn"’aZAaYn)z

>0
4

elde edilir. Boylece Teorem 3.1°e gore (3.14)’lin biitiin ¢éziimleri saliimsizdir.

Gergekten, eger (3.14) denklemi

4(yn+4 - 4‘ayn+3 + 6azyn+2 - 4‘a?’yn+1 + a4yn) = (1 - 8a)(3’n+3 - 3ayn+2 +
3azyn+1 - agJ’n) + 2(1(1 - 2a)(}’n+2 - 2ayn+1 + azyn) + az(yn+1 - ayn)

bi¢iminde agik olarak yazilirsa buradan,

4Ypya + (-1- 8a)}’n+3 + (4a2 + a))’n+2 =0

denklemine varilir. Bu fark denkleminin karakteristik denklemi

42* + (-1 -8a)A3 + (4a’> + a)A2 =0

biciminde yazilir. Bu ifade diizenlenirse
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(A — @) 4L + (-1 — 4a)12) = 0

elde edilir. (3.14) denkleminin ¢oziim uzaymin tabani {{(a")},{(“:“)"}} dir.

a > 0 oldugundan (3.14)’ iin biitiin ¢oézlimlerinin salinimsiz oldugu goriiliir.
Teorem 3.2

a > 0 olsun. Eger

(£ (0 Y B e A )+ 2o (§) @ Dy (L) D™ D)2y | < 0 (3.15)

ve

1

[£ 0y, B e 831 + B5 4 (%) @ By (L) (D™ Dsem)BE >y | > 0 (3.16)

Pn+k

ise o zaman (3.1) denkleminin biitiin ¢oziimleri salinimsizdir.

Ispat

Ispat, olmayana ergi metodu ile yapilacaktir. Yani, {y,}’in (3.1)’in salimmli bir
¢Oziimii oldugu kabul edilsin. Bu durumda ya her s € Niginy; >0 ve y;,1 <0
veya y; > 0 ve y;,q < 0 olacak sekilde [ > s vardir veya y; < 0 ve y;,1 > 0 veya
her s € Nigin y; < 0 ve y;,; = 0 olacak sekilde | > s vardir. Ispat birinci duruma
gore yapilacaktir. Kabul edelim ki hers € Ni¢ciny; > 0ve y;,1 <0 veyay, > 0 ve
Yi+1 < 0 olacak sekilde [ > s var olsun. Bu her iki durumdada A,y; < 0 dir.

n = licin (3.1) denklemi (3.12) olarak yazilabilir. O zaman (3.15)’den ve A,y; < 0

oldugundan

Agyie1 = adgy, +

pll[f(l — ke Y1k s DETT Y1) +

(%) & ea (L) D™ pim)Al 2y | < 0
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olur.

(3.12) de n=1+1 alimp (3.15) kullanilarak A,y;,, < 0 elde edilir. (3.15)’in
tekrarli kullanimi ile s € N i¢cin  A,y;4+5 < 0 oldugu sonucuna varilir. Boylece
Lemma 2.1 geregince {y,} eninde sonunda hep ayni isaretli olur. Bu bir ¢eliskidir.

Dolayisiyla (3.1) denkleminin biitiin ¢éziimleri salinimsizdir.

Ikinci durumun yani y; <0 ve y;,; >0 veya ¥, <0 ve y;,q =0 kabulii ve
(3.16) kosulunun kullanimiyla da benzer celigkiye ulasilir. Yani, (3.1) denkleminin

biitiin ¢oziimleri salinimsizdir.

Not 3.1
[ £ 00 Y Badhs B 9) + T () @ Chca (B) D™ i m)AE 2y = 0

olmasi durumu ancak ve ancak y,, = 0 olmas1 yani asikar ¢6zliim ile miimkiindiir ki

burada asikar olmayan ¢éziimlerin salinimsizlig1 incelenmektedir.
Ornek 3.2
(3.1)denkleminde a =1>0, p, = =2, k =3 ve
f (Y, DYy e BGY0) = 6A% Yy + 60% Y, + 20%y, + (Ayy)?
almak suretiyle,
—2A%y, = 6A*y, + 6A3y, + 2A%y, + (Ay,)? (3.17)
denklemini g6z 6niinde bulunduralim. k = 3 i¢in Teorem 3.2 deki kosul

1 f(n: Yn, Aaynf 'Agyn) + 3apn+2Agyn + 3a2(2pn+2 - pn+1)A3Yn +

Pn+3 a’ (3pn+2 - 3pn+1 + pn)Aéyn

halini alir. Diizenlenirse,
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1
__2 [6A4yn + 6A3yn + ZAZyn + (Ayn)z - 6A4yn - 6A3yn - ZAzyn]
olur. Buradan

_ (Ayn)?

<0
2

elde edilir. Boylece Teorem 3.2°den (3.16)’nin biitiin ¢oziimleri salinimsizdir.

Ozellikle, ¢ # 0 olmak iizere y,, = ¢, bu denklemin salinimsiz bir ¢dziimiidiir.
Ornek 3.3

—2A%y, = 6A*y, + 6A3y, + 2A%y, — (Ay,)?  denklemini ele alalm. (3.1)

denklemine gérea =1>0, p, = —2, k =3 ve

£, Y0, BaYn, -, Bgyn) = 6A* vy + 64%y, + 282y, — (Ay,)?
dir.

k = 3 i¢in Teorem 3.2 kosulu

1 f(n' yn'Aayn' 'Agyn) + 3apn+2Aéyn + 3a2(2pn+2 - pn+1)AZYn +

Pn+3 a? (BPn+2 — 3Pn41 + pn)Aglyn

olarak yazilir. Bu ifade diizenlenirse,
(Ayn)®

—=0
2

elde edilir. Boylece Teorem 3.2°¢ gore verilen denklemin biitiin ¢oziimlerinin

salinimsiz oldugu sonucuna varilir.
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Teorem 3.3

a > 0 olsun ve asagidaki

AZIYn =0 ise f(Tl, Y BaYn, Aczlyn» ;A§+1yn) =0,

A%y, # 0 ise

k-1(k-1) jak+1-j
Zj:o( Ji )alAa Tyn

Pn+k

£ (0 Y Do, B2y, BEFLy ) +

S0 (5) @ s (1) (D™ Pk ) B2y | > 0, (3.18)
saglansin. O zaman (3.1) denkleminin biitiin ¢éziimleri salinimsizdir.

fsgat

X, (3.1)in biitiin y = {y,} ¢oziimlerinin kiimesi olsun. X; = {y € X: A%y, =0,
dn € N} ve X, =X —X;olsun.y = {y,}, (3.1)’ in bir ¢dziimii olsun. y € X; ise
A2y, =0 olacak sekilde t€N wvardir. (3.18)’nin ilk  kismindan
ft,ve, Agye, A2y, ... ,AKT1y, ) =0  oldugu  ¢ikar.  Boylece  (3.1)’den
Ak(p,A%2y,) =0 elde edilir. Fark operatdriiniin i  ozelligi  geregi

K (1) (’;)aika_iA(Zlka_i = 0 yazilir. Buradan,
De+kDeYesr — (Ilc)apt+k—1A3Yt+k—1 + (’;)aszk_zAéka_z + -+ (D*akp A2y, = 0
dir.
Pt+kAtzz}’t+k = (llc)apt+k—1Aglyt+k—1 - (Izc)azpt+k—2A?lyt+k—2 + o= (_1)kakptAzZzJ’t
A2y, = 0 ise
Ag(Bgye) =0
Ag(Yey1 —aye) =0
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AgYer1 = algy:

dir. Bu esitligin her iki yanina A, operatorii uygulanirsa,
AZyier = abiy,

elde edilir. A2y, = 0 oldugundan, A%y,,; = 0 dur.
AZyesr = Oise

Dg(BgYes1) =0

Ag(Vey2 —ayee1) =0

AgYiyp, = alyyeiq dir. Bu esitligin her iki yanmma A, operatdrii uygulanirsa,
A2y, = al2y,., elde edilir. A2y,.; =0 oldugundan, A2y,,, =0 dir. Bu
islemlerin tekrariyla, py4 A2,k = 0 yani A2y, = 0 oldugu goriiliir. (3.1) de n
yerine t+ k yazilirsa ve (3.18)’nin ilk kismindan AX(p. xA2yeix) = 0 yani

fark operatdriiniin 1. 6zelligi geregi
o (D) a'prsar-i D2Yesan—i = 0
elde edilir.
AZYerr =0 ise
Ag(BaYerr) =0
Do (Verk+1 — Werr) = 0

ApYirkr1 = ADgYisk

dir. Esitligin her iki tarafina A, operatoriiniin uygulanmasiyla,
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2 — A2
AGYirir1 = ADGYiik

elde edilir. A2y,,x = 0 oldugundan A%2y,.,.; = 0 dir. Bu sekilde devam edilirse
(3.18) in ilk kismmmn tekrarli kullanimi, her s € N i¢in AZ2y,,. =0 oldugu
sonucunu verir. A%y, =0 ise A Veip = algVey, dir. A2y, =0 ise

AgViesz = algYrin = a0, Veyq dir. Genellemeyle,
AoYest = @7 AqYesr,  LEN (3.19)
elde edilir. Agy;yq =0 ise [ €N i¢in A,y,; = 0 dir. Boylece

Veri41 = W+l L eN. (3.20)

dir. {y,,}, (3.1)’in asikar olmayan ¢6ziimii oldugu i¢in y,, # 0 olacak sekilde n, € N
olmak lizere ny=>t+ 1 bulabiliriz. [ yerine (3.20) de ng—t,ng—t+1,...
yazilirsa  Ypo41 = AQYngs Yng+2 = AVng+1 = azyno, ... elde edilir. Genellemeyle,
s € N igin y, 45 = a’yp, dir. Boylece {y,} eninde sonunda hep ayni isaretlidir.
(3.19)dan A y;y1 >0 ise Agyer; >0 veya Agyiiq <0ise Agyey; <0 cikar.
Boylece {A,y,} eninde sonunda hep ayni isaretlidir. Boylece Lemma 2.1°den {y,}

eninde sonunda hep ayni isaretlidir. Sonug olarak {y,,} salimmsizdir.

y € X, olsun. Her n € N igin AZ2y,, # 0 dir. (3.1) denklemi

1 f(n’yn""'Alé-'-lyn)

A? = — i ; 3.21
aVn+k Dnsk |+ 2;§=1 (IJC) a’ (Zin=1(y]n)(_1)m+1 pn+k—m)A]o(L+2_m Y ( )

olarak yazilabilir. (3.21) de bir [ sabiti i¢in, n = [ — k 4+ 1 alinip, esitligin her iki
tarafi AZy, ile arpilirsa
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ayl

f(l k41, Y-kt 0 AT Y1 ks 1)

k Jj
k\ . j _
+ Z (]) a’ Z (m) (D™ p e |AET2 ™y ks

j=1 m=1

Aé)’ﬂé)’za = s

olur. Fark operatoriinin v. oOzelligi geregi AZy, = Y.XZ l(k] 1) aJAk+1 ]yl_kﬂ

bi¢iminde yazilabildigi i¢in ve (3.18)’in ikinci kismindan

AZy, fA=k+ Ly g1 0 AT Y1 ges1)

faYi L, ; >0
Pi+1 |+ Z§=1 (lj) a’ (Z#:l(,]n)(_1)m+1pl—m+1)AI(§+2_m3’l—k+1

Aé)’ﬂé)’zﬂ =

elde edilir. A2y, # 0 oldugu i¢cin A%y, > 0 iken A2y,,; >0, AZ2y, <0 iken
A2y, < 0dir. 3.21) den =1— k + 2 alimip, (3.18)’in ikinci iliskisi kullanilarak,
A2y ,A%y,, > 0 elde edilir. A%y, > 0 iken AZy,,; > 0ise AZy,,, >0 veya
AZy, < 0 iken A%y;,; <O0ise A2y, <O dir. (3.18)’in ikinci kisminin tekrarl
kullammi t € Nigin A2y, > 0iken A2y, > 0veya A2y, < Oiken A2y;,; <0
oldugu sonucunu verir. Boylece {A2y,} salimmsizdir. Lemma 2.2°den dolay1 {y,}

salinimsizdir. Boylece teorem ispatlanir.

Ornek 3.4

(3.1) denkleminde p,, = 3, f(1, Vpn, AgVn, A2y,) = 242y, almak suretiyle

3A3y, = 2A%y,, a>0 (3.22)

denklemini géz 6niinde bulunduralim. A2y, = 0ise f(n,Vp, AqVn, A2y,) = 0 dir.

k = 1 i¢in Teorem 3.3’ {in ikinci kosulu

Aa n
py [f (0 Yy D, A2y + apr A2y, ]

halini alir. Bu ifade diizenlenirse
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Agyn
Ty [ZAéyn + gaAéyn]
olur. A2y, # 0 vea > 0 oldugundan

2 2
—(Aay")3(2+3a) > 0 dir.

Teorem 3.3’e gore (3.22)’nin biitiin ¢oziimlerinin  salinimsiz oldugu sonucuna

varilir. Gergekten, (3.22) denklemi

3(¥n+3 = 3a¥n+2 + 30°Yne1 — @) = 2(Vnaz — 2aYne1 + a%yy)
biciminde agik olarak yazilirsa buradan

3Yn+z — (9@ + 2)yn42 + (902 + 4a)ypiq — (2% + 3a®)y, = 0
denklemine varilir. Bu fark denkleminin karakteristik denklemi
323 — (9a + 2)2%2 + (9a? + 4a)A — (2a® +3a3) =0

bi¢iminde yazilabilir. Bu ifade diizenlenirse

A—a)(3A%2 — (6a+ 2)A+3a?+2a) =0

n
elde edilir. Buradan (3.22)’nin ¢ozliim uzaymin tabani {{a"}, {na”},{(%) }}

olarak bulunur. a > 0 oldugundan (3.22)’ nin biitiin ¢ézlimlerinin salinimsiz oldugu

gortliir.
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3.2. Coziimlerin Salimmmlhihg:
Teorem 3.4
a < 0 olsun ve asagidaki

k ik —i
v, al(i)Alé+1 i

Pn+k

o [f(nr Ynr ey Alé-l—lyn) +

T3 (%) & (Ther(B) CO ™ e ) A2y | < 0 (3.23)

saglansin. O zaman (3.1)’in biitliin ¢éziimleri salinimlidir.

Ispat

{y.}, (3.1)’in bir ¢6ziimi olsun. Ay, = 0ise y,.q1 = ay, ve a < 0 oldugu i¢in
{y,,} salimmhdir. A,y, # 0 oldugunu varsayalim. (3.1) denklemi, (3.12) olarak

yazilabilir. Boylece,

AgYni1= algyn +

1
a [f(n - kﬂyn—k' "'!Alci+1yn—k) +

5 () @ (Bt (L) (D™ P ) A2y

esitliginin her iki yam A,y, ile carpilirsa, A,y, # 0 oldugu icin ve (3.23)

saglandigindan

Aa n
Aa:ynAa:yrHl = a(Aayn)z + ﬁ [f(n - k, VYn—k» ---:Alccl-l-lyn—k) +

f o (5) @ (T () (D)™ p ) A+ my, | < 0
dir. Burada fark operatoriiniin iii. 6zelligi geregi
Aoyn = Tigal ()AL Ty,
dir.
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Lemma 2.3’lin bir uygulamasi olarak

a™t1A (&) a™2A (M) <0,

an an+i

yani

a3 (22) A (222) < 0

an an+1

dir. a < 0 oldugu i¢in

A (&) A (y"“) >0, n€N. (3.24)

an qnti

dir. A(Z—Z) >0ise A (M) >0 dir. Her n €N i¢cin (3.24) saglandigindan

qnti1

A (M) > 0ise A (M) > 0 dir ve boyle devam eder. Bu yiizden {A (%)} eninde

an+1 an+2
sonunda hep ayni isaretlidir. Sonug olarak b = 1 i¢in Lemma 2.1’den {%} eninde
sonunda hep aym isaretlidir. a < 0 oldugu i¢in {y,,} salimmlidir. Benzer sekilde

A (Z—Z) < 0ise {y,} salinimlidir. Boylece teorem ispatlanir.

Ornek 3.5
a <0 i¢in
Agyn = _(1 + a)Aczlyn —alyyn (3-25)

denklemini ele alalim. (3.1) denklemiyle karsilastirilirsa p, =1, k=1 ve
F, v, Agyvn, A2y,) = —(1 + a)A2y, —al,y, oldugu gorillir. k=1 igin

Teorem 3.4 kosulu

AEYn+aAaYn[

Pn+1

(0 Y, BaYn, Diyn) + appAZyy]

halini alir. Bu ifade diizenlenirse,
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A?lyn + aAaYn[_(l + a)Aéyn - aAayn + aAtzlyn]

olur. Buradan

_(Aéyn + aAa)’n)z <0

elde edilir. Boylece Teorem 3.4’e¢ gore verilen denklemin biitiin ¢dziimlerinin

saliniml1 oldugu sonucuna varilir. Ayrica (3.14) denklemi

Yn+3 — 3ayn+2 + 3az.'yn+1 - a3yn = _(1 + a)(yn+2 - 2ayn+1 + aZYn) -

a(yn+1 - ayn)'

VYniz + (—4a — D y,.o + (502 + a)yn4q — 2a3y, = 0 seklinde yazilabilir. Bu fark

denklemin karakteristik denklemi

B+ (—4a-DA%+ Ga?+a)d—2a2=0

bi¢cimindedir. Bu ifade diizenlenirse

A—a)(A*+ (-3a—1)A1+2a*>) =0

elde  edilir.  Buradan (3.24) denkleminin  ¢dziim

{{(an)}’ {(3a+1+\/M)n}’{<3a+1—\/m>n}} ek

2 2

oldugundan verilen denklemin biitiin ¢oziimleri salinimlidir.

Uyarit 3.1
a<0 ve

1

[f(n‘ yn: Aaynf ""A’C(l+1y7’l) +

() & (B (B 1™ prseom )2y, | = 0

Pn+k

olsun. O zaman (3.1)’ in biitiin ¢6ziimleri salinimlidir.
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{y.}, (3.1)in salimimsiz bir ¢dziimii ise, n = k, igin y,, > 0 veya Y, < 0 olacak

sekilde k, € N vardir. (3.1) denklemi

o £t Yo, 851 30)
Yntke = 5— ) () _
I e |+ 25 (5) @ (Tt () (D™ P ) ARy,

olarak yazilabildigi igin, (3.26)’dan n € N i¢cin A2y, ., = 0 elde edilir. n >k,
olsun. k > 1i¢in A2y,41 =0, AyVni2 = AAgYn4q oldugu anlamina gelir. Benzer
sekilde  A2y,., =0 ise AgVniz = AAgVnis = a?Agyn4q dir.  Genellersek,
A2y, =0 ise AgVniks1 = a¥AgVni1, kK EN dir. Ozellikle,
DgVigtirr = A¥0gYgo+1 di. n=ky igin ¥y, >0 olsun. Agy,+1  i¢in,
DaYio+1 = 0, DgYry+1 < 0 ve AyYr,+1 > 0 olmasi durumlarini diigtinelim. Her bir
durumda bir ¢eliski elde edilir. Agyy 41 =0 ise  Agyg 4k+1 =0 , yani
Vig+k+2 = WYkosk+1 < 0 dir. n =k igin y, > 0 olmasi ile geligir. Agyg,+1 >0
olsun. O  zaman DAgVigtzktz = A Dy 41 <0 dir. Yani,
Vig+2k+3 = WYko+2k+2 < 0 olup, bir celigkidir. DaYio+1 <0 ise,
DaYkgr2krt = G DaYioer <O dit. Yy 1opsz = @Yigazk+1 <0 oldugu anlanmina
gelir ki bu bir ¢eliskidir. Bu ylizden n > k, icin y,, > 0 olmasi miimkiin degildir. O
halde n > kg icin y,, < 0 olsun. Yukaridaki gibi islemlerle ayni ii¢ durumun her
birinde yine bir ¢eligkiye ulasilir. Boylece n = kj i¢in y,, < 0 olmasi da miimkiin

degildir. Bu yiizden {y,} salinimlidir.
Ornek 3.6

a <0 igin

205y, = —(4al3y, + 2a*A%y,)

denklemini ele alalim. (3.1) denklemiyle karsilastirilirsa p, =2, k=2 ve
F, Yo, Ay, A2y, A3y,) = —(4alA3y, + 2a%A2y,) oldugu goriiliir. k =2 igin
Uyar 3.1 deki kosul
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1

[f (0, Y, AgVn, Da Y, A3 yn) + 2P 4185 Vn + a*(2Pp+1 — Pn)AGY]

Pn+2

halini alir. Buradan

N |-

[—(4ad3yn + 2a*A%yn) + 4abiyy + 2a°A5y,] = 0

olur. Yukaridaki uyarinin 1s18inda verilen denklemin biitlin ¢6ziimleri salinimlidir.

{a™} ve {na™}, bu denklemin salinimli iki ¢6ztimuidiir.
Teorem 3.5

a < 0 olsun ve asagidaki

AZyn = 0ise f (1, Yo, AgYn, Adn, -, DG ym) = 0,
A2y, # 0ise

k—=1(k-1) ,j k+1—]
Zj:o( j )a]Aa Yn

Pn+k

£ (0 Y Do D2y, o BEF Ty ) +

5 (%) & i (D) D™ Pty <0 (327)
saglansin. O zaman (3.1)’ in biitiin ¢6ztimleri salinimlidir.
fsgat

X, (3.1)’in biitiin y = {y,} ¢dziimlerinin kiimesi olsun. X; = {y € X: A2y, = 0,3n €
N} ve X, =X — X; olsun. y = {y,}, (3.1)’ in salimmsiz bir ¢6ziimii olsun. Boylece

{y,} eninde sonunda hep ayni igaretlidir.

y € X; ise A%y, = 0 olacak sekilde t € N vardir. Boylece (3.1) ve (3.27)’den

Ak (p,A2y,) = 0 oldugu cikar. Fark operatoriiniin i. dzelligi geregi

i'(zo(_l)i (];)aipt+k—iA(21yt+k—i =0
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olup,

pt+kAéYt+k - (]I)apt+k—1A§yt+k—1 + ('zc)aszk_zAngk_z + e+ (_1)kakptAéJ’t =0
dir.

Pericb2Vesk = ()aperic182Yeri-1 — (5)aPesr—282Yesi—2 + = — (~D*akp A2y,
A2y, = 0 ise

Ag(Bgyr) =0

Ag(Yer1—ay) =0

AaYr+1 = abgyy

dir. Bu esitligin her iki yanina A, operatoril uygulanirsa,

A%Yepr = abiy,

elde edilir. A2y, = 0 oldugundan, A%y,,; = 0 dir.

AiYev1 = Oise

Ag(Agyes1) =0

Ag(Verz — aYey1) =0

AaYt+z2 = abgYeia

dir. Bu esitligin her iki yanina A, operatdrii uygulanirsa,

A?z)’t+2 = aAéyt+1
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elde edilir. A2y,,; =0 oldugundan, A2y, =0 dir. Bu islemlerin
tekrariyla, prixA3yesr =0 yani A2y, =0 dir. k> 1 i¢in A2y,,; = 0 ise
DgYerz = aBgYesq dir. AZyepo=0ise AgYerz = abgYerr = a*AgYpyq dir ve boyle
devam eder. Genellemeyle, Ay, = a¥ " 1A,ye41 elde ederiz. k > ky igin v, > 0
veya Y, <0 olacak sekilde k, € N segebiliriz. k >k, i¢cin  y, > 0 olsun.
Agyer1 =0 ise  Agyryk, =0 dir  yani  Yeipo41 = AV, <0,  bir
geliskidir. Agyey1 >0 ise  AgVepar, = 2070y <0 dir  ve bodylece
Ve+zko+1 = WVe42k, < 0, bir celiskidir. Agyiy1 <0 ise
AaYitoko+1 = a*0Aqy;4q < 0 dir yani Verzko+2 = @e42ko+1 < 0 olur ki bu da bir
celigkidir. Benzer ¢eliski k > k, icin y, < 0 olmasi durumunda da elde edilir.

Boylece y € X, dir.

y € X, olsun. Bu yiizden her n € N i¢in A%y, # 0 dir. (3.1) denklemi

1

2 —
Aayn+k -
Pn+k

f(n: Yns eees Alé+1yn)
+ 250 (5) @ (Tt (L) D™ Do) A2 3,

olarak yazlabilir. n > n—k + 1 alip yukaridaki esitligin her iki yam A2y, ile

carpilirsa
AZy A2 A2y, f—k+ 1,y gt e, D Vg
Bz Yn+1 = (v ' -
asn “aintl Pn+1 [+ Z?zl (I]() a’ (Zinzl(rjn)(_l)m*-l pn—m+1)Alé+2 mn Yn-k+1
olur. Fark operatoriiniin v. ozelligi geregi AZy, = f;ol (k]_.l) a’ Azﬂ_j Vin—k+1

olarak yazilabildigi g6z dniinde bulundurularak (3.27)’nin ikinci kismindan

f=k+ 1, Yn-k1s o A Ynoiesn

Ay . .
+ Z§=1 (I;) a’ (Z{nﬂ(;n) (_1)m+1 Pn—m+1)Alc§+2_m Yn—k+1

Pn+1

A(ZJLYn Aé)’n+1 = <0

elde edilir. Lemma 2.3’{in bir uygulamasi olarak a™*?A? (Z—Z) a™t3A? (%) <0

yani, a?"*SA? (&) A? (M) <0 dir. a <0 oldugundan, n € N olmak iizere

an an+1
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A? (y”) A? (y”“) > 0 dur. AZ( ) > 0 ise A? (y”“) > 0ve A? (y’”z) > 0dir ve

n+1 n+1 n+2

boyle devam eder. Aym sekilde, AZ (y”) < 0ise A? (y”“) < 0ve A? (y’”z) <0

n+1 n+2

dir ve boyle devam eder. Boylece {AZ( )} ayni isaretlidir. Lemma 2.2°¢ gore

an

{A (y—")} eninde sonunda hep aymi isaretliyse, {%} eninde sonunda hep ayni

isaretlidir. Sonug olarak {y,} salinimlidir, bu bir ¢eliskidir. Bu ylizden y & X, dir.

Boylece (3.1)’ in biitiin ¢éziimleri salinimlidir ve bu teoremin ispatini tamamlar.
Ornek 3.7

a < 0igin

303y = —285yn (3.28)

denklemini ele alalim. (3.1) denklemiyle karsilastirilsa k=1, p, =3 ve
f(, v, Agyn, A2y,) = —2A%y, oldugu goriiliir. Teorem 3.5’in ilk kismindan
A2y, =0 ise, f(N,Vp, MgV A%2y,) = 0 dir. Aym sekilde Teorem 3.5’in ikinci
kosulu k =1 i¢in

A2yy
=2 [ £(1, Y, Dgds A2Y0) + app A2y,

Pn+1

olarak yazilabilir. Buradan
AGyn
R [—20%y, + 3aAyy]

dir. A2y, # 0 ve a < 0 oldugundan dolay1

2+3a

@2y, (E2) <0

sonucuna varilir. Boylece Teorem 3.5’e gore (3.28)’in biitlin  ¢oziimleri

saliimlidir. Ayrica (3.28) fark denkleminin karakteristik denklemi
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A—a)?BA2+R2—-6a)A+3a%?—-2a)=0

i . S n n 3a-2\" .
dir. Boylece verilen denklemin ¢6ziim uzaymin tabani { {a™}, {na },{( 2 ) } dir.

a < 0 oldugu i¢in verilen denklemin biitiin ¢oziimleri salinimlidir.
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