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SEMBOLLER ve KISALTMALAR LIiSTESI

: Reel sayilar kiimesi
: n boyutlu Oklid uzay1

: E" uzayinda birim hizli egri

Ca (S) egrisi boyunca vektor alanlarinin climlesi

Ca (S) egrisinin S—noktasindaki 1. egriligi (egrilik fonksiyonu)

fa (S) egrisinin S— noktasindaki 2. egriligi (burulma fonksiyonu)

! (a, M ) egri-yiizey ikilisinin o (S) noktasindaki normal egriligi

: (a, M ) egri-yiizey ikilisinin a(s) noktasindaki geodezik egriligi

: (a, M) egri-yiizey ikilisinin a(s) noktasindaki geodezik burulmasi
Ca (S) egrisinin Bishop catisina gore S—noktasindaki 1. egriligi

Ca (S) egrisinin Bishop catisina gore S—noktasindaki 2. egriligi

. a(s) egrisinin Darboux vektdrii

Ca (S) egrisinin Frenet ¢atisina gore Fermi-Walker anlaminda Darboux

vektoru

Ca (S) egrisinin Bishop ¢atisina gére Darboux vektorii

: a(s) egrisinin Bishop catisina gore genellestirilmis Fermi-Walker

anlaminda Darboux vektori

: X vektor alaninin Oklid tiirevi



: Levi-Civita konneksiyonu

: X vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi

: X vektor alaninin genellestirilmis Fermi-Walker tiirevi

: X vektor alaninin Fermi turevi

: X vektor alaninin genellestirilmis Fermi tiirevi



OZET

GENELLESTIRILMIiS FERMI-WALKER TUREVI VE GEOMETRIK
UYGULAMALARI

Bu doktora tezinin birinci boliimiinde konuya giris yapilmstir. Ikinci boliimde ¢alismada
gerekli olan temel tanim ve kavramlara yer verilmistir. Daha sonra Fermi-Walker tiirevi ve
genellestirilmis Fermi-Walker tiirevinin tanimi verilmistir. Fermi-Walker paralellik, non-
rotating (donmeyen) cati kavramlari, bu kavramlara bagli olarak genellestirilmis Fermi-
Walker parallelik kavrami verilmis ve genellestirilmis non-rotating (donmeyen) cati

tanimlanmugtir.

Ugiincii boliimde bu doktora tezinin hazirlanmasinda kullanilan materyal ve yontemlerden

bahsedilmistir.

Tezin dordiincti boliimii ti¢ kisma ayrilmistir. Birinci kisimda genellestirilmis Fermi-Walker
tiirevi 3-boyutlu Oklid uzayinda incelenmistir. Oncelikle Oklid uzayinda bir egri boyunca
herhangi bir vektor alaninin genellestirilmis Fermi-Walker paralel olmasi icin gereken
sartlar incelenmis ve Frenet catisinin biitiin egriler boyunca genellestirilmis non-rotating
(donmeyen) c¢at1 oldugu gosterilmistir. Benzer islemler yiizey iizerinde herhangi bir egri
aliarak Darboux ¢atis1 i¢in yapilmistir. Daha sonra egrinin Bishop catisinin genellestirilmis
non-rotating (dénmeyen) ¢ati olup olmadigi incelenmistir. Bulgular béliimiiniin ikinci
kisminda ise oncelikle Fermi tiirevinin tanimindan yola ¢ikilarak genellestirilmis Fermi
tiirevi tammlanmstir. 3-boyutlu Oklid uzayinda herhangi bir yiizey iizerinde egri boyunca
bir vektor alaninin hangi sartlar altinda genellestirilmis Fermi paralel olacagi incelenmistir.
Levi-Civita tlirevi, Fermi tiirevi ve genellestirilmis Fermi tiirevinin ¢akisma durumlari
incelenmistir. Daha sonra 4-boyutlu ve n-boyutlu Oklid uzayinda genellemeler yapilmustir.

Bulgular boliimiiniin son kisminda ise konu ile ilgili 6rneklere yer verilmistir.

Tezin besinci boliimiinde ise ¢alisma sonucunda elde edilen verilerle ilgili degerlendirmeler

yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fermi-Walker tiirevi, genellestirilmis Fermi-Walker tiirevi,
genellestirilmis Fermi-Walker paralellik, genellestirilmis Fermi tiirevi, genellestirilmis non-

rotating (donmeyen) cati, Frenet catisi, Darboux ¢atisi, Bishop catisi, hiperyiizeyler.



ABSTRACT

GENERALIZED FERMI-WALKER DERIVATIVE AND GEOMETRIC
APPLICATIONS

In this doctoral thesis, the introduction of the subject has been given in the first section. Basic
definitions and concepts, which are necessary for the thesis have been given in the second
section. Then the definitions of Fermi-Walker derivative and generalized Fermi-Walker
derivative have been given. By using the concepts of Fermi-Walker parallelism and non-
rotating frame, generalized Fermi-Walker parallelism and generalized non-rotating frame

concepts have been defined.

In the third section, materials and methods which are used for preparation of this doctoral

thesis have been given.

The fourth section has been divided into three parts. In the first part, Fermi-Walker derivative
has investigated in Euclidean 3-space. Initially the conditions of the generalized Fermi-
Walker parallelism of any vector field along any curve are analyzed in Euclidean 3-space. It
has shown that Frenet frame is generalized non-rotating frame along all curves. Similar
operations have been made for Darboux frame considering any curve on any surface. After
that, the conditions of being generalized non-rotating frame has been investigated for Bishop
frame. In the second part, generalized Fermi derivative has been defined along any curve in
the hypersurfaces by using the concept of Fermi derivative. The investigation of the
conditions of generalized Fermi parallelism of any vector field which is along a curve on
any surface in Euclidean 3-space. The conditions of coinciding Levi-Civita derivative, Fermi
derivative and generalized Fermi derivative have been examined. Generalizations have been
given for Euclidean 4-space and Euclidean n-space. In the last part of the fourth section,

examples which are relevant to subject have been given.
In the fifth section of the thesis, the considerations of the results have been given.

Key Words: Fermi-Walker derivative, generalized Fermi-Walker derivative, generalized
Fermi-Walker parallelism, generalized Fermi derivative, generalized non-rotating frame,

Frenet frame, Darboux frame, Bishop frame, hypersurfaces.
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1. GIRIS
Evren gozlem yoluyla somutlagtirilabilir. Fiziksel deneylerde, bir cismin konumunu ve

hareketini incelemek icin cisimle aynmi hareketi yapan bir y gozlemcisinden yararlanilir.

Cismin t zamanindaki hareketinin geometrik yorumlarinin yapilabilmesi i¢in gézlemcinin
hareket ettigi egri boyunca merkezi ve sabit yonleri olan uygun cati se¢imine ihtiyag vardir.

Eger cisim serbest diislis yapiyorsa, ¥ gozlemcisi uzayda Levi-Civita paralellik vasitasiyla

hareket ettirilir. Hizlanan (ivmelenen) cisimler i¢in ise gdzlemcinin hareket ettigi uzayda
artitk Levi-Civita paralellik kullanilamaz. Bu sebeple 1922 yilinda Fermi, hizlanan
gozlemciler igin Fermi tirevini tamimlamistir. Daha sonra Walker 1932 yilinda
hiperylizeyler lizerindeki herhangi bir o egrisi (gézlemcinin lizerinde hareket ettigi egri-
¢izdigi rota) i¢in tanimlanan Fermi tiirevini uzay egrilerine genisleterek Fermi-Walker
tiirevini tanimlamistir. 1973 yilinda iinlii fizik¢i Stephen Hawking ve arkadasi Ellis "The
Large Scale Structure of Spacetime" adli kitaplarinda bu tiirevin uygulamalarini incelemistir.
Bu kaynak Fermi-Walker tiirevinin fiziksel uygulamalardaki karsiligi hakkinda bazi ipuglari
vermektedir, ancak kaynakta derinlemesine bir matematiksel inceleme yapilmamistir. 1989
yilindan sonra Fermi-Walker tiirevi ve Fermi-Walker paralellik kavramlar1 daha kapsamli
sekilde calisilmaya baslanmistir (Benn ve Tucker, 1989; Dandoloff, 1989; Balakrishnan,
2005). Hehl, Lemke ve Mielke 1991 yilinda Fermi-Walker tiirevinin bazi ac¢ilimlarini ele

alarak bu tiirevin uzaysal bir 6teleme oldugundan bahsetmislerdir.

Yapilan caligmalarin birgogunda Fermi-Walker tiirevi fiziksel olarak agiklanmis olup
caligmalarda geometrik yorumlara ¢ok fazla deginilmemistir. Bu nedenle Karakus ve Yayli
2012 ve 2018 yillar1 arasindaki ¢alismalarinda Fermi-Walker tiirevinin geometrik anlamina

deginmislerdir.

Fermi-Walker tiirevi sadece hizlanan goézlemciler icin gegerlidir ve yalmzca egrinin
geodezik olma durumunda Fermi-Walker tiirevi ile Levi-Civita tiirevi ¢akisir. Bu nedenle
hem hizlanan hem hizlanmayan gozlemciler i¢in gecerli olabilecek bir tlirev tanimina ihtiyag
duyulmustur. Buradan yola ¢ikarak 1998 yilinda Manoff Fermi-Walker 6teleme igin bazi
genellestirmeler vermistir. Daha sonra Pripoae 1999 ve 2000 yillarinda yaptigi ¢alismalarda
hem hizlanan (ivmelenen) hem de hizlanmayan (ivmelenmeyen) goézlemciler igin gegerli
olan ve doktora tezinin ana konusu olan genellestirilmis Fermi-Walker tiirevini

tanimlamistir.

Bu doktora tezinde oncelikle temel tanim ve kavramlara yer verilmistir. Fermi-Walker

tirevi, Fermi-Walker paralellik tanimlar1 verildikten sonra genellestirilmis Fermi-Walker



tiirevine gegilmistir. Genellestirilmis Fermi-Walker tiirevinin ii¢ boyutlu Oklid uzayindaki
incelemeleri yapilmistir. Daha sonra Fermi tiirevinin tanimi kullanilarak genellestirilmis
Fermi tiirevi tanimlanmis ve bu tiirevin 3, 4 ve n-boyutlu Oklid uzaylarmdaki

incelemelerine yer verilmistir.



2. GENEL BILGILER
Bu boéliimde tez i¢in gerekli temel tanim ve kavramlara yer verilecektir.
2.1. Temel Tanimlar ve Kavramlar
Tamm 2.1.1. V bostan farkli bir ciimle ve F de bir cisim olsun. V {izerinde toplama ve
skalarla ¢carpma islemleri +:V xV —V, +(X, y) =X+Yy ve -:FxV 5V, -(/1, X) = AX
seklinde tanimlansin. Eger VX,y,z€V ve VA, ueF igin
) (X+Yy)+z=x+(y+2),

i) X+y=y+X,

iii) X+0=X olacak sekilde V ciimlesinin sifir elemani diye adlandirilan bir 0 €V elemani

vardir,

iv) Her bir xeV elemani i¢in X elemaninin + islemine gore tersi diye adlandirilan ve
X+ (—X) =0 esitligini saglayan bir —x €V eleman vardir,

V) A(X+Y)=Ax+2y,

Vi) (A+ p) X = AX+ X,

vii) Z(,ux) = (l,u) X,
viii) 1.x =X olacak sekilde 1€ F vardir,

sartlar1 saglaniyorsa V climlesine F cismi iizerinde vektor uzay: denir. V ciimlesinin

elemanlarina vektorler ve F cisminin elemanlarina da skalerler denir (Sahin, 2012).

Tamm 2.1.2. A bostan farkli bir ciimle ve V, bir K cismi lizerinde vektor uzayr olsun.
Eger asagidaki onermeleri saglayan bir f : Ax A—V fonksiyonu mevcutsa, A ya V ile

birlesen Afin Uzay denir.

i) VP,Q,R e A i¢in

f(P,Q)+ f(QR)=f (P.R)



olmalidir.

i) VPe A ve a€V i¢in

f(P.Q)=«a

olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tanmmm 2.1.3. A reel afin uzay ve A ile birlesen bir vektor uzayr da V olsun.

X=(X1,X2,...,Xn) ve y:(yl,yz,...,yn) olmak iizere, V vektor uzayinda Vx,y eV ig¢in

():VxV >R

(% y) = y)=2 %y,
i=1
seklinde bir i¢ carpim tanimlaniyorsa, A afin uzayina Oklid Uzayi denir ve E" ile gosterilir

(Hacisalihoglu, 2000a).

Tanim 2.1.4. Reel sayilar cismi lizerinde V,,V,, ...,V

.; I' tane vektor uzay1 olsun.
fiV,xV,x.xV, >R
fonksiyonu, 1<i<r i¢in u,,v; €V, ve a,b e R olmak iizere

f (Vi Vi, AU 0V, VeV ) = 8F (Ve Vi U Vi oo Ve ) 0 (Ve Vi, Vi Vi V)

bigiminde tamml1 ise f ye r-lineer fonksiyon denir. Ozel olarak, r =2 ise f ye bilineer

(2-lineer) fonksiyon denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tamm 2.1.5. V, xV, x...xV, den R ye r-lineer fonksiyonlarin ciimlesi

LV VgV R) ={ ] 1V, xV, x..xV, —=e 5 R

29 Vs

olsun. Bu cimlede Vi, f,, feL(V,V,,...V.;R), V(Uu,U,,...,u)eV,xV,x..xV, ve

VA eR igin toplama ve skalarla carpma islemleri sirasiyla,

(f,+f,)(u, Uy, ) = (U Uy, U )+ £, (U Uy, Uy )



(A1) (U Uy,eenstt, ) = 2( F (U Uy, 000U, )

bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda bu ciimle toplama ve skalarla ¢garpma islemlerine gore,
R istiinde bir vektdr uzay1 olur. Bu vektor uzayma, V,",V,,...,V." dual vektdr uzaylarimin

tensorel carpim denir ve
LV, V R)=V"®V, ®..0V,
seklinde gosterilir. V," ®V, ®...®V," tensor uzaymnin her bir elemanina r. dereceden tensoér
denir. O halde, r. dereceden tensor, bir r-lineer fonksiyondur.
V=V, =..=V, =V

oluyorsa V* ®V"* ®...®V" uzayma kovaryant tensor uzay: denir ve T' (V) veya ®'V*

ile gosterilir. Bu uzaym her bir elemanma r. dereceden bir kovaryant tensor veya

kovaryant r -tensor denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Ornek 2.1.6. Bir V vektér uzayinin duali olan V* vektdr uzaymin elemanlari 1. dereceden

kovaryant tensorlerdir. Ciinkii

THV) =V ={f|f:v =R

dir (Hacisalihoglu, 2000a).

Ornek 2.1.7. Bir V reel vektor uzayi iizerinde
(,)1VxV >R

i¢ carpim fonksiyonu bilineer oldugundan 2. dereceden kovaryant tensordiir (Hacisalihoglu,
2000a).

Tanmm 2.1.8. Kovaryant tensor taniminda V yerine V™ alinirsa, V™ iizerinde s-lineer

fonksiyonlarin vektor uzay: elde edilir. Bu sekilde elde edilen
LV V'.LV5R)=VRV®..0V =T(V")

uzayina kontravaryant tensor uzayr denir. Bu uzaymn elemanlarina S. dereceden

kontravaryant tensor veya kontravaryant s-tensor denir (Hacisalihoglu, 2000a).



Ornek 2.1.9. V vektdr uzaymin elemanlari 1. dereceden kontravaryant tensorlerdir. Ciinkii,
THV )=V ={f|f v =R
dir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tanim 2.1.10. Reel sayilar cismi {izerinde n-boyutlu vektor uzay1 V ve bu uzayin duali V*

olsun. Bu durumda
c(vr,v*S;R):{ﬂ foy sy s (re)lineer R}

climlesi Tanim 2.1.5 te verilen toplama ve skalarla ¢arpma islemlerine gore bir vektor

uzayidir. Bu uzaya r . dereceden kovaryant ve s. dereceden kontravaryant tensor uzayi

denir ve T, (V) ile gosterilir. Bu uzaymn elemanlarma da (r,s) tipinde tensér adi verilir
(Hacisalihoglu, 2000a).

Ornek 2.1.11. i¢ ¢arpim fonksiyonu (2, 0) tipinde tensordiir. R nin elemanlari ise (0,0)
tipindeki tensorlerdir. V* i elemanlari (1, 0) tipinde tensorler ve V nin elemanlari ise (0,1)

tipinde tensorlerdir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tammm 2.1.12. X bir ciimle ve X in alt climlelerinin bir koleksiyonu 7 olsun. 7

koleksiyonu

T1) X,Der,
T2) VA, A et = AnAer,

T3) Aer, iel, UA €T,

iel

sartlarin sagliyorsa 7 koleksiyonuna X iizerinde topoloji, (X,7) ikilisine de topolojik

uzay denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tammm 2.1.13. X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. f: X —Y fonksiyonu siirekli,

fonksiyonun f ™ tersi var ve siirekli ise f fonksiyonuna X den Y ye bir homeomorfizm

denir (Hacisalihoglu, 2000a).



Tamim 2.1.14. X bir topolojik uzay olsun. P,Q € X olmak tizere P = Q noktalari igin, X

de, sirast ile, P ve Q noktalarini iginde bulunduran A, ve A, agik alt ctimleleri
A, N A, =D olacak bigimde bulunabiliyorsa X topolojik uzayma Hausdorff uzay: denir

(Hacisalihoglu, 2000a).
Tamim 2.1.15. M bir topolojik uzay olsun. M igin

M1) M bir Hausdorff uzayidir,

M2) M nin her bir agik alt ciimlesi E" e veya E" in bir agik alt climlesine homeomoftur,
M3) M sayilabilir ¢oklukta agik climlelerle ortiilebilir,

onermeleri dogru ise M ye bir n-boyutlu topolojik manifold veya kisaca topolojik n-
manifold denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tamm 2.1.16. M bir topolojik n-manifold ve U da E" in bir agik alt ciimlesi olsun. W,

M nin bir alt cimlesi olmak tizere
v UcE">WcM

seklinde bir w homeomorfizmi tanimlansin. (l//,W) ikilisine M de bir koordinat

komsulugu veya harita denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tamm 2.1.17. E" de bir agik alt ciimle U olmak iizere f:U —R fonksiyonunun K.

mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve bu tiirevler siirekli ise f fonksiyonuna C*

sinifindan diferensiyellenebilir fonksiyon denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tamm 2.1.18. E", n-boyutlu Oklid uzay1 ve R nin irtibatl bir acik alt ciimlesi | olmak
iizere, a:1 =R — E" doniisiimii diferensiyellenebilir ise (1) ciimlesine E" de bir egri

ve t el degiskenine ise egrinin parametresi denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tanim 2.1.19. M, (I ,a) koordinat komsulugu ile verilmis bir egri olmak iizere; Vs e |
icin ||a'(s)||=1 oluyorsa M egrisine (I,a) koordinat komsulugunda birim hizh egri ve

S € | parametresine de egrinin yay parametresi denir (Hacisalihoglu, 2000a).



Tamm 2.1.20. M, (I ,a) koordinat komsulugu ile verilmis bir egri ve y = (a', a’,..., a(r))

sistemi lineer bagimsiz olsun. Bu durumda k > r olacak sekildeki val i¢cin o™ e Sp {1//}
olmak iizere, y den elde edilen {V,,V,,...,V,} ortonormal sistemine, M egrisinin Frenet r-
ayaklhh alan1 ve  VmeM noktast igin {Vl(m),Vz(m),...,Vr (m)} ye ise egrinin M

noktasindaki Frenet r-ayakhsi denir. 1<i<r olmak iizere her bir V; vektoriine Frenet

vektorii denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tanmm 2.1.21. U, R" uzaymnin agik bir alt kiimesi olsun. U nun her bir q noktasina, g

noktasinda bir teget vektor karsilik getiren fonksiyona, U iistiinde bir vektor alam denir

(Sabuncuoglu, 2010).

R" tizerindeki vektor alanlarinin ctimlesi ;((R”) ile gosterilir (Sabuncuoglu, 2010).

Tamm 2.1.22. ;1 cR — E® egrisi S -yay parametreli bir egri olmak iizere, Vs e | igin

egrinin teget vektor alani

ve egrinin binormal vektor alani
B(s)=T(s)AN(s)

olmak iizere, {T,N,B} sistemine Frenet 3-ayaklsi denir. {T,N,B} Frenet 3-ayaklisi

ortonormal bir ¢atidir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tamm 2.1.23. M egrisi (1,a) koordinat komsulugu ile verilsin. s -yay parametresi olmak

tizere, S e | ya karsilik gelen a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi {Vl(s),...,Vr (S)} olsun.

Buna gore

k:l >R, 1<i<r



sk (5)=(V"(5). Via (9))

seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve sel igin
ki (S) reel sayisinada M egrisinin a(s) noktasindaki i-yinci egriligi denir (Hacisalihoglu,

2000a).

Teorem 2.1.24. (I,a) koordinat komsulugu ile M c E" egrisi verilsin. sel yay
parametresi olmak iizere; K (S), o egrisinin a(s) noktasindaki i-yinci egriligi ve

{V,(5),...V, (s)} Frenet r-ayaklisi ise

V,'(s) ==k, (S)Vii(s)+k (s)V,

a(s), 1<i<r
V. '(s)=—k,(s)V,.(9)
olur (Hacisalihoglu, 2000a).

Tamm 2.1.25. ¢, :l cR—>R, 1<i<3 koordinat fonksiyonlari olmak iizere S-yay

parametresi ile verilen

a:lcR—>E?

s> a(s)=(a(s) () a(s))

egrisinin Ol(S) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T, N, B} olsun. Bu durumda,

denklemlerine Frenet formiilleri denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tamm 2.1.26. s -yay parametreli a: 1 < R — E® egrisi igin



ki (s)=x(s)=[er"(s)]

degerine a(s) egrisinin S -noktasindaki egriligi denir (Carmo, 1976).

K, (S) = K‘(S) egriligi, egrinin teget vektorden ne kadar uzaklastigini dlcer (Hacisalihoglu,
2000a).

Tamm 2.1.27. s-yay parametresi ile verilen o:1 R — E® egrisi i¢in a"(s)#0 olmak

B'(s)=—7(s)N(s)

esitligi ile tanimlanan z'(s) sayisina a(s) egrisinin S -noktasindaki burulmasi denir.

k,(s)=7(s) burulmasi, egrinin oskiilator diizlemden ne kadar saptigim Slger

(Hacisalihoglu, 2000a).

Tamm 2.1.28. «:1 cR—E® birim hizli egrisi verilsin. Egrinin {T, N,B} Frenet 3-

ayaklisinin her S aninda, bir eksen etrafinda, ani bir helis hareketi yaptig1 kabul edilir. Bu

eksene egrinin a(s) noktasindaki Darboux (ani donme) ekseni denir. Bu eksenin yon ve

dogrultusunu veren vektor,

W =7T +xB

olup, egrinin () noktasindaki Darboux vektdrii adini alir. Bu vektdr
W=NAN'

esitligiyle bulunur (Hacisalihoglu, 2000a).

Tamim 2.1.29. E" Oklid uzayinda s -yay parametreli o: 1 <R — E" egrisi verilsin. a(s)

egrisinin VS e | noktasindaki burulmast 7(S)=0 ise «(S) egrisine diizlemsel egri denir
g

(Hacisalihoglu, 2000a).

Tanim 2.1.30. o: | cR — E" egrisi i¢gin a"(s) #0 ise a(S) egrisine Frenet egrisi veya

uzay egrisi denir (Kiihnel, 2006).
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Tanmm 2.1.31. f:R" — R bir fonksiyon olmak iizere R" in her bir P noktasinda f

fonksiyonunun her basamaktan kismi tiirevleri varsa f fonksiyonuna C”* smifindandir

veya diizgiin (piiriizsiiz) fonksiyondur, denir (Sabuncuoglu, 2010).

Tamm 2.1.32. ¢:R" > R" dizgin bir fonksiyon ve qeR" olmak iizere
?.q T, (R”)—)Tw(q) (Rm) lineer doniisiimii birebir ise ¢ fonksiyonu g noktasinda

regiilerdir, denir (Sabuncuoglu, 2010).

Tamm 2.1.33. M cR® olsun. VPeM i¢in Pep(U)cM olacak sekilde ¢:U —R®

diizgiin ve regiiler doniisiimii bir homeomorfizm ise M kiimesine, R® uzayinda bir yiizey

denir (Sabuncuoglu, 2010).

Tamm 2.1.34. E", n-boyutlu Oklid uzayinda (n—1) boyutlu yiizeye hiperyiizey denir
(Hacisalihoglu, 2000b).

Tamm 2.1.35. ;| — R" egrisi verilsin. Vt el igin a'(t);tO ise a egrisine regiiler
(diizenli) egri denir (Sabuncuoglu, 2010).

Tamm 2.1.36. Z, M yiizeyi tistiinde birim normal vektdr alani olsun. M yilizeyinin bir p

noktasinda

esitligiyle tammli S, :T) (M) T, (M) fonksiyonuna, M yiizeyinin P noktasinda, Z

birim dik vektor alanina bagli sekil operatorii veya Weingarten doniisiimii denir
(Sabuncuoglu, 2010).

Tammm 2.1.37. M ylizeyinin bir p noktasinda verilen SP:Tp(M)—>Tp(M) lineer

doniistimiiniin 6z degerlerine, p noktasindaki bas (asli) egrilikler denir (Sabuncuoglu,

2010).

Tamm 2.1.38. M yiizeyinin bir p noktasinda verilen SP:Tp(M)—>Tp(M) lineer

dontlistimiintin sifirdan farkli 6z vektorlerine p noktasindaki bas (asli) vektorler veya

egrilik vektorleri denir (Sabuncuoglu, 2010).
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Tamm 2.1.39. M ; E" Oklid uzayinda bir hiperyiizey ve a:1 c R — M regiiler bir egri

osun. Her tel igin @'(t) hiz vektorii, o(t) noktasmda M hiperyiizeyinin bir egrilik

vektorii ise ¢ egrisine, M hiperyiizeyi tizerinde bir e@rilik ¢izgisi denir (Sabuncuoglu,

2010).

Tamim 2.1.40. E™ de M hiperyiizeyi ve bu hiperyiizey iizerinde birim hizl
a:l cR— M egrisi verilsin. @ egrisinin her noktasindaki ivme vektoric M ye ortogonal

ise o egrisine M hiperyiizeyi lizerinde geodezik egri denir (Hacisalihoglu, 2000D).

Tamm 2.1.41. v, #0 ve <S(up),up>:0 ise v, vektoriine, p noktasinda bir asimptotik

vektor denir (Sabuncuoglu, 2010).

Tamm 2.1.42. M ; E" Oklid uzayinda bir hiperyiizey ve a:l cR—>M regiiler bir egri

olsun. Her tel igin a'(t) hiz vektorti, a(t) noktasinda M hiperyiizeyinin bir asimptotik

vektorii ise « egrisine, M hiperyiizeyi iizerinde asimptotik egri denir (Sabuncuoglu,
2010).

Tammm 2.1.43. M bir diferensiyellenebilir C* manifold olsun. M den R ye C~
fonksiyonlarin uzayr C*(M,R) ve M deki C* vektor alanlarinin uzayr ¥ (M) olmak

tizere, M iizerinde
g :Z(M)xz(M)—)Cw(M,R)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik ve 2-lineer g Riemann metrigi ile birlikte M ye bir

Riemann manifoldu denir ve (M : g) ile gosterilir (Kobayashi ve Nomizu, 1996).

Tamim 2.1.44. M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M deki C* vektor

alanlarinin uzayi )((l\/l) olsun. Bu durumda,
Viz(M)xxy(M)—2s 4 (M)
(X,Y)>V(X,Y)=V,Y

doniisimi, VX,Y,Z e;((M) ve Vf,g eCw(M,R) icin
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i)V, (Y+Z)=V,Y+V,Z
i) Voo Z=1(V4Z)+9(V,2)
i) V, (FY)=f(V,Y)+X(f)Y

Ozelliklerini saglhiyorsa V ya M iizerinde bir Afin Konneksiyon denir (Hacisalihoglu,
2000Db).

Tamm 2.1.45. (M, g) n-boyutlu Riemann manifoldu ve V da M iizerinde tanimli bir afin

konneksiyon olsun. Bu durumda VvX,Y,Z e;((M) igin
i) V,Y -V, X =[X,Y]
i) Xg(Y,Z)zg(VXY,Z)Jrg(Y,VXZ)

sartlarin1 sagliyorsa V ya M iizerinde sifir torsiyonlu Riemann Konneksiyonu ya da M

nin Levi-Civita Konneksiyonu denir (Hacisalihoglu, 2000b).

Tanmm 2.1.46. E" de tanimli & egrisinin V Levi-Civita konneksiyonuna gore egrilikleri

K, (13 i< n) ve {Vl, ...,Vn_l} tanjant uzaymin Levi-Civita tiirevleri VViV. olmak tizere

ViV, =k, (5)V,(s)

ViV =k (S)Viy (8)+ki ()Viy(s), 1<i<r
ViV, ==k (5)V,4(8)

olur (Hacisalihoglu, 2000b; Monterde, 2007).

Tanmm 2.1.47. M, E" de bir ylizey ve a: | =R — M ise bu yiizey lizerinde bir egri olsun.

o . N ..
o nin teget vektor alam T = H ve yiizeyin birim normal vektor alan1 n olmak tlizere Y
a

vektor alani

Y=nAT
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seklinde tanimlansin. Bu durumda {T (s).Y(s).n (s)} kiimesi, Ta(S)E" uzayinin ortonormal

bir catist olur. Bu ¢atiya (a, M) egri-yiizey ikilisinin ¢atis1 veya Darboux catis1 denir

(Gray ve ark., 2006; Sabuncuoglu, 2010).

Tanim 2.148. «: |1 c R — M birim hizli bir egri olsun.

i (5)={r"(s).n(5))

esitligiyle verilen «, (S) sayisina, (0:, M) egri-ylizey ikilisinin a(s) noktasindaki normal
egriligi denir (Gray ve ark., 2006; Sabuncuoglu, 2010).

Tanmim 2.1.49. 1| c R — M birim hizli bir egri olmak tizere

55 (s)=(a"(s),Y (s))

esitligiyle verilen & (S) sayisina, (a, M ) egri-ylizey ikilisinin a(s) noktasindaki geodezik
egriligi denir (Gray ve ark., 2006; Sabuncuoglu, 2010).

Tanmim 2.1.50. : | c R — M birim hizl bir egri olsun.

esitligiyle verilen t, (S) sayisina, (a, M) egri-ylizey ikilisinin a(s) noktasindaki geodezik
burulmasi denir (Gray ve ark., 2006; Sabuncuoglu, 2010).

Tanim 2.1.51. a:lcR—>M birim hizh bir egri olsun. «, (S), K, (S) ve ft (S)
fonksiyonlarma, (o,M) egri-yiizey ikilisinin egrilikleri denir (Gray ve ark., 2006;
Sabuncuoglu, 2010).

Teorem 2.1.52. @11 R —M birim hizl bir egri olsun. {T(s),Y (s),n(s)}, (a,M) egri-
yiizey ikilisinin ¢atis1 ve «, (S) K, (S) ve t, (S) egri-ylizey ikilisinin egrilikleri olmak lizere

T, Y ve n vektor alanlarinin tiirevleri
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seklindedir (Sabuncuoglu, 2010).

Teorem 2.1.53. E® Oklid uzayinda M yiizeyi iizerinde birim hizh a: 1 c R — M egrisi

verilsin. Egrinin {T, N, B} Frenet ¢atis1 ve {T,Y, n} Darboux ¢atisi arasindaki iliski

T 1 0 o ||T
N|{={0 cosy siny|lY
B 0 —siny cosy||n

seklindedir. Burada y, yiizeyin birim normal vektor alan1 n ile egrinin binormal vektor alani

B arasindaki agidir. Ayrica K(S) ve T(S), sirasiyla, egrinin egrilik ve burulmasi olmak
lizere (a, M ) egri-yiizey ikilisinin egrilikleri i¢cin
K, (s)=x(s)siny

K,(s)=x(s)cosy

esitlikleri saglanir (Sabuncuoglu, 2010).

Tamm 2.1.54. E® Oklid uzaymda a:1 < R — E? birim hizli egri ve « (S) egrisinin teget

vektor alan1 T olsun.
<T’ N1> :<T’ N2> :<N1’ N2> =0

sartini saglayan vektor alanlart N, ve N, =T AN, olmakiizere T, N,, N, vektor alanlar

hareketli « egrisi boyunca ortonormal bir ¢ati olusturur. Bu {T, N,, Nz} catisina Bishop

catis1 denir (Bishop, 1975).

Teorem 2.1.55. E® Oklid uzaymnda birim hizh a:1 c R —> E® egrisi verilsin. Egrinin

{T, N,B} Frenet gatis1 ve {T, N,, Nz} Bishop c¢atisi arasindaki iligki
1 0 0o ||T

T
N|=|0 cos¢ sing|| N,
B 0 —sing cos¢ || N,
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seklindedir. Burada ¢, N ile N, arasindaki acidir. T, N, ve N, vektdr alanlarinin

tirevleri

seklindedir. Burada kl(s) ve Kk, (S), a(s) egrisinin Bishop catisina gore egrilik

fonksiyonlaridir. Ayrica & (s) ve 7(s), sirastyla, egrinin egrilik ve burulmasi olmak iizere
k,(s)=x(s)cosg,

k,(s)=x(s)sing,

(5)='(5)

esitlikleri saglanir (Bishop, 1975).

Tamm 2.1.56. (), s-yay parametreli bir uzay egrisi olsun. c(s) egrisi boyunca

d—T:ZU/\T
ds
%ZZD'/\ N,
ds
%=ZD'/\N2
ds

esitlikleriyle taniml1
@ =-kK,N, +kN,

vektorine {T,N;,N,} Bishop catisina gdre Darboux vektorii denir (Bukcu ve Karacan,

2008; Hanson ve Ma, 1995a; Hanson ve Ma, 1995b; Selig 2007).
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Tamm 2.1.57. E" Oklid uzayinda s-yay parametreli o:1 R — E" egrisi verilsin. «

boyunca bir X vektdr alaninin Oklid tiirevi cii_x olmak iizere
S

X=—"o=0
ds

oluyorsa X vektor alanina o egrisi boyunca Oklid anlaminda paraleldir, denir
(Hacisalihoglu, 2000Db).

Tanmim 2.1.58. M, E™ de bir hiperyiizey ve a1 1 c R — M egrisi M {izerinde parametrik
bir egri olsun. X , @ boyunca M hiperylizeyine teget olan bir vektor alan1 ve X vektor

alaninin Oklid tiirevi X olmak iizere

X (1) =X (0)~(X (1), N ()N (a ()

tirevine X vektor alaninin Levi-Civita tiirevi veya kovaryant tiirevi denir. Burada t € |

egrinin parametresi ve N hiperyiizeyin birim normal vektor alanidir (Hacisalihoglu, 2000b).

Tamm 2.1.59. M, E"™ de bir hiperyiizey ve M iizerinde bir parametre egrisi
a1 cR—M olsun. ¢ boyunca M hiperyiizeyine teget olan bir X vektor alaninin Levi-

Civita tiirevi X ' olmak lizere
X'(t)=0
ise X vektor alanina Levi-Civita anlaminda paraleldir, denir (Hacisalihoglu, 2000b).

2.2. Genellestirilmis Fermi-Walker Tiirevi

Bir cismin konumu ve hareketi tiirev kavramiyla agiklanir. M bir hiperylizey ve o : | - M

parametrik egri ve Vt el igin X (t), tanjant uzayinin bir eleman1 olmak tlizere X vektor

alaninmn X =((jj—>< Oklid tiirevi genellikle M ye teget degildir. Bu nedenle serbest diisiis
S

yapan cisimlerin hareketini incelemek igin X (t) nin tanjant uzaya ortogonal izdiisimii
alarak elde edilen Levi-Civita tiirevi tanimlanmistir. Ancak Levi-Civita tiirevi sadece
serbest diisiis yapan cisimlerin hareketini incelediginden hizlanan cisimlerin hareketini

aciklamada yetersiz kalmistir. Bu nedenle hiperyiizeyler iizerinde cisimlerin hareketini

acgiklamak i¢in Fermi tiirevi tanimlanmustr.
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Tamm 2.2.1. E™" de M hiperyiizeyi iizerinde «:1 <R —>M birim hizli egrisi verilsin.

X, a boyunca ylizeye teget ve her yerde a egrisine dik bir vektor alani olsun. V, M nin

Levi-Civita konneksiyonu olmak tizere

%:VTX—WTX,T)T (2.1)

seklinde taniml 55_X tirevine X vektor alaninin Fermi tiirevi denir (Thorpe, 1979).
S

1922 yilinda yiizey tizerindeki egriler boyunca tanimlanan Fermi tiirevi 1932 yilinda Walker

tarafindan uzay egrilerine genisletilmistir.

Tanmm 2.2.2. a: 1 cR — E", s-yay parametreli bir egri ve X , & egrisi boyunca herhangi

bir vektor alani olsun. O halde T :c(jj—a egrinin teget vektor alam1 ve V, Riemann
S

konneksiyonu olmak iizere
Vi X =V X =(T,X)V,T+(V,T,X)T (2.2)
seklinde taniml1 V tiirevine Fermi-Walker tiirevi denir (Benn ve Tucker, 1989).

Tamm 2.2.3. X , o($) birim hizli uzay egrisi boyunca herhangi bir vektér alani olsun. Eger

X vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi
V. X =0

oluyorsa X vektor alanina «(S) egrisi boyunca Fermi-Walker anlaminda paraleldir,

denir (Benn ve Tucker, 1989).

Tamm 2.2.4. a(s), S -yay parametreli bir uzay egrisi olsun. & egrisi boyunca U , V ve

W ortonormal vektorler olmak lizere

V.U =0,
V.V =0,
V.W =0
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ise bu vektorlerin olusturdugu {U ,V,W} catisina non-rotating (donmeyen) ¢at1 denir

(Balakrishnan, 2005).

Tamm 2.2.5. o (S) , S-yay parametreli bir uzay egrisi olsun. « (S) egrisi boyunca

V,:T =0*AT,
V:N=w*AN,
V.B=w*AB

esitlikleriyle tanimli
o*=7T

vektoriine {T,N,B} Frenet catisma gore Fermi-Walker anlaminda Darboux vektorii

denir (Karakus ve Yayli, 2012).

Sabit yonleri tanimlamak igin bir & egrisi boyunca tanjant uzaylar arasinda izometri olan
Fermi-Walker tiirevi sadece hizlanan cisimler igin gegerli olup, yalnizca a nin geodezik
olma durumunda Levi-Civita tiirevine esittir Sachs ve Wu, 1972; Weinberg, 1972; Pripoae,
1999; Pripoae, 2000). Ancak Fermi-Walker tiirevi hem hizlanan hem de hizlanmayan
cisimlerin hareketinin agiklanmasinda yetersiz kalmistir. Bu nedenle bu tiirev genellenerek

genellestirilmis Fermi-Walker tiirevi tanimlanmugtir.

2012 yilinda Karakus ve Yayli tarafindan V koneksiyonu ile verilen Fermi-Walker

koneksiyonu bundan sonraki kisimlarda VO ile gosterilecektir.

Tamm 2.25. a:1 cR—E", s-yay parametreli bir egri ve X € y,, a egrisi boyunca

herhangi vektor alani olsun. V' Riemann konneksiyonu ve A, (l,l) tensor alan1 olmak iizere
Vo X =V, X =(T,X)V,T+(V,T,X)T+A(X) (2.3)
(A(2),T)=0,Z¢€y, (2.4)

seklinde (2.3)-(2.4) denklemleriyle tanimli V tiirevine genellestirilmis Fermi-Walker
tiirevi denir (Pripoae, 2000).
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Goriildiigii gibi (2.3) denklemi Fermi-Walker tiirevi cinsinden
VX =ViX +A(X) (2.5)
seklinde ifade edilir.

Tamm 2.2.6. X, a(s) birim hizli egrisi boyunca herhangi bir vektor alan1 olsun. Eger X

vektor alaninin genellestirilmis Fermi-Walker tlirevi
V. X =0

oluyorsa X vektor alanina «(S) egrisi boyunca genellestirilmis Fermi-Walker

anlaminda paraleldir, denir (Pripoae, 1999).

Tanim 2.2.7. a(S), S -yay parametreli bir uzay egrisi olsun. « egrisi boyunca U , V ve

W ortonormal vektorler olmak lizere

V.U =0,
V.V =0,
V.W =0

ise bu vektorlerin olusturdugu {U ,V,W} catisina genellestirilmis Fermi-Walker tiirevine

goére non-rotating (donmeyen) cati veya kisaca genellestirilmis non-rotating (donmeyen)

cati denir.

Tamm 2.2.8. a(s), S -yay parametreli bir uzay egrisi olsun. {T, N,, Nz} , a(s) egrisinin

Bishop catisi ve A, (1, 1) tensor alani olmak iizere

V,T =@*AT
V:N, =@*AN,
V:N, =@* AN,

esitlikleriyle taniml1
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=N, AA(N,)
vektoriine {T,N;,N,} Bishop catisia gore genellestirilmis Fermi-Walker anlaminda

Darboux vektorii denir.

Genellestirilmis Fermi-Walker tiirevi hem hizlanan hem de hizlanmayan cisimler i¢in gegerli
oldugundan Fermi-Walker tiirevinin daha genel halidir. Bir gozlemcinin hareketinin

yorumlanabilmesi i¢in bu tiirevin incelenmesi 6nemlidir.

21



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu tez ¢alismasinda oncelikle kaynak taramasi yapilmis, gerekli tanimlar ve kavramlar
verilmistir. Daha sonra bu temel tanim ve kavramlar baz alinarak ¢alismanin esas konusuyla
ilgili teoremler verilmistir. Bir vektor alaninin hangi kosullar altinda genellestirilmis Fermi-
Walker paralel olacagi belirlenmistir. Oklid uzayindaki Frenet, Darboux ve Bishop
catilarinin  hangi durumlarda genellestirilmis non-rotating (donmeyen) c¢att oldugu
ispatlanmistir. Benzer islemler genellestirilmis Fermi tiirevi i¢in tekrarlanmistir. Daha sonra

elde edilen bulgular Microsoft Office ve MathType programlari yardimiyla yazilmistir.

22



4. BULGULAR

Bu boliimde, temel tanim ve kavramlardan yararlanilarak elde edilen ve bu doktora tezinin

ana konusunu teskil eden bulgulara yer verilecektir.
4.1. Genellestirilmis Fermi-Walker Tiirevi ve Non-rotating (donmeyen) Cati

Bu béliimde genellestirilmis Fermi-Walker tiirevi, 3-boyutlu Oklid uzayinda ele almacaktr.
Once herhangi bir uzay egrisi boyunca herhangi bir vektdr alaninin genellestirilmis Fermi-
Walker paralelligi Frenet catisi ile birlikte degerlendirilecek ve Frenet ¢atisinin hangi sartlar
altinda genellestirilmis non-rotating (donmeyen) ¢at1 olacagi belirlenecektir. Daha sonra bir
yiizey tizerindeki herhangi bir egri boyunca bir vektor alaninin genellestirilmis Fermi-
Walker tiirevi bu kez egri-yiizey ¢atis1 yardimiyla verilecektir. Darboux ¢atisinin hangi
egriler boyunca genellestirilmis non-rotating (ddnmeyen) ¢at1 olacagi incelenecektir. Benzer

islemler uzay egrileri boyunca bu kez Bishop catis1 g6z oniine alinarak tekrarlanacaktir.
4.1.1. Frenet Catis1 ve Genellestirilmis Fermi-Walker Tiirevi

Bu kisimda egrinin Frenet catisinin genellestirilmis Fermi-Walker tlirevine gore degisimi

incelenecektir.

Lemma 4.1.1.1. a(s) , birim hizli uzay egrisi ve X, a(s) egrisi boyunca herhangi bir

vektor alani olsun. X vektor alaninin egri boyunca genellestirilmis Fermi-Walker tiirevi
V. X =V, X +x(X AB)+A(X) (4.1)

seklinde elde edilir.

Ispat: (2.3) denkleminden

Vi X =V X =(T,X)V,T+(V,T,X)T +A(X),
Vi X =V X =(T, X )N +{xN, X)T +A(X),
Ve X =V X = (T, X)N=(N,X)T ]+ A(X),
V. X =V, X +x(X AB)+A(X),

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
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Teorem 4.1.1.2. a(S), birim hizli uzay egrisi olsun. A, 4,, 4, diferensiyellenebilir

fonksiyonlar olmak tizere X =AT +A4,N+A4,B vektor alaninin genellestirilmis Fermi-

Walker paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A(X):{%T +£dd—282—rﬂng +((L—i3+r@j8}

olmasidir.

Ispat: (4.1) denkleminde X =AT +4,N + 4,B vektér alan1 yerine yazilirsa

Vi X =V (AT + N+ 4,B)+ x| (AT + LN + 4,B) AB |+ A(X),

~ d d d
V. X = dﬂ;T-l- dﬂs? N + dﬂsgB+21VTT+/12VTN+23VTB

+ic[ (AT + LN + A4,B) AB |+ A(X),

bulunur. Bu esitlikte Frenet vektor alanlarmin tiirevleri yazilip gerekli diizenlemeler

yapilirsa

~ d d d
vV, X :d_/;lT +[d—iz—rﬂst+(d—i3+rﬂ2jB+A(X)

elde edilir. X vektor alan1 genellestirilmis Fermi-Walker paralel ise

A(X):{d—ﬂlT +(dd—/12—z%3jN +(c:j—i3+rﬂ,zj8}

ds
olmalidir.
Diger yandan

d4, d4, d,
A(X)=—| —T +| —— N+| — B
%) {ds +(ds ’ﬂs) J{ds %”

olmasi durumunda

VX =0
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elde edilir.

Sonu¢ 4.1.1.3. a(S), birim hizh uzay egrisi olsun. 4, 4,, 4, sabitler olmak iizere

X=AT+4,N+A4B vektor alaninin genellestirilmis Fermi-Walker paralel olmasi i¢in

gerek ve yeter sart
A( X ) = z'( X AT )
olmasidir.

Ispat: (4.1) denkleminden

Vi X =4V, T+ VN + AV B+« (AT + N+ 4,B)AB |+ A(X)
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

V. X =—tA,N +24,B + A(X)

oldugu goriiliir. X , genellestirilmis Fermi-Walker paralel olsun. Bu taktirde
A(X)=74,N —71,B

olmalidir. Bu esitlik diizenlenirse

A(X)=7[ 4 (T AT)+ 4L (NAT)+ 4 (BAT)],

A(X)=z[ (AT + LN+ 4,B)AT ],

A(X)=7(X AT)

elde edilir.

Tersine A(X)=7(X AT) olsun. Bu durumda (4.1) denklemi diizenlenerek A(X ) yerine

yazilirsa

V. X ==tAN +74,B+7(X AT)

ViX =—tAN+24,B+7[ (AT + LN+ 4,B)AT |,
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VX =—tA,N+24,B—7,B+,N,
V. X =0
bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 4.1.1.4. Ot(S) birim hizli uzay egrisi; A(X)zr(X /\T); A, A, A, sabitler ve
X=AT+ AN+ 4B egri boyunca bir vektor alani olmak iizere X vektdr alani biitiin

egriler boyunca genellestirilmis Fermi-Walker paraleldir.

ispat: A, 4, 4, sabitler ve A(X)=7(XAT) olmak iizere X vektor alamnmn

genellestirilmis Fermi-Walker tlirevi
V. X ==tAN +74,B+7(X AT)
oldugundan

V. X=0

bulunur. Buna gore, X vektor alani biitiin egriler boyunca genellestirilmis Fermi-Walker

paraleldir.

Sonu¢ 4.1.1.5. A(x):r(x /\T) olmak tizere {T, N,B} Frenet catis1 biitiin egriler

boyunca genellestirilmis non-rotating (donmeyen) gatidir.

Ispat: (4.1) denkleminden yola ¢ikilarak {T, N, B} Frenet vektorleri igin, sirasiyla,

ViT =V, T+x(T AB)+2(T AT),

ViN=V.N+x(NAB)+7(NAT),

V;B=V,B+x(BAB)+7(BAT)

genellestirilmis Fermi-Walker tiirevleri elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa
V.T=«N-«xN,

V;N =—«T +7B+&T —7B,
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V;B=-zN+7N

elde edilir. Boylece

V.T =0,
V.N=0,
V.B=0

bulunur. O halde {T, N, B} Frenet ¢atisi biitiin egriler boyunca genellestirilmis non-rotating

(donmeyen) catidir.

Karakus ve Yayl tarafindan 2012 yilinda yapilan ¢alismaya gore gosterilmistir ki {T N, B}

Frenet catisi yalnizca diizlemsel egriler boyunca non-rotating (donmeyen) ¢atidir. Asagidaki
uyari, Fermi-Walker tiirevi ile genellestirilmis Fermi-Walker tiirevi kiyaslanmasi agisindan

Onem tasimaktadir.

Uyan 4.1.1.7. {T, N, B} Frenet catis1 egri boyunca bir non-rotating (donmeyen) cati ise,

{T, N, B} Frenet ¢atis1 egri boyunca genellestirilmis non-rotating (dénmeyen) catidir. Bu

ifadenin tersi dogru degildir.
4.1.2. Darboux Catisi ve Genellestirilmis Fermi-Walker Tiirevi

Bu boéliimde Darboux catisinin genellestirilmis Fermi-Walker tiirevine gore incelemesi

verilecektir.

Lemma 4.1.2.1. M, E® te herhangi bir yiizey ve .1 —> M yiizey iizerinde herhangi bir
egri olsun. {T,Y,n} Darboux ¢atis1 ve 0{(8) egrisi boyunca herhangi bir vektor alan1 X

olmak tizere, X vektor alaninin genellestirilmis Fermi-Walker tiirevi

Vi X =ViX+X A(rn-Y)+A(X) (4.2)
seklinde ifade edilir.

ispat: VX =V, X —(T,X)V,T+(V,T,X)T +A(X)

genellestirilmis Fermi-Walker tlirevi vektorel carpimla yeniden diizenlenirse
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Vi X =V X+ X A(TAVT)+A(X),
elde edilir.

VT =x,Y +x,n

degeri yazilirsa

Vi X =ViX+X A(rn-xY)+A(X)
elde edilir.

Teorem 4.122. a:l—>M, s-yay parametreli bir egri olsun. A, 4,, 4
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere X =AT +AY +4,n vektdr alaninin egri

boyunca genellestirilmis Fermi-Walker paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart

A(X)=- [Z?T (dﬂ? rzgjw(—ﬂut,zzj}

olmasidir. Burada t, egrinin geodezik burulmasidir.

Ispat: X = AT + Y +A,n vektdr alan1 egri boyunca genellestirilmis Fermi-Walker paralel

olsun. X vektor alani (4.2) denkleminde yerine yazilirsa

VX = Vo (AT +AY +250) + | (AT + Y + 4n) A0 =Y ) |+ A(X),

S di . d4,,, d4
V. X=—T+—2Y n+AV,T V.Y v.n
T ds & ds FAVIT +AVIY 4,

+16, [ (AT + Y + 0 An =i, [ (AT +A4Y + ) AY |+ A(X

bulunur. Bu esitlikte Darboux vektor alanlarinin tiirevleri yerine yazilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa

V. X ddﬂlT (di? tzgjv+(ddi3+tr22Jn+A(x)

elde edilir. V. X =0 oldugundan
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A(X)= —{d—ﬂiT (dd}: —t XSJY +(C:j—ig+trﬂzjn}

ds
bulunur.
Ote yandan
A(X)=- [Zﬂ;T +(dﬂ? rﬂg)Y +( dﬂ; +trﬂzjn}

olsun. Bu durumda A(X), genellestirilmis Fermi-Walker tiirevinde yerine yazilip gerekli
diizenlemeler yapilirsa

VX =V X +X A(Kgn—KnY)—|:cjj—i1T {dd/lz ﬂan +(dd23 t ﬂy) }

5 A4 (d4, da, Ao (44 d4,
V. X o —T +( & trﬂng +( +t ZQJ [ & [ & ﬂqu +[E+tr%jn}
elde edilir. Buradan

VX =0

bulunur.

Sonu¢ 4.1.2.3. a:l —M birim hizli bir egri olsun. A, 4,, 4, sabitler olmak iizere
X=AT+AY +24,n vektor alaninin egri boyunca genellestirilmis Fermi-Walker paralel

olmasi i¢in gerek ve yeter sart
A(X):tr(X /\T)

olmasidir.

Ispat: X = AT +A4Y + 4,0 vektdr alan1 egri boyunca genellestirilmis Fermi-Walker paralel

olsun. Bu durumda (4.2) denkleminden
Vi X =V X+ X A(x,n-rY )+ A(X),

VeX =V (AT +AY + 40+ | (AT +4Y +An) A(in=xY ) |+ A(X),
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VX = AV, T+ AV.Y + 4V.n+x, [ (AT +4Y + 4n)An ]
i, [ (AT +4Y + ) AY [+ A(X),

elde edilir. Bu denklemde Darboux vektor alanlarinin tiirevleri yazilip gerekli diizenlemeler

yapilirsa
Vi X =-tAY +t.,n+A(X)
elde edilir. V. X =0 oldugundan
A(X)=t.A4Y —t.A,n
bulunur. Buradan
AX) =t [A(TAT)+ 24 (Y AT)+ A (nAT)],
A(X) =t [(AT +AY +4n) AT ],
A(X)=t,(X AT)

bulunur.

Ote yandan A(X)=t,(X AT) olsun. Bu durumda (4.2) denkleminde gerekli diizenlemeler
yapilirsa

Vi X ==t AY +t AN+t (X AT)

denklemi elde edilir. Buradan

VX =0

oldugu gortiliir.

Sonug 4.1.2.4. a:1 —>M birim hizli egri; A(X)=t (X AT); 4, 4,, 4, sabitler ve

X =AT + Y + 4N egri boyunca bir vektor alani olmak lizere X vektor alani biitiin egriler

boyunca genellestirilmis Fermi-Walker paraleldir.

ispat: A(X)=t,(X AT) ve 4, 4, 4, sabitler olmak iizere (4.2) denkleminden
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Vi X ==t AY +t A0+t (X AT)
olup

V. X =0

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 4.1.2.5. A(X)ztr(X /\T) olmak tizere {T,Y,n} Darboux ¢atis1 biitiin egriler

boyunca genellestirilmis non-rotating (donmeyen) ¢atidir.

ispat: (4.2) denkleminden yola gikilarak {T,Y,n} Darboux vektérleri igin
ViT =V, T+T A(x,n-xY )+ A(T),

ViY = V.Y +Y A (rn=xY )+ A(Y),

Vin=Vin+na(xn-xY)+A(n)

yazilir. Buradan T, Y ve n vektor alanlarinin tiirevleri yazilarak gerekli islemler yapilirsa

V,T =0,
V.Y =0,
V.n=0

oldugu goriilir. O halde A(X):tr(x /\T) olmak {izere {T,Y,n} Darboux ¢atist egri

boyunca genellestirilmis non-rotating (donmeyen) catidir.

2012 yilinda Karakus ve Yayl tarafindan yapilan caligmada {T,Y,n} Darboux c¢atisinin

yalnizca egrilik ¢izgisi boyunca non-rotating (déonmeyen) ¢at1 oldugu gosterilmistir. Bu

durumda agagidaki kiyaslamay1 vermek isabetli olacaktir.

Uyar 4.1.2.6. {T,Y,n} Darboux ¢atis1 egri boyunca non-rotating (ddnmeyen) bir cati ise,

{T,Y,n} Darboux c¢atis1 genellestirilmis non-rotating (donmeyen) c¢atidir. Tersi dogru

degildir.
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4.1.3. Bishop Catis1 ve Genellestirilmis Fermi-Walker Tiirevi

Bu béliimde herhangi bir uzay egrisi boyunca vektor alaninin genellestirilmis Fermi-Walker
tiirevi egrinin Bishop ¢atis1 yardimiyla incelenecektir. Daha sonra Bishop ¢atisinin hangi

egriler boyunca genellestirilmis non-rotating (ddnmeyen) ¢at1 olacagi verilecektir.

Lemma 4.1.3.1. a(s) , birim hizl1 uzay egrisi ve X, bu egri boyunca herhangi bir vektor

alan1 olsun. {T,Nl, NZ} Bishop c¢atis1 olmak ilizere X vektor alaninin egri boyunca

genellestirilmis Fermi-Walker tiirevi
Vi X =V X+ X ra@+A(X) (4.3)

seklinde ifade edilir. Burada @ egrinin Bishop c¢atisina gére Darboux vektorii, k; ve k,

egrinin Bishop atisina gore egrilikleridir.
ispat: Genellestirilmis Fermi-Walker tiirevinden

VX =V X =(T, X)WV, T +(V,T,X)T +A(X),

VX =V X (T, X) (KN, +K,N, )+ (kN +k,N,, X)T +A(X),
Vi X =V X +k[(N AT)AX =K [ (N, AT)AX [+ A(X),
VX =V, X +k (X AN, )=k, (X AN, )+A(X),

V. X =V X+ X A(kN,—Kk,N, )+ A(X)

olup

@ =-kK,N, +kN,

oldugundan

VX =V X+ X ra@+A(X)

elde edilir.
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Teorem 4.1.3.2. {T, N,, N2} Bishop c¢atist, a(S) birim hizli bir egri ve A(X ) :T(X /\T)

olsun. 4, 4,, 4, sabitler olmak iizere Ol(S) egrisi diizlemsel egriise X = AT + AN, + LN,

vektor alani egri boyunca genellestirilmis Fermi-Walker paraleldir.

ispat: (4.3) denkleminde X = AT +4,N, + 4N, vektor alam yerine yazilirsa
6TX =V, (ﬂlT +/12N1+/13N2)+ ki(—ﬂiN1+/12T)—k2 (ﬂLlN2 —ﬂ,sT)+ A(X)
olup buradan

V. X =7(X AT)

elde edilir. a(S) egrisi diizlemsel bir egri oldugundan

V. X =0

bulunur.

Sonug 4.1.3.3. A(X)=7(X AT) olmak iizere {T, N, Nz} Bishop catisi diizlemsel egriler

boyunca genellestirilmis non-rotating (ddnmeyen) catidir.

ispat: A(X ) = T(X /\T) olmak tizere Teorem 4.1.3.2. den

V.T=A(T),
ViN; =A(N,),
V:N, =A(N,)

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Karakus ve Yayli, “On the Fermi-Walker derivative and non-rotating frame” isimli

caligmalarinda {T, N,, NZ} Bishop ¢atisinin biitiin egriler boyunca non-rotating (dénmeyen)

cat1 oldugunu ispatlamislardir. O halde Bishop catis1 i¢in asagidaki tespit dogrudur.

Uyan 4.1.3.4. {T,Nl,NZ} Bishop catis1 egri boyunca genellestirilmis non-rotating
(donmeyen) cati ise, {T,Nl, NZ} Bishop c¢atisi egri boyunca non-rotating (donmeyen)

catidir. Bu ifadenin tersi dogru degildir.
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Sonuc 4.1.3.5. a: 1 = R — E® birim hizli egrisi verilsin. A(X ) = z'(X /\T) olmak tizere

Bishop catisina gore genellestirilmis Fermi-Walker anlaminda Darboux vektorii

seklinde verilir. Burada 7(s) egrinin burulma fonksiyonudur.

Ispat: Tanim 2.2.8 den Bishop catisina gore genellestirilmis Fermi-Walker anlaminda

Darboux vektori
@*=N, A A( Nl)

oldugundan

elde edilir.

Sonu¢ 4.1.3.6. A( X ) = T( X /\T) olmak tizere @*=-7T genellestirilmis Fermi-Walker
anlaminda Darboux vektdriiniin genellestirilmis Fermi-Walker paralel olmasi i¢in gerek ve

yeter sart T(S) in sabit olmasidir.
Ispat: (4.3) denkleminden k, ve k, egrinin Bishop catisina gore egrilikleri olmak iizere

V@ =V % +k (@AN,) =K, (@AN,)+A(&),

V. 6" = —%T —T?j—l--f- KN, +Kk,7N,,
V,@* = —%T —7 (KN, +k,N, )+ k7N, +k,7N,
¥,a7=-90T

ds

elde edilir. O halde V,@&*=0 olmas i¢in gerek ve yeter kosul 7(s)=sabit olmasidir.
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4.2. Genellestirilmis Fermi Tiirevi

Serbest diisiis yapan cisimlerin hareketi Levi-Civita tiirevi ile agiklanmaktadir. Bir vektor
alaninin Oklid tiirevinin tanjant uzaya dik izdiisiimii alinarak elde edilen bu tiirev hizlanan
cisimlerin hareketini incelemekte yetersiz kalmistir. Bu problemden yola ¢ikarak Fermi
1922 yilinda Fermi tiirevini tanimlamistir. Daha sonra hiperyiizeyler tizerindeki egriler
boyunca tanimlanan Fermi tiirevi, Walker tarafindan uzay egrilerine genisletilerek Fermi-
Walker tlirevi tanimlanmis, sonraki yillarda bu tiirevin fiziksel yorumlarini iceren pek ¢ok

calisma yapilmistir.

1999 yilinda Pripoae tarafindan hem hizlanan hem hizlanmayan cisimler i¢in genellestirilmis
Fermi-Walker tiirevi tanimlanmistir. Ancak hiperylizeyler tizerinde tanimli Fermi tiirevi i¢in

bdyle bir genellestirme daha 6nce yapilmamustir.

Bu boélimde oncelikle Fermi tiirevinin tanimindan ve 1999 yilinda Pripoae tarafindan
tanimlanan genellestirilmis Fermi-Walker tiirevinden faydalanilarak hiperytizeyler {izerinde
genellestirilmis Fermi tiirevi tammlanmistir. Bu tiirev 6nce 3-boyutlu Oklid uzaymdaki
yiizeyler iizerinde incelenmis, 4-boyutlu Oklid uzaymdaki degerlendirmelerden sonra

tiirevin n-boyutlu Oklid uzayindaki genellemeleri verilmistir.

Tamim 4.2.1. E™ de M hiperyiizeyi iizerinde o :1 c R — M birim hizli egrisi verilsin.

X, a boyunca ylizeye teget ve her yerde « egrisine dik bir vektor alani olsun. 5—X, X

oS
vektor alaninin Fermi tiirevi ve A, (1,1) tensor alani1 olmak tlizere
5X  S8X
— = A X f 44
oS  0S i ( ) (“4.4)
(A(Z),T)=0, Ze z*(M) (4.5)

. SOX . ) A L
seklinde tanimli N tirevine X vektor alaninin genellestirilmis Fermi tiirevi denir.
S

Tamim 4.2.2. M hiperyiizeyi lizerinde «:1 cR—M birim hizli egrisi verilsin. X, «

boyunca yiizeye teget ve her yerde a egrisine dik bir vektor alani olmak tizere

35



ise X vektor alanina a(s) egrisi boyunca genellestirilmis Fermi anlaminda paraleldir,

denir.

Tamim 4.2.3. M hiperyiizeyi lizerinde «: 1 < R — M birim hizl egrisi verilsin. U , V ve

W «a egrisi boyunca ortonormal vektor alanlar1 olmak iizere

N o,
oS
N,
oS
W g
oS

ise bu vektorlerin olusturdugu {U,V,W} catisina genellestirilmis non-rotating

(donmeyen) ¢ati denir.
4.2.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayindaki Yiizeyler Uzerinde Genellestirilmis Fermi Tiirevi

Bu béliimde {i¢ boyutlu Oklid uzayindaki yiizey iizerinde herhangi bir egri almacak ve bir

vektor alaninin egri boyunca genellestirilmis Fermi tiirevi incelenecektir.

Lemma 4.2.1.1. M yiizeyi lizerinde : 1 cR—> M birim hizli egrisi verilsin. X, a(s)
boyunca yiizeye teget ve her yerde « egrisine dik bir vektor alani olsun. A, (1, 1) tensor

alan1 ve {T,Y, n} ylizeyin Darboux ¢atis1 olmak lizere X vektor alaninin egri boyunca

genellestirilmis Fermi tiirevi

e D ax) 8)

seklindedir.

Ispat: X vektor alaninin Levi-Civita tiirevi

V;: X =d—x—<d—x,n>n
ds ds

olup
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OX VX (VX T)T

oS

ve

OX 90X L A(X)
oS  0s

denklemlerinden

5X _dX <dX n>n_<‘3_>s(_<?j_x,n>n,T>T+A(x)

Ss ds \ds' s

elde edilir. (X,T)=0 ve (X,n)=0 oldugundan

ﬁ—d—x+<X,@>n+<x,d—-r>T +A(X)

Ss s ds ds
bulunur.

ar =x,Y +K,n,

ds ¢

@2—1(‘”1_ -tY

ds

degerleri yerine yazilarak denklem tekrar diizenlenirse

SX  dX dy
—~ = X,Y — AX
os ds < >dsJr ( )

elde edilir. (X,T)=0 ve (X,n)=0 oldugundan

§~x _ d (In (l(s))) 4 A(X)
o ds
elde edilir.
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Teorem 4.2.1.2. M, E® te herhangi bir yiizey olmak iizere X :ﬂ(S)Y vektor alaninin M

tizerindeki biitiin egriler boyunca genellestirilmis Fermi paralel olmasi i¢in gerek ve yeter

sart
A(x):_d('n(dﬂ;(ﬂ))X
olmasidir.

Ispat: 55—)( =0 olsun. Bu durumda, (4.6) denkleminden
S

elde edilir.

Ote yandan

A(X)z_d('n(dﬂ;(s»))(

olsun. A(X), (4.6) denkleminde yerine yazilirsa X :/”t(S)Y vektor alaninin

genellestirilmis Fermi paralel oldugu goriliir.

Sonug¢ 4.2.1.3. A sabitise X =AY vektor alaninin genellestirilmis Fermi tiirevi ile Fermi

tiirevi ¢akisir.

Sonu¢ 4.2.1.4. M yiizeyi lizerinde «: 1 <R — M birim hizli egrisi verilsin.

) a(S) asimptotik egri ise egrinin normali N egri boyunca genellestirilmis Fermi

paraleldir.

i) a (S) geodezik egri ise egrinin binormali B egri boyunca genellestirilmis Fermi

paraleldir.
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Ispat: i) a(S) asimptotik egri olsun. Bu durumda «, =0 olup
Y=N
olur. O halde

N,
5s  3s
bulunur.

i) a(S) geodezik egri olsun. Bu durumda K, = 0 olup

)

olur. Bu taktirde

bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.2.1.5. E® te herhangi bir M yiizeyi iizerinde 11 c R — M egrisi geodezik bir
egri olsun. A sabit olmak lizere X vektor alaninin egri boyunca Levi-Civita paralel olmasi

icin gerek ve yeter kosul genellestirilmis Fermi paralel olmasidir.

Ispat: X =AY vektor alani egri boyunca Levi-Civita paralel olsun. Bu durumda

bulunur. O halde X egri boyunca genellestirilmis Fermi paraleldir.

Tersine X egri boyunca genellestirilmis Fermi paralel olsun. Bu durumda X in Levi-Civita

tirevi

Vo X =&, AT
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olup a egrisi geodezik bir egri oldugundan
V. X=0
bulunur. Bu da ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 4.2.1.6. X vektor alanm1 geodezik egri boyunca Levi-Civita paralel ise hem Fermi

paralel hem de genellestirilmis Fermi paraleldir.

Ispat: Sonug 4.2.1.3 ve Teorem 4.2.1.5 yardimiyla X vektdr alanmin egri boyunca Levi-
Civita paralel olmast durumunda hem Fermi paralel hem de genellestirilmis Fermi paralel

olacagi goriiliir.

Teorem 4.2.1.7. A sabit ve A(X)=tr(x /\T) olsun. X vektor alaninin egri boyunca
genellestirilmis Fermi paralel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul egrinin egrilik ¢izgisi

olmasidir.

Ispat: (4.6) denkleminden

I GICO) DN
XS ds '

olup X vektor alanmnin egri boyunca genellestirilmis Fermi tiirevi

5~—X =-t.An
oS

bulunur. X, egri boyunca genellestirilmis Fermi paralel oldugundan

t. =0

olacaktir. Buna gore egri bir egrilik ¢izgisidir.

Tersine egri bir egrilik ¢izgisi olsun. (4.6) denkleminden

5x _d(In(4(s)))

S5s ds

X+, (X AT)

olup A sabitve t. =0 oldugundan
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bulunur. O halde X vektor alan1 egri boyunca genellestirilmis Fermi paraleldir.

4.2.2. 4-Boyutlu Oklid Uzayindaki Hiperyiizeyler Uzerinde Genellestirilmis Fermi

Tiirevi

Bu béliimde dért boyutlu Oklid uzayindaki hiperyiizey iizerinde herhangi bir egri alinacak

ve bir vektor alaninin egri boyunca genellestirilmis Fermi tiirevi incelenecektir.

Lemma4.2.2.1. E* teki M hiperyiizeyi iizerinde a: | @R — M birim hizli egrisi verilsin.
X, « boyunca yiizeye teget ve her yerde a egrisine dik bir vektdr alani olsun. A, (1,1)

tensor alan1 olmak tlizere X vektor alaninin egri boyunca genellestirilmis Fermi tiirevi

OX _IX X (2 1) A(x) (4.7)
0s ds ds ds

seklindedir. Burada n, M hiperyiizeyinin normalidir.

Ispat: X vektor alaninin Levi-Civita tiirevi

V. X _dX _<dX n>n

T ds \ds’
olup
oX
E:VTX —<VTX,T>T
ve
OX _OX L A(X)
oS  0S

denklemlerinden

<‘5~_X:d_X_ d—x,n n— ax d—X,n nT)T+A(X)
os ds ds ds ds
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5~_X:d_X_ d—x,n n— d—X,T T+A(X)
os ds ds ds

bulunur.

E* te bir M hiperyiizeyi verilsin. o1 1 =R — M egrisi bu hiperyiizey iizerinde birim hizli
bir egri ve X egri boyunca <X ,T> =0 ve <X , n) = 0 sartlarini saglayan herhangi bir vektor
alani olsun. 4, ve A, diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere genellestirilmis Fermi

tiirevinin tanimindan X € (M) ve (X,T)=0 oldugundan vektdr alani X = 4N +41,B

seklinde ifade edilecektir. Burada {T, N, B} egrinin Frenet ¢atisidir.

Teorem 4.2.2.2. E* teki M hiperyiizeyi iizerinde a:1 R —>M birim hizli egri olsun.

{T,N,B} egrinin Frenet catisi, 4, ve A, diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere

X =A4N+A4,B vektor alaninin a(s) egrisi boyunca genellestirilmis Fermi paralel olmast

icin gerek ve yeter sart
__|(94 d4
A(X)__KE_TAZJN +[E+Ml} B:|

olmasidir.

Ispat: X = 4N +A,B vektor alam « (S) egrisi boyunca genellestirilmis Fermi paralel

olsun. (4.4) denkleminden

56X

A(X)=—=

olup Fermi tlirevinin tanimindan

SX

= VX (VX T)T,

SX d, dA, dA, d4, >
O AN AV N+22B AV B+ AN+ AV N+ 2B+ AV BT T,
5s ds FAVIN ds +AV: +< ds +AVIN ds +AV:

%{%_WJN{%MJB @8
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bulunur. Buradan
_ (94 d4,
A(X)= —KE—T@J N +(¥+rﬂlj B:|

elde edilir.

Tersine

A(X):—K%—?—r@jN +((L—i2+rﬂlj8}

olsun. A( X ) , (4.4) denkleminde yerine yazilirsa

bulunur. O halde X , genellestirilmis Fermi paraleldir.

Sonu¢ 4.2.23. A ve A, sabitler olmak tizere X =AN+AB vektor alanmnm

genellestirilmis Fermi paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart
A( X ) = z'( X AT )
olmasidir.

Ispat: X = AN +4,B vektdr alan1 genellestirilmis Fermi paralel olsun. Bu durumda (4.8)

denkleminden

SX
22— AN+7AB
5~ N+

bulunur. (4.4) denkleminden

oX
A(X)=——
(X)=-7
oldugundan

A(X)=r(-4B+2N),
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AX)=7[-4(NAT)+4(BAT)]
bulunur. O halde

A(X)=1(X AT)

elde edilir.

Tersine A(X)=17(X AT) olsun. A(X), (4.4) denkleminde yerine yazilirsa

oldugu goriiliir.
Sonug 4.2.2.4. E* teki M hiperyiizeyi iizerinde a:1 c R —M birim hizli egrisi verilsin.

A (1,1) tensdr alant A(X)=7(X AT) iken {N, B} vektdr alanlart a(s) egrisi boyunca

genellestirilmis Fermi paraleldir. Burada N egrinin birim normal vektdr alan1 ve B egrinin

binormal vektor alanidir.

Ispat: Sonug 4.2.2.3 den N vektor alaninin genellestirilmis Fermi tiirevi

~

N _iB+A(N),
oS

éL—N:TB+2'(N /\T),
oS

5~N 0

o

bulunur. Benzer sekilde Sonug 4.2.2.3 de 4, =0 ve 4, =1 alinirsa

%8 IN+A(B),

0S

Q:—TN +T(B/\T),
oS
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bulunur ki bu da ispati tamamlar.
4.2.3. n-Boyutlu Oklid Uzayinda Genellestirilmis Fermi Tiirevi

Bu bélimde n-boyutlu Oklid uzaymda herhangi bir egri boyunca vektdr alaninin
genellestirilmis Fermi tiirevi incelenmistir. N >4 olmak tizere M bir Riemann manifoldu,
a1 cR—>M birim hizli @— egrisi, {Vl,VZ,...,VH} egri boyunca M nin tanjant uzayi,
V, M nin Levi-Civita konneksiyonu ve k (1<i<n) V konneksiyonuna gore

egriliklerdir.

Teorem4.2.3.1. 4 (1<i<n-2), s ye bagl diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere

N

X = Z,IV ., vektor alaninin egri boyunca genellestirilmis Fermi paralel olmasi i¢cin gerek

IN
N

ve yeter sart

A( X ) = |:( ﬂl k2ﬂ’2] Z(% + ki—1ﬂ1—2 o k|21 jvl +(djns—2 + kn—2j“n—3 jvn—li|

olmasidir.

n—-2

Ispat: X = Zﬂ, i vektor alant egri boyunca genellestirilmis Fermi paralel olsun. (4.4)
i=1

denkleminden

olup Fermi tlirevinin tanimindan

oxX
E = vv1 X _<Vvl X 1V1>V1 (4.9)
oldugundan

VX = V(ﬂlV+AQV+ A A No)
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d372 n-: 1+ﬂ’n 2V Vn -1

Vi

d d
V X :d—ilvz +//{1VV1V2 +E 3

VX = dd/;lv + 2 (—kV, + KV, )+ + djns‘z Vo + A (ko V,s)
(4.10)
bulunur.

d dA
<VV1X ,V1> = <d—/;1V2 + 2 (KN, + KV )+t d;_z V,+4,, (—knzvnz),Vl> :

<VV1X ’V1> =—KA (4.11)

elde edilir. (4.10) ve (4.11) esitlikleri (4.9) denkleminde yerine yazilirsa

sX (d d d4
E = (d_/il - kzﬂz jvz + (d_i? + k2j’l - ka/ls jva + +( d;—z + kn—Zln—B ]Vn—l'

SX (dA 2(dA
— -k, 4, |V =
55 (ds J 2+§‘( ds

elde edilir. Buradan

A(X)= K 4 kzzgjv Z(dﬂ“l |_2—kiﬂijVi+(dj;2+kn_2/1n_3jVn_l}

oldugu gortiliir.

i lﬂ1 2 | jv +(djr;—2 + kn—2/1n—3 jvnl (412)

Tersine

A(X)=— KM kZA?j E(dj;1+ki_lz1_2—kiz1jvi+(%+kn_zzn_3jvn_l}

i=3

n-2

olsun. A(X), genellestirilmis Fermi tirevinde yerine yazilirsa X =Zﬂ«,Vi+1 vektor
=

alaninin egri boyunca genellestirilmis Fermi paralel oldugu goriiliir.
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Sonug 4.2.3.2.
A(X)= K 4 kzzzjv +Z( kA —kiﬂ».jVi +(djg 24K, ,4, 3) } olmak
lizere {Vz,Vs,...,anl} egri boyunca genellestirilmis non-rotatingdir (donmeyendir).
Ispat: (4.10) esitliginde {VZ,V3,...,Vn71} vektor alanlar1 yerine yazilirsa
VV1V2 =—kV, +k)V;,
—k V., +kV.,,, 3<i<n-2
Vvlvn_l =-k VNV,
olur. Ote yandan (4.11) esitligi goz dniine alinirsa
(VyVoVy) =k,
ve
(VyViV,) =0, 3<i<n-1

bulunur. O halde (4.12) denkleminden

W
55

=k,\V,,

bulunur.

A(X)= K %! kzﬂzj Z::(dj;‘l+k A, kiﬂ,,jvi+(%+kn2/ln3jvnl}

oldugundan
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
4.3. Ornekler

Bu boliimde genellestirilmis Fermi-Walker tiirevi ve genellestirilmis non-rotating

(donmeyen) gati ile ilgili 6rnekler verilecektir.

Ornek 4.3.1. o (s) = (cosi

.S
, SIN—,
2" T2
bir X =AT +4,N + 4B vektor alaninin

—J egrisi verilsin. a(s) egrisi boyunca herhangi

J2

i) Fermi-Walker paralel olmasi i¢in A, 4,, 4, fonksiyonlarinin ne olmasi gerektigi

bulunsun.

i1) Genellestirilmis Fermi-Walker paralel olmasi igin A( X ) (l, l) tensor alani ne olmalidir?

Coziim: i) Bir X vektor alaninin Fermi-Walker paralel olmasi igin
VIX =0

olmalidir. &(s) egrisinin {T, N, B, K,z'} Frenet elemanlari

B—i(sin —cosS 1}
2R TR
1

K=—,

2

1
T=—,

2
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olup Fermi-Walker tiirevi diizenlenirse

oy ~dAp (04 1 4,1
VTX_dsTJr[ds Z%JNJF(derZ%jB

elde edilir. X vektor alaninin egri boyunca Fermi-Walker paralel olabilmesi i¢in

a4 g
ds

di, 1
—2_-2 =0,
ds 223
di, 1
—34+-1 =0
ds ZﬂLZ

olmalidir. Denklem sisteminin ¢oziimiinden C;, C, sabitler olmak iizere
A, (s) = sabit,

A(s)=¢, cos%(s—1)+c2 sin%(s—l),

A (s)=c, cos%(s -1)—c,sin %(s -1)

seklinde bulunur.

i) X =A4T +A4,N +A4,B vektor alan1 egri boyunca genellestirilmis Fermi-Walker paralel ise
V:X =0

olmalidir. O halde

VX =VIX+A(X)

denkleminden

A(X)=-VIX

olup
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__|9Aq (94 1 a4, 1
A(X)= {dsTJ{ds Z%JNJ{derZAZjB}

seklindedir. X vektor alan1 egri boyunca ayn1 zamanda Fermi-Walker paralel ise bu

durumda
A(X ) =0
olur.

Ornek 4.3.2. a(t)=(rcos(at+b), rsin(at+b), ct+d) egrisi verilsin. Bu egrinin Frenet

catisinin non-rotating (donmeyen) ¢att olmadigi halde genellestirilmis non-rotating

(dénmeyen) ¢at1 oldugu gosterilsin.
Céziim: o'(t)=(-arsin(at+b), arcos(at+b), c) olup |a'(t)|=va’r* +c* =1

S
oldugundan egri birim hizl bir egri degildir. Egri t = ﬁ parametre degisimiyle
ar +c

birim hizl hale getirilirse
a . a C
a(s)=| rcos| ——====s+b |, rsin —s+b], ———=5+d
( [»\/azr2 +c’ ] (\/azrz +c? va?r? +¢?
olur. Egrinin Frenet ¢atisinin
T=a'(s),

L)

e

B=TAN,

denklemlerinden

T=

1 . a a C
—— | -arsin| ———s+b |, arcos| ————s+b |, ———s+d |,
\/a2r2+cz( (\lazrzm2 ] (x/a2r2+c2 ] Ja?r? +¢? ]

a ) a
N =| -c0S| ——=5+b |, —Sin| ————=5+b |, 0|,
( (\/a"-r2+c2 } [«/azr2+c2 ] ]
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B=

1 . a a
——| CSIN| ———=5+b |, —CCOS| ———=—=5+b |, ar |,
\/a2r2+c2£ («/azr2+c2 J («/azr2+c2
elde edilir. Egrinin egrilik ve burulmast ise, sirastyla,

a‘r
K=—F—
Jair? +¢?

ve

&
a’r’+c?

olup

VIX =V, X =(T,X)V, T +(V,T,X)T

Fermi-Walker tiirevinde X vektor alani yerine T, N ve B vektor alanlari yazilirsa

VT =0,

~0 ac

VN = et
~5 ac
T

bulunur. O halde « (S) egrisinin {T, N, B} Frenet ¢atisi non-rotating (donmeyen) cati

degildir. Ote yandan A( X ) = T( X /\T) olmak {izere
V. X =ViX+A(X)

denkleminden

V,T=A(T)=0,
~ ac
ViN=——B+A(N)
ac ac
T Ak +c? B+ a’r?+c? (NAT)
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ViB=-—o S N+A(B)
ac ac
=— N + BAT
a’r? +c? a2r2+02( AT)
V,B=0,

elde edilir. O halde « egrisinin {T,N,B} Frenet catis1 genellestirilmis non-rotating

(donmeyen) ¢atidir.

Ornek 4.3.3. 3-boyutlu Oklid uzayinda tammlh M = {(X, Y, Z)/ vy +2° = l‘z} ylizeyi

iizerinde a(t)= (at +b, rcos(ct+d), rsin(ct+d )) egrisi verilsin. (@, M) egri-yiizey

ikilisinin gatisinin non-rotating ¢at1 olmadig halde genellestirilmis non-rotating

(donmeyen) ¢at1 oldugu gosterilsin.
Coziim: a'(t)=(a, —crsin(ct+d), crcos(ct+d)) oldugundan

Ha '(t)” =ya’+c’r* #1 elde edilir. Bu durumda egri bir yay parametresi degildir.

S
t = ——— parametre degisimiyle birim hizl hale getirilirse
Jal+cr?

S+h, rcos[

a c . c
a(s)=| —m—— —— s+d |, rsin| -—————s+d
(5) [\/a2+czr2 Ja? +c?r? ) [x/a2+c2r2 D

seklinde yazilir. {T,Y,n} Darboux ¢atisi
T=—on—=|a —crsin(;s&dj crcos(;s&d}
Ja? +c?r? ’ Ja? +¢?r? ’ Ja? +¢r? ’
C ) C
n=|0, rcos| ————=5s+d |, rsin| ———s+d ||,
Ja? +c?r? a’+c’r?

r . C c
Y =————| cr, asin| —————=5+d |, —ac0s| ————=5+d ||,
Ja? +¢?r? Ja? +¢?r? Ja?+cr?
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elde edilir. Egri-yiizey ikilisinin normal egriligi, geodezik egriligi ve geodezik burulmasi

sirastyla
- c’r
" at+cir?
Ky = 0,
(- acr’
" oal+cir?’

olup (2.2) denkleminde X vektor alaninin yerine T, Y, N vektor alanlar yazilirsa

ViT =0,
VIY =t
TV T rn
_acr’? ,
a’+cir?
Vin=
N=-tY
acr?
===
a’+cir

bulunur. O halde {T Y, n} catis1 non-rotating (dénmeyen) cati degildir. Ote yandan

A( X ) =t, (X /\T) olmak iizere (2.5) denkleminde X vektor alaninin yerine T, Y, n
vektor alanlar1 yazilirsa

V,T=ViT+A(T)

=t, (T /\T)
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bulunur. Oyleyse {T Y, n} Darboux catist genellestirilmis non-rotating (ddnmeyen)

catidir.

a . S . S S
Ornek 4.3.4. E* te s-yay parametreli o (s :£COS—,SIH—,—j egrisi veriliyor.
yay p (s) 57 ¢ y

2

Egrinin Bishop catisinin genellestirilmis non-rotating (donmeyen) ¢at1 olup olmadigi

incelensin.

Coziim: (s) egrisinin {T,N,B, k,7} Frenet elemanlart Ornek 4.3.1. ile verilmistir.
Bishop ¢atisnin N, vektor alani ile Frenet gatisinin N normal vektor alani arasindaki agi

6 ( S) olmak lizere

7(s)=6'(s)

esitliginden C bir sabit olmak {izere
S
f(s)=—+cC
(5)=3
elde edilir.

T=a'(s),

N, =cos£§+c N —sin(§+cj B,
2 2

N, =sin S ic|N+cos| 24c B,
2 2

denklemleri yardimiyla
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T—i( sin— > j
J2 f ﬁ
S 1 . . S .S 1 . S 1 .
=| —C0SHCO0S—= ——=SIN#SINn—,—C0S#SIN —=+—=SIN @ CO0S—,——=SIn @
( 2 2 72 2 2 22 J
S
N Sin @ c0S —= + —=€0S @Ssin —, —SIiNn @Sin —= — ——=C0S # C0S — ,——C0S &
2 ( 5 J’ N7 i J’ 7 \/' j

{T, N,, Nz} Bishop catisi bulunur. T, N,, N, vektor alanlarinin genellestirilmis Fermi-

Walker tiirevleri sirastyla

1
VN, = A(N;)=2(N, AT) =2 N,

bulunur. Bishop ¢atisinin N; ve N, vektor alanlar1 genellestirilmis Fermi-Walker paralel
olmadigindan ¢(s) egrisinin {T, N,, Nz} Bishop catis1 genellestirilmis non-rotating

(donmeyen) ¢at1 degildir.

Ornek 4.3.5. (S) = (COS 5,sins, 0) egrisinin Bishop ¢atisinin genellestirilmis non-

rotating (donmeyen) ¢at1 olup olmadigi incelensin.

Coziim: a'(s)=(-sins,c0ss,0) oldugundan |a'(s)|=1 olup a(s) birim hizlt bir

egridir. Egrinin {T,N, B, k,7} Frenet elemanlari
T =(-sins,coss,0),
N =(—coss,—-sins,0),

B=(0,0,1),

x(s)=1,
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(s)=0,

seklindedir. N, ve N vektor alanlari arasindaki ag1 € olmak {izere
7(s)=0'(s)=06(s)=c (c sabit)

bulunur.

T=a'(s),

N, =cos&N —sin 9B,

N, =sin &N +cos 6B,

bagintilarindan COS@ =C0SC =a ve SIN@ =SiNC =b olmak iizere
T =(-sins,coss,0),

N, =(—acoss,asins,b),

N, =(—bcoss,-bsins,a),

{T, N,, N2} Bishop catisi elde edilir. Genellestirilmis Fermi-Walker tlirevinin tanimindan

A(X)z T(X /\T) olmak lizere

oldugu gériiliir. O halde {T, N,, N2} Bishop catis1 & (S) egrisi boyunca genellestirilmis

non-rotating (déonmeyen) catidir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu doktora tezinde hizlanan cisimlerin hareketini inceleyen Fermi-Waker tiirevinin daha
genel hali olan ve hem hizlanan hem de hizlanmayan cisimlerin hareketini inceleyen
genellestirilmis Fermi-Walker tiirevi ele alinmistir. Fermi-Walker tiirevi ile kiyaslandiginda,
genellestirilmis Fermi-Walker tiirevi bir yandan daha genis bir fiziksel hareketi inceleme
olanagi sunarken diger yandan geometrik olarak da daha genel sonuglar elde edilmesini
saglar. Ornegin 2012 yilinda Karakus ve Yayl tarafindan yapilan ¢alismada 3-boyutlu Oklid
uzayinda, Frenet catisinin diizlemsel egriler boyunca non-rotating (donmeyen) ¢ati oldugu
ispatlanmustir. Genellestirilmis Fermi-Walker tiirevi s6z konusu oldugunda ise Frenet
catisinin biitiin egriler boyunca genellestirilmis non-rotating (dénmeyen) catt oldugu
goriiliir. Benzer sekilde herhangi bir yiizey iizerindeki egri boyunca Darboux ¢atisi egrilik
¢izgisi boyunca non-rotating (donmeyen) catidir (Karakus ve Yayli; 2012). Genellestirilmis
Fermi-Walker tiirevine bakildiginda Darboux ¢atistnin  biitiin  egriler boyunca

genellestirilmis non-rotating (dénmeyen) ¢at1 oldugu goriiliir.

Bu doktora tezinde ayrica genellestirilmis Fermi-Walker tiirevinden yola ¢ikilarak
hiperylizeyler lizerindeki egriler boyunca genellestirilmis Fermi tiirevi tanimlanmistir. Bu
yeni tanim ylizey tizerindeki cisimlerin hareketini incelemesi agisindan literatiire oldukca

biiyiik bir katki saglayacaktir.

Bu doktora tezinden, SCI-Expanded kapsaminda taranan uluslararasi hakemli dergide bir
adet makale yayimlanmustir. Uluslararasi sempozyumlarda ii¢ adet bildiri sunulmus ve Sinop

Universitesi biinyesinde bir adet BAP projesi tamamlanmistir.

57



KAYNAKLAR

Balakrishnan, R. 2005. Space curves, anholonomy and nonlinearity. Pramana Journal of
Physics., 64(4): 607-615.

Benn, I. M., Tucker,R. W. 1989. Wave mechanics and inertial guidance. Bull. The American
Physical Society, 39(6): 1594-1601.

Berry, M. V. 1984. Proc. R. Soc. London, A392.

Bishop, R. L. 1975. There is more than one way to frame a curve. The American
Mathematical Monthly, 82(3): 246-251.

Bukcu, B., Karacan, M. K. 2008. Special Bishop motion and Bishop Darboux rotation axis
of the space curve. Journal of Dynamical Systems and Geometric Theories, 6(1):
27-34, DOI: 10.1080/1726037X.2008.10698542.

Carmo, M. 1976. Differantial Geometry of Curves and Surfaces. Prentice-Hall, Inc.

Englewood Cliffs, New Jersey.

Dandoloff, R. 1989. Berry’s phase and Fermi-Walker parallel transport. Elsevier Science
Publishers, 139(1-2): 19-20.
Fermi, E. 1922. Atti Accad. Naz. Lincei Cl. Sci. Fiz. Mat. Nat., 31: 184-306.

Gray, A., Abbena, E., Salamon, S. 2006. Modern Differential Geometry of Curves and
Surfaces With Mathematica. Chapman&Hall CRC, 528-530.

Hacisalihoglu, H. H. 2000a. Diferensiyel Geometri, Cilt I. A. U. Fen Fakiiltesi, Ankara, 1-
175.

Hacisalihoglu, H. H. 2000b. Diferensiyel Geometri, Cilt Il. A. U. Fen Fakiiltesi, Ankara, 54-
68.

Hanson, A. J., Ma, H. 1995a. Parallel transport approach to curve framing. Indiana
University, Techreports, TR425.

Hanson, A. J., Ma, H. 1995b. Quaternion frame approach to streamline visualization. leee

Transactions on Visualization and Computer Graphics, 1(2): 164-174.

Hawking, S. W., Ellis, G. F. R. 1973. The Large Scale Structure of Spacetime. 4.1.
Cambridge Univ. Press, 393.

58



Hehl F. W., Lemke J., Mielke E. W. 1991. Two lectures on Fermions and Gravity, Geometry
and Theoretical Physics, J. Debrus and A.C. Hirshfeld (eds.), Springer Verlag,
N.Y., 56- 140.

Karakus, F. , Yayli, Y. 2012. On the Fermi-Walker derivative and non-rotating frame. Int.
Journal of Geometric Methods in Modern Physics, 9(8): 1250066(11 pages).

Karakus, F., Yayli, Y. 2013. The Fermi-Walker derivative in Lie groups. Int. Journal of
Geometric Methods in Modern Physics, 10(7): 1320011(10 pages).

Karakus, F., Yayl, Y. 2014. The Fermi derivative in the hypersurfaces. Int. Journal of
Geometric Methods in Modern Physics, 12: 1550002 (12 pages).

Kobayashi, S., Nomizu, K. 1996. Foundations of Differential Geometry, John Wiley and

Sons, Inc., New York.

Kiihnel, W. 2006. Differential Geometry: Cuves-Surfaces-Manifolds, Second edition.
American Mathematical Society, Rhode Island, 380 s.

Manoff, S. 1998. Fermi derivative and Fermi-Walker transports over (Ln;g) spaces.
Internat. J. Modern Phys. A, 13(25): 4289-4308.

Monterde, J. 2007. Curves with constant curvature ratios. Boletin de la Sociedad
Mathematica Mexicana, 3a Seria. 13(1): 177-186.

O'Neill, B. 1966. Elementary Differential Geometry. Academic Press, New York.
Pripoae, G.T.1999. Generalized Fermi-Walker transport, LibertasMath., X1X: 65-69.

Pripoae, G. T. 2000. Generalized Fermi-Walker parallelism induced by generalized
Schouthen connections. Proceedings of the Conference of Applied Differential
Geometry-General Relativity and the Workshop on Global Analysis,
DifferentialGeometry and Lie Algebras, Balkan Society of Geometers (2000),
pp. 117-125.

Sabuncuoglu, A. 2010. Diferensiyel Geometri, Nobel Yayinlari, s. 4-328, Ankara.

Sachs, R. K.and Wu, H. 1977. General Relativity for Mathematicians, Springer Verlag,
N.Y., 3.3.

59



Selig, J. M. 2007. Curves of stationary acceleration in SE(3). IMA Journal of Mathematical
Control and Information, 24: 95-113.

Sahin, B. 2012. Manifoldlarin Diferensiyel Geometrisi. Nobel Akademik Yayincilik,
Ankara.

Thorpe, J. A. 1979. Elementary Topics in Differential Geometry. SpringerVerlag, s. 45-52,

Berlin.

Walker, A.G. 1932. Relative co-ordinates. Proc. Royal Soc. Edinburgh, 52: 345-353.

Weinberg, S. 1972. Gravitation and Cosmology, J. Wiley Publ., N.Y, 5.1.

60



1. KisiselBilgiler

Ad Soyad
Dogum Tarihi
Dogum Yeri

E-posta Adresi

OZGECMIS

Aysenur UCAR
21.10.1986
TEKIiRDAG

aysnrucar@gmail.com

2. Egitim Bilgileri

Onlisans -

Lisans 2005-2009 Dumlupinar Universitesi Fen-Edebiyat
Fakiiltesi Matematik Bolimii

Yiiksek Lisans 2009-2012 Sinop Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Tez Adi: II. Mertebeden Periyodik Sinir Deger
Problemleri i¢in Sonlu Fark Semalar1
Danisman: Prof. Dr. Gabil AMIRALI

Doktora 2012-2019 Sinop Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Tez Adi: Genellestirilmis Fermi-Walker Tiirevi ve
Geometrik Uygulamalari

Danisman: Dog¢. Dr. Fatma KARAKUS

3. Is Deneyimi

Subat 2010-Eyliil 2018 Sinop Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Arastirma

Gorevlisi

4. Yaymnlar, Calismalar

Makale Amiraliyev G. M., Ucar A. (2013). Asymptotic Bounds for the Time
Periodic Solutions to the Singularly Perturbed Ordinary Differential
Equations. the scientific world journal, Doi:10.1155/2013/301609
(Electronic Version)

Bildiri Ugar A., Karakus F.,Yayl1 Y. (2016). The Fermi-Walker Derivative On the
Binormal Indicatrix. 14th International Geometry Symposium, 209 (Ozet
Bildiri/Poster).

61



Proje

Tezden Elde Edilen Makaleler

Ugar A., Karakus F.,Yayl1 Y. (2017). Generalized Fermi-Walker Derivative
and Non-Rotating Frame. International Journal of Geometric Methods in
Modern Physics, 17(9), 1750131-1750141.,
D0i:10.1142/S0219887817501316.

Tezden Elde Edilen Bildiriler

Ugar A., Karakus F.,Yayl1 Y. (2017). Generalized Fermi-Walker Derivative
in Euclidean Space. 15th International Geometry Symposium, s. 153 (Ozet
Bildiri/S6zlii Sunum).

Ugar A., Karakus F.,Yayl1 Y. (2017). Generalized Fermi-Walker Derivative
and Bishop Frame. 15th International Geometry Symposium, s. 356 (Ozet
Bildiri/Poster).

Ugar A., Karakus F. (2017). Generalized Fermi-Walker Derivative.
International Conferencepn Mathematics and Mathematics Education
(ICMME-2017), s. 992 (Ozet Bildiri/Poster).

Genellestirilmis Fermi-Walker Tiirevi, Yiiksekogretim Kurumlar tarafindan

destekli bilimsel arastirma projesi, Yiriitiicti: Karakus F. Arastirmact: Ugar
A., 12/12/2016 - 06/09/2018 (ULUSAL).

62



