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OZET

Yiksek Lisans Tezi

GENELLESTIRILMIS FIBONACCI VE LUCAS HIiBRIT POLINOMLARI

Ayse SAHIN

Erzincan Binali Yildirim Universitesi
Fen Bilimleri Enstittsu
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Dr. Ogr. Uyesi Yasemin TASYURDU

Bu calismada, genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlar: ile kompleks, dual ve
hiperbolik sayilarin bir genellestirmesi olan hibrit sayilar1 kullanilarak genellestirilmis
Fibonacci ve Lucas hibrit polinomlar: tanimlanmistir. Bu hibrit polinomlarinin
dizileri olusturulmus ve bu dizilerin rekiirans bagintilari, 6zellikleri elde edilmistir.
Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas hibrit polinom dizilerinin terimlerini arasindaki
iliskiler esitliklerle sunulmustur. Ayrica bu polinomlar i¢in {iirete¢ fonksiyonlari,
Binet formiilleri ve matris temsilleri verilmistir.
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ABSTRACT
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GENERALIZED FIBONACCI AND LUCAS HYBRID POLYNOMIALS
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Erzincan Binali Yildirim University
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Supervisor: Asst. Prof. Dr. Yasemin TASYURDU

In this study, generalized Fibonacci and Lucas hybrid polynomials are defined by
using generalized Fibonacci and Lucas polynomials with hybrid numbers, which are a
generalization of complex, dual and hyperbolic numbers. Sequences of these hybrid
polynomials are created, and the recurrence relations, the properties of these
sequences are obtained. The relations between terms of generalized Fibonacci and
Lucas hybrid polynomial sequences are presented with equations. Also, generating
functions, Binet formulas and matrix representations are given for these polynomials.
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1. GIRIS

Cebirde ¢ok sayida tiirii olan diziler 6nemli bir yer tutmaktadir. Bu dizilerden biri olan
rekiirans diziler bilimin hemen hemen her alaninda kullanilmistir. Rekiirans diziler,
dizinin herhangi bir teriminin kendisinden dnceki terimler yardimiyla elde edildigi 6zel
bir dizi tiridir. Rekiirans dizilerle tanimlanabilen Fibonacci ve Lucas tipli say1 ve
polinom dizileri arastirmacilar igin en ¢ok ilgi ¢eken diziler olup literatiirde bu diziler
ile ilgili pek ¢ok ¢alisma bulunmaktadir. Ozellikle F, = 0,F; = 1 baslangi¢ degerleri

olmak iizere n > 2 icin
By, =Fpqa+F

rekiirans bagintisi ile tanimlanan Fibonacci sayi dizisinin ardisik terimlerinin orani olan
altin oran ile hem cebirsel hem de cografi alanlarda sik¢a karsilasilmistir. Diger taraftan
literatlirde Fibonacci ve Lucas tipli say1 dizilerinin farkli genellestirmeleri ¢alisilmis ve
bir¢ok 6zelligi sunulmustur. Fibonacci say1 dizisinin 6zel bir hali olan Lucas say1 dizisi

Lo = 2 ve Ly = 1 baslangic degerleri olmak iizere n > 2 icin
Lp=Ly 1+ Ln

ile tanimlanir. Bu dizilerle ilgili birgok c¢alisma vardir (Horadam, 1965; Vajda, 1989;
Vorobyov 1976; Everest vd., 2003).

Ozel say1 dizilerinin cebir, fizik, biyoloji, kimya, bilgisayar bilimi gibi birgok farkl
alanda kullanim1 oldugundan bu dizilerin terimleri modern bilimde hem teorik hem de
uygulamali olarak ¢ok genis alanda ¢alisilmaktadir. Fibonacci ve Lucas say1 dizileri bu

rekiirans diziler arasinda en 6nemli yere sahiptir (Koshy, 2001).

Say1 dizileri gibi rekiirans bagintilar ile tanimlanan polinom dizileri iizerine bir¢ok
calisma yapilmistir. Fibonacci polinomlari ilk olarak 1883 yilinda Belgikali matematikgi
E. Charles Catalan ve Alman matematik¢i E. Jacobsthal tarafindan calisildi. Catalan
tarafindan calisilan Fibonaccipolinomlar1 daha sonra 1966 yilinda M. N. S.Swamy
tarafindan gelistirildi. Ayrica 1963 yilinda P.F.Bryd tarafindan Fibonacci tipi
polinomlarin bir yenisi olan Pell polinomu literature eklendi. Daha sonra tiim bu farkl
tanimlamalar Fibonacci ve Lucas tipi polinomlar olarak adlandirildi (Horzum ve Kocer,

2009: Tasyurdu ve Deveci, 2017).



Polinomlar ile ilgili yukarida belirtilen ¢alismalardan sonra Nalli ve Haukkanen h(x)-
Fibonacci ve h(x)-Lucas polinomlar1 olarak adlandirilan ve Fibonacci ve Lucas
polinomlarmin genellemesi olan h(x)-Fibonacci ve h(x)-Lucas polinomlarini
sunmuslardir. Ayrica Binet, iireteg, toplam formiillerini, 6zel esitliklerini ve cesitli
ozelliklerini vermislerdir (Nalli vd., 2009). 2014 ve 2018 yillarinda literatiirdeki bir¢ok
caligmanin genel hali olarak tamsayi katsayili genellestirilmis Fibonacci polinomlari
tamimlanmistir. Daha 6zel olarak bu polinomlar rasyonel katsayili polinomlarla
tanimlanan genellestirilmis Fibonacci tipli ve genellestirilmis Lucas tipi polinomlar
olarak sunulmustur. Ayrica Binet, iireteg, toplam formiillerini, 6zel esitliklerini ve
cesitli Ozelliklerini vermislerdir (Florez, R., vd., 2014, 2018a; Florez, R., vd., 2018b).
Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in Fibonacci tipi ve Lucas tipi polinomlarin bir¢ok
genellestirmesi sunulmus ve uygulamalari verilmistir. Birgok ozelligi elde edilmistir

(Deveci ve Saragoglu Eskiyapar, 2016; Tasyurdu, vd., 2018).

Hibrit sayilar1 kompleks, dual ve hiperbolik sayilarin bir genellestirmesidir (Ozdemir,
2018). Hibrit say1 dizileri bir¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Birgok arastirmaci
tarafindan rekiirans bagintilarla tanimlanan say1 ve polinom dizilerinin kompleks, dual,
hiperbolik ve hibrit sayilart gibi 6zel sayilar ile iliskili olarak genellstirmeleri elde
edilmistir. Ozellikle son yillarda hibrit sayilar1 kullanilarak rekiirans bagintilarla birgok
say1 ve polinom dizileri tanimlamiglardir. Bu dizilerin n-inci terimlerini veren Binet
formillerini, iirete¢ ve toplam formiillerini, matris temsillerini ve Ozelliklerini

sunmuslardir.

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas hibrit sayilar1 ve 6zellikleri incelenmistir (Cerda-
Morales, 2018; Szynal-Liana ve WIloch, 2019a; Polatli, 2021). Szynal-Liana 2018
yilinda sundugu c¢alismada Horadam hibrit sayilarmi tanmimlamistir (Szynal-Liana,
2018). Daha sonra Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas hibrit sayilar1 ele
alinmis ve bazi 6zellikleri verilmistir (Szynal-Liana ve Wloch, 2018; 2019b). Catarino,
k-Pell hibrit sayilar1 adi verilen yeni bir say1 dizisi tanitmig ve bu diziyi igeren bazi
cebirsel ozellikleri vermistir (Catarino, 2019). Catarino ve Bilgici modifiye edilmis k-
Pell hibrit dizisini tanimlamislardir (Catarino ve Bilgici, 2020). Kizilates g-Fibonacci ve
q-Lucas hibrit sayilarini arastirmis ve bu sayilarin bazi 6zelliklerini sunmustur
(Kizilates, 2020). Sentiirk vd., Horadam hibrit sayilarin1 ve ozelliklerini incelemistir
(Sentiirk, vd., 2021)



Iki mertebeden rekiirans dizilerinde oldugu gibi hibrit sayilar1 {i¢iincii mertebeden
rekiirans diziler ile c¢aligtlmigtir. Tagyurdu Tribonacci ve Tribonacci-Lucas hibrit
sayilarinin tanimlarini, rekiirans bagmntilarin1  vermistir. Ayrica determinant1 ve
permanenti, Tribonacci ve Tribonacci-Lucas hibrit sayilarina esit olan Hessenberg
matrisleri tanimlamistir (Tasyurdu, 2019). Yagmur genellestirilmis hibrit Tribonacci
sayilarini incelemistir (Yagmur, 2020). Soykan ve Tasdemir genellestirilmis Tetranacci
hibrit sayilarini tanitmis ve bu hibrit sayilarin bazi 6zelliklerini sunmustur (Soykan ve

Tasdemir, 2020).

Rekiirans bagintilarla tanimlanan polinom dizileri ile hibrit sayilari kullanilarak da
birgok hibrit polinom dizileri tanimlanmis ve ozellikleri incelenmistir. Liana vd. Pell
hibrit polinomlarini incelemislerdir (Liana vd., 2019). Daha sonra Fibonacci, Lucas ve
Fibonacci-Pell hibrit polinomlarini ve bunlarin gesitli 6zellikleri sunulmustur. (Szynal-
Liana ve Wloch, 2020a; 2020b). Tan ve Ait-Amrane iki periyodik Horadam hibrit
sayilarini incelemistir (Tan ve Ait-Amrane, 2006). Baska bir ¢alismada ise Horadam
hibrit sayilar1 incelenmis ve gesitli 6zellikler elde edilmistir (Sentiirk vd., 2020). Liana
vd. Jacobsthal hibrit polinomlarini incelemislerdir (Liana,vd., 2021). 2022 yilinda ise
Horadam hibrit polinomlari adi1 verilen Horadam hibrit polinomlarini tanitmistir ve 6zel

durumlari elde edilmistir (Kizilates, 2022).

Sunulan bu tezde genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlarinin rekiirans
bagintilar1 ile kompleks, dual ve hiperbolik sayilarin bir genellestirmesi olan hibrit
sayilar1 kullanilarak genellestirilmis Fibonacci ve Lucas hibrit polinomlarin
tanimlanmistir ve bir¢ok 6nemli 6zelliklerini igeren sonuglar elde edilmistir (Tasyurdu
ve Sahin, 2022). Bu amagla kuramsal temeller adimi1 alan ikinci bolimde temel

kavramlar verildi.

Calismamiz {iglincli boliimiinde ilk olarak genellestirilmis Fibonacci polinomlari
sunulmustur. Bu polinomlarin rekiirans bagintilar1 g6z 6niine alinarak Binet formiilleri,
tirete¢ fonksiyonlart ve Ozellikleri verilmistir. Daha sonra rasyonel Kkatsayili
polinomlarla tanimlanan genellestirilmis Fibonacci tipli ve genellestirilmis Lucas tipi
polinomlar ile reel katsayili polinomlarla tanimlanan h(x)-Fibonacci ve h(x)-Lucas
polinomlart sunulmustur. Bu polinomlarinin dizileri olusturulmus ve Binet formiilleri,

iiretec fonksiyonlar1 ve 6zellikleri verilmistir.



Daha sonra rekiirans bagintilarla tanimlanan polinom dizileri ile hibrit sayilar
kullanilarak sunulan hibrit polinom dizileri tanimlanmis ve 6zel durumlari verilmistir.
Ayrica bu hibrit polinomlar1 i¢in Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari, {istel
fonksiyonlari, toplam formiilleri ile Catalan, Cassini, ve d'Ocagne esitlikleri gibi 6zel

esitlikler sunulmustur. ve bazi 6zellikleri verilmistir

Tezin dordiincii boliimiinde ilk olarak k-Pell, k-Pell-Lucas ve Modifiye k-Pell matris
dizileri tanimlanmistir ve detayli bir sekilde 6zellikleri incelenmistir. Bu dizilerin n-inci
genel terimini veren matrisler, Binet formiilleri, iireteg fonksiyonlar1 elde edilmistir. .
Daha sonra k-Pell, k-Pell Lucas ve Modifiye k-Pell matris dizilerini iceren bazi

onemli esitlikler, aralarindaki iligkiler ve bir¢ok sonug elde edilmistir.

Tezin dordiincii bolimiinde ilk olarak genellestirilmis Fibonacci polinomlarinin
rekiirans bagintilar ile hibrit sayilarimin tanimi kullanilarak genellestirilmis Fibonacci
hibrit polinomlar1 tanimlanmis ve detayli bir sekilde 6zellikleri incelenmistir. Bu hibrit
polinomlarinin dizileri olusturulmus ve n-inci terimin elde edilmesini saglayan genel
formiiller elde edilmistir. Ayrica iirete¢ fonksiyonlart ile matris temsilleri sunulmustur.
Daha sonra genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit, genellestirilmis Lucas tipli hibrit,
h(x)-Fibonacci ve A(x)-Lucas polinomlar1 olarak adlandirilan 6zel durumlar verilmistir.

Bu 6zel durumlarinin da genel formiillerinin yani sira birgok 6zelligi elde edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde calismamiz i¢in temel teskil eden kavramlar verilecektir.

2.1. Genel Kavramlar

Tammm 2.1: A # @ olmak iizere *: A — A doniisiimiine A {izerinde bir n-li islem

denir. A kiimesi tizerinde bir " * " islemi tamimlanmigsa (A,*) ifadesine cebirsel yapi

denir (Tas¢1, 2010).
Tanmm 2.2: G # @ bir kiime ve *, G lizerinde bir igslem olsun. Buna gore
I Vx,y,z €Giginx *(y*z)=(x*y) * z ise (Birlesme 6zelligi)

ii. V x € G i¢in x * e = e * x = x olacak sekilde bir e € G varsa (Birim eleman

varhig1 6zelligi)

iii. e, G nin birim eleman1 olmak lizere V x € G i¢in x * x' = x" * x = e olacak

sekilde bir x" € G sayisi varsa (Ters elemanin varlig1 6zelligi)
(G,*) cebirsel yapisina bir grup denir (Tasg1, 2010).

Tamim 2.3: (G,*) bir grup olmak iizere V x,y € G igin x * y = y * x oluyorsa bu gruba

degismeli (komutatif ya da abelyan) grup denir (Tag¢1 2010).

Tanimm 2.4: R # @ bir kiime ve toplama +, ile ¢arpma, - denilen iki ikili islem R

kiimesi iizerinde tanimlanmis olsun. Buna gore
i. (R, +) degismeli bir grup ise
ii. VY x,y,z € R i¢in x(yz) = (xy)z ise (Birlesme 6zelligi)

iii. Vx,y,Z€R igin x(y+2)=xy+xz ve (y+z)x =yx+ zx oluyorsa
(Carpma isleminin toplama islemi {izerine soldan ve sagdan dagilma

ozelligi)

(R,+, -) cebirsel yapisina bir halka denir (Tas¢1, 2010).



Tamim 2.5: (R, +, -) bir halka olsun. Buna gore

i. Vx,y €ER i¢in xy =yx ise (R,+, -) halkasina degismeli (komiitatif)
halka denir.

ii. V x €ER icin x1z = 1zgx = x olacak sekilde bir 1 € R varsa (R,+, *)
halkasina birimli halka denir (Tasc¢1, 2010).

Tamm 2.6: (F,+, -) birimli ve degismeli bir halka olmak {izere sifirdan farkli her
elemaninin ¢arpma islemine gore bir tersi varsa o zaman bu halkaya cisim denir (Tas¢1,

2010).

Reel sayilar bir boyutlu olan hiper kompleks sayilardir. Ayrica adi toplama ve garpma
islemlerine gore cisim olan bir cebirsel yapidir. Iyi bilinen iki boyutlu say
sistemlerinden olan kompleks, dual ve hiperbolik sayilar asagidaki tanimlarla

verilmistir.

Tamm 2.7: x,y birer reel say1 ve i? = —1 olmak iizere x + iy seklindeki sayilara
kompleks ya da karmasik sayilar denir. Kompleks sayilarin olusturdugu kiime C ile

gosterilir ve
C={x+iy: i*?=—-1vex,y € R}
olarak tanimlanir (Yaglom, 1968).

Tamm 2.8: x,y birer reel say1 ve €2 = 0 olmak iizere x + £y seklindeki sayilara dual

sayilar denir. Dual sayilarin olusturdugu kiime I ile gosterilir ve
D={x+ey:c2=0vex,y € R}
olarak tanimlanir (Yaglom, 1968).

Tamm 2.9: x,y birer reel say1 ve h? = 1 olmak iizere x + hy seklindeki sayilara

hiperbolik sayilar denir. Hiperbolik sayilarin olusturdugu kiime P ile gosterilir ve
P={x+hy:h?=1vex,y € R}

olarak tanimlanir (Yaglom, 1968).



Tanmm 2.10: R birimli bir halka, x bir belirsiz, n € Nve 0 <i < n i¢in a; € R olmak

lizere
f(x) =agx® + a;xt + -+ ax™

ifadesine R katsayili x e gore bir polinom denir. 0 < i <n igin a; € R elemanlarina
f(x) polinomunun katsayilar1 ve a;x' ye de f(x) polinomunun terimleri ad1 verilir. R

tizerinde x belirsizine gore tiim polinomlarin kiimesi R[x] ile gosterilir (Tas¢1, 2010).
Tanmm 2.11: R birimli bir halka, x bir belirsiz ve n,m € N igin

fx) = apx® + a;x* + -+ a,x™ € R[x]

g(x) = box® + byx! + -+ + bx™ € R[x]

olmak tizere eger her 0 < i € Z igin a; = b; ise f(x) ve g(x) esit polinomlar denir ve
f(x) = g(x) ile gosterilir. Ozel olarak i > n igin a; = 0 ve i > m igin b; = 0 seklindir
(Tasc1, 2010).

Teorem 2.12: R birimli bir halka, x bir belirsiz ve n,m € N igin
f(x) = apgx® + ayx* + -+ a,x™ € R[x]

g(x) = box® + byx! + -+ bx™ € R[x]

olsun. k = maks{m,n} ve c; = 5’:0 a;b;_; olmak iizere
k
O +9() = ) (e + bt
i=0
m+n
f0).9) = ) axl
i=0

seklinde tanimlanan islemlerle (R[x],+, -) birimli bir halkadir. Bu halkaya R

tizerindeki polinomlar halkasi denir. Eger R degismeli ise R[x] de degismelidir (Tasg1,
2010).



Tamm 2.13: F bircisimve u;; € F (1 <i<m,1 < < n) olmak iizere

U117 Uqp ° Ugp
U1 Uz = Uz
Umi Um2 = Umnp

seklindeki bir dikdortgen tabloya m satirli ve n siitunlu ya da kisaca m X n boyutlu

(mertebeli) matris denir (Tasc¢1, 2011).

Matris cebrindeki islemler reel ya da kompleks sayilar cebrinde oldugu gibi

tanimlanmustir.

U = (uij)an, V= (vij)an! W = (Wij)an, S = (Sl'j )nxp ve T = (tU )mxp birer

matris ve A bir reel say1 olmak {izere

I. Iki matrisin toplam1

U+V =), .+ . =@tvy) =MW =W
ii. Bir skalerle matrisin ¢arpimi
AU = (Auij)an
iii. Iki matris garpmm US =T = (ti i )mxp olmak iizere t;; elemani
tij =Zﬁ=1uikskj (1£l£m,1 S]Sp)

seklindedir (Tasc1, 2011).

2.2. Hibrit Sayilar

Hibrit sayilari, iyi bilinen iki boyutlu sayr sistemlerinden olan kompleks, dual ve

hiperbolik sayilarin bir genellestirilmesidir.



Tamim 2.14: x,y, z, t birer reel say1 ve i2 = —1, €2 = 0, h? = 1 olmak iizere x + iy +
€z + ht seklindeki sayilara hibrit sayilar denir. Hibrit sayilarin olusturdugu kiime K ile

gosterilir ve
K={x+iy+ez+ht:i?=-1,2=0,h*=1,ih=-hi=c+ivex,y,zt € R,}
olarak tanimlanir (Ozdemir, 2018).

ki =x; +iy, + €zy + ht; ve k, = x, + iy, + €z, + ht, birer hibrit sayis1 ve 4 bir

reel say1 olmak iizere

Iki hibrit saymin toplam1

ki +ky =(x1+x3) + i1 +y2) + (21 +22) +h(ty +t3)

Iki hibrit saymin farki

ki —ky = —x) + i(yy —y2) +&(z1 —2z3) +h(t; —ty)

Iki hibrit saymin ¢arpimi
kiky = x1%2 — Y1Y2 + Y122 + 212
+i(x1y2 + y1%2 + Y1ty — tity)
+ (X125 + Y1ty + 21X, — 21t — X1y + 8123)

+ h(xit, — y12, + z1t, + t1X,)

Bir reel say1 ile bir hibrit saymnin ¢arpimi

/1k1 == /1x1 + lﬂ'yl + 8/121 + h/ltl

Bir hibrit sayisinin eslenigi

kl = xl - iyl _€Z1 _htl

Bir hibrit sayisinin karakteri

C(ky) = kiky = kiky = %1% + (71 — 21)% — 2.2 — ¢4



¢ Bir hibrit sayisinin normu

llkeall = 1/ |k1k1 =VIC(k)| = \/|x12 + (O —20)? — 2% — |

seklindedir.

Hibrit sayilar1 kompleks, dual ve hiperbolik sayilarindan farkli olmasina ragmen bazi
benzer cebirsel o6zelliklere sahiptir. Hibrit sayilarinda ¢arpma isleminin degismeli
olmadigi goriilmektedir. Ancak birlesme 6zelligine sahiptir. Hibrit sayilarinda toplama
islemi ise hem degismeli hem de birlesmelidir. Toplama islemine gére birim elemani 0
olmak iizere k = x + iy + ez + ht hibrit sayisinin toplama islemine gore tersi
-k = —x — iy — ez — ht seklindedir. Bu ise (K,+) yapisiin abel grup oldugu

anlamina gelir.

Tablo 1.1. 1,i, & ve h i¢in ¢arpim tablosu

X 1 [ € h
1 [ € h
i [ -1 1-h i+¢€
£ € 1+h 0 —&
h h —i—¢ € 1

Ayrica hibrit sayilart skaler ve vektor boliimlerine ayrilabilir. k = x + iy + €z + ht bir
hibrit sayis1 olmak iizere x reel sayisina skaler kisim denir ve Sy ile gosterilir, iy + ez +

ht kismi ise vektor kismi olarak adlandirilir ve Vj, ile gosterilir. Yani
Sc=x ve Vpy=iy+ez+ht
olmak {izere k hibrit sayisi
k=S8,+V,

sekilde gosterilir.



2.3. Rekiirans Diziler

Matematikte ¢ok farkli bigimlerde tanimlanan diziler bulunmaktadir. Burada dizinin
baslangicindaki birkag¢ terim hari¢ olmak iizere, her bir teriminin kendisinden dnceki

terimler yardimiyla elde edildigi diziler hakkinda genel bilgiler verilmistir.

Tamim 2.15: Tanim kiimesi pozitif tamsayilar olan fonksiyonlara dizi denir (Kadioglu

ve Kamali, 2003).

Tamim 2.16: Her n > r igin u, # 0 olacak sekilde u; (0 < i < r — 1) katsayilari igin

r-inci mertebeden homojen lineer rekiirans dizisi, {ky, }5>0
kn = Ur_1kn_q +Ur2Kn_p + -+ Uskn_ri1 + Uokp—r (2.1)

esitligi ile tamimlanir. (2.1) esitlige ise r-inci mertebeden homojen lineer rekiirans
bagint1 denir. {k,},s dizisinin ilk r terimini olan kg, k4, ..., k,-_; sayilarina da dizisinin

baslangic degerleri denir (Everest vd., 2003).

Tanmm 2.17: (2.1) esitligindeki gibi tanimli olan {k;, },,>( dizisi i¢in

r—1 2

P(x) = X" — U X7 = Up X = — U — U

polinomuna {k,, },s, dizisinin karakteristik polinomu denir (Everest vd., 2003).

Tamm 2.18: p(x) = x" —u,_x" 1 —u._,x""2 — . —u;x —uy, = 0 denklemine

{k,.}nso dizisinin karakteristik denklemi denir (Everest vd., 2003).

Tanim 2.19: p(x) polinomunun kokleri vy,v,,...,v € C olmak iizere
vV i,j€{L,2,..,r} icin, v; # v ise, a, = wyvi + wyvy + -+ w,v olacak sekilde
Wy, Wy, ..., W, sabitleri vardir. Bu esitlik baslangic degerleri icin yerine yazilip elde
edilen denklem sisteminden w;, ws, ..., w,. bilinmeyenleri bulunur. Boylece elde edilen

karakteristik polinomunun kokleri ve a,, arasindaki esitlige rekiirans bagintinin ¢oziimii

denir (Everest vd., 2003).
Tanim 2.20: Bir {k;,},5¢ dizisinin terimleri kullanilarak tanimlanan
G(x) = kox® + kyxt + kpx? + kyx3 + - = z kix!
i=0

serisine {k, }nso dizisinin tirete¢ fonksiyonu denir (Everest vd., 2003).
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Simdi ¢alismamizin temelini olusturan ikinci mertebeden rekiirans diziler sunulacaktir.

2.3.1. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari

Ikinci ve daha yiiksek mertebeden rekiirans bagintilarla tanimlanan say1 dizileri cebir,
fizik, kimya, biyoloji, bilgisayar biliminin yani1 sira sanatin bir¢cok farkli alanda
uygulamalari vardir. Bilimin hemen hemen her alaninda hem teorik hem de uygulamali
olarak bu sayilar ¢ok genis alanda ¢alisilmaktadir. Bu boliimde literatiirde en ¢ok ilgi
goren ve ikinci mertebeden rekiirans bagntilarla tanimlanan Fibonacci ve Lucas sayilari

ve Ozellikleri verilmistir.

Tamim 2.21: n > 2 i¢in F, = 0, F; = 1 basglangi¢ degerleriyle n-inci Fibonacci sayisi,

E, ve Ly = 2, L; = 1 baslangi¢ degerleriyle n-inci Lucas sayist, L, sirastyla
B =Fi1+F
Ly=Lp1+ Ly

rekiirans bagintilari ile tanimlanir.

Uzun yillardir Fibonacci ve Lucas sayilarinin genellestirmeleri ¢alisilmaktadir.
Fibonacci ve Lucas sayilarinin genellestirilmesi c¢alisilirken farkli bakis agilar1 ortaya
cikmigtir. Horadam, 1965 yilindaki ¢alismasinda tanimladigi ikinci mertebeden
rekiirans dizi ile Fibonacci ve Lucas sayilarmm en Onemli genellestirmelerini

sunmustur.

Tammm 2.22: n > 2 i¢in p ve q birer tamsay1 ve W, = a, W; = b keyfi reel sayilar

olmak tizere ikinci mertebeden rekiirans dizi
Wh =pWyq — qWy (2.2)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir ve n-inci terimi W, ile gosterilir (Horadam, 1965).

Daha sonra yapilan caligmalarda W, sayisina Horadam sayist1 ve bu sayilarin
olusturdugu diziye de Horadam sayi1 dizileri ad1 verilmistir. Genel olarak p ve q birer
tamsay1 ve Wy = a, W, = b keyfi reel sayilar1 baslangi¢ degerleri i¢in n-inci Horadam
sayist W, = W, (a, b; p,q) olmak tizere Horadam say1 dizileri {W,,(a, b;p,q)}nso il€

gosterilir.



n = 2 olmak iizere {W,(a, b; p, q)}nso dizilerinin 6zel durumlar1 olarak Fibonacci ve
Lucas say1 dizilerinin rekiirans bagintisina benzer bagintilarla elde edilen ve literatiirde
ilgi goren diger say1 dizilerinden olan k-Fibonacci {Fy }, (p, q)-Fibonacci {Fp,q,n}, k-
Lucas (p,q)-Lucas {L,4.}, Pell {B,}, Pell-Lucas {Q,}, Modifiye Pell {g,}, k-Pell
{Py.n}, Jacobsthal {J,,}, Jacobsthal-Lucas {j,,} gibi say1 dizileri Tablo 1.2 de verilmistir.

Tablo 1.2. Bazi ikinci mertebeden say1 dizileri

Say1 Dizileri {W,(a, b;p, q)},50 Gosterimi
k-Fibonacci Sayi Dizileri {W,(0,1;k, —1)} = {Fycn}
(p, 9)-Fibonacci Sayi Dizileri W,(0,15;0,—)} = {Fpqn}
k-Lucas Say1 Dizileri W,(2,1;k,—1)} = {Lyn}
(p, q)-Lucas Say1 Dizileri W,(2,p;0,—q)} = {Lp,qn}
Pell Say1 Dizileri W,(0,1;2,-1)} = {B,}
Pell-Lucas Say1 Dizileri W, (2,2;2,-1)} = {Q,,}
Modifiye Pell Say1 Dizileri W,(1,1;2, -1} = {q.}
k-Pell Say1 Dizileri {W,(0,1;2,—k)} = {P n}
Jacobsthal Sayi Dizileri {W,(0,1;1,-2)} = {J,.}
Jacobsthal-Lucas Say1 Dizileri W,(2,1;1,-2)} = {j.}
k-Jacobsthal Sayi Dizileri W, (0,1;k,—2)} = {Jin}

Simdi Horadam say1 dizilerinin n-inci terimini elde etmemizi saglayan genel formiiller

verilecektir.
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Rekiirans diziler rekiirans bagintilar1 kullanilarak elde edilebilecegi gibi genel formiil
olarak bilinen Binet formiilii kullanilarak da elde edilir. Binet formiilii ile dizinin
herhangi bir terimi, kendisinden onceki tiim terimlerin bilinmesine gerek kalmadan
kolay bir sekilde bulunabilir. Ornegin bir dizinin 100-iincii terimini elde etmek icin
rekiirans bagintisi kullanilirsa kendisinden once ilk 99 terimin bilinmesi gerekmektedir.
Ancak bunun yerine Binet formiilii kullanilirsa bu hesaplamaya ihtiyag
duyulmamaktadir. Bu formiili elde etmek, dizinin rekiirans bagintisin1 ¢ézmeye
dayanmaktadir. (2.2) rekiirans bagmtismin karakteristik denklemi t? —pt+q =0

olup bu karakteristik denkleminin kokleri a ve f olmak tizere

et E g
2

ve B = 5

seklindedir. Bu kokler arasinda

a+f=p
a—p =7 2
ap =q

esitlikleri vardir. Buradan Horadam sayilari i¢in Binet formiilii agagidaki teorem ile

verilir.

b—apf
a-p

Teorem 2.23: n = 0 igin a ve B, t?> —pt + q = 0 denkleminin kokleri, A = ve

B = ‘;a__; olmak {izere olmak {izere n-inci Horadam sayisi i¢in Binet formiilii
W, = Aa™ + Bp"
seklindedir.

Ispat: Tanim 2.19 dan 4, B sabit katsayilar olmak iizere her n > 0 tamsayisi i¢in n-inci
Horadam sayisiin genel formu

W, = wia™ + w,B" (2.3)

seklindedir.



Ozel olarak n = 0 ve n = 1 alinirsa

Wo=a=w; +w,

Wy =b=wia+w,f
lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢éziimiinde ise

b—-af ve w __aa-b
a-f 2= a-f

W1:

olarak bulunur. Bulunan w; ve w, degerleri (2.3) esitliginde yerine yazilirsa

_(b—ap)a™ + (aa — b)B"

W,
n a — ﬁ
olup A = ba__alf ve B = (Za__ﬁb i¢i n-inci Horadam sayis1 i¢in Binet formiilii

W, = Aa™ + Bp"
seklinde elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Tablo 1.2 de verilen a,b,p,q degerleri Teorem 2.23 de kullanilarak Horadam

sayilarinin 6zel durumlari i¢in Binet formiilleri elde edilebilir.

Simdi Horadam sayilar1 i¢in tirete¢ fonksiyonunu verilecektir. n-inci Horadam sayisi

W, olmak tizere {W, (a, b; p, q) }nso dizilerinin tirete¢ fonksiyonu

Glx) = Z WX (2.4)
n=0

olsun. Buradan asagidaki teorem verilir.
Teorem 2.24: Horadam say1 dizilerin iirete¢ fonksiyonu

a+ (b—pa)x

G(x) =
) 1 —px + gx?

seklindedir (Horadam, 1965).
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Ispat: (2.4) esitliginden Horadam say1 dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

G(x) = Z Wpx™ = Wox® + Wixt + Wox? + -+ Wpx™ + -+
n=0
dir. Bu denklemin her iki yam1 —px ve gx? ile carpilirsa
—prgG(x) = —pWox! — pWyx? — pWyx® — - — pWpx™ — oo
qx%G(x) = qWyx? + qWyx3 + qWox™ + - + qWpx™+2 + -
elde edilir. Buradan
(1 —px +qx*)G(x) = Wy + (W, — pWo)x + (W, — pW; + qWy)x?
+(Ws — pWo + qW)x> + -+ (W, — pWy_p + qWp_3)x™ + -

dir. Tamim 2.22 deki W, = a, W, = b baslangi¢ degerleri i¢in W, = pW,,_; — qW,,_,

rekiirans bagintisi kullanilirsa
(1 —px +qx*)G(x) = Wy + (W, — pWo)x

olup Horadam say1 dizileri igin iirete¢ fonksiyonu

a+ (b—pa)x

G(x) =
) 1—px + qx?

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Tablo 1.2 de verilen a,b,p,q degerleri Teorem 2.24 de kullanilarak Horadam
sayilarinin 6zel durumlari i¢in {irete¢ fonksiyonlar1 elde edilebilir.

2.3.1. Ozel hibrit say1 dizileri ve 6zellikleri

Rekiirans bagintilarla tanimlanan say1 dizileri ile hibrit sayilar1 kullanilarak yeni say1
dizileri tanimlanmigtir. Bu boliimde Horadam say1 dizileri ile iliskili Horadam hibrit
sayilar1 sunulmustur. Bu hibrit sayilarindan herhangi birini elde etmek i¢in kullanilan ve
genel formiil olarak bilinen Binet formiilleri, lirete¢ fonksiyonlar1 ve baz1 6zellikleri

verilmistir.



Ayrica Horadam say1 dizilerinin 6zel durumlar1 olan Fibonacci, k-Fibonacci, (p,q)-
Fibonacci, Lucas, k-Lucas, (p,q)-Lucas, Pell, Pell-Lucas, Modifiye Pell, k-Pell,
Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas ve k-Jacobsthal sayi dizileri ile iliskili hibrit sayilari,

genel formiilleri ve 6zellikleri verilmistir.
Tanim 2.25: W, n-inci Horadam sayis1 olmak {izere
i?=-1, €2 =0, h? =1, ih=—hi=¢ +i
degerlerini saglayan {1, i, &, h} tabani ile n-inci Horadam hibrit sayis1, HWW,,
HW, = W, +iW,y1 + eWpo + AW, 13, n =0 (2.5)
esitligi ile tanimlanir (Szynal Liana, 2018).

Genel olarak pve g birer tamsayr ve W, = a, W; = b keyfi reel sayilar1 baslangic
degerleri i¢in n-inci Horadam sayis1 W,, = W,,(a, b; p, q) olmak iizere n-inci Horadam

hibrit sayis1t HW,, = HW,,(a, b; p, q) ile gosterilir.
Tanmm 2.5 kullanilarak ilk birkag Horadam hibrit sayis1 soyledir:
HW, = a + ib + e(pb — qa) + h(p?b — q(a + b)),
HW, = b+ i(pb — qa) + e(p*b — q(a + b)) + h(p® + q*a — pq(a + 2b) — b)
HW, = pb—qa + i(pzb —q(a+ b)) + e(p® + q*a —pq(a + 2b) — b)
+h(p* + q%ap — p*q(a + 2b) — bp — p*bq + q*(a + b))
HW; = p?b — q(a+ b) + i(p>® + q?a — pq(a + 2b) — b)
+&(p* + q%ap — p?q(a + 2b) — bp — p?bq + q*(a + b))
+h(p® + q?ap? — p3q(a + 2b) — bp — p*bq + q*(a + b)

—p3*q + q*a —pq*(a + 2b) — bq)
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Tablo 1.2 de verilen a,b,p,q degerleri ile Tanim 2.25 kullanilarak Horadam hibrit
sayilarinin 6zel durumlar1 olan Fibonacci hibrit {HF,}, k-Fibonacci hibrit {HFk,n},
(p, q)-Fibonacci hibrit {HF, .}, Lucas hibrit {HL,}, k-Lucas hibrit {HL,}, (p,q)-
Lucas hibrit {HLp,q,n}, Pell hibrit {HPB,}, Pell-Lucas hibrit {HQ,,}, Modifiye Pell hibrit
{Hgq,}, k-Pell hibrit {HP, .}, Jacobsthal hibrit {H],}, Jacobsthal-Lucas hibrit {Hj,} ve
k-Jacobsthal hibrit {HJ, ,} sayilar gibi hibrit sayilari elde edilir. Bu hibrit sayilari

Tablo 1.3 de verilmistir.

Tablo 1.3. Sayi dizileri ile iligkili bazi hibrit sayilari

Hibrit Sayilar HW,(a,b;p,q) Sembolii
Fibonacci hibrit sayilar HW,(0,1;1,—-1) HE,
k-Fibonacci hibrit sayilari HW,(0,1; k,—1) HFy
(p, q)-Fibonacci hibrit sayilari HW,(0,1;p,q) HE, 4
Lucas hibrit sayilar HW,(2,1;1,—-1) HL,
k-Lucas hibrit sayilar HW, (2,1;k,—1) HLyn
(p, q)-Lucas hibrit sayilari HW,, (2,p;p,9) HL, 4n
Pell hibrit sayilar HW,(0,1;2,—1) HP,
Pell-Lucas hibrit sayilar HW,(2,2;2,—1) HQ,
Modifiye Pell hibrit sayilar HW,(1,1;2,—-1) Hgq,
k-Pell hibrit say1lari HW,,(0,1;2,—k) HPy
Jacobsthal hibrit sayilar HW,(0,1;1,-2) HJ,
Jacobsthal-Lucas hibrit sayilart HW,(2,1;1,-2) Hj,
k-Jacobsthal hibrit sayilari HW,(0,1; k,—2) HJyn




Tanim 2.25 kullanilarak Horadam hibrit sayilart bulunurken Horadam sayi1 dizilerinin
terimlerine ihtiyag duyulmaktadir. Bu hibrit sayilar1 da Horadam sayi dizilerinin

rekiirans bagintisina benzer bagintilarla da sunulabilir.
Tamm 2.26: n > 2 i¢in
HW, = a + ib + e(pb — qa) + h(p?b — q(a + b)),
HW; = b +i(pb — qa) + (p?*b — q(a + b)) + h(p® + q*a — pq(a + 2b) — b)
baslangi¢ degerleriyle n-inci Horadam hibrit sayisi, HW,,

HW,, = pHWy_y — qHW,,_, (2.6)
rekiirans bagintisi ile tanimlanir (Sentiirk vd., 2020).

Horadam hibrit sayilar1 Tanim 2.25 ve Tanim 2.26 kullanilarak elde edilebilecegi gibi
bilinen say1 dizilerinde oldugu gibi Binet formiilii kullanilarak da elde edilir. Binet
formiilii ile daha pratik bir sekilde n-inci Horadam hibrit sayisi elde edilir. (2.6)
rekiirans bagmtisiin karakteristik denklemi t? —pt+q =0 olup bu karakteristik
denklem Horadam say: dizilerinin Kkarakteristik denklem ile aynidir. Bu denklemin

kokleri a ve f olmak iizere

et H . p- g
2

ve B = 5

seklindedir. Buradan Horadam hibrit sayilari i¢in Binet formiilii asagidaki teorem ile

verilir.

Teorem 2.27: n > 0 igin a ve B, t?> — pt + q = 0 denkleminin kokleri, A = ba__a[f

ve

aa—b

B = olmak {izere n-inci Horadam hibrit sayis1 i¢in Binet formiilii

a-p
HW,, = Aa™(1 + ia + €a® + ha®) + BB™(1 + if + €B? + hpB3)

seklindedir (Szynal Liana, 2018).
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Ispat: Teorem 2.23 ile verilen n-inci Horadam sayismin Binet formiiliinii (2.5)

esitliginde kullanilirsa
HW, = Wy, + iW, 41 + eWpyp + AW 43

= (Aa™ + BB™) + i(Aa™! + Bp™1)

+e(Aa™? + BB™2) + h(Aa™3 + Bp™3)

= Aa™(1 + ia + €a? + ha®) + BA™(1 + if + eB? + hpB3)

olup Horadam hibrit sayilarinin Binet formiilii
HW, = Aa™(1 + ia + €a? + ha®) + BA™(1 + if + £B? + hB3), n=>0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Horadam hibrit sayilarinin 6zel durumlarmin Binet formiilleri asagidaki teorem ile

verilmistir.
Teorem 2.28: n-inci Horadam hibrit sayisi, HW,, = HW,,(a, b; p, q) olmak {izere

i HW,(0,1;1,—1) = HE, ile (Szynal Liana ve Wloch, 2019a) calismasinda

5 -5 . . .. g ey ..
a= 1+2\/— ve = % olmak {izere n-inci Fibonacci hibrit sayisi, HF,, i¢in

Binet formuli

_a"(I+ia+e(1+a)+h(l+2a))

HE, = p—
_ﬁ"(l +if+e(1+B)+h(1+2B))
a—p
ii. HW,(0,1;k,—1) = HF,, ile (Erkan ve Dagdeviren, 2021) caliymasinda
a= etV +4 ve = koViz+a olmak {izere n-inci k-Fibonacci hibrit sayisi,

2 2

HF,, ;, i¢in Binet formiili
a™(1+ia+e(1+ka) + h(k + (k% + Da))
a—p
_,8”(1 +if +e(1+kB) + h(k + (k* + 1))
a—p

HFk,n -




Vi.

Vii.

HW,(2,1;1,—1) = HL,, ile (Erkan ve Dagdeviren, 2021) calismasinda

: s ) o o .
= 1+2\/— ve B =1 _2\/— olmak iizere n-inci Lucas hibrit sayisi, HL,, igin

aa

Binet formiilii
HL, =a™(1+ia+e(1+a)+ h(1+ 2a))
" +if+e(1+B)+h(1+2B))
HW,(2,1;k,—1) = HL;,, ile (Erkan ve Dagdeviren, 2021) ¢alismasinda

k+Vk2+4 k—VkZ+4
a=— ve = >

olmak tizere n-inci k-Lucas hibrit sayisi,

HLj , Binet formiilii
HLgn, = a™(1 +ia+ e(1 + ka) + h(k + (k* + Da))
—B™(1+if + (1 +kB) + h(k + (k* + 1))

HW,(0,1;2,—1) = HB, ile (Szynal Liana ve WIloch, 2018) caligmasinda
a=1++2 ve B =1—+/2 olmak iizere n-inci Pell hibrit say1s;, HP, i¢in

Binet formuli

a®(1+ia+e(1+2a)+h(2+ 5a))
HP, = p—

_BM(1+ B +e(1+2B) + h(2+58))
a—p

HW,(2,2;2,—1) = HQ,, ile (Szynal Liana ve Wloch, 2018) calismasinda

a=1++2 ve f=1—+/2 olmak iizere n-inci Pell-Lucas hibrit sayisi,

HQ,, i¢in Binet formiilii
HQ, = a™(a™(1 + ia+ e(1 + 2a) + h(2 + 5a)))
—B*"(1+if+e(1+2B8)+h(2+5B))

HW,(0,1;1,—2) = HJ, ile (Szynal Liana ve WIloch, 2019b) c¢alismasinda

n-inci Jacobsthal hibrit sayisi, HJ,, i¢in Binet formiilii

1 1
Hlp=32"(1+2i+4e+8h) —3(-D)"(L—i+e—h)
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viii.  HW,(2,1;1,-2) = Hj, ile (Szynal Liana ve WIloch, 2019b) ¢alismasinda

n-inci Jacobsthal-Lucas hibrit sayisi, Hj, i¢in Binet formiilii
Hj, =2"(1+2i+4e+8h)+(-1D)"(1—i+e—h)
seklinde sunulmustur.

Simdi Horadam hibrit say1 dizileri igin iireteg fonksiyonunu verilecektir. n-inci
Horadam hibrit sayis1 HW,, olmak tizere {HW,, },s, dizilerinin tirete¢ fonksiyonu

HG (x) = Z HW, x™ 2.7)
n=0

olsun. Buradan asagidaki teorem verilir.

Teorem 2.29: Horadam hibrit say1 dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

- HW, + (HW, — pHW,)x

ZHW"xn= o + (HW, — pHW,)
: 1 —px + gx?

n=

seklindedir (Szynal Liana, 2018).

Ispat: (2.7) esitliginden Horadam hibrit say1 dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

HG(x) = Z HW,x™ = HWyx°® + HW;x* + HW,x? + -+« + HW,x™ + ---

n=0
dir. Bu denklemin her iki yan1 —px ve gx? ile carpilirsa
—pxHG(x) = —pHWyxt — pHW,x? — pHW,x3 — -+ — pHW, x™*1 — ...
qx?HG(x) = qgHWyx? + qgHW,x3 + qHW,x* + --- + gHW,x"*2 + ...
elde edilir. Buradan
(1 —px + qx?)HG(x) = HWy + (HW, — pHW,)x + (HW, — pHW, + qHW,)x?
+(HW5 — pHW, + qHW,)x3 + -+ + (HW,, — pHW;,_, + qgHW,,_3)x™ + ---

dir.



Tanim 2.26 daki HW,, = pHW,,_; — qHW,,_, rekiirans bagintis1 kullanilirsa
(1 —px + qx*)HG(x) = HW, + (HW; — pHW,)x
olur. Buradan Horadam say1 dizileri i¢in iirete¢ fonksiyonu

HW, + (HW, — pHW,)x
1—px + qx?

HG(x) =

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Horadam hibrit sayilariin 6zel durumlarinin iireteg¢ fonksiyonlari asagidaki teorem ile

verilmistir.
Teorem 2.30: n-inci Horadam hibrit sayis1 HW,, = HW,,(a, b; p, q) olmak tizere

. HW,(0,1;1,—1) = HE, ile (Szynal Liana ve Wloch, 2019a) calismasinda

Fibonacci hibrit say1 dizilerinin, {HF,} tirete¢ fonksiyonu

- HF, + (HF, — HF,)t

ZHFntn: o+ (HF; 0)
1—t+t2

n=0

_(i+e+2n)+ (A +e+h)t
B 1—t+ t2

ii. HW,(0,1; k,—1) = HF,, ile (Erkan ve Dagdeviren, 2021) ¢alismasinda

k-Fibonacci hibrit say1 dizilerinin, {HFk_n} tirete¢ fonksiyonu

- HFo + (HFy; — kHFy o)t
2 HFin (1) = 1— kt — ¢2
n=0

_(i+ek+hk?*+1)+ (1 +e+hk)t
B 1— kt + t2
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Vi.

HW,(2,1;1,—1) = HL,, ile (Erkan ve Dagdeviren, 2021) calismasinda

Lucas hibrit say1 dizilerinin, {HL,,} trete¢ fonksiyonu

- HLy + (HL, — HLy)t
ZHL”(t)_ 1—t—t2
n=0

_(24i+3e+4h) + (—1+2i+¢&+3h)t
B 1—t+ t2

HW, (2,1;k,—1) = HLy, ile (Erkan ve Dagdeviren, 2021) caligmasinda

k-Lucas hibrit say1 dizilerinin, {HLk_n} iirete¢ fonksiyonu

= HLyo + (HLy; — kHLy o)t
Z HLin (8) = 1— kt — ¢2
n=0

_ (2 +ik+e(k?+2) +h(k® +3k)) + (=k + 2i + ek + h(k® + 2))t
B 1— kt + t2

HW,(0,1;2,—1) = HP, ile (Szynal Liana ve WIloch, 2018) calismasinda
Pell hibrit say1 dizilerinin, {HB,} tirete¢ fonksiyonu

Z — HP, + (HP, — 2HP,y)t
n 1—2t—t2
n=0

_(i+2e4+50) + (1 +e+2h)t
N 1—2t — t?

HW,(2,2;2,—1) = HQ,, ile (Szynal Liana ve Wloch, 2018) caligmasinda

Pell-Lucas hibrit say1 dizilerinin, {HQ,,} tirete¢ fonksiyonu

S HQq + (HQ, — 2HQ,)t
n =
Z) HQnt 1—2t—t2
n=

(24204 6e+14h) + (=2 + 2i + 2e + 6h)t
- 1—2t—t2




vii.  HW,(0,1;1,-2) = H]J, ile (Szynal Liana ve WIloch, 2019b) ¢alismasinda
Jacobsthal hibrit say1 dizilerinin, {H],} tirete¢ fonksiyonu

C HJo + (HJ, — Hjo)t
Z HJ t" = Jo - _( t]i thfo)
n=0

_(+e+3h)+ (A +2e+20)t
- 1—t—2t2

viii.  HW,(2,1;1,-2) = Hj, ile (Szynal Liana ve WIloch, 2019b) ¢alismasinda
Jacobsthal-Lucas hibrit say1 dizilerinin, {Hj,} tirete¢ fonksiyonu

- Hj, + (Hj; — Hj)t

ZHjntn= jo + (Hj; Jo)
1—t—2t2

n=0

_ (2+i+5¢+7h) + (=1 +4i + 2¢ + 10h)t
- 1—t—2t2

seklinde sunulmustur.

Horadam hibrit sayilarinin toplam formiilleri asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 2.31: n pozitif bir tam say1 olmak tlizere

1
p—q-1

I. L HW, = [HW,, 1 — qHW,, — HW;+qHW,]

.. 1
. t=a HWye_q = 2 (11q)? [HWypi1 — 2qHW,y—1 — (@ + 1) HW +pHW]

1
i, t=1 HWor = s [HWonip + ¢*HWan — pHW1+q(q + DHW,]

1
p—q+1

iv. t=1 (D HW, = [(=D)™ (HWypy1 + qHW,) + HW; + gHW, ]
dir (Sentiirk vd., 2020).

Tablo 1.3 Te verilen a, b, p, q degerleri ile Teorem 2.31 de kullanilarak Horadam hibrit

sayilarinin 6zel durumlari i¢in toplam formiilleri elde edilebilir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Say1 dizilerinde oldugu gibi polinom dizileri iizerine de bir¢ok ¢alisma vardir. Bu
boliimde calismamiz igin temel teskil eden literatiirde Fibonacci ve Lucas gibi say1
dizilerinin genellestirilmis hali olan genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlarinin
tanimlar1 ve Ozellikleri sunulmustur. Bu polinomlarin olusturdugu diziler igin iireteg
fonksiyonlari, toplam formiilleri ve ozellikleri sunulmustur. Ayrica genel formiiller
olarak bilinen ve n-inci genellestirilmis Fibonacci polinomunu ile n-inci genellestirilmis
Lucas polinomunu elde etmek i¢in kullanilan Binet formiilleri verilmistir. Daha sonra
kompleks, dual ve hiperbolik sayilarin bir genellestirmesi olan hibrit sayilar1 ve
rekiirans bagintilarla tanimlanan polinomlar ile iligkili hibrit polinomlar1 sunulmustur.
Bu hibrit polinomlarinin olusturdugu diziler i¢in Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari

ve Ozellikleri verilmistir.

3.1. Genellestirilmis Fibonacci Polinomlari ve Ozellikleri

Bu boliimde ikinci mertebeden rekiirans bagintilarla tanimlanan sayi1 ve polinom
dizilerinin genel hali olarak sunulan tamsayi katsayili genellestirilmis Fibonacci
polinomlar: ile dizileri detayli bir sekilde verilmistir. Daha sonra rasyonel katsayili
polinomlarla tanimlanan genellestirilmis Fibonacci tipli ve genellestirilmis Lucas tipi
polinomlar ile reel katsayili polinomlarla tanimlanan h(x)-Fibonacci ve h(x)-Lucas
polinomlar1 sunulmustur. Bu polinomlarinin dizileri olusturulmus ve Binet formiilleri,

tirete¢ fonksiyonlar1 ve 6zellikleri verilmistir.

Tanmm 3.1: Z[x] kiimesinde py(x), p,(x), d(x), g(x) polinomlar ve Gy(x) = py(x),
G,(x) = p1(x) baslangig degerleri olmak ftizere G,(x) ile gosterilen n-inci

genellestirilmis Fibonacci polinomu
Gn(x) = d(x)Gp-1(x) + g(X)Gp—2(x), n =2 (3.1)

rekiirans bagmtist ile tamimlanir. Bu polinomlarin olusturdugu diziler {G, (x)},s, ile

gosterilir (Florez, vd., 2014).



Tanim 3.1 den ilk birka¢ genellestirilmis Fibonacci polinomu soyledir:
Go(x) = po(x)
G1(x) = p1(x)
G2(x) = d(x)p1 (x) + g(x)po (x)
G3(x) = d?(x)p; (x) + d(x)g(x)po (x) + g (x)py1 (x)
Gy (x) = d®()p1 () + d*(x) g (X)po (x) + 2d (%) g (x)p1 (x) + g* (x)Po ()
Gs(x) = d*()p1(x) + d> (1) g (o (x) + 3d* (x) g (X)p (x)

+2d(x) g% ()po(x) + g% (x)p1 (x)
Genellestirilmis Fibonacci polinomlar1 (3.1) rekiirans bagintis1 kullanilarak elde
edilebilecegi gibi genel formiil olarak bilinen Binet formiilii kullanilarak da elde edilir.
Bilindigi gibi Binet formiilii ile dizinin herhangi bir terimi, kendisinden &nceki tim
terimlerin bilinmesine gerek kalmadan kolay bir sekilde bulunabilir. Istenilen
genellestirilmis Fibonacci polinomu (3.1) rekiirans baginti kullanilabilmesi igin
kendisinden once tiim polinomun bilinmesi gerekmektedir. Ancak bunun yerine Binet

formiilii kullanilirsa bu hesaplamaya ihtiya¢ duyulmamaktadir. Bu formiili elde etmek,

dizinin rekiirans bagintisni ¢ozmeye dayanmaktadir.

Simdi genellestirilmis Fibonacci polinomlart ig¢in Binet formiilii verilecektir. (3.1)

rekiirans bagmtisinda G, (x) = t™ yineleme bagmtisi kullanilirsa
G () = d(0)Gp—1 (x) + g()Gy—p(x) = " = d()t" 1 + g()t"™?
elde edilir. Burada 6zel olarak n = 2 alinirsa
t2—d)t—gx) =0

karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemin kokleri o(x) ve p(x) olmak tizere

_d(x) +/d?(x) + 4g(x)
- 2

_d() —d?(x) + 4g9(x)
- 2

o(x) p(x)

olarak bulunur.
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Bu kokler arasinda

a(x) + p(x) = d(x)

o(x) — p(x) = d2(x) + 4g(x)
a(x) p(x) = —g(x)

esitlikleri saglanir.

Teorem 3.2: n = 0 igin o(x) ve p(x), t? —d(x)t — g(x) = 0 denkleminin kokleri

olmak tizere genellestirilmis Fibonacci polinomlarinin Binet formiilii

p1(x)(a™(x) — p™(x)) + Po () g (x) (6™ 1 (x) — p"1(x))
a(x) —p(x)

Gn(x) = (3.2)

seklindedir (Florez, vd., 2014).

Ispat: Tanim 2.19 dan A, B sabit katsayilar olmak iizere her n > 0 tamsayisi igin

genellestirilmis Fibonacci polinom dizilerinin n-inci teriminin genel formu
G,(x) = Ac™(x) + Bp™(x)

seklindedir. Ozel olarak n = 0 ve n = 1 almnirsa
Go(x) =po(x) =A+B
G1(x) = p1(x) = Ao (x) + Bp(x)

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢oziimiinde ise

_ p1(x) = pe(x)p(x)

A= B = —p1(x) + po(x)a(x)

s —p - T T s@-p

olarak bulunur. Bulunan A ve B degerleri
Gn(x) = Ac™(x) + Bp"(x)

esitliginde yerine yazilirsa genellestirilmis Fibonacci polinomlarinin Binet formiili

p1(0) (0" (x) = p" () + po(X)g(x) (o™ (x) — p" ' ()
o(x) —p(x)

Gn(x) =

seklinde elde edilir. Dolayistyla ispat tamamlanir.



Ureteg fonksiyonlar1 lineer homojen rekiirans bagmtilar1 ¢dzmek icin en &nemli
yontemlerden biridir. Genellestirilmig Fibonacci polinom dizilerinin tirete¢ fonksiyonu

asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 3.3: Genellestirilmis Fibonacci polinom dizilerinin tirete¢ fonksiyonu

po(x) + (P1(x) - Po(x)d(x))t

GO = i g

seklindedir (Florez, vd., 2014).

Ispat: n-inci genellestirilmis Fibonacci polinomu G, (x) olmak iizere Tanim 2.20 den

genellestirilmis Fibonacci polinom dizileri i¢in

GO = ) G0 "
n=0

yazilabilir. Buradan
Gr(t) = Go(x) + Gy ()t + G2 ()t + -+ + G (O)t™ + - (3.3)

—d(x)Gr ()t = =d(x)Go(x)t — d(x)G, (0)t?* — d(x)G, ()3 — -

—d(x)G, (x)t"tt — ... (3.4)

—g()Gr(? = —g(x)Go(Dt? = g(x) G, (D)t* — g(x) G, ()t — -
—g()Gp ()™ — -+ (3.5)

dir. (3.3), (3.4) ve (3.5) esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Tanim 3.1 deki G,(x) =
Po(x), G1(x) = p;(x) baslangi¢ degerleri i¢in G, (x) = d(x)Gp-1(x) + g(x)Gp_2(x)

rekiirans bagintis1 kullanilirsa
Gr ()1 — d()t — g(x)t?) = Go(x) + G1 ()t — d(x)Go ()t

esitligi elde edilir. Buradan genellestirilmis Fibonacci polinom dizilerinin iireteg
fonksiyonu

Po(x) + (p1(x) — d(¥)po(x))t
1—d(x)t— g(x)t?

olarak bulunur. Bdylece ispat tamamlanir.
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Genellestirilmis Fibonacci polinom dizileri literatiirde sunulan birgok 06zel say1 ve
polinom dizilerinin genel halidir. Polinomlarin katsayir kiimlerine ve Tanim 3.1 deki
baslangi¢ degerlerine gore bu polinomlar gruplandirilabilir. Bunlar genellestirilmis
Fibonacci tipli, genellestirilmis Lucas tipli, h(x)-Fibonacci ve h(x)-Lucas polinomlar

olarak sunulmustur.

3.1.1. Genellestirilmis Fibonacci tipli polinomlar

Genellestirilmis Fibonacci polinomlarinin 6zel baslangic degerleri igin Z[x] tanim
kiimesi Q[x] kiimesine genisletilmis ve rasyonel katsayili polinomlarla genellestirilmis

Fibonacci tipli polinomlar tanimlanmustir.

Tanmm 3.4: Q[x] kiimesinde d(x), g(x) sifir olmayan polinomlar ve Fy(x) =0,
Fi(x) = 1 baslangi¢ degerleri olmak tizere F,(x) ile gosterilen n-inci genellestirilmis

Fibonacci tipli polinom
Falx) = d(0)Fp1(x) + g(0)Fp—2(x), n =2 (3.6)

rekiirans bagmtisi ile tanimlanir. Bu polinom dizileri {F,(x)},s0 ile gosterilir (Florez,

vd., 2014).

Tanim 3.4 ten ilk birkag¢ genellestirilmis Fibonacci tipli polinomu soyledir:

Folx) =0
Filx) =1
Fa(x) = d(x)

Fs(x) = d*(x) + g(x)
Falx) = d*(x) + 2d(x) g (x)

Fs(x) = d*(x) +3d*(x)g(x) + g*(x)

Genellestirilmis Fibonacci tipli polinom dizileri; Fibonacci polinom dizilerini {F,(x)},
iki degiskenli Fibonacci polinom dizilerini {F,(x,y)}, Pell polinom dizilerini {B,(x)},
Fermat polinom dizilerini {®,(x)}, Chebyshev ikinci tiir polinom dizilerini {U, (x)},
Jacobsthal polinom dizilerini {J,,(x)}, Morgan-Voyce birinci tiir polinom dizilerini

{B,,(x)} ve Vieta polinom dizilerini {V},(x)} kapsamaktadir.



Tanim 3.1 de verilen d(x), g(x) parametrelerine gore genellestirilmis Fibonacci tipli

polinomlarin 6zel durumlari Tablo 3.1 ile verilmistir.

Tablo 3.1. Genellestirilmis Fibonacci tipli polinomlar

n-inci
Genellestirilmis
Fibonacci Tipli
Polinomu, F,,(x)

Baslangi¢ Degerleri

Fo(x) =0,F1(x) =1

Rekiirans Bagintist

Fn(x) = d(xX)Fp-1(x) + g(0)Fp_2(x)

n-inci Fibonacci
polinomu, F,(x)

n-inci iki degiskenli
Fibonacci polinomu,
F(xy)

n-inci Pell polinomu,
Pn(x)

n-inci Fermat
polinomu, &, (x)

n-inci Chebyshev
ikinci tlir polinomu,
Un(x)

n-inci Jacobsthal
polinomu, J,, (x)

n-inci Morgan-
Voyce birinci tiir
polinom, B, (x)

n-inci Vieta
polinomu, V;,(x)

Fo(x) =0,F(x) =1

FO(ny) = O'Fl(x'y) =1

Po(x) = 0,P1(x) =1

Do(x) = 0, P4 (x) = 1

Up(x) = 0,U;(x) = 1

Jo(x) =0,J;(x) =1

Bo(x) = 0,B1(x) =1

Vo(x) =0,Vi(x) =1

Fr(x) = xFp_1(x) + Fp_2(x)

F(x,y) = xFp1(x,y) + yFp_2(x,y)

Py (x) = 2xPy_1(x) + Pp_p(x)

D, (x) = 3x P4 (%) — 20, _,(x)

Un(x) = ZxUn—l(x) - Un—Z(x)

]n(x) = ]n—l(x) + zx]n—z(x)

Bn(x) =(x+ Z)Bn—l(x) —By» (x)

Vn(x) = XVn—l(x) - Vn—Z(x)

Simdi genellestirilmis Fibonacci tipli polinomlar1 i¢in Binet formiilii verilecektir.

Genellestirilmis Fibonacci polinomlarinin rekiirans bagimtis1 genellestirilmis Fibonacci

tipli polinomlar1 rekiirans bagmtistyla aym olup t* — d(x)t — g(x) = 0 karakteristik

denklemi i¢in benzer olarak

_ d(x) + \/dz(x) +4g(x)

o(x)

koklerine sahiptir.

2
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Teorem 3.5: n >0 igin t? — d(x)t — g(x) = 0 denkleminin kokleri o(x) ve p(x)

olmak tizere genellestirilmis Fibonacci tipli polinomlarinin Binet formiilii

o™ (x) —p"(x)
o(x) — p(x)

Tn(x) =

seklindedir (Florez, vd., 2014).

Ispat: Tamim 2.19 dan A, B sabit katsayilar olmak iizere her n > 0 tamsayisi igin

genellestirilmis Fibonacci tipli polinom dizilerinin n-inci teriminin genel formu
Falx) = Ac™(x) + Bp™(x)

seklindedir. Ozel olarak n = 0 ve n = 1 alinirsa
Fox) =0=A+B
Fi(x) =1=Aoc(x) + Bp(x)

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimiinde ise

1 -1
1=s0—m  PTsm-rm

olarak bulunur. Bulunan A ve B degerleri
Fa(x) = Ac™(x) + Bp™(x)
esitliginde yerine yazilirsa genellestirilmis Fibonacci tipli polinomlarinin Binet formiilii

a"(x) —p"(x)
o(x) — p(x)

Tn(x) =

seklinde elde edilir. Dolayistyla ispat tamamlanir.

Teorem 3.5 kullanilarak Tablo 3.1 de verilen genellestirilmis Fibonacci tipli
polinomlarin 6zel durumlarinin da Binet formiilleri elde edilebilir. Bu 6zel durumlar ile
genellestirilmis Fibonacci tipli polinomlarin baslangic degerleri aynidir. Tanim 3.1 de
verilen d(x) ve g(x) polinomlarmm Tablo 3.1 deki degerleri gore genellestirilmis

Fibonacci tipli polinomlarin 6zel durumlarinin Binet formiilleri Tablo 3.2 de verilmistir.



Tablo 3.2. Genellestirilmis Fibonacci tipli polinomlarin Binet formiilleri

n-inci Genellestirilmis Fibonacci

Tipli Polinomu,

Karakteristik Denkleminin Kékleri

F () = T o (x) p(x)
e e
o™ (x) — p™(x) x+Vx?+ 4 x—Vx?+4
B0 =—== 2 2
E,(x )_O'n(x)—Pn(x) x++/x%+4y x —+/x?+4y
. VX2 + 4y 2 2
P(x)=0"(x)—p"(x) x+x%2+1 x—+x%+1
" 2Vxt +1
& (x) = o™ (x) — p"(x) 3x +V9x2 — 8 3x —Vox2 —8
n 9x% — 8 2 2
U(x)zan(x)—p"(x) x++x%—1 x—+/x2 -1
" 2Vx% —1
J (x)_an(x)—pn(x) x ++1+8x x—+1+8x
T VTtsx 2 2
B(x)_a”(x)—p”(x) x+2+Vx2+4x x+2—Vx%+4x
" x? + 4x 2 2
v oy 2 T =P  +VTETE T d
" Vx? — 4 2 2

Genellestirilmis Fibonacci tipli polinom dizilerinin iireteg¢ fonksiyonu asagidaki teorem

ile verilmistir.

Teorem 3.6: Genellestirilmis Fibonacci tipli polinom dizilerinin iireteg¢ fonksiyonu

seklindedir (Florez, vd., 2014).

t

1—d(x)t— glx)t?
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Ispat: Tanim 2.20 den genellestirilmis Fibonacci tipli polinom dizileri igin
F)= ) F@t"
n=0

yazilabilir. Buradan
Fr(t) = Fo(x) + Fy ()t + Fo(0)t? + -+ + Fr Q" + - (3.7)
—d()F (Ot = —d(X)Fo ()t — d()F, (0)t? — d(X)Fo ()3 —
—d () F, O™ — - (3.8)
—g(OFr ()% = —g(0)F,()t? — g(x)F1 ()t — g()Fp(x)t* — -
—g () F (Ot — .. (3.9)

dir. (3.7), (3.8) ve (3.9) esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Tanim 3.4 teki Fy(x) =0,
F,(x) = 1 baslangi¢ degerleri i¢in F,,(x) = d(x)F,_1(x)(x) + g(x)F,_,(x) rekiirans

bagintist kullanilirsa
Fr@®) (1 — d()t — g(x)t?) = Fo(x) + F1 ()t — d(x)Fo(x)t

olup buradan genellestirilmis Fibonacci tipli polinom dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

t
1—d)t— gl)t?

Tf(x) =

olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.6 kullanilarak Tablo 3.1 de verilen genellestirilmis Fibonacci tipli
polinomlarin 6zel durumlarinin da iirete¢ fonksiyonlar elde edilebilir. Bu 6zel durumlar
ile genellestirilmis Fibonacci tipli polinomlarin baslangi¢ degerleri aynidir ve ikinci
mertebeden rekiirans bagmntilarla tanmimlanir. Tanim 3.1 de verilen d(x) ve g(x)
polinomlarmin Tablo 3.1 deki degerleri Teorem 3.6 da kullanilarak genellestirilmis
Fibonacci tipli polinomlarin 6zel durumlarinin iirete¢ fonksiyonlar: elde edilir. Bu

ireteg fonksiyonlar1 Tablo 3.3 te verilmistir.



Tablo 3.3. Genellestirilmis Fibonacci tipli polinomlarin iirete¢ fonksiyonlart

Genellestirilmig Fibonacci Tipli Polinomlar Urete¢ fonksiyonu
Fibonacci polinomu Fr(x) = ﬁ
Iki degiskenli Fibonacci polinomu Fr (x,y) = #—ytz
Pell polinomu Pr(x) = m
Fermat polinomu Pr(x) = Tth#
Chebyshev ikinci tiir polinomu U (x) = Ttt-l-tz
Jacobsthal polinomu Jr(x) = 1=t 222
Morgan-Voyce birinci tiir polinom B; (x) = t
1—(x+2)t+t?
Vieta polinomu Ve(x) = #t-l-tz

3.1.2.  Genellestirilmis Lucas tipli polinomlar

Genellestirilmis Fibonacci polinomlarinin 6zel baslangig degerleri igin Z[x] tanim
kiimesi Q[x] kiimesine genisletilmis ve rasyonel katsayili polinomlarla genellestirilmis

Lucas tipli polinomlar tanimlanmustir.
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Tamim 3.7: Q[x] kiimesinde a = 2/p, i¢in |py| = 1 veya 2 ve p;(x), d(x) = ap;(x),
g(x) sifir olmayan polinomlar ve Ly(x) =pg, £1(x) = p;(x) baslangic degerleri

olmak tizere L, (x) ile gosterilen n-inci genellestirilmis Lucas tipli polinom
Ln(x) = d(x)*cn—l(x) + g(x)»cn—z(x); nz=2 (310)

rekiirans bagntisi ile tanimlanir. Bu polinom dizileri {£,,(x)},so ile gosterilir (Florez,

vd., 2014).

Tanim 3.7 den ilk birkag genellestirilmis Lucas tipli polinomu soyledir:
Lo (x) = po

Ly (x) = p1(x)

L,(x) = d(x)p1(x) + g(x)po

L3(x) = d*(x)ps1(x) + d(x)g(x)po + g(x)p1 (x)

Ly(x) = d*(0)p, () + d* () g()po + 2d(x) g (x)p1(x) + g (x)po
Ls(x) = d*(0)p, (x) + d*(x)g(x)po + 3d*(x) g (x)p (x)

+2d(x)g2(X)po + 92 (x)p1(x)

Genellestirilmis Lucas tipli polinom dizileri; Lucas polinom dizilerini {£,(x)}, iki
degiskenli Lucas polinom dizilerini {£,,(x,y)}, Pell-Lucas polinom dizilerini {Q,,(x)},
Pell-Lucas-prime polinom dizilerini {Q',,(x)}, Fermat-Lucas polinom dizilerini
{9, (x)}, Chebyshev birinci tiir polinom dizilerini {T;,(x)}, Jacobsthal-Lucas polinom
dizilerini {j,,(x)}, Morgan-Voyce ikinci tiir polinom dizilerini {C,(x)} ve Vieta-Lucas

polinom dizilerini {v,,(x)} kapsamaktadir.

Tanim 3.1 de verilen d(x),g(x) parametrelerine gore genellestirilmis Lucas tipli

polinomlariin 6zel durumlar1 detayl bir sekilde Tablo 3.4 ile verilmistir.



Tablo 3.4. Genellestirilmis Lucas tipli polinomlar

n-inci
genellestirilmig
Lucas tipli
polinomu, £,(x)

Baslangi¢ Degerleri

Lo(x) = po, L1(x) = p1(x)

Rekiirans Bagintisi

Ly (x) = d(x)Ln_1(x) + g(x) Ly, (x)

n-inci Lucas
polinomu, L, (x)

n-inci iki degiskenli
Lucas polinomu,
Lo(x,y)

n-inci Pell-Lucas
polinomu, Q,,(x)

n-inci Pell-Lucas-
prime polinomu,

Q,n(x)

n-inci Fermat-Lucas
polinomu, 9,, (x)

n-inci Chebyshev
birinci tiir polinomu,
T (x)

n-inci Jacobsthal
Lucas polinomu,

Jn(x)

n-inci Morgan-
Voyece ikinci tiir
polinom, C,, (x)

n-inci Vieta-Lucas
polinomu, v, (x)

Lo(x) =2,Li;(x) =x

LO(x'y) = 2:L1(x'}’) =X

Qo(x) = 2,0:(x) = 2x

Qo(x)=1041(x) =x

9p(x) = 2,9,(x) = 3x

To(x) = L, Ti(x) = x

Jo(x) =2,j1(x) =1

Co(x) =2,C,(x) =x+2

vo(x) = 2,v,(x) = x

Ln(x) = an—l(x) + Ln—Z(x)

Ln(xIY) = an—l(x'y) + yLn—Z(xry)

Qn(x) = ZxQn—l(x) + Qn—2 (x)

Q’n(x) — sz,n—l(x) + Q,n—z (x)

n(x) = 3x9,_1(x) — 20,5 (%)

Tn(x) ~ ZXTn—l(x) - Tn—Z(x)

Jn(X) = jno1(X) + 2xjp o (x)

Cn(x) = (x + 2)Cp_1(x) — Cr2(x)

Vp(X) = xVp_1(X) — vy (x)

Simdi genellestirilmis Lucas tipli polinomlar1 i¢in Binet formiili verilecektir.

Genellestirilmis Fibonacci polinomlarimin rekiirans bagintist genellestirilmis Lucas tipli

polinomlar1 rekiirans bagintistyla ayni1 olup t? —d(x)t — g(x) = 0 Karakteristik

denklemi i¢in benzer olarak

2
a(x) _ d(x)++/d?(x)+4g(x)

kokleri yazilir.

2
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Teorem 3.8: n >0 igin a = 2/py Ve t* —d(x)t — g(x) = 0 denkleminin kokleri

o(x) ve p(x) olmak iizere genellestirilmis Lucas tipli polinomlarinin Binet formiilii

a™(x) + b™(x)
a

Ln(x) =

seklindedir (Florez, vd., 2014).
Ispat: Tamim 2.19 dan A, B sabit katsayilar olmak iizere her n > 0 tamsayisi igin
genellestirilmis Lucas tipli polinom dizilerinin n-inci teriminin genel formu
Ln(x) =A™ (x) + Bp™(x)
seklindedir. Ozel olarak n = 0 ve n = 1 alimirsa
Lo(x) =po=A+B
Ly(x) = p1(x) = Ao(x) + Bp(x)

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimiinde ise

Ao 2Pt o 0@ — P ()
o(x) — p(x) o(x) — p(x)

olarak bulunur. Bulunan A ve B degerleri

Ly(x) =Ac™(x) + Bp™(x)
esitliginde yerine yazilirsa genellestirilmis Lucas tipli polinomlarinin Binet formiilii

a™(x) + b™(x)
a

Ly (x) =
seklinde elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 3.8 kullanilarak Tablo 3.4 te verilen genellestirilmis Lucas tipli polinomlarin
0zel durumlarmin da Binet formiilleri elde edilebilir. Bu o6zel durumlar ve
genellestirilmis Lucas tipli polinomlar1 ikinci mertebeden rekiirans bagintilarla
tanimlanir. Tanim 3.1 de verilen d(x) ve g(x) polinomlarinin Tablo 3.4 teki degerlerine
gore genellestirilmis Lucas tipli polinomlarin 6zel durumlarinin Binet formiilleri Tablo

3.5 te verilmistir.



Tablo 3.5. Genellestirilmis Lucas tipli polinomlarin Binet formiilleri

n-inci Genellestirilmis Lucas Tipli Karakteristik Denkleminin Kékleri
Polinomu,
- 0 o (x) p(x)
a*(x) + b"(x
Ln(x) =
a
Lp(x) = a™(x) + b™(x) x+Vx2+4 x—Vx2+4
2 2
Fo(x,y) = a™(x) + b™(x) x+/x%+ 4y x — x4+ 4y
2 2
Qn(x) = a™(x) + b™(x) x+/x2+1 x—+Jx2 +1
, a"(x) +b"(x) x+/x% +1 x—+Jx% +1
Q n(x) = 2
On(x) = a™(x) + b™(x) 3x +V9x2 — 8 3x —V9x2 -8
2 2
a™(x) + b"(x) x+/x2 -1 x —+/x2—1
Tn(x) = >
Jn(x) = a™(x) + b"(x) x ++1+8x x —v1+8x
2 2
Cn(x) = a™(x) + b™(x) x+2+VxZ+4x x+2—Vx2 +4x
2 2
vp(x) = a™(x) + b™(x) x+Vx?—4 x—Vx?—4
2 2

Genellestirilmis Lucas tipli polinom dizilerinin tirete¢ fonksiyonu asagidaki teorem ile

verilmistir.
Teorem 3.10: Genellestirilmis Lucas tipli polinom dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

Po + (p1(x) — d(x)po)t
1—d)t—g(x)t?

Le(t) =

seklindedir (Florez, vd., 2014).
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Ispat: Tanim 2.20 den genellestirilmis Lucas tipli polinom dizileri i¢in

L(©) = ) L) "
n=0

yazilabilir. Buradan
Lp(t) = Lo(x) + L0t + Ly(0)t? + -+ Ly ()" + - (3.11)
—d(X) L ()t = =d () LX)t — d(x) Ly ()2 — d (X)L, (X)t3 — -+
—d () L, GOt — - (3.12)
—g ()L (Ot = —g(x)Lo(x)t? — g(x) L, ()t3 — g(x) L, () t* — -
—g ()L, ()2 — . (3.13)

dir. (3.11), (3.12) ve (3.13) esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Tanim 3.7 deki Ly(x) =
Po, £1(x) =p1(x) baslangi¢ degerleri i¢in L,(x) = d(x)Ly_1(x) + g(x)Lp_2(x)

rekiirans bagintis1 kullanilirsa
L)1 = d()t — g(0)t?) = Lo(x) + L ()t — d(x) Lo ()t

esitligi elde edilir. Buradan genellestirilmis Lucas tipli polinom dizilerinin ireteg

fonksiyonu

Po + (p1(x) — d(x)po)t
1—d)t — gl)t?

Ly (x) =
olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.10 kullanilarak Tablo 3.4 de verilen genellestirilmis Lucas tipli polinomlarin
6zel durumlarinin da {irete¢ fonksiyonlar1 elde edilebilir. Bu 6zel durumlar ve
genellestirilmis Fibonacci tipli polinomlar1 ikinci mertebeden rekiirans bagintilarla
tanimlanir. Tanim 3.1 de verilen d(x) ve g(x) polinomlarinin Tablo 3.4 teki degerlerine
Teorem 3.10 da kullanilarak genellestirilmis Lucas tipli polinomlarin 6zel durumlarinin

tirete¢ fonksiyonlari elde edilir. Bu tirete¢ fonksiyonlar1 Tablo 3.6 da verilmistir.



Tablo 3.6. Genellestirilmis Lucas tipli polinomlarin iirete¢ fonksiyonlari

Genellestirilmig Lucas Tipli Polinomlar Urete¢ fonksiyonu
Lucas polinomu 2 —xt
Le(x) = ————
r) =T
Iki degiskenli Lucas polinomu 2 —xt
Le(x,y) = ————
7 (7 1—xt— yt?
Pell-Lucas polinomu 2 — 2xt
U = T
Pell-Lucas-prime polinomu , . 1-—xt
O =T
Fermat-Lucas polinomu 2 —3xt
9 (x) = ———
r) = T 20
Chebyshev birinci tiir polinomu To(x) = 1—xt
FMT — 2xt + t2
Jacobsthal-Lucas polinomu () = 2—t
I =T 400t — g e
Morgan-Voyce ikinci tiir polinom Co(x) = 2—(x+2)t
M2 T — (e + 2)t + 2
Vieta-Lucas polinomu v () = 2 —xt
AT —xt — t2
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3.1.3.  h(x)-Fibonacci ve h(x)-Lucas polinomlar:

Genellestirilmis Fibonacci polinomlarinin 6zel baslangic degerleri igin Z[x] tanim
kiimesi R[x] kiimesine genisletilmis ve reel katsayili polinomlarla A(x)-Fibonacci ve

h(x)-Lucas polinomlari tanimlanmustir.

Tanmm 3.11: h(x) reel katsayili bir polinom olmak iizere Fy,(x) =0,F,1(x) =1

baslangi¢ degerleri i¢in n-inci h(x)-Fibonacci polinomu
Frn(x) = R Fppn-1(x) + Fpp2(x), n =2 (3.14)

rekiirans bagintistyla ve Lpo(x) = 2, Ly ;(x) = h(x) baslangi¢c degerleri igin n-inci

h(x)-Lucas polinomu
L) = h()Lpp-1 () + Lyn—z(6), 1> 2 (3.15)

rekiirans bagintisi ile tanimlanir. h(x)-Fibonacci polinom dizileri {Fh'n(x)}n>0 ve h(x)-

Lucas polinom dizileri {Ly,(x)} __ ile gosterilir (Nalli vd., 2009).

Simdi h(x)-Fibonacci ve h(x)-Lucas polinom dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar

verilecektir. Tanim 2.20 den {Fh_n(x)}n>0 dizilerinin iireteg fonksiyonu F ((t) ve

{Lh,n (x)}nzo dizilerinin iireteg fonksiyonu Ly ¢(t) olmak iizere sirasiyla

Fup(® = ) Fua(ot"
n=0

Lys(t) = Z Lpn(x)t™
n=0
yazilabilir.

Teorem 3.12: h(x)-Fibonacci ve h(x)-Lucas polinom dizilerinin tirete¢ fonksiyonlari

sirastyla
t
Fup® =12 h(x)t — t2
2 —h(x)t
Ly =10 —

dir (Nalli vd., 2009).



Ispat: {Fh'n (x)}nzo dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

Fpf(t) = Z Fpn (0"
n=0
yazilabilir. Buradan
Fh,f(t) = Fh,O(x) + Fh'l(X)t + Fh‘z(X)tz + -+ Fh‘n(X)tn + .- (316)
—h(x)Fp ()t = —h(x)Fp ()t — R(X)Fy 1 (0)t? — h(x) F o ()23 — -
—h(x)Fpyp ()™t — - (3.17)
—Fppt? = —Fp o (Ot? = Fp 1 Ot — Fp QOt* — oo = Fy p (0)t™2 — - (3.18)

dir. (3.15), (3.16) ve (3.17) esitlikleri taraf tarafa toplanir ve Tanim 3.11 deki Fy, ,,(x) =
0,Fp1(x) =1 baslangig degerleri igin Fp, ,(x) = h(x)Fp —1(x) + Fp o (x) rekiirans

bagintis1 kullanilirsa
Fp (1 = h(x)t —t?) = Fyo(x) + Fpp 1 ()t — h(x) Fyo(x)t

esitligi elde edilir. Buradan genellestirilmis Fibonacci polinom dizilerinin treteg

fonksiyonu

t
F =
M1 h(0)t -2

olarak bulunur. Benzer diisiinceyle {L , (x)}n>0 dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

2—h(x)t
1 — h(x)t — t2

Lh,n,f (t) =

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Iyi bilinen genel formiillerden olan Binet formiilleri, h(x)-Fibonacci ve h(x)-Lucas
polinomlar1 iginde uygulanabilir. Simdi dizilerin tiim terimlerine ihtiyag duyulamadan
n-inci h(x)-Fibonacci ve n-inci h(x)-Lucas polinomlarimi kolay bir sekilde bulmamiza
olanak saglayan Binet formiilleri verilecektir. Bu formiilii elde etmek, dizinin rekiirans

bagintisin1 ¢ozmeye dayanmaktadir.
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(3.14) ve (3.15) rekiirans bagmtilarinin karakteristik denklemi 92 — h(x)9 —1 =10

olup bu karakteristik denkleminin kokleri a(x) ve S (x) olmak tizere

() = h(x) ++/h%(x) + 4 h(x) —h?(x) + 4
B 2 2

B(x) =

dir. Ayrica bu kokler arasinda

a(x) + B(x) = h(x)

a(x) — B(x) =+ h?(x) + 4
a(x)p(x) = -1

esitlikleri elde edilir. Buradan h(x)-Fibonacci ve h(x)-Lucas polinomlari i¢in Binet

formiilii asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 3.13: n > 0 i¢in 92 —h(x)9 —1 = 0 denkleminin kokleri a(x) ve B(x)

olmak tizere h(x)-Fibonacci ve h(x)-Lucas polinomlarinin Binet formiilleri sirasiyla

a™(x) — p™(x)
a(x) — B (x)

Fh,n(x) =

Lpa(x) = a™(x) + B (x)
dir (Nalli vd., 2009).

Ispat: Tanim 2.19 dan A, B sabit katsayilar olmak iizere her n > 0 tamsayisi igin

h(x)-Fibonacci polinom dizilerinin n-inci teriminin genel formu
Fpn(x) = Aa™(x) + Bp™(x)
seklindedir. Ozel olarak n = 0 ve n = 1 alinirsa
Fro(x) =0=A+B
Fpi(x) =1=Aa(x) + Bf(x)

lineer denklem sistemi elde edilir.



Bu sistemin ¢oziimiinde ise

1 -1
“aw-pm " PTam-pw

A
olarak bulunur. Bulunan A ve B degerleri
Frn(x) = Aa"(x) + Bp"(x)

esitliginde yerine yazilirsa h(x)-Fibonacci polinomlarinin Binet formiilii

a"(x) —p"(x)

T = = e =00

seklinde elde edilir. Benzer diisiinceyle h(x)-Lucas polinomlarinin Binet formiilii

2—h(x)t
1—h(x)t—t?

Lh,n,f (t) =
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

3.1.4.  Genellestirilmis Fibonacci polinomlarinin é6zellikleri

Bu boliimde, genellestirilmis Fibonacci tipli, genellestirilmis Lucas tipli, h(x)-
Fibonacci ve h(x)-Lucas polinomlar1 igin bazi O6zellikleri, toplam formiilleri ve

aralarindaki iligkiler verilmistir.

Teorem 3.14: n-inci genellestirilmis Fibonacci tipli polinom F,(x) olmak ftizere

genellestirilmis Fibonacci tipli polinom dizileri i¢in
L Frpr (OFn1(x) = FE) = (=1D"g" (%)
i n=micin B (x) — (=) FER(X) = Frpm () Fpom (x)

dir (Florez, vd., 2018b).
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Ispat: Teorem 3.5 ile verilen verilen n-inci genellestirilmis Fibonacci tipli polinomunun

Binet formuliini kullanarak

o™ (x) — p”“(X)) (0”‘1(96) - p"‘l(x)>

i Fre1 () Fp_q(x) — Tnz(x) = ( o(x) — p(x) o(x) — p(x)

_ (a’%x) - p”(x))z
a(x) — p(x)

_2(0(0p(0)" = (™ (0)p" (@) + p™ () ()
(0G0 - p()”

=(=D"g" ()

2 _ _ \n-mq2 _ (o™ (x)-p"(x) 2_ __sn-m (0" () -p™(x) 2
i () = ()" (x) = ( U(x)—p(x)) =9) ( a(x)—p(x) )

_ (0" = p"@)" = (6p@)" " (6™ @) = p" ()
(0() — p(0)’

_ oM@ + M) — M) = 0" @)

r (0(x) — p()°

_ (O.n+m(x) _ pn+m(x))(0.n—m(x) _ pn—m(x))
(0(0) = p(0)’

= Fram () Fpem (X)

dir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 3.15: n-inci genellestirilmis Fibonacci tipli polinom F,(x) ve n-inci
genellestirilmis Lucas tipli polinom £, (x) olmak iizere {F,(x)} ile {£,(x)} esdeger
genellestirilmis Fibonacci polinom dizileri i¢in
I Fran+1(0) = Fp1 () Frpr (x) + ng(x)Tn(x)
i n=micin Frypn(x) = aFp(0) Ly (x) — (—g)"Fyom (%)
iii. n = migin Fpym(x) = aFpn(x) L, (x) + (—g) " Fn (x)
iv. (0(x) = p(x))2Frmins1(X) = @® Lo 1 (0) Loy () + a? gLy (0) L, (%)

dir (Florez, vd., 2018b).



Ispat: Ispat Teorem 3.14 iin ispatindaki benzer diisiince ile Teorem 3.5 ile verilen
verilen n-inci genellestirilmis Fibonacci tipli polinomunun Binet formiiliinii ve Teorem
3.8 ile verilen n-inci genellestirilmis Lucas tipli polinomunun Binet formiiliini

kullanilarak tamamlanabilir.

Teorem 3.16: m, n pozitif tam sayilar, n-inci genellestirilmis Fibonacci tipli polinom
F,(x) ve n-inci genellestirilmis Lucas tipli polinom L, (x) olmak iizere {F,(x)} ile

{L£,(x)} esdeger genellestirilmis Fibonacci polinom dizileri igin

i (000 = () Fu0) = a(Losa (¥) + gLn 1 ()
i, gFp_1(x) + Frpp1(x) = aLly,(x)
il Foyp(6) — g2Fn—o (%) = a?L1(x) L, (x)
V. Fpa(0) + g2Fn_o(x) = (d* + 29)F (%)
dir (Florez, vd; 2018b).
Ispat: Teorem 3.14 iin ispatindaki benzer diisiince ile Teorem 3.5 ile verilen n-inci

genellestirilmis Fibonacci tipli polinomunun Binet formiiliinii ve Teorem 3.8 ile verilen

n-inci genellestirilmis Lucas tipli polinomunun Binet formiiliinii kullanilarak

. 2., _ 2 (g™ (x)—p"(x)

i (00 = p@) F = (000 - p() (552
= o™1(x) + p"*1(x) = o (X)p" (%) — p()P™(¥)
= o™1(x) +p"1(x) — g(" (@) +p" ()

<0.n+1(x) +pn+1(x) O.n—l(x) +pn—1(x)>
=« +g

a a

= a(£n+1(x) + gLn—l(x))

0"‘1(X)—P"_1(x)) (0"+1(x)—p"+1(x))

. 9Fn-1(x) + Frs1 (1) = (a(x)p(x)) ( a(x)-p(x) ()—p(x)

_0"@)(e() —p() +p" ) (a(x) — p())
a(x) — p(x)

— O.n+1(x) + pn+1(x)
= al,(x)
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dir. iii., iv. siklarin ispatlar1 da benzer diisiince ile yapilabilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.17: n > 0 igin n-inci h(x)-Fibonacci polinom Fj, ,(x) ve n-inci h(x)-Lucas
polinom Lj,(x) olmak iizere olmak iizere h(x) tek polinom olursa yani
h(—x) = —h(x) igin

Fpn(=x) = (=)™ Fp, (%)
Lpn(=x) = (=1)"Lpn(x)
dir (Nalli vd., 2009).

Ispat: Teorem 3.12 ten h(x)-Fibonacci polinom dizileri i¢in

—t

nZOFh,n(_x)(_t)n = 1— h(X)t — 2

veya

t
1—h(x)t —t?

PG R COIGLE
n=0

yazilabilir. Son esitligin sag tarafinda Teorem 3.12 kullanilirsa

D CDM DO = Y Fn (O
n=0 n=0

elde edilir. Bu ise Fj,,(—x) = (—=1)"**F, ,(x) oldugunu gosterir. Benzer diisiince ile

Teorem 3.12, h(x)-Lucas polinom dizileri i¢in kullanilirsa
Lpp(=x) = (=1)"Lppn(x)
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

h(x)-Fibonacci polinom dizileri {Fh'"(x)}wo ve h(x)-Lucas polinom dizileri,

{L hn (x)}n>0 aralarinda saglanan bazi bagintilar agagidaki teoremde verilmistir.



Teorem 3.18: n > 1 igin n-inci h(x)-Fibonacci polinom Fj, ,(x) ve n-inci h(x)-Lucas

polinom Ly, , (x) olmak iizere
Lpn(x) = Frn41(x) + Fpn-1(x)
dir (Nalli vd., 2009).
Ispat: Ispat n iizerinden tiimevarim metodu kullanilarak yapilabilir. n = 1,2 igin
Lp1(x) = h(x) = Fpp(x) + Fpo(x)
Lpp(x) = h?*(x) + 2 = Fy3(x) + Fp1 (%)

elde edilir. n > 3 icin esitliginin saglandigin1 kabul edelim. Buradan esitlik (3.15)

kullanilirsa
Lh,n(x) = h(x)Lh,n—l(x) + Lh,n—z(x)

= h() (Fan () + Fan-a(6)) + Fano1 () + Fyns(x)

= (R Fun () + Fynea () + (RGO Fp 2 () + Fina ()
= Fh,n+1(x) + Fh,n—l(x)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 3.19: n-inci h(x)-Fibonacci polinom F ,(x) ve n-inci h(x)-Lucas polinom

Ly »(x) olmak tizere
i n > 1igin Ly ,(x) = h(x)Fp ,(x) + 2Fp 1 (x)
ii. n = 0i¢in Ly ,,(x) = 2Fp, 41 (x) — h(x)Fp, ()
iii. n = 0igin L ,(x) — (h*(x) + 4)F7,,(x) = 4(-1)"
iv. n = 0 igin Fp 5, (x) = Fp () Lp ()

dir (Nalli vd., 2009).
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Teorem 3.20: n > 1 igin n-inci h(x)-Fibonacci polinom Fj, ,(x) ve n-inci h(x)-Lucas
polinom Ly, , (x) olmak iizere

7]

Fpn(x) = Z (n B ; B 1) A2 (x)

i=0
B
Lnn = Z n—i (n l_ l) R 00

i=0

dir (Nalli vd., 2009).

Ispat: Teorem 3.12 ten h(x)-Fibonacci polinom dizileri igin

= t
;Fh'"(")t 11— (h(0)t + t2)

=t ) (h(x)t +t>)"

ti n (7) o
n=0i=0
2

n=01i

n
2, (Tll) hn—i(x)tn+i+1

elde edilir. Buradann + i + 1 = m i¢in

- o [°£]
PR I G V1 i
n=0 m=0| i=0

n-—1 .
dir. Buise Fp, ,(x) = 2[_2 l(n- LT 1Y pn-2i-1 (4 oldugunu gosterir. Benzer diisiince
) i=0 i g g

ile Teorem 3.12, h(x)-Lucas polinom dizileri i¢in kullanilirsa
2]
— n n—i n-2i
Lan _Zn—i( i )0

i=0

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.



3.2. Ozel Hibrit Polinom Dizileri ve Ozellikleri

Rekiirans bagintilarla tanimlanan say1 dizilerinde oldugu gibi polinom dizileri ile hibrit
sayilar1 kullanilarak yeni polinom dizileri tanmimlanmistir. Bu boliimde Horadam
polinom dizileri ile iligkili Horadam hibrit polinomlar: detayli bir sekilde sunulmustur.
Bu hibrit polinomlarindan herhangi birini elde etmek igin kullanilan ve genel formiil
olarak bilinen Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari, lstel fonksiyonlari, toplam
formiilleri ile Catalan, Cassini, ve d'Ocagne esitlikleri gibi 6zel esitlikler sunulmustur.
ve baz1 6zellikleri verilmistir. Ayrica Horadam polinom dizilerinin 6zel durumlari olan
Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas polinom dizileri ile

iligkili hibrit polinomlari, genel formiilleri ve 6zellikleri verilmistir.

Tanim 3.1 kullanilarak W, (x) = a ve W,(x) = bx baslangi¢ degerleriyle n-inci

Horadam polinomu, W,,(x) igin
Wn(x) = prn—l(x) + an—Z(x)

rekiirans bagintis1 yazilabilir. Bu rekiirans bagintisinin t2 — pxt — q = 0 karakteristik

denkleminin kokleri a(x) = ZENEXHA - poyy o PXNPIOIHAG G g = DoaBOO)
z 2 a()=B(x)
— el bx olmak {izere n-inci Horadam polinomu i¢in Binet formiilii
a(x)—Bx)
W, (x) = Aa™ 1 (x) + BB 1(x) (3.19)
yazilabilir.

Tamim 3.21: W, (x), n-inci Horadam polinomu olmak tizere
i?=-1, 2 =0, h? =1, th=—-hi=¢ +i
degerlerini saglayan {1, i, &, h} tabani ile n-inci Horadam hibrit polinomu, HW,,(x)
HW, (x) = W, (x) + iWpy1(x) + eWpyo (x) + hW,5(x), n=>1 (3.20)

esitligi ile tanimlanir (Kizilates, 2022).
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Genel olarak W;(x) = a, W,(x) = bx keyfi baslangic degerleri i¢in n-inci Horadam
polinomu W, (x) = W, (x: a, bx; px,q) olmak iizere n-inci Horadam hibrit polinomu

HW,, (x) = HW,,(x: a, bx; px, q) ile gosterilir.

Tanim 3.1 kullanilarak Horadam hibrit sayilarinin 6zel durumlari olan Fibonacci hibrit
{HE,}, Lucas hibrit {HL,}, Pell hibrit {HB,}, Pell-Lucas hibrit {HQ,,}, Jacobsthal hibrit
{H],} ve Jacobsthal-Lucas hibrit {Hj,} polinomlar1 gibi hibrit polinomlar: elde edilir.

Bu hibrit polinomlar: Tablo 3.7 de verilmistir.

Tablo 3.7. Polinom dizileri ile iligkili baz1 hibrit polinomlari

Hibrit Polinomlari HW,(x:a, bx; px, q) Sembolii
Fibonacci hibrit polinomlari HW, (x:1,x;x,1) HE,(x)
Lucas hibrit polinomlari HW, (x:2,x; x,1) HL,_1(x)
Pell hibrit polinomlari HW, (x:1,2x; 2x,1) HP,(x)
Pell-Lucas hibrit polinomlar1 HW, (x:2,2x;2x,1) HQ,_,(x)
Jacobsthal hibrit polinomlari HW, (x:1,1;1,2x) HJ,, (x)
Jacobsthal-Lucas hibrit polinomlari HW,, (x:2,1;1,2x) Hj,_1(x)

Tanim 3.21 kullanilarak Horadam hibrit polinomlar1 bulunurken Horadam polinom
dizilerinin terimlerine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu hibrit polinomlar1 da Horadam

polinom dizilerinin rekiirans bagintisina benzer bagintilarla da sunulabilir.



Tanmm 3.22: n = 3 i¢in
HW,(x) = a + ibx + e(bpx? + aq) + h(bp*x3 + (apq + bq)x),
HW,(x) = bx + i(bpx? + aq) + £(bp*x® + (apq + bg)x)
+h(bp3x* + (ap?q + 2bpq)x? + aq?)
baslangi¢ degerleriyle n-inci Horadam hibrit polinomu, HW,,(x)
HW,, (x) = pxHW,_1(x) + qgHW,,_,(x) (3.21)
rekiirans bagmtisi ile tanimlanir (Kizilates, 2022).

Horadam hibrit polinomlart Tanim 3.21 ve Tanim 3.22 kullanilarak elde edilebilecegi
gibi bilinen say1 ve polinom dizilerinde oldugu gibi Binet formiilii kullanilarak da elde
edilir. Binet formiilii ile daha pratik bir sekilde n-inci Horadam hibrit polinomu elde
edilir. (3.21) rekiirans bagintisinin karakteristik denklemi t? — pxt —q = 0 olup a(x)

ve B (x) olmak tizere

px +\/p?x? + 4q

2

x— P Ag

ve px) = 25

a(x) =

seklindedir. Buradan Horadam hibrit polinomlar i¢in Binet formiilii asagidaki teorem

ile verilir.
Teorem 3.23: n > 1 igin a(x) ve B(x), t? — pxt — q = 0 denkleminin kokleri ve

Ao bx — af(x) B aa(x) — bx
Ta@-pm® T a@ -

olmak tizere n-inci Horadam hibrit polinomu i¢in Binet formiilii
HWy (x) = Aa™ 1 (x)(1 + ia(x) + ea®(x) + ha®(x))

+BATI () (1 +if(x) + ef*(x) + hB°(x))

seklindedir (Kizilates, 2022).
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Ispat: (3.19) esitligi ile verilen n-inci Horadam polinomunun Binet formiiliinii (3.20)

esitliginde kullanilirsa

HW, (x) = Wy (%) + iWn 1 (%) + Wiy () + AWy 3(x)
= (Aa™ 1 (x) + BV 1(x)) + i(Aa™(x) + BA™(x))
+e(Aa™1(x) + BA™ (%)) + h(Aa™2(x) + B2 (x))
= Aa™ (1 + ia(x) + €a®(x) + ha®*(x)) + BB (1 + iB(x) + ef%(x) + hB3(x))
olup Horadam hibrit polinomlarinin Binet formiilii
HWy, (x) = Aa™ 1 (x)(1 + ia(x) + ea?(x) + ha®(x))
+BA" () (1 + iB(x) + ef?(x) + hB>(x))

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Horadam hibrit polinomlarinin 6zel durumlarinin Binet formiilleri asagidaki teorem ile

verilmistir.

Teorem 3.24: n-inci Horadam hibrit polinomu, HW,, (x) = HW,,(x: a, bx; px, q) olmak

luzere

. HW, (x:1,x; x,1) = HE,(x) olmak tizere (Szynal Liana ve Wloch, 2020a)

V2 —Vx2 .. . .
caligmasinda a(x) =X+Tx+4 ve B(x) == ;C b icin n-inci Fibonacci

hibrit polinomunun, HF, (x) Binet formiilii

a’ (x)(l + ia(x) + ea®(x) + ha® (x))

HE,(x) =

a(x) = B(x)
BT (L + B + BP0 + hE ()
a(x) — B (x)
ii. HW,(x:2,x;x,1) = HL,_;(x) olmak tizere (Szynal Liana ve WIloch,
2020a) calismasinda a(x) = aal ;CZH ve B(x) = = ;CZH icin n-inci

Lucas hibrit polinomunun, HL,,(x) i¢in Binet formiili
HL,(x) = a"_l(x)(l + ia(x) + ea®(x) + ha® (x))

+BM () (1 + if(x) + ef%(x) + B3 ()



Vi.

HW,, (x:1,2x; 2x,1) = HP,(x) olmak tiizere (Liana, vd., 2019) calismasinda
a(x) =x+vVx?+1 ve B(x) =x++Vx?+1 igin n-inci Pell hibrit

polinomunun, HQ,, i¢in Binet formiilii

an(x)(l + ia(x) + ea®(x) + ha® (x))
a(x) = B(x)

HPB,(x) =

BT+ B + BP0 + hE ()
a(x) — B(x)

HW, (x:2,2x; 2x,1) = HQ,_1(x) olmak tizere (Liana, vd., 2019)
calismasinda a(x) =x+Vx2+1 ve f(x) =x+Vx?2+1 igin n-inci
Pell-Lucas hibrit polinomunun, HQ,,(x) i¢in Binet formiilii

HQ,(x) = a""l(x)(l + ia(x) + ea®(x) + ha® (x))

+B™ () (1 + iB(x) + ef*(x) + hF (%))

HW,, (x:1,1;1,2x) = HJ,,(x) olmak {iizere (Liana, vd., 2021) calismasinda

1+v§x+1 ve ﬁ(x)zl-vj“l icin  n-inci  Jacobsthal hibrit

a(x) =

polinomunun, HJ,(x) i¢in Binet formiilii

a”(x)(l + ia(x) + ea®(x) + ha® (x))

(= a() — B
B +iB() + pP(0) + hBE()
a(x) = B(x)
HW,, (x:2,1;1,2x) = Hj,_,(x) olmak tizere (Liana, vd., 2021) calismasinda
a(x) = 1+*/§’CT ve B(x) =1—T\/m icin m-inci Jacobsthal-Lucas hibrit

polinomunun, Hj, (x) i¢in Binet formiilii
Hj,_1(x) = an_l(x)(l + ia(x) + ea®(x) + ha3(x))

+BM () (1 + if(x) + ef%(x) + B3 (X))

seklinde sunulmustur.
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Simdi Horadam hibrit polinom dizileri igin tirete¢ fonksiyonunu verilecektir. n-inci
Horadam hibrit polinomu HW, (x) olmak tizere {HW, (x)},so dizilerinin tireteg

fonksiyonu
HG(t) = Z HW, ()™ (3.22)
n=0
olsun. Buradan asagidaki teorem verilir.
Teorem 3.25: Horadam hibrit polinom dizilerinin {irete¢ fonksiyonu

- HW,(x) + (HW, (x) — pxHW, (x))t
ZHWn(x)t"= 0(x) ( 1(x)—p o ))
] 1 — pxt + qt?
n=

seklindedir (Kizilates, 2022).

Ispat: (3.22) esitliginden Horadam hibrit polinom dizilerinin iirete¢ fonksiyonu

HG(t) = Z HW, ()™
n=0

= HWy(x)t® + HW, ()t + HW,(x)t? + -+ + HW, (x)t™ + -
dir. Bu denklemin her iki yan1 —pxt ve qt? ile garpilirsa
—pxtHG(t) = —pxHW,(x)t* — pxHW, (x)t? — pxHW, (x)t3 — -+
—pxHW, (x)t™+ — ..
—qt*HG(t) = —qHW,(x)t? — qgHW; (x)t3 — gHW,(x)t* — --- — gHW, (x)t"*2 — ...

elde edilir. Buradan

(1 — pxt — qt>)HG(t) = HWy(x) + (HW,(x) — pxHW,)t
+(HW,(x) — pxHWy(x) + gHW,(x))t?
+(HW3(x) — pxHW, (x) + gHW, (x))£3 + ---

+(HW, (x) — pHWy_5(x) + gHW, 3 ()™ + -

yazilabilir.



Buradan esitlik (3.20) deki HW,,(x) = pxHW,,_,(x) + gHW,,_,(x) rekiirans bagintisi

kullanilirsa
(1 — pxt — qt>)HG(t) = HWy(x) + (HW,(x) — pxHW,)t
olur. Buradan Horadam polinom dizileri igin tirete¢ fonksiyonu

HW,(x) + (HW;(x) — pxHW,)t
1—px + gx?

HG(x) =

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Horadam hibrit polinomlarinin 6zel durumlarinin iireteg¢ fonksiyonlari asagidaki teorem

ile verilmistir.

Teorem 3.26: n-inci Horadam hibrit polinomu, HW, (x) = HW,,(x: a, bx; p, q) olmak

uzere

i. HW,(x:1,x;x,1) = HE,(x) olmak tizere (Szynal Liana ve WIloch, 2020a)

calismasinda Fibonacci hibrit polinom dizilerinin, {HE, (x)} tirete¢ fonksiyonu

Z HE (0)¢" = HF,(x) + gH_le(tx—)i_;szFo(x))t
n=0

_itex+ (x*+Dh+ (1 +e+xh)t
a 1 — xt — t2

ii. HWp(x:2,x;x,1) = HL,,_1(x) olmak iizere (Szynal Liana ve WIloch, 2020a)

calismasinda Lucas hibrit polinom dizilerinin, {HL,,(x)} irete¢ fonksiyonu

Z HL, (t) = HLy(x) + (1H_L;(txz;2xHLo(x))t
n=0

_QRA4ix+e(x®+2) + h(x® +3k)) + (—x + 2i + ex + h(x* + 2))t
B 1— xt + t2
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iii.  HW,(x:1,2x; 2x,1) = HP,(x) olmak tizere (Liana, vd., 2019) ¢alismasinda Pell

hibrit polinom dizilerinin, {HP, (x)} iirete¢ fonksiyonu

z HP. ()" = HPy(x) + (1H_Plz(;ct)_—t22xHP0(x))t

i+ e(20) + h(4x* + 1) + (1 + & + h(2x))t
B 1 — 2xt — t2

iv.  HW,(x:2,2x;2x,1) = HQ,,_1(x) olmak tiizere (Liana, vd., 2019) ¢alismasinda

Pell-Lucas hibrit polinom dizilerinin, {HQ,,(x)} tirete¢ fonksiyonu

Z HOu ()" = 2 Qo(x) + (1H _le (xxt)_—tZZxH Qo(0))t
n=0

V.  HW,(x:1,1;1,2x) = HJ,(x) olmak tizere (Liana, vd., 2021) calismasinda
Jacobsthal hibrit polinom dizilerinin, {H],, (x)} iirete¢ fonksiyonu

S Hinoyer = 2o+ () = Hlo)«
n=0

_ite+h Cx+ 1)+ (1+e(2x) +h(20))t
1—t— 2xt?

vi. HW,(x:2,1;1,2x) = Hj,_1(x) olmak tizere (Liana, vd., 2021) ¢alismasinda

Jacobsthal-Lucas hibrit polinom dizilerinin, {Hj, (x)} tirete¢ fonksiyonu

z Hj, ()t = Hjo(x) +1(iljt1(_x;9;2Hj0(X) )t
n=0

seklinde sunulmustur.



4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas Tipli Hibrit Polinomlari

Bu béliimde n > 2 igin Z[x] kiimesinde py(x), p1(x), d(x), g(x) sifir olmayan sabit

polinomlar ve G, (x) = py(x), Gy (x) = p;(x) baslangi¢ degerleri olmak {izere

G (%) = d(X)Gp-1(x) + g(X)Gp_2(x)

rekiirans bagintis1 ile tanmimlanan genellestirilmis Fibonacci polinomlar1 ile hibrit
sayilarmin  tanimi  kullanilarak  genellestirilmis  Fibonacci  hibrit  polinomlari
tanimlanmistir. Bu hibrit polinomlarinin dizileri olusturulmus ve n-inci terimin elde
edilmesini saglayan genel formiiller elde edilmistir. Ayrica lirete¢ fonksiyonlari ile
matris temsilleri sunulmustur. Daha sonra genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit,
genellestirilmis Lucas tipli hibrit, A(x)-Fibonacci ve h(x)-Lucas polinomlart olarak
adlandirilan 6zel durumlar verilmistir. Bu 6zel durumlarinin da genel formiillerinin yanm

sira bir¢ok 6zelligi elde edilmistir.

Tanmim 4.1: G, (x) n-inci genellestirilmis Fibonacci polinomu ve i, €, h hibrit birimleri
icin i2=—-1,62=0, h® =1, ih = —hi = ¢ + i olmak iizere n-inci genellestirilmis

Fibonacci hibrit polinomu, G, H(x)
GnH(x) = Gn(x) + iGn+1(x) + 5Gn+2(x) + hGn+3(x) (4-1)

ile tanimlanir. Genellestirilmis Fibonacci hibrit polinom dizileri {G,H(x)},s0 ile

gosterilir (Tagyurdu ve Sahin, 2022).

Tanim 4.1 literatiirde rekiirans bagintilarla tanimlanan polinomlar: ile iligkili bircok
hibrit sayilari ve polinomlarinin genel halidir. Tanim 3.1 de verilen d(x),g(x)
parametrelerine ve Go(x) = po(x), Gi(x) = p;(x) baslangic degerlerine gore

genellestirilmis Fibonacci hibrit polinomlarinin 6zel durumlar1 Tablo 4.1 de verilmistir.

Calisma boyunca verilen sonuglar tiim genellestirilmis Fibonacci hibrit polinomlar1 i¢in
saglandigindan, Tablo 4.1 de verilen degerler genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit,
genellestirilmis Lucas tipli hibrit, #(x)-Fibonacci ve A(x)-Lucas polinom dizilerinin 6zel
durumlart olan herhangi bir hibrit polinom dizisi i¢in ilgili teorem veya sonugta

kullanilabilir.
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Tablo 4.1. {G,H (x) },s0 dizisinin 6zel durumlar1

Genellestirilmis Fibonacci

Hibrit Polinomlar: GnH(x) GnH(x)(x: p()(x), pl(x); d(.X'), g(x) )
Fibonacci hibrit polinomlari F,H(x) F,H(x)(x:0,1;x,1)
Iki degiskenli Fibonacci hibrit A,
polinomlarl an(x) an(x)(x' 0,1,x, y)
h(x)-Fibonacci hibrit polinomlart | Fy, ,H(x) FpnH(x)(x:0,1; h(x),1)
Lucas hibrit polinomlari L,H(x) LoH(x)(x:2,%;x,1)
Iki degiskenli Lucas hibrit I
polinomlart L,H(x) LH(x)(x:2,x;x,9)
h(x)-Lucasi hibrit polinomlar1 LpnH(x) LpnH(x)(x:2,h(x); h(x),1)
Pell hibrit polinomlar1 P,H(x) P,H(x)(x:0,1; 2x,1)
Pell-Lucas hibrit polinomlar1 QnH(x) QnH(x)(x:2,2x;2x,1)
Pell-Lucas-prime hibrit / '

H :1,x;2x,1
polinomlari Q% H(x) Q7 H(x) (x:i 1, x; 2, 1)
Fermat hibrit polinomlar1 ®,H(x) &, H(x)(x:0,1;3x,—2)
Fermat-Lucas hibrit polinomlari Y, H(x) YpH(x)(x:2,3x; 3x,—2)
Birinci gesit Chebyshev hibrit 1 25 —1
polinomlar: T, H(x) T, H(x)(x:1,x; 2x,—1)
Ikinci gesit Chebyshev hibrit U,H(x) U,H(x)(x:0,1;2x,—1)
polinomlari
Jacobsthal hibrit polinomlari JoH (%) JoH(x)(x:0,1;1,2x)
Jacobsthal-Lucas hibrit JnH (%) JnH(x)(x:2,1;1,2x)
polinomlari
Birinci ¢esit Morgan-Voyce hibrit AL _1
polinomlari B,H(x) B,H(x)(x:0,1;x + 2,—1)
Ikinci cesit Morgan-Voyce hibrit _ e+ 2 -1
polinomlart C,H(x) CoHX)(x:2,x+2;x+2,—-1)
Vieta hibrit polinomlari Vi, H(x) Vo H(x)(x:0,1; x,—1)
Vieta-Lucas hibrit polinomlari v H(x) v H(x) (x:2,x;x,—1)

Horadam hibrit polinomlar1

HypH (x)

H,H(x)(x:a, bx:px,q)




Genellestirilmis Fibonacci hibrit polinom dizilerini, genellestirilmis Fibonacci tipli
hibrit polinom dizileri, {GF,H(x)},so ve genellestirilmis Lucas tipli hibrit polinom
dizileri, {GL,H(x)},so olmak iizere iki tipte verebiliriz. Bu durumda genellestirilmis
Fibonacci tipli hibrit polinom dizileri; Tablo 4.1 de verilen Fibonacci hibrit polinom
dizilerini {F,H(x)}, h(x)-Fibonacci hibrit polinom dizilerini {F;, ,H (x)}, iki degiskenli
Fibonacci hibrit polinom dizilerini {f,,H(x)}, Pell hibrit polinom dizilerini {P,H(x)},
Fermat hibrit polinom dizilerini {&,H(x)}, Chebyshev ikinci tiir hibrit polinom
dizilerini {U,H(x)}, Jacobsthal hibrit polinom dizilerini {J,,H(x)}, Morgan-Voyce
birinci tiir hibrit polinom dizilerini {B,H(x)} ve Vieta hibrit polinom dizilerini
{V,H(x)} kapsamaktadir. Lucas tipli hibrit polinom dizileri; Tablo 4.1 de verilen Lucas
hibrit polinom dizilerini { L,H(x)}, iki degiskenli Lucas hibrit polinom dizilerini
{l,H(x)}, h(x)-Lucas hibrit polinom dizilerini {L, ,H(x)}, Pell-Lucas hibrit polinom
dizilerini {Q,H(x)}, Pell-Lucas-prime hibrit polinom dizilerini {Q',H(x)}, Fermat-
Lucas hibrit polinom dizilerini {9,H(x)}, Chebyshev birinci tiir hibrit polinom
dizilerini {T,,H (x)}, Jacobsthal-Lucas hibrit polinom dizilerini {j,,H(x)} ve Morgan
Voyce ikinci tip hibrit polinom dizilerini {C,H(x)}, Vieta-Lucas hibrit polinom
dizilerini {v,,H(x)} kapsamaktadir.

Tamm 4.2: ?=-1,2=0, h®=1,ith=—-hi=¢c+i ve E/(x) n-inci
genellestirilmis Fibonacci tipli polinomu, L,(x) n-inci genellestirilmis Lucas tipli
polinomu olmak {izere sirasiyla n-inci genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit polinomu,

GFE,H(x) ve n-inci genellestirilmis Lucas tipli hibrit polinomu, G L, H (x)
GFH(x) = E(x) + iFpy1(X) + €Fpy2(x) + hFyy3(x) (4.2)
GLH(x) = Ly(x) + ilpp1(x) + eLlpyp(x) + hlpy3(x) (4.3)

ile tanimlanir. Genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit polinom dizileri {GF,H (x)},s¢ Ve
genellestirilmis Lucas tipli hibrit polinom dizileri {GL,H(x)}nso ile gosterilir
(Tasyurdu ve Sahin, 2022).

Tanim 4.2 kullanilarak genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit ve Lucas tipli hibrit
polinomlar1 bulunurken genellestirilmis Fibonacci tipli ve Lucas tipli polinom

dizilerinin terimlerine ihtiyag duyulmaktadir. Bu hibrit polinomlar1 da genellestirilmis
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Fibonacci tipli ve Lucas tipli polinom dizilerinin rekiirans bagintisina benzer

bagintilarla da sunulabilir.

(4.1) esitligi kullanilarak, genellestirilmis Fibonacci hibrit polinom dizilerinin rekiirans

bagintis1 asagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 4.3: n > 2 igin

GoH (x) = po(x) + ip1 (x) + £(d(¥)p1 (%) + g(x)po (%))
+h(d?()p1(x) + d(x) g (X)po(x) + g(x)p1 (X))

G1H(x) = py(x) + i(d(x)p, (x) + g(x)po(x))
+e(d?(0)p1(x) + d(x) g(x)po(x) + g(X)p; (%))

+h(d®()p1(x) + d2(x) g(x)po(x) + 2d(x)g(x)p; (x) + g*(x)po(x))

baslangic degerleri olmak {izere genellestirilmis Fibonacci hibrit polinom dizilerinin

rekiirans bagintisi

GuH (%) = d(x)Gp—1H(x) + g(x)Gp—z (x)H (x) (4.4)
ile tanimlanir (Tagyurdu ve Sahin, 2022).
Ispat: (3.1) ve (4.1.) esitliklerinden
d(x)Gp-1H(x) + g(x)Gp—2 () H (x)
= d(x)(Gno1(x) + G (x) + Gpy1(x) + hGpyz(x))
+9(x) Gz (X) + iGy_1 (%) + €6y (x) + hGpyq(x))
= d(x)Gn_1(x) + g(X)Gp (%) + i(d(X)Gr (%) + g(x) Gr_1 (%))
= e(d(X)Gpe1(x) + g(¥)Gr(x)) + h(d(X)Griz(x) + g(X)Gry1 (X))
= Gn () + 1Gpy1 (X) + €Gni2(x) + hGyy3(x)

= G,H(x)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.



Tablo 4.1 verilen py(x), p1(x), d(x) ve g(x) degerleri Teorem 4.3 de kullanilirsa
genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit polinom dizileri ve genellestirilmis Lucas tipli

hibrit polinom dizilerinin rekiirans bagintilar: elde edilir.

Sonu¢ 4.4: n > 2 i¢in d(x) ve g(x), Q[x] de sifir olmayan sabit polinomlar olmak

uzere
GFy(x) = i+ ed(x) + h(d*(x) + g(x)),
GFy(x) = 1+ id(x) + e(d?(x) + g(x)) + h(d>(x) + 2d(x)g(x))

baslangi¢ degerleri ile genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit polinom dizilerinin rekiirans

bagintisi
GEH(x) = d(x)GF—1H(x) + g(x)GFp—2(x)H (x)

seklinde ve |py| = 1 veya 2, p;(x),d(x) = ap,(x), g(x) Q[x] iginde sifir olmayan

sabit polinomlar, & = 2/p, olmak iizere
GLo(x) = po + ip1(x) + e(d(x)py1(x) + 9(x)po)
+h(d?()p, (x) + d(x)g(x)po + g(X)p1 (x)),
GLyH(x) = p1(x) + i(d(x)p1 (x) + g(x)po)
+e(d?(0)p1 (x) + d(0) g (xX)po + g(X)p1(x))
+h(d®>()p1 () + d*(x) g ()po + 2d () g ()P (x) + g% (x)po)-

baslangic degerleri ile genellestirilmis Lucas tipli hibrit polinom dizilerinin rekiirans

bagintisi
GLyH(x) = d(x)GLy—1H(x) + g(x)GLy—,(x)H (x)

seklinde tanimlanir (Tagyurdu ve Sahin, 2022).
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4.2. Genellestirilmis Fibonacci Hibrit Polinomlarinin Binet Formiilleri ve Uretec
Fonksiyonlari

Bu bolimde genellestirilmis Fibonacci ve Lucas hibrit polinomlar1 elde etmemizi

saglayan Binet formiilleri ve iirete¢ fonksiyonlar: sunulmustur.

Teorem 4.5: n > 0 igin t? — d(x)t — g(x) = 0 denkleminin kokleri o(x) ve p(x),

olmak tizere
6(x) =1+ io(x) + e0?(x) + ha3(x)
px) =1+ip(x) +ep?(x) + hp3(x)
i¢in genellestirilmis Fibonacci hibrit polinomlarinin Binet formiilii

p1(0)(8()a™(x) — p()P™ () + Po(¥)g () (6(x)a™(x) — p(x)p" ' (%))
a(x) —p(x)

G,H(x) =

seklindedir (Tagyurdu ve Sahin, 2022).

Ispat: (3.2) esitligi ile verilen n-inci genellestirilmis Fibonacci polinomunun Binet

formiiliinii (4.1) esitliginde kullanilirsa

GnH(x) = Gn(x) + iGn+1(x) + SGn+2 (x) + hGn+3(x)

_ (pl(x)(an(x) —p"(x)) + po()g(x) (™ (x) — p”‘l(X))>
a(x) — p(x)

. (pl(x)(a’”l(x) — p"1(x)) + po(x) g (x) (6™ (x) — p”(x))>
+1
ag(x) —p(x)

<p1(x)(a"+2(x) — p™2(1)) + po(0) g () (o™ (x) — p"*l(x)))
+¢
o(x) — p(x)

<P1(x)(0”+3(x) —p™3 () + Po () g () (6" ** (%) — p””(?f)))
+h
o(x) = p(x)

B p1(x)(1 + io(x) + €02 (x) + ha®(x))o™(x)
B a(x) — p(x)




P10 (1 +ip(x) + ep?(x) + hp?(x))p" ()
a(x) — p(x)

Po(x)g(x)(1 + io(x) + €02 (x) + ha®(x))o™ (x)
+
a(x) — p(x)

_Po()g) (A +ip(x) + £p*(x) + hp®(x))p" ' (x)
o(x) —p(x)

olup 6(x) =1+ io(x) +ea?(x) + ha3(x) ve p(x) =1+ ip(x) + ep?(x) + hp3(x)

i¢in genellestirilmis Fibonacci hibrit polinomlarinin Binet formiilii

p1(0)(8(x)a™ (x) = p(X)p™ (%)) + Po (1) g () (G (x)a™ " (x) — p(x)p"™ " (x))

“ 7G) ~ )

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Tablo 4.1 verilen py(x), pi(x), d(x) ve g(x) degerleri Teorem 4.5 te kullanilirsa
genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit ve Lucas tipli hibrit polinomlarmin Binet

formilleri elde edilir.

Sonug 4.6: n > 0 icin @ = 2/p, Ve a(x), p(x), t? —d(x)t — g(x) = 0 denkleminin

kokleri ve
6(x) =1+io(x) + eo?(x) + ha3(x)
p(x) =14+ip(x) + ep?(x) + hp3(x)

olmak tizere genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit ve Lucas tipli hibrit polinomlarinin

Binet formiilleri sirasiyla

6(x)a™(x) = p(x)p™ (x)

R = 0 =@

(4.5)

GLLH(x) = 6(x)a"(x) ;r plx)p™ (%) 4.6)

seklindedir (Tasyurdu ve Sahin, 2022).
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Simdi genellestirilmis Fibonacci hibrit polinom dizileri igin tirete¢ fonksiyonu asagidaki

teoremle verilecektir.

Teorem 4.7: Genellestirilmis Fibonacci hibrit polinom dizileri igin iirete¢ fonksiyonu

_ N n_ GoH(x) + GiH(x)t — d(x)GoH (x)t
g = ; G, H()t" = T

dir (Tasyurdu ve Sahin, 2022).

Ispat: Tanim 2.20 den genellestirilmis Fibonacci hibrit polinom dizileri icin iireteg

fonksiyonu

9O = GHEE"
n=0

yazilabilir. Buradan (4.4) esitligi kullanilirsa

9O = ) GHEO"
n=0

— GoH(x) + G H(O)t + Z G, H(x)t"

n=2

— GoH(x) + G H()t + Z(d(x)Gn_lH(x) + 9()Grp H(O)E"

n=2

= GoH(x) + G H(X)t + d(x)tz G HOOE" — d(x)GoH (x)t

n=0

+g(x)e2 Z G, ()HE
n=0

= GoH(x) + G H(x)t + d(x)tg(t) — d(x)GoH(x)t + g(x)t?g(t)

olup
(1—d@)t—gx)t?)g(t) = GoH(x) + GiH(x)t — d(x)GoH (x)t

elde edilir.



Buradan genellestirilmis Fibonacci hibrit polinom dizileri i¢in iireteg¢ fonksiyonu

_ GoH(x) + G H(x)t — d(x)GoH (x)t

9 1—d(x)t — g(x)t?

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Tablo 4.1 verilen py(x), p1(x), d(x) ve g(x) degerleri Teorem 4.7 de kullanilirsa
genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit ve Lucas tipli hibrit polinom dizileri igin {ireteg

fonksiyonlari elde edilir.

Sonu¢ 4.8: Genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit ve Lucas tipli hibrit polinomlarinin

irete¢ fonksiyonlari sirasiyla

< - FH() + FHOOt — d(x)FoH(0)t
f(t) = ;FnH(x)t = I dE = g

LoH(x) + LiH(x)t —d(x)GyH (x)t
1—-dx)t — g(x)t?

() = Z L HGOt" =
n=0

seklindedir (Tagyurdu ve Sahin, 2022).

4.3. Genellestirilmis Fibonacci Hibrit Polinomlarmmn Matris Temsilleri ve
Ozellikleri

Bu bolimde, genellestirilmis Fibonacci hibrit polinomlar1 i¢in matris temsilleri
sunulmustur. Daha sonra Catalan, Cassini, d'Ocagne ve Honsberger esitligi gibi onemli
esitlikler sunulmustur. Ayrica genellestirilmis Fibonacci hibrit polinomlarinin bazi

Ozellikleri ve aralarindaki iliskiler verilmistir.

Theorem 4.9: n > 0 bir tamsay1 ve n-inci genellestirilmis Fibonacci hibrit polinomu

G, H(x) olmak iizere

Gni2H(x) GryH(X)] _ [G:H(x) GH(X)][d(x) 17"
[Gn+1H(x) GnH(x)]_[GlH(x) GoH(x)] [g(x) 0

dir (Tasyurdu ve Sahin, 2022).
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Ispat: Ispat n iizerinden tiimevarim yontemi kullanilarak yapilabilir. n = 0,1 icin
iddianin dogru oldugu agiktir. Simdi iddianin n € Z* igin dogru oldugunu kabul edip

n + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Yani n icin

Gni2H(x)  GuiH(X)] _ [GoH(x) G H(x)][d(x) 17"
[Gn+1H(x) GnH(x)]_[GlH(x) GOH(x)”g(x) 0

oldugunu kabul edip

[Gn+3H(x> Gn+2H<x)]:[GzH<x) @H(x)] [d(x) 1
GrizH()  GrasHW]  1GHG)  GoH@)Ilg(x) 0

oldugunu gosterelim. Buradan (4.4) esitligi kabuliimiizde kullanilirsa

G,H(x) GlH(x)Hd(x) 1"“= G,H(x) GlH(x)”d(x) 1]n[d(x) 1]
GiH(x) GoH()Ilg(x) 0 GiH(x) GoH(x)Ilg(x) 0f [g(x) 0

_d [Gn+2H(x) Gn+1H(x)] [d(x) 1
GniH(x) GH(x) 1lg(x) O

. d(x)Gn+2H(x) + g(x)Gn+1H(x) Gn+2H(x)
T L d)GrHxX) + g(0)GrH(x)  GnygH(x)

_[Gn+3H(x) Griz2H ()
- Gri2H(x)  GpyHX))

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Tablo 4.1 verilen py(x), p1(x), d(x) ve g(x) degerleri Teorem 4.9 da kullanilirsa
genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit ve Lucas tipli hibrit polinomlarinin dizilerinin

matris temsilleri elde edilir.

Sonu¢ 4.10: n > 0 bir tamsay1, n-inci genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit polinomu

GF,H (x) ve n-inci genellestirilmis Lucas tipli hibrit polinomu GL,H(x) olmak iizere

qn

(GFhiH(x) GFyH(x)] _[GF,H(x) GFH(x)][d(x) 1
|GF,.1H(x) GFE,H(x) | |GFH(x) GF,H(x)llg(x) 0]
[GLpyoH(x) GLpp H(x)] _ [GL,H(x) GLH()[d(x) 11"
|GL, s H(x) GL,H(x) | |GLH(x) GLyH(x)llg(x) 0]

dir (Tasyurdu ve Sahin, 2022).



Asagidaki teoremlerle genellestirilmis Fibonacci tipli ve Lucas tipli hibrit polinomlari
icin Catalan, Cassini, d'Ocagne ve Honsberger esitligi gibi onemli esitlikler, 6zellikler

ve ve aralarindaki iliskiler verilmistir

Teorem 4.11: (Catalan Esitligi): 0 < r < n igin
. 2
i.  GFp H(x)GF,_ H(x) — (GFR,H(x)) =

(=g()"[6(x)p(x)(1 = 0" (x)p™" (%)) + p(x)3(x) (1 = p" (x)o ™" (x))]
(a(x) = p(x))?

i, Gy H()GLy_ H(x) — (GLyH(x))" =

(=g "6 (6" ()p™ () =1 + ) () (p" ()™ (x) — 1)]

a?

dir (Tagyurdu ve Sahin, 2022).

Ispat: i. (4.5) esitligi ile verilen n-inci genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit

polinomunun Binet formiilii kullanilirsa
2
GFpy H(X)GE,_H(x) — (GE,H(x))

_ (6G)a™7(x) — p)p™ T (x)) (6 ()™ " (x) — p(0)p" T ()
(a(x) = p(x))?

(6™ () = p)p™(0))(8(x)a™(x) = p(x)p" (x))
(a(x) — p(x))?

_ 8()px)e™ ()p" ()(1— 0" (0)p™" (1)) + P)E()p" ()™ () (1 = p" (o ™" (x))
(a(x) = p(x))?

_ ()" (1 — 0" ()p~" (1)) + p)G()(1 — p" ()T ()]
(a(x) = p(x))?

elde edilir.
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ii. Ispat i. sikkin ispatindaki diisiinceye benzer olarak, (4.6) esitligi ile verilen n-inci
genellestirilmis Lucas tipli hibrit polinomunun Binet formiili kullanilarak yapilabilir.

Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Cassini esitligi Catalan esitliginin 6zel bir durumudur. Teorem 4.11 de r = 1 alinirsa,
genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit ve Lucas tipli hibrit polinomlar: i¢in Cassini

esitlikleri elde edilir. Boylece asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 4.12 (Cassini’s Esitligi): 1 < n icin

. 2

i.  GFuy1H(x)GF,_1H(x) — (GF,H(x))

_ (—9()"[60BE(1 = o(x)p~ (@) + HX)G()(1 = p()o ™2 (x))]
(a(x) = p(x))?

i Ly H(OGLy 1 H(x) — (GLyH(x))

_ (—9@)"[6(0)PE) (@(x)p~(x) = 1) + p(x)F() (p(x)o 1 (x) — D1

a?

dir (Tasyurdu ve Sahin, 2022).
Teorem 4.13 (Honsberger Esitligi): n,m > 0 i¢in

62(x)crn+m(x)(1+crz(x))

(a(x)=p(x))?

i, GF,H(x)GE,H(x) + GF,yy1H(x)GFy H(x) =
(g(x) = D(6C)A)a™ () p™(x) + p(x)E(x)p™(x)a™ (x))
+
(a(x) = p(x))?

N (B ()p™ M (x) (1 + p*(x))
(o(x) — p(x))?

62(x)on*tm (x)(l—a2 (x))

a?

ii.  GL,H(X)GLyH(X) + GLypa H(X)G Ly  H(x) =
N (14 g(0))(6(x)p(x)a™(x)p™ (x) + p(x)6(x)p™ (x)a™(x))
aZ

(P*)p™ ™M () (1 — p*(x))
+ —

dir (Tasyurdu ve Sahin, 2022).



Ispat: i. (4.5) esitligi ile verilen n-inci genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit

polinomunun Binet formiili kullanilirsa
GE,H(x)GE,H(x) + GF,,1H(x)GF,,,1H(x)

_ (6™ () — p0)p" (1)) (G(x)a™(x) — p)p™ (1))
(a(x) — p(x))?

4 (G()a™ 1 (x) = px)p™ 1 () (E(x) ™ (x) — plx)p™ ! (x))
(a(x) = p(x))?

_ G2 @)™ M @)(1+ 0% () — F(0)p(x)a" ()p™ () (1 + 0 (0)p(x))
(a(x) = p(x))?

PSP ()™ () (A + p(x)a(x)) — p*()p™ (1 + p? (%))
(0(x) — p(x))?

_82®)a™ ™M @)(1+ 0% () + (g(x) — D(6G)p)0™ ()p™ () + POG()P™ ()a™ () + (P> (D)™™ () (L + p*(x)

(e(x) = p(0))?

elde edilir.

ii. Ispat i. sikkin ispatindaki diisiinceye benzer olarak, (4.6) esitligi ile verilen n-inci
genellestirilmis Lucas tipli hibrit polinomunun Binet formiilii kullanilarak yapilabilir.

Dolayisiyla ispat tamamlanir.
Teorem 4.14 (d’Ocagne’s Esitligi): n < m i¢in

i.  GE,H(x)GFy H(x) — GFpy H(X)GE,H(x)

~ (=gt [FERTm AT
’ o(x) — p(x)

ii.  GL,H(X)GLyy H(x) — GLyy H(X)GL, H(x)

—6(0)p)a™ " (x) + p(x)E(x)p™ " (%)
a’?

= (~9()"(6(x) — p(x)) [

dir (Tasyurdu ve Sahin, 2022).
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Ispat: (4.5) esitligi ile verilen n-inci genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit polinomunun

Binet formili kullanilirsa
GE,H(x)GF,,1H(x) — GF,,,;H(x)GE,H(x)

_ (6™ () = pe0p™ () (6™ (x) — p)p"™ ()
(6(x) = p(x))°

(6™ () = pL)p™ (1)) (8 (x)a™ (x) — px)p" (X))
(0() — p())*

_ F200™ M (x) — (0PI ()P () = pOIFE)P™ ()T () + PR ()P (x)
(a(x) — p(®)°

F2(x)a™ M (x) — G(2)p(x)s™H ()" (x) — P(x)F () p™H L (x)a™(x) + H2 (1) p™ 1 (x)
(a(x) — p())°

_ 5PIT™ ()P () (—p(x) + 0(x)) = PGP ()T () (0 (x) — p(x))
(6(x) = p(x)

_6()px)a™ ()" (x) — px)G(x)p™ (x)a ™ (x)
- o(x) = b(x)

G(0)p(x)a™ " (x) = p(x)a(x)p™ " (x)

= (-9®) 2 — p(®)

elde edilir.

ii. Ispat i. sikkin ispatindaki diisiinceye benzer olarak, (4.6) esitligi ile verilen n-inci
genellestirilmis Lucas tipli hibrit polinomunun Binet formiilii kullanilarak yapilabilir.

Dolayistyla ispat tamamlanir.

Genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit polinom dizileri {GF,,H (x)},s¢ Ve genellestirilmis
Lucas tipli hibrit polinom dizileri, {GL,H(x)},so ic¢in diger bagintilar asagidaki

teoremde verilmistir.



Teorem 4.15: mve n pozitif tamsayilar1 i¢in n-inci genellestirilmis Fibonacci tipli
hibrit polinomu, GF,H(x) ve n-inci genellestirilmis Lucas tipli hibrit polinomu,
GL,H(x) olmak tlizere

. gx)GF,_1H(x)+ GF,,1H(x) = aGL,H(x)

(o(x) - p(x))ZGFnZH(x) + 02GLAH(x) = 2(6%(x)a?™(x) + p%(x)p*™(x))

iii. (000 — p()) GEZH() — 02 ()GLAH () = 2(~g(0))" (~6(0p@) — p)E(x))
V. GFayzH(x) + g2GFyH(x) = (0%(x) + p?(1))GFH (x)

26(x)20™ ™ (x)-2p% (x) p™ " (x)

a(x)-p(x)

v. a(GL,H(x)GF,H(x)+ GE,(x)GL,H(x)) =

bagintilar1 saglanir (Tasyurdu ve Sahin, 2022).
Ispat: o(x)p(x) = —g(x) olmak iizere

I.  (4.5) esitligi ile verilen n-inci genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit polinomunun

Binet formiilu kullanilirsa

9x)GFy_1H(x) + GFpiq H(x)

3 <&(x)0”‘1(x) -p (x)p”‘l(x)> <6(x)a”“(x) —p(x) p”“(x)>
=g() +

o(x) —p(x) o(x) —p(x)

_ X)) (@)™ (x) + (X)) + pX)p" () (=g()p~* () — p(x))
a(x) —p(x)

= 6(x)0™(x) + p(x)p™(x)

= aGL,H(x)

olup istenilen elde edilir.
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(4.5) ve (4.6) esitlikleri ile verilen sirasiyla n-inci genellestirilmis Lucas tipli
hibrit polinomunun ve n-inci genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit polinomunun

Binet formulleri kullanilarak

(0(x) — p(x))?>GE?H(x) + 0*GL%H(x)

5(x)a"(x) ﬁ(x)p"(x)>2 o (6(x)an(x) - ﬁ(x)p"(x)>2

= (0(x) — p(x))? < o(x) — p(x)

a

_ 2 [62(x)o?™(x) — 6(x)P(x)a™ () p™(x) — p(x)E(x)p™ (x)o™ (x) + p2(x)p?" (x)
= (o(x) - p(x)) >
(c(x) —p(x)

o2 (52(96)02"(96) +3(0)P(x)a™(0)p" (x) + ()G ()p™ ()a™ (x) + p* (x)p™" (x)>
aZ

= 2(62(x)a?™(x) + p*(x)p*™(x))
olup istenilen elde edilir.

(4.5) ve (4.6) esitlikleri ile verilen sirastyla n-inci genellestirilmis Lucas tipli
hibrit polinomunun ve n-inci genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit polinomunun

Binet formilleri kullanilarak

(6(x) — p(x))*GF2H(x) — 62GLAH (x)

6(x)"(x) - ﬁ(x)p"(x)>2 e <6(x)a"(x> + ﬁ(x)p”(x)>z

2
= (a(x) - p(x)) ( o(x) — p(x) “

_ 2 [6%(x)0?™(x) — 6()P(x)a™ () p™ (x) — p(X)E () p™(x)a™ (x) + p2(x)p*™ (x)
= (o(x) — p(x)) >
(0(x) = p()

g2 (62(96)02”(96) + 3P ()p"(x) + p()E(x)p™(x)a™ (x) + p* (x)pzn(x)>
a?

= 2(—g(®)"(~6(0)H() - p(x)6(x))

olup istenilen elde edilir.



(4.5) esitligi ile verilen n-inci genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit polinomunun

Binet formili kullanilirsa
GFpy2H(x) + g2GFn_oH(x)

_ (6™ () = p)p™* () + g* () (6™ 2 (x) — p)p™ ()
- o(x) —p(x)

_ 6(x)a™(x)(02(x) + g2o7%(x)) — p()p" () (p*(x) + g*p~%(x))
a(x) — p(x)

_ (6&)e" (@) — pl)p™ () (0*(x) + p*(x))
o(x) — p(x)

= (02(0) + p*(x))GFH (x)
olup istenilen elde edilir

(4.5) ve (4.6) esitlikleri ile verilen sirasiyla n-inci genellestirilmis Lucas tipli

hibrit polinomunun ve n-inci genellestirilmis Fibonacci tipli hibrit polinomunun

Binet formilleri kullanilarak

a(GL,H(x)GE,H(x) + GE,H(x)GL,H(x))

_[(6G)0™ () + p)p™ (@) (6()a™(x) — p(x)p™(x)
- o o(x) — p(x)

<6(x)0" (x)+p (x)p”(x)> <6(x) o™ (x) — ﬁ(X)pm(X)>l
+
a a(x) — p(x)

_ 26%(x)a™™(x) — 2p*(x)p™ ™ (x)
o(x) — p(x)

olup istenilen elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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5. SONUC ve ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu c¢alismada oncelikle genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinomlarmin rekiirans
bagintilart ile hibrit sayilarinin tanimlart kullanilarak genellestirilmis Fibonacci ve
Lucas hibrit polinomlar1 tanimlanmistir. Bu polinomlarin dizileri olusturmus ve bu
dizilerin rekiirans bagintis1 tanimlanmistir. Bu dizilerin herhangi bir terimini elde etmek
icin kendisinden Onceki terimlerin bilinmesine ihtiya¢ birakmayan ve kapali formiil
olarak bilinen Binet formiilleri ve dizinin terimleri arasindaki iliskiler elde edilmistir.
Ayrica genellestirilmis Fibonacci ve Lucas hibrit polinomlart i¢in iirete¢ fonksiyonlari,

matris temsilleri ve 6zellikleri elde edilmistir.

Literatiirde ikinci mertebeden rekiirans bagintilarla tanimlanan polinom dizileri ile hibrit
sayilar1 tlizerine birgok 0zel hibrit polinom dizileri vardir. Bu calismada sunulan
tanimlar ve buna bagl elde edilen sonuglar ile hem literatiirdeki birgok hibrit
polinomlar1 genellestirilmis hem de ikinci mertebeden rekiirans bagimtilariyla iliskili

yeni hibrit polinomlar1 ve sonuglar kazandirilmistir.

5.2. Oneriler

Calismamizda elde ettigimiz sonuglar dogrultusunda arastirmacilara Onerileri olarak,
iclinci mertebeden rekiirans bagintilarla tanimlanan genellestirilmis polinom dizileri
icin hibrit polinomlarinin tanimlanabilecegini, bunlarin dizilerinin olusturulabilecegini

ve bu calismada elde edilen tiim sonuglarin arastirilabilecegini ifade edebiliriz.
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