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ÖZET 

    Yüksek Lisans Tezi 

GENELLEŞTİRİLMİŞ FİBONACCİ VE LUCAS HİBRİT POLİNOMLARI 

Ayşe ŞAHİN 

Erzincan Binali Yıldırım Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Dr. Öğr. Üyesi Yasemin TAŞYURDU 

Bu çalışmada, genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas polinomları ile kompleks, dual ve 

hiperbolik sayıların bir genelleştirmesi olan hibrit sayıları kullanılarak genelleştirilmiş 

Fibonacci ve Lucas hibrit polinomları tanımlanmıştır. Bu hibrit polinomlarının 

dizileri oluşturulmuş ve bu dizilerin rekürans bağıntıları, özellikleri elde edilmiştir. 

Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas hibrit polinom dizilerinin terimlerini arasındaki 

ilişkiler eşitliklerle sunulmuştur. Ayrıca bu polinomlar için üreteç fonksiyonları, 

Binet formülleri ve matris temsilleri verilmiştir. 

2022, 80 Sayfa  

Anahtar Kelimeler: Fibonacci polinomu, Genelleştirilmiş Fibonacci polinomları, 

Hibrit sayıları, Hibrit polinomları, Lucas polinomu 

 

  



ABSTRACT 

  MSc Thesis 

GENERALIZED FIBONACCI AND LUCAS HYBRID POLYNOMIALS 

Ayşe ŞAHİN 

Erzincan Binali Yıldırım University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Yasemin TAŞYURDU 

In this study, generalized Fibonacci and Lucas hybrid polynomials are defined by 

using generalized Fibonacci and Lucas polynomials with hybrid numbers, which are a 

generalization of complex, dual and hyperbolic numbers. Sequences of these hybrid 

polynomials are created, and the recurrence relations, the properties of these 

sequences are obtained. The relations between terms of generalized Fibonacci and 

Lucas hybrid polynomial sequences are presented with equations. Also, generating 

functions, Binet formulas and matrix representations are given for these polynomials. 

2022, 80 Pages  

Keywords: Fibonacci polynomial, Generalized Fibonacci polynomials, Hybrid 

numbers, Hybrid polynomials, Lucas polynomial 
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1. GİRİŞ 

Cebirde çok sayıda türü olan diziler önemli bir yer tutmaktadır. Bu dizilerden biri olan 

rekürans diziler bilimin hemen hemen her alanında kullanılmıştır. Rekürans diziler, 

dizinin herhangi bir teriminin kendisinden önceki terimler yardımıyla elde edildiği özel 

bir dizi türüdür. Rekürans dizilerle tanımlanabilen Fibonacci ve Lucas tipli sayı ve 

polinom dizileri araştırmacılar için en çok ilgi çeken diziler olup literatürde bu diziler 

ile ilgili pek çok çalışma bulunmaktadır. Özellikle 𝐹0 = 0 , 𝐹1 = 1 başlangıç değerleri 

olmak üzere  𝑛 ≥ 2 için 

𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2 

rekürans bağıntısı ile tanımlanan Fibonacci sayı dizisinin ardışık terimlerinin oranı olan 

altın oran ile hem cebirsel hem de coğrafi alanlarda sıkça karşılaşılmıştır. Diğer taraftan 

literatürde Fibonacci ve Lucas tipli sayı dizilerinin farklı genelleştirmeleri çalışılmış ve 

birçok özelliği sunulmuştur. Fibonacci sayı dizisinin özel bir hali olan Lucas sayı dizisi 

𝐿0 =  2 ve 𝐿1 = 1 başlangıç değerleri olmak üzere 𝑛 ≥ 2 için 

𝐿𝑛 = 𝐿𝑛−1 + 𝐿𝑛−2 

ile tanımlanır. Bu dizilerle ilgili birçok çalışma vardır (Horadam, 1965; Vajda, 1989; 

Vorobyov 1976; Everest vd., 2003). 

Özel sayı dizilerinin cebir, fizik, biyoloji, kimya, bilgisayar bilimi gibi birçok farklı 

alanda kullanımı olduğundan bu dizilerin terimleri modern bilimde hem teorik hem de 

uygulamalı olarak çok geniş alanda çalışılmaktadır. Fibonacci ve Lucas sayı dizileri bu 

rekürans diziler arasında en önemli yere sahiptir (Koshy, 2001).  

Sayı dizileri gibi rekürans bağıntılar ile tanımlanan polinom dizileri üzerine birçok 

çalışma yapılmıştır. Fibonacci polinomları ilk olarak 1883 yılında Belçikalı matematikçi 

E. Charles Catalan ve Alman matematikçi E. Jacobsthal tarafından çalışıldı. Catalan 

tarafından çalışılan Fibonaccipolinomları daha sonra 1966 yılında M. N. S.Swamy 

tarafından geliştirildi. Ayrıca 1963 yılında P.F.Bryd tarafından Fibonacci tipi 

polinomların bir yenisi olan Pell polinomu literature eklendi. Daha sonra tüm bu farklı 

tanımlamalar Fibonacci ve Lucas tipi polinomlar olarak adlandırıldı (Horzum ve Kocer, 

2009: Taşyurdu ve Deveci, 2017). 



Polinomlar ile ilgili yukarıda belirtilen çalışmalardan sonra Nalli ve Haukkanen ℎ(𝑥)-

Fibonacci ve ℎ(𝑥)-Lucas polinomları olarak adlandırılan ve Fibonacci ve Lucas 

polinomlarının genellemesi olan ℎ(𝑥)-Fibonacci ve ℎ(𝑥)-Lucas polinomlarını 

sunmuşlardır. Ayrıca Binet, üreteç, toplam formüllerini, özel eşitliklerini ve çeşitli 

özelliklerini vermişlerdir (Nalli vd., 2009). 2014 ve 2018 yıllarında literatürdeki birçok 

çalışmanın genel hali olarak tamsayı katsayılı genelleştirilmiş Fibonacci polinomları 

tanımlanmıştır. Daha özel olarak bu polinomlar rasyonel katsayılı polinomlarla 

tanımlanan genelleştirilmiş Fibonacci tipli ve genelleştirilmiş Lucas tipi polinomlar 

olarak sunulmuştur. Ayrıca Binet, üreteç, toplam formüllerini, özel eşitliklerini ve 

çeşitli özelliklerini vermişlerdir (Florez, R., vd., 2014, 2018a; Florez, R., vd., 2018b). 

Fibonacci ve Lucas sayıları için Fibonacci tipi ve Lucas tipi polinomların birçok 

genelleştirmesi sunulmuş ve uygulamaları verilmiştir. Birçok özelliği elde edilmiştir 

(Deveci ve Saraçoğlu Eskiyapar, 2016; Taşyurdu, vd., 2018). 

Hibrit sayıları kompleks, dual ve hiperbolik sayıların bir genelleştirmesidir (Özdemir, 

2018). Hibrit sayı dizileri birçok araştırmacı tarafından incelenmiştir. Birçok araştırmacı 

tarafından rekürans bağıntılarla tanımlanan sayı ve polinom dizilerinin kompleks, dual, 

hiperbolik ve hibrit sayıları gibi özel sayılar ile ilişkili olarak genellştirmeleri elde 

edilmiştir.  Özellikle son yıllarda hibrit sayıları kullanılarak rekürans bağıntılarla birçok 

sayı ve polinom dizileri tanımlamışlardır. Bu dizilerin 𝑛-inci terimlerini veren Binet 

formüllerini, üreteç ve toplam formüllerini, matris temsillerini ve özelliklerini 

sunmuşlardır.  

Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas hibrit sayıları ve özellikleri incelenmiştir (Cerda-

Morales, 2018; Szynal-Liana ve Wloch, 2019a; Polatlı, 2021). Szynal-Liana 2018 

yılında sunduğu çalışmada Horadam hibrit sayılarını tanımlamıştır (Szynal-Liana, 

2018). Daha sonra Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas hibrit sayıları ele 

alınmış ve bazı özellikleri verilmiştir (Szynal-Liana ve Wloch, 2018; 2019b). Catarino, 

𝑘-Pell hibrit sayıları adı verilen yeni bir sayı dizisi tanıtmış ve bu diziyi içeren bazı 

cebirsel özellikleri vermiştir (Catarino, 2019). Catarino ve Bilgici modifiye edilmiş 𝑘-

Pell hibrit dizisini tanımlamışlardır (Catarino ve Bilgici, 2020). Kızılateş 𝑞-Fibonacci ve 

𝑞-Lucas hibrit sayılarını araştırmış ve bu sayıların bazı özelliklerini sunmuştur 

(Kızılateş, 2020). Şentürk vd., Horadam hibrit sayılarını ve özelliklerini incelemiştir 

(Şentürk, vd., 2021) 
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İki mertebeden rekürans dizilerinde olduğu gibi hibrit sayıları üçüncü mertebeden 

rekürans diziler ile çalışılmıştır. Taşyurdu Tribonacci ve Tribonacci-Lucas hibrit 

sayılarının tanımlarını, rekürans bağıntılarını vermiştir. Ayrıca determinantı ve 

permanenti, Tribonacci ve Tribonacci-Lucas hibrit sayılarına eşit olan Hessenberg 

matrisleri tanımlamıştır (Taşyurdu, 2019). Yağmur genelleştirilmiş hibrit Tribonacci 

sayılarını incelemiştir (Yağmur, 2020). Soykan ve Tasdemir genelleştirilmiş Tetranacci 

hibrit sayılarını tanıtmış ve bu hibrit sayıların bazı özelliklerini sunmuştur (Soykan ve 

Taşdemir, 2020). 

Rekürans bağıntılarla tanımlanan polinom dizileri ile hibrit sayıları kullanılarak da 

birçok hibrit polinom dizileri tanımlanmış ve özellikleri incelenmiştir. Liana vd. Pell 

hibrit polinomlarını incelemişlerdir (Liana vd., 2019). Daha sonra Fibonacci, Lucas ve 

Fibonacci-Pell hibrit polinomlarını ve bunların çeşitli özellikleri sunulmuştur.  (Szynal-

Liana ve Wloch, 2020a; 2020b). Tan ve Ait-Amrane iki periyodik Horadam hibrit 

sayılarını incelemiştir (Tan ve Ait-Amrane, 2006). Başka bir çalışmada ise Horadam 

hibrit sayıları incelenmiş ve çeşitli özellikler elde edilmiştir (Şentürk vd., 2020). Liana 

vd. Jacobsthal hibrit polinomlarını incelemişlerdir (Liana,vd., 2021). 2022 yılında ise 

Horadam hibrit polinomları adı verilen Horadam hibrit polinomlarını tanıtmıştır ve özel 

durumları elde edilmiştir (Kızılateş, 2022). 

Sunulan bu tezde genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas polinomlarının rekürans 

bağıntıları ile kompleks, dual ve hiperbolik sayıların bir genelleştirmesi olan hibrit 

sayıları kullanılarak genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas hibrit polinomların 

tanımlanmıştır ve birçok önemli özelliklerini içeren sonuçlar elde edilmiştir (Taşyurdu 

ve Şahin, 2022). Bu amaçla kuramsal temeller adını alan ikinci bölümde temel 

kavramlar verildi. 

Çalışmamız üçüncü bölümünde ilk olarak genelleştirilmiş Fibonacci polinomları 

sunulmuştur. Bu polinomların rekürans bağıntıları göz önüne alınarak Binet formülleri, 

üreteç fonksiyonları ve özellikleri verilmiştir. Daha sonra rasyonel katsayılı 

polinomlarla tanımlanan genelleştirilmiş Fibonacci tipli ve genelleştirilmiş Lucas tipi 

polinomlar ile reel katsayılı polinomlarla tanımlanan ℎ(𝑥)-Fibonacci ve ℎ(𝑥)-Lucas 

polinomları sunulmuştur. Bu polinomlarının dizileri oluşturulmuş ve Binet formülleri, 

üreteç fonksiyonları ve özellikleri verilmiştir.  



Daha sonra rekürans bağıntılarla tanımlanan polinom dizileri ile hibrit sayıları 

kullanılarak sunulan hibrit polinom dizileri tanımlanmış ve özel durumları verilmiştir. 

Ayrıca bu hibrit polinomları için Binet formülleri, üreteç fonksiyonları, üstel 

fonksiyonları, toplam formülleri ile Catalan, Cassini, ve d'Ocagne eşitlikleri gibi özel 

eşitlikler sunulmuştur. ve bazı özellikleri verilmiştir 

Tezin dördüncü bölümünde ilk olarak 𝑘-Pell, 𝑘-Pell-Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell matris 

dizileri tanımlanmıştır ve detaylı bir şekilde özellikleri incelenmiştir. Bu dizilerin 𝑛-inci 

genel terimini veren matrisler, Binet formülleri, üreteç fonksiyonları elde edilmiştir. . 

Daha sonra  𝑘-Pell,  𝑘-Pell Lucas ve Modifiye 𝑘-Pell matris dizilerini içeren bazı 

önemli eşitlikler, aralarındaki ilişkiler ve birçok sonuç elde edilmiştir. 

Tezin dördüncü bölümünde ilk olarak genelleştirilmiş Fibonacci polinomlarının 

rekürans bağıntıları ile hibrit sayılarının tanımı kullanılarak genelleştirilmiş Fibonacci 

hibrit polinomları tanımlanmış ve detaylı bir şekilde özellikleri incelenmiştir.  Bu hibrit 

polinomlarının dizileri oluşturulmuş ve 𝑛-inci terimin elde edilmesini sağlayan genel 

formüller elde edilmiştir. Ayrıca üreteç fonksiyonları ile matris temsilleri sunulmuştur. 

Daha sonra genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit, genelleştirilmiş Lucas tipli hibrit, 

ℎ(𝑥)-Fibonacci ve ℎ(𝑥)-Lucas polinomları olarak adlandırılan özel durumlar verilmiştir. 

Bu özel durumlarının da genel formüllerinin yanı sıra birçok özelliği elde edilmiştir. 

. 
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2. KURAMSAL TEMELLER 

Bu bölümde çalışmamız için temel teşkil eden kavramlar verilecektir. 

2.1. Genel Kavramlar 

Tanım 2.1: 𝐴 ≠ ∅ olmak üzere ∗∶ 𝐴𝑛 ⟶ 𝐴  dönüşümüne 𝐴 üzerinde bir 𝑛-li işlem 

denir. 𝐴 kümesi üzerinde bir " ∗ " işlemi tanımlanmışsa (𝐴,∗) ifadesine cebirsel yapı 

denir (Taşçı, 2010). 

Tanım 2.2: 𝐺 ≠ ∅  bir küme ve ∗, 𝐺 üzerinde bir işlem olsun. Buna göre 

i. ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺 için 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) = (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 ise (Birleşme özelliği) 

ii. ∀ 𝑥 ∈ 𝐺 için 𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 olacak şekilde bir 𝑒 ∈ 𝐺 varsa (Birim eleman 

varlığı özelliği) 

iii. 𝑒, 𝐺 nin birim elemanı olmak üzere ∀ 𝑥 ∈ 𝐺 için 𝑥 ∗ 𝑥′ = 𝑥′ ∗ 𝑥 = 𝑒  olacak 

şekilde bir 𝑥′ ∈ 𝐺 sayısı varsa (Ters elemanın varlığı özelliği) 

(𝐺,∗) cebirsel yapısına bir grup denir (Taşçı, 2010). 

Tanım 2.3: (𝐺,∗) bir grup olmak üzere  ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 için 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥 oluyorsa bu gruba 

değişmeli (komutatif ya da abelyan) grup denir (Taşçı 2010). 

Tanım 2.4: 𝑅 ≠ ∅ bir küme ve toplama +, ile çarpma, ∙  denilen iki ikili işlem 𝑅 

kümesi üzerinde tanımlanmış olsun. Buna göre  

i. (𝑅,+) değişmeli bir grup ise 

ii. ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 için 𝑥(𝑦𝑧) = (𝑥𝑦)𝑧 ise (Birleşme özelliği) 

iii. ∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 için 𝑥(𝑦 + 𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 ve (𝑦 + 𝑧)𝑥 = 𝑦𝑥 + 𝑧𝑥 oluyorsa 

(Çarpma işleminin toplama işlemi üzerine soldan ve sağdan dağılma 

özelliği)  

(𝑅 , + , ∙ ) cebirsel yapısına bir halka denir (Taşçı, 2010). 

 



Tanım 2.5: (𝑅 , + , ∙ ) bir halka olsun. Buna göre  

i. ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 için 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 ise  (𝑅 , + , ∙ ) halkasına değişmeli (komütatif) 

halka denir. 

ii. ∀ 𝑥 ∈ 𝑅 için 𝑥1𝑅 = 1𝑅𝑥 = 𝑥 olacak şekilde bir 1𝑅 ∈ 𝑅 varsa (𝑅 , + , ∙ ) 

halkasına birimli halka denir (Taşçı, 2010). 

Tanım 2.6: (𝐹 , + , ∙ ) birimli ve değişmeli bir halka olmak üzere sıfırdan farklı her 

elemanının çarpma işlemine göre bir tersi varsa o zaman bu halkaya cisim denir (Taşçı, 

2010).  

Reel sayılar bir boyutlu olan hiper kompleks sayılardır. Ayrıca adi toplama ve çarpma 

işlemlerine göre cisim olan bir cebirsel yapıdır. İyi bilinen iki boyutlu sayı 

sistemlerinden olan kompleks, dual ve hiperbolik sayılar aşağıdaki tanımlarla 

verilmiştir.  

Tanım 2.7: 𝑥, 𝑦 birer reel sayı ve 𝑖2 = −1 olmak üzere 𝑥 + 𝑖𝑦  şeklindeki sayılara 

kompleks ya da karmaşık sayılar denir. Kompleks sayıların oluşturduğu küme ℂ ile 

gösterilir ve  

ℂ = {𝑥 + 𝑖𝑦 ∶  𝑖2 = −1 ve 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ } 

olarak tanımlanır (Yaglom, 1968). 

Tanım 2.8: 𝑥, 𝑦 birer reel sayı ve 𝜀2 = 0 olmak üzere 𝑥 + 𝜀𝑦  şeklindeki sayılara dual 

sayılar denir. Dual sayıların oluşturduğu küme 𝔻 ile gösterilir ve  

𝔻 = {𝑥 + 𝜀𝑦 ∶ 𝜀2 = 0 ve 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ} 

olarak tanımlanır (Yaglom, 1968). 

Tanım 2.9: 𝑥, 𝑦 birer reel sayı ve ℎ2 = 1 olmak üzere 𝑥 + ℎ𝑦  şeklindeki sayılara 

hiperbolik sayılar denir. Hiperbolik sayıların oluşturduğu küme ℙ ile gösterilir ve  

ℙ = {𝑥 + ℎ𝑦 ∶ ℎ2 = 1 ve 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ} 

olarak tanımlanır (Yaglom, 1968). 
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Tanım 2.10: 𝑅 birimli bir halka, 𝑥 bir belirsiz, 𝑛 ∈ ℕ ve 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için 𝑎𝑖 ∈ 𝑅 olmak 

üzere 

𝑓(𝑥) = 𝑎0𝑥
0 + 𝑎1𝑥

1 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛 

ifadesine 𝑅 katsayılı 𝑥 e göre bir polinom denir. 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için 𝑎𝑖 ∈ 𝑅 elemanlarına 

𝑓(𝑥) polinomunun katsayıları ve 𝑎𝑖𝑥
𝑖 ye de 𝑓(𝑥) polinomunun terimleri adı verilir. 𝑅 

üzerinde 𝑥 belirsizine göre tüm polinomların kümesi 𝑅[𝑥] ile gösterilir (Taşçı, 2010). 

Tanım 2.11: 𝑅 birimli bir halka, 𝑥 bir belirsiz ve 𝑛,𝑚 ∈ ℕ için 

𝑓(𝑥) = 𝑎0𝑥
0 + 𝑎1𝑥

1 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛  ∈ 𝑅[𝑥] 

𝑔(𝑥) = 𝑏0𝑥
0 + 𝑏1𝑥

1 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚  ∈ 𝑅[𝑥] 

olmak üzere eğer her 0 ≤ 𝑖 ∈ ℤ için  𝑎𝑖 = 𝑏𝑖 ise 𝑓(𝑥) ve 𝑔(𝑥) eşit polinomlar denir ve 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) ile gösterilir. Özel olarak 𝑖 > 𝑛  için 𝑎𝑖 = 0 ve 𝑖 > 𝑚 için 𝑏𝑖 = 0 şeklindir 

(Taşçı, 2010). 

Teorem 2.12: 𝑅 birimli bir halka, 𝑥 bir belirsiz ve 𝑛,𝑚 ∈ ℕ için 

𝑓(𝑥) = 𝑎0𝑥
0 + 𝑎1𝑥

1 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥𝑛  ∈ 𝑅[𝑥] 

𝑔(𝑥) = 𝑏0𝑥
0 + 𝑏1𝑥

1 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚  ∈ 𝑅[𝑥] 

olsun. 𝑘 = 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑚, 𝑛} ve 𝑐𝑖 = ∑  𝑎𝑖𝑏𝑗−𝑖
𝑖
𝑗=0  olmak üzere  

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = ∑(

𝑘

𝑖=0

𝑎𝑖 + 𝑏𝑖)𝑥
𝑖 

𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) = ∑ 𝑐𝑖

𝑚+𝑛

𝑖=0

𝑥𝑖         

şeklinde tanımlanan işlemlerle (𝑅[𝑥] , + , ∙ ) birimli bir halkadır. Bu halkaya  𝑅 

üzerindeki polinomlar halkası denir. Eğer 𝑅 değişmeli ise 𝑅[𝑥] de değişmelidir (Taşçı, 

2010). 

 



Tanım 2.13: 𝐹 bir cisim ve 𝑢𝑖𝑗 ∈ 𝐹  (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛) olmak üzere  

[

𝑢11 𝑢12    ⋯ 𝑢1𝑛

𝑢21 𝑢22    ⋯ 𝑢2𝑛

⋮
𝑢𝑚1

  
⋮

𝑢𝑚2
    

…
…   

⋮
 𝑢𝑚𝑛

] 

şeklindeki bir dikdörtgen tabloya 𝑚 satırlı ve 𝑛 sütunlu ya da kısaca 𝑚 × 𝑛 boyutlu 

(mertebeli) matris denir (Taşçı, 2011).  

Matris cebrindeki işlemler reel ya da kompleks sayılar cebrinde olduğu gibi 

tanımlanmıştır.   

𝑈 = (𝑢𝑖𝑗)𝑚×𝑛
,  𝑉 = (𝑣𝑖𝑗)𝑚×𝑛

, 𝑊 = (𝑤𝑖𝑗)𝑚×𝑛
, 𝑆 = (𝑠𝑖𝑗  )𝑛×𝑝

 ve 𝑇 = (𝑡𝑖𝑗  )𝑚×𝑝
 birer 

matris ve 𝜆 bir reel sayı olmak üzere  

i. İki matrisin toplamı 

                   𝑈 + 𝑉 = (𝑢𝑖𝑗)𝑚×𝑛
+ (𝑣𝑖𝑗)𝑚×𝑛

= (𝑢𝑖𝑗 + 𝑣𝑖𝑗)𝑚×𝑛
= (𝑤𝑖𝑗)𝑚×𝑛

= 𝑊 

ii. Bir skalerle matrisin çarpımı 

𝜆𝑈 = (𝜆𝑢𝑖𝑗)𝑚×𝑛
 

iii. İki matris çarpımı 𝑈𝑆 = 𝑇 = (𝑡𝑖𝑗  )𝑚×𝑝
 olmak üzere 𝑡𝑖𝑗 elemanı  

                                          𝑡𝑖𝑗 = ∑ 𝑢𝑖𝑘𝑠𝑘𝑗
𝑛
𝑘=1                  (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝) 

şeklindedir (Taşçı, 2011). 

2.2. Hibrit Sayıları  

Hibrit sayıları, iyi bilinen iki boyutlu sayı sistemlerinden olan kompleks, dual ve 

hiperbolik sayıların bir genelleştirilmesidir.  
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Tanım 2.14: 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 birer reel sayı ve 𝑖2 = −1, 𝜀2 = 0, ℎ2 = 1 olmak üzere 𝑥 + 𝑖𝑦 +

𝜀𝑧 + ℎ𝑡  şeklindeki sayılara hibrit sayılar denir. Hibrit sayıların oluşturduğu küme 𝐾 ile 

gösterilir ve  

𝐾 = {𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝜀𝑧 + ℎ𝑡 ∶ 𝑖2 = −1, 𝜀2 = 0, ℎ2 = 1, 𝑖ℎ = −ℎ𝑖 = 𝜀 + 𝑖 ve 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡 ∈  ℝ, } 

olarak tanımlanır (Özdemir, 2018). 

𝑘1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1 + 𝜀𝑧1 + ℎ𝑡1  ve  𝑘2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2 + 𝜀𝑧2 + ℎ𝑡2  birer hibrit sayısı ve 𝜆 bir 

reel sayı olmak üzere  

• İki hibrit sayının toplamı 

𝑘1 + 𝑘2 = (𝑥1 + 𝑥2)  +  𝑖(𝑦1 + 𝑦2) + 𝜀(𝑧1 + 𝑧2)  + ℎ(𝑡1 + 𝑡2) 

• İki hibrit sayının farkı 

𝑘1 − 𝑘2 = (𝑥1 − 𝑥2) +  𝑖(𝑦1 − 𝑦2)  + 𝜀(𝑧1 − 𝑧2)  + ℎ(𝑡1 − 𝑡2) 

• İki hibrit sayının çarpımı 

                    𝑘1𝑘2 = 𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2 + 𝑦1𝑧2 + 𝑧1𝑦2 

+ 𝑖(𝑥1𝑦2 + 𝑦1𝑥2 + 𝑦1𝑡2 − 𝑡1𝑡2)                             

    + 𝜀(𝑥1𝑧2 + 𝑦1𝑡2  + 𝑧1𝑥2 − 𝑧1𝑡2 − 𝑥1𝑦2 + 𝑡1𝑧2)   

+ ℎ(𝑥1𝑡2 − 𝑦1𝑧2 + 𝑧1𝑡2 + 𝑡1𝑥2)                            

• Bir reel sayı ile bir hibrit sayının çarpımı  

𝜆𝑘1 = 𝜆𝑥1 + 𝑖𝜆𝑦1 + 𝜀𝜆𝑧1 + ℎ𝜆𝑡1 

• Bir hibrit sayısının eşleniği 

𝑘̅1 = 𝑥1 − 𝑖𝑦1 − 𝜀𝑧1 − ℎ𝑡1 

• Bir hibrit sayısının karakteri  

𝐶(𝑘1) = 𝑘1𝑘̅1 = 𝑘̅1𝑘1 = 𝑥1
2 + (𝑦1 − 𝑧1)

2 − 𝑧1
2 − 𝑡1

2 



• Bir hibrit sayısının normu 

‖𝑘1‖ = √|𝑘1𝑘̅1| = √|𝐶(𝑘1)| = √|𝑥1
2 + (𝑦1 − 𝑧1)2 − 𝑧1

2 − 𝑡1
2| 

şeklindedir. 

Hibrit sayıları kompleks, dual ve hiperbolik sayılarından farklı olmasına rağmen bazı 

benzer cebirsel özelliklere sahiptir.  Hibrit sayılarında çarpma işleminin değişmeli 

olmadığı görülmektedir. Ancak birleşme özelliğine sahiptir. Hibrit sayılarında toplama 

işlemi ise hem değişmeli hem de birleşmelidir. Toplama işlemine göre birim elemanı 0 

olmak üzere 𝑘 = 𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝜀𝑧 + ℎ𝑡 hibrit sayısının toplama işlemine göre tersi         

– 𝑘 = −𝑥 − 𝑖𝑦 − 𝜀𝑧 − ℎ𝑡 şeklindedir. Bu ise (𝐾,+) yapısının abel grup olduğu 

anlamına gelir. 

Tablo 1.1.  1, 𝑖, 𝜀 ve ℎ için çarpım tablosu 

× 1 𝑖 𝜀 ℎ 

1 1 𝑖 𝜀 ℎ 

𝑖 𝑖 −1 1 − ℎ 𝑖 + 𝜀 

𝜀 𝜀    1 + ℎ 0 − 𝜀 

ℎ ℎ −𝑖 − 𝜀 𝜀 1 

 

Ayrıca hibrit sayıları skaler ve vektör bölümlerine ayrılabilir. 𝑘 = 𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝜀𝑧 + ℎ𝑡 bir 

hibrit sayısı olmak üzere 𝑥 reel sayısına skaler kısım denir ve 𝑆𝑘 ile gösterilir, 𝑖𝑦 + 𝜀𝑧 +

ℎ𝑡  kısmı ise vektör kısmı olarak adlandırılır ve 𝑉𝑘 ile gösterilir. Yani  

𝑆𝑘 = 𝑥   ve   𝑉𝑘 = 𝑖𝑦 + 𝜀𝑧 + ℎ𝑡 

olmak üzere 𝑘 hibrit sayısı  

𝑘 = 𝑆𝑘 + 𝑉𝑘 

şekilde gösterilir. 
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2.3. Rekürans Diziler 

Matematikte çok farklı biçimlerde tanımlanan diziler bulunmaktadır. Burada dizinin 

başlangıcındaki birkaç terim hariç olmak üzere, her bir teriminin kendisinden önceki 

terimler yardımıyla elde edildiği diziler hakkında genel bilgiler verilmiştir. 

Tanım 2.15: Tanım kümesi pozitif tamsayılar olan fonksiyonlara dizi denir (Kadıoğlu 

ve Kamali, 2003). 

Tanım 2.16: Her 𝑛 ≥ 𝑟 için 𝑢0 ≠ 0 olacak şekilde 𝑢𝑖  (0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 − 1) katsayıları için 

𝑟-inci mertebeden homojen lineer rekürans dizisi, {𝑘𝑛}𝑛≥0 

                   𝑘𝑛 = 𝑢𝑟−1𝑘𝑛−1 + 𝑢𝑟−2𝑘𝑛−2 + ⋯+ 𝑢1𝑘𝑛−𝑟+1 + 𝑢0𝑘𝑛−𝑟                           (2.1) 

eşitliği ile tanımlanır. (2.1) eşitliğe ise 𝑟-inci mertebeden homojen lineer rekürans 

bağıntı denir. {𝑘𝑛}𝑛≥0 dizisinin ilk 𝑟 terimini olan 𝑘0, 𝑘1, … , 𝑘𝑟−1 sayılarına da dizisinin 

başlangıç değerleri denir (Everest vd., 2003). 

Tanım 2.17: (2.1) eşitliğindeki gibi tanımlı olan {𝑘𝑛}𝑛≥0 dizisi için  

𝑝(𝑥) = 𝑥𝑟 − 𝑢𝑟−1𝑥
𝑟−1 − 𝑢𝑟−2𝑥

𝑟−2 − ⋯ − 𝑢1𝑥 − 𝑢0 

polinomuna {𝑘𝑛}𝑛≥0 dizisinin karakteristik polinomu denir (Everest vd., 2003). 

Tanım 2.18: 𝑝(𝑥) = 𝑥𝑟 − 𝑢𝑟−1𝑥
𝑟−1 − 𝑢𝑟−2𝑥

𝑟−2 − ⋯− 𝑢1𝑥 − 𝑢0 = 0 denklemine 

{𝑘𝑛}𝑛≥0 dizisinin karakteristik denklemi denir (Everest vd., 2003). 

Tanım 2.19: 𝑝(𝑥) polinomunun kökleri 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑟 ∈ ℂ olmak üzere                  

∀  𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, … , 𝑟} için, 𝑣𝑖 ≠ 𝑣𝑗  ise, 𝑎𝑛 = 𝑤1𝑣1
𝑛 + 𝑤2𝑣2

𝑛 + ⋯+ 𝑤𝑟𝑣𝑟
𝑛 olacak şekilde 

𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟 sabitleri vardır. Bu eşitlik başlangıç değerleri için yerine yazılıp elde 

edilen denklem sisteminden 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑟 bilinmeyenleri bulunur. Böylece elde edilen 

karakteristik polinomunun kökleri ve 𝑎𝑛 arasındaki eşitliğe rekürans bağıntının çözümü 

denir (Everest vd., 2003). 

Tanım 2.20: Bir {𝑘𝑛}𝑛≥0 dizisinin terimleri kullanılarak tanımlanan 

𝐺(𝑥) = 𝑘0𝑥
0 + 𝑘1𝑥

1 + 𝑘2𝑥
2 + 𝑘3𝑥

3 + ⋯ = ∑𝑘𝑖𝑥
𝑖

∞

𝑖=0

 

serisine {𝑘𝑛}𝑛≥0 dizisinin üreteç fonksiyonu denir (Everest vd., 2003). 



Şimdi çalışmamızın temelini oluşturan ikinci mertebeden rekürans diziler sunulacaktır.   

2.3.1. Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayıları  

İkinci ve daha yüksek mertebeden rekürans bağıntılarla tanımlanan sayı dizileri cebir, 

fizik, kimya, biyoloji, bilgisayar biliminin yanı sıra sanatın birçok farklı alanda 

uygulamaları vardır. Bilimin hemen hemen her alanında hem teorik hem de uygulamalı 

olarak bu sayılar çok geniş alanda çalışılmaktadır. Bu bölümde literatürde en çok ilgi 

gören ve ikinci mertebeden rekürans bağıntılarla tanımlanan Fibonacci ve Lucas sayıları 

ve özellikleri verilmiştir. 

Tanım 2.21: 𝑛 ≥ 2 için 𝐹0 = 0,  𝐹1 = 1 başlangıç değerleriyle 𝑛-inci Fibonacci sayısı, 

𝐹𝑛 ve 𝐿0 = 2, 𝐿1 = 1 başlangıç değerleriyle 𝑛-inci Lucas sayısı, 𝐿𝑛 sırasıyla 

                                               𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2                                                        

                                               𝐿𝑛 = 𝐿𝑛−1 + 𝐿𝑛−2                                                      

rekürans bağıntıları ile tanımlanır. 

Uzun yıllardır Fibonacci ve Lucas sayılarının genelleştirmeleri çalışılmaktadır. 

Fibonacci ve Lucas sayılarının genelleştirilmesi çalışılırken farklı bakış açıları ortaya 

çıkmıştır. Horadam, 1965 yılındaki çalışmasında tanımladığı ikinci mertebeden 

rekürans dizi ile Fibonacci ve Lucas sayılarının en önemli genelleştirmelerini 

sunmuştur.  

Tanım 2.22: 𝑛 ≥ 2 için 𝑝 ve 𝑞 birer tamsayı ve 𝑊0 = 𝑎,  𝑊1 = 𝑏 keyfi reel sayılar 

olmak üzere ikinci mertebeden rekürans dizi  

                                                   𝑊𝑛 = 𝑝𝑊𝑛−1 − 𝑞𝑊𝑛−2                                            (2.2) 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır ve 𝑛-inci terimi 𝑊𝑛 ile gösterilir (Horadam, 1965). 

Daha sonra yapılan çalışmalarda 𝑊𝑛 sayısına Horadam sayısı ve bu sayıların 

oluşturduğu diziye de Horadam sayı dizileri adı verilmiştir. Genel olarak 𝑝 ve 𝑞 birer 

tamsayı ve 𝑊0 = 𝑎,  𝑊1 = 𝑏 keyfi reel sayıları başlangıç değerleri için 𝑛-inci Horadam 

sayısı 𝑊𝑛 = 𝑊𝑛(𝑎, 𝑏; 𝑝, 𝑞) olmak üzere Horadam sayı dizileri {𝑊𝑛(𝑎, 𝑏; 𝑝, 𝑞)}𝑛≥0  ile 

gösterilir.   
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𝑛 ≥ 2 olmak üzere {𝑊𝑛(𝑎, 𝑏; 𝑝, 𝑞)}𝑛≥0 dizilerinin özel durumları olarak Fibonacci ve 

Lucas sayı dizilerinin rekürans bağıntısına benzer bağıntılarla elde edilen ve literatürde 

ilgi gören diğer sayı dizilerinden olan 𝑘-Fibonacci {𝐹𝑘,𝑛}, (𝑝, 𝑞)-Fibonacci {𝐹𝑝,𝑞,𝑛}, 𝑘-

Lucas (𝑝, 𝑞)-Lucas {𝐿𝑝,𝑞,𝑛}, Pell {𝑃𝑛}, Pell-Lucas {𝑄𝑛}, Modifiye Pell {𝑞𝑛}, 𝑘-Pell 

{𝑃𝑘,𝑛}, Jacobsthal {𝐽𝑛}, Jacobsthal-Lucas {𝑗𝑛} gibi sayı dizileri Tablo 1.2 de verilmiştir. 

Tablo 1.2. Bazı ikinci mertebeden sayı dizileri  

Sayı Dizileri {𝓦𝒏(𝒂, 𝒃; 𝒑, 𝒒)}𝒏≥𝟎 Gösterimi 

𝑘-Fibonacci Sayı Dizileri {𝑊𝑛(0,1; 𝑘, −1)} = {𝐹𝑘,𝑛}  

(𝑝, 𝑞)-Fibonacci Sayı Dizileri {𝑊𝑛(0,1; 𝑝, −𝑞)} = {𝐹𝑝,𝑞,𝑛} 

𝑘-Lucas Sayı Dizileri {𝑊𝑛(2,1; 𝑘, −1)} = {𝐿𝑘,𝑛} 

(𝑝, 𝑞)-Lucas Sayı Dizileri {𝑊𝑛(2, 𝑝; 𝑝, −𝑞)} = {𝐿𝑝,𝑞𝑛}   

Pell Sayı Dizileri {𝑊𝑛(0,1; 2, −1)} = {𝑃𝑛}   

Pell-Lucas Sayı Dizileri {𝑊𝑛(2,2; 2, −1)} = {𝑄𝑛}    

Modifiye Pell Sayı Dizileri {𝑊𝑛(1,1; 2, −1)} = {𝑞𝑛}   

𝑘-Pell Sayı Dizileri {𝑊𝑛(0,1; 2, −𝑘)} = {𝑃𝑘,𝑛}   

Jacobsthal Sayı Dizileri {𝑊𝑛(0,1; 1, −2)} = {𝐽𝑛} 

Jacobsthal-Lucas Sayı Dizileri {𝑊𝑛(2,1; 1, −2)} = {𝑗𝑛} 

𝑘-Jacobsthal Sayı Dizileri {𝑊𝑛(0,1; 𝑘, −2)} = {𝐽𝑘,𝑛} 

 

Şimdi Horadam sayı dizilerinin 𝑛-inci terimini elde etmemizi sağlayan genel formüller 

verilecektir.  



Rekürans diziler rekürans bağıntıları kullanılarak elde edilebileceği gibi genel formül 

olarak bilinen Binet formülü kullanılarak da elde edilir. Binet formülü ile dizinin 

herhangi bir terimi, kendisinden önceki tüm terimlerin bilinmesine gerek kalmadan 

kolay bir şekilde bulunabilir. Örneğin bir dizinin 100-üncü terimini elde etmek için 

rekürans bağıntısı kullanılırsa kendisinden önce ilk 99 terimin bilinmesi gerekmektedir. 

Ancak bunun yerine Binet formülü kullanılırsa bu hesaplamaya ihtiyaç 

duyulmamaktadır. Bu formülü elde etmek, dizinin rekürans bağıntısını çözmeye 

dayanmaktadır. (2.2) rekürans bağıntısının karakteristik denklemi 𝑡2 − 𝑝𝑡 + 𝑞 = 0  

olup bu karakteristik denkleminin kökleri 𝛼 ve 𝛽 olmak üzere 

𝛼 =
𝑝 + √𝑝2 − 4𝑞

2
   ve  𝛽 =

𝑝 − √𝑝2 − 4𝑞

2
 

şeklindedir. Bu kökler arasında 

𝑎 + 𝛽 = 𝑝            

𝑎 − 𝛽 = √𝑝2 − 4𝑞 

𝑎𝛽 = 𝑞            

eşitlikleri vardır. Buradan Horadam sayıları için Binet formülü aşağıdaki teorem ile 

verilir. 

Teorem 2.23: 𝑛 ≥ 0 için 𝛼 ve 𝛽,  𝑡2 − 𝑝𝑡 + 𝑞 = 0 denkleminin kökleri, 𝐴 =
𝑏−𝑎𝛽

𝛼−𝛽
 ve 

𝐵 =
𝑎𝛼−𝑏

𝛼−𝛽
 olmak üzere olmak üzere 𝑛-inci Horadam sayısı için Binet formülü 

𝑊𝑛 = 𝐴𝛼𝑛 + 𝐵𝛽𝑛 

şeklindedir. 

İspat: Tanım 2.19 dan 𝐴, 𝐵 sabit katsayılar olmak üzere her 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için  𝑛-inci 

Horadam sayısının genel formu       

                                                     𝑊𝑛 = 𝑤1𝛼
𝑛 + 𝑤2𝛽

𝑛                                                 (2.3) 

şeklindedir.  
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Özel olarak 𝑛 = 0 ve 𝑛 = 1 alınırsa 

𝑊0 = 𝑎 = 𝑤1 + 𝑤2  

      𝑊1 = 𝑏 = 𝑤1𝛼 + 𝑤2𝛽 

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünde ise 

𝑤1 =
𝑏−𝑎𝛽

𝛼−𝛽
     ve   𝑤2 =

𝑎𝛼−𝑏

𝛼−𝛽
 

olarak bulunur. Bulunan 𝑤1 ve 𝑤2 değerleri (2.3) eşitliğinde yerine yazılırsa 

𝑊𝑛 =
(𝑏 − 𝑎𝛽)𝛼𝑛 + (𝑎𝛼 − 𝑏)𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
 

olup 𝐴 =
𝑏−𝑎𝛽

𝛼−𝛽
 ve 𝐵 =

𝑎𝛼−𝑏

𝛼−𝛽
 içi 𝑛-inci Horadam sayısı için Binet formülü 

𝑊𝑛 = 𝐴𝛼𝑛 + 𝐵𝛽𝑛 

şeklinde elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Tablo 1.2 de verilen 𝑎, 𝑏, 𝑝, 𝑞 değerleri Teorem 2.23 de kullanılarak Horadam 

sayılarının özel durumları için Binet formülleri elde edilebilir. 

Şimdi Horadam sayıları için üreteç fonksiyonunu verilecektir. 𝑛-inci Horadam sayısı 

𝑊𝑛 olmak üzere {𝑊𝑛(𝑎, 𝑏; 𝑝, 𝑞)}𝑛≥0 dizilerinin üreteç fonksiyonu  

                                                           𝐺(𝑥) = ∑ 𝑊𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=0

                                                          (2.4) 

olsun. Buradan aşağıdaki teorem verilir. 

Teorem 2.24: Horadam sayı dizilerin üreteç fonksiyonu   

𝐺(𝑥) =
𝑎 + (𝑏 − 𝑝𝑎)𝑥

1 − 𝑝𝑥 + 𝑞𝑥2
 

şeklindedir (Horadam, 1965). 

 



İspat: (2.4) eşitliğinden Horadam sayı dizilerinin üreteç fonksiyonu   

𝐺(𝑥) = ∑ 𝑊𝑛𝑥𝑛 = 𝑊0𝑥
0 + 𝑊1𝑥

1 + 𝑊2𝑥
2 + ⋯+ 𝑊𝑛𝑥𝑛 + ⋯

∞

𝑛=0

 

dir. Bu denklemin her iki yanı −𝑝𝑥 ve 𝑞𝑥2 ile çarpılırsa 

−𝑝𝑥𝑔𝐺(𝑥) = −𝑝𝑊0𝑥
1 − 𝑝𝑊1𝑥

2 − 𝑝𝑊2𝑥
3 − ⋯− 𝑝𝑊𝑛𝑥𝑛+1 − ⋯ 

𝑞𝑥2𝐺(𝑥) = 𝑞𝑊0𝑥
2 + 𝑞𝑊1𝑥

3 + 𝑞𝑊2𝑥
4 + ⋯+ 𝑞𝑊𝑛𝑥𝑛+2 + ⋯ 

elde edilir. Buradan  

(1 − 𝑝𝑥 + 𝑞𝑥2)𝐺(𝑥) =  𝑊0 + (𝑊1 − 𝑝𝑊0)𝑥 + (𝑊2 − 𝑝𝑊1 + 𝑞𝑊0)𝑥
2 

                                    +(𝑊3 − 𝑝𝑊2 + 𝑞𝑊1)𝑥
3 + ⋯+ (𝑊𝑛 − 𝑝𝑊𝑛−2 + 𝑞𝑊𝑛−3)𝑥

𝑛 + ⋯ 

dir. Tanım 2.22 deki 𝑊0 = 𝑎,  𝑊1 = 𝑏 başlangıç değerleri için 𝑊𝑛 = 𝑝𝑊𝑛−1 − 𝑞𝑊𝑛−2 

rekürans bağıntısı kullanılırsa  

(1 − 𝑝𝑥 + 𝑞𝑥2)𝐺(𝑥) = 𝑊0 + (𝑊1 − 𝑝𝑊0)𝑥 

olup Horadam sayı dizileri için üreteç fonksiyonu 

                                        𝐺(𝑥) =
𝑎 + (𝑏 − 𝑝𝑎)𝑥

1 − 𝑝𝑥 + 𝑞𝑥2
                                                 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Tablo 1.2 de verilen 𝑎, 𝑏, 𝑝, 𝑞 değerleri Teorem 2.24 de kullanılarak Horadam 

sayılarının özel durumları için üreteç fonksiyonları elde edilebilir. 

2.3.1. Özel hibrit sayı dizileri ve özellikleri 

Rekürans bağıntılarla tanımlanan sayı dizileri ile hibrit sayıları kullanılarak yeni sayı 

dizileri tanımlanmıştır. Bu bölümde Horadam sayı dizileri ile ilişkili Horadam hibrit 

sayıları sunulmuştur. Bu hibrit sayılarından herhangi birini elde etmek için kullanılan ve 

genel formül olarak bilinen Binet formülleri, üreteç fonksiyonları ve bazı özellikleri 

verilmiştir.  
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Ayrıca Horadam sayı dizilerinin özel durumları olan Fibonacci, 𝑘-Fibonacci, (𝑝, 𝑞)-

Fibonacci, Lucas, 𝑘-Lucas, (𝑝, 𝑞)-Lucas, Pell, Pell-Lucas, Modifiye Pell, 𝑘-Pell, 

Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas ve  𝑘-Jacobsthal sayı dizileri ile ilişkili hibrit sayıları, 

genel formülleri ve özellikleri verilmiştir. 

Tanım 2.25: 𝑊𝑛, 𝑛-inci Horadam sayısı olmak üzere  

𝑖2 = −1, 𝜀2 = 0,  ℎ2 = 1, 𝑖ℎ = −ℎ𝑖 = 𝜀  + 𝑖 

değerlerini sağlayan {1, 𝑖, 𝜀, ℎ} tabanı ile 𝑛-inci Horadam hibrit sayısı, 𝐻𝑊𝑛 

                          𝐻𝑊𝑛 = 𝑊𝑛 + 𝑖𝑊𝑛+1 + 𝜀𝑊𝑛+2 + ℎ𝑊𝑛+3,      𝑛 ≥ 0                            (2.5) 

eşitliği ile tanımlanır (Szynal Liana, 2018).  

Genel olarak 𝑝 ve 𝑞 birer tamsayı ve 𝑊0 = 𝑎,  𝑊1 = 𝑏 keyfi reel sayıları başlangıç 

değerleri için 𝑛-inci Horadam sayısı 𝑊𝑛 = 𝑊𝑛(𝑎, 𝑏; 𝑝, 𝑞) olmak üzere 𝑛-inci Horadam 

hibrit sayısı 𝐻𝑊𝑛 = 𝐻𝑊𝑛(𝑎, 𝑏; 𝑝, 𝑞)  ile gösterilir.   

Tanım 2.5 kullanılarak ilk birkaç Horadam hibrit sayısı şöyledir: 

𝐻𝑊0 = 𝑎 + 𝑖𝑏 + 𝜀(𝑝𝑏 − 𝑞𝑎) + ℎ(𝑝2𝑏 − 𝑞(𝑎 + 𝑏)), 

𝐻𝑊1 = 𝑏 + 𝑖(𝑝𝑏 − 𝑞𝑎) + 𝜀(𝑝2𝑏 − 𝑞(𝑎 + 𝑏)) + ℎ(𝑝3 + 𝑞2𝑎 − 𝑝𝑞(𝑎 + 2𝑏) − 𝑏) 

𝐻𝑊2 =  𝑝𝑏 − 𝑞𝑎 + 𝑖(𝑝2𝑏 − 𝑞(𝑎 + 𝑏)) + 𝜀(𝑝3 + 𝑞2𝑎 − 𝑝𝑞(𝑎 + 2𝑏) − 𝑏) 

                +ℎ(𝑝4 + 𝑞2𝑎𝑝 − 𝑝2𝑞(𝑎 + 2𝑏) − 𝑏𝑝 − 𝑝2𝑏𝑞 + 𝑞2(𝑎 + 𝑏)) 

𝐻𝑊3 = 𝑝2𝑏 − 𝑞(𝑎 + 𝑏) + 𝑖(𝑝3 + 𝑞2𝑎 − 𝑝𝑞(𝑎 + 2𝑏) − 𝑏) 

               +𝜀(𝑝4 + 𝑞2𝑎𝑝 − 𝑝2𝑞(𝑎 + 2𝑏) − 𝑏𝑝 − 𝑝2𝑏𝑞 + 𝑞2(𝑎 + 𝑏)) 

                +ℎ(𝑝5 + 𝑞2𝑎𝑝2 − 𝑝3𝑞(𝑎 + 2𝑏) − 𝑏𝑝 − 𝑝2𝑏𝑞 + 𝑞2(𝑎 + 𝑏) 

                −𝑝3𝑞 + 𝑞3𝑎 − 𝑝𝑞2(𝑎 + 2𝑏) − 𝑏𝑞) 

 

 



Tablo 1.2 de verilen 𝑎, 𝑏, 𝑝, 𝑞 değerleri ile Tanım 2.25 kullanılarak Horadam hibrit 

sayılarının özel durumları olan Fibonacci hibrit {𝐻𝐹𝑛}, 𝑘-Fibonacci hibrit {𝐻𝐹𝑘,𝑛}, 

(𝑝, 𝑞)-Fibonacci hibrit {𝐻𝐹𝑝,𝑞,𝑛}, Lucas hibrit {𝐻𝐿𝑛}, 𝑘-Lucas hibrit {𝐻𝐿𝑘,𝑛}, (𝑝, 𝑞)-

Lucas hibrit {𝐻𝐿𝑝,𝑞,𝑛}, Pell hibrit {𝐻𝑃𝑛}, Pell-Lucas hibrit {𝐻𝑄𝑛}, Modifiye Pell hibrit 

{𝐻𝑞𝑛}, 𝑘-Pell hibrit {𝐻𝑃𝑘,𝑛}, Jacobsthal hibrit {𝐻𝐽𝑛}, Jacobsthal-Lucas hibrit {𝐻𝑗𝑛} ve  

𝑘-Jacobsthal hibrit {𝐻𝐽𝑘,𝑛} sayıları gibi hibrit sayıları elde edilir. Bu hibrit sayıları 

Tablo 1.3 de verilmiştir. 

Tablo 1.3. Sayı dizileri ile ilişkili bazı hibrit sayıları 

Hibrit Sayıları         𝑯𝓦𝒏(𝒂, 𝒃; 𝒑, 𝒒)                 Sembolü 

Fibonacci hibrit sayıları 𝐻𝑊𝑛(0,1; 1, −1) 𝐻𝐹𝑛 

𝑘-Fibonacci hibrit sayıları 𝐻𝑊𝑛(0,1; 𝑘, −1)  𝐻𝐹𝑘,𝑛 

(𝑝, 𝑞)-Fibonacci hibrit sayıları 𝐻𝑊𝑛(0,1; 𝑝, 𝑞) 𝐻𝐹𝑝,𝑞,𝑛 

Lucas hibrit sayıları 𝐻𝑊𝑛(2,1; 1, −1) 𝐻𝐿𝑛 

𝑘-Lucas hibrit sayıları 𝐻𝑊𝑛(2,1; 𝑘, −1) 𝐻𝐿𝑘,𝑛 

(𝑝, 𝑞)-Lucas hibrit sayıları 𝐻𝑊𝑛(2, 𝑝; 𝑝, 𝑞)  𝐻𝐿𝑝,𝑞𝑛 

Pell hibrit sayıları 𝐻𝑊𝑛(0,1; 2, −1)   𝐻𝑃𝑛 

Pell-Lucas hibrit sayıları 𝐻𝑊𝑛(2,2; 2, −1) 𝐻𝑄𝑛 

Modifiye Pell hibrit sayıları 𝐻𝑊𝑛(1,1; 2, −1) 𝐻𝑞𝑛 

𝑘-Pell hibrit sayıları 𝐻𝑊𝑛(0,1; 2, −𝑘) 𝐻𝑃𝑘,𝑛 

Jacobsthal hibrit sayıları 𝐻𝑊𝑛(0,1; 1, −2) 𝐻𝐽𝑛 

Jacobsthal-Lucas hibrit sayıları 𝐻𝑊𝑛(2,1; 1, −2) 𝐻𝑗𝑛 

𝑘-Jacobsthal hibrit sayıları 𝐻𝑊𝑛(0,1; 𝑘, −2) 𝐻𝐽𝑘,𝑛 
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Tanım 2.25 kullanılarak Horadam hibrit sayıları bulunurken Horadam sayı dizilerinin 

terimlerine ihtiyaç duyulmaktadır. Bu hibrit sayıları da Horadam sayı dizilerinin 

rekürans bağıntısına benzer bağıntılarla da sunulabilir.  

Tanım 2.26: 𝑛 ≥ 2 için 

𝐻𝑊0 = 𝑎 + 𝑖𝑏 + 𝜀(𝑝𝑏 − 𝑞𝑎) + ℎ(𝑝2𝑏 − 𝑞(𝑎 + 𝑏)), 

𝐻𝑊1 = 𝑏 + 𝑖(𝑝𝑏 − 𝑞𝑎) + 𝜀(𝑝2𝑏 − 𝑞(𝑎 + 𝑏)) + ℎ(𝑝3 + 𝑞2𝑎 − 𝑝𝑞(𝑎 + 2𝑏) − 𝑏) 

başlangıç değerleriyle 𝑛-inci Horadam hibrit sayısı, 𝐻𝑊𝑛   

                                                    𝐻𝑊𝑛 = 𝑝𝐻𝑊𝑛−1 − 𝑞𝐻𝑊𝑛−2                                              (2.6) 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır (Şentürk vd., 2020). 

Horadam hibrit sayıları Tanım 2.25 ve Tanım 2.26 kullanılarak elde edilebileceği gibi 

bilinen sayı dizilerinde olduğu gibi Binet formülü kullanılarak da elde edilir. Binet 

formülü ile daha pratik bir şekilde 𝑛-inci Horadam hibrit sayısı elde edilir. (2.6) 

rekürans bağıntısının karakteristik denklemi 𝑡2 − 𝑝𝑡 + 𝑞 = 0  olup bu karakteristik 

denklem Horadam sayı dizilerinin karakteristik denklem ile aynıdır. Bu denklemin 

kökleri 𝛼 ve 𝛽 olmak üzere 

𝛼 =
𝑝 + √𝑝2 − 4𝑞

2
   ve  𝛽 =

𝑝 − √𝑝2 − 4𝑞

2
 

şeklindedir. Buradan Horadam hibrit sayıları için Binet formülü aşağıdaki teorem ile 

verilir. 

Teorem 2.27: 𝑛 ≥ 0 için 𝛼 ve 𝛽,  𝑡2 − 𝑝𝑡 + 𝑞 = 0 denkleminin kökleri, 𝐴 =
𝑏−𝑎𝛽

𝛼−𝛽
 ve 

𝐵 =
𝑎𝛼−𝑏

𝛼−𝛽
  olmak üzere 𝑛-inci Horadam hibrit sayısı için Binet formülü 

𝐻𝑊𝑛 = 𝐴𝛼𝑛(1 + 𝑖𝑎 + 𝜀𝑎2 + ℎ𝑎3) + 𝐵𝛽𝑛(1 + 𝑖𝛽 + 𝜀𝛽2 + ℎ𝛽3) 

şeklindedir (Szynal Liana, 2018). 

 



İspat: Teorem 2.23 ile verilen 𝑛-inci Horadam sayısının Binet formülünü (2.5) 

eşitliğinde kullanılırsa  

𝐻𝑊𝑛 = 𝑊𝑛 + 𝑖𝑊𝑛+1 + 𝜀𝑊𝑛+2 + ℎ𝑊𝑛+3 

           = (𝐴𝛼𝑛 + 𝐵𝛽𝑛) + 𝑖(𝐴𝛼𝑛+1 + 𝐵𝛽𝑛+1) 

              +𝜀(𝐴𝛼𝑛+2 + 𝐵𝛽𝑛+2) + ℎ(𝐴𝛼𝑛+3 + 𝐵𝛽𝑛+3) 

            = 𝐴𝛼𝑛(1 + 𝑖𝑎 + 𝜀𝑎2 + ℎ𝑎3) + 𝐵𝛽𝑛(1 + 𝑖𝛽 + 𝜀𝛽2 + ℎ𝛽3) 

olup Horadam hibrit sayılarının Binet formülü  

𝐻𝑊𝑛 = 𝐴𝛼𝑛(1 + 𝑖𝑎 + 𝜀𝑎2 + ℎ𝑎3) + 𝐵𝛽𝑛(1 + 𝑖𝛽 + 𝜀𝛽2 + ℎ𝛽3), 𝑛 ≥ 0 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Horadam hibrit sayılarının özel durumlarının Binet formülleri aşağıdaki teorem ile 

verilmiştir. 

Teorem 2.28: 𝑛-inci Horadam hibrit sayısı, 𝐻𝑊𝑛 = 𝐻𝑊𝑛(𝑎, 𝑏; 𝑝, 𝑞) olmak üzere 

i. 𝐻𝑊𝑛(0,1; 1, −1) = 𝐻𝐹𝑛 ile (Szynal Liana ve Wloch, 2019a) çalışmasında     

𝛼 =
1+√5

2
   ve  𝛽 =

1−√5

2
 olmak üzere 𝑛-inci Fibonacci hibrit sayısı, 𝐻𝐹𝑛 için 

Binet formülü 

𝐻𝐹𝑛 =
𝛼𝑛(1 + 𝑖𝑎 + 𝜀(1 + 𝛼) + ℎ(1 + 2𝛼))

𝛼 − 𝛽
 

                 −
𝛽𝑛(1 + 𝑖𝛽 + 𝜀(1 + 𝛽) + ℎ(1 + 2𝛽))

𝛼 − 𝛽
 

ii. 𝐻𝑊𝑛(0,1; 𝑘, −1) = 𝐻𝐹𝑘,𝑛 ile (Erkan ve Dağdeviren, 2021) çalışmasında       

𝛼 =
𝑘+√𝑘2+4

2
   ve  𝛽 =

𝑘−√𝑘2+4

2
 olmak üzere 𝑛-inci 𝑘-Fibonacci hibrit sayısı, 

𝐻𝐹𝑘,𝑛 için Binet formülü 

𝐻𝐹𝑘,𝑛 =
𝛼𝑛(1 + 𝑖𝑎 + 𝜀(1 + 𝑘𝛼) + ℎ(𝑘 + (𝑘2 + 1)𝛼))

𝛼 − 𝛽
 

                 −
𝛽𝑛(1 + 𝑖𝛽 + 𝜀(1 + 𝑘𝛽) + ℎ(𝑘 + (𝑘2 + 1)𝛽))

𝛼 − 𝛽
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iii. 𝐻𝑊𝑛(2,1; 1, −1) = 𝐻𝐿𝑛 ile (Erkan ve Dağdeviren, 2021) çalışmasında       

𝛼𝛼 =
1+√5

2
   ve  𝛽 =

1−√5

2
 olmak üzere 𝑛-inci Lucas hibrit sayısı, 𝐻𝐿𝑛  için 

Binet formülü 

𝐻𝐿𝑛 = 𝛼𝑛(1 + 𝑖𝑎 + 𝜀(1 + 𝛼) + ℎ(1 + 2𝛼)) 

                 −𝛽𝑛(1 + 𝑖𝛽 + 𝜀(1 + 𝛽) + ℎ(1 + 2𝛽)) 

iv. 𝐻𝑊𝑛(2,1; 𝑘, −1) = 𝐻𝐿𝑘,𝑛 ile (Erkan ve Dağdeviren, 2021) çalışmasında       

𝛼 =
𝑘+√𝑘2+4

2
   ve  𝛽 =

𝑘−√𝑘2+4

2
 olmak üzere 𝑛-inci 𝑘-Lucas hibrit sayısı, 

𝐻𝐿𝑘,𝑛  Binet formülü 

𝐻𝐿𝑘,𝑛 = 𝛼𝑛(1 + 𝑖𝑎 + 𝜀(1 + 𝑘𝛼) + ℎ(𝑘 + (𝑘2 + 1)𝛼)) 

                 −𝛽𝑛(1 + 𝑖𝛽 + 𝜀(1 + 𝑘𝛽) + ℎ(𝑘 + (𝑘2 + 1)𝛽)) 

v. 𝐻𝑊𝑛(0,1; 2, −1) = 𝐻𝑃𝑛 ile (Szynal Liana ve Wloch, 2018) çalışmasında    

𝛼 = 1 + √2   ve  𝛽 = 1 − √2 olmak üzere 𝑛-inci Pell hibrit sayısı,  𝐻𝑃𝑛 için 

Binet formülü     

𝐻𝑃𝑛 =
𝛼𝑛(1 + 𝑖𝑎 + 𝜀(1 + 2𝛼) + ℎ(2 + 5𝛼))

𝛼 − 𝛽
 

                 −
𝛽𝑛(1 + 𝑖𝛽 + 𝜀(1 + 2𝛽) + ℎ(2 + 5𝛽))

𝛼 − 𝛽
 

vi. 𝐻𝑊𝑛(2,2; 2, −1) = 𝐻𝑄𝑛 ile (Szynal Liana ve Wloch, 2018) çalışmasında    

𝛼 = 1 + √2   ve  𝛽 = 1 − √2 olmak üzere 𝑛-inci Pell-Lucas hibrit sayısı, 

𝐻𝑄𝑛 için Binet formülü    

𝐻𝑄𝑛 = 𝛼𝑛(𝛼𝑛(1 + 𝑖𝑎 + 𝜀(1 + 2𝛼) + ℎ(2 + 5𝛼))) 

                 −𝛽𝑛(1 + 𝑖𝛽 + 𝜀(1 + 2𝛽) + ℎ(2 + 5𝛽)) 

vii. 𝐻𝑊𝑛(0,1; 1, −2) = 𝐻𝐽𝑛 ile (Szynal Liana ve Wloch, 2019b) çalışmasında     

𝑛-inci Jacobsthal hibrit sayısı, 𝐻𝐽𝑛 için Binet formülü 

𝐻𝐽𝑛 =
1

3
2𝑛(1 + 2𝑖 + 4𝜀 + 8ℎ) −

1

3
(−1)𝑛(1 − 𝑖 + 𝜀 − ℎ) 



viii. 𝐻𝑊𝑛(2,1; 1, −2) = 𝐻𝑗𝑛 ile (Szynal Liana ve Wloch, 2019b) çalışmasında     

𝑛-inci Jacobsthal-Lucas hibrit sayısı, 𝐻𝑗𝑛 için Binet formülü 

𝐻𝑗𝑛 = 2𝑛(1 + 2𝑖 + 4𝜀 + 8ℎ) + (−1)𝑛(1 − 𝑖 + 𝜀 − ℎ) 

şeklinde sunulmuştur. 

Şimdi Horadam hibrit sayı dizileri için üreteç fonksiyonunu verilecektir. 𝑛-inci 

Horadam hibrit sayısı 𝐻𝑊𝑛 olmak üzere {𝐻𝑊𝑛}𝑛≥0 dizilerinin üreteç fonksiyonu  

                                                        𝐻𝐺(𝑥) = ∑ 𝐻𝑊𝑛

∞

𝑛=0

𝑥𝑛                                                      (2.7) 

olsun. Buradan aşağıdaki teorem verilir. 

Teorem 2.29: Horadam hibrit sayı dizilerinin üreteç fonksiyonu 

∑ 𝐻𝑊𝑛

∞

𝑛=0

𝑥𝑛 =
𝐻𝑊0 + (𝐻𝑊1 − 𝑝𝐻𝑊0)𝑥

1 − 𝑝𝑥 + 𝑞𝑥2
 

şeklindedir (Szynal Liana, 2018). 

İspat: (2.7) eşitliğinden Horadam hibrit sayı dizilerinin üreteç fonksiyonu   

𝐻𝐺(𝑥) = ∑ 𝐻𝑊𝑛𝑥𝑛 = 𝐻𝑊0𝑥
0 + 𝐻𝑊1𝑥

1 + 𝐻𝑊2𝑥
2 + ⋯+ 𝐻𝑊𝑛𝑥𝑛 + ⋯

∞

𝑛=0

 

dir. Bu denklemin her iki yanı −𝑝𝑥 ve 𝑞𝑥2 ile çarpılırsa 

−𝑝𝑥𝐻𝐺(𝑥) = −𝑝𝐻𝑊0𝑥
1 − 𝑝𝐻𝑊1𝑥

2 − 𝑝𝐻𝑊2𝑥
3 − ⋯− 𝑝𝐻𝑊𝑛𝑥𝑛+1 − ⋯ 

𝑞𝑥2𝐻𝐺(𝑥) = 𝑞𝐻𝑊0𝑥
2 + 𝑞𝐻𝑊1𝑥

3 + 𝑞𝐻𝑊2𝑥
4 + ⋯+ 𝑞𝐻𝑊𝑛𝑥𝑛+2 + ⋯ 

elde edilir. Buradan  

(1 − 𝑝𝑥 + 𝑞𝑥2)𝐻𝐺(𝑥) =  𝐻𝑊0 + (𝐻𝑊1 − 𝑝𝐻𝑊0)𝑥 + (𝐻𝑊2 − 𝑝𝐻𝑊1 + 𝑞𝐻𝑊0)𝑥
2 

                     +(𝐻𝑊3 − 𝑝𝐻𝑊2 + 𝑞𝐻𝑊1)𝑥
3 + ⋯+ (𝐻𝑊𝑛 − 𝑝𝐻𝑊𝑛−2 + 𝑞𝐻𝑊𝑛−3)𝑥

𝑛 + ⋯ 

dir.  
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Tanım 2.26 daki 𝐻𝑊𝑛 = 𝑝𝐻𝑊𝑛−1 − 𝑞𝐻𝑊𝑛−2 rekürans bağıntısı kullanılırsa  

(1 − 𝑝𝑥 + 𝑞𝑥2)𝐻𝐺(𝑥) = 𝐻𝑊0 + (𝐻𝑊1 − 𝑝𝐻𝑊0)𝑥 

olur. Buradan Horadam sayı dizileri için üreteç fonksiyonu 

                                        𝐻𝐺(𝑥) =
𝐻𝑊0 + (𝐻𝑊1 − 𝑝𝐻𝑊0)𝑥

1 − 𝑝𝑥 + 𝑞𝑥2
                                                 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Horadam hibrit sayılarının özel durumlarının üreteç fonksiyonları aşağıdaki teorem ile 

verilmiştir. 

Teorem 2.30: 𝑛-inci Horadam hibrit sayısı 𝐻𝑊𝑛 = 𝐻𝑊𝑛(𝑎, 𝑏; 𝑝, 𝑞) olmak üzere 

i. 𝐻𝑊𝑛(0,1; 1, −1) = 𝐻𝐹𝑛 ile (Szynal Liana ve Wloch, 2019a) çalışmasında 

Fibonacci hibrit sayı dizilerinin, {𝐻𝐹𝑛} üreteç fonksiyonu   

                     ∑ 𝐻𝐹𝑛𝑡𝑛 =
𝐻𝐹0 + (𝐻𝐹1 − 𝐻𝐹0)𝑡

1 − 𝑡 + 𝑡2

∞

𝑛=0

 

                                         =
(𝑖 + 𝜺 + 2ℎ) + (1 + 𝜀 + ℎ)𝒕

1 − 𝑡 + 𝑡2
 

ii. 𝐻𝑊𝑛(0,1; 𝑘, −1) = 𝐻𝐹𝑘,𝑛 ile (Erkan ve Dağdeviren, 2021) çalışmasında          

𝑘-Fibonacci hibrit sayı dizilerinin, {𝐻𝐹𝑘,𝑛}  üreteç fonksiyonu 

                    ∑ 𝐻𝐹𝑘,𝑛

∞

𝑛=0

(𝑡) =
𝐻𝐹𝑘,0 + (𝐻𝐹𝑘,1 − 𝑘𝐻𝐹𝑘,0)𝑡

1 − 𝑘𝑡 − 𝑡2
 

                                             =
(𝑖 + 𝜺𝒌 + ℎ(𝑘2 + 1)) + (1 + 𝜀 + ℎ𝑘)𝒕

1 − 𝑘𝑡 + 𝑡2
 

 

 



iii. 𝐻𝑊𝑛(2,1; 1, −1) = 𝐻𝐿𝑛 ile (Erkan ve Dağdeviren, 2021) çalışmasında 

Lucas hibrit sayı dizilerinin, {𝐻𝐿𝑛}  üreteç fonksiyonu 

                    ∑ 𝐻𝐿𝑛

∞

𝑛=0

(𝑡) =
𝐻𝐿0 + (𝐻𝐿1 − 𝐻𝐿0)𝑡

1 − 𝑡 − 𝑡2
             

                                           =
(2 + 𝑖 + 3𝜀 + 4ℎ) + (−1 + 2𝑖 + 𝜀 + 3ℎ)𝑡

1 − 𝑡 + 𝑡2
 

iv. 𝐻𝑊𝑛(2,1; 𝑘, −1) = 𝐻𝐿𝑘,𝑛 ile (Erkan ve Dağdeviren, 2021) çalışmasında       

𝑘-Lucas hibrit sayı dizilerinin, {𝐻𝐿𝑘,𝑛}  üreteç fonksiyonu 

                    ∑ 𝐻𝐿𝑘,𝑛

∞

𝑛=0

(𝑡) =
𝐻𝐿𝑘,0 + (𝐻𝐿𝑘,1 − 𝑘𝐻𝐿𝑘,0)𝑡

1 − 𝑘𝑡 − 𝑡2
 

                           =
(2 + 𝑖𝑘 + 𝜀(𝑘2 + 2) + ℎ(𝑘3 + 3𝑘)) + (−𝑘 + 2𝑖 + 𝜀𝑘 + ℎ(𝑘2 + 2))𝑡

1 − 𝑘𝑡 + 𝑡2
 

v. 𝐻𝑊𝑛(0,1; 2, −1) = 𝐻𝑃𝑛 ile (Szynal Liana ve Wloch, 2018) çalışmasında 

Pell hibrit sayı dizilerinin, {𝐻𝑃𝑛} üreteç fonksiyonu    

∑ 𝐻𝑃𝑛𝑡𝑛 =
𝐻𝑃0 + (𝐻𝑃1 − 2𝐻𝑃0)𝑡

1 − 2𝑡 − 𝑡2

∞

𝑛=0

 

                                      =
(𝑖 + 2𝜀 + 5ℎ) + (1 + 𝜀 + 2ℎ)𝑡

1 − 2𝑡 − 𝑡2
 

vi. 𝐻𝑊𝑛(2,2; 2, −1) = 𝐻𝑄𝑛 ile (Szynal Liana ve Wloch, 2018) çalışmasında 

Pell-Lucas hibrit sayı dizilerinin, {𝐻𝑄𝑛} üreteç fonksiyonu     

∑ 𝐻𝑄𝑛𝑡𝑛 =
𝐻𝑄0 + (𝐻𝑄1 − 2𝐻𝑄0)𝑡

1 − 2𝑡 − 𝑡2

∞

𝑛=0

 

                                                                 =
(2 + 2𝑖 + 6𝜀 + 14ℎ) + (−2 + 2𝑖 + 2𝜀 + 6ℎ)𝑡

1 − 2𝑡 − 𝑡2
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vii. 𝐻𝑊𝑛(0,1; 1, −2) = 𝐻𝐽𝑛 ile (Szynal Liana ve Wloch, 2019b) çalışmasında 

Jacobsthal hibrit sayı dizilerinin, {𝐻𝐽𝑛} üreteç fonksiyonu 

∑ 𝐻𝐽𝑛𝑡𝑛 =
𝐻𝐽0 + (𝐻𝐽1 − 𝐻𝐽0)𝑡

1 − 𝑡 − 2𝑡2

∞

𝑛=0

 

                                          =
(𝑖 + 𝜀 + 3ℎ) + (1 + 2𝜀 + 2ℎ)𝑡

1 − 𝑡 − 2𝑡2
 

viii. 𝐻𝑊𝑛(2,1; 1, −2) = 𝐻𝑗𝑛 ile (Szynal Liana ve Wloch, 2019b) çalışmasında 

Jacobsthal-Lucas hibrit sayı dizilerinin, {𝐻𝑗𝑛} üreteç fonksiyonu 

∑ 𝐻𝑗𝑛𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=
𝐻𝑗0 + (𝐻𝑗1 − 𝐻𝑗0)𝑡

1 − 𝑡 − 2𝑡2
             

                                                       =
(2 + 𝑖 + 5𝜀 + 7ℎ) + (−1 + 4𝑖 + 2𝜀 + 10ℎ)𝑡

1 − 𝑡 − 2𝑡2
 

şeklinde sunulmuştur. 

Horadam hibrit sayılarının toplam formülleri aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 2.31: 𝑛 pozitif bir tam sayı olmak üzere 

i. ∑ 𝐻𝑊𝑡
𝑛
𝑡=1 =

1

𝑝−𝑞−1
[𝐻𝑊𝑛+1 − 𝑞𝐻𝑊𝑛 − 𝐻𝑊1+𝑞𝐻𝑊0]                             

ii. ∑ 𝐻𝑊2𝑡−1 =
1

𝑝2−(1+𝑞)2
𝑛
𝑡=1 [𝐻𝑊2𝑛+1 − 2𝑞𝐻𝑊2𝑛−1 − (𝑞 + 1)𝐻𝑊1+𝑝𝐻𝑊0]   

iii. ∑ 𝐻𝑊2𝑡 =
1

𝑝2−(1+𝑞)2
𝑛
𝑡=1 [𝐻𝑊2𝑛+2 + 𝑞2𝐻𝑊2𝑛 − 𝑝𝐻𝑊1+𝑞(𝑞 + 1)𝐻𝑊0]       

iv. ∑ (−1)𝑡𝑛
𝑡=1 𝐻𝑊𝑡 =

1

𝑝−𝑞+1
[(−1)𝑛+1(𝐻𝑊𝑛+1 + 𝑞𝐻𝑊𝑛) + 𝐻𝑊1 + 𝑞𝐻𝑊0] 

dir (Şentürk vd., 2020). 

Tablo 1.3 Te verilen 𝑎, 𝑏, 𝑝, 𝑞 değerleri ile Teorem 2.31 de kullanılarak Horadam hibrit 

sayılarının özel durumları için toplam formülleri elde edilebilir. 

 



3. MATERYAL ve YÖNTEM 

Sayı dizilerinde olduğu gibi polinom dizileri üzerine de birçok çalışma vardır. Bu 

bölümde çalışmamız için temel teşkil eden literatürde Fibonacci ve Lucas gibi sayı 

dizilerinin genelleştirilmiş hali olan genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas polinomlarının 

tanımları ve özellikleri sunulmuştur. Bu polinomların oluşturduğu diziler için üreteç 

fonksiyonları, toplam formülleri ve özellikleri sunulmuştur. Ayrıca genel formüller 

olarak bilinen ve 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci polinomunu ile 𝑛-inci genelleştirilmiş 

Lucas polinomunu elde etmek için kullanılan Binet formülleri verilmiştir. Daha sonra 

kompleks, dual ve hiperbolik sayıların bir genelleştirmesi olan hibrit sayıları ve 

rekürans bağıntılarla tanımlanan polinomlar ile ilişkili hibrit polinomları sunulmuştur. 

Bu hibrit polinomlarının oluşturduğu diziler için Binet formülleri, üreteç fonksiyonları 

ve özellikleri verilmiştir. 

3.1. Genelleştirilmiş Fibonacci Polinomları ve Özellikleri  

Bu bölümde ikinci mertebeden rekürans bağıntılarla tanımlanan sayı ve polinom 

dizilerinin genel hali olarak sunulan tamsayı katsayılı genelleştirilmiş Fibonacci 

polinomları ile dizileri detaylı bir şekilde verilmiştir. Daha sonra rasyonel katsayılı 

polinomlarla tanımlanan genelleştirilmiş Fibonacci tipli ve genelleştirilmiş Lucas tipi 

polinomlar ile reel katsayılı polinomlarla tanımlanan ℎ(𝑥)-Fibonacci ve ℎ(𝑥)-Lucas 

polinomları sunulmuştur. Bu polinomlarının dizileri oluşturulmuş ve Binet formülleri, 

üreteç fonksiyonları ve özellikleri verilmiştir. 

Tanım 3.1:  ℤ[𝑥] kümesinde 𝑝0(𝑥), 𝑝1(𝑥), 𝑑(𝑥), 𝑔(𝑥) polinomlar ve 𝐺0(𝑥) = 𝑝0(𝑥), 

𝐺1(𝑥) = 𝑝1(𝑥) başlangıç değerleri olmak üzere 𝐺𝑛(𝑥) ile gösterilen 𝑛-inci 

genelleştirilmiş Fibonacci polinomu  

                              𝐺𝑛(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝐺𝑛−1(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐺𝑛−2(𝑥),   𝑛 ≥ 2                              (3.1) 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır. Bu polinomların oluşturduğu diziler {𝐺𝑛(𝑥)}𝑛≥0 ile 

gösterilir (Florez, vd., 2014). 
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Tanım 3.1 den ilk birkaç genelleştirilmiş Fibonacci polinomu şöyledir: 

𝐺0(𝑥) = 𝑝0(𝑥)    

𝐺1(𝑥) = 𝑝1(𝑥) 

𝐺2(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑝0(𝑥) 

𝐺3(𝑥) =  𝑑2(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑑(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝0(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑝1(𝑥) 

𝐺4(𝑥) = 𝑑3(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑑2(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝0(𝑥) + 2𝑑(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑔2(𝑥)𝑝0(𝑥) 

𝐺5(𝑥) = 𝑑4(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑑3(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝0(𝑥) + 3𝑑2(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝1(𝑥) 

                  +2𝑑(𝑥)𝑔2(𝑥)𝑝0(𝑥) + 𝑔2(𝑥)𝑝1(𝑥) 

Genelleştirilmiş Fibonacci polinomları (3.1) rekürans bağıntısı kullanılarak elde 

edilebileceği gibi genel formül olarak bilinen Binet formülü kullanılarak da elde edilir. 

Bilindiği gibi Binet formülü ile dizinin herhangi bir terimi, kendisinden önceki tüm 

terimlerin bilinmesine gerek kalmadan kolay bir şekilde bulunabilir. İstenilen 

genelleştirilmiş Fibonacci polinomu (3.1) rekürans bağıntı kullanılabilmesi için 

kendisinden önce tüm polinomun bilinmesi gerekmektedir. Ancak bunun yerine Binet 

formülü kullanılırsa bu hesaplamaya ihtiyaç duyulmamaktadır. Bu formülü elde etmek, 

dizinin rekürans bağıntısnı çözmeye dayanmaktadır.  

Şimdi genelleştirilmiş Fibonacci polinomları için Binet formülü verilecektir. (3.1) 

rekürans bağıntısında 𝐺𝑛(𝑥) = 𝑡𝑛 yineleme bağıntısı kullanılırsa 

𝐺𝑛(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝐺𝑛−1(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐺𝑛−2(𝑥) ⟹ 𝑡𝑛 = 𝑑(𝑥)𝑡𝑛−1 + 𝑔(𝑥)𝑡𝑛−2 

elde edilir. Burada özel olarak  𝑛 = 2 alınırsa 

𝑡2 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)  =  0 

karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemin kökleri 𝜎(𝑥) ve 𝜌(𝑥) olmak üzere 

𝜎(𝑥) =
𝑑(𝑥) + √𝑑2(𝑥) + 4𝑔(𝑥)

2
     ve      𝜌(𝑥) =  

𝑑(𝑥) − √𝑑2(𝑥) + 4𝑔(𝑥)

2
       

olarak bulunur.  

 



Bu kökler arasında 

  𝜎(𝑥) +  𝜌(𝑥) = 𝑑(𝑥)                   

      𝜎(𝑥) −  𝜌(𝑥) = √𝑑2(𝑥) + 4𝑔(𝑥) 

               𝜎(𝑥) 𝜌(𝑥) = −𝑔(𝑥)                        

eşitlikleri sağlanır. 

Teorem 3.2:  𝑛 ≥ 0 için 𝜎(𝑥) ve 𝜌(𝑥), 𝑡2 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)  =  0 denkleminin kökleri 

olmak üzere genelleştirilmiş Fibonacci polinomlarının Binet formülü 

         𝐺𝑛(𝑥) =
𝑝1(𝑥)(𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥)) + 𝑝0(𝑥)𝑔(𝑥)(𝜎𝑛−1(𝑥) − 𝜌𝑛−1(𝑥))

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
               (3.2) 

şeklindedir (Florez, vd., 2014). 

İspat: Tanım 2.19 dan 𝐴, 𝐵 sabit katsayılar olmak üzere her 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için 

genelleştirilmiş Fibonacci polinom dizilerinin 𝑛-inci teriminin genel formu 

𝐺𝑛(𝑥) = 𝐴𝜎𝑛(𝑥) + 𝐵𝜌𝑛(𝑥)                   

şeklindedir. Özel olarak 𝑛 = 0 ve 𝑛 = 1 alınırsa 

𝐺0(𝑥) = 𝑝0(𝑥) = 𝐴 + 𝐵                         

𝐺1(𝑥) = 𝑝1(𝑥) = 𝐴𝜎(𝑥) + 𝐵𝜌(𝑥)     

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünde ise 

𝐴 =
𝑝1(𝑥) − 𝑝0(𝑥)𝜌(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
      ve      𝐵 =

−𝑝1(𝑥) + 𝑝0(𝑥)𝜎(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
  

olarak bulunur. Bulunan 𝐴 ve 𝐵 değerleri 

𝐺𝑛(𝑥) = 𝐴𝜎𝑛(𝑥) + 𝐵𝜌𝑛(𝑥) 

eşitliğinde yerine yazılırsa genelleştirilmiş Fibonacci polinomlarının Binet formülü 

 𝐺𝑛(𝑥) =
𝑝1(𝑥)(𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥)) + 𝑝0(𝑥)𝑔(𝑥)(𝜎𝑛−1(𝑥) − 𝜌𝑛−1(𝑥))

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
  

şeklinde elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır.  
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Üreteç fonksiyonları lineer homojen rekürans bağıntıları çözmek için en önemli 

yöntemlerden biridir. Genelleştirilmiş Fibonacci polinom dizilerinin üreteç fonksiyonu 

aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 3.3: Genelleştirilmiş Fibonacci polinom dizilerinin üreteç fonksiyonu  

𝐺𝑓(𝑡) =
𝑝0(𝑥) + (𝑝1(𝑥) − 𝑝0(𝑥)𝑑(𝑥))𝑡

1 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)𝑡2
 

şeklindedir (Florez, vd., 2014). 

İspat: 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci polinomu 𝐺𝑛(𝑥) olmak üzere Tanım 2.20 den 

genelleştirilmiş Fibonacci polinom dizileri için 

𝐺𝑓(𝑡) = ∑ 𝐺𝑛(𝑥)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 

yazılabilir. Buradan   

               𝐺𝑓(𝑡) = 𝐺0(𝑥) + 𝐺1(𝑥)𝑡 + 𝐺2(𝑥)𝑡2 + ⋯+ 𝐺𝑛(𝑥)𝑡𝑛 + ⋯                          (3.3)   

  −𝑑(𝑥)𝐺𝑓(𝑡)𝑡 = −𝑑(𝑥)𝐺0(𝑥)𝑡 − 𝑑(𝑥)𝐺1(𝑥)𝑡2 − 𝑑(𝑥)𝐺2(𝑥)𝑡3 − ⋯ 

−𝑑(𝑥)𝐺𝑛(𝑥)𝑡𝑛+1 − ⋯                     (3.4) 

−𝑔(𝑥)𝐺𝑓(𝑡)𝑡
2 = −𝑔(𝑥)𝐺0(𝑥)𝑡2 − 𝑔(𝑥)𝐺1(𝑥)𝑡3 − 𝑔(𝑥)𝐺2(𝑥)𝑡4 − ⋯ 

−𝑔(𝑥)𝐺𝑛(𝑥)𝑡𝑛+2 − ⋯                  (3.5) 

dir. (3.3), (3.4) ve (3.5) eşitlikleri taraf tarafa toplanır ve Tanım 3.1 deki 𝐺0(𝑥) =

𝑝0(𝑥), 𝐺1(𝑥) = 𝑝1(𝑥) başlangıç değerleri için 𝐺𝑛(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝐺𝑛−1(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐺𝑛−2(𝑥) 

rekürans bağıntısı kullanılırsa 

𝐺𝑓(𝑡)(1 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)𝑡2) = 𝐺0(𝑥) + 𝐺1(𝑥)𝑡 − 𝑑(𝑥)𝐺0(𝑥)𝑡 

eşitliği elde edilir. Buradan genelleştirilmiş Fibonacci polinom dizilerinin üreteç 

fonksiyonu 

𝐺𝑓(𝑡) =
𝑝0(𝑥) + (𝑝1(𝑥) − 𝑑(𝑥)𝑝0(𝑥))𝑡

1 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)𝑡2
 

olarak bulunur. Böylece ispat tamamlanır.  



Genelleştirilmiş Fibonacci polinom dizileri literatürde sunulan birçok özel sayı ve 

polinom dizilerinin genel halidir. Polinomların katsayı kümlerine ve Tanım 3.1 deki 

başlangıç değerlerine göre bu polinomlar gruplandırılabilir. Bunlar genelleştirilmiş 

Fibonacci tipli, genelleştirilmiş Lucas tipli, ℎ(𝑥)-Fibonacci ve ℎ(𝑥)-Lucas polinomlar 

olarak sunulmuştur. 

3.1.1. Genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinomlar 

Genelleştirilmiş Fibonacci polinomlarının özel başlangıç değerleri için ℤ[𝑥] tanım 

kümesi ℚ[𝑥] kümesine genişletilmiş ve rasyonel katsayılı polinomlarla genelleştirilmiş 

Fibonacci tipli polinomlar tanımlanmıştır. 

Tanım 3.4:  ℚ[𝑥] kümesinde 𝑑(𝑥), 𝑔(𝑥) sıfır olmayan polinomlar ve ℱ0(𝑥) = 0,

ℱ1(𝑥) = 1 başlangıç değerleri olmak üzere ℱ𝑛(𝑥) ile gösterilen 𝑛-inci genelleştirilmiş 

Fibonacci tipli polinom  

                              ℱ𝑛(𝑥) = 𝑑(𝑥)ℱ𝑛−1(𝑥) + 𝑔(𝑥)ℱ𝑛−2(𝑥),   𝑛 ≥ 2                             (3.6) 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır. Bu polinom dizileri {ℱ𝑛(𝑥)}𝑛≥0 ile gösterilir (Florez, 

vd., 2014). 

Tanım 3.4 ten ilk birkaç genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinomu şöyledir: 

ℱ0(𝑥) = 0   

ℱ1(𝑥) = 1 

ℱ2(𝑥) = 𝑑(𝑥) 

ℱ3(𝑥) =  𝑑2(𝑥) + 𝑔(𝑥) 

ℱ4(𝑥) = 𝑑3(𝑥) + 2𝑑(𝑥)𝑔(𝑥) 

ℱ5(𝑥) = 𝑑4(𝑥) + 3𝑑2(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑔2(𝑥) 

Genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinom dizileri; Fibonacci polinom dizilerini {𝐹𝑛(𝑥)}, 

iki değişkenli Fibonacci polinom dizilerini {𝐹𝑛(𝑥, 𝑦)}, Pell polinom dizilerini {𝑃𝑛(𝑥)}, 

Fermat polinom dizilerini {𝛷𝑛(𝑥)}, Chebyshev ikinci tür polinom dizilerini {𝑈𝑛(𝑥)},  

Jacobsthal polinom dizilerini {𝐽𝑛(𝑥)}, Morgan-Voyce birinci tür polinom dizilerini 

{𝐵𝑛(𝑥)} ve Vieta polinom dizilerini {𝑉𝑛(𝑥)} kapsamaktadır.  



31 

 

Tanım 3.1 de verilen  𝑑(𝑥), 𝑔(𝑥) parametrelerine göre genelleştirilmiş Fibonacci tipli 

polinomların özel durumları Tablo 3.1 ile verilmiştir.   

Tablo 3.1. Genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinomlar 

𝒏-inci 

Genelleştirilmiş 

Fibonacci Tipli 

Polinomu, 𝓕𝒏(𝒙) 

Başlangıç Değerleri 

𝓕𝟎(𝒙) = 𝟎,𝓕𝟏(𝒙) = 𝟏 

Rekürans Bağıntısı 

𝓕𝒏(𝒙) = 𝒅(𝒙)𝓕𝒏−𝟏(𝒙) + 𝒈(𝒙)𝓕𝒏−𝟐(𝒙) 

𝑛-inci Fibonacci 

polinomu, 𝐹𝑛(𝑥) 

𝐹0(𝑥) = 0, 𝐹1(𝑥) = 1 𝐹𝑛(𝑥) = 𝑥𝐹𝑛−1(𝑥) + 𝐹𝑛−2(𝑥) 

𝑛-inci iki değişkenli 

Fibonacci polinomu, 

𝐹𝑛(𝑥, 𝑦)  

𝐹0(𝑥, 𝑦) = 0, 𝐹1(𝑥, 𝑦) = 1 𝐹𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝐹𝑛−1(𝑥, 𝑦) + 𝑦𝐹𝑛−2(𝑥, 𝑦) 

𝑛-inci Pell polinomu, 

𝑃𝑛(𝑥) 
𝑃0(𝑥) = 0, 𝑃1(𝑥) = 1 𝑃𝑛(𝑥) = 2𝑥𝑃𝑛−1(𝑥) + 𝑃𝑛−2(𝑥) 

𝑛-inci Fermat 

polinomu, 𝛷𝑛(𝑥) 
𝛷0(𝑥) = 0,Φ1(𝑥) = 1 Φ𝑛(𝑥) = 3𝑥Φ𝑛−1(𝑥) − 2Φ𝑛−2(𝑥) 

𝑛-inci Chebyshev 

ikinci tür polinomu, 

𝑈𝑛(𝑥) 

𝑈0(𝑥) = 0, 𝑈1(𝑥) = 1 𝑈𝑛(𝑥) = 2𝑥𝑈𝑛−1(𝑥) − 𝑈𝑛−2(𝑥) 

𝑛-inci Jacobsthal 

polinomu, 𝐽𝑛(𝑥) 

𝐽0(𝑥) = 0, 𝐽1(𝑥) = 1 𝐽𝑛(𝑥) = 𝐽𝑛−1(𝑥) + 2𝑥𝐽𝑛−2(𝑥) 

𝑛-inci Morgan-

Voyce birinci tür 

polinom, 𝐵𝑛(𝑥) 

𝐵0(𝑥) = 0,𝐵1(𝑥) = 1 𝐵𝑛(𝑥) = (𝑥 + 2)𝐵𝑛−1(𝑥) − 𝐵𝑛−2(𝑥) 

𝑛-inci Vieta 

polinomu, 𝑉𝑛(𝑥) 

𝑉0(𝑥) = 0, 𝑉1(𝑥) = 1 𝑉𝑛(𝑥) = 𝑥𝑉𝑛−1(𝑥) − 𝑉𝑛−2(𝑥) 

Şimdi genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinomları için Binet formülü verilecektir. 

Genelleştirilmiş Fibonacci polinomlarının rekürans bağıntısı genelleştirilmiş Fibonacci 

tipli polinomları rekürans bağıntısıyla aynı olup 𝑡2 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)  =  0 karakteristik 

denklemi için benzer olarak 

𝜎(𝑥) =
𝑑(𝑥) + √𝑑2(𝑥) + 4𝑔(𝑥)

2
     ve      𝜌(𝑥) =  

𝑑(𝑥) − √𝑑2(𝑥) + 4𝑔(𝑥)

2
       

köklerine sahiptir. 



Teorem 3.5:  𝑛 ≥ 0 için 𝑡2 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)  =  0 denkleminin kökleri 𝜎(𝑥) ve 𝜌(𝑥) 

olmak üzere genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinomlarının Binet formülü 

ℱ𝑛(𝑥) =
𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
 

şeklindedir (Florez, vd., 2014). 

İspat: Tanım 2.19 dan 𝐴, 𝐵 sabit katsayılar olmak üzere her 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için 

genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinom dizilerinin 𝑛-inci teriminin genel formu 

ℱ𝑛(𝑥) = 𝐴𝜎𝑛(𝑥) + 𝐵𝜌𝑛(𝑥)         

şeklindedir. Özel olarak 𝑛 = 0 ve 𝑛 = 1 alınırsa 

ℱ0(𝑥) = 0 = 𝐴 + 𝐵                         

ℱ1(𝑥) = 1 = 𝐴𝜎(𝑥) + 𝐵𝜌(𝑥)     

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünde ise 

𝐴 =
1

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
      ve      𝐵 =

−1

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
 

olarak bulunur. Bulunan 𝐴 ve 𝐵 değerleri 

ℱ𝑛(𝑥) = 𝐴𝜎𝑛(𝑥) + 𝐵𝜌𝑛(𝑥) 

eşitliğinde yerine yazılırsa genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinomlarının Binet formülü 

ℱ𝑛(𝑥) =
𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
 

şeklinde elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır.  

Teorem 3.5 kullanılarak Tablo 3.1 de verilen genelleştirilmiş Fibonacci tipli 

polinomların özel durumlarının da Binet formülleri elde edilebilir. Bu özel durumlar ile 

genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinomların başlangıç değerleri aynıdır. Tanım 3.1 de 

verilen 𝑑(𝑥) ve 𝑔(𝑥) polinomlarının Tablo 3.1 deki değerleri göre genelleştirilmiş 

Fibonacci tipli polinomların özel durumlarının Binet formülleri Tablo 3.2 de verilmiştir. 
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Tablo 3.2. Genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinomların Binet formülleri  

𝒏-inci Genelleştirilmiş Fibonacci 

Tipli Polinomu,  

𝓕𝒏(𝒙) =
𝜎𝑛(𝑥)−𝜌𝑛(𝑥)

𝜎(𝑥)−𝜌(𝑥)
    

Karakteristik Denkleminin Kökleri 

      𝝈(𝒙)                                       𝝆(𝒙) 

𝐹𝑛(𝑥) =
𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥)

√𝑥2 + 4
  

𝑥 + √𝑥2 + 4

2
  

𝑥 − √𝑥2 + 4

2
 

𝐹𝑛(𝑥, 𝑦) =
𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥)

√𝑥2 + 4𝑦
 

𝑥 + √𝑥2 + 4𝑦

2
  

𝑥 − √𝑥2 + 4𝑦

2
 

𝑃𝑛(𝑥) =
𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥)

2√𝑥2 + 1
 

𝑥 + √𝑥2 + 1 𝑥 − √𝑥2 + 1 

𝛷𝑛(𝑥) =
𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥)

√9𝑥2 − 8
 

3𝑥 + √9𝑥2 − 8

2
 

3𝑥 − √9𝑥2 − 8

2
 

𝑈𝑛(𝑥) =
𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥)

2√𝑥2 − 1
 

𝑥 + √𝑥2 − 1 𝑥 − √𝑥2 − 1 

𝐽𝑛(𝑥) =
𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥)

√1 + 8𝑥
 

𝑥 + √1 + 8𝑥

2
 

𝑥 − √1 + 8𝑥

2
 

𝐵𝑛(𝑥) =
𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥)

√𝑥2 + 4𝑥
 

𝑥 + 2 + √𝑥2 + 4𝑥

2
 

𝑥 + 2 − √𝑥2 + 4𝑥

2
 

𝑉𝑛(𝑥) =
𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥)

√𝑥2 − 4
 

𝑥 + √𝑥2 − 4

2
 

𝑥 − √𝑥2 − 4

2
 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinom dizilerinin üreteç fonksiyonu aşağıdaki teorem 

ile verilmiştir. 

Teorem 3.6: Genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinom dizilerinin üreteç fonksiyonu  

ℱ𝑓(𝑡) =
𝑡

1 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)𝑡2
 

şeklindedir (Florez, vd., 2014). 



 

İspat: Tanım 2.20 den genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinom dizileri için 

ℱ𝑓(𝑡) = ∑ ℱ𝑛(𝑥)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 

yazılabilir. Buradan   

              ℱ𝑓(𝑡) = ℱ0(𝑥) + ℱ1(𝑥)𝑡 + ℱ2(𝑥)𝑡2 + ⋯+ ℱ𝑛(𝑥)𝑡𝑛 + ⋯                          (3.7)   

  −𝑑(𝑥)ℱ𝑓(𝑡)𝑡 = −𝑑(𝑥)ℱ0(𝑥)𝑡 − 𝑑(𝑥)ℱ1(𝑥)𝑡2 − 𝑑(𝑥)ℱ2(𝑥)𝑡3 − ⋯ 

−𝑑(𝑥)ℱ𝑛(𝑥)𝑡𝑛+1 − ⋯                     (3.8) 

−𝑔(𝑥)ℱ𝑓(𝑡)𝑡
2 = −𝑔(𝑥)ℱ0(𝑥)𝑡2 − 𝑔(𝑥)ℱ1(𝑥)𝑡3 − 𝑔(𝑥)ℱ2(𝑥)𝑡4 − ⋯ 

−𝑔(𝑥)ℱ𝑛(𝑥)𝑡𝑛+2 − ⋯                 (3.9) 

dir. (3.7), (3.8) ve (3.9) eşitlikleri taraf tarafa toplanır ve Tanım 3.4 teki ℱ0(𝑥) = 0,

ℱ1(𝑥) = 1 başlangıç değerleri için ℱ𝑛(𝑥) = 𝑑(𝑥)ℱ𝑛−1(𝑥)(𝑥) + 𝑔(𝑥)ℱ𝑛−2(𝑥) rekürans 

bağıntısı kullanılırsa 

ℱ𝑓(𝑡)(1 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)𝑡2) = ℱ0(𝑥) + ℱ1(𝑥)𝑡 − 𝑑(𝑥)ℱ0(𝑥)𝑡 

olup buradan genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinom dizilerinin üreteç fonksiyonu 

ℱ𝑓(𝑥) =
𝑡

1 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)𝑡2
 

olarak bulunur. Böylece ispat tamamlanır.  

Teorem 3.6 kullanılarak Tablo 3.1 de verilen genelleştirilmiş Fibonacci tipli 

polinomların özel durumlarının da üreteç fonksiyonları elde edilebilir. Bu özel durumlar 

ile genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinomların başlangıç değerleri aynıdır ve ikinci 

mertebeden rekürans bağıntılarla tanımlanır. Tanım 3.1 de verilen 𝑑(𝑥) ve 𝑔(𝑥) 

polinomlarının Tablo 3.1 deki değerleri Teorem 3.6 da kullanılarak genelleştirilmiş 

Fibonacci tipli polinomların özel durumlarının üreteç fonksiyonları elde edilir.  Bu 

üreteç fonksiyonları Tablo 3.3 te verilmiştir. 
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Tablo 3.3. Genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinomların üreteç fonksiyonları 

Genelleştirilmiş Fibonacci Tipli Polinomlar Üreteç fonksiyonu 

Fibonacci polinomu 
𝐹𝑓(𝑥) =

𝑡

1 − 𝑥𝑡 − 𝑡2
 

İki değişkenli Fibonacci polinomu  
𝐹𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝑡

1 − 𝑥𝑡 − 𝑦𝑡2
 

Pell polinomu 
𝑃𝑓(𝑥) =

𝑡

1 − 2𝑥𝑡 − 𝑡2
 

Fermat polinomu 
𝛷𝑓(𝑥) =

𝑡

1 − 3𝑥𝑡 + 2𝑡2
 

Chebyshev ikinci tür polinomu 
𝑈𝑓(𝑥) =

𝑡

1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2
 

Jacobsthal polinomu 
𝐽𝑓(𝑥) =

𝑡

1 − 𝑡 − 2𝑥𝑡2
 

Morgan-Voyce birinci tür polinom 
𝐵𝑓(𝑥) =

𝑡

1 − (𝑥 + 2)𝑡 + 𝑡2
 

Vieta polinomu  
𝑉𝑓(𝑥) =

𝑡

1 − 𝑥𝑡 + 𝑡2
 

3.1.2. Genelleştirilmiş Lucas tipli polinomlar 

Genelleştirilmiş Fibonacci polinomlarının özel başlangıç değerleri için ℤ[𝑥] tanım 

kümesi ℚ[𝑥] kümesine genişletilmiş ve rasyonel katsayılı polinomlarla genelleştirilmiş 

Lucas tipli polinomlar tanımlanmıştır. 

. 



Tanım 3.7:  ℚ[𝑥] kümesinde 𝛼 = 2/𝑝0 için |𝑝0| = 1 veya 2 ve 𝑝1(𝑥), 𝑑(𝑥) = 𝛼𝑝1(𝑥), 

𝑔(𝑥) sıfır olmayan polinomlar ve  ℒ0(𝑥) = 𝑝0, ℒ1(𝑥) = 𝑝1(𝑥) başlangıç değerleri 

olmak üzere  ℒ𝑛(𝑥) ile gösterilen 𝑛-inci genelleştirilmiş Lucas tipli polinom  

                              ℒ𝑛(𝑥) = 𝑑(𝑥)ℒ𝑛−1(𝑥) + 𝑔(𝑥)ℒ𝑛−2(𝑥),   𝑛 ≥ 2                           (3.10) 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır. Bu polinom dizileri {ℒ𝑛(𝑥)}𝑛≥0 ile gösterilir (Florez, 

vd., 2014). 

Tanım 3.7 den ilk birkaç genelleştirilmiş Lucas tipli polinomu şöyledir: 

ℒ0(𝑥) = 𝑝0    

ℒ1(𝑥) = 𝑝1(𝑥) 

ℒ2(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑝0 

ℒ3(𝑥) =  𝑑2(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑑(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝0 + 𝑔(𝑥)𝑝1(𝑥) 

ℒ4(𝑥) = 𝑑3(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑑2(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝0 + 2𝑑(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑔2(𝑥)𝑝0 

ℒ5(𝑥) = 𝑑4(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑑3(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝0 + 3𝑑2(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝1(𝑥) 

                  +2𝑑(𝑥)𝑔2(𝑥)𝑝0 + 𝑔2(𝑥)𝑝1(𝑥) 

Genelleştirilmiş Lucas tipli polinom dizileri; Lucas polinom dizilerini {ℒ𝑛(𝑥)}, iki 

değişkenli Lucas polinom dizilerini {ℒ𝑛(𝑥, 𝑦)}, Pell-Lucas polinom dizilerini {𝑄𝑛(𝑥)}, 

Pell-Lucas-prime polinom dizilerini {𝑄′𝑛(𝑥)}, Fermat-Lucas polinom dizilerini 

{𝜗𝑛(𝑥)}, Chebyshev birinci tür polinom dizilerini {𝑇𝑛(𝑥)}, Jacobsthal-Lucas polinom 

dizilerini {𝑗𝑛(𝑥)}, Morgan-Voyce ikinci tür polinom dizilerini {𝐶𝑛(𝑥)} ve Vieta-Lucas 

polinom dizilerini {𝑣𝑛(𝑥)} kapsamaktadır.  

Tanım 3.1 de verilen  𝑑(𝑥), 𝑔(𝑥) parametrelerine göre genelleştirilmiş Lucas tipli 

polinomlarının özel durumları detaylı bir şekilde Tablo 3.4 ile verilmiştir.  
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Tablo 3.4. Genelleştirilmiş Lucas tipli polinomlar 

𝒏-inci 

genelleştirilmiş 

Lucas tipli 

polinomu, ℒ𝒏(𝒙) 

Başlangıç Değerleri 

ℒ0(𝑥) = 𝑝0, ℒ1(𝑥) = 𝑝1(𝑥) 

Rekürans Bağıntısı 

ℒ𝑛(𝑥) = 𝑑(𝑥)ℒ𝑛−1(𝑥) + 𝑔(𝑥)ℒ𝑛−2(𝑥) 

𝑛-inci Lucas 

polinomu, 𝐿𝑛(𝑥) 

𝐿0(𝑥) = 2, 𝐿1(𝑥) = 𝑥 𝐿𝑛(𝑥) = 𝑥𝐿𝑛−1(𝑥) + 𝐿𝑛−2(𝑥) 

𝑛-inci iki değişkenli 

Lucas polinomu, 

𝐿𝑛(𝑥, 𝑦) 

𝐿0(𝑥, 𝑦) = 2, 𝐿1(𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝐿𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝐿𝑛−1(𝑥, 𝑦) + 𝑦𝐿𝑛−2(𝑥, 𝑦) 

𝑛-inci Pell-Lucas 

polinomu, 𝑄𝑛(𝑥)  
𝑄0(𝑥) = 2,𝑄1(𝑥) = 2𝑥 𝑄𝑛(𝑥) = 2𝑥𝑄𝑛−1(𝑥) + 𝑄𝑛−2(𝑥) 

𝑛-inci Pell-Lucas- 

prime polinomu, 

𝑄′𝑛(𝑥)  

𝑄′0(𝑥) = 1, 𝑄′1(𝑥) = 𝑥 𝑄′𝑛(𝑥) = 2𝑥𝑄′𝑛−1(𝑥) + 𝑄′𝑛−2(𝑥) 

𝑛-inci Fermat-Lucas 

polinomu, 𝜗𝑛(𝑥) 
𝜗0(𝑥) = 2, 𝜗1(𝑥) = 3𝑥 𝜗𝑛(𝑥) = 3𝑥𝜗𝑛−1(𝑥) − 2𝜗𝑛−2(𝑥) 

𝑛-inci Chebyshev 

birinci tür polinomu, 

𝑇𝑛(𝑥) 

𝑇0(𝑥) = 1, 𝑇1(𝑥) = 𝑥 𝑇𝑛(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛−1(𝑥) − 𝑇𝑛−2(𝑥) 

𝑛-inci Jacobsthal 

Lucas polinomu, 

𝑗𝑛(𝑥) 

𝑗0(𝑥) = 2, 𝑗1(𝑥) = 1 𝑗𝑛(𝑥) = 𝑗𝑛−1(𝑥) + 2𝑥𝑗𝑛−2(𝑥) 

𝑛-inci Morgan-

Voyce ikinci tür 

polinom, 𝐶𝑛(𝑥) 

𝐶0(𝑥) = 2, 𝐶1(𝑥) = 𝑥 + 2 𝐶𝑛(𝑥) = (𝑥 + 2)𝐶𝑛−1(𝑥) − 𝐶𝑛−2(𝑥) 

𝑛-inci Vieta-Lucas 

polinomu, 𝑣𝑛(𝑥) 
𝑣0(𝑥) = 2, 𝑣1(𝑥) = 𝑥 𝑣𝑛(𝑥) = 𝑥𝑣𝑛−1(𝑥) − 𝑣𝑛−2(𝑥) 

Şimdi genelleştirilmiş Lucas tipli polinomları için Binet formülü verilecektir. 

Genelleştirilmiş Fibonacci polinomlarının rekürans bağıntısı genelleştirilmiş Lucas tipli 

polinomları rekürans bağıntısıyla aynı olup 𝑡2 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)  =  0 karakteristik 

denklemi için benzer olarak 

𝜎(𝑥) =
𝑑(𝑥)+√𝑑2(𝑥)+4𝑔(𝑥)

2
     ve      𝜌(𝑥) =  

𝑑(𝑥)−√𝑑2(𝑥)+4𝑔(𝑥)

2
  

kökleri yazılır. 



Teorem 3.8:  𝑛 ≥ 0 için 𝛼 = 2/𝑝0 ve 𝑡2 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)  =  0 denkleminin kökleri 

𝜎(𝑥) ve 𝜌(𝑥) olmak üzere genelleştirilmiş Lucas tipli polinomlarının Binet formülü 

ℒ𝑛(𝑥) =
𝑎𝑛(𝑥) + 𝑏𝑛(𝑥)

𝛼
 

şeklindedir (Florez, vd., 2014). 

İspat: Tanım 2.19 dan 𝐴, 𝐵 sabit katsayılar olmak üzere her 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için 

genelleştirilmiş Lucas tipli polinom dizilerinin 𝑛-inci teriminin genel formu 

ℒ𝑛(𝑥) = 𝐴𝜎𝑛(𝑥) + 𝐵𝜌𝑛(𝑥)         

şeklindedir. Özel olarak 𝑛 = 0 ve 𝑛 = 1 alınırsa 

 ℒ0(𝑥) = 𝑝0 = 𝐴 + 𝐵                              

ℒ1(𝑥) = 𝑝1(𝑥) = 𝐴𝜎(𝑥) + 𝐵𝜌(𝑥)     

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin çözümünde ise 

𝐴 =
−𝜌(𝑥)𝑝0 + 𝑝1(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
      ve      𝐵 =

𝜎(𝑥)𝑝0 − 𝑝1(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
 

olarak bulunur. Bulunan 𝐴 ve 𝐵 değerleri 

ℒ𝑛(𝑥) = 𝐴𝜎𝑛(𝑥) + 𝐵𝜌𝑛(𝑥)         

eşitliğinde yerine yazılırsa genelleştirilmiş Lucas tipli polinomlarının Binet formülü 

ℒ𝑛(𝑥) =
𝑎𝑛(𝑥) + 𝑏𝑛(𝑥)

𝛼
 

şeklinde elde edilir.  Dolayısıyla ispat tamamlanır.  

Teorem 3.8 kullanılarak Tablo 3.4 te verilen genelleştirilmiş Lucas tipli polinomların 

özel durumlarının da Binet formülleri elde edilebilir. Bu özel durumlar ve 

genelleştirilmiş Lucas tipli polinomları ikinci mertebeden rekürans bağıntılarla 

tanımlanır. Tanım 3.1 de verilen 𝑑(𝑥) ve 𝑔(𝑥) polinomlarının Tablo 3.4 teki değerlerine 

göre genelleştirilmiş Lucas tipli polinomların özel durumlarının Binet formülleri Tablo 

3.5 te verilmiştir. 

 

 



39 

 

Tablo 3.5. Genelleştirilmiş Lucas tipli polinomların Binet formülleri 

𝒏-inci Genelleştirilmiş Lucas Tipli 

Polinomu,  

ℒ𝒏(𝒙) =
𝒂𝒏(𝒙) + 𝒃𝒏(𝒙)

𝜶
 

Karakteristik Denkleminin Kökleri 

   𝝈(𝒙)                                        𝝆(𝒙)              

 

𝐿𝑛(𝑥) = 𝑎𝑛(𝑥) + 𝑏𝑛(𝑥) 𝑥 + √𝑥2 + 4

2
 

𝑥 − √𝑥2 + 4

2
 

𝐹𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑛(𝑥) + 𝑏𝑛(𝑥) 𝑥 + √𝑥2 + 4𝑦

2
  

𝑥 − √𝑥2 + 4𝑦

2
 

𝑄𝑛(𝑥) = 𝑎𝑛(𝑥) + 𝑏𝑛(𝑥) 𝑥 + √𝑥2 + 1 𝑥 − √𝑥2 + 1 

𝑄′𝑛(𝑥) =
𝑎𝑛(𝑥) + 𝑏𝑛(𝑥)

2
 

𝑥 + √𝑥2 + 1 𝑥 − √𝑥2 + 1 

𝜗𝑛(𝑥) = 𝑎𝑛(𝑥) + 𝑏𝑛(𝑥) 3𝑥 + √9𝑥2 − 8

2
 

3𝑥 − √9𝑥2 − 8

2
 

𝑇𝑛(𝑥) =
𝑎𝑛(𝑥) + 𝑏𝑛(𝑥)

2
 

𝑥 + √𝑥2 − 1 𝑥 − √𝑥2 − 1 

𝑗𝑛(𝑥) = 𝑎𝑛(𝑥) + 𝑏𝑛(𝑥) 𝑥 + √1 + 8𝑥

2
 

𝑥 − √1 + 8𝑥

2
 

𝐶𝑛(𝑥) = 𝑎𝑛(𝑥) + 𝑏𝑛(𝑥) 𝑥 + 2 + √𝑥2 + 4𝑥

2
 

𝑥 + 2 − √𝑥2 + 4𝑥

2
 

𝑣𝑛(𝑥) = 𝑎𝑛(𝑥) + 𝑏𝑛(𝑥) 𝑥 + √𝑥2 − 4

2
 

𝑥 − √𝑥2 − 4

2
 

 

Genelleştirilmiş Lucas tipli polinom dizilerinin üreteç fonksiyonu aşağıdaki teorem ile 

verilmiştir. 

Teorem 3.10: Genelleştirilmiş Lucas tipli polinom dizilerinin üreteç fonksiyonu  

ℒ𝑓(𝑡) =
𝑝0 + (𝑝1(𝑥) − 𝑑(𝑥)𝑝0)𝑡

1 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)𝑡2
 

şeklindedir (Florez, vd., 2014). 



İspat: Tanım 2.20 den genelleştirilmiş Lucas tipli polinom dizileri için 

ℒ𝑓(𝑡) = ∑ ℒ𝑛(𝑥)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛 

yazılabilir. Buradan   

             ℒ𝑓(𝑡) = ℒ0(𝑥) + ℒ1(𝑥)𝑡 + ℒ2(𝑥)𝑡2 + ⋯+ ℒ𝑛(𝑥)𝑡𝑛 + ⋯                        (3.11)   

  −𝑑(𝑥)ℒ𝑓(𝑡)𝑡 = −𝑑(𝑥)ℒ0(𝑥)𝑡 − 𝑑(𝑥)ℒ1(𝑥)𝑡2 − 𝑑(𝑥)ℒ2(𝑥)𝑡3 − ⋯ 

−𝑑(𝑥)ℒ𝑛(𝑥)𝑡𝑛+1 − ⋯                  (3.12) 

−𝑔(𝑥)ℒ𝑓(𝑡)𝑡
2 = −𝑔(𝑥)ℒ0(𝑥)𝑡2 − 𝑔(𝑥)ℒ1(𝑥)𝑡3 − 𝑔(𝑥)ℒ2(𝑥)𝑡4 − ⋯ 

−𝑔(𝑥)ℒ𝑛(𝑥)𝑡𝑛+2 − ⋯               (3.13) 

dir. (3.11), (3.12) ve (3.13) eşitlikleri taraf tarafa toplanır ve Tanım 3.7 deki  ℒ0(𝑥) =

𝑝0, ℒ1(𝑥) = 𝑝1(𝑥) başlangıç değerleri için ℒ𝑛(𝑥) = 𝑑(𝑥)ℒ𝑛−1(𝑥) + 𝑔(𝑥)ℒ𝑛−2(𝑥) 

rekürans bağıntısı kullanılırsa 

ℒ𝑓(𝑡)(1 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)𝑡2) = ℒ0(𝑥) + ℒ1(𝑥)𝑡 − 𝑑(𝑥)ℒ0(𝑥)𝑡 

eşitliği elde edilir. Buradan genelleştirilmiş Lucas tipli polinom dizilerinin üreteç 

fonksiyonu 

ℒ𝑓(𝑥) =
𝑝0 + (𝑝1(𝑥) − 𝑑(𝑥)𝑝0)𝑡

1 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)𝑡2
 

olarak bulunur. Böylece ispat tamamlanır.  

Teorem 3.10 kullanılarak Tablo 3.4 de verilen genelleştirilmiş Lucas tipli polinomların 

özel durumlarının da üreteç fonksiyonları elde edilebilir. Bu özel durumlar ve 

genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinomları ikinci mertebeden rekürans bağıntılarla 

tanımlanır. Tanım 3.1 de verilen 𝑑(𝑥) ve 𝑔(𝑥) polinomlarının Tablo 3.4 teki değerlerine 

Teorem 3.10 da kullanılarak genelleştirilmiş Lucas tipli polinomların özel durumlarının 

üreteç fonksiyonları elde edilir.  Bu üreteç fonksiyonları Tablo 3.6 da verilmiştir. 
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Tablo 3.6. Genelleştirilmiş Lucas tipli polinomların üreteç fonksiyonları 

Genelleştirilmiş Lucas Tipli Polinomlar Üreteç fonksiyonu 

Lucas polinomu 
𝐿𝑓(𝑥) =

2 − 𝑥𝑡

1 − 𝑥𝑡 − 𝑡2
 

İki değişkenli Lucas polinomu  
𝐿𝑓(𝑥, 𝑦) =

2 − 𝑥𝑡

1 − 𝑥𝑡 − 𝑦𝑡2
 

Pell-Lucas polinomu 
𝑄𝑓(𝑥) =

2 − 2𝑥𝑡

1 − 2𝑥𝑡 − 𝑡2
 

Pell-Lucas-prime polinomu 
𝑄′𝑓(𝑥) =

1 − 𝑥𝑡

1 − 2𝑥𝑡 − 𝑡2
 

Fermat-Lucas polinomu 
𝜗𝑓(𝑥) =

2 − 3𝑥𝑡

1 − 3𝑥𝑡 + 2𝑡2
 

Chebyshev birinci tür polinomu 
𝑇𝑓(𝑥) =

1 − 𝑥𝑡

1 − 2𝑥𝑡 + 𝑡2
 

Jacobsthal-Lucas polinomu 
𝑗𝑓(𝑥) =

2 − 𝑡

1 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)𝑡2
 

Morgan-Voyce ikinci tür polinom 
𝐶𝑓(𝑥) =

2 − (𝑥 + 2)𝑡

1 − (𝑥 + 2)𝑡 + 𝑡2
 

Vieta-Lucas polinomu  
𝑣𝑓(𝑥) =

2 − 𝑥𝑡

1 − 𝑥𝑡 − 𝑡2
 

 

 



3.1.3. 𝒉(𝒙)-Fibonacci ve 𝒉(𝒙)-Lucas polinomları 

Genelleştirilmiş Fibonacci polinomlarının özel başlangıç değerleri için ℤ[𝑥] tanım 

kümesi ℝ[𝑥] kümesine genişletilmiş ve reel katsayılı polinomlarla ℎ(𝑥)-Fibonacci ve 

ℎ(𝑥)-Lucas polinomları tanımlanmıştır. 

Tanım 3.11: ℎ(𝑥) reel katsayılı bir polinom olmak üzere 𝐹ℎ,𝑛(𝑥) = 0, 𝐹ℎ,1(𝑥) = 1 

başlangıç değerleri için 𝑛-inci ℎ(𝑥)-Fibonacci polinomu  

                                  𝐹ℎ,𝑛(𝑥) = ℎ(𝑥)𝐹ℎ,𝑛−1(𝑥) + 𝐹ℎ,𝑛−2(𝑥),   𝑛 ≥ 2                             (3.14) 

rekürans bağıntısıyla ve 𝐿ℎ,0(𝑥) = 2, 𝐿ℎ,1(𝑥) = ℎ(𝑥) başlangıç değerleri için 𝑛-inci 

ℎ(𝑥)-Lucas polinomu 

                                  𝐿ℎ,𝑛(𝑥) = ℎ(𝑥)𝐿ℎ,𝑛−1(𝑥) + 𝐿ℎ,𝑛−2(𝑥),   𝑛 ≥ 2                             (3.15) 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır. ℎ(𝑥)-Fibonacci polinom dizileri {𝐹ℎ,𝑛(𝑥)}
𝑛≥0

 ve ℎ(𝑥)-

Lucas polinom dizileri {𝐿ℎ,𝑛(𝑥)}
𝑛≥0

 ile gösterilir  (Nalli vd., 2009). 

Şimdi ℎ(𝑥)-Fibonacci ve ℎ(𝑥)-Lucas polinom dizilerinin üreteç fonksiyonları 

verilecektir. Tanım 2.20 den {𝐹ℎ,𝑛(𝑥)}
𝑛≥0

 dizilerinin üreteç fonksiyonu 𝐹ℎ,𝑓(𝑡) ve 

{𝐿ℎ,𝑛(𝑥)}
𝑛≥0

 dizilerinin üreteç fonksiyonu 𝐿ℎ,𝑓(𝑡) olmak üzere sırasıyla 

 𝐹ℎ,𝑓(𝑡) = ∑ 𝐹ℎ,𝑛(𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

        

𝐿ℎ,𝑓(𝑡) = ∑ 𝐿ℎ,𝑛(𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

      

yazılabilir.  

Teorem 3.12: ℎ(𝑥)-Fibonacci ve ℎ(𝑥)-Lucas polinom dizilerinin üreteç fonksiyonları 

sırasıyla 

𝐹ℎ,𝑓(𝑡) =
 𝑡

1 − ℎ(𝑥)𝑡 − 𝑡2
  

𝐿ℎ,𝑓(𝑡) =
2 − ℎ(𝑥)𝑡

1 − ℎ(𝑥)𝑡 − 𝑡2
  

dir (Nalli vd., 2009). 
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İspat: {𝐹ℎ,𝑛(𝑥)}
𝑛≥0

 dizilerinin üreteç fonksiyonu 

𝐹ℎ,𝑓(𝑡) = ∑ 𝐹ℎ,𝑛(𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

yazılabilir. Buradan   

     𝐹ℎ,𝑓(𝑡) = 𝐹ℎ,0(𝑥) + 𝐹ℎ,1(𝑥)𝑡 + 𝐹ℎ,2(𝑥)𝑡2 + ⋯+ 𝐹ℎ,𝑛(𝑥)𝑡𝑛 + ⋯                       (3.16) 

  −ℎ(𝑥)𝐹ℎ,𝑓(𝑡)𝑡 = −ℎ(𝑥)𝐹ℎ,0(𝑥)𝑡 − ℎ(𝑥)𝐹ℎ,1(𝑥)𝑡2 − ℎ(𝑥)𝐹ℎ,2(𝑥)𝑡3 − ⋯ 

−ℎ(𝑥)𝐹ℎ,𝑛(𝑥)𝑡𝑛+1 − ⋯           (3.17) 

  −𝐹ℎ,𝑓𝑡
2 = −𝐹ℎ,0(𝑥)𝑡2 − 𝐹ℎ,1(𝑥)𝑡3 − 𝐹ℎ,2(𝑥)𝑡4 − ⋯− 𝐹ℎ,𝑛(𝑥)𝑡𝑛+2 − ⋯           (3.18) 

dir. (3.15), (3.16) ve (3.17) eşitlikleri taraf tarafa toplanır ve Tanım 3.11 deki 𝐹ℎ,𝑛(𝑥) =

0, 𝐹ℎ,1(𝑥) = 1  başlangıç değerleri için 𝐹ℎ,𝑛(𝑥) = ℎ(𝑥)𝐹ℎ,𝑛−1(𝑥) + 𝐹ℎ,𝑛−2(𝑥) rekürans 

bağıntısı kullanılırsa 

𝐹ℎ,𝑓(1 − ℎ(𝑥)𝑡 − 𝑡2) = 𝐹ℎ,0(𝑥) + 𝐹ℎ,1(𝑥)𝑡 − ℎ(𝑥)𝐹ℎ,0(𝑥)𝑡 

eşitliği elde edilir. Buradan genelleştirilmiş Fibonacci polinom dizilerinin üreteç 

fonksiyonu 

𝐹ℎ,𝑓 =
 𝑡

1 − ℎ(𝑥)𝑡 − 𝑡2
 

olarak bulunur. Benzer düşünceyle {𝐿ℎ,𝑛(𝑥)}
𝑛≥0

 dizilerinin üreteç fonksiyonu 

𝐿ℎ,𝑛,𝑓(𝑡) =
2 − ℎ(𝑥)𝑡

1 − ℎ(𝑥)𝑡 − 𝑡2
 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

İyi bilinen genel formüllerden olan Binet formülleri, ℎ(𝑥)-Fibonacci ve ℎ(𝑥)-Lucas 

polinomları içinde uygulanabilir. Şimdi dizilerin tüm terimlerine ihtiyaç duyulamadan 

𝑛-inci ℎ(𝑥)-Fibonacci ve 𝑛-inci ℎ(𝑥)-Lucas polinomlarını kolay bir şekilde bulmamıza 

olanak sağlayan Binet formülleri verilecektir. Bu formülü elde etmek, dizinin rekürans 

bağıntısını çözmeye dayanmaktadır.  



(3.14) ve (3.15) rekürans bağıntılarının karakteristik denklemi 𝜗2 − ℎ(𝑥)𝜗 − 1 = 0  

olup bu karakteristik denkleminin kökleri 𝛼(𝑥) ve 𝛽(𝑥) olmak üzere  

                        𝛼(𝑥) =
ℎ(𝑥) + √ℎ2(𝑥) + 4

2
     ve    𝛽(𝑥) =

ℎ(𝑥) − √ℎ2(𝑥) + 4

2
                   

dir. Ayrıca bu kökler arasında  

𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) = ℎ(𝑥)              

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥) = √ℎ2(𝑥) + 4 

   𝛼(𝑥)𝛽(𝑥) = −1              

eşitlikleri elde edilir. Buradan ℎ(𝑥)-Fibonacci ve ℎ(𝑥)-Lucas polinomları için Binet 

formülü aşağıdaki teorem ile verilir. 

Teorem 3.13: 𝑛 ≥ 0 için 𝜗2 − ℎ(𝑥)𝜗 − 1 =  0 denkleminin kökleri 𝛼(𝑥) ve 𝛽(𝑥) 

olmak üzere ℎ(𝑥)-Fibonacci ve ℎ(𝑥)-Lucas polinomlarının Binet formülleri sırasıyla 

 𝐹ℎ,𝑛(𝑥) =
𝛼𝑛(𝑥) − 𝛽𝑛(𝑥)

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥)
 

 𝐿ℎ,𝑛(𝑥) = 𝛼𝑛(𝑥) + 𝛽𝑛(𝑥) 

dir (Nalli vd., 2009). 

İspat: Tanım 2.19 dan 𝐴, 𝐵 sabit katsayılar olmak üzere her 𝑛 ≥ 0 tamsayısı için    

ℎ(𝑥)-Fibonacci polinom dizilerinin 𝑛-inci teriminin genel formu 

𝐹ℎ,𝑛(𝑥) = 𝐴𝛼𝑛(𝑥) + 𝐵𝛽𝑛(𝑥)         

şeklindedir. Özel olarak 𝑛 = 0 ve 𝑛 = 1 alınırsa 

𝐹ℎ,0(𝑥) = 0 = 𝐴 + 𝐵                         

𝐹ℎ,1(𝑥) = 1 = 𝐴𝛼(𝑥) + 𝐵𝛽(𝑥)     

lineer denklem sistemi elde edilir.  
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Bu sistemin çözümünde ise 

𝐴 =
1

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥)
      ve      𝐵 =

−1

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥)
 

olarak bulunur. Bulunan 𝐴 ve 𝐵 değerleri 

𝐹ℎ,𝑛(𝑥) = 𝐴𝛼𝑛(𝑥) + 𝐵𝛽𝑛(𝑥) 

eşitliğinde yerine yazılırsa ℎ(𝑥)-Fibonacci polinomlarının Binet formülü 

ℱ𝑛(𝑥) =
𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
 

şeklinde elde edilir.  Benzer düşünceyle ℎ(𝑥)-Lucas polinomlarının Binet formülü 

𝐿ℎ,𝑛,𝑓(𝑡) =
2 − ℎ(𝑥)𝑡

1 − ℎ(𝑥)𝑡 − 𝑡2
 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

3.1.4. Genelleştirilmiş Fibonacci polinomlarının özellikleri 

Bu bölümde, genelleştirilmiş Fibonacci tipli, genelleştirilmiş Lucas tipli, ℎ(𝑥)-

Fibonacci ve ℎ(𝑥)-Lucas polinomları için bazı özellikleri, toplam formülleri ve 

aralarındaki ilişkiler verilmiştir. 

Teorem 3.14: 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinom ℱ𝑛(𝑥) olmak üzere 

genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinom dizileri için  

i. ℱ𝑛+1(𝑥)ℱ𝑛−1(𝑥) − ℱ𝑛
2(𝑥) = (−1)𝑛𝑔𝑛−1(𝑥) 

ii. 𝑛 ≥ 𝑚 için ℱ𝑛
2(𝑥) − (−𝑔)𝑛−𝑚ℱ𝑚

2(𝑥) = ℱ𝑛+𝑚(𝑥)ℱ𝑛−𝑚(𝑥) 

dir (Florez, vd., 2018b). 

 

 



İspat: Teorem 3.5 ile verilen verilen 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinomunun 

Binet formülünü kullanarak  

𝐢.         ℱ𝑛+1(𝑥)ℱ𝑛−1(𝑥) − ℱ𝑛
2(𝑥) = (

𝜎𝑛+1(𝑥) − 𝜌𝑛+1(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
)(

𝜎𝑛−1(𝑥) − 𝜌𝑛−1(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
) 

      − (
𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
)

2

 

                                                   =
2(𝜎(𝑥)𝜌(𝑥))

𝑛
− (𝜎𝑛+1(𝑥)𝜌𝑛−1(𝑥) + 𝜌𝑛+1(𝑥)𝜎𝑛−1(𝑥))

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2  

= (−1)𝑛𝑔𝑛−1(𝑥)                              

iii.  ℱ𝑛
2(𝑥) − (−𝑔)𝑛−𝑚ℱ𝑚

2(𝑥) = (
𝜎𝑛(𝑥)−𝜌𝑛(𝑥)

𝜎(𝑥)−𝜌(𝑥)
)
2

− (−𝑔)𝑛−𝑚 (
𝜎𝑚(𝑥)−𝜌𝑚(𝑥)

𝜎(𝑥)−𝜌(𝑥)
)
2

 

                                         =
(𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥))

2
− (𝜎(𝑥)𝜌(𝑥))

𝑛−𝑚
(𝜎𝑚(𝑥) − 𝜌𝑚(𝑥))

2

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2  

                                             =
𝜎2𝑛(𝑥) + 𝜌2𝑛(𝑥) − 𝜎𝑛+𝑚(𝑥)𝜌𝑛−𝑚(𝑥) − 𝜎𝑛−𝑚(𝑥)𝜌𝑛+𝑚(𝑥)

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2  

                            =
(𝜎𝑛+𝑚(𝑥) − 𝜌𝑛+𝑚(𝑥))(𝜎𝑛−𝑚(𝑥) − 𝜌𝑛−𝑚(𝑥))

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2  

= ℱ𝑛+𝑚(𝑥)ℱ𝑛−𝑚(𝑥)                              

dir. Dolayısıyla ispat tamamlanır.  

Teorem 3.15: 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinom ℱ𝑛(𝑥) ve 𝑛-inci 

genelleştirilmiş Lucas tipli polinom ℒ𝑛(𝑥) olmak üzere {ℱ𝑛(𝑥)} ile {ℒ𝑛(𝑥)} eşdeğer 

genelleştirilmiş Fibonacci polinom dizileri için  

i. ℱ𝑚+𝑛+1(𝑥) = ℱ𝑚+1(𝑥)ℱ𝑛+1(𝑥) + 𝑔ℱ𝑚(𝑥)ℱ𝑛(𝑥) 

ii. 𝑛 ≥ 𝑚 için ℱ𝑛+𝑚(𝑥) = 𝛼ℱ𝑛(𝑥)ℒ𝑚(𝑥) − (−𝑔)𝑚ℱ𝑛−𝑚(𝑥) 

iii.  𝑛 ≥ 𝑚 için ℱ𝑛+𝑚(𝑥) = 𝛼ℱ𝑚(𝑥)ℒ𝑛(𝑥) + (−𝑔)𝑚ℱ𝑛−𝑚(𝑥) 

iv.  (𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))2ℱ𝑚+𝑛+1(𝑥) = 𝛼2ℒ𝑚+1(𝑥)ℒ𝑛+1(𝑥) + 𝛼2𝑔ℒ𝑚(𝑥)ℒ𝑛(𝑥)  

dir (Florez, vd., 2018b). 
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İspat: İspat Teorem 3.14 ün ispatındaki benzer düşünce ile Teorem 3.5 ile verilen 

verilen 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinomunun Binet formülünü ve Teorem 

3.8 ile verilen 𝑛-inci genelleştirilmiş Lucas tipli polinomunun Binet formülünü 

kullanılarak tamamlanabilir.  

Teorem 3.16: 𝑚, 𝑛 pozitif tam sayılar, 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinom 

ℱ𝑛(𝑥) ve 𝑛-inci genelleştirilmiş Lucas tipli polinom ℒ𝑛(𝑥) olmak üzere {ℱ𝑛(𝑥)} ile 

{ℒ𝑛(𝑥)} eşdeğer genelleştirilmiş Fibonacci polinom dizileri için  

i. (𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2
ℱ𝑛(𝑥) = 𝛼(ℒ𝑛+1(𝑥) + 𝑔ℒ𝑛−1(𝑥)) 

ii.  𝑔ℱ𝑛−1(𝑥) + ℱ𝑛+1(𝑥) = 𝛼ℒ𝑛(𝑥) 

iii.  ℱ𝑛+2(𝑥) − 𝑔2ℱ𝑛−2(𝑥) = 𝛼2ℒ1(𝑥)ℒ𝑛(𝑥) 

iv.  ℱ𝑛+2(𝑥) + 𝑔2ℱ𝑛−2(𝑥) = (𝑑2 + 2𝑔)ℱ𝑛(𝑥) 

dir (Florez, vd; 2018b). 

İspat: Teorem 3.14 ün ispatındaki benzer düşünce ile Teorem 3.5 ile verilen 𝑛-inci 

genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinomunun Binet formülünü ve Teorem 3.8 ile verilen 

𝑛-inci genelleştirilmiş Lucas tipli polinomunun Binet formülünü kullanılarak 

i. (𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2
ℱ𝑛 = (𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))

2
(
𝜎𝑛(𝑥)−𝜌𝑛(𝑥)

𝜎(𝑥)−𝜌(𝑥)
) 

                          = 𝜎𝑛+1(𝑥) + 𝜌𝑛+1(𝑥) − 𝜎(𝑥)𝜌𝑛(𝑥) − 𝜌(𝑥)𝜌𝑛(𝑥) 

                                           = 𝜎𝑛+1(𝑥) + 𝜌𝑛+1(𝑥) − 𝑔(𝜎𝑛−1(𝑥) + 𝜌𝑛−1(𝑥)) 

                                              = 𝛼 (
𝜎𝑛+1(𝑥) + 𝜌𝑛+1(𝑥)

𝛼
+ 𝑔

𝜎𝑛−1(𝑥) + 𝜌𝑛−1(𝑥)

𝛼
) 

   = 𝛼(ℒ𝑛+1(𝑥) + 𝑔ℒ𝑛−1(𝑥)) 

ii. 𝑔ℱ𝑛−1(𝑥) + ℱ𝑛+1(𝑥) = (𝜎(𝑥)𝜌(𝑥)) (
𝜎𝑛−1(𝑥)−𝜌𝑛−1(𝑥)

𝜎(𝑥)−𝜌(𝑥)
) + (

𝜎𝑛+1(𝑥)−𝜌𝑛+1(𝑥)

𝜎(𝑥)−𝜌(𝑥)
) 

                               =
𝜎𝑛(𝑥)(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)) + 𝜌𝑛(𝑥)(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
 

= 𝜎𝑛+1(𝑥) + 𝜌𝑛+1(𝑥)                

= 𝛼ℒ𝑛(𝑥)                                     



dir. iii., iv. şıkların ispatları da benzer düşünce ile yapılabilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 3.17: 𝑛 ≥ 0 için 𝑛-inci ℎ(𝑥)-Fibonacci polinom 𝐹ℎ,𝑛(𝑥) ve 𝑛-inci ℎ(𝑥)-Lucas 

polinom 𝐿ℎ,𝑛(𝑥) olmak üzere olmak üzere ℎ(𝑥) tek polinom olursa yani            

ℎ(−𝑥) = −ℎ(𝑥) için  

𝐹ℎ,𝑛(−𝑥) = (−1)𝑛+1𝐹ℎ,𝑛(𝑥) 

𝐿ℎ,𝑛(−𝑥) = (−1)𝑛𝐿ℎ,𝑛(𝑥)    

dir (Nalli vd., 2009). 

İspat: Teorem 3.12 ten  ℎ(𝑥)-Fibonacci polinom dizileri için 

∑ 𝐹ℎ,𝑛(−𝑥)(−𝑡)𝑛

∞

𝑛=0

=
−𝑡

1 − ℎ(𝑥)𝑡 − 𝑡2
 

veya 

∑(−1)𝑛+1𝐹ℎ,𝑛(−𝑥)(𝑡)𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑡

1 − ℎ(𝑥)𝑡 − 𝑡2
 

yazılabilir. Son eşitliğin sağ tarafında Teorem 3.12 kullanılırsa   

∑(−1)𝑛+1𝐹ℎ,𝑛(−𝑥)(𝑡)𝑛

∞

𝑛=0

= ∑ 𝐹ℎ,𝑛(𝑥)(𝑡)𝑛   

∞

𝑛=0

 

elde edilir. Bu ise 𝐹ℎ,𝑛(−𝑥) = (−1)𝑛+1𝐹ℎ,𝑛(𝑥) olduğunu gösterir. Benzer düşünce ile 

Teorem 3.12, ℎ(𝑥)-Lucas polinom dizileri için kullanılırsa 

𝐿ℎ,𝑛(−𝑥) = (−1)𝑛𝐿ℎ,𝑛(𝑥) 

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

ℎ(𝑥)-Fibonacci polinom dizileri {𝐹ℎ,𝑛(𝑥)}
𝑛≥0

 ve ℎ(𝑥)-Lucas polinom dizileri, 

{𝐿ℎ,𝑛(𝑥)}
𝑛≥0

 aralarında sağlanan bazı bağıntılar aşağıdaki teoremde verilmiştir. 
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Teorem 3.18: 𝑛 ≥ 1 için 𝑛-inci ℎ(𝑥)-Fibonacci polinom 𝐹ℎ,𝑛(𝑥) ve 𝑛-inci ℎ(𝑥)-Lucas 

polinom 𝐿ℎ,𝑛(𝑥) olmak üzere 

𝐿ℎ,𝑛(𝑥) = 𝐹ℎ,𝑛+1(𝑥) + 𝐹ℎ,𝑛−1(𝑥) 

dir (Nalli vd., 2009). 

İspat: İspat 𝑛 üzerinden tümevarım metodu kullanılarak yapılabilir. 𝑛 = 1,2 için 

𝐿ℎ,1(𝑥) = ℎ(𝑥) = 𝐹ℎ,2(𝑥) + 𝐹ℎ,0(𝑥)         

   𝐿ℎ,2(𝑥) = ℎ2(𝑥) + 2 = 𝐹ℎ,3(𝑥) + 𝐹ℎ,1(𝑥) 

elde edilir. 𝑛 ≥ 3 için eşitliğinin sağlandığını kabul edelim. Buradan eşitlik (3.15) 

kullanılırsa 

𝐿ℎ,𝑛(𝑥) = ℎ(𝑥)𝐿ℎ,𝑛−1(𝑥) + 𝐿ℎ,𝑛−2(𝑥) 

= ℎ(𝑥) (𝐹ℎ,𝑛(𝑥) + 𝐹ℎ,𝑛−2(𝑥)) + 𝐹ℎ,𝑛−1(𝑥) + 𝐹ℎ,𝑛−3(𝑥)                             

= (ℎ(𝑥)𝐹ℎ,𝑛(𝑥) + 𝐹ℎ,𝑛−1(𝑥)) + (ℎ(𝑥)𝐹ℎ,𝑛−2(𝑥) + 𝐹ℎ,𝑛−3(𝑥))                 

              = 𝐹ℎ,𝑛+1(𝑥) + 𝐹ℎ,𝑛−1(𝑥) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 3.19: 𝑛-inci ℎ(𝑥)-Fibonacci polinom 𝐹ℎ,𝑛(𝑥) ve 𝑛-inci ℎ(𝑥)-Lucas polinom 

𝐿ℎ,𝑛(𝑥) olmak üzere 

i. 𝑛 ≥ 1 için 𝐿ℎ,𝑛(𝑥) = ℎ(𝑥)𝐹ℎ,𝑛(𝑥) + 2𝐹ℎ,𝑛−1(𝑥)  

ii. 𝑛 ≥ 0 için 𝐿ℎ,𝑛(𝑥) = 2𝐹ℎ,𝑛+1(𝑥) − ℎ(𝑥)𝐹ℎ,𝑛(𝑥) 

iii. 𝑛 ≥ 0 için 𝐿ℎ,𝑛
2 (𝑥) − (ℎ2(𝑥) + 4)𝐹ℎ,𝑛

2 (𝑥) = 4(−1)𝑛 

iv. 𝑛 ≥ 0 için 𝐹ℎ,2𝑛(𝑥) = 𝐹ℎ,𝑛(𝑥)𝐿ℎ,𝑛(𝑥) 

dir (Nalli vd., 2009). 



Teorem 3.20: 𝑛 ≥ 1 için 𝑛-inci ℎ(𝑥)-Fibonacci polinom 𝐹ℎ,𝑛(𝑥) ve 𝑛-inci ℎ(𝑥)-Lucas 

polinom 𝐿ℎ,𝑛(𝑥) olmak üzere 

𝐹ℎ,𝑛(𝑥) = ∑ (
𝑛 − 𝑖 − 1

𝑖
) ℎ𝑛−2𝑖−1

⌊
𝑛−1
2

⌋

𝑖=0

(𝑥) 

       𝐿ℎ,𝑛 = ∑
𝑛

𝑛 − 𝑖

⌊
𝑛
2
⌋

𝑖=0

(
𝑛 − 𝑖

𝑖
) ℎ𝑛−2𝑖(𝑥)      

dir (Nalli vd., 2009). 

İspat: Teorem 3.12 ten ℎ(𝑥)-Fibonacci polinom dizileri için 

                      ∑ 𝐹ℎ,𝑛(𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑡

1 − (ℎ(𝑥)𝑡 + 𝑡2)
 

                                                = 𝑡 ∑(ℎ(𝑥)𝑡 + 𝑡2)𝑛

∞

𝑛=0

 

= 𝑡 ∑ ∑(
𝑛
𝑖
)

𝑛

𝑖=0

∞

𝑛=0

(ℎ(𝑥)𝑡)𝑛−𝑖(𝑡2)𝑖    

= ∑ ∑(
𝑛
𝑖
)

𝑛

𝑖=0

∞

𝑛=0

ℎ𝑛−𝑖(𝑥)𝑡𝑛+𝑖+1        

elde edilir. Buradan 𝑛 + 𝑖 + 1 = 𝑚 için  

∑ 𝐹ℎ,𝑛(𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

= ∑

[
 
 
 

∑ (
𝑚 − 𝑖 − 1

𝑖
) ℎ𝑚−2𝑖−1(𝑥)

⌊
𝑚−1

2
⌋

𝑖=0
]
 
 
 ∞

𝑚=0

𝑡𝑚 

dir. Bu ise 𝐹ℎ,𝑛(𝑥) = ∑ (
𝑛 − 𝑖 − 1

𝑖
) ℎ𝑛−2𝑖−1

⌊
𝑛−1

2
⌋

𝑖=0
(𝑥) olduğunu gösterir. Benzer düşünce 

ile Teorem 3.12, ℎ(𝑥)-Lucas polinom dizileri için kullanılırsa 

𝐿ℎ,𝑛 = ∑
𝑛

𝑛 − 𝑖

⌊
𝑛
2
⌋

𝑖=0

(
𝑛 − 𝑖

𝑖
) ℎ𝑛−2𝑖(𝑥)      

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 
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3.2. Özel Hibrit Polinom Dizileri ve Özellikleri 

Rekürans bağıntılarla tanımlanan sayı dizilerinde olduğu gibi polinom dizileri ile hibrit 

sayıları kullanılarak yeni polinom dizileri tanımlanmıştır. Bu bölümde Horadam 

polinom dizileri ile ilişkili Horadam hibrit polinomları detaylı bir şekilde sunulmuştur. 

Bu hibrit polinomlarından herhangi birini elde etmek için kullanılan ve genel formül 

olarak bilinen Binet formülleri, üreteç fonksiyonları, üstel fonksiyonları, toplam 

formülleri ile Catalan, Cassini, ve d'Ocagne eşitlikleri gibi özel eşitlikler sunulmuştur. 

ve bazı özellikleri verilmiştir. Ayrıca Horadam polinom dizilerinin özel durumları olan 

Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas polinom dizileri ile 

ilişkili hibrit polinomları, genel formülleri ve özellikleri verilmiştir.  

Tanım 3.1 kullanılarak 𝑊𝑛(𝑥) = 𝑎 ve 𝑊𝑛(𝑥) = 𝑏𝑥  başlangıç değerleriyle 𝑛-inci 

Horadam polinomu, 𝑊𝑛(𝑥)  için 

                                     𝑊𝑛(𝑥) = 𝑝𝑥𝑊𝑛−1(𝑥) + 𝑞𝑊𝑛−2(𝑥)                                      

rekürans bağıntısı yazılabilir. Bu rekürans bağıntısının 𝑡2 − 𝑝𝑥𝑡 − 𝑞 = 0 karakteristik 

denkleminin kökleri  𝛼(𝑥) =
𝑝𝑥+√𝑝2𝑥2+4𝑞

2
, 𝛽(𝑥) =

𝑝𝑥−√𝑝2𝑥2+4𝑞

2
 için 𝐴 =

𝑏𝑥−𝑎𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥)−𝛽(𝑥)
,   

𝐵 =
𝑎𝛼(𝑥)−𝑏𝑥

𝛼(𝑥)−𝛽(𝑥)
  olmak üzere 𝑛-inci Horadam polinomu için Binet formülü  

                                        𝑊𝑛(𝑥) = 𝐴𝛼𝑛−1(𝑥) + 𝐵𝛽𝑛−1(𝑥)                                          (3.19) 

yazılabilir. 

Tanım 3.21: 𝑊𝑛(𝑥), 𝑛-inci Horadam polinomu olmak üzere  

𝑖2 = −1, 𝜀2 = 0,  ℎ2 = 1, 𝑖ℎ = −ℎ𝑖 = 𝜀  + 𝑖 

değerlerini sağlayan {1, 𝑖, 𝜀, ℎ} tabanı ile 𝑛-inci Horadam hibrit polinomu, 𝐻𝑊𝑛(𝑥) 

           𝐻𝑊𝑛(𝑥) = 𝑊𝑛(𝑥) + 𝑖𝑊𝑛+1(𝑥) + 𝜀𝑊𝑛+2(𝑥) + ℎ𝑊𝑛+3(𝑥),      𝑛 ≥ 1            (3.20) 

eşitliği ile tanımlanır (Kızılateş, 2022).  



Genel olarak 𝑊1(𝑥) = 𝑎,  𝑊2(𝑥) = 𝑏𝑥 keyfi başlangıç değerleri için 𝑛-inci Horadam 

polinomu 𝑊𝑛(𝑥) = 𝑊𝑛(𝑥: 𝑎, 𝑏𝑥; 𝑝𝑥, 𝑞) olmak üzere 𝑛-inci Horadam hibrit polinomu 

𝐻𝑊𝑛(𝑥) = 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 𝑎, 𝑏𝑥; 𝑝𝑥, 𝑞)  ile gösterilir.   

Tanım 3.1 kullanılarak Horadam hibrit sayılarının özel durumları olan Fibonacci hibrit 

{𝐻𝐹𝑛}, Lucas hibrit {𝐻𝐿𝑛}, Pell hibrit {𝐻𝑃𝑛}, Pell-Lucas hibrit {𝐻𝑄𝑛}, Jacobsthal hibrit 

{𝐻𝐽𝑛} ve Jacobsthal-Lucas hibrit {𝐻𝑗𝑛} polinomları gibi hibrit polinomları elde edilir. 

Bu hibrit polinomları Tablo 3.7 de verilmiştir. 

Tablo 3.7. Polinom dizileri ile ilişkili bazı hibrit polinomları 

Hibrit Polinomları         𝑯𝓦𝒏(𝒙: 𝒂, 𝒃𝒙; 𝒑𝒙, 𝒒)                 Sembolü 

Fibonacci hibrit polinomları 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 1, 𝑥; 𝑥, 1) 𝐻𝐹𝑛(𝑥) 

Lucas hibrit polinomları 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 2, 𝑥; 𝑥, 1) 𝐻𝐿𝑛−1(𝑥) 

Pell hibrit polinomları 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 1,2𝑥; 2𝑥, 1)   𝐻𝑃𝑛(𝑥) 

Pell-Lucas hibrit polinomları 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 2,2𝑥; 2𝑥, 1) 𝐻𝑄𝑛−1(𝑥) 

Jacobsthal hibrit polinomları 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 1,1; 1,2𝑥) 𝐻𝐽𝑛(𝑥) 

Jacobsthal-Lucas hibrit polinomları 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 2,1; 1,2𝑥) 𝐻𝑗𝑛−1(𝑥) 

 

Tanım 3.21 kullanılarak Horadam hibrit polinomları bulunurken Horadam polinom 

dizilerinin terimlerine ihtiyaç duyulmaktadır. Bu hibrit polinomları da Horadam 

polinom dizilerinin rekürans bağıntısına benzer bağıntılarla da sunulabilir.  
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Tanım 3.22: 𝑛 ≥ 3 için 

𝐻𝑊1(𝑥) = 𝑎 + 𝑖𝑏𝑥 + 𝜀(𝑏𝑝𝑥2 + 𝑎𝑞) + ℎ(𝑏𝑝2𝑥3 + (𝑎𝑝𝑞 + 𝑏𝑞)𝑥), 

𝐻𝑊2(𝑥) = 𝑏𝑥 + 𝑖(𝑏𝑝𝑥2 + 𝑎𝑞) + 𝜀(𝑏𝑝2𝑥3 + (𝑎𝑝𝑞 + 𝑏𝑞)𝑥) 

                    +ℎ(𝑏𝑝3𝑥4 + (𝑎𝑝2𝑞 + 2𝑏𝑝𝑞)𝑥2 + 𝑎𝑞2) 

başlangıç değerleriyle 𝑛-inci Horadam hibrit polinomu, 𝐻𝑊𝑛(𝑥)   

                                     𝐻𝑊𝑛(𝑥) = 𝑝𝑥𝐻𝑊𝑛−1(𝑥) + 𝑞𝐻𝑊𝑛−2(𝑥)                                     (3.21) 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır (Kızılateş, 2022). 

Horadam hibrit polinomları Tanım 3.21 ve Tanım 3.22 kullanılarak elde edilebileceği 

gibi bilinen sayı ve polinom dizilerinde olduğu gibi Binet formülü kullanılarak da elde 

edilir. Binet formülü ile daha pratik bir şekilde 𝑛-inci Horadam hibrit polinomu elde 

edilir. (3.21) rekürans bağıntısının karakteristik denklemi 𝑡2 − 𝑝𝑥𝑡 − 𝑞 = 0  olup 𝛼(𝑥) 

ve 𝛽(𝑥) olmak üzere 

𝛼(𝑥) =
𝑝𝑥 + √𝑝2𝑥2 + 4𝑞

2
   ve  𝛽(𝑥) =

𝑝𝑥 − √𝑝2𝑥2 + 4𝑞

2
 

şeklindedir. Buradan Horadam hibrit polinomları için Binet formülü aşağıdaki teorem 

ile verilir. 

Teorem 3.23: 𝑛 ≥ 1 için 𝛼(𝑥) ve 𝛽(𝑥),  𝑡2 − 𝑝𝑥𝑡 − 𝑞 = 0 denkleminin kökleri ve     

𝐴 =
𝑏𝑥 − 𝑎𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥)
  ve 𝐵 =

𝑎𝛼(𝑥) − 𝑏𝑥

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥)
 

olmak üzere 𝑛-inci Horadam hibrit polinomu için Binet formülü 

𝐻𝑊𝑛(𝑥) = 𝐴𝛼𝑛−1(𝑥)(1 + 𝑖𝑎(𝑥) + 𝜀𝑎2(𝑥) + ℎ𝑎3(𝑥))                        

+𝐵𝛽𝑛−1(𝑥)(1 + 𝑖𝛽(𝑥) + 𝜀𝛽2(𝑥) + ℎ𝛽3(𝑥)) 

şeklindedir (Kızılateş, 2022). 

 



İspat: (3.19) eşitliği ile verilen 𝑛-inci Horadam polinomunun Binet formülünü (3.20) 

eşitliğinde kullanılırsa  

𝐻𝑊𝑛(𝑥) = 𝑊𝑛(𝑥) + 𝑖𝑊𝑛+1(𝑥) + 𝜀𝑊𝑛+2(𝑥) + ℎ𝑊𝑛+3(𝑥) 

     = (𝐴𝛼𝑛−1(𝑥) + 𝐵𝛽𝑛−1(𝑥)) + 𝑖(𝐴𝛼𝑛(𝑥) + 𝐵𝛽𝑛(𝑥)) 

         +𝜀(𝐴𝛼𝑛+1(𝑥) + 𝐵𝛽𝑛+1(𝑥)) + ℎ(𝐴𝛼𝑛+2(𝑥) + 𝐵𝛽𝑛+2(𝑥)) 

       = 𝐴𝛼𝑛−1(1 + 𝑖𝑎(𝑥) + 𝜀𝑎2(𝑥) + ℎ𝑎3(𝑥)) + 𝐵𝛽𝑛−1(1 + 𝑖𝛽(𝑥) + 𝜀𝛽2(𝑥) + ℎ𝛽3(𝑥)) 

olup Horadam hibrit polinomlarının Binet formülü  

𝐻𝑊𝑛(𝑥) = 𝐴𝛼𝑛−1(𝑥)(1 + 𝑖𝑎(𝑥) + 𝜀𝑎2(𝑥) + ℎ𝑎3(𝑥))                        

+𝐵𝛽𝑛−1(𝑥)(1 + 𝑖𝛽(𝑥) + 𝜀𝛽2(𝑥) + ℎ𝛽3(𝑥)) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Horadam hibrit polinomlarının özel durumlarının Binet formülleri aşağıdaki teorem ile 

verilmiştir. 

Teorem 3.24: 𝑛-inci Horadam hibrit polinomu, 𝐻𝑊𝑛(𝑥) = 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 𝑎, 𝑏𝑥; 𝑝𝑥, 𝑞) olmak 

üzere 

i. 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 1, 𝑥; 𝑥, 1) = 𝐻𝐹𝑛(𝑥) olmak üzere (Szynal Liana ve Wloch, 2020a) 

çalışmasında 𝛼(𝑥) =
𝑥+√𝑥2+4

2
   ve  𝛽(𝑥) =

𝑥−√𝑥2+4

2
 için 𝑛-inci Fibonacci 

hibrit polinomunun, 𝐻𝐹𝑛(𝑥) Binet formülü 

𝐻𝐹𝑛(𝑥) =
𝛼𝑛(𝑥)(1 + 𝑖𝑎(𝑥) + 𝜀𝑎2(𝑥) + ℎ𝑎3(𝑥))

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥)
 

                  −
𝛽𝑛(𝑥)(1 + 𝑖𝛽(𝑥) + 𝜀𝛽2(𝑥) + ℎ𝛽3(𝑥))

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥)
 

ii. 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 2, 𝑥; 𝑥, 1) = 𝐻𝐿𝑛−1(𝑥) olmak üzere (Szynal Liana ve Wloch, 

2020a) çalışmasında 𝛼(𝑥) =
𝑥+√𝑥2+4

2
   ve  𝛽(𝑥) =

𝑥−√𝑥2+4

2
  için 𝑛-inci 

Lucas hibrit polinomunun, 𝐻𝐿𝑛(𝑥) için Binet formülü 

𝐻𝐿𝑛(𝑥) = 𝛼𝑛−1(𝑥)(1 + 𝑖𝑎(𝑥) + 𝜀𝑎2(𝑥) + ℎ𝑎3(𝑥)) 

                  +𝛽𝑛−1(𝑥)(1 + 𝑖𝛽(𝑥) + 𝜀𝛽2(𝑥) + ℎ𝛽3(𝑥)) 
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iii. 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 1,2𝑥; 2𝑥, 1) = 𝐻𝑃𝑛(𝑥) olmak üzere (Liana, vd., 2019) çalışmasında        

𝛼(𝑥) = 𝑥 + √𝑥2 + 1   ve  𝛽(𝑥) = 𝑥 + √𝑥2 + 1 için 𝑛-inci Pell hibrit 

polinomunun,  𝐻𝑄𝑛 için Binet formülü    

𝐻𝑃𝑛(𝑥) =
𝛼𝑛(𝑥)(1 + 𝑖𝑎(𝑥) + 𝜀𝑎2(𝑥) + ℎ𝑎3(𝑥))

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥)
 

                  −
𝛽𝑛(𝑥)(1 + 𝑖𝛽(𝑥) + 𝜀𝛽2(𝑥) + ℎ𝛽3(𝑥))

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥)
 

iv. 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 2,2𝑥; 2𝑥, 1) = 𝐻𝑄𝑛−1(𝑥) olmak üzere (Liana, vd., 2019) 

çalışmasında 𝛼(𝑥) = 𝑥 + √𝑥2 + 1   ve  𝛽(𝑥) = 𝑥 + √𝑥2 + 1 için 𝑛-inci 

Pell-Lucas hibrit polinomunun, 𝐻𝑄𝑛(𝑥) için Binet formülü     

𝐻𝑄𝑛(𝑥) = 𝛼𝑛−1(𝑥)(1 + 𝑖𝑎(𝑥) + 𝜀𝑎2(𝑥) + ℎ𝑎3(𝑥)) 

                  +𝛽𝑛−1(𝑥)(1 + 𝑖𝛽(𝑥) + 𝜀𝛽2(𝑥) + ℎ𝛽3(𝑥)) 

v. 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 1,1; 1,2𝑥) = 𝐻𝐽𝑛(𝑥) olmak üzere (Liana, vd., 2021) çalışmasında            

𝛼(𝑥) =
1+√8𝑥+1

2
   ve  𝛽(𝑥) =

1−√8𝑥+1

2
 için 𝑛-inci Jacobsthal hibrit 

polinomunun, 𝐻𝐽𝑛(𝑥)  için Binet formülü 

𝐻𝐽𝑛(𝑥) =
𝛼𝑛(𝑥)(1 + 𝑖𝑎(𝑥) + 𝜀𝑎2(𝑥) + ℎ𝑎3(𝑥))

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥)
 

                  −
𝛽𝑛(𝑥)(1 + 𝑖𝛽(𝑥) + 𝜀𝛽2(𝑥) + ℎ𝛽3(𝑥))

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥)
 

vi. 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 2,1; 1,2𝑥) = 𝐻𝑗𝑛−1(𝑥) olmak üzere (Liana, vd., 2021) çalışmasında      

𝛼(𝑥) =
1+√8𝑥+1

2
   ve  𝛽(𝑥) =

1−√8𝑥+1

2
 için 𝑛-inci Jacobsthal-Lucas hibrit 

polinomunun, 𝐻𝑗𝑛(𝑥) için Binet formülü 

𝐻𝑗𝑛−1(𝑥) = 𝛼𝑛−1(𝑥)(1 + 𝑖𝑎(𝑥) + 𝜀𝑎2(𝑥) + ℎ𝑎3(𝑥)) 

                     +𝛽𝑛−1(𝑥)(1 + 𝑖𝛽(𝑥) + 𝜀𝛽2(𝑥) + ℎ𝛽3(𝑥)) 

şeklinde sunulmuştur. 



Şimdi Horadam hibrit polinom dizileri için üreteç fonksiyonunu verilecektir. 𝑛-inci 

Horadam hibrit polinomu 𝐻𝑊𝑛(𝑥) olmak üzere {𝐻𝑊𝑛(𝑥)}𝑛≥0 dizilerinin üreteç 

fonksiyonu  

                                                        𝐻𝐺(𝑡) = ∑ 𝐻𝑊𝑛

∞

𝑛=0

(𝑥)𝑡𝑛                                              (3.22) 

olsun. Buradan aşağıdaki teorem verilir. 

Teorem 3.25: Horadam hibrit polinom dizilerinin üreteç fonksiyonu 

∑ 𝐻𝑊𝑛

∞

𝑛=0

(𝑥)𝑡𝑛 =
𝐻𝑊0(𝑥) + (𝐻𝑊1(𝑥) − 𝑝𝑥𝐻𝑊0(𝑥))𝑡

1 − 𝑝𝑥𝑡 + 𝑞𝑡2
 

şeklindedir (Kızılateş, 2022). 

İspat: (3.22) eşitliğinden Horadam hibrit polinom dizilerinin üreteç fonksiyonu   

𝐻𝐺(𝑡) = ∑ 𝐻𝑊𝑛(𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

             = 𝐻𝑊0(𝑥)𝑡0 + 𝐻𝑊1(𝑥)𝑡1 + 𝐻𝑊2(𝑥)𝑡2 + ⋯+ 𝐻𝑊𝑛(𝑥)𝑡𝑛 + ⋯ 

dir. Bu denklemin her iki yanı −𝑝𝑥𝑡 ve 𝑞𝑡2 ile çarpılırsa 

−𝑝𝑥𝑡𝐻𝐺(𝑡) = −𝑝𝑥𝐻𝑊0(𝑥)𝑡1 − 𝑝𝑥𝐻𝑊1(𝑥)𝑡2 − 𝑝𝑥𝐻𝑊2(𝑥)𝑡3 − ⋯ 

                             −𝑝𝑥𝐻𝑊𝑛(𝑥)𝑡𝑛+1 − ⋯ 

−𝑞𝑡2𝐻𝐺(𝑡) = −𝑞𝐻𝑊0(𝑥)𝑡2 − 𝑞𝐻𝑊1(𝑥)𝑡3 − 𝑞𝐻𝑊2(𝑥)𝑡4 − ⋯− 𝑞𝐻𝑊𝑛(𝑥)𝑡𝑛+2 − ⋯ 

elde edilir. Buradan  

(1 − 𝑝𝑥𝑡 − 𝑞𝑡2)𝐻𝐺(𝑡) =  𝐻𝑊0(𝑥) + (𝐻𝑊1(𝑥) − 𝑝𝑥𝐻𝑊0)𝑡 

                                                +(𝐻𝑊2(𝑥) − 𝑝𝑥𝐻𝑊1(𝑥) + 𝑞𝐻𝑊0(𝑥))𝑡2 

                                                +(𝐻𝑊3(𝑥) − 𝑝𝑥𝐻𝑊2(𝑥) + 𝑞𝐻𝑊1(𝑥))𝑡3 + ⋯ 

                                                +(𝐻𝑊𝑛(𝑥) − 𝑝𝐻𝑊𝑛−2(𝑥) + 𝑞𝐻𝑊𝑛−3(𝑥))𝑡𝑛 + ⋯ 

yazılabilir.  
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Buradan eşitlik (3.20) deki 𝐻𝑊𝑛(𝑥) = 𝑝𝑥𝐻𝑊𝑛−1(𝑥) + 𝑞𝐻𝑊𝑛−2(𝑥) rekürans bağıntısı 

kullanılırsa  

(1 − 𝑝𝑥𝑡 − 𝑞𝑡2)𝐻𝐺(𝑡) = 𝐻𝑊0(𝑥) + (𝐻𝑊1(𝑥) − 𝑝𝑥𝐻𝑊0)𝑡 

olur. Buradan Horadam polinom dizileri için üreteç fonksiyonu 

                             𝐻𝐺(𝑥) =
𝐻𝑊0(𝑥) + (𝐻𝑊1(𝑥) − 𝑝𝑥𝐻𝑊0)𝑡

1 − 𝑝𝑥 + 𝑞𝑥2
                                 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Horadam hibrit polinomlarının özel durumlarının üreteç fonksiyonları aşağıdaki teorem 

ile verilmiştir. 

Teorem 3.26: 𝑛-inci Horadam hibrit polinomu, 𝐻𝑊𝑛(𝑥) = 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 𝑎, 𝑏𝑥; 𝑝, 𝑞) olmak 

üzere 

i. 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 1, 𝑥; 𝑥, 1) = 𝐻𝐹𝑛(𝑥) olmak üzere (Szynal Liana ve Wloch, 2020a) 

çalışmasında Fibonacci hibrit polinom dizilerinin, {𝐻𝐹𝑛(𝑥)} üreteç fonksiyonu   

                     ∑ 𝐻𝐹𝑛(𝑥)𝑡𝑛 =
𝐻𝐹0(𝑥) + (𝐻𝐹1(𝑥) − 𝑥𝐻𝐹0(𝑥))𝑡

1 − 𝑥𝑡 + 𝑡2

∞

𝑛=0

 

                                         =
𝑖 + 𝜀𝑥 + (𝑥2 + 1)ℎ + (1 + 𝜀 + 𝑥ℎ)𝑡

1 − 𝑥𝑡 − 𝑡2
 

ii. 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 2, 𝑥; 𝑥, 1) = 𝐻𝐿𝑛−1(𝑥) olmak üzere (Szynal Liana ve Wloch, 2020a) 

çalışmasında Lucas hibrit polinom dizilerinin, {𝐻𝐿𝑛(𝑥)}  üreteç fonksiyonu 

                    ∑ 𝐻𝐿𝑛

∞

𝑛=0

(𝑡) =
𝐻𝐿0(𝑥) + (𝐻𝐿1(𝑥) − 𝑥𝐻𝐿0(𝑥))𝑡

1 − 𝑥𝑡 − 𝑡2
             

                            =
(2 + 𝑖𝑥 + 𝜀(𝑥2 + 2) + ℎ(𝑥3 + 3𝑘)) + (−𝑥 + 2𝑖 + 𝜀𝑥 + ℎ(𝑥2 + 2))𝑡

1 − 𝑥𝑡 + 𝑡2
 

 



iii. 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 1,2𝑥; 2𝑥, 1) = 𝐻𝑃𝑛(𝑥) olmak üzere (Liana, vd., 2019) çalışmasında Pell 

hibrit polinom dizilerinin, {𝐻𝑃𝑛(𝑥)} üreteç fonksiyonu    

∑ 𝐻𝑃𝑛(𝑥)𝑡𝑛 =
𝐻𝑃0(𝑥) + (𝐻𝑃1(𝑥) − 2𝑥𝐻𝑃0(𝑥))𝑡

1 − 2𝑥𝑡 − 𝑡2

∞

𝑛=0

 

                                      =
i + 𝜀(2𝑥) + ℎ(4𝑥2 + 1) + (1 + 𝜀 + ℎ(2𝑥))𝑡

1 − 2𝑥𝑡 − 𝑡2
 

iv. 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 2,2𝑥; 2𝑥, 1) = 𝐻𝑄𝑛−1(𝑥) olmak üzere (Liana, vd., 2019) çalışmasında 

Pell-Lucas hibrit polinom dizilerinin, {𝐻𝑄𝑛(𝑥)} üreteç fonksiyonu     

∑ 𝐻𝑄𝑛(𝑥)𝑡𝑛 =
𝐻𝑄0(𝑥) + (𝐻𝑄1(𝑥) − 2𝑥𝐻𝑄0(𝑥))𝑡

1 − 2𝑥𝑡 − 𝑡2

∞

𝑛=0

 

v. 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 1,1; 1,2𝑥) = 𝐻𝐽𝑛(𝑥) olmak üzere (Liana, vd., 2021) çalışmasında             

Jacobsthal hibrit polinom dizilerinin, {𝐻𝐽𝑛(𝑥)} üreteç fonksiyonu 

∑ 𝐻𝐽𝑛(𝑥)𝑡𝑛 =
𝐻𝐽0(𝑥) + (𝐻𝐽1(𝑥) − 𝐻𝐽0(𝑥))𝑡

1 − 𝑡 − 2𝑥𝑡2

∞

𝑛=0

 

                               =  
𝑖 + 𝜀 + ℎ. (2𝑥 + 1) + (1 + 𝜀(2𝑥) + ℎ(2𝑥))𝑡

1 − 𝑡 − 2𝑥𝑡2
 

vi. 𝐻𝑊𝑛(𝑥: 2,1; 1,2𝑥) = 𝐻𝑗𝑛−1(𝑥) olmak üzere (Liana, vd., 2021) çalışmasında 

Jacobsthal-Lucas hibrit polinom dizilerinin, {𝐻𝑗𝑛(𝑥)} üreteç fonksiyonu 

∑ 𝐻𝑗𝑛(𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=
𝐻𝑗0(𝑥) + (𝐻𝑗1(𝑥) − 𝐻𝑗0(𝑥) )𝑡

1 − 𝑡 − 2𝑥𝑡2
             

şeklinde sunulmuştur. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

4.1. Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas Tipli Hibrit Polinomları  

Bu bölümde 𝑛 ≥ 2 için ℤ[𝑥] kümesinde 𝑝0(𝑥), 𝑝1(𝑥), 𝑑(𝑥), 𝑔(𝑥) sıfır olmayan sabit 

polinomlar ve 𝐺0(𝑥) = 𝑝0(𝑥), 𝐺1(𝑥) = 𝑝1(𝑥) başlangıç değerleri olmak üzere   

𝐺𝑛(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝐺𝑛−1(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐺𝑛−2(𝑥)       

rekürans bağıntısı ile tanımlanan genelleştirilmiş Fibonacci polinomları ile hibrit 

sayılarının tanımı kullanılarak genelleştirilmiş Fibonacci hibrit polinomları 

tanımlanmıştır. Bu hibrit polinomlarının dizileri oluşturulmuş ve 𝑛-inci terimin elde 

edilmesini sağlayan genel formüller elde edilmiştir. Ayrıca üreteç fonksiyonları ile 

matris temsilleri sunulmuştur. Daha sonra genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit, 

genelleştirilmiş Lucas tipli hibrit, ℎ(𝑥)-Fibonacci ve ℎ(𝑥)-Lucas polinomları olarak 

adlandırılan özel durumlar verilmiştir. Bu özel durumlarının da genel formüllerinin yanı 

sıra birçok özelliği elde edilmiştir.  

Tanım 4.1: 𝐺𝑛(𝑥) 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci polinomu ve 𝑖, 𝜀, ℎ hibrit birimleri 

için 𝑖2 = −1, 𝜀2 = 0, ℎ2 = 1, 𝑖ℎ = −ℎ𝑖 = 𝜀 + 𝑖 olmak üzere 𝑛-inci genelleştirilmiş 

Fibonacci hibrit polinomu, 𝐺𝑛𝐻(𝑥) 

                   𝐺𝑛𝐻(𝑥) = 𝐺𝑛(𝑥) + 𝑖𝐺𝑛+1(𝑥) + 𝜀𝐺𝑛+2(𝑥) + ℎ𝐺𝑛+3(𝑥)                            (4.1) 

ile tanımlanır. Genelleştirilmiş Fibonacci hibrit polinom dizileri {𝐺𝑛𝐻(𝑥)}𝑛≥0 ile 

gösterilir (Taşyurdu ve Şahin, 2022). 

Tanım 4.1 literatürde rekürans bağıntılarla tanımlanan polinomları ile ilişkili birçok 

hibrit sayıları ve polinomlarının genel halidir. Tanım 3.1 de verilen  𝑑(𝑥), 𝑔(𝑥) 

parametrelerine ve 𝐺0(𝑥) = 𝑝0(𝑥), 𝐺1(𝑥) = 𝑝1(𝑥) başlangıç değerlerine göre 

genelleştirilmiş Fibonacci hibrit polinomlarının özel durumları Tablo 4.1 de verilmiştir.  

Çalışma boyunca verilen sonuçlar tüm genelleştirilmiş Fibonacci hibrit polinomları için 

sağlandığından, Tablo 4.1 de verilen değerler genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit, 

genelleştirilmiş Lucas tipli hibrit, ℎ(𝑥)-Fibonacci ve ℎ(𝑥)-Lucas polinom dizilerinin özel 

durumları olan herhangi bir hibrit polinom dizisi için ilgili teorem veya sonuçta 

kullanılabilir. 



Tablo 4.1. {𝐺𝑛𝐻(𝑥)}𝑛≥0 dizisinin özel durumları  

Genelleştirilmiş Fibonacci 

Hibrit Polinomları 
𝑮𝒏𝑯(𝒙) 𝑮𝒏𝑯(𝒙)(𝒙: 𝒑𝟎(𝒙), 𝒑𝟏(𝒙); 𝒅(𝒙), 𝒈(𝒙) ) 

Fibonacci hibrit polinomları 𝐹𝑛𝐻(𝑥)       𝐹𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 0,1; 𝑥, 1) 

İki değişkenli Fibonacci hibrit 

polinomları 
𝑓𝑛𝐻(𝑥)       𝑓𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 0,1; 𝑥, 𝑦) 

ℎ(𝑥)-Fibonacci hibrit polinomları 𝐹ℎ,𝑛𝐻(𝑥)       𝐹ℎ,𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 0,1; ℎ(𝑥),1) 

Lucas hibrit polinomları 𝐿𝑛𝐻(𝑥)       𝐿𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 2, 𝑥; 𝑥, 1) 

İki değişkenli Lucas hibrit 

polinomları 
𝑙𝑛𝐻(𝑥)       𝑙𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 2, 𝑥; 𝑥, 𝑦) 

ℎ(𝑥)-Lucasi hibrit polinomları 𝐿ℎ,𝑛𝐻(𝑥)       𝐿ℎ,𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 2, ℎ(𝑥); ℎ(𝑥),1) 

Pell hibrit polinomları 𝑃𝑛𝐻(𝑥)       𝑃𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 0,1; 2𝑥, 1) 

Pell-Lucas hibrit polinomları 𝑄𝑛𝐻(𝑥)       𝑄𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 2,2𝑥; 2𝑥, 1) 

Pell-Lucas-prime hibrit 

polinomları 
𝑄′

𝑛𝐻(𝑥)       𝑄′
𝑛𝐻(𝑥) (𝑥: 1, 𝑥; 2𝑥, 1) 

Fermat hibrit polinomları Φ𝑛𝐻(𝑥)      Φ𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 0,1; 3𝑥, −2) 

Fermat-Lucas hibrit polinomları 𝜗𝑛𝐻(𝑥)       𝜗𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 2,3𝑥; 3𝑥, −2) 

Birinci çeşit Chebyshev hibrit 

polinomları  
𝑇𝑛𝐻(𝑥)       𝑇𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 1, 𝑥; 2𝑥, −1) 

İkinci çeşit Chebyshev hibrit 

polinomları 
𝑈𝑛𝐻(𝑥)       𝑈𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 0,1; 2𝑥, −1) 

Jacobsthal hibrit polinomları 𝐽𝑛𝐻(𝑥)       𝐽𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 0,1; 1,2𝑥) 

Jacobsthal-Lucas hibrit 

polinomları 
𝑗𝑛𝐻(𝑥)       𝑗𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 2,1; 1,2𝑥) 

Birinci çeşit Morgan-Voyce hibrit 

polinomları 
𝐵𝑛𝐻(𝑥)       𝐵𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 0,1; 𝑥 + 2,−1) 

İkinci çeşit Morgan-Voyce hibrit 

polinomları 
𝐶𝑛𝐻(𝑥) 𝐶𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 2, 𝑥 + 2; 𝑥 + 2,−1) 

Vieta hibrit polinomları 𝑉𝑛𝐻(𝑥)       𝑉𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 0,1; 𝑥, −1) 

Vieta-Lucas hibrit polinomları 𝑣𝑛𝐻(𝑥)       𝑣𝑛𝐻(𝑥) (𝑥: 2, 𝑥; 𝑥, −1) 

Horadam hibrit polinomları 𝐻𝑛𝐻(𝑥)       𝐻𝑛𝐻(𝑥)(𝑥: 𝑎, 𝑏𝑥: 𝑝𝑥, 𝑞) 
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Genelleştirilmiş Fibonacci hibrit polinom dizilerini, genelleştirilmiş Fibonacci tipli 

hibrit polinom dizileri, {𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥)}𝑛≥0 ve genelleştirilmiş Lucas tipli hibrit polinom 

dizileri, {𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥)}𝑛≥0 olmak üzere iki tipte verebiliriz. Bu durumda genelleştirilmiş 

Fibonacci tipli hibrit polinom dizileri; Tablo 4.1 de verilen Fibonacci hibrit polinom 

dizilerini {𝐹𝑛𝐻(𝑥)}, ℎ(𝑥)-Fibonacci hibrit polinom dizilerini {𝐹ℎ,𝑛𝐻(𝑥)}, iki değişkenli 

Fibonacci hibrit polinom dizilerini {𝑓𝑛𝐻(𝑥)}, Pell hibrit polinom dizilerini {𝑃𝑛𝐻(𝑥)}, 

Fermat hibrit polinom dizilerini {𝛷𝑛𝐻(𝑥)}, Chebyshev ikinci tür hibrit polinom 

dizilerini {𝑈𝑛𝐻(𝑥)},  Jacobsthal hibrit polinom dizilerini {𝐽𝑛𝐻(𝑥)}, Morgan-Voyce 

birinci tür hibrit polinom dizilerini {𝐵𝑛𝐻(𝑥)} ve Vieta hibrit polinom dizilerini 

{𝑉𝑛𝐻(𝑥)} kapsamaktadır. Lucas tipli hibrit polinom dizileri; Tablo 4.1 de verilen Lucas 

hibrit polinom dizilerini { 𝐿𝑛𝐻(𝑥)}, iki değişkenli Lucas hibrit polinom dizilerini 

{𝑙𝑛𝐻(𝑥)}, ℎ(𝑥)-Lucas hibrit polinom dizilerini {𝐿ℎ,𝑛𝐻(𝑥)}, Pell-Lucas hibrit polinom 

dizilerini {𝑄𝑛𝐻(𝑥)}, Pell-Lucas-prime hibrit polinom dizilerini {𝑄′𝑛𝐻(𝑥)}, Fermat-

Lucas hibrit polinom dizilerini {𝜗𝑛𝐻(𝑥)}, Chebyshev birinci tür hibrit polinom 

dizilerini {𝑇𝑛𝐻(𝑥)}, Jacobsthal-Lucas hibrit polinom dizilerini {𝑗𝑛𝐻(𝑥)} ve Morgan 

Voyce ikinci tip hibrit polinom dizilerini {𝐶𝑛𝐻(𝑥)}, Vieta-Lucas hibrit polinom 

dizilerini {𝑣𝑛𝐻(𝑥)} kapsamaktadır. 

Tanım 4.2: 𝑖2 = −1, 𝜀2 = 0, ℎ2 = 1, 𝑖ℎ = −ℎ𝑖 = 𝜀 + 𝑖 ve 𝐹𝑛(𝑥) 𝑛-inci 

genelleştirilmiş Fibonacci tipli polinomu,  𝐿𝑛(𝑥) 𝑛-inci genelleştirilmiş Lucas tipli 

polinomu olmak üzere sırasıyla 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit polinomu, 

𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥) ve 𝑛-inci genelleştirilmiş Lucas tipli hibrit polinomu, 𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥) 

                   𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥) = 𝐹𝑛(𝑥) + 𝑖𝐹𝑛+1(𝑥) + 𝜀𝐹𝑛+2(𝑥) + ℎ𝐹𝑛+3(𝑥)                            (4.2) 

                   𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥) = 𝐿𝑛(𝑥) + 𝑖𝐿𝑛+1(𝑥) + 𝜀𝐿𝑛+2(𝑥) + ℎ𝐿𝑛+3(𝑥)                           (4.3) 

ile tanımlanır. Genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit polinom dizileri {𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥)}𝑛≥0 ve 

genelleştirilmiş Lucas tipli hibrit polinom dizileri {𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥)}𝑛≥0  ile gösterilir 

(Taşyurdu ve Şahin, 2022). 

Tanım 4.2 kullanılarak genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit ve Lucas tipli hibrit 

polinomları bulunurken genelleştirilmiş Fibonacci tipli ve Lucas tipli polinom 

dizilerinin terimlerine ihtiyaç duyulmaktadır. Bu hibrit polinomları da genelleştirilmiş 



Fibonacci tipli ve Lucas tipli polinom dizilerinin rekürans bağıntısına benzer 

bağıntılarla da sunulabilir.  

(4.1) eşitliği kullanılarak, genelleştirilmiş Fibonacci hibrit polinom dizilerinin rekürans 

bağıntısı aşağıdaki teorem ile verilmiştir.  

Teorem 4.3: 𝑛 ≥ 2 için 

𝐺0𝐻(𝑥) = 𝑝0(𝑥) + 𝑖𝑝1(𝑥) + 𝜀(𝑑(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑝0(𝑥)) 

                   +ℎ(𝑑2(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑑(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝0(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑝1(𝑥)) 

𝐺1𝐻(𝑥) = 𝑝1(𝑥) + 𝑖(𝑑(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑝0(𝑥)) 

                   +𝜀(𝑑2(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑑(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝0(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑝1(𝑥)) 

          +ℎ(𝑑3(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑑2(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝0(𝑥) + 2𝑑(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑔2(𝑥)𝑝0(𝑥)) 

başlangıç değerleri olmak üzere genelleştirilmiş Fibonacci hibrit polinom dizilerinin 

rekürans bağıntısı 

                            𝐺𝑛𝐻(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝐺𝑛−1𝐻(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐺𝑛−2(𝑥)𝐻(𝑥)                               (4.4) 

ile tanımlanır (Taşyurdu ve Şahin, 2022). 

İspat: (3.1) ve (4.1.) eşitliklerinden  

𝑑(𝑥)𝐺𝑛−1𝐻(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐺𝑛−2(𝑥)𝐻(𝑥) 

                             = 𝑑(𝑥)(𝐺𝑛−1(𝑥) + 𝑖𝐺𝑛(𝑥) + 𝜀𝐺𝑛+1(𝑥) + ℎ𝐺𝑛+2(𝑥)) 

                                +𝑔(𝑥)(𝐺𝑛−2(𝑥) + 𝑖𝐺𝑛−1(𝑥) + 𝜀𝐺𝑛(𝑥) + ℎ𝐺𝑛+1(𝑥)) 

                             = 𝑑(𝑥)𝐺𝑛−1(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐺𝑛−2(𝑥) + 𝑖(𝑑(𝑥)𝐺𝑛(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐺𝑛−1(𝑥)) 

                             = 𝜀(𝑑(𝑥)𝐺𝑛+1(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐺𝑛(𝑥)) + ℎ(𝑑(𝑥)𝐺𝑛+2(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐺𝑛+1(𝑥)) 

                             = 𝐺𝑛(𝑥) + 𝑖𝐺𝑛+1(𝑥) + 𝜀𝐺𝑛+2(𝑥) + ℎ𝐺𝑛+3(𝑥) 

                             = 𝐺𝑛𝐻(𝑥) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Tablo 4.1 verilen 𝑝0(𝑥), 𝑝1(𝑥), 𝑑(𝑥) ve 𝑔(𝑥) değerleri Teorem 4.3 de kullanılırsa 

genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit polinom dizileri ve genelleştirilmiş Lucas tipli 

hibrit polinom dizilerinin rekürans bağıntıları elde edilir. 

Sonuç 4.4: 𝑛 ≥ 2 için 𝑑(𝑥) ve 𝑔(𝑥), ℚ[𝑥] de sıfır olmayan sabit polinomlar olmak 

üzere 

𝐺𝐹0(𝑥) = 𝑖 + 𝜀𝑑(𝑥) + ℎ(𝑑2(𝑥) + 𝑔(𝑥)),     

𝐺𝐹1(𝑥) = 1 + 𝑖𝑑(𝑥) + 𝜀(𝑑2(𝑥) + 𝑔(𝑥)) + ℎ(𝑑3(𝑥) + 2𝑑(𝑥)𝑔(𝑥)) 

başlangıç değerleri ile genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit polinom dizilerinin rekürans 

bağıntısı 

                         𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝐺𝐹𝑛−1𝐻(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐺𝐹𝑛−2(𝑥)𝐻(𝑥)                            

şeklinde ve |𝑝0| = 1 veya 2,  𝑝1(𝑥), 𝑑(𝑥) = 𝛼𝑝1(𝑥),  𝑔(𝑥) ℚ[𝑥] içinde sıfır olmayan 

sabit polinomlar, 𝛼 = 2/𝑝0 olmak üzere  

𝐺𝐿0(𝑥) = 𝑝0 + 𝑖𝑝1(𝑥) + 𝜀(𝑑(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑝0) 

                   +ℎ(𝑑2(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑑(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝0 + 𝑔(𝑥)𝑝1(𝑥)), 

𝐺𝐿1𝐻(𝑥) = 𝑝1(𝑥) + 𝑖(𝑑(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑝0) 

                     +𝜀(𝑑2(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑑(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝0 + 𝑔(𝑥)𝑝1(𝑥)) 

                     +ℎ(𝑑3(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑑2(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝0 + 2𝑑(𝑥)𝑔(𝑥)𝑝1(𝑥) + 𝑔2(𝑥)𝑝0). 

başlangıç değerleri ile genelleştirilmiş Lucas tipli hibrit polinom dizilerinin rekürans 

bağıntısı 

   𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥) = 𝑑(𝑥)𝐺𝐿𝑛−1𝐻(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐺𝐿𝑛−2(𝑥)𝐻(𝑥) 

şeklinde tanımlanır (Taşyurdu ve Şahin, 2022). 



4.2. Genelleştirilmiş Fibonacci Hibrit Polinomlarının Binet Formülleri ve Üreteç 

Fonksiyonları  

Bu bölümde genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas hibrit polinomları elde etmemizi 

sağlayan Binet formülleri ve üreteç fonksiyonları sunulmuştur. 

Teorem 4.5: 𝑛 ≥ 0 için 𝑡2 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)  =  0 denkleminin kökleri 𝜎(𝑥) ve 𝜌(𝑥), 

olmak üzere  

𝜎̂(𝑥) = 1 + 𝑖𝜎(𝑥) + 𝜀𝜎2(𝑥) + ℎ𝜎3(𝑥) 

𝜌̂(𝑥) = 1 + 𝑖𝜌(𝑥) + 𝜀𝜌2(𝑥) + ℎ𝜌3(𝑥) 

için genelleştirilmiş Fibonacci hibrit polinomlarının Binet formülü 

𝐺𝑛𝐻(𝑥) =
𝑝1(𝑥)(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)) + 𝑝0(𝑥)𝑔(𝑥)(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛−1(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛−1(𝑥))

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
 

şeklindedir (Taşyurdu ve Şahin, 2022). 

İspat: (3.2) eşitliği ile verilen 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci polinomunun Binet 

formülünü (4.1) eşitliğinde kullanılırsa  

𝐺𝑛𝐻(𝑥) = 𝐺𝑛(𝑥) + 𝑖𝐺𝑛+1(𝑥) + 𝜀𝐺𝑛+2(𝑥) + ℎ𝐺𝑛+3(𝑥) 

                = (
𝑝1(𝑥)(𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥)) + 𝑝0(𝑥)𝑔(𝑥)(𝜎𝑛−1(𝑥) − 𝜌𝑛−1(𝑥))

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
) 

                 +𝑖 (
𝑝1(𝑥)(𝜎𝑛+1(𝑥) − 𝜌𝑛+1(𝑥)) + 𝑝0(𝑥)𝑔(𝑥)(𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛(𝑥))

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
) 

                +𝜀 (
𝑝1(𝑥)(𝜎𝑛+2(𝑥) − 𝜌𝑛+2(𝑥)) + 𝑝0(𝑥)𝑔(𝑥)(𝜎𝑛+1(𝑥) − 𝜌𝑛+1(𝑥))

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
) 

                +ℎ (
𝑝1(𝑥)(𝜎𝑛+3(𝑥) − 𝜌𝑛+3(𝑥)) + 𝑝0(𝑥)𝑔(𝑥)(𝜎𝑛+2(𝑥) − 𝜌𝑛+2(𝑥))

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
) 

               =
𝑝1(𝑥)(1 + 𝑖𝜎(𝑥) + 𝜀𝜎2(𝑥) + ℎ𝜎3(𝑥))𝜎𝑛(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
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               −
𝑝1(𝑥)(1 + 𝑖𝜌(𝑥) + 𝜀𝜌2(𝑥) + ℎ𝜌3(𝑥))𝜌𝑛(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
 

               +
𝑝0(𝑥)𝑔(𝑥)(1 + 𝑖𝜎(𝑥) + 𝜀𝜎2(𝑥) + ℎ𝜎3(𝑥))𝜎𝑛−1(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
 

               −
𝑝0(𝑥)𝑔(𝑥)(1 + 𝑖𝜌(𝑥) + 𝜀𝜌2(𝑥) + ℎ𝜌3(𝑥))𝜌𝑛−1(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
 

olup 𝜎̂(𝑥) = 1 + 𝑖𝜎(𝑥) + 𝜀𝜎2(𝑥) + ℎ𝜎3(𝑥) ve 𝜌̂(𝑥) = 1 + 𝑖𝜌(𝑥) + 𝜀𝜌2(𝑥) + ℎ𝜌3(𝑥) 

için genelleştirilmiş Fibonacci hibrit polinomlarının Binet formülü 

𝐺𝑛𝐻(𝑥) =
𝑝1(𝑥)(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)) + 𝑝0(𝑥)𝑔(𝑥)(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛−1(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛−1(𝑥))

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Tablo 4.1 verilen 𝑝0(𝑥), 𝑝1(𝑥), 𝑑(𝑥) ve 𝑔(𝑥) değerleri Teorem 4.5 te kullanılırsa 

genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit ve Lucas tipli hibrit polinomlarının Binet 

formülleri elde edilir. 

Sonuç 4.6: 𝑛 ≥ 0 için 𝛼 = 2/𝑝0 ve 𝜎(𝑥), 𝜌(𝑥), 𝑡2 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)  =  0 denkleminin 

kökleri ve  

𝜎̂(𝑥) = 1 + 𝑖𝜎(𝑥) + 𝜀𝜎2(𝑥) + ℎ𝜎3(𝑥) 

𝜌̂(𝑥) = 1 + 𝑖𝜌(𝑥) + 𝜀𝜌2(𝑥) + ℎ𝜌3(𝑥) 

olmak üzere genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit ve Lucas tipli hibrit polinomlarının 

Binet formülleri sırasıyla  

                                  𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥) =
𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
                                               (4.5) 

                                  𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥) =
𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) + 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)

𝛼
                                              (4.6) 

şeklindedir (Taşyurdu ve Şahin, 2022). 



Şimdi genelleştirilmiş Fibonacci hibrit polinom dizileri için üreteç fonksiyonu aşağıdaki 

teoremle verilecektir. 

Teorem 4.7: Genelleştirilmiş Fibonacci hibrit polinom dizileri için üreteç fonksiyonu 

𝑔(𝑡) = ∑ 𝐺𝑛𝐻(𝑥)𝑡𝑛 =

∞

𝑛=0

𝐺0𝐻(𝑥) + 𝐺1𝐻(𝑥)𝑡 − 𝑑(𝑥)𝐺0𝐻(𝑥)𝑡

1 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)𝑡2
 

dir (Taşyurdu ve Şahin, 2022). 

İspat: Tanım 2.20 den genelleştirilmiş Fibonacci hibrit polinom dizileri için üreteç 

fonksiyonu 

𝑔(𝑡) = ∑ 𝐺𝑛𝐻(𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

 yazılabilir. Buradan (4.4) eşitliği kullanılırsa 

𝑔(𝑡) = ∑ 𝐺𝑛𝐻(𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

          = 𝐺0𝐻(𝑥) + 𝐺1𝐻(𝑥)𝑡 + ∑ 𝐺𝑛𝐻(𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=2

 

          = 𝐺0𝐻(𝑥) + 𝐺1𝐻(𝑥)𝑡 + ∑(𝑑(𝑥)𝐺𝑛−1𝐻(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐺𝑛−2𝐻(𝑥))𝑡𝑛

∞

𝑛=2

 

          = 𝐺0𝐻(𝑥) + 𝐺1𝐻(𝑥)𝑡 + 𝑑(𝑥)𝑡 ∑ 𝐺𝑛𝐻(𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

− 𝑑(𝑥)𝐺0𝐻(𝑥)𝑡 

             +𝑔(𝑥)𝑡2 ∑ 𝐺𝑛(𝑥)𝐻𝑡𝑛

∞

𝑛=0

            

         = 𝐺0𝐻(𝑥) + 𝐺1𝐻(𝑥)𝑡 + 𝑑(𝑥)𝑡𝑔(𝑡) − 𝑑(𝑥)𝐺0𝐻(𝑥)𝑡 + 𝑔(𝑥)𝑡2𝑔(𝑡) 

olup 

(1 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)𝑡2)𝑔(𝑡) = 𝐺0𝐻(𝑥) + 𝐺1𝐻(𝑥)𝑡 − 𝑑(𝑥)𝐺0𝐻(𝑥)𝑡 

elde edilir.  



67 

 

Buradan genelleştirilmiş Fibonacci hibrit polinom dizileri için üreteç fonksiyonu 

𝑔(𝑡) =
𝐺0𝐻(𝑥) + 𝐺1𝐻(𝑥)𝑡 − 𝑑(𝑥)𝐺0𝐻(𝑥)𝑡

1 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)𝑡2
 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Tablo 4.1 verilen 𝑝0(𝑥), 𝑝1(𝑥), 𝑑(𝑥) ve 𝑔(𝑥) değerleri Teorem 4.7 de kullanılırsa 

genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit ve Lucas tipli hibrit polinom dizileri için üreteç 

fonksiyonları elde edilir. 

Sonuç 4.8: Genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit ve Lucas tipli hibrit polinomlarının 

üreteç fonksiyonları sırasıyla  

𝑓(𝑡) = ∑ 𝐹𝑛𝐻(𝑥)𝑡𝑛 =

∞

𝑛=0

𝐹0𝐻(𝑥) + 𝐹1𝐻(𝑥)𝑡 − 𝑑(𝑥)𝐹0𝐻(𝑥)𝑡

1 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)𝑡2
 

    𝑙(𝑡) = ∑ 𝐿𝑛𝐻(𝑥)𝑡𝑛 =

∞

𝑛=0

𝐿0𝐻(𝑥) + 𝐿1𝐻(𝑥)𝑡 − 𝑑(𝑥)𝐺0𝐻(𝑥)𝑡

1 − 𝑑(𝑥)𝑡 − 𝑔(𝑥)𝑡2
 

şeklindedir (Taşyurdu ve Şahin, 2022). 

4.3. Genelleştirilmiş Fibonacci Hibrit Polinomlarının Matris Temsilleri ve 

Özellikleri 

Bu bölümde, genelleştirilmiş Fibonacci hibrit polinomları için matris temsilleri 

sunulmuştur. Daha sonra Catalan, Cassini, d'Ocagne ve Honsberger eşitliği gibi önemli 

eşitlikler sunulmuştur. Ayrıca genelleştirilmiş Fibonacci hibrit polinomlarının bazı 

özellikleri ve aralarındaki ilişkiler verilmiştir. 

Theorem 4.9: 𝑛 ≥ 0 bir tamsayı ve 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci hibrit polinomu 

𝐺𝑛𝐻(𝑥) olmak üzere  

[
𝐺𝑛+2𝐻(𝑥) 𝐺𝑛+1𝐻(𝑥)

𝐺𝑛+1𝐻(𝑥) 𝐺𝑛𝐻(𝑥)
] = [

𝐺2𝐻(𝑥) 𝐺1𝐻(𝑥)

𝐺1𝐻(𝑥) 𝐺0𝐻(𝑥)
] [

𝑑(𝑥) 1
𝑔(𝑥) 0

]
𝑛

 

dir (Taşyurdu ve Şahin, 2022). 



İspat: İspat 𝑛 üzerinden tümevarım yöntemi kullanılarak yapılabilir. 𝑛 =  0,1 için 

iddianın doğru olduğu açıktır. Şimdi iddianın 𝑛 ∈ ℤ+ için doğru olduğunu kabul edip  

𝑛 + 1 için doğru olduğunu gösterelim. Yani 𝑛  için 

[
𝐺𝑛+2𝐻(𝑥) 𝐺𝑛+1𝐻(𝑥)

𝐺𝑛+1𝐻(𝑥) 𝐺𝑛𝐻(𝑥)
] = [

𝐺2𝐻(𝑥) 𝐺1𝐻(𝑥)

𝐺1𝐻(𝑥) 𝐺0𝐻(𝑥)
] [

𝑑(𝑥) 1
𝑔(𝑥) 0

]
𝑛

 

olduğunu kabul edip  

[
𝐺𝑛+3𝐻(𝑥) 𝐺𝑛+2𝐻(𝑥)

𝐺𝑛+2𝐻(𝑥) 𝐺𝑛+1𝐻(𝑥)
] = [

𝐺2𝐻(𝑥) 𝐺1𝐻(𝑥)

𝐺1𝐻(𝑥) 𝐺0𝐻(𝑥)
] [

𝑑(𝑥) 1

𝑔(𝑥) 0
]
𝑛+1

 

olduğunu gösterelim. Buradan (4.4) eşitliği kabulümüzde kullanılırsa  

[
𝐺2𝐻(𝑥) 𝐺1𝐻(𝑥)

𝐺1𝐻(𝑥) 𝐺0𝐻(𝑥)
] [

𝑑(𝑥) 1
𝑔(𝑥) 0

]
𝑛+1

= [
𝐺2𝐻(𝑥) 𝐺1𝐻(𝑥)

𝐺1𝐻(𝑥) 𝐺0𝐻(𝑥)
] [

𝑑(𝑥) 1
𝑔(𝑥) 0

]
𝑛

[
𝑑(𝑥) 1
𝑔(𝑥) 0

] 

                                         = [
𝐺𝑛+2𝐻(𝑥) 𝐺𝑛+1𝐻(𝑥)

𝐺𝑛+1𝐻(𝑥) 𝐺𝑛𝐻(𝑥)
] [

𝑑(𝑥) 1
𝑔(𝑥) 0

] 

                                                              = [
𝑑(𝑥)𝐺𝑛+2𝐻(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐺𝑛+1𝐻(𝑥) 𝐺𝑛+2𝐻(𝑥)

𝑑(𝑥)𝐺𝑛+1𝐻(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝐺𝑛𝐻(𝑥) 𝐺𝑛+1𝐻(𝑥)
] 

                    = [
𝐺𝑛+3𝐻(𝑥) 𝐺𝑛+2𝐻(𝑥)

𝐺𝑛+2𝐻(𝑥) 𝐺𝑛+1𝐻(𝑥)
], 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

Tablo 4.1 verilen 𝑝0(𝑥), 𝑝1(𝑥), 𝑑(𝑥) ve 𝑔(𝑥) değerleri Teorem 4.9 da kullanılırsa 

genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit ve Lucas tipli hibrit polinomlarının dizilerinin 

matris temsilleri elde edilir. 

Sonuç 4.10: 𝑛 ≥ 0 bir tamsayı, 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit polinomu 

𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥) ve 𝑛-inci genelleştirilmiş Lucas tipli hibrit polinomu 𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥)  olmak üzere  

[
𝐺𝐹𝑛+2𝐻(𝑥) 𝐺𝐹𝑛+1𝐻(𝑥)

𝐺𝐹𝑛+1𝐻(𝑥) 𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥)
] = [

𝐺𝐹2𝐻(𝑥) 𝐺𝐹1𝐻(𝑥)

𝐺𝐹1𝐻(𝑥) 𝐺𝐹0𝐻(𝑥)
] [

𝑑(𝑥) 1
𝑔(𝑥) 0

]
𝑛

 

[
𝐺𝐿𝑛+2𝐻(𝑥) 𝐺𝐿𝑛+1𝐻(𝑥)

𝐺𝐿𝑛+1𝐻(𝑥) 𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥)
] = [

𝐺𝐿2𝐻(𝑥) 𝐺𝐿1𝐻(𝑥)

𝐺𝐿1𝐻(𝑥) 𝐺𝐿0𝐻(𝑥)
] [

𝑑(𝑥) 1
𝑔(𝑥) 0

]
𝑛

 

dir (Taşyurdu ve Şahin, 2022). 
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Aşağıdaki teoremlerle genelleştirilmiş Fibonacci tipli ve Lucas tipli hibrit polinomları 

için Catalan, Cassini, d'Ocagne ve Honsberger eşitliği gibi önemli eşitlikler, özellikler 

ve ve aralarındaki ilişkiler verilmiştir 

Teorem 4.11: (Catalan Eşitliği):  0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛 için 

i. 𝐺𝐹𝑛+𝑟𝐻(𝑥)𝐺𝐹𝑛−𝑟𝐻(𝑥) − (𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥))
2

= 

(−𝑔(𝑥))𝑛[𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)(1 − 𝜎𝑟(𝑥)𝜌−𝑟(𝑥)) + 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)(1 − 𝜌𝑟(𝑥)𝜎−𝑟(𝑥))]

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))2
 

ii. 𝐺𝐿𝑛+𝑟𝐻(𝑥)𝐺𝐿𝑛−𝑟𝐻(𝑥) − (𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥))
2

= 

(−𝑔(𝑥))𝑛[𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)(𝜎𝑟(𝑥)𝜌−𝑟(𝑥) − 1) + 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)(𝜌𝑟(𝑥)𝜎−𝑟(𝑥) − 1)]

𝛼2
 

dir (Taşyurdu ve Şahin, 2022). 

İspat: i. (4.5) eşitliği ile verilen 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit 

polinomunun Binet formülü kullanılırsa 

𝐺𝐹𝑛+𝑟𝐻(𝑥)𝐺𝐹𝑛−𝑟𝐻(𝑥) − (𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥))
2
 

=
(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛+𝑟(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛+𝑟(𝑥))(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛−𝑟(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛−𝑟(𝑥))

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))2
 

−
(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥))(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥))

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))2
 

=
𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)(1 − 𝜎𝑟(𝑥)𝜌−𝑟(𝑥)) + 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)𝜎𝑛(𝑥)(1 − 𝜌𝑟(𝑥)𝜎−𝑟(𝑥))

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))2
 

=
(−𝑔(𝑥))𝑛[𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)(1 − 𝜎𝑟(𝑥)𝜌−𝑟(𝑥)) + 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)(1 − 𝜌𝑟(𝑥)𝜎−𝑟(𝑥))]

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))2
. 

elde edilir.  



ii. İspat i. şıkkın ispatındaki düşünceye benzer olarak, (4.6) eşitliği ile verilen 𝑛-inci 

genelleştirilmiş Lucas tipli hibrit polinomunun Binet formülü kullanılarak yapılabilir. 

Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Cassini eşitliği Catalan eşitliğinin özel bir durumudur. Teorem 4.11 de 𝑟 = 1 alınırsa, 

genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit ve Lucas tipli hibrit polinomları için Cassini 

eşitlikleri elde edilir. Böylece aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.12 (Cassini’s Eşitliği): 1 ≤ 𝑛 için 

i. 𝐺𝐹𝑛+1𝐻(𝑥)𝐺𝐹𝑛−1𝐻(𝑥) − (𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥))
2
 

=
(−𝑔(𝑥))

𝑛
[𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)(1 − 𝜎(𝑥)𝜌−1(𝑥)) + 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)(1 − 𝜌(𝑥)𝜎−1(𝑥))]

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))2
 

ii. 𝐺𝐿𝑛+1𝐻(𝑥)𝐺𝐿𝑛−1𝐻(𝑥) − (𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥))
2
 

=
(−𝑔(𝑥))

𝑛
[𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)(𝜎(𝑥)𝜌−1(𝑥) − 1) + 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)(𝜌(𝑥)𝜎−1(𝑥) − 1)]

𝛼2
. 

dir (Taşyurdu ve Şahin, 2022). 

Teorem 4.13 (Honsberger Eşitliği): 𝑛,𝑚 ≥ 0 için  

i. 𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥)𝐺𝐹𝑚𝐻(𝑥) + 𝐺𝐹𝑛+1𝐻(𝑥)𝐺𝐹𝑚+1𝐻(𝑥) =
𝜎̂2(𝑥)𝜎𝑛+𝑚(𝑥)(1+𝜎2(𝑥))

(𝜎(𝑥)−𝜌(𝑥))2
 

+
(𝑔(𝑥) − 1)(𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥)𝜌𝑚(𝑥) + 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)𝜎𝑚(𝑥))

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))2
 

     +
(𝜌̂2(𝑥)𝜌𝑛+𝑚(𝑥)(1 + 𝜌2(𝑥))

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))2
                           

ii. 𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥)𝐺𝐿𝑚𝐻(𝑥) + 𝐺𝐿𝑛+1𝐻(𝑥)𝐺𝐿𝑚+1𝐻(𝑥) =
𝜎̂2(𝑥)𝜎𝑛+𝑚(𝑥)(1−𝜎2(𝑥))

𝛼2
 

+
(1 + 𝑔(𝑥))(𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥)𝜌𝑚(𝑥) + 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)𝜎𝑚(𝑥))

𝛼2
 

     +
(𝜌̂2(𝑥)𝜌𝑛+𝑚(𝑥)(1 − 𝜌2(𝑥))

𝛼2
                           

dir (Taşyurdu ve Şahin, 2022). 
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İspat: i. (4.5) eşitliği ile verilen 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit 

polinomunun Binet formülü kullanılırsa 

𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥)𝐺𝐹𝑚𝐻(𝑥) + 𝐺𝐹𝑛+1𝐻(𝑥)𝐺𝐹𝑚+1𝐻(𝑥) 

   =
(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥))(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑚(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑚(𝑥))

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))2
 

     +
(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛+1(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛+1(𝑥))(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑚+1(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑚+1(𝑥))

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))2
 

   =
𝜎̂2(𝑥)𝜎𝑛+𝑚(𝑥)(1 + 𝜎2(𝑥)) − 𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥)𝜌𝑚(𝑥)(1 + 𝜎(𝑥)𝜌(𝑥))

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))2
 

     −
𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)𝜎𝑚(𝑥)(1 + 𝜌(𝑥)𝜎(𝑥)) − 𝜌2(𝑥)𝜌𝑛+𝑚(1 + 𝜌2(𝑥))

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))2
 

=
𝜎̂2(𝑥)𝜎𝑛+𝑚(𝑥)(1 + 𝜎2(𝑥)) + (𝑔(𝑥) − 1)(𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥)𝜌𝑚(𝑥) + 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)𝜎𝑚(𝑥)) + (𝜌̂2(𝑥)𝜌𝑛+𝑚(𝑥)(1 + 𝜌2(𝑥))

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))2  

elde edilir.  

ii. İspat i. şıkkın ispatındaki düşünceye benzer olarak, (4.6) eşitliği ile verilen 𝑛-inci 

genelleştirilmiş Lucas tipli hibrit polinomunun Binet formülü kullanılarak yapılabilir. 

Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Teorem 4.14 (d’Ocagne’s Eşitliği):  𝑛 < 𝑚 için 

  i.       𝐺𝐹𝑚𝐻(𝑥)𝐺𝐹𝑛+1𝐻(𝑥) − 𝐺𝐹𝑚+1𝐻(𝑥)𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥) 

= (−𝑔(𝑥))
𝑛
[
𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)𝜎𝑚−𝑛(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝑎̂(𝑥)𝜌𝑚−𝑛(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
] 

  ii.      𝐺𝐿𝑚𝐻(𝑥)𝐺𝐿𝑛+1𝐻(𝑥) − 𝐺𝐿𝑚+1𝐻(𝑥)𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥) 

= (−𝑔(𝑥))
𝑛
(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)) [

−𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)𝜎𝑚−𝑛(𝑥) + 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)𝜌𝑚−𝑛(𝑥)

𝛼2
] 

dir (Taşyurdu ve Şahin, 2022). 



İspat: (4.5) eşitliği ile verilen 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit polinomunun 

Binet formülü kullanılırsa  

𝐺𝐹𝑚𝐻(𝑥)𝐺𝐹𝑛+1𝐻(𝑥) − 𝐺𝐹𝑚+1𝐻(𝑥)𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥) 

=
(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑚(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑚(𝑥))(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛+1(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛+1(𝑥))

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2  

  −
(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑚+1(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑚+1(𝑥))(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥))

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2  

=
𝜎̂2(𝑥)𝜎𝑚+𝑛+1(𝑥) − 𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)𝜎𝑚(𝑥)𝜌𝑛+1(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)𝜌𝑚(𝑥)𝜎𝑛+1(𝑥) + 𝜌̂2(𝑥)𝜌𝑚+𝑛+1(𝑥)

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2  

 −
𝜎̂2(𝑥)𝜎𝑚+𝑛+1(𝑥) − 𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)𝜎𝑚+1(𝑥)𝜌𝑛(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)𝜌𝑚+1(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) + 𝜌̂2(𝑥)𝜌𝑚+𝑛+1(𝑥)

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2  

=
𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)𝜎𝑚(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)(−𝜌(𝑥) + 𝜎(𝑥)) − 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)𝜌𝑚(𝑥)𝜎𝑛(𝑥)(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2  

=
𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)𝜎𝑚(𝑥)𝜌𝑛(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)𝜌𝑚(𝑥)𝜎𝑛(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝑏(𝑥)
 

= (−𝑔(𝑥))
𝑛
[
𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)𝜎𝑚−𝑛(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)𝜌𝑚−𝑛(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
] 

elde edilir.  

ii. İspat i. şıkkın ispatındaki düşünceye benzer olarak, (4.6) eşitliği ile verilen 𝑛-inci 

genelleştirilmiş Lucas tipli hibrit polinomunun Binet formülü kullanılarak yapılabilir. 

Dolayısıyla ispat tamamlanır. 

Genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit polinom dizileri {𝐺ℱ𝑛𝐻(𝑥)}𝑛≥0 ve genelleştirilmiş 

Lucas tipli hibrit polinom dizileri, {𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥)}𝑛≥0 için diğer bağıntılar aşağıdaki 

teoremde verilmiştir. 
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Teorem 4.15: 𝑚 ve 𝑛 pozitif tamsayıları için 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci tipli 

hibrit polinomu, 𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥) ve 𝑛-inci genelleştirilmiş Lucas tipli hibrit polinomu, 

𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥) olmak üzere  

i. 𝑔(𝑥)𝐺𝐹𝑛−1𝐻(𝑥) + 𝐺𝐹𝑛+1𝐻(𝑥) = 𝛼𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥) 

ii. (𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2
𝐺𝐹𝑛

2𝐻(𝑥) + 𝜎2𝐺𝐿𝑛
2 𝐻(𝑥) = 2(𝜎̂2(𝑥)𝜎2𝑛(𝑥) + 𝜌̂2(𝑥)𝜌2𝑛(𝑥)) 

iii. (𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2
𝐺𝐹𝑛

2𝐻(𝑥) − 𝜎2(𝑥)𝐺𝐿𝑛
2 𝐻(𝑥) = 2(−𝑔(𝑥))

𝑛
(−𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)) 

iv. 𝐺𝐹𝑛+2𝐻(𝑥) + 𝑔2𝐺𝐹𝑛−2𝐻(𝑥) = (𝜎2(𝑥) + 𝜌2(𝑥))𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥) 

v. 𝛼(𝐺𝐿𝑚𝐻(𝑥)𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥) + 𝐺𝐹𝑚(𝑥)𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥)) =  
2𝜎̂(𝑥)2𝜎𝑛+𝑚(𝑥)−2𝜌̂2(𝑥)𝜌𝑛+𝑚(𝑥)

𝜎(𝑥)−𝜌(𝑥)
 

bağıntıları sağlanır (Taşyurdu ve Şahin, 2022). 

İspat: 𝜎(𝑥)𝜌(𝑥) = −𝑔(𝑥) olmak üzere 

i. (4.5) eşitliği ile verilen 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit polinomunun 

Binet formülü kullanılırsa 

             𝑔(𝑥)𝐺𝐹𝑛−1𝐻(𝑥) + 𝐺𝐹𝑛+1𝐻(𝑥) 

                 = 𝑔(𝑥) (
𝑎̂(𝑥)𝜎𝑛−1(𝑥) − 𝜌̂ (𝑥)𝜌𝑛−1(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
) + (

𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛+1(𝑥) − 𝜌̂(𝑥) 𝜌𝑛+1(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
) 

                =
𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥)(𝑔(𝑥)𝜎−1(𝑥) + 𝜎(𝑥)) + 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)(−𝑔(𝑥)𝜌−1(𝑥) − 𝜌(𝑥))

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
 

                = 𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) + 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)         

                = 𝛼𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥) 

             olup istenilen elde edilir. 

 



ii. (4.5) ve (4.6) eşitlikleri ile verilen sırasıyla 𝑛-inci genelleştirilmiş Lucas tipli 

hibrit polinomunun ve 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit polinomunun 

Binet formülleri kullanılarak 

      (𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))2𝐺𝐹𝑛
2𝐻(𝑥) + 𝜎2𝐺𝐿𝑛

2 𝐻(𝑥) 

                  = (𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))2 (
𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌 ̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
)

2

+ 𝛼2 (
𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) + 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)

𝛼
)

2

 

           = (𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2
(
𝜎̂2(𝑥)𝜎2𝑛(𝑥) − 𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥)𝜌𝑛(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) + 𝜌̂2(𝑥)𝜌2𝑛(𝑥)

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2 ) 

                  +𝜎2 (
𝜎̂2(𝑥)𝜎2𝑛(𝑥) + 𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥)𝜌𝑛(𝑥) + 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) + 𝜌̂2(𝑥)𝜌2𝑛(𝑥)

𝛼2 ) 

               = 2(𝜎̂2(𝑥)𝜎2𝑛(𝑥) + 𝜌̂2(𝑥)𝜌2𝑛(𝑥)) 

             olup istenilen elde edilir. 

iii. (4.5) ve (4.6) eşitlikleri ile verilen sırasıyla 𝑛-inci genelleştirilmiş Lucas tipli 

hibrit polinomunun ve 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit polinomunun 

Binet formülleri kullanılarak 

       (𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2
𝐺𝐹𝑛

2𝐻(𝑥) − 𝜎2𝐺𝐿𝑛
2 𝐻(𝑥) 

               = (𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2
(
𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
)

2

− 𝜎2 (
𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) + 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)

𝛼
)

2

 

            = (𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2
(
𝜎̂2(𝑥)𝜎2𝑛(𝑥) − 𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥)𝜌𝑛(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) + 𝜌̂2(𝑥)𝜌2𝑛(𝑥)

(𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥))
2 ) 

              −𝜎2 (
𝜎̂2(𝑥)𝜎2𝑛(𝑥) + 𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥)𝜌𝑛(𝑥) + 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) + 𝜌̂2(𝑥)𝜌2𝑛(𝑥)

𝛼2
) 

              = 2(−𝑔(𝑥))
𝑛
(−𝜎̂(𝑥)𝜌̂(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜎̂(𝑥)) 

             olup istenilen elde edilir. 
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iv. (4.5) eşitliği ile verilen 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit polinomunun 

Binet formülü kullanılırsa 

              𝐺𝐹𝑛+2𝐻(𝑥) + 𝑔2𝐺𝐹𝑛−2𝐻(𝑥) 

=
(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛+2(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛+2(𝑥)) + 𝑔2(𝑥)(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛−2(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛−2(𝑥))

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
      

          =
𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥)(𝜎2(𝑥) + 𝑔2𝜎−2(𝑥)) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)(𝜌2(𝑥) + 𝑔2𝜌−2(𝑥))

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
         

                =
(𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥))(𝜎2(𝑥) + 𝜌2(𝑥))

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
       

                = (𝜎2(𝑥) + 𝜌2(𝑥))𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥) 

             olup istenilen elde edilir 

v. (4.5) ve (4.6) eşitlikleri ile verilen sırasıyla 𝑛-inci genelleştirilmiş Lucas tipli 

hibrit polinomunun ve 𝑛-inci genelleştirilmiş Fibonacci tipli hibrit polinomunun 

Binet formülleri kullanılarak 

              𝛼(𝐺𝐿𝑚𝐻(𝑥)𝐺𝐹𝑛𝐻(𝑥) + 𝐺𝐹𝑚𝐻(𝑥)𝐺𝐿𝑛𝐻(𝑥)) 

                = 𝛼 [(
𝜎̂(𝑥)𝜎𝑚(𝑥) + 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑚(𝑥)

𝛼
)(

𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
) 

                 + (
𝜎̂(𝑥)𝜎𝑛(𝑥) + 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑛(𝑥)

𝛼
)(

𝜎̂(𝑥) 𝜎𝑚(𝑥) − 𝜌̂(𝑥)𝜌𝑚(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
)] 

                 =
2𝜎̂2(𝑥)𝜎𝑛+𝑚(𝑥) − 2𝜌̂2(𝑥)𝜌𝑛+𝑚(𝑥)

𝜎(𝑥) − 𝜌(𝑥)
 

             olup istenilen elde edilir. Dolayısıyla ispat tamamlanır.  



5. SONUÇ ve ÖNERİLER 

5.1. Sonuçlar 

Bu çalışmada öncelikle genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas polinomlarının rekürans 

bağıntıları ile hibrit sayılarının tanımları kullanılarak genelleştirilmiş Fibonacci ve 

Lucas hibrit polinomları tanımlanmıştır. Bu polinomların dizileri oluşturmuş ve bu 

dizilerin rekürans bağıntısı tanımlanmıştır. Bu dizilerin herhangi bir terimini elde etmek 

için kendisinden önceki terimlerin bilinmesine ihtiyaç bırakmayan ve kapalı formül 

olarak bilinen Binet formülleri ve dizinin terimleri arasındaki ilişkiler elde edilmiştir. 

Ayrıca genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas hibrit polinomları için üreteç fonksiyonları, 

matris temsilleri ve özellikleri elde edilmiştir.  

Literatürde ikinci mertebeden rekürans bağıntılarla tanımlanan polinom dizileri ile hibrit 

sayıları üzerine birçok özel hibrit polinom dizileri vardır. Bu çalışmada sunulan 

tanımlar ve buna bağlı elde edilen sonuçlar ile hem literatürdeki birçok hibrit 

polinomları genelleştirilmiş hem de ikinci mertebeden rekürans bağıntılarıyla ilişkili 

yeni hibrit polinomları ve sonuçlar kazandırılmıştır. 

5.2. Öneriler 

Çalışmamızda elde ettiğimiz sonuçlar doğrultusunda araştırmacılara önerileri olarak, 

üçüncü mertebeden rekürans bağıntılarla tanımlanan genelleştirilmiş polinom dizileri 

için hibrit polinomlarının tanımlanabileceğini, bunların dizilerinin oluşturulabileceğini 

ve bu çalışmada elde edilen tüm sonuçların araştırılabileceğini ifade edebiliriz. 
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