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SIMGELER VE KISALTMALAR

viil

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler

Aciklama

Fibonacci dizisi
Lucas dizisi
Genellestirilmis Fibonacci dizisi
Genellestirilmis Lucas dizisi
n .ci Fibonacci sayisi
n.ci Lucas sayisi
n.ci genellestirilmis Fibonacci sayisi
n .ci genellestirilmis Lucas sayis1

Jacobsthal dizisi

Jacobsthal-Lucas dizisi
n.ci Jacobsthal sayisi

n.ci Jacobsthal-Lucas sayis1



1. GIRIS

Bu boliimde genellestirilmis Fibonacci, Lucas sayilarin1 ve Jacobsthal, Jacobsthal-

Lucas sayilarini goz oniine alacagiz.

1.1. Tanim

F ; n.ci Fibonacci sayisin1 gostermek lizere F;, =0 ve F, = 1 baslangi¢ kosullari

i¢cin ve her n > 2 tamsayisi i¢in Fibonacci sayilari

F,=F

n-1 + Fn-2
indirgeme bagintisi ile tanimlanir.

1.2. Tanim

L, ; n.ci Lucas sayisini gostermek tizere L, =2 ve L, =1 baslangi¢ kosullar i¢in ve

n?o

her n > 2 tamsayisi i¢in Lucas sayilari

Ln = Ln-l + Ln-2

indirgeme bagintisi ile tanimlanir.

Fibonacci ve Lucas dizilerinin degisik sekillerde genellestirilmeleri yapilmistir

[172)3,4]'

Biz ise bu c¢aligmada asagida tanimlar1 verilen genellestirilmis Fibonacci ve Lucas

dizilerini g6z Oniine alacagiz.



1.3. Tanim

Her n > 2 tamsayist igin genellestirilmis Fibonacci U, } dizisi ve p sifirdan farkli

bir pozitif tamsay1 olmak tizere

Un = pUn-l + Un—2

indirgeme bagintisi ile tanimlanir. Burada U, =0 ve U, =1 ’dir.

1.4. Tanim

Her n >2 tamsayisi igin genellestirilmis Lucas {V,} dizisi ve p sifirdan farkli bir

pozitif tamsay1 olmak {izere

V = an—l + I/)1—2

n

indirgeme bagintisi ile tanimlanir. Burada V, =2 ve V, = p ’dir.
Eger p=1 almirsa {U,} dizisi Fibonacci dizisine ve {V, } dizisi Lucas dizisine

doniistir.

Bugiine kadar Fibonacci sayilarini igeren bir¢ok formiil elde edilmistir. Biz
bunlardan bazi énemli formiilleri verelim. Ornegin Simson ve Catalan tarafindan

asagidaki formiiller bulunmustur [5,6,7].

Fn2 - F;l-an+1 = ( - 1)”'1

F?-F F

n n+k = n-k

~(-U"F;



Fn2+2 :FnFn+4 +(_1)”
Fn+4 _Fn :Ln+2
F,,+F, =3F

n+4 n+2

Benzer olarak {U, ! dizisi i¢in

u:-U,U,, ="

n+l

Uy =U,4U, = (-1)"U;

n+k

esitliklerini verebiliriz [8,9,10].

D.H. Lehmer tarafindan asagidaki ilging sonsuz toplam elde edilmistir [11].

L
F2i+1 4

itan'{
i=1

(1.1)

(1.2)

Daha sonra Melham ve Shanon, Lehmer’in vermis oldugu yukaridaki ilging sonsuz

toplam formiiliinii g6z oniine alarak benzer sekilde hem sonlu hem de sonsuz

Fibonacci ve Lucas sayilarini igeren asagidaki formiilleri elde etmislerdir [12,13].

n pozitif ¢ift tamsayisi igin

2
n+2

L
tan" F_,—tan" F, = tan'{”—+2

ve n pozitif tek tamsayisi i¢in



tan™ 1 +tan™ b = tan” 3
}:; 1:;+4 }:;+2

dir.

k cift pozitif tamsayis1 igin

n L .
> tan” (%J =tan'F,, —tan" F,
i=1

k+4i-2

ve k tek pozitif tamsayisi i¢in

Z(‘UH tan'l[ 3 ]:tan'l(LJ+(—1)n-1[ 1 j
=l Fiiain F, F,..,

dir.

k ¢ift pozitif tamsayisi i¢in

Ztan'(%} = % —tan F,
i=1

k+4i-2

ve k tek pozitif tamsayisi igin

3 ] -1( 1 )
=tan | —
Fain F,

i:(—l)i'1 tan'l(

dir. Yine

k cift tamsay1 ve k > 2 ise



ﬁFk+4i-2 +(_1)H3 _ F,+1
i=l Fk+4i—2+(_1)i3 Fk_l

dir.

k tek tamsay1 ve k£ >1 ise

w 2

H Fk+4i—2 +Lk+4i—2 _ Fk +1
2

i=1 Fk+4i—2 _Lk+4i—2 Fk -1

dir.

Melham ve Shannon yukaridaki formiillerin bir¢ogunu elde etmek i¢in asagidaki

esitliklerden yararlanmiglardir [14,15].

+
tan” x+tan” y = tan'l(%j ) xy <1

tan” x—tan”" y = tan'{ftj)ij ) xy > -1

+
tanh™ x + tanh™ y = tanh™ (u] )
1+ xy

tanh™ x —tanh™ y = tanh'l[u] )
I—xy

tanh'lx:lloge Irx). x| <1
2 I-x

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)



Fibonacci ve Lucas dizileri herkesge bilinen diziler olup bunlara benzer olarak
Jacobsthal tiirii olarak adlandirilan say1 dizileri de literatiirde tanimlanmis ve halen
incelenmektedir.

1.5. Tanim

J .

n?

n.ci Jacobsthal sayisini gostermek iizere J, =0 ve J, =1 baslangi¢ kosullar

icin ve her n > 2 i¢in Jacobsthal sayilari

J,=J,, +2J,,

indirgeme bagintisi ile tanimlanir.

1.6. Tanim

J,; n.ci Jacobsthal-Lucas sayisin1 gostermek iizere j, =2 ve j, =1 baslangi¢

kosullart i¢in ve her n > 2 i¢in Jacobsthal-Lucas sayilari

jn = jn-l +2jn-2

indirgeme bagintisi ile tanimlanir.

Fibonacci ve Lucas dizileri i¢in elde edilen esitliklerin birgogu Jacobsthal-Lucas

sayilar1 iginde elde edilmistir. Bunlardan bazilarini verelim [9,12].

Jn+kJ)1—k - an = 2"'k J/f( - 1)”""1 (18)
Jn + 4Jn—1 = jn (19)
jn = JrH—l + 2Jn—1 (110)



I, +45.., =9, (1.11)

2. GENELLESTIRILMIiS FIBONACCI VE LUCAS SAYILARINI iCEREN
BAZI FORMULLER

Bu boliimde ilerde kullanacagimiz bize gerekli olan bazi formiilleri elde edecegiz.

2.1. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci dizisi {U, }, Lucas dizisi {V, } ve her n>1 icin

Vn :pUn +2Un—l (21)

dir.

fspat

Ispat1 n lizerinden tiimevarimla yapalim. n =1 i¢gin iddianin dogrulugunu arastiralim.
Bagslangic kosullar1 U, =0 ve U, =1 i¢in V, =pU, +2U,=p olup n=1 igin
iddia dogrudur. Simdi herhangi bir n >1 sayist i¢in esitligin dogrulugunu kabul
edelim. Buna gore esitligin (n+1) i¢in dogru oldugunu gosterelim. Burada {V }

dizisinin indirgeme bagintisindan

e

n+l

= an +Vn—l

olup kabuliimiizden dolay1



Vn+l = p(l?Un + 2Un_1) + pUn_l + 2Un—2
= pZUn +2pU, , +pU, +2U,,
= p(l?Un +Un—l)+2(pUn—l +Un—2)

yazabiliriz. {U,} dizisinin indirgeme bagintisindan

V. =pU, +2U,

n+l

elde ederiz. Bu ise ispat1 tamamlar.

2.2. Teorem

{U,}; genellestirilmis Fibonacci, {V, }; genellestirilmis Lucas dizisi olmak {iizere

n>1 igin

V.-V, =pp’+4)U, , (2.2)

dir.

fspat

Teorem 2.1’den V.

a=pU,,+2U, ., ve V =pU, +2U,, olarak yazabiliriz.

n+4

Boylece

v

n+4

_Vn = pUn+4 + 2Un+3 _(pUn + 2Un—1)
=pU,,+2U,,-pU,-2U,,

elde edilir. Burada {U,} dizisinin indirgeme bagmtis1 kullanilir ve gerekli

diizenlemeleri yaparsak



V+4_Vn :p(p2+4)Un+2

n

elde ederiz.

2.3. Teorem

Her n >1 tamsayis1 ve genellestirilmis Fibonacci dizisi {U, } i¢in

Ury =UU,. +(-1)"p (2.3)
esitligi saglanir.

fspat

Es. 1.2°de k =2 alinirsa

Uu:-uU,,U,,=(-1)"U;

n+2

elde edilir. Burada {U} dizisinin indirgeme bagintisindan

U, = p olup buradan

U, -U,U,,=(-1)"p’

elde ederiz. Gerekli diizenlemeleri yapar ve n — n+ 2 aliirsa
U?

n+2

= UnUn+4 +(_1)”p2

elde edilir.



10

2.4. Teorem

Her n>1 i¢in

Un+4 - Un = pKH—Z (24)
dir.

fspat

{U,} dizisinin indirgeme bagintisindan

U = pUn+3 + Un+2
= p(pUrH—Z + Un+1) + pUn+l + Un

= p(pUrH—Z + 2Un+1) + Un

n+4

olur. Bu esitligin her iki tarafina — U, ’i ekler ve Es. 2.1 *den

U,.,-U, =pV

n+2

n+d"~ + Un_Un = an+2

sonucunu elde ederiz.

2.5. Teorem

Her n >1 ve genellestirilmis Fibonacci dizisi {U, } i¢in

Un+4 + Un = (172 + 2)Un+2 (25)

esitligi saglanir.

Ispat
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{U,} dizisinin indirgeme bagintisin1 goz oniine alirsak

Un+4 + Un = pUn+3 + Un+2 + Un

= p(l?UrH—Z + Un+1) + Un+2 + Un
= szn+2 + Un+2 + pUn+1 + Un
= szn+2 + Un+2 + Un+2

= (172 + 2)Un+2

esitligini elde ederiz.

2.6. Teorem

{U,} genellestirilmis Fibonacci, {V, } genellestirilmis Lucas dizileri ve her n pozitif

cift tamsayisi i¢in

U U Vv
tan™ [—’”4 J —tan” (—”J = tan”’ [p S j (2.6)
P p U,
dir.
jspat

U U
Es. 1.4 te x=—"* ve y =—" olarak alinirsa
p p

Un+4 Un

tan'l ( Un+4-J — tan_l (&j = tan_l —pU 5
p p n+aY
1+ 742

p
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u.-U :
— tan—l |:( n+l n j[ 5 p ]:|
p p + Un+4Un

u . ,-U
— tan” p(2 n+d o)
p +U,.U,

n+4

ifadesi elde edilir. n ¢ift say1 olmak {izere Es. 2.3 ve Es. 2.4 "ten

14
tan-l[Un+4 J _tan”! (&] _ tal’l_l(p 2n+2
p P Uia

ifadesi elde edilir.

2.7. Teorem

Her n pozitif tek tamsayis1 ve genellestirilmis Fibonacci dizisi {U, } i¢in

2
tan™ (Ui] +tan” (ULJ =tan" (%] 2.7)
n n+4 n+2
esitligi gecerlidir.
fspat

Es. 1.3te x =L e y= P alinirsa,

n n+4

2

p p
= _l’_ - =
tan”' [iJ + tan‘l( P J = tan” Y Y
U P

n n+4
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— tan—l p(Un+4 + Un)
UnUn+4 - p2

olarak bulunur. n pozitif tek tamsay1 olmak {izere Es. 2.3 ve Es. 2.5 ’ten

2
tan™ v +tan”' P = tan”' —p(p *2)
Un Un+4 Un+2

oldugu goriiliir.
2.8. Teorem

Her n > 2 ¢ift tamsayis1 ve genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,} i¢in

tanh”" (Uil + tanh” (UL) — tanh" (%] 2.8)

n n+ n+2

dir.
fspat

, p p
Es.1.5°te x=— ve y=
$ U y

n n+4

alinirsa

v
tanh‘l[UiJ+tanh'l[ P J:tanh’l —U” Usa

n n+4

— tanh-l p(Un+4 + Un)
UnUn+4 + pz
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elde edilir. n > 2 ¢ift tamsay1 olmak iizere Es. 2.3 ve Es. 2.5 g6z Oniine alinirsa

2
tanh| 2= |+ tanh'| -2 | = tanh pp”+2)
U” Un+4 Un+2

esitligi elde edilir.
2.9. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci dizist {U, }, Lucas dizisi {/, } ve her n>1 tek tamsayisi

i¢in
2
tanh ™ [iJ - tanh’l[ P j = tanh'{p IZ/’“Z ] (2.9)
Un Un+4 Un+2
dir.
ispat

Es. 1.6 ’da x :Ui ve y = P olarak alirsak

n n+4
P _ P
tanh ™ [LJ —tanh™ [Lj = tanh™ U"—UZ"“‘
U” Un+4 _ p
Un Un+4
UnUn+4 - p2

elde ederiz. n >1 tek tamsay1 olmak {lizere Teorem 2.3 ve Teorem 2.4 ’ten
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2
tanh™' [AJ —tanh™ [L] = tanh™ [p Iz/"” j
U” Un+4 Un+2

esitligi saglanir.
3. GENELLESTIRILMIS FIBONACCI VE LUCAS SAYILARINI ICEREN
BAZI TOPLAMLAR

Bu béliimde genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilarini iceren hem sonlu hem de

sonsuz toplamlar elde edecegiz. i1k olarak sonlu toplamlar1 verecegiz.

3.1. Teorem

{U,}; genellestirilmis Fibonacci dizisi ve {V, }; genellestirilmis Lucas dizisi olmak

tizere her k ¢ift tamsayisi icin

n 2
D tan”' K—p IZ/“M‘Z j = tan”' [—U’”“” J —tan”! (&] (3.1)
i=1 Uk+4i—2 p p

dir.
Ispat

Teorem 2.6 ’da n yerine k, k+4, k+8, ..., k+4n-4 alinirsa

Y U 14
tan'l[ k+4j_tan-1(_kJ _ tan-l(pUzmzj
p p k+2
U U 14
tan_l[ k+8 J _ tan'l[ k+4 ] _ tan'l[p 2k+6 J
p p Uis
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tan-l(Uk+4n—4 j _ tan-l(Uk+4n—8 ] — tan”! (PZVan-ﬁ J
p p Ul§+4n—6
tanl(Uk+4" j _tan” (Uk+4n—4 j _ tan-l(pl?z/kwn-z ]
p p k+dn-2
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak
U U 4 Vs
tan-l( f+4n j_ tan ! (_k] _ ztan-1(p 2k+4z-2 J
p p i=1 Ui
esitligini elde ederiz.
3.2. Teorem

U, ; n.ci genellestirilmis Fibonacci dizisi ve her & pozitif tek tamsayisi igin

n?

Z”:(—l)“ tan’l(—p(p2 hi Z)J =tan”' [Uij +(-1)" tan'l[Up ] (3.2)

k+4i+2 k k+4n
esitligini saglanir.
Ispat

Teorem 2.7 °de n yerine k, k+4, k+8, ..., k+4n-4 alalim. Bu durumda

2
tan™ L] +tan™ (LJ =tan” (M)
Uk Uk+4 Uk+2

2
tan” p }rtan'1 (_p J= tan™ (—p(p +2)J
Uk+4 Uk+8 Uk+6

tan”
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2
tan'l( p )+tan'1[—p J:tan'l(—p(p +2)]
Usians Ui ana Utiane

2
tan'l( p j+tan'l(—p j:tan'l(—p(p +2)J
Utsana Uyian Utiana

ifadelerini elde ederiz. Bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa

tan'l(U£]+(—l)"'1 tan‘l(Up J= i:(—l)i'1 tan'l(—pgj2 +2)j

k k+4n i=1 k+4i-2
elde edilir.
3.3. Teorem

U, ; n.ci genellestirilmis Fibonacci dizisi ve her k£ > 2 cift tamsayis1 igin

n?o

N il A P’ +2)) al P R al P
;(-1) tanh ( U ]—tanh [U J+( 1) tanh (U j (3.3)

k+4i-2 k k+4n
esitligi saglanir.
jspat

Es. 2.8 ’de n yerine k, k+4, k+8, ..., k+4n-4 olarak alinirsa

2
tanh ' (ij +tanh™ (Lj = tanh™ (M]
Uy Uiig U,

2
tanh™ (_p j+ tanh™ (_p ] = tanh™ (—p(p h 2)j
Uk+4 Uk+8 Uk+6
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2
tanh'l( p )+ tanh ™ [_p J = tanh™ (—p(p * 2))
k+4n-8 Ui iana Utsane

2
tanh'l( p j+ tanh ! (Lj = tanh' (p(p—mj
k+4n-4 Uyiian Utiana

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak

=

=

tanh'l(Uij+(—l)"'1 tanh'l(Up ]= i:(—l)H tanh'l(—pg?2 +2)j

k k+4n i=1 k+4i-2
elde ederiz.
3.4. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari, her £ > 1 tek tamsayisi i¢in

n ZV A
> tanh™' (—p A2 | = tanh L |_tanh"| -2 (3.4)
i=1 Utiain U, Uyian

esitligini saglar.
jspat

Es. 2.9 °da n yerine k, k+4, k+8, ..., k+4n-4 yazilirsa

y
tanh ™ [iJ —tanh™ (Lj = tanh ' (p—zl”z
Uk Uk+4n Uk+2
y
tanh‘l[ P J— tanh'l( P j = tanh'l(p—zka
Uk+4 Uk+8 Uk+6
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2

V
tanh'l( P J—tanh'l( P j:tanh'l(—p 2"*4”'2J
Utsana Uiian Uiiansa

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa.

" 2
Z:tanh*1 [%j = tanh' [iJ - tanh'l( p J
i=1 Uk+4i-2 Uk Uk+4n

elde edilir.

Simdi genellestirilmis Fibonacci ve Lucas sayilari ile ilgili baz1 sonsuz toplamlari

verecegiz.
3.5. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci dizisi {U, }, Lucas dizisi {V,} ve her k ¢ift tamsayis1 i¢in

© 2
> tan™ (—p 12/“4"‘2 j = % —tan” [ﬂ]
i=1

k+4i-2 p
esitligi saglanir.

fspat

n — oo i¢in Es. 3.1 ’in limiti aliir ve tan™ x ’in oo ’daki degeri % oldugundan

2
lim Z tan~' [%J = lim{tan'l [ﬂj —tan” {—k}
A Ui o p p



) U . U
= limtan™ (ﬂ] —limtan™ [—k]
n—o0 p n—oo p

T | Y
2 p

elde edilir. Bu da

e Vo U
Ztan_l(w =7 tan| ZE
i=1 Uk+4i-2 2 P

esitligini verir.
3.6. Teorem

Her k tek tamsayis1 ve genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,} i¢in

Z‘G:(—l)i'1 tan'l(—p(p2 +2)j = tan’l[Uij

i=1 k+4i-2 k
esitligi saglanir.
fspat

n — o i¢in Es. 3.2 ’nin limitini alirsak

lim Z (-1)"' tan” (wj - lim{tan'l (UiJ +(-1)" tan" (

n—oo “ n—oo
1 k+4i-2 k

n—>0 k n—>0

— tan”| 2
L]k

= limtan™ (Uij +lim(-1)"" tan™

)
g

k+4n

|

20
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buluruz. Boylece

i( - tan'l(—pgy2 il 2)] = tan” (ij

i=1 k+4i-2 Uk

ifadesini elde ederiz.

3.7. Teorem

Her k > 2 ¢ift tamsayis1 ve genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,} i¢in

0 2
> (=1)" tanh™ PP +2) = tanh"'| -2~ (3.5)
i=1 k+4i-2 Uk
dir.
jspat

n — o i¢in Es. 3.3 ’{in limiti alinirsa

n— n—>o
k+4i-2 k k+4n

limi(—l )™ tanh™ (%j = lim{tanh'1 (Uil +(=1)" tanh‘l[Lj}

= limtanh ' [L] +lim(-1)"" tanh™ [LJ

—> —>0
" Ug) ke+4n

bulunur. lim(-1)"" tanh™ (LJ =0 oldugundan

n—»o0
k+4n

0 2
lim > (~1)"" tanh ™' [—p(p hi Z)J = tanh ™ (ij
i=l1 U U

n—o
k+4i-2 k
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olur. Boylece

NV S pp* +2) _ a|l P
Z( 1)" tanh (—U J tanh [Uj

i=1 k+4i-2 k
esitligi elde edilir.

3.8. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,}, Lucas dizisi {V,} ve her k >1 tek tamsayisi

igin

0 2
3 tanh™ (@j ~ tanh! [UiJ (3.6)
i=1

k+4i-2 k
esitligi saglanir.
fspat

n — o i¢in Es. 3.4 ’lin limiti alinirsa

n ZV .
limZtanhl[% — lim{ tanh™!| £~ | = tanh | —2—
A Uiain e Uy Uian

=limtanh™ s —limtanh™ _P
n—oo L]k n—o0 l]k+4n

bulunur. limtanh “( 14 ]: 0 oldugundan,

n—»
k+4n



" 2
lim Z tanh ™ (w] =tanh™ (Uij
i=1

n—oo <
= k+4i-2 k

olur. Boylece

0 2 V '
> tanh™ (—p Sedid ] = tanh™ (iJ
i1 U

k+4i-2 k

esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Simdi de Es. 3.5 ve Es 3.6 ’y1 kullanarak sonsuz ¢arpimlari elde edecegiz.

3.9. Teorem

Her k > 2 ¢ift tamsayis1 ve genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,} i¢in

ﬁUk+4i_2 +(-U"pp*+2) _Uy+p
i Upain +(=D'p@*+2) U, —p

dir.
fspat

Es. 3.5 ’in sol tarafinda Es. 1.7 kullanilirsa

i( ~1)" tanh™ (—pg’z i 2)j

k+4i-2

23



2
1+ pp~+2)
Uk+4i—2

P +2)
Usiain

- li(-l)i_l log [Um,--z +p(p’ + 2)J
24T ‘ Uy _p(pz +2)

2 2
L log{Um * +2)j_log{UM *pip’ +2)j+'“
2 Uk+2_p(p +2) Uk+6_p(p +2)
L og (U +p(p’ +2)] (U - p(p’ +2)J+
2 T\ Uy = p0* +2) J\ U, s + p(p* +2)

- lloge ﬁ Uppair (=" p(p* +2)

2 it Upiain +(_1)ip(pz +2)

) ) 1
= -1)" =lo
Zl( ) S log.

elde edilir. Diger tarafinda da Es. 1.7 kullanirsak

1 Uk+pJ

elde ederiz. O halde

SV A P’ +2) _ Al P
Z( 1)" tanh ( U j tanh [Uj

i=1 k+4i-2 k

esitligi saglandigindan

2 i1 Upgin v(=1)'p(p~+2) 2 U,-p

24
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ifadesini yazabiliriz. Buradan logaritmanin 6zelligi kullanilarak

U, ain +(_1)Hp(pz +2) _ U,+p
i1 Ui +(_1)1p(pz +2) U,-p

elde edilir. Bdylece ispat tamamlanir.

3.10. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci dizisi {U,} ve genellestirilmis Lucas dizisi {/,} olmak

tizere her k£ >1 tek tamsayisi i¢in

00

H Uprgin + szk+4i—2 _ U,+p
i=l Uk2+4i—2 = PVisain U,-p

dir.

Ispat

Teorem 3.9 ’un ispatina benzer bicimde Es. 3.6 ’y1 kullanarak ispat1 yapilabilir.

Simdi genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri i¢in bazi sonuglar verecegiz.

3.11. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci, Lucas dizileri sirasiyla {U,} ve {/,} olmak lizere

u:+—U,U,, =" (3.7)
p



dir.

jspat

Es. 2.1 ’i kullanarak

V. =(pU, +2U,,)°
=p’Ul+4pU U_, +4U2,

= szrzl + 4Un-1 (pUn + Un-l)

elde ederiz. {U,} dizisinin indirgeme bagintisindan

Vn2 = szj + 4Un—1Un+1

elde edilir. Gerekli diizenlemeleri yaparsak

V2
== Uj + izljn—ll]wrl
p p

elde ederiz.

3.12. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri igin

esitligi saglanir.

26
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fspat

Es. 3.8 ’in ispatinda pV, +2V,, =(p’> +4)U, oldugunu gdstermemiz yeterli

olacaktir. Bundan dolay1 Es. 2.1 kullanarak

an + 2I/n—l = p(pUn + 2Un—1) + 2(17Un—1 + 2Un—2)

=p’U, +4pU,, +U,,)
elde ederiz. {U,} dizisinin indirgeme bagintisindan

pV, +2V,  =p’U, +4U,

= (> +4)U,

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

3.13. Teorem

{U,}; genellestirilmis Fibonacci dizisi ve {V,}; genellestirilmis Lucas dizisi olmak

uzere

t -1 2Un-1 -1 pUn _ -1 Vn2
an | ——— |+ tan = tan 7
pUn 2Un+1 2p Un

esitligi saglanir.

fspat

n

olarak alinirsa

2U
Es.13’te x=—""L ve y= P
pUn 2U}’l+1



2Un-1 + pUn

2 2
tan—l Un—l + tan—l pUn — tan—l pUn Un+1
pU 20 L 200,.U,

2p Un Un+l

— tan'l 4Un+lUn—l + szj
2pUU,.-2pU, U,

n~" n+l

olur. Burada Es. 3.7 ’yi ve {U,} dizisinin indirgeme bagintis1 kullanirsak

-1 2l]n—l -1 pUn _ -1 Vn2
tan | —— |+ tan = tan
pUn 2Un+l 2pUn(pUn + Un—l_Un—l)

elde ederiz.
3.14. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri igin

esitligi saglanir.

fspat

2V V
Es.1.3’te x=—"" ve y= P”n alalim. Bu durumda

an 2Vn+l

28



tan”' [%J +tan” [p—V”] = tan"| Lln_Tan Vs 2V
pv, 2V, I—M
2pV.V,.
— tan"! [4Vn—1Vn+l + sznz J
2pV,(V, -V,

elde edilir. Teorem Es. 3.8 ve {V,} dizisinin indirgeme bagintisindan

2V v P +4)°U°
tan‘l[—”'1 ]+tan’l(—p " Jz tan™ (p+4)U,
an 2Vn+l 2an(an + Vn-l-Vn—l)

[ @ +4)U
2p*V;}

esitligini elde ederiz.

3.15. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri igin

2
tanh ™ 2V + tanh™ pY, = tanh™ I
pUn 2l]n+l 2pUn

esitligi saglanir.

fspat

2U U
Es. 1.5°te x=—2"ve y = P20 olarak alinirsa
pUn 2Un+l

29
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tanh ' 2V +tanh™ pY, =tanh” rY, 22U,
Z 20,0,
2pUnUn+1

— tanh—l 4Un-1Un+l + szj
2pUn(U + Un-l)

n n+l n-1

n+l

elde edilir. Es. 3.7 ’yi kullanarak ve {U,} dizisinin indirgeme bagintisindan

2 V2
tanh™' [&] + tanh™ [p—U”j = tanh”' n
pUn 2(J}Hl 2pUn(lyUn + 2Un—l)

yazabiliriz. Burada Es. 2.1 ’1 kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

3.16. Teorem

Genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizileri igin

2V v +4
tanh™| 2220 |+ tanh | 222 | = tanh ™! —(p 44U,
an 2an+l 2p1/n

dir.
fspat

. : 2V 14
Teorem 3.15 ’in ispatina benzer sekilde Es. 1.5 te x = —21 ve y = PV

an 2Vn+1

alalim.
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Buna gore

21/11—1 + an
2 V V 2
‘[anh'l[—V"'1 j+ tanh ™ (_p n J: tanh!| 2wt Vi
2p Vn Vn+l

n +

= tanh™

4Vn—an+1 + 1721/)12
2pV,(Via V1)

n+l n

esitligini yazabiliriz. Bu esitlikte Es. 3.8 ve {/,} dizisinin indirgeme bagintisini

kullanarak

2V v P +4)U?
tanh™| 222 |+ tanh | 222 | = tanh (" +4)U,
an 2’I/n+l zpl/n(an +21/n-1)

elde ederiz. Teorem 3.12 ’den

pl/n +2Vn—l z(pz +4)Un

esitligini yazabiliriz. Bu esitligi kullanarak ve gerekli diizenlemeleri yaparak

2 2 4 2
tanh™ 2V +tanh™!| 22 V, = tanh” " +4)U,
an 2VnJrl 2an

elde ederiz.
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4. JACOBSTHAL SAYILARINI ICEREN BAZI FORMULLER

4.1. Teorem

J, ; n.ciJocabsthal sayisi ve j ; n.ciJacobsthal-Lucas sayis1 olmak iizere

Ty =d 42" (=1) @4.1)
Juia =4, = Joia (4.2)
J,a+4J, =57, (4.3)
dir.

fspat

[lk olarak Es. 4.1 *in dogru oldugunu gésterelim. Bunun igin Es. 1.8 *de k =2 olarak

alinirsa
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Sy oy = =2 T3~ 1)

n+2

elde edilir. Bu son esitlikte » ->n+2 almr ve J,=1 oldugu goz Oniinde

bulundurulursa
Jn+4Jn - "]r12+2 = 2” (_1)”'1

esitligini ve dolayisi ile
Jj+2 = Jn Jn+4 +2" (_1)”

ifadesini elde ederiz.

Simdi Es. 4.2 ’nin dogrulugunu gosterelim. Tanim 1.5 °1 goz oniine alirsak

Jn+4 - 4Jn = Jn+3 + 2Jn+2 - 4‘]n
=J,,+2(J,,, +2J,)-4J,
=J, ,+2J

n+3 n+l

elde ederiz. Burada Es. 1.10 *u kullanirsak

Jn+4 - 4‘]n = jn+2

esitligini elde ederiz.

Simdi de Es. 4.3 ’iin ispatin1 yapalim. Tanim 1.5 ’i gz Oniine alarak

J +2J . +4J

n+3 n+2 n

+2J,,+2J,,,+4J,

n+2 n+l n+2

+4J, =J

n+4

=J



=3J, ,+J, +2J, +J, ,+2J,

n+2 n+l n+l

= 5']n+2
oldugu goriiliir.

4.2. Teorem

J, ; n.ciJacobsthal sayis1 ve her n > 1 tek tamsayisi igin

tan-l L + tan-l i — tan'l 5.]—'”'2
- 2 n
Jn Jn+4 Jn+2 + 2 -4

dir.

jspat

1
Es. 1.3 °te x = A ve y= 4 olarak alinirsa

n n+4

1 4
—
t -1 1 -1 4 _ -1 Jn Jn+4
an | — [+tan | — |=tan | —
Jn Jn+4 1_ 4

= tan”'

elde edilir. n tek say1 olmak {izere Es. 4.1 ve Es. 4.3 kullanilirsa

tan! 1 G 4 ) 5J 0
an — |+ tan = tan T —
"]n ']n+4 Jn+2 +2"-4

34



elde edilir.
4.3. Teorem

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilart her n > 2 ¢ift tamsayi i¢in

J J
tan”| =% | —tan™ (J ) = tan™ nt2
( 4 J ) J2. 2" +4

n+2

esitligi saglanir.

fspat

J
Es. 1.4 °te x = ”T“‘ ve y =J, olarak alinirsa

J

n+4 _Jn
tan™ I ) tan' (J )=tan” 4
4 ! Jan+4
|4 T
4
_ tan—l Jn+4 _4Jn
4 + Jn Jn+4

bulunur. 7 ¢ift say1 olmak iizere Es. 4.1 ve Es. 4.2 ’yi kullanarak

tan”| 24 | _ gan” (J,)=tan" 2]”—”
4 J2 0" 4

n+2
elde ederiz.

4.4. Teorem
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Her n > 2 ¢ift tamsayis1 ve J, ; n.ci Jacobsthal sayisi i¢in

tanh™ 1 +tanh™ 4 = tanh™ 254
Jn Jn+4 Jn+2 - 2” + 4

dir.

fspat

1 4
Es. 1.5 °te x = A ve y =—— olarak alinirsa

n n+4
b4
tanh™ (L] +tanh™ [i] =tanh™ o s ‘i’”“
J” Jn+4 1 +
Jn Jn+4
= tanh™ Suwa +4J,
Jn Jn+4 + 4

olur. n > 2 ¢ift tamsay1 olmak iizere Es. 4.1 ve Es. 4.3 kullanilirsa

tanh™ 1 +tanh™ 4 = tanh ' 25#
"]n ']n+4 Jn+2 - 2’1 + 4

elde edilir.
4.5. Teorem

J,; n.ci Jacobsthal sayis1 ve j, ; n.ci Jacobsthal-Lucas sayisi olmak {izere her n >1

tek tamsayist igin
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tanh™ 1 tanh ™' 4. tanh ™! 2]”—”
Jn Jn+4 Jn+2 + 2” _4

esitligi saglanir.

fspat
, 1
ES. 1.6 ’da x = J_ ve y= alalim. O halde
n n+4
14
J
tanh™'| — |[—tanh™ 4 — tanh™!| -2~ ntd
n Jn+4 1- 4
Jan+4
= tanh™ Soss =4S,
Jn']n+4 - 4

elde ederiz. n tek say1 olmak {izere Es. 4.1 ve Es. 4.2 ’i kullanarak

tanh™ 1 tanh ™' 4. tanh ™! 2]”—”
Jn Jn+4 Jn+2 + 2” _4

buluruz.

4.6. Teorem

J, ; n.ci Jacobsthal sayisi ve j, ; n.ci Jacobsthal-Lucas sayist i¢in

Jj + 8Jn—1"]n+1 = J;f (44)

‘]i + 8jn—1jn+l = 81‘12 (45)



esitlikleri saglanir.
jspat
Es. 1.9 ’un her iki tarafinin karesi alinirsa

o=, +4J,.)

=J>+8J, J, +16J

=J:+8J,,(J, +2J,,)
elde edilir. Burada gerekli diizenlemeleri yapar ve Tanim 1.5 ’i kullanirsak
jj = Jlf + 8Jn—1J

n+l

elde ederiz.

Es. 4.5 'inispatii¢in j, +4,,_, =9J, oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Cilinkii

On +4jn—1)2 = .]5 +8jnjn-1 +16.]5—1

= ‘]3 + Sjn—IOn + 2jn—1)

olup Tanim 1.6 g6z online alinirsa

Jn2 + 8jn-ljn+1 = 81‘]/12

olarak bulunur. O halde Es.1.9 ve Tanim 1.5 ’1 g6z oniine alirsak

J,+4j.,=J,+4J ,+4d, ., +4J,,)

n-1

38
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=J, +8J, ,+16J, ,
:Jn+8(‘]n—l + 2‘])1—2)
=9J

elde ederiz.

4.7. Teorem

J,; n.ci Jacobsthal sayis1 ve j, ; n.ci Jacobsthal-Lucas sayis1 olmak {izere her n >1

igin
4 2
tan™ i +tan™ i =tan” —]”2
Jn 2Jn+l 2Jn
dir.
fspat

n

olarak alinirsa

4] J
Es.1.3°te x=—"L ve y =
’ TRAEAY

n n+l

4Jn—l Jn

t -1 4Jn—1 -1 Jn _ - Jn 2Jn+1
an | —— |+ tan =tan | ———
J, 2/, L4,

2J,J

n* n+l

—_

=tan’

8Jn-1Jn+1 + an
27 (J,.-2J,.)

n+l
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elde edilir. Burada Es. 4.4 ve Tanim 1.5 ’1 g6z Oniine alip gerekli diizenlemeler

yapilirsa

esitligini buluruz.

4.8. Teorem

J, 3 n.ci Jacobsthal-Lucas sayis1 ve J, ; n.ci Jacobsthal sayis1 olmak tizere her n > 1

i¢in

47 i 81J2
tan™ [—‘{”'1 J +tan” [—J” J =tan”' [—‘2” J
.]n 2.]n+1 2]n

esitligi gecerlidir.

fspat

47 :
Es. 1.3 ’te x =# ve y :‘].—" alalim. Boylece
]n 2]n+1

(e

tan"! 4j,. +tan”! Jn | _ tan”! Jn 2,
jn 2jn+l 1- 4jn-1jn
2jnjn+l

_ tan.l( 81w * ]
2jn 0i1+1_2jn—1 )
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elde ederiz. Es. 4.5 ve Tanim 1.6 gz Oniine alarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

. . 2
tan™ [—4‘{”'1 J +tan [—]” J = tan” [81i” J
.]n 2.]n+1 2]/1

elde edilir.

4.9. Teorem

J,; n.ci Jacobsthal sayis1 ve j, ; n.ci Jacobsthal-Lucas sayisi olmak {izere her n >1

igin

esitligi saglanir.

fspat

4
Es. 1.5 te x = % ve y= 2J’1 olarak alinirsa

n n+l

4Jn—l Jn

tanh™! [—45”'1 J+ tanh’l[ J ] = tanh a2

4'])1—1‘]'1
[ ot
2J . J

n* n+l

— tanh-l 8Jn—1']n+l + Jj
2J.(J,.,+2J,,)

n n+l

n+l

elde edilir. Es. 1.10 ve Es. 4.4 i kullanarak
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4 .
tanh™ Mo +tanh™ In _ tanh!| L
Jn 2Jn+l 2Jn

elde ederiz.
4.10. Teorem

J,; n.ci Jacobsthal sayis1 ve j, ; n.ci Jacobsthal-Lucas sayis1 olmak iizere her n > 1

i¢in
tanh 1( j”l]+tanh'l(—jf’ J=t nh 1[9 ”j
]n 2]n+l Jn
dir.
fspat
47 .
Es. 1.5 ’te x =# ve y :‘].—" olarak alinirsa
]n 2]n+1
4.jn—l + jn
47 . . 72 .
tanh-l( ‘]."'lj-i-tanh_l( .].n j:tanh—l .]n ‘ .]‘n+1
]n 2.]n+1 1+M
2jnjn+l
8 . . + )
:tanh—l :]n—'l.]n-#l ..]n J
2.];10"+1 +2.]n—1)

olur. Burada Tanim 1.6 goz 6niine alinirsa

4j J 81 Jus tJn
tanh™'| =L |+ tanh™'| =~ | = tanh™'| 2 tonl _Jn
.]n 2.]n+1 2]n0n +2Jn-l +2Jn-1)



— tanh—l[ 8j11—1jn+1 + Jj ]
2];10;1 + 4jn—1)

elde edilir Burada Es. 4.5 ve Es. 1.11 g6z Oniine alinarak

4 i 9
tanh'l[—].”'1 J +tanh™ (—J” ] = tanh'l( J.” J
.]n 2]n+1 2.];'1

esitligi bulunur.
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