
GENELLEŞTİRİLMİŞ FİBONACCİ VE LUCAS 

SAYILARINI İÇEREN TOPLAMLAR 

 

 

 

 

 

Esra AKBAŞ 

 

 

 

 

YÜKSEK LİSANS TEZİ   

MATEMATİK 

 

 

 

 

GAZİ ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

 

 

 

 

ARALIK 2006 

ANKARA 

 



Esra AKBAŞ tarafından hazırlanan GENELLEŞTİRİLMİŞ FİBONACCİ VE 

LUCAS SAYILARINI İÇEREN TOPLAMLAR adlı bu tezin Yüksek Lisans tezi 

olarak uygun olduğunu onaylarım. 

 

 

           Prof. Dr. Dursun TAŞÇI 

        Tez Yöneticisi 

 

 

Bu çalışma, jürimiz tarafından oy birliği ile Matematik  Anabilim Dalında Yüksek 

lisans tezi olarak kabul edilmiştir. 

         

Başkan : : ________________________________________ 

 

Üye  : ________________________________________ 

 

Üye  : ________________________________________ 

 

Üye  : ________________________________________ 

 

Üye  : ________________________________________ 

 

Tarih  :   ......../….…/………… 

 

Bu tez, Gazi Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü tez yazım kurallarına uygundur.       

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



TEZ BİLDİRİMİ 

 

Tez içindeki bütün bilgilerin etik davranış ve akademik kurallar çerçevesinde elde 

edilerek sunulduğunu, ayrıca tez yazım kurallarına uygun olarak hazırlanan bu 

çalışmada orijinal olmayan her türlü kaynağa eksiksiz atıf yapıldığını bildiririm. 

 

 

 

              

         Esra AKBAŞ 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 iv

GENELLEŞTİRİLMİŞ FİBONACCİ VE LUCAS  

SAYILARINI İÇEREN TOPLAMLAR 

(Yüksek Lisans Tezi) 

 

Esra AKBAŞ 

 

GAZİ ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

Aralık 2006 

 

ÖZET 

 

Bu çalışmada genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayıları göz önüne alınarak bu 

sayıları içeren bazı formüller elde edilmiştir. Bu formüllerden yararlanılarak 

bu sayılar için bazı trigonometrik ve ters trigonometrik formülleri içeren sonlu 

ve sonsuz toplamlar elde edilmiştir. Ayrıca bu toplamları kullanarak 

genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayılarını içeren sonsuz çarpımlar elde 

edilmiştir. Son olarak Jacobstal ve Jacobstal-Lucas sayıları içinde bazı eşitlikler 

ve trigonometrik fonksiyonlar cinsinden çeşitli sonuçlar elde edilmiştir. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bilim Kodu  : 204.1.025 
Anahtar Kelimeler  : Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayıları,                                              
                                      trigonometrik  fonksiyonlar 
Sayfa Adedi  : 45 
Tez Yöneticisi  : Prof. Dr. Dursun TAŞÇI 



 v

SUMS INVOLVING GENERALİZED FIBONACCI AND LUCAS 

NUMBERS 

(M.Sc. Thesis) 

 

Esra AKBAŞ 

 

GAZİ UNIVERSITY 

INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY 

Aralık 2006 

 

ABSTRACT 

 

In this study, considering the generalized Fibonacci and Lucas numbers, some 

formulas for these numbers were obtained. For these numbers using these 

formulas, some trigonometric and inverse trigonometric formulas including 

finite and infinite sums were obtained. Also infinite products including 

generalized Fibonacci and Lucas numbers were obtained by using the sums. 

Finally, some equations and results in terms of trigonometric functions were 

obtained for Jacobsthal and Jacobsthal-Lucas numbers. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Science Code : 204.1.025 
Key Words : The Generalized Fibonacci and Lucas numbers, trigonometric 
                          functions 
Page Number : 45 
Adviser          : Prof. Dr. Dursun TAŞÇI 



 vi

TEŞEKKÜR 

 

Çalışmalarım  boyunca  değerli yardım ve katkılarıyla beni yönlendiren Hocam Prof. 

Dr. Dursun TAŞÇI ’ya yine tecrübelerinden faydalandığım Hocam Dr. Emrah KILIÇ 

’a ve manevi destekleriyle beni hiçbir zaman yalnız bırakmayan aileme teşekkürü bir 

borç bilirim. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 vii

İÇİNDEKİLER 
 
 

                   Sayfa 
 
ÖZET .......................................................................................................................... iv 
 
ABSTRACT................................................................................................................ .v 
 
TEŞEKKÜR ...............................................................................................................vi 
 
İÇİNDEKİLER .........................................................................................................vii 
 
SİMGELER VE KISALTMALAR ..........................................................................viii 
 
1. GİRİŞ ....................................................................................................................... 1 
 
2. GENELLEŞTİRİLMİŞ FİBONACCİ VE LUCAS SAYILARINI İÇEREN       

BAZI FORMÜLLER .............................................................................................. 7 
 

3. GENELLEŞTİRİLMİŞ FİBONACCİ VE LUCAS SAYILARINI İÇEREN  
    BAZI TOPLAMLAR............................................................................................ 15 
                                                               
4. JACOBSTHAL SAYILARINI İÇEREN BAZI FORMÜLLER ...........................32 
 
KAYNAKLAR ..........................................................................................................43 
 
ÖZGEÇMİŞ ...............................................................................................................45 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 viii

SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

 

Simgeler    Açıklama 

 

{ }nF      Fibonacci dizisi 

{ }nL      Lucas dizisi 

{ }nU                Genelleştirilmiş Fibonacci  dizisi 

{ }nV                Genelleştirilmiş Lucas dizisi 

nF      n .ci Fibonacci sayısı  

nL      n .ci Lucas sayısı 

nU    n .ci  genelleştirilmiş Fibonacci sayısı 

nV      n .ci genelleştirilmiş Lucas sayısı 

                                                Jacobsthal dizisi 

{ }nj                                                    Jacobsthal-Lucas dizisi 

nJ                                                      n .ci  Jacobsthal sayısı 

nj                                                      n .ci  Jacobsthal-Lucas sayısı 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

{ }nJ



 1

1. GİRİŞ 

 

Bu bölümde genelleştirilmiş Fibonacci, Lucas sayılarını ve Jacobsthal, Jacobsthal-

Lucas sayılarını göz önüne alacağız.  

 

1.1. Tanım 

 

nF ; n.ci Fibonacci sayısını göstermek üzere 00 =F  ve 11  F =  başlangıç koşulları 

için ve her 2≥n  tamsayısı için Fibonacci sayıları  

 

  FFF -n-nn 21 +=   

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır.  

 

1.2. Tanım 

 

nL ; n.ci Lucas sayısını göstermek üzere 20 =L  ve 11 =L  başlangıç koşulları için ve 

her 2≥n   tamsayısı için Lucas sayıları  

 

  LLL -n-nn 21 +=  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır.  

 

Fibonacci ve Lucas dizilerinin değişik şekillerde genelleştirilmeleri yapılmıştır 

[1,2,3,4]. 

 

Biz ise bu çalışmada aşağıda tanımları verilen genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas 

dizilerini göz önüne alacağız. 

  

 

 



 2

 

1.3. Tanım 

 

Her 2≥n  tamsayısı için  genelleştirilmiş Fibonacci }{U n  dizisi  ve p sıfırdan farklı 

bir pozitif  tamsayı olmak üzere    

 

21 n-n-n UpUU +=  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. Burada 00 =U  ve 11 =U  ’dir.  

 

1.4. Tanım 

 

Her 2≥n  tamsayısı için genelleştirilmiş Lucas }{Vn  dizisi ve p sıfırdan farklı bir 

pozitif tamsayı olmak üzere    

 

21 n-n-n V pV V +=  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. Burada 20 =V  ve pV =1  ’dir. 

Eğer 1=p  alınırsa }{U n  dizisi Fibonacci dizisine ve }{Vn  dizisi Lucas dizisine 

dönüşür. 

 

Bugüne kadar Fibonacci sayılarını içeren birçok formül elde edilmiştir. Biz 

bunlardan bazı önemli formülleri verelim. Örneğin Simson ve Catalan tarafından 

aşağıdaki formüller bulunmuştur [5,6,7].  

 
1

11
2 1 n-

nn-n )(FFF −=− +         

   
22 1 k

n-k
n-kknn F)(FFF −=− +         
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n
nnn )(FFF 14

2
2 −+= ++        

24 ++ =− nnn LFF          

 

24 3 ++ =+ nnn FFF         

 

Benzer olarak }{U n  dizisi için 

  
1

11
2 1 n-

n-nn )(UUU =− +                        (1.1)

      
22 1 k

n-k
n-kknn U)(UUU −=− +                    (1.2) 

 

eşitliklerini verebiliriz [8,9,10]. 

 

D.H. Lehmer tarafından aşağıdaki ilginç  sonsuz toplam elde edilmiştir [11]. 

 

4
1tan

1 12

1 π
Fi i

- =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑
∞

= +

      

 

Daha sonra Melham ve Shanon, Lehmer’in vermiş olduğu yukarıdaki ilginç sonsuz 

toplam formülünü göz önüne alarak benzer şekilde hem sonlu hem de sonsuz 

Fibonacci ve Lucas sayılarını içeren aşağıdaki formülleri elde etmişlerdir [12,13].  

 

n  pozitif çift tamsayısı için  

 

⎟⎟
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+
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FF     

 

ve n pozitif tek tamsayısı için 
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ve k tek pozitif tamsayısı için  
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ve k tek pozitif tamsayısı için  
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dir. Yine  

 

k çift tamsayı ve 2>k  ise  
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dir. 
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∏
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dir. 

 

Melham ve Shannon yukarıdaki formüllerin birçoğunu elde etmek için aşağıdaki 

eşitliklerden yararlanmışlardır [14,15]. 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
+

=+
xy
yxyx ---

1
tantantan 111 ,  1<xy                  (1.3) 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−
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xy
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1
tantantan 111 , 1-xy >                 (1.4) 

  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=+
xy
yxyx ---

1
tanhtanhtanh 111 ,                  (1.5) 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=−
xy
yxyx ---

1
tanhtanhtanh 111 ,                  (1.6) 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

=
x
xx e

-

1
1log

2
1tanh 1 . 1<|x|                   (1.7) 
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Fibonacci ve Lucas dizileri herkesçe bilinen diziler olup bunlara benzer olarak 

Jacobsthal türü olarak adlandırılan sayı dizileri de literatürde tanımlanmış ve halen 

incelenmektedir.  

 

1.5. Tanım 

 

nJ ; n.ci Jacobsthal sayısını göstermek üzere 00 =J  ve  J 11 =  başlangıç koşulları 

için ve her 2≥n  için Jacobsthal sayıları 

  

21 2 n--nn JJJ +=  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır.  

 

1.6. Tanım  

 

nj ; n.ci Jacobsthal-Lucas sayısını göstermek üzere 20 =j  ve 11 =j  başlangıç 

koşulları için ve her 2≥n  için Jacobsthal-Lucas sayıları  

 

21 2 n-n-n j j j +=  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır.  

 

Fibonacci ve Lucas dizileri için elde edilen eşitliklerin birçoğu Jacobsthal-Lucas 

sayıları içinde elde edilmiştir. Bunlardan bazılarını verelim [9,12].  

 
122 12 n-k-

k
n-k

nn-kkn )(JJJJ −=−+                  (1.8)

   

nnn jJJ =+ −14                     (1.9)

  

11 2 n-nn JJj += +                   (1.10) 
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n1-nn 9J4jj =+                   (1.11) 

 

2. GENELLEŞTİRİLMİŞ FİBONACCİ VE LUCAS SAYILARINI İÇEREN 

BAZI FORMÜLLER 

 

Bu bölümde ilerde kullanacağımız bize gerekli olan bazı formülleri elde edeceğiz.  

 

2.1. Teorem 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci dizisi }{U n ,  Lucas dizisi }{Vn  ve her 1≥n  için 

 

12 n-nn UpUV +=                    (2.1)  

 

dir.  

 

İspat  

 

İspatı n üzerinden tümevarımla yapalım. 1=n  için iddianın doğruluğunu araştıralım. 

Başlangıç koşulları  U 00 =  ve  U 11 =  için pUpUV =+= 011 2  olup 1=n  için 

iddia doğrudur. Şimdi herhangi bir 1>n  sayısı için eşitliğin doğruluğunu kabul 

edelim. Buna göre eşitliğin )1( +n  için doğru olduğunu gösterelim. Burada }{ nV  

dizisinin indirgeme bağıntısından  

 

11 n-nn VpVV +=+  

 

olup kabulümüzden dolayı  
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)U(pU)U p(pU       
UpUpUU p       

UpU)U p(pU V

n-n-n-n

n-n-n-n

n-n-n-nn

211

211
2

2111

2
22

22

+++=
+++=

+++=+

 

 

yazabiliriz. }{ nU  dizisinin indirgeme bağıntısından  

 

nnn UpUV 211 += ++  

 

elde ederiz. Bu ise ispatı tamamlar.  

 

2.2. Teorem 

 

}{ nU ; genelleştirilmiş Fibonacci, }{ nV ; genelleştirilmiş Lucas dizisi olmak üzere 

1≥n  için  

 

2
2

4 4 ++ +=− nnn )Up(pVV                    (2.2) 

 

dir.  

 

İspat 

 

Teorem 2.1’den  UpUV nnn 344 2 +++ +=  ve 12 n-nn UpUV +=  olarak yazabiliriz. 

Böylece 

 

134

1344

22
22

n-nnn

n-nnnnn

U-pUU pU           
)U(pUU pUVV

−+=
+−+=−

++

+++  

 

elde edilir. Burada }{ nU  dizisinin indirgeme bağıntısı kullanılır ve gerekli 

düzenlemeleri yaparsak 
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2
2

4 4 ++ +=− nnn )Up(pVV  

 

elde ederiz.  

 

 

2.3. Teorem 

 

Her 1≥n  tamsayısı ve genelleştirilmiş Fibonacci dizisi }{ nU  için  

 
2

4
2

2 1 p)(UUU n
nnn −+= ++                   (2.3)

    

eşitliği sağlanır.  

 

İspat  

 

Eş. 1.2’de 2=k  alınırsa   

  
2
2

2
22

2 1 U)(UUU n-
n-nn −=− +  

 

elde edilir. Burada }{ nU  dizisinin indirgeme bağıntısından  

pU =2  olup  buradan  

 
22

22
2 1 p)(UUU n-

n-nn −=− +  

 

elde ederiz. Gerekli düzenlemeleri yapar ve 2+→ nn  alınırsa  

 
2

4
2

2 1 p)(UUU n
nnn −+= ++  

 

elde edilir.  
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2.4. Teorem 

 

Her 1≥n  için  

 

24 ++ =− nnn pVUU                     (2.4) 

dir. 

 

İspat  

 

}{ nU  dizisinin indirgeme bağıntısından  

 

nnn

nnnn

nnn

U)U p(pU       
UpU)U p(pU        

U pU U

++=
+++=

+=

++

+++

+++

12

112

234

2  
 

 

olur. Bu eşitliğin her iki tarafına nU−  ’i ekler ve Eş. 2.1 ’den   

 

224 +++ =+= nnnnnn pV-UUpV-UU  

 

sonucunu elde ederiz.  

 

2.5. Teorem  

 

Her 1≥n  ve genelleştirilmiş Fibonacci dizisi }{ nU  için 

 

2
2

4 2 ++ +=+ nnn )U(pUU                    (2.5) 

 

eşitliği sağlanır. 

 

İspat  
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}{ nU  dizisinin indirgeme bağıntısını göz önüne alırsak  

  

2
2

222
2

122
2

212

234

2  

  

  

   

+

+++

+++

+++

+++

+=

++=

+++=

+++=
++=+

n

nnn

nnnn

nnnn

nnnnn

)U (p               

UUU p               

UpUUU p               

UU)U p(pU              
UU pUUU

 

 

eşitliğini elde ederiz.  

 

2.6. Teorem 

 

}{ nU  genelleştirilmiş Fibonacci, }{ nV  genelleştirilmiş Lucas dizileri ve her n pozitif 

çift tamsayısı için 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+

++
2

2

2
2

1141 tantantan
n

n-n-n-

U
Vp

p
U

p
U

                 (2.6) 

 

dir.  

 

İspat  

 

Eş. 1.4 ’te 
p

U
x n 4+=  ve 

p
U

y n=  olarak alınırsa  

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+

+

+

2
4

4

1141

1
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p
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p

U
p

U

p
U

p
U
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ifadesi elde edilir. n çift sayı olmak üzere Eş. 2.3 ve Eş. 2.4 ’ten 

 

⎟⎟
⎠

⎞
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⎛
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ifadesi elde edilir.  

 

2.7. Teorem 

 

Her n pozitif tek tamsayısı ve genelleştirilmiş Fibonacci dizisi }{ nU  için 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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2
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4
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n

-

n

-

U
)p(p

U
p

U
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eşitliği geçerlidir.  

 

İspat 

 

Eş. 1.3’te 
nU

px =  ve 
4+

=
nU
py  alınırsa,  

 

⎟⎟
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elde edilir. 2≥n  çift tamsayı olmak üzere Eş. 2.3 ve Eş. 2.5 göz önüne alınırsa  
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eşitliği sağlanır.  

3. GENELLEŞTİRİLMİŞ FİBONACCİ VE LUCAS SAYILARINI İÇEREN                  

BAZI TOPLAMLAR 

 

Bu bölümde genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayılarını içeren hem sonlu hem de 

sonsuz toplamlar elde edeceğiz. İlk olarak sonlu toplamları vereceğiz. 

 

3.1. Teorem 
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eşitlikleri elde edilir. Bu eşitlikleri taraf tarafa toplarsak 
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eşitliğini elde ederiz.   

 

3.2. Teorem 

 

nU ; n.ci genelleştirilmiş Fibonacci dizisi ve her k pozitif tek tamsayısı için   

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−

+=

−

++
∑

nk

-n-
n

i kik

-i-

U
p)(

U
p

U
)p(p)(

4

11

1

1

24

2
11 tan1tan2tan1              (3.2) 

 

eşitliğini sağlanır.  
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elde edilir.  

 

3.3. Teorem 
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elde ederiz.  

 

3.4. Teorem 
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elde edilir.   

 

Şimdi genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas sayıları ile ilgili bazı sonsuz toplamları 

vereceğiz. 
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eşitliğini verir.   
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buluruz. Böylece 
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3.7. Teorem 
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olur. Böylece 
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eşitliği elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

.  

Şimdi de Eş. 3.5 ve Eş 3.6 ’yı kullanarak sonsuz çarpımları elde edeceğiz.  

 

3.9. Teorem 

 

Her 2>k  çift tamsayısı ve genelleştirilmiş Fibonacci dizisi }{ nU  için 
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elde edilir. Diğer tarafında da Eş. 1.7 kullanırsak 
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eşitliği sağlandığından  
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ifadesini yazabiliriz. Buradan logaritmanın özelliği kullanılarak  
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elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.  

 

3.10. Teorem 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci dizisi }{ nU  ve genelleştirilmiş Lucas dizisi }{ nV  olmak 

üzere her 1>k  tek tamsayısı için 
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İspat  

 

Teorem 3.9 ’un ispatına benzer biçimde Eş. 3.6 ’yı kullanarak ispatı yapılabilir.  

 

Şimdi genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizileri için bazı sonuçlar vereceğiz.  

 

3.11. Teorem 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci, Lucas dizileri sırasıyla }{ nU  ve }{ nV  olmak üzere 
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dir.  

 

İspat 

 

Eş. 2.1 ’i kullanarak  
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3.12. Teorem 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizileri için 
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eşitliği sağlanır.  
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İspat 

 

Eş. 3.8 ’in ispatında nn-n U(pVpV )42 2
1 +=+  olduğunu göstermemiz yeterli 

olacaktır. Bundan dolayı Eş. 2.1 kullanarak 
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elde ederiz. }{ nU  dizisinin indirgeme bağıntısından  

 

nnn-n UUpVpV 42 2
1 +=+  

       n)U(p 42 +=  

 

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.  

  

 

3.13. Teorem 
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üzere 
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olur. Burada Eş. 3.7 ’yi ve }{ nU  dizisinin indirgeme bağıntısı kullanırsak 
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elde ederiz.  

 

3.14. Teorem 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizileri için 
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elde edilir. Teorem Eş. 3.8 ve }{ nV  dizisinin indirgeme bağıntısından  
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eşitliğini elde ederiz.  

 

 

3.15. Teorem 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizileri için 
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elde edilir. Eş. 3.7 ’yi kullanarak ve }{ nU  dizisinin indirgeme bağıntısından  
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yazabiliriz. Burada Eş. 2.1 ’i kullanılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa  
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3.16. Teorem 

 

Genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas dizileri için 
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İspat 

 

Teorem 3.15 ’in ispatına benzer şekilde Eş. 1.5 ’te 
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Buna göre  
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eşitliğini yazabiliriz. Bu eşitlikte Eş. 3.8 ve }{ nV  dizisinin indirgeme bağıntısını 

kullanarak 
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elde ederiz. Teorem 3.12 ’den 
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eşitliğini yazabiliriz. Bu eşitliği kullanarak ve gerekli düzenlemeleri yaparak 
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4. JACOBSTHAL SAYILARINI İÇEREN BAZI FORMÜLLER  

 

4.1. Teorem 

 

nJ ; n.ci Jocabsthal sayısı ve nj ; n.ci Jacobsthal-Lucas sayısı olmak üzere  

 
n

4
2

2 12 )(JJJ n
nnn −+= ++                   (4.1) 

   

24 4 ++ =− nnn jJJ                     (4.2) 

 

24 54 ++ =+ nnn JJJ                     (4.3) 

 

dir. 

 

İspat 

 

İlk olarak Eş. 4.1 ’in doğru olduğunu gösterelim. Bunun için Eş. 1.8 ’de 2=k  olarak 

alınırsa 
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32
2

22
22 12 n-n-

nn-n )(JJJJ −=−+   

 

elde edilir. Bu son eşitlikte 2+→ nn  alınır ve 12 =J  olduğu göz önünde 

bulundurulursa  

 
12

24 12 n-n
nnn )(-JJJ =− ++  

 

eşitliğini ve dolayısı ile  

 
nn

nnn )(-JJJ 124
2

2 += ++  

 

ifadesini elde ederiz. 

 

Şimdi Eş. 4.2 ’nin doğruluğunu gösterelim. Tanım 1.5 ’i göz önüne alırsak 

 

nnnnn JJJJJ 424 234 −+=− +++  

                  nnnn J)J(JJ 422 13 −++= ++  

      13 2 ++ += nn JJ  

 

elde ederiz. Burada Eş. 1.10 ’u kullanırsak 

 

24 4 ++ =− nnn jJJ  

 

eşitliğini elde ederiz.  

 

Şimdi de Eş. 4.3 ’ün ispatını yapalım. Tanım 1.5 ’i göz önüne alarak 

 

nnnnn JJJJJ 424 234 ++=+ +++  

      nnnn JJJJ 422 212 +++= +++  
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      nnnnn JJJJJ 223 112 ++++= +++  

      25 += nJ  

 

olduğu görülür. 

 

4.2. Teorem 

 

nJ ; n.ci Jacobsthal sayısı ve her 1≥n  tek tamsayısı için  
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dir.  
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Eş. 1.3 ’te 
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x 1
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elde edilir. n tek sayı olmak üzere Eş. 4.1 ve Eş. 4.3 kullanılırsa  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+

+

+ 42
5

tan4tan1tan 2
2

21

4

11

-J
J

JJ n
n

n-

n

-

n

-  

 



 35

elde edilir.  

 

4.3. Teorem 

 

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayıları her 2≥n  çift tamsayı için 
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eşitliği sağlanır.  
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bulunur. n çift sayı olmak üzere Eş. 4.1 ve Eş. 4.2 ’yi kullanarak  
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4.4. Teorem 
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Her 2≥n  çift tamsayısı ve nJ ; n.ci Jacobsthal sayısı için  
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dir.  
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Eş. 1.5 ’te 
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x 1
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y  olarak alınırsa 
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olur. 2≥n  çift tamsayı olmak üzere Eş. 4.1 ve Eş. 4.3 kullanılırsa  
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elde edilir.  

 

4.5. Teorem 

 

nJ ; n.ci Jacobsthal sayısı ve nj ; n.ci Jacobsthal-Lucas sayısı olmak üzere her 1≥n  

tek tamsayısı için 
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eşitliği sağlanır.  
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elde ederiz. n tek sayı olmak üzere Eş. 4.1 ve Eş. 4.2 ’i kullanarak 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+

+

+ 42
tanh4tanh1tanh 2

2

21

4

11
n

n

n-

n

-

n

-

J
j

JJ
 

 

buluruz. 

 

4.6. Teorem 

 

nJ ; n.ci Jacobsthal sayısı ve nj ; n.ci Jacobsthal-Lucas sayısı için 

 
2

11
2 8 nnn-n jJJJ =+ +                    (4.4) 

 
2
n1n1-n

2
n 81Jj8jj =+ +                     (4.5) 
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eşitlikleri sağlanır.  

 

İspat  

 

Eş. 1.9 ’un her iki tarafının karesi alınırsa  

 
2

1
2 4 )J(Jj n-nn +=      
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2
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elde edilir. Burada gerekli düzenlemeleri yapar ve Tanım 1.5 ’i kullanırsak 

 

11
22 8 ++= nn-nn JJJj  

 

elde ederiz. 

 

Eş. 4.5 ’in ispatı için nnn Jjj 94 1 =+ −  olduğunu göstermek yeterli olacaktır. Çünkü  

 
2

11
22

1 1684 n-n-nnn-n jjjj)j(j ++=+  

                    )j(jjj n-nn-n 11
2 28 ++=  

 

olup Tanım 1.6 göz önüne alınırsa  

 
2

11
2 818 nnn-n Jjjj =+ +  

 

olarak bulunur. O halde Eş.1.9 ve Tanım 1.5 ’i göz önüne alırsak 

 

)J(JJJjj n-n-n-nn-n 2111 4444 +++=+  
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elde ederiz.   

 

 

 

 

4.7. Teorem 

 

nJ ; n.ci Jacobsthal sayısı ve nj ; n.ci Jacobsthal-Lucas sayısı olmak üzere her 1≥n  

için  
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elde edilir. Burada Eş. 4.4 ve Tanım 1.5 ’i göz önüne alıp gerekli düzenlemeler 

yapılırsa  
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eşitliğini buluruz. 

 

 

4.8. Teorem 

 

nj ; n.ci Jacobsthal-Lucas sayısı ve nJ ; n.ci Jacobsthal sayısı olmak üzere her 1≥n  

için 
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eşitliği geçerlidir. 
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elde ederiz. Eş. 4.5 ve Tanım 1.6 göz önüne alarak gerekli düzenlemeler yapılırsa 
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elde edilir.  

 

4.9. Teorem 

 

nJ ; n.ci Jacobsthal sayısı ve nj ; n.ci Jacobsthal-Lucas sayısı olmak üzere her 1≥n  

için 
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eşitliği sağlanır.  
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elde edilir. Eş. 1.10 ve Eş. 4.4 ’ü kullanarak  
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elde ederiz.  

 

4.10. Teorem 

 

nJ ; n.ci Jacobsthal sayısı ve nj ; n.ci Jacobsthal-Lucas sayısı olmak üzere her 1≥n  

için  

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+ n

n-

n

n-

n

n--

j
J

j
j

j
j

2
9

tanh
2

tanh
4

tanh 1

1

111  

 

dir.  

 

İspat 

 

Eş. 1.5 ’te 
n

n-

j
j

x 14
=  ve 

12 +

=
n

n

j
j

y  olarak alınırsa  

 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+

+

+

1

1

1

1

1

1

111

2
4

1

2
4

tanh
2

tanh
4

tanh

nn

nn-

n

n

n

n-

-

n

n-

n

n--

jj
jj
j
j

j
j

j
j

j
j

 

               ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
+

+

)j(jj
jjj

n-nn

nnn--

11

2
111

22
8

tanh  

 

olur. Burada Tanım 1.6 göz önüne alınırsa  
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elde edilir Burada Eş. 4.5 ve Eş. 1.11 göz önüne alınarak  
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