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OZET

Bu calismada bilinen Frank matristen yola ¢ikarak genellestirilmis Frank matrisi
tanimladik ve bu matrisin determinantini, tersini, karakteristik polinomunu hesapladik.
Sturm Teoremini kullanarak belirli kosullar altinda genellestirilmis Frank matrislerin
tim ozdegerlerinin farklt ve pozitif oldugunu elde ettik. Genellestirilmis Frank
matrislerin ve Sturm Teoremi ile buldugumuz sonuglarin 6zel hallerini inceledik.
Komsuluk matrisi Frank matris olan Frank graf kavramini ve buna ilaveten Frank
enerji kavramini tamimladik. Frank grafin spektral yarigap1 ve ayrica Frank enerji i¢in
bazi sinir degerleri elde ettik.

Bu calisma dort bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde ¢alismamizin amaci
belirlenmis ve literatiir 6zetine yer verilmistir. ikinci boliimde ¢alismamizla ilgili bazi
temel kavramlar, Frank matris ve 6zellikleri ile Sturm dizisi hakkinda temel bilgiler
yer almaktadir. Uciincii boliimde genellestirilmis Frank matrisler ve cebirsel
ozellikleri, Sturm Teoreminin genellestirilmis Frank matrislere uygulanmasi,
genellestirilmis Frank matrisin 6zel hallerini i¢eren bazi uygulamalara yer verilmistir.
Ayrica Frank matrisin graf teori ile ilgili uygulamalari, Frank grafin spektral yarigcap1
ve enerjisi i¢in bulunan bazi smirlar yine {igiincii boliimde yer almaktadir. Dordiincii
boliim ise sonuglar ve onerilerden olusmaktadir.
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Polinom, Sturm Dizisi, Frank Graf.

Haziran, 2021; 101 sayfa



PhD. THESIS

PROPERTIES OF GENERALIZED FRANK MATRICES

Efruz Ozlem MERSIN
Aksaray University Selcuk University
Graduate School of Natural and Graduate School of Natural and
Applied Sciences Applied Sciences

Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Mustafa BAHSI
Co-Supervisor: Prof. Dr. Ayse Dilek MADEN
ABSTRACT

In this study, we have defined generalized Frank matrix based on the Frank matrix and
have computed the determinant, inverse, characteristic polynomial of this matrix.
Using the Sturm Theorem, we obtained that all eigenvalues of generalized Frank
matrices are different and positive under certain conditions. We examined the special
cases of generalized Frank matrices and the results we found with the Sturm Theorem.
We have defined the Frank graph concept which its adjacency matrix equals to the
Frank matrix and additionally concept of the Frank energy. We obtained some bounds
for spectral radius of the Frank graph and also Frank energy.

This study consists of four sections. In the first section, the purpose of our study has
been determined and a summary of the literature is included. In the second section,
some basic concepts about our study, Frank matrix and its properties, and basic
informations about Sturm series are included. In the third section, generalized Frank
matrices and their algebraic properties, the application of the Sturm Theorem to the
generalized Frank matrices, some applications involving the special cases of the
generalized Frank matrix are given. In addition, the applications of the Frank matrix
in graph theory, some bounds found for the spectral radius and energy of the Frank
graph are also included in the third section. The fourth section consists of results and
suggestions.

Keywords: Frank Matrix, Determinant, LU Decomposition, Characteristic
Polynomial, Sturm Sequence, Frank Graph.
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1. GIRIS

Matris kavrami matematikte diferensiyel denklemler, lineer cebir, graf teori gibi
bir¢cok alanda karsimiza ¢gikmaktadir. Ayrica, miihendislik ve istatistik gibi alanlarda
baz1 problemler, matris formunda yazilarak determinant, matris tersi ve 6zdeger gibi
matris kavramlart kullanilarak daha kolay incelenebilmektedir. Matrislerde mertebe
biiyiidiikge matrisin 6zelliklerini incelemek hayli zor olabilmektedir. Fakat matrisleri
0zel segmek hem kolaylik saglayacak hem de onemli sonuglar elde edilmesine imkan
taniyacaktir. Bu yiizden literatiirde Circulant, Hankel, Toeplitz, Pascal matrisleri gibi
birgok 6zel matris tanimlanmis ve incelenmistir. Hatta bu 6zel matrisler farkli
sekillerde genellestirilmistir. Ozel matrislerden biri de literatiirde Frank matris olarak

bilinen

n n-1 0 0 - 00
n-1 n-1 n-2 0 00
n-2 n-2 n-2 n-3 - 0 0
F= . ; : T (1.2)

matrisidir. Literatiirde Frank matrisin determinant, tersi, karakteristik polinomu gibi

bazi1 6zellikleri karakterize edilmis ve 6zdegerleri hakkinda bazi bulgular verilmistir.

Bizim bu g¢alismadaki amacimiz, (1.1) ile verilen Frank matrisi genellestirerek
ozelliklerini incelemektir. Bu kapsamda esas olarak; genellestirilmis Frank matrisler
kiimesi nasil bir cebirsel yapi olusturur? Genellestirilmis Frank matrisin
determinantini, tersini, karakteristik polinomunu ve oO6zdegerlerini hesaplayabilir
miyiz? Eger hesaplayabilirsek, buldugumuz sonuglar ile klasik Frank matris i¢in
literatiirde bilinen bulgular arasinda nasil iligkiler vardir? Sturm teoriyi genellestirilmis
Frank matrislerde kullanabilir miyiz? Komsuluk matrisi klasik Frank matris olan bir

graf tanimlayabilir miyiz? gibi sorulara cevaplar arayacagiz.



1.1 Literatiir Ozeti
Frank (1958), Frank matrisi tanimlayarak literatiire kazandirmustir [1].

Hake (1985), Frank matrisin determinantini, LU ayrisimini karakterize etmistir. Bunun

yaninda F, matrisinin karakteristik polinomu i¢in bir indirgeme bagintis1 elde etmis

ve karakteristik polinomlarin katsayilari arasindaki iligkileri incelemistir [2].

Varah (1986), Frank matrisleri genellestirmis ve elde ettigi bu matrisin 6zdeger ve

Ozvektorleri lizerine ¢alismistir [3].

Mattila ve Haukkanen (2016), z, <z, <---<z, olmak iizere elemanlarini min (Zi , Zj)

ve max(zi,zj) alarak elde ettikleri Max ve Min matrislerin 6zelliklerini

incelemislerdir [4].

Kilig ve Arikan (2019), Max ve Min matrisler iizerine ¢alismis ve yeni genellemelere

ulagmusglardir [5].

Sturm (1829), katli koklere sahip olmayan polinomlar igin belli bir araliktaki koklerin

sayisini veren Sturm Teoremini ortaya koymustur ve bir araliktaki koklerin sayisi

problemini, p,(x), p,(X),..., p,(X) Sturm dizinin isaret degisim sayisini kullanarak

¢cOzmiistiir [6-8].

Greenberg (1989), i,j=12,....n icin a =a (1) ve b,=b;(1), (ab) arahg

tizerinde siirekli fonksiyonlar olmak iizere, elemanlari

b_,+b —-a , =] ise
in.J) i—j|=1ise (1.2)
0, diger durumlar

seklinde A(A) simetrik tiggensel matrisini tanimlamus ve 1<i<n-1 i¢in S;, A(4)

matrisinin i. esas minorii ve S, =1 olmak tizere



=(b| +b|+1_ai+l)si _biZSi—l (1-3)
indirgeme bagntisini kullanarak A(4) matrisine Sturm Teoremini uygulamistir [9].

Bapat vd. (2012), komsuluk matrisi kompleks birimler i¢eren bir Hermityen matris
olan agirlikli digraf kavramini tanitmislardir ve de basit ve karisik (mixed) graflar ile

ilgili galismalarda bulunmuslardir [10].

Lou ve Hong (2015), komsuluk matrisinin Hermityen matris olmasi gerekmeyen

agirhikli digraflarla ¢alismislardir [11].

Dong ve Lin (2016), ilmek icermeyen kompleks agirlikli graflar1 g¢alismiglar ve
yonlendirilmis bir dongiiniin (cycle) agirligini, tiim kenarlarin agirliklarinin ¢arpimi
olarak tanimlamislardir. Ayrica buna karsilik gelen yonlendirilmis graf yapisi ile

Laplasyan matris arasindaki iligkiler ile ilgili bazi sonuglar vermislerdir [12].

Zhang ve Li (2002), Xu ve Xu (2009) ile Giingér ve Das (2010), basit digraflarin
spektral yarigaplar1 hakkinda bazi sinirlar belirlemislerdir [13-15].

Butler ve Siegel (2013), n. mertebeden negatif olmayan A komsuluk matrisinin

mutlak degerce en biiyiik 6zdegeri olan p(A) spektral yarigap: igin smurlar

gelistirmislerdir. Bu smurlar negatif olmayan matrislerin biiylik bir smifina
uygulanabilirdir ve literatiirde bulunan sinirlardan daha iyidir. Ayrica bu sinirlar
yalmz basit digraflarla sinirli kalmadan, dis-derece regiilerlik ile iliskili esitlik

kosullari ile birlikte sunmuslardir [16].



2. TEMEL KAVRAMLAR VE ON BILGILER

Bu boliimde bazi temel kavramlar, Frank matris ve Sturm dizisi tanitilacaktir.

2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1 V bos olmayan bir kiime ve (F,+,-) bir cisim olsun. Her u,veV igin
(u,v) >u®v seklinde gosterilen ve adma vektdr toplami denen V xV —V

fonksiyonu ile her acF ve her veV icin (a,v)—>aO®v seklinde gosterilen ve

skalerle ¢carpim veya dis ¢arpim olarak adlandirilan F xV —V fonksiyonu,

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)

8)

ozelliklerine sahip olsunlar. Bu durumda (V,®,0) iglisine veya kisaca V

Her u,veV icin u®v=vdu,

Her u,v,weV igin u®(vow)=(udv)ew,

Her ueV icin u®0, =0, @u =u olacak sekilde bir 0, €V vardir,
Her ueV i¢cin u®u'=u'®@u =0, €V olacak sekilde bir u'eV vardir,
Her acF veher uveV i¢in a0(u®v)=(acu)®(adv),

Her a,beF veher ueV i¢in (a+b)oOu=(acu)®(bou),

Her a,beF veher ueV i¢in ao(bou)=(a-b)ou,

1., F cisminin birimi olmak iizere, her ueV i¢in 1. Qu=u

kiimesine F cismi iizerinde bir vektor uzayi denir [17].

Tamm 2.1.2 V bir vektdr uzayr ve J#W <V olsun. Eger W kiimesi, V ’deki

toplama ve skalerle ¢arpma islemlerine gore bir vektor uzayr ise W kiimesine V

vektor uzayinin bir alt vektor uzayi denir [18].



Teorem 2.1.3 V, F cismi lizerinde tanimlanmis bir vektor uzayr ve U =, V ’nin

bir alt kiimesi olsun. Buna gore U kiimesinin V vektor uzayinin bir alt uzayi olmasi

i¢in gerek ve yeter sart

i. Heru,u,eU igin u +u, eU,

ii. HeraeF veueU icin aueU
olmasidir [19].

Sonu¢ 2.1.4 V , F cismi lizerinde tanimlanmis bir vektor uzay1 ve U = &, V ’nin bir
alt kiimesi olsun. U kiimesinin V vektor uzayinin bir alt uzayi olmasi igin gerek ve

yeter sart

vceF, Yu,veU igin u+cveU (2.1)

onermesinin dogru olmasidir [20].

Tammm 2.1.5 S, F cismi tizerinde tanimli V vektdr uzaymin bostan farkli bir alt
kiimesi olsun. S kiimesindeki vektorlerin tiim sonlu lineer kombinasyonlarinin

kiimesine S kiimesinin gerdigi kiime denir ve Span S ile gosterilir [18]. Yani,
Span S ={cV, +C,V, +---+CV, : ¢, €F, v, €S} (2.2)

seklinde yazilir [18].

(2.2) ile verilen Span S kiimesi F iizerinde bir vektor uzay: olup, eger Span S =V

ise bu durumda V vektor uzayindaki her vektor S kiimesindeki vektorlerin bir lineer
kombinasyonu olarak ifade edilebileceginden S kiimesine V vektor uzayini gerer
denir [18].

Tammm 2.1.6 S, F cismi tlizerinde taniml1 V vektér uzaymin bostan farkli bir alt

kiimesi olsun. ¢, e F, v, € S olmak iizere c\V, +C,V, +---+C\V, =0 esitligi yalnizca
¢, =C,=--=¢ =0 degerleri igin saglamyorsa S ={v,,V,,...,v,} kiimesine lineer

bagimsiz, aksi halde lineer bagimlidir denir [18].



Tammm 217 V , F cismi iizerinde bir vektér uzayir olsun. S={v,v,,...,v,}

kiimesinin elemanlari lineer bagimsiz ve V vektor uzayini geriyor ise bu durumda S
kiimesine V vektor uzaymin bir tabani veya bazi denir. Bazdaki vektor sayisina ise

vektor uzaymin boyutu denir. V vektdr uzaymnin bir bazi n vektérden olusan
S={v,V,,...,v,} kiimesi ise V uzaymn boyutu n olup ve dimV =n seklinde
gosterilir [18].

Tanmmm 2.1.8 A, bir n -kare matris olsun. A matrisinin esas kosegeni iizerindeki

elemanlarmin toplamina A matrisinin izi denir ve izA ile gosterilir [21]. Yani, A

matrisinin esas kosegeni iizerindeki elemanlar1 a,,,a,,,...,a,, olmak lizere

Zaii =a; ta, t -+, (2.3)

i=1
toplamina A matrisinin izi denir [21].

Tanmmm 2.1.9 A:[aij}, F cismi {izerinde bir n -kare matris olsun. o €S, bir

permutasyon ve

-1 otekise

&, ={ L (2.4)
+1, o ciftise,

olmak iizere, det( A) veya |A ile gosterilen

det(A)=|A=>" €,81,0%0(2) ** Bron) (2.5)

oeS,

ifadesine A matrisinin determinanti denir [17].

Tanim 2.1.10 Az[a”], bir n -kare matris olsun. A matrisinde &; elemaninin

bulundugu i. satir ve j. siitunun silinmesi ile elde edilen M, alt matrisinin

i+]

M

determinantma  @; elemamna karsihk gelen min6r ve A =(-1) ij‘

]

determinantina da a; elemaninin kofakt6rii veya isaretli mindri denir [17].



Teorem 2.1.11 A= [aij] bir n -kare matris olsun. A matrisinin determinant isaretli

mindrlere bagh olarak

|Al=a,A, +a,A, +--+a,A, (i.satir agilimi) (2.6)
veya
|Al=a,;A;+a,, A +--+a,;A; (].situn agilimi) (2.7)
seklinde yazilir [17].

Teorem 2.1.12 F cismi iizerinde tanimli n -kare matrislerin kiimesi M, (F) olmak

iizere A, BeM, (F) igin
det( AB) =det(A)det(B) (2.8)

esitligi gecerlidir [21].

Tamim 2.1.13 C kompleks sayilar cismi {izerinde tanimli n -kare matrislerin kiimesi

M, (C) olmak iizere Ae M, (C) olsun. 0# x e C" vektorii igin

AX = AX (2.9)

esitligini saglayan A eC skalerine A matrisinin bir 6zdegeri, x vektoriine de A

matrisinin 4 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii denir [21].

Tanim 2.1.14 Ae M, (C) matrisinin tiim 6zdegerlerinin kiimesine A matrisinin

spektrumu denir ve o (A) ile gosterilir [21]. A matrisinin spektral yarigap ise
p(A)=max{|4: 1ec(A)} (2.10)

seklinde tamimli p(A) reel sayisidir [21].



Tamm 2.1.15 A, bir n-kare matris ve | da ayn1 mertebeden birim matris olmak

iizere P,(A)=det(Al —A) polinomuna A matrisinin karakteristik polinomu denir.

A, n-kare matrisinin karakteristik polinomun agik ifadesi
P(1)=A"+aA" " +a,A" *+--+a, ,A+a, (2.11)
seklindedir [22].

Bir A, n -kare matrisinin karakteristik polinomunun kdoklerinin A matrisinin

0zdegerleri oldugu bilinen bir gergektir.

Teorem 2.1.16 Ae Mn(C) matrisinin 6zdegerleri 4, 4,,...,4, olmak iizere, A

matrisinin 6zdegerleri, izi ve determinanti arasinda

izA= Zﬂ, (2.12)
ve
det(A) :ﬁi, (2.13)

i=1

bagintilart gegerlidir [21].

Tamm 2.1.17 Az[aij], bir n -kare matris olsun. A matrisinde, a; elemaninin
yerine A; isaretli mindrii yazilarak elde edilen matrisin transpozuna, A matrisinin

adjoint (ek) matrisi denir ve Adj(A) ile gosterilir [22].

Tammm 2.1.18 1, n. mertebeden birim matris olmak iizere AeM, (F) olsun.

A'A=AA" =1 olacak sekilde bir A™ matrisi varsa, A matrisine tersinir matris,

A~ matrisine de A matrisinin tersi denir [21].

Bir A matrisin tersini bulmanin ¢esitli yollar mevcuttur. Biz burada, bu ¢alismamizda

kullandigimiz adjoint matris metodu ile bloklara ayirma metodunu verecegiz.



Teorem 2.1.19 A, bir n-kare matris ve det(A);tO ise bu durumda A matrisinin

tersi

1 1 .
= Gar(a) "I

bi¢imindedir [22].

Teorem 2.1.20 A, D, X ve V Kkare matrisler olmak tizere,

(¢ o]

bloklara ayrilmis (pargali) matrisi tersinir olsun ve tersi

Mfl_xv
lu Vv

parcali matrisi olsun. Eger A matrisi tersinir ise bu durumda

X =A'+A'B(D-CA'B) CA,
Y=-A'B(D-CA'B) ",
U=—(D-CA'B) CA?,

V=(D-cA'B)"

esitlikleri gecerlidir [18].

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)
(2.18)
(2.19)

(2.20)

Tamm 2.1.21 A, n-kare matrisinin bir L alt iggen matrisi ile bir U st tiggen

matrisinin ¢arpimi olarak A= LU bigiminde yazilmasina bu A matrisinin LU

ayrigimi veya ti¢gen ayrigimi denir [20].



Tanmm 2.1.22 i, j=12,...,n i¢in a; #0 olmak lzere n. mertebeden bir A:[eyj]

matrisinin Hadamard tersi

AY = {i} (2.21)

seklinde tanimlanir [23].

Tammm 2.1.23 (a,) bir reel sayr dizisi olsun. Her neN i¢in a,<a,,, ise (a,)

dizisine artan dizi denir, a, >a,,, ise (a,) dizisine azalan dizi denir [24]. a, <a,,,

n+1

ise (a,) dizisine kesin artan, a, > a,,, ise de kesin azalan dizi denir [25].

n+1

Tamm 2.1.24 Ac R, f:A— R bir fonksiyon ve p e A olsun. Verilen her ¢ e R”
sayisina karsilik |[x—p| <& kosulunu saglayan her xe A igin |f(x)—f(p)|<e
olmak iizere bir 6 € R" sayisi bulunabilirse, f fonksiyonuna p noktasinda

stireklidir denir. f fonksiyonu A tanim kiimesinin her noktasinda siirekli ise bu

durumda f fonksiyonuna A kiimesi tizerinde siireklidir denir [24].

Lemma 2.1.25 q=(q;) pozitif reel sayilarn bir dizisi, a=(a

) ve b=(b) de
1=1,2,...,m i¢in benzer monotonluga sahip, negatif olmayan reel say1 dizileri

olsunlar. Bu durumda

>4 qah > a3 ah 2.22)

] i1
esitsizligi gecerlidir. Egera=(a,) ve b=(b,) zit monotonluga sahip diziler ise bu
durumda esitsizlik yon degistirir [26].

2.2 Frank Matris ve Ozellikleri

Frank matris, 1958 yilinda Werner L. Frank tarafindan literatiire kazandirilmistir.
Frank matrislerin determinanti, tersi, LU ayrisimi, karakteristik polinomu ve
Ozdegerleri ile ilgili ¢esitli caligmalar yapilmistir. Bu kisimda Frank matrisi tanitarak

literatiirde var olan bazi 6zelliklerini ispatsiz olarak verecegiz.
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Frank (1958),

n n-1 0 o - 00
-1 n-1 n-2 O - 00
T (2.23)
2
. l .

matrisini tanimlamis [1] ve ona atfen bu matris Frank matris olarak adlandirilmistir

[2,3].

n - ..
Ayrica, F, =[aij]i‘j:1 matrisinin elemanlari

n+l-max(i,j), i>j-2
ij . (2.24)
0, diger durumlar
biciminde karakterize edilir.
Buradan itibaren F, matrisi (2.23) ile verilen matrisi temsil etmektedir.
Teorem 2.2.1 n >0 igin Frank matrisin determinanti
det(F,)=1 (2.25)

dir [2].
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TmmleZBf{ﬂJLJmmMiﬁrmMﬁmnagdm%ﬁmm

1,
n+2-i,
B =1(-1)" B, ﬁn—i—k+1,

-1,

0,

seklinde karakterize edilir [2].

i<j

i=j+1

i>j+1

Teorem 2.2.3 L =[ﬂflj]:j:1 ve U = [pij] Y matrisleri i¢in

n
i, j=

ve

n+1-i
py=1n+2—i
n-i,

olmak iizere F, matrisi,

seklinde yazilir [2].

12

1< ]

diger durumlar

i=j=1
i=j=1
i=j-1

diger durumlar

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)



Teorem 2.2.4 F, matrisinin karakteristik polinomu
P(A)=A"+ 7Aooy A 4y igin P (1) =1-2 ve P,(1)=1-31+ 22

olmak {izere
P.(2)=(1-2)P(2)-(n-DAPR,_,(1) (2.30)

indirgeme bagintisi ile karakteristik polinomun katsayilar1 arasinda 1<i<n-1 i¢in
7= = = (- (231)
bagintis1 mevcuttur [2].

Lemma 2.2.5 F, matrisinin 6zdegerleri birbirlerinin ¢arpimsal tersi seklindedir [2].

Lemma 2.2.6 n tek dogal say1 oldugunda F, matrisinin 6zdegerlerinden bir tanesi

1°dir [2].

Lemma 2.2.7 F, matrisinin zdegerleri A4, (i :1,2,...,n) olmak tizere,

(2.32)

esitsizligi gegerlidir [2].
2.3 Sturm Dizisi

Reel katsayill p(x)=a,x"+a, X" " +---+a, polinomunun kéklerinin bulunmasi

problemi cebirin 6nemli bir problemidir. Ancak n>5 oldugunda bu polinomun
kokleri i¢in kesin bir formiil bulunmamaktadir. Bununla birlikte, ayrintili bilgileri [27]
ile verdigimiz kaynakta bulunan Cauchy simirlari, Descartes isaret kurali ve Budan
Fourier Teoremi bir araliktaki koklerin sayist i¢in iist sinirlar vermektedirler. 1829
yilinda Sturm’un ¢alismalariyla ortaya konan Sturm Teoremi ise katli koklere sahip

olmayan polinomlar i¢in belli bir araliktaki koklerin sayisint vermektedir [6-8]. Sturm,

bir arahiktaki koklerin sayist problemini p(x) polinomundan elde ettigi

13



Py (X), P,(X),-.., p,(X) dizisinin isaret degisim sayisin1 kullanarak ¢ozmiistiir. Sturm,
Po(X), Pi(X),-.., P, (x) dizisini p(x) ve p'(x) tiirevine sdzde Oklid Algoritmasini

uygulayarak

Po (X) = p(X), (233)
P (%)= p'(x), (234)
p, (x)=—Kkalan(p, (x)/ p, (X)) =P, (X) % (X)— Py (X). (2.35)
P, (X)= —kalan( p.(x)/ p, (x)) =p, (X)), (x)—p,(x), (2.36)
Po.1 (X)=—kalan(p,,(x)/ p,(x))=0 (2.37)

seklinde elde etmistir. Burada elde edilen p, (x) polinomu sifirdan farkli bir sabittir.

Bu sekilde elde edilen p,(x), p,(X),..., p,(X) dizisine p(x) polinomuna iliskin Sturm
dizisi denir [27-29]. Bu dizi,

1) p, (X) polinomunun kokii yoktur,

2) Dizinin herhangi ardisik iki teriminin ortak kokii yoktur,

3) Eger p,(x)=0ise p,,(x)p,.(x)<0,

4) p,(x) ve p,(x) polinomlari, p,(x) polinomunun bir kokiiniin bir yakin

komsulugunda kdkten dnce zit isaretlere sahipken kokten sonra ayni isaretlere

sahiptir
sartlarini saglar [27].

Sturm,  p(x) polinomunun 4, ’dan  kiigik  koklerinin  sayisimn

Po () Pi(4),--- Py (%) dizisinin isaret degisim sayisina esit oldugunu belirtmistir
[27].

14



Ornek 2.3.1 p(x)=x*—20x*+137x* —370x+336 polinomunun (1,4) araligindaki

koklerinin sayisini bulalim.

Bunun i¢in p(X) ve p'(x) tiirevine (2.33)-(2.37) denklemleri ile verilen sozde Oklid

Algoritmasimi uygularsak

ve

olur. Buradan

yazilabilir. Boylece

elde edilir.

olup

bulunur.

olup, buradan

Po (X) = p(x) =x* —20x> +137x* —370x + 336

p,(x) = p'(x)=4x’-60x* +274x—370

p(x)= pl(x)(lx—E){—E X2 +65x—?

4 4 2

13 253
p, (x)=—kalan(p,(x)/ p,(x)) =?x2 —65x+7

8 40 50 250
p.(X)=p,(x) LT et Ty

50 250
p;(x)=—kalan(p, (x)/ pz(x)):ﬁx—ﬁ

169 169
P, (X)= m(x)(mx—gj—%

15

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)



P, (x) =—kalan(p, (x)/ p;(x)) =36 (2.45)

yazilir. Son olarak

P (x)= m(@(%x—%jw (2.46)

oldugundan
ps (x) =—kalan(p;(x)/ p,(x))=0 (2.47)
bulunur. Bu durumda dizi p, (X) ile bitmelidir. Simdi,
p(x)=x*—20x*+137x* —370x+336 polinomundan elde edilen

Po (X), Py (%), P, (X), Ps(X), P4 (x) Sturm dizisinin a=1 ve b=4 noktalarindaki

isaret degisim sayilarini tespit etmeliyiz:

P, (1)=84 , p(1)=-152 , p,(1)=68 , p,(1)=-15.3846 , p,(1)=36 ve
Do (4)=24, p,(4)=22, p,(4)=—295, p,(4)=-3.8462, p,(4)=36 oldugundan
a =1 noktasindaki isaret degisim sayis1 4 ve b =4 noktasindaki isaret degisim sayisi
2 *dir. Dolayisiyla p(x) polinomu (1,4) araliginda 4-2=2 tane koke sahiptir.
Gergekten, p(x) polinomunun kokleri x, =2, x, =3, x, =7 ve x, =8 olup, (1,4)

araligindaki kokleri X, =2 ve X, =3 olmak iizere 2 tanedir.

Rastgele verilen bir p,(x), p,(X)...., p,(X) polinomlar dizisi bazi sartlar altinda

incelenerek Sturm dizisinin farkli versiyonlari elde edilmistir. Sturm dizisi ve farkli
versiyonlart i¢in [9, 29-31] kaynaklarim1 Oneririz. Biz burada, hem matrislere
uygulanmis olmast hem de tezimizde kullanacagimizdan dolayr Leon Greenberg

tarafindan verilen versiyonu tanitacagiz.
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1989 yilinda Greenberg [9], i,j=12,...,ni¢in a =a (A) ve b, =b; (1) siirekli

fonksiyonlar olmak tizere

(b, +b,—a,) b, 0 0 0 0 ]
b1 (bl + bz - az) bz 0 0 0
0 b, (b, +b,~2;) b, 0 0 (2.48)
0 0 . . . 0
0 0 0 bn—2 (bn—z + bn—l - an—l) bn—1
0 0 0 0 b, (b, +b,—a,)]
simetrik tiggensel A(ﬂ) matrisinin esas mindrlerinden olusan
Sp(24)=1,5,(4),S,(4),.--,S,(4) (2.49)

dizisini elde etmis ve Sturm teoriyi buraya uygulayarak A() matrisinin

6zdegerlerini incelemistir. Bunun i¢in asagidaki tanim ve teoremleri vermistir:

Tanmm 2.3.2 p,(4),p,(4),...,p,(4) fonksiyonlar1 (a,b) araliginda ( a=-o

b =00 da olabilecek sekilde) siirekli fonksiyonlar olsunlar. Eger

a) p,(4) polinomunun (a,b) araliginda kokii yoktur,

b) 1<i<n igin p; (A1) polinomlarmim koklerinin kiimesi ayriktir,

¢) 1<i<n-1igin p,(4)=0 ise budurumda p,_,(4,)p,.;(4)<0’dir,

d) 1<i<n igin p;(4)=0 ise bu durumda yeterince kiicik &,s,>0 igin

pi_l(ﬂo)(pi (ﬂo +32)_ P; (ﬂo _31))<0’dlr

sartlar1 saglaniyorsa p, (1), p,(4),..., p, (ﬂ) dizisi Sturm dizisi ozelliklerini saglar
denir [9].

17



Teorem 2.3.3 p,(4), p.(4),....p,(4) dizisi (a,b) arahg iizerinde Tanim 2.3.2 ile
verilen Sturm dizisi Ozelliklerini saglasin. c(4,); Py (4) Pi(4y)s--ns Py (A)
dizisinin ardisik terimleri arasindaki isaret degisim sayis1 ve a <[ sayilari (a,b)

araliginda olmak iizere p, () polinomu («, B) arahginda c(B)—c(«) farkh koke
sahiptir [9].

Teorem 2.3.4 p,(4),p,(4),...,p,(A) dizisi bir Sturm dizisi olsun. Bu durumda

1<i<n igin p,(A) ve p,,(4) polinomlarmin kokleri ig ige geger [9].

18



3. BULGULAR VE TARTISMA
Bu boliimde, tez ¢alismamiz boyunca elde etti§imiz ana bulgular verecegiz.
3.1 Genellestirilmis Frank Matrisler ve Cebirsel Ozellikleri

Burada verdigimiz bulgularimizdan bir kismi Mersin vd. (2020) tarafindan yapilan

caligmamiz ile literatiire kazandirilmistir [32].

Tanm 3.1.1 Elemanlart a=(a,,a,,...,a,)€R" reel say1 dizisinden segilerek elde

edilen

a, a, 0 0 0 0
a, a, a, 0 - 0 0
a a a a -« 0 0
Fan il n:—2 n:—2 n:—2 n:—3 N : : (31)
a, a, a, a, eod, a4
L& & & & & &

matrisine genellestirilmis Frank matris denir [32].

n

(3.1) ile verilen F, = [( fan )} genellestirilmis Frank matrisinin elemanlari
! Ui j=

(3.2)

a‘n+1—mz;1x(i,j) ! P> J -2
0, diger durumlar

bi¢iminde karakterize edilir [32].

Eger (3.1) ile verilen F, matrisinde &, =i secilirse (2.23) ile verilen klasik Frank

matris elde edilir.

Simdi (3.1) ile verilen Fan genellestirilmis Frank matrisinin cebirsel 6zellikleri ile

ilgili bulgularimiz1 verelim. Oncelikle belirtelim ki bulgularimizi karakterize ederken

bazen a, terimine ihtiya¢ duyulmustur. Dolayisiyla tezimizde a, terimi a, =0

kabulii altinda kullanilmistir. Bu durum her defasinda tekrarlanmayacaktir.

19



Teorem 3.1.2 V,, n. mertebeden tiim genellestirilmis Frank matrislerin kiimesi

olmak iizere, V, bir vektor uzayidir.

Ispat. a, B reel sayilar ve a=(a,a,...,a,), b=(b,b,,...,b,) eR" dizileri igin

n

F, :[( fan)ijl j=1 F, :[(fbn)ij]inj:l €V, olmak tizere, D=aF, +fF, :[dii]n

ij=1

olsun. Bu durumda d; = a( f, ) +ﬂ( f, ) olur. (3.2) esitligi géz Oniine alinirsa
n Jij n /i

aan+—maxi'+ bn+—maxi' ’ i>j_2
dy=a(f,) +p(f,) =1 "™ Phtmo y 3.3)
! v 0, diger durumlar
esitligi yazilir. Ayrica,
¢ =aa+pb, (i=1...,n) (3.4)

olmak tlzere

ca+fb=(aa, +pb,aa,+pb,,....aa,+pb,)=(c,C,,...,C,)=CeR" (3.5)

n

olur. c=(c,,c,,...,c, ) olmak iizere F, =[( f, )} €V, matrisinin elemanlari (3.2)
" " =1

ve (3.4) esitliginden

C S > -2
(1), =1 e ] @5)
"0, diger durumlar
_ aan+l—max(i,j)+ﬂbn+l—max(i,j) ! i > J -2 (37)
0, diger durumlar
seklinde yazilir. Bu durumda (3.3) ve (3.5) esitliklerinden
Fcn = Faan+ﬁbn :ozFan +ﬂan (3.8)
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yazilir. Buradan aF, + R, =F €V, elde edilir. Yani, V,, n. mertebeden matrisler

C,

uzayinin bir alt vektor uzayidir. Boylece V, bir vektor uzayidir.

Sonu¢ 3.1.3 1, s. elemam 1 diger elemanlar:t 0 olan sirali n -li olmak tizere her

F

., €V, icin,

F, = Z;as R, (3.9)

yazilabilir. Burada F , F,_,...,F, matrislerinin kiimesi lineer bagimsizdir, dolayisiyla

V, i¢in baz teskil eder.
Sonuc 3.1.4 V, genellestirilmis Frank matrisler uzayinin boyutu n ’dir.

Teorem 3.1.5 Faﬂ matrisinin determinanti,

det(F, )=TT(a-a.) (3.10)
i=1l
seklindedir.
ispat. P, [ ve A matrisleri
0O --- 0
01 - 1] . |0 - 1
P = . . . .« | I = . . . . (311)
0 0 1 1 - 00
ve
a0 0 0 ]
a a-a - 0 0
A=l0 & . : (3.12)
: : “ooa,-a, 0
L 0 0 a1 a,—a,,
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seklinde tanimlansin. Bu durumda
F, =TAPI (3.13)
olarak yazilir. (3.13) esitligi ve determinant 6zelliklerinden

det(F, )=det(T')det(A)det(P)det(T) (3.14)

yazilir. det( f) =+1 ve det(P)=1 oldugundan

det(F, )=det(A) (3.15)
=3, (8,-a)(8-a,)(a,~a,,) (3.16)
“T1(a-a.) (3.17)

i=1

elde edilir.

Sonug 3.1.6 Teorem 3.1.5’te & =i (i=12,...,n) almrsa F, =F, olup F, Frank
matrisinin (2.25) ile verilen determinanti elde edilir.
Teorem 3.1.7 Vi=12,...,n icin & —a; , # 0 olmak iizere, F, matrisinin tersi vardir

- - - - n i
ve F, matrisinin tersi B, =[ﬂij]i,j:1 IS€

1 .
a-a_, '=1=1
n n-1
Ao . .
N+2—1 , — 1
(an+2—i - an+l—i) (an+l—i - an—i) ! I”
1 .
B = T . i=j+1 (3.18)
n+2—i n+1—i
0, i>j+1
j—i - a . . ..
-1y B. n+l-i—k ’ i<j
( ) ) (an+1—i—k _an—i—k)
seklindedir.
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Ispat. Vi=12,...,n igin a —a,_, #0 ise Teorem 3.1.5’ten det(Fan)i 0 oldugundan
F, matrisinin tersi vardur. (3.18) esitliinin ispatin1 n iizerinden timevarim metodu

ile yapalim.

n =2 i¢in hipotezin dogrulugu aciktir, dyle ki

3 :{az ﬂ (319)
© la g
olmak tizere
1 -8
B - (-a) (a,-a)(a-a) (3.20)
? il a,

(a,-a) (a-a)(a-a)

olur. n—1 icin hipotezin dogrulugu kabul edilirse, B, ~matrisinin (i, ). eleman

r i=j=1
a1~
AL L.
n+1—i ’ i=iz1
(an+1—i an—i ) (an—i an—l—i ) J
—ﬁ y | - J +1 (321)
n+1-i n—i
0, i>j+1
j—i - a . .
-1 ) ﬁav. n—i—k ’ |<J
( ) "k (an—i—k _an—l—i—k)

seklinde karakterize edilir. Hipotezin n i¢in dogrulugu gdstermek tizere F, matrisi;

A, =[a,], (3.22)
A,=[a,, 0 0 - 0 0], (3.23)
Az1:[an—1 a, .53 & ai]T’ (3.24)
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ve

a,, a, 0 0 0 O
n-2 an—2 a‘n—3 0 0 0
A, = an:3 an;3 an;3 a, , 0 0
a2 a'2 a‘2 a2 aZ a1
La & a g & 4|
olmak tizere
. {»&1 az}
AL A

seklinde ve B, matrisi de

B :{Bn Blz}
b By By

seklinde bloklara ayrilmis olsun. Bu durumda Teorem 2.1.20’ye gore,

By = A +AA, (A - AALA ) AAT
B, =~ A7 A, (An — AuATA,)

By =—(Ar— AATA) AuAT

B, =(A— AA A, )

bi¢imindedir. Bu esitliklerde verilen matris ¢arpimlar1 yapildiginda

B11:(A11_A12A2_21A21)_1:a P

n

X, = olmak tizere,

24

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
(3.29)
(3.30)

(3.31)

(3.32)



BlZ == Bll A12 Az_zl (3-33)

n-1
:{_ X&, 4 X 18 (_1)”‘1 H i ’ (334)
a,—a,, (anl a, 2)(an—2_an 3) i=1 4 A
1 T
le = _AZ_ZlAZlBll = {_ 00 - O} (3-35)
an - an—l
o .
ve X, = s olmak tlizere

S

2<s<n (am.g_s - an+1_s )(an+1—s - an—s )

B, = Az_zl - Ab_zlAaBnAlz _21 (3.36)

[ X8, X8, .8, 5 2 T4
X (-1) " x
’ a_, a3 (a‘n 2 _anfs)(anfs -a, 4) ’ i1 & —8
n-3
3 1 X, X, 5 (_1)n—3 X, a
_ Ay~ e, &, 378, i1 & —8, (3 37)
n-4 '
0 & X, (-1)""x, 4
Qa3 i-1 & —a
|0 0 0 X, |
matrisleri elde edilir. Boylece
i Xlan—l Xlan—lan—z n-1 1 al ]
T (=)™ %
a8, (a‘n 178, )(an—z -a, 3) H a—a,
1 X,a 2 2a
a-a X a 2—:12 (-3) 2le-_[a—la
Ba — n n-1 n-2 n-3 rllilg i i1 (338)
0 _ 1 X, (_1)n—3 , q
8y~ a8, i1 &~
o0 0 0 X, |

olarak bulunur ve ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.1.8 Teorem 3.1.7°de a, =i (i=12,...,n) almrsa F, =F, olup F, Frank

matrisinin (2.26) ile verilen tersi elde edilir.

25



Teorem 3.1.9 F, matrisinin adjoint (ek) matrisi Adj(F, )=[¢;] ise

i,j=1

(a-a,), i=j=1
i=1
H (aS_aS—l)(an+2—i) ' i= Jil
2314—2—]
s#EN+1-1
gy=1 11 -2, =i (3.39)
S#EN+2—i
0, i>j+1
L j-i a .
-1 'é’a n+l-i—k ’ i< |
( ) k=1 (an+1—i—k - an—i—k)
seklindedir.

Ispat. Teorem 2.1.19°dan
Adj(F, )=F,"det(F, ) (3.40)
yazilir. Teorem 3.1.5 ve Teorem 3.1.7 ile istenilen elde edilir.

Teorem 3.1.10 L :[Iijlnj:1 ve U :[“ijlnjzl matrisleri F, matrisinin LU ayrisimim:

olusturan matrisler olsunlar. Bu durumda

0, 1<
=] 1, i=j (3.41)
Ayiri. , diger durumlar
an+1—j

ve
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olarak elde edilir.

Ispat. F, = LU matris carpimi istenilen sonucu verir.

a, , i=j=1
(a‘n+l—i )(an+2—i — an+1_i ) , i= J #1
an+2—i !
an—l ! I - J _1
0, diger durumlar

(3.42)

Sonug 3.1.11 Teorem 3.1.10°da a, =i (i=1,2,...,n) almirsa F, =F, olup F, Frank

matrisinin (2.27) ve (2.28) ile verilen LU ayrisimi elde edilir.

Teorem 3.1.12 Fan

matris

inin

P(1)=4*—(a +a,)A+aa, —a olmak iizere, n>2 igin

P (ﬂ«) = (ﬂ“ —a, + an—l) R (/1) —a,.4F (i)

indirgeme bagintisini saglar.

Ispat. F, matrisinin karakteristik polinomu

A-a, a,, 0
] A= a1 —a,,
_ —a,, —a, A= a,_,
—a, —-a, —a, A-a,
-8 & -8 8

27

karakteristik  polinomu

R(A)=41-a, Ve

—a
A-a

(3.43)

(3.44)



A-a,., -a,, 0 0 0
—a,, A- a, , —a, 3 0 0
-a -a A-a 0 0
:(l_an) .n—3 n-3 :n—3
-4, -4, -4, A- a, —q
—a —a —a -8 A-3
—a,, —a, 0 0
—a,, A— a,_, —a,_; 0
-a -a A-a 0
+ (an,l) n-3 n-3 n-3
-4, -4, -4, e A= a, -
—a —a - o -y A-g

(3.45)

seklinde yazilabilir. Burada esitligin sag tarafindaki ilk determinant P, (A1)

polinomuna karsilik gelmektedir. Ikinci determinanta ise q (1) denilirse,

A-a ., -a, 0 0 -a,, 0 0 0
-a,, A-a,_, -a,; 0 0 A-a,, -a,, 0 0
q (ﬂ«) _ _a:n—S —a,3 A _:an—B 0 r 0 _a:n—s A= a, 3 0 O
—8, 8, —8, -8 0 -8, 8, A-a, -
R A-al |0 & -a - A-a

olur. Boylece

P, (1)=(2-a,)P.(4)+a,, (P (2)-4P_, (1))

= (ﬂ’ —a,+ a‘n—l) Pn—l (ﬂ’) - an—lﬂpn‘z (/1)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

elde edilir. Ayrca, P (1)=21-a, ve PR, (1)=4*—(a+a,)A+aa,—a  oldugu

agiktir.

Sonug 3.1.13 Teorem 3.1.12°de a, =i (i=12,...,n) almirsa F, =F, olup F, Frank

matrisinin karakteristik polinomunun (2.30) ile verilen indirgeme bagintis: elde edilir.
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Teorem 3.1.14 F, matrisinin karakteristik polinomu

P(2)=A"+y"A" et M A "

olmak {izere, karakteristik polinomun katsayilari arasinda 1<i<n-2 i¢in

7/(()n) :(an—l_an)yo )

=77 2,
7= (s —a,) " —a

bagmtilar gegerlidir.

Ispat. Teorem 3.1.12 ile verilen

n

denkleminde

ve

P
ifadeleri yerlerine yazilirsa

P ()= (A8, +8,,) (A" + T2 et 2 )

n

n

olup, buradan

P(2)=2"+(70) =, ) A+ (A0 — et e, ) —a, T ) A

n n

(i

_ anyfn—l

29

P (A)= A" 4y W02 g 0 g

P (/1) = (ﬂ“ —a, + an—l) P (A) —a,.4F (i)

1)

2 (A) = A2 4y AT ey 0

n—2)ﬂ i 7(()n—2))

Lra, " —a, Y ) a—as Y Y

(3.50)

(3.51)
(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)



elde edilir. (3.58) olarak elde edilen polinom ile
P(A)=A"+y"A" "2+ 4" polinomunun  benzer terimlerinin

katsayilarinin karsilikli esitlenmesi ile

Vi(n) = i(,nl_l) + (aH -, )7i(n_l) - an—lyi(fl_Z) (3.59)
ve

y((,n) =-a, yc()n_l) + an_ly/é”_l) (3.60)
bulunur.

Sonug¢ 3.1.15 Teorem 3.1.14°te @, =i (i=1,2,...,n) almursa F, =F, olup F, Frank

matrisinin karakteristik polinomunun katsayilari i¢in (2.31) ile verilen iliski elde edilir.
3.2 Sturm Teoreminin Genellestirilmis Frank Matrislere Uygulanmasi

Bu kisimda Fan genellestirilmis Frank matrisinin 6zdegerlerini inceleyecegiz. Bunun

icin n>1 olmak iizere Fan genellestirilmis Frank matrisinin karakteristik

polinomlarinin bazi sartlar altinda Sturm dizisi olusturdugunu gosterip, 6zdegerlerinin

pozitif oldugunu elde edecegiz. Oncelikle belirtelim ki F, matrisinin karakteristik
polinomunu det(A1 —F, ) ifadesinden elde edebilecegimiz gibi det(F, —Al) ifadesi
ile de elde edebiliriz. Dolaysiyla galismamizin bu kismunda F,  matrisinin
karakteristik polinomu olarak det(Fan —/II) ifadesi kullanilacaktir. Teorem 3.1.12 ile
F, matrisinin karakteristik polinomunu det(ll —Fan) ifadesinden elde etmistik.
Oradaki yontem veya determinantin 6zellikleri kullanilarak F,  matrisinin

karakteristik polinomu det(F, —Al) ifadesinden de kolaylikla elde edilebilir. Bu

yiizden asagidaki teoremi ispatsiz olarak verecegiz.
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Teorem 321 PR(4)=1 ve R(A)=a -1 olmak iizere n>2 igin F,

a

genellestirilmis Frank matrisinin karakteristik polinomu
R, (2)=det(F, —21)=(a,~a,,~2)P,,(4)-a,,4P,, (1) (3.61)
indirgeme bagintisini saglar.

Simdi, 1<i<n olmak {izere Fa,. matrisinin karakteristik polinomlarindan elde edilen

P, (1)=1P,(4),P,(4),...,R,(4) dizisinin 6zelliklerini inceleyebiliriz.

cey Iy

Teorem 3.2.2 (4, ) reel say1 dizisi pozitif elemanli ve kesin artan olsun. Bu durumda,

a) 1<i<n olmak iizere A=0, P (4) polinomunun bir kokii degildir. Yani,
1<i<n i¢in F, matrisinin bir 6zdegeri 0 (sifir) degildir,

b) 1<i<n-1 i¢in P(A) ve P, (A) ardisik terimleri ortak bir koke sahip
degildir.

Ispat.
a) (3.61) indirgeme bagintis1 ve P,(0)=a, esitliginden
Pi (0) = (ai _ai—l) Pi—l (0) :(ai - a'i—l)(ai—l _ai—z)' ’ '(az _ai)ai (3-62)
elde edilir.

(@) reel sayi dizisi pozitif elemanli ve kesin artan oldugundan 1<i<n igin
P (0)=0"dur.
b) 1<i<n-1li¢in P,,(4)=P(4)=0 ise (3.61) indirgeme bagntisindan

Pa(A) =P (%) ="=R(4%)=0 (3.63)
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elde edilir ki bu P, (4)=1 olmas: ile gelisir. Boylece 1<i<n-1igin P (1)

ve P

i+1

(ﬂ) ardisik terimleri ortak bir koke sahip degildir.

Teorem 3.2.3 Kabul edelim ki

1) (&) reel sayi dizisi pozitif elemanl ve kesin artan,
2) 1,c(0,0), 1<i<n i¢in P_(4) polinomunun koklerini igermeyen bir

aralik,

3) 1,c(0,0), 1<i<n i¢in P (A) polinomunun koklerini igermeyen bir aralik,
4) 1,=(t,0), 1<i<n i¢in tim P(A) polinomlarmin koklerini igermeyen bir

aralik olsun. Bu durumda

P(A

a) '( ) ifadesi, |, aralig1 izerinde kesin azalan,
PL(4)
AP (4) . . . .

b) = ()t) ifadesi, |, aralig izerinde kesin artan,

i-2

) Ael, icin (1) “P(1)<(=1)" AP, (2)

ifadeleri gegerlidir.

Ispat. (a) ve (b) maddelerinin dogrulugunu i iizerinden tiimevarim metodu ile

eszamanli olarak ispatlayalim.

i=1i¢in
P(A -
WA _a-d_, (3.64)
R(4) 1
her aralikta kesin azalandir ve
AP, (l) A 1

= (3.65)
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ifadesi P,(4) polinomunun tek kokii olan a,’i igermeyen herhangi bir aralikta kesin

artandir. Yani i=1 i¢in (a) ve (b) maddeleri dogrudur. i<k igin (a) ve (b) dogru

olsun. (a) ve (b) maddelerinin k +1<n igin de dogru oldugunu gosterelim.

a) Jc(0,), B (A) ve B_,(A) polinomlarinin kdklerini igermeyen bir aralik

olsun. (3.61) indirgeme bagintisindan

Ra(®) . ., Ra(d)
P (1) =(a,—a,—1)-a4 P (1) (3.66)

yazilabilir. a,,, —a, —A kesin azalan oldugundan ve kabulden ( i<k igin)

P.(4
a, >0 icin —aklng(/%)) ifadesi J araliginda kesin azalandir. Bdylece
k
Pk+1(/1) H H 3 1 =
5 (ﬂ) ifadesi, J araliginda kesin azalandir. B_, (y)=0 ve (x,z)<(0,»)
k

araligl y ’yi igeren fakat B (1) polinomunun koklerini igermeyen bir aralik

R (4)
R(2)

olsun. Bu durumda ifadesi, (x,y) ve (y,z) araliklarinda kesin

azalandir. Siireklilikten dolayi ifadesi, (X,Z) araliginda kesin

azalandir.

b) K< (0,0), B (4) ve P, (A) polinomlarmmn koklerini igermeyen bir aralik

olsun. (3.61) indirgeme bagintisindan

/’i,Pk(/l) _l_ Pk+1(/1)_ak+1—ak—ﬂ_ Pk—l(ﬂ')
[Pkﬂ(/t)j CAR(A) 2 8 R.(2) (3.67)
_&a TG _ Pk—l(l)
=T, Ay ) (3.68)
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a. ., —a .
yazilabilir. a_, >a, ve % kesin azalan oldugundan, kabulden (i<k

R (4

R(2)

icin) ve de siireklilikten dolay1 —a,

ifadesi, a, > 0icin K araliginda

-1
AR (A . .

kesin azalandir. Boylece (Pk—gﬂ,g] ifadesi K araliginda kesin azalandir.
k+1

AP (4)

R.a(4)

AP (4
polinomunun koklerini igerse bile, siireklilikten dolay1 k( ) ifadesi K

R (2)

araliginda kesin artandir. Bu da (a) ve (b) maddelerinin ispatlarin1 tamamlar.

Dolayistyla , K araliginda kesin artandir. Ayrica K araligr P, (/1)

P () polinomunun derecesi i olup P, (1) polinomu

Pi(ﬂ):(—l)i QgL (3.69)
seklindedir. Bundan dolay1

i AR (4)
2R ()

=-1 (3.70)

ve P (o) ifadesinin isareti (—1)i olarak elde edilir. Buradan ve yukarida

AP (4
ARs(2) ifadesi, P () polinomunun

R(2) |

koklerini icermeyen bir aralikta kesin artan oldugundan Ael, igin

AP, (2)

R(2)

ispatladigimiz (b) maddesinden

< -1 olur. Boylece

(_1)i_.11 R.(4) >1 (3.71)
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elde edilir. P (1) polinomunun I, araliginda kokii olmadigindan, I,

araliginda isareti degismez. Bundan dolayr PB(A) polinomunun I,

araligindaki isareti P, (o0) ifadesinin isareti ile aymdir. Yani, 4 € |, i¢in

(-1) P(2)>0 (veya (-1) * P (2)>0) (3.72)
olur. O halde (3.71) denkleminden
(-1) " P (2)<(-1)" AP, (2) (3.73)
elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.24 P,(4), F, matrisinin karakteristik polinomunu gostersin. Bu
durumda, P,(A)=1 olmak iizere P,(Z),R(4),...,P_(4),P,(4) polinomlar:

(O, o) araliginda bir Sturm dizisi olusturur.

Ispat. Tanim 2.3.2 ile verilen sartlarin saglandigini gosterelim.

a) P,(4)=1 oldugundan P, (A1) bir koke sahip degildir.
b) R(A)=a,—4, 4 =a olmak iizere yalmzca bir koke sahiptir. Yani P, (1)
polinomunun  koklerinin kiimesi ayriktir. i<k igin B (1) polinomunun

koklerinin kiimesi ayrik olsun. (3.61) indirgeme bagintisindan

P.(1)=R (/1)((61“1 -a,—-1)-al PII:(;((;L))J (3.74)

elde edilir. Teorem 3.2.2 (b)’den R (1) ve R, (4) polinomlar: ortak bir koke

sahip degildir. Teorem 3.2.3 (a)’dan

R.(4)
R.(4)

=(au—a,-1)-al (3.75)
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d)

ifadesi B (A) polinomunun herhangi ardigik iki kokii arasnda kesin
azalandir. Boylece R, (4) polinomu, P, (1) polinomunun ardisik iki kokii

arasinda en fazla bir koke sahiptir. Bundan dolayr R, (4) polinomunun

koklerinin kiimesi ayriktir.
1<i<n-1 i¢in (3.61) indirgeme bagintisindan

Ra(2)=(8.-8 - 2)R (1) -a2P,(4) (3.76)

yazilabilir. 1<i<n-1igin P(4)=0 ise, bu durumda P, (1)=-a4P_ (1)

olur. & >0 oldugundan A €(0,%) igin P,,(1)P_(1)<0 elde edilir,

1<i<n igin P (4,)=0 olsun ve yeterince kiigik &,&, >0 saylar igin
[A — &, 4 +¢&,] arahg P_ (4) polinomunun kdklerini igermeyen bir aralik

olsun. Bu durumda bu aralikta P_ (A) polinomunun isareti degismez ve

P(A) .., . . ) R(4)
Teorem 3.2.3 (a)’dan ifadesi kesin azalandir. Boylece
R.(4) R.(4)

ifadesinin isareti (ya da esdeger olarak P_ (A)PR (1) ifadesinin isareti)

[A —&1,4) Ve (4,4 +¢&,] araliklarinda sirasiyla (+) ve (—) dir. Yani,
Fi.—l(ﬂo_gl)Pi(/’lO_gl)>o>Pi—l(j'o_'_‘C"Z)Pi(ﬂ“O_'_gz)' (3.77)
P_(4) polinomunun [4, — &, 4, + ¢, ] araliginda isareti degismediginden

P.(%)P (4 —&)>0>P,(4)R(4h+e) (3.78)
yazilir ve buradan

Pu—l(ﬂo)( i(ﬂo+‘9‘2)_ i(ﬂo_gl))<0 (3-79)
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elde edilir. Tanim 2.3.2 ile verilen (a)-(d) sartlar1 saglandigindan
P, (4),B(4).....,P,4(2),P, (1) polinomlar1 (0,0) araliginda bir Sturm

n

dizisi olusturur.

Teorem 3.2.5 (&) reel say: dizisi pozitif elemanli ve kesin artan olmak iizere n>1

icin F, matrisinin tim 6zdegerleri farkli ve pozitiftir.

Ispat. 1<i<n i¢in P (1) polinomlarinin tiimiiniin kokleri arasindan en kiigiigii A'
ve en biiyiigii A" olsun. 0, P(A4) polinomunun bir kokii olmadigindan, [0,1")
araliginda P () polinomunun isareti degismez. Bu durumda xe(0,4") i¢in P (x)

polinomunun isareti, P (0) polinomunun isaretine esittir. Boylece ¢, (1), 1<i<n

icin Ry (1),R(4),..., P.(4),P(A) dizisinin isaret degisim sayis1 olmak iizere
¢ (x)=c;(0) esitligi gegerlidir. Benzer sekilde P, () polinomunun isareti (1" )
araliginda degismediginden, y e (A", ) i¢in ¢ (y)=¢, () yazilir. Teorem 2.3.3 ve
Teorem 3.2.4ten xe(0,A4') ve ye(A"o) igin (x,y) arahiginda, P(A)
polinomunun  farkh  koklerinin ~ sayisi  ¢(y)—¢(x) ’dir.  Bdylece
¢ (y)—ci(x)=c (0)—c;(0) olup, ¢ () ve ¢ (0) degerleri hesaplanmahdir. P, (A1)

polinomunun derecesi i ve
P(2)=(-1) A" +--- (3.80)

oldugundan, P () ifadesinin isareti (~1) dir. Bdylece ¢ (c0)=i olur. (a) reel

say1 dizisi pozitif elemanli ve kesin artan oldugundan
R(0)=(a-a.)(a:-a,) (2 -a)a>0 (3.81)

yazilir. Bu durumda ¢, (0)=0 elde edilir. Béylece xe(0,1") ve ye(1",) igin
(x,y)  arah@inda, P(4)  polinomunun  farkli  koklerinin  sayisi

¢ (¥)=ci(x)=ci()-c,

sayist | oldugundan,

0)=i olarak bulunur. B (A) polinomunun koklerinin

( .
P(A) polinomunun tim kokleri xe(0,4") ve ye(4",©)
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olmak tiizere (X,y) araliginda bulunur. Bundan dolayr 1<i<n i¢in P (1)

polinomunun tiim kokleri farkli ve pozitiftir, yani n>1 i¢in F, matrisinin tim

a

0zdegerleri farkli ve pozitiftir.

Teorem 3.2.6 (&a;) reel say1 dizisi pozitif elemanl ve kesin artan olmak iizere 1<i<n
i¢in Fai ile Fai?1 matrislerinin tim 6zdegerleri i¢ ice gecer, yani ﬂs(i) (s:l,2,...,i),

F, matrisinin 6zdegerleri olmak tizere

ﬂl(i) > ﬂl(ifl) > ﬂ-z(i) > A?(H) Saes 2«,,1“71) > 20 (3.82)
yazilir.

Ispat. Teorem 3.2.4’¢ gore P,(4),R,(4),...,P,(4),P,(4) bir Sturm dizisi olup,

Teorem 2.3.4’¢ gore F, ile F, ~matrislerinin tim 8zdegerleri i¢ ige geger.

Sonug 3.2.7 (a,) reel say1 dizisi pozitif elemanli ve kesin artan olsun. Bu durumda 2,

ve 4, n=2 i¢in F, matrisinin sirasiyla en kiigiik ve en biiyiik 6zdegerleri olmak

uzere
a) A,<a,
b) a, <4

esitsizlikleri gecerlidir.
ispat.
a) Buispati n iizerinden tiimevarim yontemi ile yapalim.

n=2 igin A% ve 2?, F,, matrisinin sirasiyla en kiigiik ve en biiyiik

0zdegerleri olsun. Teorem 3.2.6’ya gore

A > 20520 = 1 (3.83)
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b)

olup, burada A", F, ’in tek dzdegeri a, ’dir. Boylece AV =a > =2

&

oldugundan n=2 i¢in esitsizlik saglanir.

n=Kk i¢in esitsizlik dogru olsun, yani

A=A <a (3.84)

olsun. Teorem 3.2.6’ya gore

A0 5 200 5 s 200 5 406 _ g (3.85)

esitsizligi gegerlidir. (3.84) ve (3.85) esitsizlikleri birlikte degerlendirilirse

8, > 45" = Ay (3.86)
elde edilir. Yani iddiamiz n=k +1 i¢in de dogrudur.

oy R matrisinin 6zdegerlerinin en biiyiigii olsun. Yani, g, , P, (1)
polinomunun koéklerinin en biiyiigii olsun. Bu durumda, x,, 0<k <n-1 i¢in

P.(4) polinomunun tim koklerinden biiyiiktiir ve P, (1) polinomunun

(44,) arahiginda isareti (—1)k dir.

Eger a, >4 ise bu durumda O<k<n-1 icin R (a,) ifadesinin isareti
(-1)° °dir. Bunun sonucunda c,..(a,)=n-1 ’dir. (3.61) indirgeme

bagintisindan

P.(a,)=-a_P.(a,)-a,.a,P_(a,) (3.87)

n n-1" n-

=- n—l(Pn—l(an)—'_anPn—Z(an)) (388)

olur. Teorem 3.2.3 (c)’den,

(-D)"P.(a)<(-)"aP(a,), (3.89)

(-1 (Pa(a,)+a,P.,(a,)) <0 (3.90)
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elde edilir ve buradan P, (a,)+a,P,_,(a,) ifadesinin isaretinin (—1)”72

oldugu anlagihr. O halde P,(a,)=-a,,(P_(a,)+a,P,_,(a,)) ifadesinin
isareti (—1)"" olur. Yani P,(a,) ve P, (a,) ayni isarete sahiptirler. Boylece,
c,(a,)=c,.(a,)=n-1 olur. Ayrica ¢ («)=n ve P,(a,)#0 ’dir. Bu
durumda Teorem 2.3.3 ve Teorem 3.2.4’den, P,(A) polinomu (a,, )

araligida c, («)—c, (a,)=n—(n—1) =1 reel koke sahiptir. Bir baska deyisle

F, . (a, ) araliginda 1 6zdegere sahiptir. Boylece a, < 4, dir.

Eger a, <, ise bu durumda Teorem 3.2.6’dan s, =" <A =4 olup,

boylece a, < 4, ’dir.

Uyar 3.2.8 Burada verilen sonuglar, (a;) reel say: dizisi negatif elemanli ve kesin
azalan oldugu durumda da gegerlidir. Ornegin, eger b, =—a; ise bu durumda (b,) reel
say1 dizisi pozitif elemanli ve kesin artandir. F, =—F, ’dir. K, matrisinin tim

0zdegerleri pozitif oldugundan, F, matrisinin tiim 6zdegerleri negatiftir.

3.3 Genellestirilmis Frank Matrislerin Bazi Ozel Halleri

Bu alt boliimde genellestirilmis Frank matrisin; harmonik sayilar, Hadamard tersi,
Fibonacci ve Lucas sayilar1 agisindan 6zel halleri incelenecektir. Elde edilen matrislere
sirastyla Harmonik-Frank matris, Frank matrisin hemen hemen Hadamard tersi,
Fibonacci-Frank matris ve Lucas-Frank matris isimleri verilecektir. Ayrica, bu tez
calismasi1 esnasinda Harmonik-Frank matris ve Frank matrisin hemen hemen
Hadamard tersi ile ilgili baz1 bulgular kaynaklar listesinde [33] ve [34] ile verilen
caligmalarimizla tam metin bildiri olarak yayimlanmistir. Fakat bu bulgular 3.1 ve 3.2
boliimlerinde elde edilen bulgularin 6zel hali oldugundan, bu alt boliimde ispatsiz
olarak 3.1 ve 3.2 boliimlerinde elde edilen bulgularin sonucu olarak arka arkaya

verilecektir.
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3.3.1 Harmonik-Frank matris

n

. 1 . .
Tamm 3.3.1 n>1 i¢in h, :Z— seklinde tanimli h, sayisina n. harmonik say1
k=1

denir [35].

Tanmmm 3.3.2 a=(a,,a,,...,a,)€R" dizisinin terimleri a =h seklinde harmonik

sayilardan segilirse elde edilen h = (hl, h,..., hn) eR" dizisine karsilik gelen

h, h, O 0 0
n-1 n-1 hnfz 0 0
h h h - 0 0
th — n:—2 n:—2 n:—2 N : : (391)
2 hz hz i hz h1
i hy h |

matrisine Harmonik-Frank matris denir [33]. Ayrica th:[hij]?j:l matrisinin

elemanlar

hn+—ma><i' ! i>j_2
{ ) (3.92)

0, diger durumlar

seklinde karakterize edilir [33].

Burada, F, matrisinin determinanti, Kkarakteristik polinomu, LU ayrisimi ve

Ozdegerleri i¢in sinirlar gibi bazi ozellikleri, 3.1 ve 3.2 boliimlerinde elde edilen

bulgularin sonucu olarak verilecektir. Yani,

Fh matrisinin determinantt

det(F, )==, (3.93)
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F, matrisinin tersinin elemanlar:

n,

(n+2-i)(n+1-i)h

n+2-i 7

By=1-(n+2-i),

=1

j=i j—i
IBIIH n+1 i—- k n+l-i-k

i=j=1

i=j+1

i>j+1

F.matrisinin adjoint matrisinin elemanlari

1
(n-1)t’
(n+2-i)(n+1-i)h .,
n! ’
—(n+2-i) 0
n!

é/ij:

0 ’

F matrisinin LU ayrisiminda L = Dulnj:l ve U :[uij]inj:l

elemanlan

ve

j-i j-i
é/IIH n+1 I k n+l-i-k ?
k=1

i=j=1

i=j+1

i>j+1

i<j,

matrislerinin

0, 1< ]

1, i
Poai , diger durumlar
hn+l—j
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h, , i=j=1
(h”_”“) , i=j=1
u, =4 (N+2-1)(h,2) (3.97)
hn—l ) I= J -1
0, diger durumlar

seklinde  karakterize  edilitken, F,_~ matrisinin  karakteristik  polinomu
P (2)=(-1)" 2"+ 702 et VA igin R(A)=1-2 Ve

n

P,(4)=2?% —§/I+1 olmak tizere
? 272

IDn (l):(%_ﬂJ Pn—l(]’)_hn—l/“:)n—z (’1)’ (3-98)

indirgeme bagintisi ile karakteristik polinomun katsayilari arasinda 1<i<n-2 i¢in

n n- 1 n— =
7i( = 7i(—1 ! _H7i( Y- hn—lyi(—l ? (3.99)

bagintisi elde edilir.

Ornek 3.3.3 n =5 i¢in Harmonik-Frank matris

1N R
60 12
%5 251
12 12 6

F, = 1 11 11 3 0 (3.100)
6 6 6 2
33 33
2 2 2 2
1 1 1 1 1]

seklinde olup, determinanti
det(F |=—, 3.101
(hS) 120 ( )
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tersi

. 125 1375 1375 1375 ]
3 6 2 2
g 137 1507 1507 1507
(F.) = 3 6 2 2 |,
0 -4 25 —75 75
0 -3 11 -11
0 0 0 -2 3 |
adjoint matrisi
(1 25 215 215 275 ]
24 72 144 48 48
1 43 1507 1507 1507
24 113 720 240 240
: 1 5 5 5
Adj(F. )= 0 = i _= e
i(F.) 30 24 8 8
0 RSN R
40 120 120
0 0 0 -3 £l
L 60 40
LU ayrisgimindaki L ve U matrisleri
1 0 0 0 O] 1;’—07 % 0
ié—? 1 0 0 O é 11
w2 Y
L=|137 25 ve U=| 0 0 %
0 18 9
137 25 11 0 0 0
60 12 6 2,
1137 25 11 3 | 0 0 0
seklinde elde edilir.
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Ayrica F, _ matrisinin

gore

7

JONES

a(a):G_zJ( 242

77
12

o

8_7 A4 =
10

=2 -—2%+

:—15

seklinde olup K,

matrisinin - 2", (s=12,...,

polinomunun kokleri) ise

AP =2.2807, 1Y
¥ =3.5480, AP
A
A9

= 4.6828, 1"

=5.6709, A"

=0.2192,

=0.7201, A%
=1.4808, AY

= 2.3606, A

=0.0652,
=0.2265, ﬂ

=0.5736, /”t

54l —2A(1-2)=-2+ BB .
2772) 2 37 6
LS ) L

6) 6 2772

17.8,, 1
27 247 24

UG E;&—fmij—@z( A

12 2 24 24 ) 12 3
1693 ; 1691 , 269 1
90 180 © 360 120

=0.0265,

=0.0814, A®

olarak elde edilir. Boylece agagidaki gozlemleri yapabiliriz:
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1
6’

17

=0.0133

1

by Ly il
6

6

J

i) Ozdegerleri (veya

P (/1) karakteristik polinomlari (3.98) indirgeme bagintisina

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

P (4)

(3.113)
(3.114)
(3.115)
(3.116)

(3.117)



1) A=0 igin P_(4)=0’dum,

2) P_,(A) ve P,;(4) polinomlar ortak bir koke sahip degildir,

3) P,(4

) polinomunun koklerinin kiimesi ayriktir,
4) Eger P_,(4)=0 ise bu durumda P_(A)P

: 1 (A1) <0 esitsizligi saglanr.
Ornegin, P, (0.7201) =0, P, (0.7201) =-0.7817 ve P, (0.7201) =1.0319
oldugundan P, (0.7201) P, (0.7201) = —0.80663623 < 0 olur,

5) 1<i<5 i¢in eger P, (4,)=0 ise, bu durumda yeterince kiigiik &,,&, >0 i¢in

Ra(A)(R(%+2)-R (A=) <0 (3.118)

esitsizligi saglanir. Ornegin, P,(0.7201)=0,  P,(0.7201)=-0.7817,
P,(0.7201+0.0001) = 0.0005 ve P,(0.7201-0.001) =-0.0014 oldugundan
=0.001 ve £, =0.0001 icin

P, (0.7203)( P, (0.7201+0.0001) - P, (0.7201—0.001)) = —0.0014 < 0 olur,

6) Yukaridaki gozlemlerden (3.105)-(3.112) ile verilen
P, (2),R(4),P,(2),R(4),P,(4),P(A) polinomlarmm dizisi bir Sturm
dizisi olusturur,

7) R, matrisinin dzdegerleri (veya P (1) polinomunun kokleri) birbirinden
farkli ve pozitiftir,

8) F ile F matrislerinin 6zdegerleri i¢ ige geger. Ornegin,

A® =56709 > A9 =4.6828 > A\° = 2.3606 > A\ =1.4808 >

(3.119)
AP =05736 > A\ =0.2265 > A =0.0814 > 2\*) =0.0265 > A*) = 0.0133

olur,

9) A ve i, R i matrisinin sirasiyla en biiylik ve en kii¢iikk 6zdegerleri olmak

iizere 4 =A" <h ve h <4 =" esitsizlikleri gegerlidir. Yani
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A? =2.2807>h, =

N | w

) _ 4.6828 > h, = 2>
A =15
ve
A =02192<h =1,
A" =0.0265<h, =1,
olur.

. A®-35480>h, ==

. ¥ =56709>h, =
2 5= "0

11
6’
137

A =0.0652<h =1,

A® =0.0133<h =1

(3.120)

(3.121)

(3.122)

(3.123)

Simdi de F, matrisinin (0,3) ve (3, 25) araliklarindaki 6zdegerlerinin sayisini

Sturm teorisine gore inceleyelim. Bunun i¢in 2 =0, A =3 ve 1 =25 degerleri i¢in

P

hizmet etmektedir.

() polinomlarimn isaret degisim sayilarmi tespit etmeliyiz. Cizelge 3.1 bu amaca

Cizelge 3.1. F__’in karakteristik polinomlar1 B (4) "larn =0, A=3 ve 1=25

i¢in igaret degisim tablosu.

P(0)’m | P(3)%in | P(25)"n
isareti isareti isareti
R(2)=1 + + +
R(1)-1-1 - -
5,1 + +
P(A)=A2-24+=
:(4) 2"
R(A)=—itese ;01 * * -
3 6 6
a(l):ﬂ4—z/13+£/12—£ﬂ+i + - +
12 2 24 24
P () =—a5+ 30 po 10935 10915, 269, 1 " * B
10 90 180 360 120
Isaret degisim sayisi c (0) =0 | ¢ (3) =4 | c (25) -5

Cizelge 3.1°de, ¢ («); P.s(«) polinomunun isaret degisim sayisim gostermek iizere

¢;(0)=0, ¢;(3)=4 ve c,(25)=5 oldugu goriilmektedir. Boylece F,_ matrisinin

(0,3) araligindaki 6zdegerlerinin sayisi c;(3)—c,(0)=4 ve (3,25) arahgmndaki

6zdegerlerinin sayisi C;(25)—c,(3)=1 olur. Gergekten F, matrisinin 6zdegerleri
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5.6709, 2.3606 , 0.5736 , 0.0814 ve 0.0133 scklinde olup (0,3) araligindaki
Ozdegerleri 2.3606 , 0.5736 , 0.0814 , 0.0133 ve (3, 25) araligindaki Gzdegeri
5.6709 dir.

3.3.2 Frank matrisin hemen hemen Hadamard tersi

Tamm 3.34 F, =[a ]:H Frank matrisinden elde edilen

1
T a; #0
F7 =48 (3.124)
0, 8; =0
11 4 0 0
n n-1
1 1 1 0 0
n-1 n-1 n-2
1 1 1
_ ..« 0 0
n-2 n-2 n-2 (3.125)
r 1 1 1y
2 2 2 2
1 1 1 1 1)

matrisine F, Frank matrisinin hemen hemen Hadamard tersi denir [34].

Burada, F,"" matrisinin determinants, tersi, LU ayrisimi, karakteristik polinomu ve

Ozdegerleri igin sinirlar gibi bazi 6zellikleri, 3.1 ve 3.2 bolimlerinde elde edilen

bulgularin sonucu olarak verilecektir. Yani,
FY matrisinin determinanti

1

det( Fno(fl)) _ (_1)n71 m

, (3.126)
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F Y matrisinin tersinin elemanlar:

-n(n-1), i=j=1
-1, i=j=n
(n—i)(n+1—i)2, i=j, i,j#lve i,j#n
B = 3.127
‘ (n+1-i)(n+2-i), i=j+1 3420
0, i>j+1
j-i
B 1](n-i-k), i<j<n
k=1
_:Bi,n—l ) i< J =N,

F Y matrisinin adjoint matrisinin elemanlari

\ 1 .
(-1 (n—1)i(n-2)! | NG
.1 .
(-2) n!(n-1)! 1=1="

(—1)“%, i=j, i,jzlve i,j=n
Cij = - - (3128)
na (N+1=i)(n+2-i o
=y ( n!(zu(—l)! 3 =1+l
0, i>j+1
¢ TTn-i-k) | i<j<n
7 _gi,n—11 i<j=n,
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n n . I .« .
) L ve U =[u; ], matrislerinin

FY matrisinin LU ayrisiminda |—=[|u]i L

i,j=1
elemanlari
0, i<
l; = 1, =] (3.129)
n+l- J , diger durumlar
n+1-1
ve
1 , i=j=1
n
—% y | - J ¢l
u, ={ (n+1-i) (3.130)
i_ , i=j-1
n—I
0, diger durumlar

seklinde  karakterize edilirken, F  matrisinin  karakteristik  polinomu

n

P(A)=(-1) 2"+ et VA" iein R(A)=1-4  ve

P, (A) = 72 —Ei—l olmak {izere
2 2

1 1
P(A)=|- -A|P_(A)————AP (1), 3.131
n( ) ( n(n—l) ]n—l( ) n—l n—2( ) ( )
indirgeme bagmtisi ile F." matrisinin karakteristik polinomunun katsayilar:
arasinda 1<i<n-2 i¢in

(n) _ . (n1) 1 oy

OB (n-2) (3.132)

1
n(n-1) 4 n_1/

bagntisi elde edilir.
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Ornek 3.3.5 n =5 icin klasik Frank matrisin hemen hemen Hadamard tersi

11 0 0O
5 4
11145
4 4 3
Fso(fl)z 1111 0
3 3 3 2
1111,
2 2 2 2
111 1 1
seklinde olup, determinanti
_ 1
det(F, ") =—,
( ° ) 2880
tersi
[-20 -60 -120 -120 120]
20 48 96 9% 96
-1
(R™) =] 0 12 18 18 -18|,
0 0 6 4 -4
0 0 0 2 1]
adjoint matrisi
1 1 11
144 48 24 24 24
L 1 11
144 60 30 30 30
Adj(F;(_l)): 0 11 11
240 160 160 160
o o L 1 1
480 720 720
0o 0 I
L 1440 2880 |
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LU ayrnigimindaki L ve U matrisleri

1 0 0 0O El000

5 5 4

L1000 o L1 4

5 4 16 3
L=[2 2 1 0 0] v U= 1 1 (3.137)

5 3

5 2310 OOO—%l

5 4 3 2 1 0 0 0 0 -1

seklinde elde edilir.

Ayrica FXLY  matrisinin P.s(4) karakteristik polinomlar1 (3.131) indirgeme

i<

bagintisina gore

P,(1)=1 (3.138)

R(1)=1-4, (3.139)

pz(z):zz_ga_%, (3.140)

a(z):(—l—zj(f —5/1—1}—11(1—,1):—/13 et 1 (3.141)
6 2 2) 2 6 4 12

P,(2) =(—i—/1)£—;f’ RLyE +51+i)—11(;ﬁ —§,1—3j (3.142)
12 6 4 12) 3 2 2

0 e L 1, 1 (3.143)
127 727 "167 144

Ps(z):(—i—zj—(ﬂ—§z3+1/12+iz—ij—11(z3+l—1;ﬁ+1;ﬁ+ij (3.144)
127 727 T167 144) 4 6~ 47 12

137 . 65, 187 , 49 . 1

—_25 _ n
60 144 1440 2880 2880

(3.145)
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seklinde olup FLY matrisinin A9, (s=12,...,i) ozdegerleri (veya P (1)

polinomunun kokleri) ise
/11(1) =1, (3.146)
2 =1.780776406, 2\ =—0.2807764060, (3.147)

A% =1.980785378, A\¥ = —0.0737260224 + 0.1914035740i,

(3.148)
A =-0.0737260224 - 0.1914035740i,
A =2.020757497, 1Y =0.1256606176 +0.04916062819i, (3.149)
A =0.1256606176 —0.04916062819i, A =—0.1887453987, |
A =2.027019531, A" =0.4479738180, 4" =0.01784139266, (3.150)

A =-0.1047507041+0.1022719959i, A® =-0.1047507041— 0.1022719959i

seklindedir. F;H) matrisinin terimlerini olusturan dizi artan olmadigindan Sturm
teorisi yardimiyla elde ettigimiz sonuglar F;H) matrisinin (3.138)-(3.145) ile verilen
karakteristik polinomlar1 i¢in saglanmaz. F;H) matrisinin  bazi 6zdegerleri
komplekstir. Ornegin 2 = -0.1047507041+0.1022719959i ve

ﬂﬁ(s) =-0.1047507041-0.1022719959i .

3.3.3 Fibonacci-Frank matris

Tanim 3.3.6 f, =0 vef, =1 olmak iizere

f=f +f (3.151)

n+2 n+1

seklinde tamimlanan diziye Fibonacci say1 dizisi denir ve ( f, )neN ile gosterilir [36].
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Tanmm 3.3.7 a=(a,a,,..a,)eR" dizisinin terimleri yerine a =f, seklinde

Fibonacci sayilarindan secilirse, elde edilen f :( f, ... fn)eR” Fibonacci say1

dizisine karsilik gelen

F; matrisine Fibonacci-Frank matris denir.

f _ fn+1—max(i,j)’
ij —

0,

seklinde karakterize edilir.

F, =

n

i>]j-2

diger durumlar

(3.152)

n - e
[fij]_ v matrisinin elemanlari
ij=

(3.153)

(3.152) ile verdigimiz an matrisinin determinantt O (sifir) olacagindan tersi de

yoktur. Dolayisiyla biz determinantini ve tersini karakterize etmek igin Fibonacci-

Frank matrisi

(3.154)

olarak ele alacagiz. Yani, buradan itibaren F, matrisi (3.154) ile verdigimiz

Fibonacci-Frank matrisi temsil edecektir.

Simdi, F, matrisinin determinanti, tersi, LU ayrisimi, karakteristik polinomu ve

Ozdegerleri igin sinirlar gibi bazi 6zellikleri, 3.1 ve 3.2 boliimlerinden elde edilen

bulgularin sonucu olarak verilecektir. Yani,
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F; matrisinin determinanti
n

n+3-i | — j’

i f

(0" 811
_IBi,n—l )

n+2-i—k
f 1

F, matrisinin adjoint matrisinin elemanlari

n-1
fiy,
i=2

n

k=2
k#n+1-i
k#n+2—i

2] ..
i=2

=11t
k=2

k#n+2—i

0,
i-i f

()" ¢ 1l

n+2-i-k
f )

n—i-k

_é,i,n—l '

55

fn+3—i H 1:k—l ! i: ji

i=j=1

ibj=l ve i, j=n

i=j=n
i=j+1
i>j+1
i<j<n

i<j=n,

i>j+1
i<j<n

i< j=n,

(3.155)

(3.156)

(3.157)



n
J

F; matrisinin LU ayrisiminda L :[Iij]i veu= [UUIH matrislerinin elemanlari

0, i< j
|ij = 1, i=]j (3.158)
RIS , diger durumlar
fn+2—j
ve
fn+l ! I = J :1
fn+2—i fn+1—i | — J - 1
_ f .. ’
uij = n+3-i (3159)
fn+1—i ’ = J L
0, diger durumlar

seklinde  karakterize ~ edilirken, F,  matrisinin  karakteristik  polinomu
R(A)=(-1)" A"+ 7Aoot A4y iein R(4)=1-2 ve

P,(4)=4%-32+1 olmak iizere
R (ﬂ‘):( fn—l_j’) I:)n—l (ﬂ‘)_ fnﬂ,sz (/1), (3160)

indirgeme bagintist ile karakteristik polinomun katsayilari arasinda 1<i<n-2 igin
7= = " = (3.161)

bagintisi elde edilir.
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Ornek 3.3.8 n =5 i¢in Fibonacci-Frank matris

seklinde olup, determinanti

tersi

adjoint matrisi

8 500
55 30
=3 3 3 2
2 222
1111
det(F, ) =6,
L7 _5 45
3 6 2
_1d 4
3 3
o <13
2 2
0 0 -1
0 0 0
2 -5 15
2 8 -24
0 -3 15
0 0 -6
0 0 0
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0
0

0

1

l_

5 5

8 -8
5 5

3 -3
-1 2]
30 30 ]
48 48
30 30
18 -18
6 12

(3.162)

(3.163)

(3.164)

(3.165)



LU ayrisimi

1
1
1
|

10000 8 5 00 0
> 1000 0L 300

8 8

3 3 6
L=|g 5 * 209 v u-® 0 20 (3.166)
1224, 00 0 21

45 3 3
1111, 00 0 0 1

8 5 3 2 i 2

seklindedir. F, =~ matrisinin P (1) karakteristik polinomlar1 (3.160) indirgeme

bagintisina gore

P (1)=1, (3.167)
R(1)=1-4, (3.168)
P,(4)=A?-34+1, (3.169)
P,(4)=(1-2)(2"-34+1)-24(1-2)=-2"+64"—6+1, (3.170)
P,(1)=(2-1)(-2°+64>~64+1)-34(4* -3 +1) (3.171)

=24 -112° + 2727 -162+ 2, (3.172)
P (1)=(3-2)(A" -112° +272* ~164+2) -5 (-4 + 64" — 6.4 +1) (3.173)

=—2°+192" —904% +1274* ~551 + 6 (3.174)

seklinde ve F,  matrisinin AV, (s=12,..,1) ozdegerleri (veya P (2)

polinomunun kokleri ) ise
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AV =1,

A% =2.6180, 4? =0.3819,

A9 = 47912, 29 =1, 29 =0.2087,

A =7.7955, 1Y =2.4109, A" =0.6226, A" =0.1709,

A% =12.6537, 1Y =4.3316, 2 =1.3615, 4\” =0.4883, A® =0.1646

olarak elde edilir. Boylece asagidaki gozlemleri yapabiliriz:
1) 2=0igin P (1)=0"d,
2) P_,(A) ve P, (1) polinomlar ortak bir koke sahip degildir,
3) P_s(4) polinomunun koklerinin kiimesi ayriktir,
4) Eger P .
Omegin,  P,(1)=0, P()=-1, ve P(1)=3

P, (1)P, (1) =-3<0 olur,

(3.175)
(3.176)
(3.177)
(3.178)

(3.179)

4(4)=0 ise bu durumda P_ (4)PR,(4)<0 esitsizligi gecerlidir.

oldugundan

5) 1<i<5 i¢ineger P,(4,)=0 ise, bu durumda yeterince kiigiik &,,&, >0 i¢in

P.(4)(R(4+&)-R(%-4))<0

(3.180)

esitsizligi saglanir. Ornegin P,(1)=0, P,(1)=-1, P,(1+0.0001)=0.0003 ve

A (1—0.001) =-0.0029 oldugundan & =0.001 ve &, =0.0001 i¢in

P, (1)( P, (1+0.0001)— P, (1-0.001)) =—-0.0032 <0 olur,

6) Yukaridaki gozlemlerden (3.167)-(3.174) ile

verilen

P (4),R(4),P(2),R(4),P,(4),R(A) polinomlarmm dizisi bir Sturm

dizisi olusturur,

7) F,  matrisinin ozdegerleri (veya P (1) polinomunun kokleri) birbirinden

farkli ve pozitiftir,
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8) F ile F, matrislerinin 6zdegerleri i¢ ige geger. Ornegin,

A® 2126537 > A1Y =7.7955 > A°) = 4.3316 > 1Y) = 2.4109 >
AP =1.3615> A =0.6226 > 2\” = 0.4883> A\*) =0.1709 > A = 0.1646

olur,

(3.181)

9) A vel, F 5 matrisinin sirastyla en biiyiik ve en kiigiik 6zdegerleri olmak

iizere 4, =" < f, ve £, < =" esitsizlikleri gegerlidir. Yani

AP =26180> f, =2,
A =7.7955> f, =5,
ve
AP =0.3819< f, =1,
A9 =01709< f, =1,

olur.

A =47912> f, =3,

A®) =12.6537 > f, =8

A¥=02087< f, =1,

A% =0.1646< f, =1

(3.182)

(3.183)

(3.184)

(3.185)

Simdi de F matrisinin (0,5) ve (5,15) araliklarindaki 6zdegerlerinin sayisini Sturm

teorisine gore inceleyelim. Bunun igin 2=0, 1 =5 ve A =15 degerleri i¢in P_ (1)

polinomlarinin isaret degisim sayilarini tespit etmeliyiz. Cizelge 3.2 bu amaca hizmet

etmektedir.

Cizelge 3.2. F ’in karakteristik polinomlart B(4) ’larm 2=0, A=5ve 4=15

icin igaret degisim tablosu.

P(0)m | P(5)in | P(15)"n

isareti isareti isareti
R(4)=1 + + +
R(A)=1-7 -1 -
P,(4)=4%-31+1 + + +
P(A)=-2°+64*-61+1 + - -
P (A)=2"-112°+272%-161+2 + - +
P(A1)=—-4°+194" —904° +1274° —~551 + 6 + + -
[saret degisim sayist c;(0)= c;(5)=4 | c,(15)=5
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Cizelge 3.2°de, ¢, (), P () polinomunun isaret degisim sayisim gostermek tizere
¢;(0)=0, ¢;(5)=4 ve c,(15)=5 oldugu goriilmektedir. Boylece F, matrisinin
(0,5) arahgmndaki o6zdegerlerinin sayist ¢ (5)—c,(0)=4 ve (5,15) araligindaki
6zdegerlerinin sayist ¢;(15)—c;(5)=1 olur. Gergekten F, matrisinin ozdegerleri
12.6537, 4.3316, 1.3615, 0.4883 ve 0.1646 seklinde olup (0,5) araligindaki
Ozdegerleri 0.1646 , 0.4883, 1.3615, 4.3316 ve (5,15) araligindaki 6zdegeri
12.6537 *dir.

3.3.4 Lucas-Frank matrisler

Tamm 3.3.9 |, =2 ve |, =1 olmak iizere
lo=1,+1_ (n>1), (3.186)
seklinde tamimli say1 dizisine Lucas say1 dizisi denir ve (I, )neN ile gosterilir [36].

Tammm 3.3.10 a=(a,a,,..a,)eR" dizisinin terimleri a =l seklinde Lucas

sayilarindan segilirse, elde edilen | = (Il, U ) e R" dizisine karsilik gelen
i I, I, O 0 0 0]
In—l n-1 In—2 O O 0
| | I I -+ 0 0
F|n — n:—2 n:—2 n:—Z n:—3 N : : (3187)
Lo L, L, 1,
L Il Il Il Il Il Il_

matrisine Lucas-Frank matris denir. Ayrica, F_=[1; | matrisinin elemanlar:

n
i,j=

In-¢-—maxi' ! i>j_2
|, =4 D , (3.188)
0, diger durumlar

seklinde karakterize edilir.
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Burada, FIn matrisinin determinanti, tersi, LU ayrisimi, karakteristik polinomu ve

Ozdegerleri i¢in smirlar gibi baz1 6zellikleri, 3.1 ve 3.2 bolimlerinde elde edilen

bulgularin sonucu olarak verilecektir. Yani,

F  matrisinin determinanti
n

det(F, ) =TTk (3.189)
i=2
F, matrisinin tersinin elemanlari
In—2
bz : i=J, Lj#lveli j=#n
In—i In—l—i
3 .
E ) | = J =N
B = 1 o (3.190)
T I=]+1
0, i>j+1
g
(_1)1*' ﬂ"Hlm—l—i—k , i< J <n
e In—l—i—k
~Bins s i<j=n,

62



F_ matrisinin adjoint matrisinin elemanlari

[T . i=j=1
i=2
I H I, i=j, Lj=1lve i,j#n
Ezﬁﬂ—i
k#n+2—i
§ i, i=j=n
Co= 2
1 n
~1IT \e s i=j+1
k=2
k#n+2—i
0, i>j+1
. j—i
(_1)J—| 4,ii]i[:mlik , i < J <n
k=1 "h—1-i—k
_é/i,n—l ) i< J =N,

(3.191)

F_matrisinin LU ayrigiminda L = [Iij]inj:lve U =[uij]inj:1 matrislerinin elemanlari

0, i< j
=1 1, i=]
et diger durum
n+l-j
ve
I, i=j=1
In+1—i n—i , | — J il
uij = In+2—i
., i=j-1
0, diger durumlar
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seklinde  karakterize  edilirken K~ matrisinin  karakteristik  polinomu
P(A)=(-1)" A"+ A" 4ot M A+ 5" icin R(A)=1-1 ve

A% — 4+ 2 olmak iizere

e

—~~
N

N—"
Il

P (2)=(l,,— )P, (A) =1, 2P, , (A), (3.194)
indirgeme bagintisi ile karakteristik polinomun katsayilari arasinda 1<i <n-2 i¢in

7 =i =l -1 (3.195)
bagintisi elde edilir.

Ornek 3.3.11 n=5 igin Lucas-Frank matris F_

11 7 0 0 O
7 7 4 00
=14 4 430 (3.196)
3 33 31
1 11 1 1]
seklinde olup, determinanti
det(Fls) =24, (3.197)
tersi
I A A A
4 12 3 2 2
1u uouou
4 12 3 2 2
Ri=l o, 1 7 7 74 (3.198)
3 3 2 2
0 0 -1 2 =2
0 0 0 1 E
L 2 2
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adjoint matrisi

(6 -14 56 -84 84 |
6 22 -88 132 -132
Adj(F)=| 0 -8 56 -84 84 |, (3.199)
0 0 -24 48 -48
0 0 0 -12 36

0 00O 11 7 0 0 0
— 1 0 0 O 0 28 0 0
11 11
4 4 12
L=z 7 220 v u=? 0 7 30 (35
3334 0 0 0 31
11 7 4 4
Y. & 0o 0 0 0 2
111 7 4 3 L 3
seklinde elde edilir.
Ayrica F_ matrisinin  P_ (1) Kkarakteristik polinomlar1 (3.194) indirgeme

bagintisina gore

P (4)=1, (3.201)
R(1)=1-2, (3.202)
P,(1)=A*-44+2, (3.203)
P (4)=(1-2)(2*-424+2)-34(1-1)=—A°+82° 94 +2, (3.204)
P(1)=(3-2)(-A° +84*~94+2)-4A(A* —42+2) (3.205)

= A*—151%+4912 —371+6, (3.206)
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P, (1)=(4-A)(A*~151° +492* ~371+6) - TA(-2>+84° -91+2) (3.207)

=-1°+264"-1651° + 2961 —1681 + 24 (3.208)

seklinde olup F_ matrisinin A", (s=12,..,i) Gzdegerleri (veya PR (2)

polinomunun kokleri) ise

A0 =, (3.209)
A? =3.4142, 2 =0.5857, (3.210)
A =6,7015, A =1, 2{¥ =0.2984, (3.211)
A9 =10.7613, 21" =3.2492, A =0.7651, A\*) =0.2242, (3.212)

A% =17.5121, AY =6.0305, A® =1.5670, A\” =0.6756, A®) =0.2146 (3.213)
olarak elde edilir. Boylece asagidaki gozlemleri yapabiliriz:

1) 2=0igin P (1)=0"d,

2) P_,(A) ve P, (1) polinomlar: ortak bir koke sahip degildir,

3) P.;(4) polinomunun koklerinin kiimesi ayriktir,
F)i

4) Eger P_,(4)=0 ise bu durumda P_(A)PR

1 (4) <0 esitsizligi saglanir.
Omegin, P,(1)=0, P(1)=-1 ve P,(1)=4  oldugundan
P, (1)P,(1)=—4<0 olur,

5) 1<i<5 igineger P,(4,)=0 ise, bu durumda yeterince kiigiik &,,&, >0 i¢in

Pi—l(ﬂo)(Pi(ﬂO+‘C"2)_Pi(2“0_81))<0 (3.214)

esitsizligi saglanir. Ornegin P,(1)=0, P,(1)=-1, P,(1+0.0001)=0.0004 ve
A (1—0.001) =-0.0039 oldugundan & =0.001 ve &, =0.0001 i¢in

P, (1)( P, (1+0.0001) - P, (1-0.001)) =—-0.0043 <0 bulunur,
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6) Yukaridaki g6zlemlerden (3.201)-(3.208) ile verilen
P (4),R(4),P(2),R(4),P,(4),R(A) polinomlarmm dizisi bir Sturm
dizisi olusturur,

7) F__ matrisinin dzdegerleri (veya P.s(4) polinomunun kokleri) birbirinden

farkli ve pozitiftir,

8) F_ ile F_ matrislerinin 6zdegerleri i¢ ige gecer. Ornegin,

AP =175121> 4 =10.7613> A = 6.0305 > A{*) = 3.2492 > (3.215)
A7 =1.5670 > 1Y =0.7651> 2 =0.6756 > A" =0.2242> 27 =0.2146
olur,

9 A ved, F ] matrisinin sirasiyla en biiyiikk ve en kiigiik 6zdegerleri olmak

lzere A, = ﬂ,rsi) <1, ve I, < 4, = A" esitsizlikleri gegerlidir. Yani

AP =34142>1,=3, 1 =6.7015>1, =4, (3.216)
AY=10.7613>1,=7, A =175121>1, =11 (3.217)
Ve
AP =05857<I, =1, A =0.2984<I, =1, (3.218)
AY=02242<1, =1, A¥=02146<I =1 (3.219)
olur.

Simdi de F_ matrisinin (0,4) ve (4,20) araliklarindaki &zdegerlerinin sayisini
Sturm teorisine gore inceleyelim. Bunun i¢in A =0, A =4 ve A =20 degerleri igin
P () polinomlarmin isaret degisim sayilarmi tespit etmeliyiz. Cizelge 3.3 bu amaca

hizmet etmektedir.
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Cizelge 3.3. F, i ’in karakteristik polinomlart P_ (1) ’larm 2 =0, 1=4 ve 1 =20

i¢in igaret degisim tablosu.

P(0)’m | B(4)’tn | R (20)

isareti isareti ’in isareti
R(4)=1 + + +
R(A)=1-7 -1 -
P(A)=A"-44+2 + + +
P(A)=-2°+81"-91+2 + + —
P,(1)=A4"—152°+494* -371+6 + - +
P (A)=-2"+261" —-1654° + 296 1° 1681 + 24 + - -
Isaret degisim say1s1 ¢, (0)=0| c;(4)=3 | c;(20)=5

Cizelge 3.3°de, ¢, (a), P(«) polinomunun isaret degisim sayisim gostermek iizere
w; (0)=0, c;(4)=3 ve c;(20)=5 oldugu goriilmektedir. Boylece F_ matrislerinin
(0,4) araligindaki 6zdegerlerinin sayisi c;(4)—c5(0)=3 ve (4,20) arahgmndaki
dzdegerlerinin sayis1 ¢;(20)—c;(4)=2 olur. Gergekten F_ matrisinin 6zdegerleri
17.5121, 6.0305, 1.5670, 0.6756 ve 0.2146 seklinde olup, (0,4) arahgindaki
ozdegerleri 0.2146, 0.6756 , 1.5670 ve (4,20) arahigindaki 6zdegerleri 17.5121,

6.0305 ’tir.
3.4 Frank Matrislerin Graf Teoriye Uygulanmasi
3.4.1 Graf teori kavramlari

Tammm 3.4.1 V bos olmayan bir kiime ve E , her eleman1 V kiimesinin farkli
elemanlarinin olusturdugu sirali olmayan ¢iftlerinden olusan bir kiime olmak iizere bu

iki kiimeden olugan matematiksel yapiya graf denir ve G=(V,E) bigiminde

gosterilir. V' kiimesinin elemanlarina noktalar, E kiimesinin elemanlarina kenarlar

ad1 verilir ve her kenar iki u¢ noktasina sahiptir [37].
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Tamm 3.4.2 Bir G=(V,E) grafi verilsin. V,,v; €V olsun. G grafinda, v, ile v,
noktalarini birlestiren bir kenar varsa yani, Vv, e E oluyorsa v, ile v; noktalarina

komsudur denir ve V; ~V; ile gosterilir [38].

Tamim 3.4.3 G grafinda bir nokta ciftini birlestiren iki ya da daha fazla kenara ¢oklu
kenar (multiple edge), bir noktay1 kendisine birlestiren kenara ise ilmek (loop) denir
[38].

Tamim 3.4.4 Coklu kenar ve ilmek igermeyen grafa basit graf, ¢oklu kenara sahip olan
ancak ilmegi olmayan grafa ¢oklu graf (multi graph), ¢oklu kenar ve ilmek iceren

graflara ise sahte graf (pseudo graph) denir [38].

Tamim 3.4.5 G bir basit graf olsun. Elemanlari

1, v~y ise
8, = y (3.220)
0, diger durumlar

bigiminde tanimlhi A(G) = [aij ]In i matrisine G basit grafinin komsuluk matrisi denir

[37].

Tanmm 3.4.6 G, komsuluk matrisi A(G)olan bir graf olsun. Bu durumda A(G)

matrisinin 6zdegerlerine ve spektral yarigapina sirasiyla G grafinin dzdegerleri ve

spektral yarigap denir. G grafinin spektral yariapi p(G) ile gosterilir [39].

Tammm 3.4.7 G =(V,E) grafi verisin. vV, eV noktasina komsu olan noktalarin

sayisina V; noktasinin derecesi denir ve d, ile gosterilir. Derecesi O (sifir) olan

noktaya izole nokta denir [40].

Tamim 3.4.8 Tim noktalarin esit dereceye sahip oldugu bir grafa regiiler graf denir.

Ortak derecesi k olan regiiler grafa k -regiiler graf denir [37].
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Tanim 3.4.9 G =(V,E) grafinin nokta kiimesi V ={a,b,c,d,e, f,...,k,I,m} olsun.

Ardr ardina t kenarin dizilmesiyle elde edilen

ab,bc,cd,de,...,kl,Im (3.221)

t

formuna G de t uzunlugunda bir yiirime denir. Bu yiirime abcde...klm seklinde

gosterilir. Yiirimedeki kenar sayisina ise yiirimenin uzunlugu denir [38].

Tammm 3.4.10 Herhangi bir G grafinda, baslangi¢ ve bitis noktalari hari¢ tim

noktalar1 ve kenarlar1 birbirinden farkli olan yiiriimeye yol denir [37].

Tamm 3.4.11 Bir G=(V,E) grafi verilsin. V nokta kiimesinin v, ile v; noktalar

arasinda bir yol varsa bu noktalara baglantilidir denir. Eger V nokta kiimesinin tim
nokta ¢iftleri arasinda bir yol varsa G grafina baglantili graf (connected graph) denir
[38].

Tanmm 3.4.12 Uc¢ noktalarindan biri baslangi¢ noktasi olarak, bir digeri de varis

noktasi olarak belirlenmis kenara yonlendirilmis kenar denir [37].

Tanim 3.4.13 Her bir kenar1 yonlendirilmis olan grafa bir yonlendirilmis graf denir.

Yonlendirilmis grafa kisaca digraf denir [37].

Tamm 3.4.14 Bir G =(V,E) digrafindaki her V;,V; €V nokta ¢ifti igin v, *den v,

noktasina bir yonlendirilmis yol mevcutsa bu grafa giiglii baglantili digraf (strongly
connected digraph) denir [41].

Tanmm 3.4.15 G :(V, E) digrafi verilsin. a; elemant, v, noktasindan v, noktasina

yonlendirilmis kenarlarin sayist olarak tanimlanan A(G)=[aij} matrisine

n
i,j=1

G= (V, E) digrafinin komsuluk matrisi denir [37].
Tamim 3.4.16 G bir digraf olmak {izere G ’de bir yiirimeye yonlendirilmis yiiriime

ve yonlendirilmis yiirimedeki kenar sayisina da yonlendirilmis yilirimenin uzunlugu

denir [16].
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Bir G digrafinda baslangi¢ noktas1 v, ve varis noktasi V; olan kenarlarim sayisi, yani
1-uzunluklu y6nlendirilmis yiiriimelerin sayist W (i, j) ile gosterilir ve bu W (i, j)
sayi1s1 A(G) komsuluk matrisinin &; elemanna esittir. Baslangi¢ noktas: v, ve varis
noktast V; olan k- uzunluklu farkli yonlendirilmis yiiriimelerin sayisi ise A(G)
komsuluk matrisinin k. kuvveti olan A“(G) matrisinin (i, j). eleman ai(jk) 'ya esit

olup W, (i, j) ile gosterilir [16].

Tamm 3.4.17 Bir G=(V, E) digrafinda baslangic (varig) noktast v, eV olan
yonlendirilmis kenarlarin sayisina v, noktasinin dis (ig) derecesi denir ve d.’ (d[) ile
gosterilir [16].

Buradan itibaren yalnizca dis derece ile ilgili tanim ve teoremlere yer verecegiz, ancak

belirtelim ki i¢ derece ile ilgili benzer tanim ve teoremler literatiirde mevcuttur.

Tamim 3.4.18 Bir G=(V,E) digrafinda dig derecesi sifir (d-+ =0) olan bir v,

noktasina sink (dig-izole nokta) denir [37].

Lemma 3.4.19 Bir G=(V,E) digrafinda A(G) komsuluk matrisinin i. satir

elemanlarinin toplam1 v, €V noktasinin dis derecesine esittir [37].

Tamm 3.4.20 Bir G=(V,E) digrafinda baslangi¢ noktas: v, olan k -uzunluklu
yonlendirilmis yiiriimelerin sayisina V. noktasinin k -dis derecesi denir ve dik+ ile

gosterilir [16]. k >0 ve d* =1 olmak iizere d**,

d = Z\Nk (i, ]) (3.222)
=1
formiilii ile hesaplanir [16].
_k+
Tanim 3.4.21 k >1 olmak iizere her v, €V i¢in eger d(k'_l)+ =c oluyorsa G =(V,E)

digrafina ortalama k -dis derece regiiler digraf denir [16].
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Teorem 3.4.22 A matrisi, satir toplamlar sifirdan farkli olan ve spektral yarigapi

p(A) olan bir n -kare matris olsun. A matrisinin i. satir toplam: r,(A)=>a;
j=1

olmak iizere, herhangi M >0, N >0 ve k >0 tamsayilar1 i¢in

1
nin (H(Akm)rJ(AmN)}Mw: ai(jM)>0 Sp(A)S
I<i, j<n

r(A)r (AY)

max AT (AT a" >0
1<i, j<n I}(Ak)rj(Ak) j

(3.223)

esitsizligi gecerlidir [16].

Butler ve Siegel (2013), Teorem 3.4.22°den yararlanarak digraflar i¢in asagidaki

sonucu elde etmistir [16].

Teorem 3.4.23 Eger G=(V,E), spektral yarigapt p(G) olan ve dis-izole nokta
icermeyen n noktali bir digraf ise bu durumda, M >0, N >0 ve k >0 tamsayilari

i¢in

1

d_(k+M)+d(_k+N)+ M+N
min Léj : Wy (i,j)>0|<p(G)<

1<i, j<n dik+d;<+
(3.224)
d_(k+M)+d(_k+N)+ MaN
1@% dik+d:-(+ . WM (l,j)>o

esitsizligi gecerlidir. Bununla birlikte eger G gii¢lii baglantili ise (3.224) denkleminde

esitliklerin saglanmasi igin gerek ve yeter sart G digrafinin ortalama (k +1) -dis

derece regiiler olmasidir [16].

Tamm 3.4.24 Her bir v,v; kenari, agirlik ad1 verilen negatif olmayan bir w(i, j) reel

sayist ile agirliklandirilmig olan basit grafa bir agirlikli graf denir [38].

72



Tamm 3.4.25 G bir digraf olsun. Eger G digrafindaki her v,v; yonlendirilmis

kenari, agirhik adi verilen negatif olmayan bir w(i, j) sayisi ile isaretlenirse G ’ye

agirlikl digraf denir [42].

Tanimm 3.4.26 V ={v,,V,,...,V,} nokta kiimesi ile verilen bir G agirlikli digrafinda
W(i, j), v; noktasindan V; noktasina yonlendirilmis kenarin agirligi olmak iizere,

elemanlan

ij (3.225)

_ w(i, j) , v 'denv;'ye bir yonlendirilmis kenar varsa
0, diger durumlar

seklinde tanimli A(G) = [aij]inj:l matrisine G agirlikli digrafinin komsuluk matrisi

denir [43].

Tamm 3.4.27 G, komsuluk matrisi A(G) olan bir agirhkl digraf ve w(i, j),
Vv, € E yonlendirilmis kenarina ait agirlik olsun. V; noktasini baslangig (varis) kabul
eden yonlendirilmis kenarlarin agirliklari toplamina v, noktasiin agirlikli dis (ic)

derecesi denir ve W (Wi’ ) ile gosterilir. Bu tanima gore
w' :iw(i, i) (wi‘ :Zn:w(j,i)j (3.226)
=1 j=1

olup w" (Wi' ) degeri aslinda A(G) komsuluk matrisinin i. satir (siitun) toplamudir

[44].

Buradan itibaren sonuglarimizi agirlikli dig-derece kavramina bagl olarak verecegiz,
ancak belirtelim ki bu sonuglar benzer sekilde agirlikli i¢ derece kavramina bagh

olarak da verilebilir.

G , komsuluk matrisi A(G):[aij]n

i j=

) olan bir agirlikli digraf olmak iizere Vv,

noktasindan V; noktasina giden k -uzunluklu bir yonlendirilmis yiirimede bulunan

yonlendirilmis kenarlarin agirliklarinin ¢arpimini géz oniine alalim. Bu sekilde farkli

k -uzunluklu yonlendirilmis yiiriimelerden elde edilen garpimlarin toplamint w (i, j)
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ile gosterelim. Bu durumda, A(G) komsuluk matrisinin k. kuvveti A“(G) 'nin

(i, ). elemant w, (i, j) olur.

Simdi, G agirlikli digrafindaki v, noktasinin agirliklt dis derece kavramini agirlikli

k -dis derece kavramina genellestirebiliriz.

Tamim 3.4.28 G agirlikli digrafinda v, noktasini1 baslangi¢c kabul eden k-uzunluklu
farkli yonlendirilmis ytirtimelerden elde edilen w (i, j) degerlerinin toplamina v,

noktasinin agirlikli k -dis derecesi denir. Yani, k >0, w’ =1 olmak iizere

w=>"w (i, j) (3.227)
i1
degerine Vv, noktasinin agirlikli k -dig derecesi denir. Aslinda w** degeri G agirlikh

digrafimn  A(G) komsuluk matrisinin k. kuvveti A“(G) ’'nin i. satir elemanlari

toplamidir.

K+

Tanim 3.4.29 k >1 olmak {izere her v, eV igin \:\fflﬁ =c esitligi saglaniyor ise
W,

G =(V,E) agirlikli digrafina ortalama agirlikli k -dis derece regiiler agirhikl digraf

denir.

Butler ve Siegel (2013)’in digraflar i¢in yaptigina benzer sekilde Teorem 3.4.22

kullanilarak agirlikli digraflar igin agsagidaki sonucu elde ederiz [16].

Teorem 3.4.30 G, spektral yarigapt p(G) olan, N noktali ve dig-izole nokta

igermeyen bir agirlikli digraf olsun. Bu durumda M >0, N >0 ve k >0 tamsayilari

i¢in
(KM (kN :
k+M)+. . (k+N)+ \M+N
. W, W, ) ..
12;]52 [ Wik+W§+ J - W (I'J)>O Sp(G)S

(3.228)

1

V\/i(k+M)+W(k+N)+ M+N o
max | | ————— : wy, (i,j)>0

1<i, j<n T
i
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esitsizligi gecerlidir. Bununla birlikte, eger G gii¢lii baglantili ise (3.228)
denkleminde esitliklerin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart G grafinin ortalama

agirlikli k +1-dis derece regiiler olmasidir.
Ispat. [16, Teorem 4.1] ispatina benzer sekilde yapilir.

Tanim 3.4.31 2,, (k=1,2,..,n) Ae M, (C) matrisinin 6zdegerleri olmak iizere

A - iZ(A)‘ (3.229)

seklinde tanimli &(A) degerine A matrisinin enerjisi denir. Eger A matrisi bir G

grafinin komsuluk matrisi ise bu durumda (3.229) ifadesi G grafinin enerjisi olarak

adlandirilir ve S(G) ile gosterilir [45].

3.4.2 Frank graf

Bu béliimde komsuluk matrisi Frank matris olan Frank graf kavramini tanitacagiz.
Ardindan bir agirlikli yonlendirilmis graf olan Frank grafin spektral yarigap1 (en biiylik
Ozdegeri) ve enerjisi i¢in bazi sinirlar elde edecegiz. Son olarak da Frank grafin
spektral yaricapi i¢in buldugumuz siir degerlerini karsilastirmak amaciyla sayisal bir

ornek verecegiz.

Tammm 3.4.32 G bir agirlikli digraf ve I, J=12,...,n igin Vv, Yyonlendirilmis

kenarmin agirhig w(i, j)=n+1—max(i, j) olsun. Komsuluk matrisi

A(G):{w(i,j), i>j-2 ise (3.230)

0, diger durumlar

olan agirlikli yonlendirilmis grafa Frank graf denir.

(3.230) ile verilen komsuluk matrisi aslinda (2.23) ile verilen Frank matrisin ta
kendisidir. Dolayisiyla Frank grafi, komsuluk matrisi Frank matris olan agirlikli

digrafa Frank graf denir seklinde tanimlayabiliriz. N noktali bir Frank grafi G_ ile
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gosterecegiz. Ayrica, buradan itibaren F, Frank matrisi, G, Frank grafinin komsuluk

matrisini temsil edecektir.

Frank grafin komsuluk matrisi Frank matris oldugundan, Frank matris i¢in 2.2

béliimiinde verdigimiz 6zelliklerin bazilarini Frank grafa tasiyabiliriz. Ornegin Frank

grafin 6zdegerleri birbirinin ¢carpimsal tersi, reel ve pozitiftir. Ayrica, N tek dogal say1

olmak {izere N noktali bir Frank grafin 6zdegerlerinden bir tanesi 1°dir. Yine, Frank

grafin 6zdegerleri i¢in

esitsizligi vardir.
Lemma 3.4.33 Frank graf G, ’in v, noktasinn agirhkl dis derecesi

n

w' = w(i, j) = (i+D)n—i?

j=1
i>j-2
seklindedir.
Ispat. Tamim 3.4.32°den
W= w(i,j)= Y (n+1-max(i, j))
=1 j=1
i>j-2 i>j-2

2( i (n+1—max(i, j)))+(n+1— max (i,i+1))

=
=i(n+1)—i*+(n+1-i-1)
=(i+1)n—i?

elde edilir.

76

(3.231)

(3.232)

(3.233)

(3.234)

(3.235)

(3.236)

(3.237)



Simdi, Frank graf kavramini, agirlikli dig derece ve agirlikli k -dis derece

kavramlarini sayisal olarak bir 6rnek iizerinde inceleyelim.

Ornek 3.4.34. n=5 icin Frank graf Sekil 3.1°deki gibi ¢izilebilir.

Sekil 3.1. Frank graf G .

Vv, noktasindan V; noktasina yonlendirilmis kenarin agirhgr w(11)=5 , v,
noktasindan Vv, noktasina yonlendirilmis kenarin agirligiw(1,2)=4 seklindedir. v,

noktasindan Vv, , v, ve V. noktalarina yonlendirilmis kenar bulunmadigindan
w(L3)=w(1,4)=w(15)=0 olur. Benzer sekilde diger yonlendirilmis kenarlarin

agirliklar1 g6z 6niine alinirsa G, Frank grafin komsuluk matrisi

5 4 0 0 0]

44300
F=/3 3320 (3.238)
2 2221

111 1 1]

seklinde olur.

Baslangi¢c noktas: v, olan yonlendirilmis kenarlar vv, ve v\, olup, v, noktasinin

agirlikli dis derecesi bu kenarlarin agirliklar: toplamidir. Yani,
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w =w(L1)+w(1,2)=5+4=9 (3.239)

seklindedir. Benzer sekilde v,,V,,V,, V. noktalarinin agirlikli dis dereceleri

w, =w(2,1)+w(2,2)+w(2,3)=4+4+3=11, (3.240)
w; =w(3,1)+w(3,2)+w(3,3)+w(3,4)=3+3+3+2=11, (3.241)
w; =w(4,1)+w(4,2)+w(4,3)+w(4,4)+w(4,5)=2+2+2+2+1=09, (3.242)
w, =w(5,1)+w(5,2)+w(53)+w(54)+w(55)=1+1+1+1+1=5 (3.243)

seklinde elde edilir. Dikkat edilirse w;", F, komsuluk matrisinin i. satir elemanlari

toplamidir. Ayrica bu degerler Lemma 3.4.33 ile de elde edilebilir.

v, noktasindan Vv, noktasina 2 uzunluklu ( 2 kenar kullanilarak) yonlendirilmis
yiriimeler v,v,v, ve vv,v; olup 2 uzunluklu 2 farkli yiiriime vardir. Her bir farkli
yiiriime igin elde edilen agirliklar garpiminin toplami w, (1,1) =(4x4)+(5x5)=41
olarak elde edilir. v, noktasindan v, noktasna 2 uzunluklu v,v,v, ve vy,

yonlendirilmis yurtimelerindeki agirliklarin carpimlarinin toplami

W, (1,2)=(4x4)+(5x4)=36 seklindedir. Benzer sekilde v, noktasindan v,
noktasmma 2 uzunluklu yalnizca v,v,v, yonlendirilmis yiirimesi mevcuttur.
Dolayisiyla  w,(1,3) bu yirimedeki agirliklarin  ¢arpimina  esittir.  Yani,
W,(1,3)=4x3=12 olur. v, noktasindan v, ve V; noktalarina ise 2 uzunluklu

yonlendirilmis yiirlime mevcut degildir. Boylece

W =w, (L1)+w,(L,2)+w,(1,3)=41+36+12=89 (3.244)

olur. Bu bize v, noktasinin agirliklt 2 -dis derecesinin 89 oldugunu belirtir. Ayrica,

(41 36 12 0
45 41 21 6 O
F>=[40 37 22 10 2 (3.245)
29 27 17 9 3
15 14 9 5 2]
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olup, ilk satir elemanlarinin w, (1,1), w,(1,2) ve w,(1,3) oldugu gorilmektedir.

Yine ilk satir elemanlari toplammin 89 yani w’* oldugu da goriilmektedir.
Lemma 3.4.35 Frank grafin komsuluk matrisi F, matrisinin izi igin

n(n+1)

izF, = (3.246)

esitligi gegerlidir.
Ispat. Bir matrisin izi tanirmindan F, komsuluk matrisinin izi,

n

izF, :gw(i,i):Z(nH—max(i,i)) (3.247)

i=1

:i(n +1-i) (3.248)
:n(n+1)—zn:i (3.249)
_ ”(”2”) (3.250)

seklinde elde edilir.

Teorem 3.4.36 Ge Frank grafinin 6zdegerleri 4, (i=12,..., n) ve komguluk matrisi

F = [aij ]In o olmak iizere

n Z”:(ll_ianJ:O,

i1 n

n

2) YA :ng—%n2 +%n,

i=1

n izZF \* 3 1
3 > | A ——=| ==n*-n*+=n
) ( 'on j 4 4

i=1

esitlikleri gecerlidir.

79



Ispat.

1) (2.12) ifadesinden

izF,

=IizF,

Z( | ”f"}iﬂ. —aniz . =0, (3.251)

i=1 i=1 i=1

elde edilir.

2) F? matrisinin 6zdegerleri 4> olmak iizere, bir matrisin izi tanimindan

2“:1,2 = izF? =§n;a§2> :i(iaikakij (3.252)
i=1 i=1 \ k=1

i=1

esitligi gegerlidir. Ayrica

o n+1-max(i,k), _ i>k-2 (3.253)
0, diger durumlar
ve
8 = n+1-max(k,i), - k>i—2 (3.254)
0, diger durumlar

esitliklerinden eger |i—k|<2 ise, a,a; #0 diger durumlarda a,a,; =0
oldugu sonucu ¢ikmaktadir. 1<i<n i¢in |i—k|<2 olmasi li¢ sekilde
miimkiindiir. Bunlar i=k , i=k—-1 Ve i=k+1 ’dir. Ayrica

al(f) — n2 +(n _1) ve a =12 412 oldugundan

() Saem s S Saa oy o

i=1 i=2 \k=i-1

-1

3

( (n+1-i)" +(n- i)2)+n2+(n—1)2+2 (3.256)

i=2

elde edilir. Buradan
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-1

( ) (3n —6ni+3i%+4n— 4|+2)+n +(n-1)"+2 (3.257)

i=2

3

n-1 n-1
=(3n° +4n+2)(n-2)—(6n+4) i+3) i*+2n*~2n+3 (3.258)
i—2 i—2
-2 1
:3n3—2n2—6n—4—(6n+4)%
on? _3n? 6 (3.259)
+3( n- ”6+”_ j+2n2—2n+3
olur. Buradan gerekli hesaplamalar yapildiginda
< . 1 1
2 2 3 2
=1z(F )=n"—=n"+—n 3.260
DA =iz(Rf)=r’ 50" +3 (3.260)

bulunur.

3) (3.246) ve (3.260) denklemleri gbz Oniine alinirsa

n n

Z”:( izF, j anfl.z ZiZ:”Z/t. +Z(ian Jz (3.261)

i=1 i= i=1 i1 n

n i 2 - 2

=D A =2 ('Zi”) + n('annj (3.262)
i=1

“Spontedn (3.263)
4 4

elde edilir.
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3.4.3 Frank grafin en biiyiik 6zdegeri icin sinirlar

Teorem 3.4.37 G, Frank grafinin 6zdegerleri 4, >4, >...> 4 seklinde olsun. Bu

durumda

A s%((n—l)(3n—1)§+n+1j (3.264)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Frank grafin 6zdegerleri igin

A= izF, :_Z":

n i—2

izF,
(/1,— ; J (3.265)

esitliginin dogrulugu agiktir. Buradan

‘Al-ﬁ Z( 12, j (3.266)
olup
iZF,| < izF,
‘/11— MM -—L (3.267)
i=2
ifadesi yazilabilir. Buna gére (3.267) esitsizliginin sag tarafina a :;'F ve
‘ﬁv. _izF,
n
zF,
b =q =4 Y alinarak Lemma 2.1.25 uygulanirsa
1
n n H 2\2
‘@—'ZFH E (n-1)2 { A —'ZnFn J (3.268)
i=2 i=2

elde edilir. Buradan,

82



(ﬂi - j < (n—l)@(i. - j —[ﬂi - U (3.269)

F 2 n F 2
gl em

iZF, 1 o izF, 22
) em

olup Teorem 3.4.36 (3) yardimiyla

(3, , 1) n+l
Alg(l—ﬁj (Zn -n +an +T’ (3.272)
A< %((n-1)(3n-1)2 o +1j (3273)

bulunur.

Sonu¢ 3.4.38 n>2 olmak iizere Frank grafin en biiyiik 6zdegeri icin (3.231) ve

(3.273) denklemleri ile verilen sinirlar arasinda

%((n—l)(Bn—l);+n+lj< n(n;l) (3.274)

esitsizligi gecerlidir.
Ispat. Ispat1 N iizerinden tiimevarim yontemi ile yapalim.

n=2 i¢in

\/§+3

2

<3 (3.275)

olup esitsizlik dogrudur.
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Esitsizlik n =k icin dogru olsun, yani

%((k _1)(3k-1)2 +k+1j< k(k;l) (3.276)
olsun. Bu durumda
(k—1)(3k ~1)2 +k +1—k (k +1) <0, (3.277)
(k—1)(3k —1)z —(k +1)(k~1) <0, (3.278)
.
(k—l)((Bk 1) —(k+1)j 20 (3:279)
(3k—1)z <k +1 (3.280)
olur ve buradan
3k -1<(k+1)’ (3.281)
elde edilir.
Ispatin son adimi igin esitsizli§in n=k +1 i¢in dogru oldugunu gdsterelim.
k>0 igin
(k+2)2—(k+1)2:2k+3>3 (3.282)
Ve
(k+1)° +3<(k+2)’ (3.283)
oldugundan ve (3.281) esitsizliginden
3k+2=3k—1+3<(k+1)2+3<(k+2)2 (3.284)
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ve

(3k +2)2 —(k+2) <0 (3.285)
bulunur. O halde,
k[(3k+2)§—(k+2)j<o, (3.286)
k(3k+2)z —k(k+2)<0, (3.287)
K(3k+2)2 + (k+2)(1-(k+1)) <0, (3.288)
K(3k +2)2 +k +2—(k +1)(k +2) <0, (3.289)
%(k(3k+2)§+k+2j—w<o (3.290)
%(k(3k+2); +|<+zj<W (3.201)

elde edilir. Boylece esitsizligin n=k +1 i¢in dogrulugu gosterilmis olur ve ispat

tamamlanir.

Sonug 3.4.38’¢ gore Teorem 3.4.37 ile elde ettigimiz sinirin literatiirde Frank matris
i¢in var olan (2.32) esitsizliginden ve Frank grafa uyarladigimiz (3.231) esitsizliginden

daha 1y1 bir iist sinir oldugunu sdyleyebiliriz.

Teorem 3.4.39 G. Frank grafinin 6zdegerleri 4, >4, >...> 4 seklinde olsun. Bu

durumda, n>3 ve N tek dogal say1 olmak iizere

A >n+1 (3.292)

esitsizligi gecerlidir.
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Ispat. n tek dogal say1 oldugunda Frank grafin 6zdegerlerinden bir tanesinin 1 oldugu

bilinmektedir. Buna goére

n-1

anﬂ,, :Zzlﬂ,, +1+ n

y3 (3.293)
i 3

i=1 i=1 . N+3

2

yazilabilir. Frank grafin 6zdegerleri birbirlerinin ¢carpimsal tersi oldugundan, (3.293)

esitliginin sag tarafindaki ilk toplam i¢in 4 >1, ikinci toplam i¢in ise 4 <1 olur.

Ayrica A, > 4, oldugundan,

-1

n r n
iZ(F)=> A<D A4+1+ > 1 (3.294)

i=1 i=1 i=“7+3

n-1 n-1
<| — |4 +1+— 3.295
(=t)a st -

ve buradan
2 (. n+1

>—07/I1ZF —— 3.296
2o, o299

elde edilir. (3.246) esitligi (3.296) ifadesinde yerine yazilirsa

i nél(n(n;l)_nzlj (3.207)
ve boylece
A >n+1 (3.298)
bulunur.
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Teorem 3.4.40 G, Frank grafinin 6zdegerleri 4, >4, >...> 4, seklinde olsun. Bu

durumda, n ¢ift dogal say1 olmak tizere

4>n (3.299)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Bir matrisin izi 6zdegerleri toplamina esit oldugundan

n

iZF, =) 4 =iﬁ,, +
i=1

i=1 i i

> A (3.300)
=E+l
2

yazilir. Frank grafin 6zdegerleri birbirlerinin ¢arpimsal tersi oldugundan, (3.300)
esitliginin sag tarafindaki ilk toplam i¢in A4 >1, ikinci toplam i¢in ise A <1 olur.

(3.300) esitliginin sag tarafindaki ilk toplamda A, yerine 1 yazilirsa

izF. <g+ > 4 (3.301)
=N
elde edilir. 4, > 4, oldugundan
. n <
iZF, <—+ 3.302
RN .
yazilir. Boylece
izF <20 (3.303)
2 2

olur. Burada (3.246) denklemi kullanilarak

n
—t— 3.304
<2 24 ( )

ve buradan
2,>n (3.305)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 3.4.37, Teorem 3.4.39 ve Teorem 3.4.40 spektral yaricap agisindan

degerlendirilirse asagidaki sonug elde edilir:

Sonuc 3.4.41 Spektral yaricap tanimi goz 6niine alinirsa G Frank grafinin spektral

yarigap1 i¢in

F

n, ngiftise
- <p(
n+1 ntekise

((n—l)(3n—1)§+n+1j (3.306)

N |-

Gn)s

yazilir.
3.4.4 Frank grafin enerjisi icin simrlar
Tamm 3.4.42 4 ’ler G grafinin 6zdegerleri olmak tizere, G grafinin enerjisi

n

(6.)-3

i=1

n+1

b= (3.307)

seklinde tanimlanir ve bu enerjiyi Frank enerji olarak adlandiririz.

Teorem 3.4.43 G Frank grafinin 6zdegerleri 4, > 4, >...> 4, seklinde olsun. n tek

dogal say1 olmak tizere, Frank enerji i¢in

1 —
2 _ 2
(o)< {‘ZFHZ S oo o - —J
2 2n n n’(n+1) (3.308)

n+1. n>+2n-1
IzF, -
2n n(n+1)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. n tek dogal say1 oldugunda Frank grafin 6zdegerlerinden bir tanesinin 1

oldugu bilinmektedir. Buna gore

n-1

i=1

izF,
n

izF,
n

iZF,
n

P IzF,

n
+ 2 |4
3
2

A

A

(3.309)

E(GFn)zz

i=1

+‘l—
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yazilir. Frank grafin 6zdegerleri birbirlerinin carpimsal tersi oldugundan, (3.309)

esitliginin sag tarafindaki ilk toplam i¢in A, >1, ikinci toplam igin ise A <1 olur. Ilk

olarak (3.309) esitliginin sag tarafindaki ilk toplamda a = # ve
=
n
b =g, :|/?,I ——" aliarak Lemma 2.1.25 uygulanirsa
n-1 2 n-1 ,
2 1 _ 2 i
Z A izF, Sn_1 A - IzF, (3.310)
i=1 n 2 ‘= n

elde edilir. Buradan ve (3.309) esitliginden

W1
4 izF n-1)2| & izF | izF 4 izF
|G )= A ——2|<| — A—-—L1 | +—2-1+ A —-—"1(3.311
(o) =Sh-Tel<( )| BT |+ S (4T oo
2
yazilir. (3.311) ifadesi
1
-1 -t 2
2 . C iZF, & izF,
2 2 2 n n
1 DRHL-1+ D A= A2 - Zﬂ,,—z -
n—1 > i=1 I:I’1T+3 i:L-;% i=1
:( Zj iZF _iZF & iZF & (it Y (3.312)
+2—L-2—1" A +2—2" A+ L '
n n .;3 I n .;3 I Zﬂ:( n )
|:T |:T
iZF, [len —ﬂf.j
n n+3 n

seklinde diizenlenip, buradan gerekli hesaplamalar yapilarak

n - 2 . - n
A RN Lr L B o

E(Gpn ) = (nT—lJZ = " " " ="

{ nT—lj(u: jz (3.313)
| )
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elde edilir. Burada (3.231) esitsizligi kullanilirsa

N |-

a(GFn)<[n__lj; iZF”Z_l_ngl(n(nzﬂ)J +(2n1 i)('ZFn)

2 i i —
LR iR, (n 1) (3.314)
n n 2
+|an _1+n—1ian_n—1 2
n 2n 2 n(n+1)

olur ve boylece

n

1 1
2 _ 2
5(GFn ) < (nT—ljz [iZFnZ - 32 tl(iZFn )2 +n—+lian ——fgn 1)2 1]

(3.315)

izF —
2n " n(n+1)
elde edilir.

Teorem 3.4.44 G Frank grafinin dzdegerleri 4 >4,>...> 4, seklinde olsun. n

cift dogal say1 olmak iizere, Frank enerji i¢in

1
1 . 2 3
: 3(izF N
g(GF)<(DJZ L (ZR) i | 4125 1 (3.316)
"o\2 n(n+1) 2n 2 n+l
esitsizligi gecerlidir.
Ispat. n ¢ift dogal say1 ise
n g n 1
6(6e )= 2 fh - 2x| = 34—l 371 - (3317)
i=1 i=1 n

i=—+1
2

yazilir. Frank grafin 6zdegerleri birbirinin c¢arpimsal tersi oldugundan (3.317)

esitliginin sag tarafindaki ilk toplam ic¢in 4 >1, ikinci toplam igin ise 4 <1 olur.
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_izF,

(3.317) esitliginin sag tarafindaki ilk toplamda a, = ZF ve b =q = | —
n
alimarak Lemma 2.1.25 uygulanirsa
n 2 n
2 2| izE P
Z/I. _lIzF, SEZ/I, _lIzF, (3.318)
izl n 243 n
elde edilir. (3.317) ve (3.318) ifadelerinden
i n
n\2| < izF L (izF
G |<| = L L—A 3.319
(e)<(3) | S | + 3 (%) (3319)
|:E+l
1
R N N -
n)2 1z 1z 5 (1z
:H S22 ”Z&+Z( j s z[ : j (3:320)
2 i1 n = i\ N - n
|:§+l
1
: - :
1 2/1.2+ ZAZ—Z&Z—ZIZF“ZA,—ZIZF” Zil
n\z| = i=g+l i=g+1 n = n |zF n
2 : 2 (3.321)
10lZF, P (izF,)
n 2n
i=—+1
bulunur. Buradan gerekli hesaplamalar yapilarak
: F.) F) ’
g(GFn)s(Ejz izF? Z 2 =2 ) 'ZnF“ 35+ - Z J (3322)
|_E+1 2 |_§+1
1
1 . 2
IZ n n
:(g)z izZF2 - Z/IZ ) 2'2:" S|+ (3.323)
i=D41
2
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elde edilir. (3.231) esitsizligi burada kullanilirsa

1 2 . 2 . 2.
n)z| . n( 2 (izF,)" _izF,n| izF, n 2
G )<| 2| izFz -2 LD P Lar L N
g( F")<(2) {IZ " 2[n(n+1)j n o n 2} 3 2n(n+1) (3.324)

1 . 2 2
izF 2
:(EJZ B U = L S (3.325)
2 n(

olur.

Teorem 3.4.45 G,:n Frank grafinin 6zdegerleri A4, > A, >...> A, seklinde olsun. n

tek dogal say1 olmak iizere, Frank enerji igin

£(G )> (1+%Jian —n-1 (3.326)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat. n tek dogal say! oldugunda Frank matrisin 6zdegerlerinden bir tanesinin 1
oldugu bilindiginden
n-1

i=1

izF,
n

izF,
n

izF,
n

Pl _izF,

A

A

+i
i:n+3
2

E(GFn)zz

i=1

+‘1—

(3.327)

esitligi yazilir. Frank grafin 6zdegerleri birbirlerinin garpimsal tersi oldugundan
(3.327) esitliginin sag tarafindaki ilk toplam i¢in A >1, ikinci toplam igin ise 4 <1

olur. (3.327) esitliginin sag tarafindaki mutlak degerler kaldirilirsa

n

g(GFn)>i(/ll - iz(:")j{izﬁ —1} > (iZF" —z,,) (3.328)

i n

esitsizligi elde edilir. Buradan gerekli hesaplamalar yapilarak
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bulunur. Boylece

olur.

n+ n_l

Il
=
T

|
T

Il
I/
H
+
S|
~
=
ST
|
N
|
N
-~

g(GFn)>(

-1lizF, izF +n—1|an B z
2 n n 2 n . n+3

2

1+ lj izF, —-n-1
n

4

(3.329)

(3.330)

(3.331)

(3.332)

(3.333)

(3.334)

(3.335)

Teorem 3.4.46 G Frank grafinin 6zdegerleri 4, >4, >...> 4, seklinde olsun. n

cift dogal say1 olmak tizere, Frank enerji i¢in

esitsizligi gecerlidir.

g(GFn)>ian -n
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Ispat. A ’ler Frank grafin 6zdegerleri olmak iizere, n ¢ift dogal say1 oldugundan

n

3

i="41
2

n

g(GFn):;

izF, izF,

n

_izF,

n
2
A
i=1

A —

(3.337)

:Zjﬁ_

esitligi yazilir. Frank grafin 6zdegerleri birbirinin ¢arpimsal tersi seklinde oldugundan
(3.337) esitliginin sag tarafindaki ilk toplam igin A >1, ikinci toplam i¢in ise 4 <1

olur. (3.337) esitliginin sag tarafindaki mutlak degerler kaldirilirsa

£(G,)> 22:(2, _ 2R, j+z (iZF” —i,j (3.338)

2 nizF, nizF, &
A O RS BT B i) 3.339
Z o iy 2 (3.339)
|:E+l
7 !
=M 4-> 4 (3.340)
i= i:%+1
=lizF, - > A |- D 4 (3.341)
i=—+1 i=—+1
=izF, -2 4 (3.342)
|:E+l
>izF,-2> 1 (3.343)
|:g+l
. n
=izF, —25 (3.344)
elde edilir. Boylece
£(Ge, ) >izF, —n (3.345)

bulunur.
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Simdi, Frank grafin spektral yarigap: (veya en biiylik 6zdegeri) i¢in bulunan sinir

degerlerini karsilastirmak iizere sayisal bir 6rnek verecegiz.

Ornek 3.447 n=345 icin Frank grafin spektral yarigaplari sirasiyla

p(Ge )=4.7912, p(Ge,)=7.3127 ve p(G, )=10.0629 seklindedir. Bu degerler

icin Teorem 3.4.30 ile bulunan sinir degerleri ile Sonug 3.4.41 ile verilen sinir degerleri

Cizelge 3.4 ve Cizelge 3.5’de verilmistir.

Cizelge 3.4. GFn ’in spektral yarigapt icin k+M <5 ve k+ N <5 olacak sekilde
Teorem 3.4.30 kullanilarak elde edilen sinir degerleri.

n k M N Alt simir (3.228) Ust siir (3.228)
3 0 1 0 3 5

3 4 1 1 4.7869 4.7934

4 0 1 1 4 8

4 4 1 1 7.2978 7.3215

5 0 1 3 6.8603 10.5844

5 4 1 0 10.0431 10.0741

Cizelge 3.5. G ’in spekiral yaricapt i¢in Sonug 3.4.41 kullanilarak elde edilen sinir

degerleri.
n Alt simir (3.306) Alt sinir (3.306) Ust simir (3.306)
3 4 — 4.8284
4 — 4 7.4749
5 6 — 10.4833

Cizelge 3.4 ve Cizelge 3.5 incelendiginde ve bazi durumlarda Teorem 3.4.30 ile
verilen sinirlarin, bazi durumlarda ise Sonug¢ 3.4.41 ile verilen smirlarin daha iyi

oldugunu gézlenmistir.

95



4. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada ilk olarak literatiirde Frank matris olarak bilinen

n n-1 0 o - 00
-1 n-1 n-2 O - 00
n-2 n-2 n-2 n-3 --- 0 0
F.=| . . . L (4.1)
2 2
i 1 1 1 1 |
matrisini a; ’ler reel sayilar olmak iizere
i a, 1 0 0 0 0]
n-1 n-1 n-2 O 0 O
a a a a - 0 0
Fan r n:—2 n:—2 n:—2 n:—3 . : : (42)
a, a, a, a, R - PR
L & aQ & & & a

seklinde genellestirdik. F, matrisinin determinants, tersi, karakteristik polinomu gibi

baz1 Ozelliklerini inceleyerek dikkate deger bulgular elde ettik. Elde ettigimiz bu
bulgular literatiirde bulunan klasik Frank matris igin elde edilmis olan bulgularin genel
halini olusturmaktadir. Calismamizin en 6nemli kismi bazi sartlar altinda Sturm

teorisinin genellestirilmis Frank matrislere uygulanabilir oldugunun gosterilmesi

olmugtur. Bu kapsamda Sturm teoriyi uygulayarak bazi sartlar altinda F,

genellestirilmis Frank matrisinin karakteristik polinomlart dizisinin bir Sturm dizisi
olusturdugu ve 6zdegerlerinin birbirinden farkli ve pozitif oldugunu gosterdik. Ayrica
Fibonacci-Frank, Lucas-Frank ve Harmonik-Frank matrisleri genellestirilmis Frank
matrislerin 6zel hali olarak tanimladik ve bu matrisleri géz 6niine alarak elde ettigimiz
bulgularin 6zel hallerini verdik. Son olarak komsuluk matrisi klasik Frank matris olan

bir graf tanimlayarak bu grafin enerjisi ve spektral yarigapi i¢in sinirlar elde ettik.

Biz bu ¢alismada genellestirilmis Frank matrisin 6zdegerlerinin pozitifligini, (an ) reel

say1 dizisinin pozitif terimli ve kesin artan dizi olmasi sart1 altinda elde ettik. Bu sart
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kaldirildiginda genellestirilmis Frank matrisin 6zdegerlerinin incelenmesi arastirmaya
aciktir. Fibonacci-Frank ve Lucas-Frank matrislerin daha baska 6zellikleri incelenerek
dikkate deger bulgular elde edilebilecegi gibi bunlardan bagka 6zel haller tanimlanarak
elde edilen matrislerin 6zelliklerinin incelenebilecegi kanisindayiz. Ayrica, bu
calismamizin, Sturm teorisinin Max ve Min matrisler gibi bazi1 6zel matrislere

uygulanmasi noktasinda ilham verecegi kanisindayiz.
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