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OZET

Anahtar kelimeler: Fuzzy cltimle, Mandelbar cltimlesi, Mandelbrot climlesi

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci béliim giris kismima ayrilmistir. Ikinci
boliimde Julia climlesi, Julia ciimlesinin yoriingeleri, Mandelbrot ciimlesi, Mandelbar
climlesi, genellestirilmis Mandelbrot ciimleleri ve genellestirilmis Mandelbar
ciimlelerine iliskin temel tanim ve teoremler verilmistir. Uciincii boliimde fuzzy
climleler, fuzzy reel sayilar, fuzzy karmasik sayilar ve fuzzy topolojik uzaylarin temel
tanim ve teoremleri tanitilmigtir. Bunlara ek olarak, herhangi fuzzy ctimlenin bir fuzzy
say1 olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosullar ifade edilmistir.

Dordiincii ve besinci boliim bu tez calismasinin orijinal kisimlarini olusturmaktadir.
Dordiincii bolimiin giris kisminda fuzzy Mandelbrot ciimlesi i¢in yeni bir tanim
verilmistir. Bu yeni tanimin literatiirdeki mevcut tanimin yetersizligini nasil ortadan
kaldirdigr hem gorsel hem de cebirsel olarak agikca ifade edilmistir. Ayrica fuzzy
Mandelbrot ciimlesinin olusum asamalar1 farkli iterasyon adimlar i¢in ayr1 ayri
incelenmistir. Yeni tanimlanan fuzzy Mandelbrot ciimlesinin topolojik 6zellikleri
arastirilmistir. Bu boliimiin ikinci alt boliimiinde ise fuzzy Mandelbar ciimlesi
tanitilmis, geometrik, cebirsel ve topolojik agidan incelenmistir. Bu climlenin fuzzy
Mandelbrot ciimlesiyle olan benzerlikleri ve farkliliklar1 da arastirilmistir.

Besinci boliimde tez ¢alismasinin temel hedefi dogrultusunda, dérdiincii boliimde elde
edilen yeni bilgiler géz Oniline alinarak genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ve
genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimleleri tanitilmistir. Sahip olduklar: 6zellikler ile
ilgili temel tanim ve teoremler ifade edilerek ilgili algoritmalar verilmistir. Bu
climlelerin detayli gorselleri de sunulmustur. Sonug olarak, elde edilen veriler ile
gelecekte yapilacak olan yeni arastirmalara yonelik onerilerde bulunulmustur.



GENERALIZED FUZZY MANDELBROT SETS

SUMMARY

Keywords: Fuzzy set, Mandelbar set, Mandelbrot set

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
In the second chapter, the basic definitions and theorems related to the Julia set, the
orbits of the Julia set, Mandelbrot set, Mandelbar set, the generalized Mandelbrot
sets, and the generalized Mandelbar sets are given. In the third chapter, the basic
definitions and theorems of fuzzy sets, fuzzy real numbers, fuzzy complex numbers,
and fuzzy topological spaces are introduced. In addition to these, the necessary and
sufficient conditions are expressed for any fuzzy set to be a fuzzy number.

The fourth and fifth chapters constitute the original parts of this thesis. In the
introduction part of the fourth chapter, a new definition is given for the fuzzy
Mandelbrot set. It is expressed both visually and algebraically in detail how this new
definition removes the inadequacy of the existing definition in the literature. In
addition, the formation stages of the fuzzy Mandelbrot set are examined separately
for different iteration steps. The topological properties of the newly defined fuzzy
Mandelbrot set are investigated. In the second subsection of this section, the fuzzy
Mandelbar set is introduced and analyzed from geometric, algebraic, and topological
aspects. The similarities and differences between this set and the fuzzy Mandelbrot
set are also investigated.

In the fifth chapter, in accordance with the main purpose of this thesis, the
generalized fuzzy Mandelbrot and generalized fuzzy Mandelbar sets are introduced
under consideration of the new information acquired in the fourth chapter. By stating
the basic definitions and theorems related to their properties and the relevant
algorithms are given. Detailed images of these sets are also presented. Consequently,
suggestions are expressed for new research to be done in the future with the obtained
data.

Xi



BOLUM 1. GIRIS

Matematik bilimi ile ger¢ek diinya problemlerinin birbirinden ayr1 diisliniilmesi
imkansizdir. Dolayisiyla matematiksel keskinlikle agiklanamayan durumlar icin de
matematigin kendini gelistirmesi ve yeni teorilerin insa edilmesi kaginilmazdir.
Yaklasik olarak M.O. 400 yillarinda klasik mantikta bir 6nermenin sadece “dogru”
veya “yanlis” olma degerlerine sahip olmasi durumunun yerine gecebilecek ilk
sOylem Heraclitus tarafindan “Bir durum aymi anda dogru olma degerine sahip
olmakla birlikte dogru olmama degerine de sahip olabilir” seklinde ifade edilmistir.
Bu sdylemle birlikte matematigin miikemmel keskinligi torpiillenmis ve bulanik
gercek hayat problemlerini matematiksel olarak ifade edebilme arastirma sorusu
olarak glindeme gelmistir. Bu soruya bir drnek vermek icin giinliik hayatimizda
karsilagtigimiz bir durum ele alinsin. Bir odanin kapisinin kapali olma durumu “1”
dogruluk degeri ile kapinin ardina kadar acik olma durumu ise “0” dogruluk degeri
ile ifade edilirse kapinin biraz aralik olmast durumu ic¢in hangi dogruluk degeri
kullanabilir? Kap1 tamamen kapali olmadigindan “1” dogruluk degerine sahip
olamaz, bununla birlikte ardina kadar acik olmadigindan “0” dogruluk degerine de
sahip degildir. Bu durumu klasik mantik ile formiile etmek miimkiin degildir. 19.
yilizyllda Alman matematik¢i Georg Cantor (1845-1918) tarafindan gelistirilen klasik
climle teorisine gore ise bir eleman bir climleye ya aittir ya da ait degildir. Bunlarin
disindaki durumlar formiile edilememektedir ve Cantor’un ciimle teorisi bir anlamda
klasik mantigin ilkelerine dayanmaktadir. Sonug olarak klasik ciimle teorisi bulanik

durumlari ifade etmek i¢in uygun degildir.

Iste bu noktada, klasik ciimle teorisine alternatif olarak 1965 yilinda Lotfi A. Zadeh
[1] tarafindan {iyelik fonksiyonunun tanitilmasiyla fuzzy (bulanik) ciimle teorisi igin
caligmalar baslamistir. Bir fuzzy cilimle, her nesneye bir iiyelik derecesi (0 ile 1

arasinda deger alan bir sayil) atayan bir lyelik fonksiyonu ile karakterize



edilmektedir. Bu durum yukarida verilen kapi1 6rnegi i¢in yorumlanirsa odanin
kapisinin “acik, agiga ¢ok yakin aralikly,..., aralikly,..., kapaliya ¢ok yakin aralikls,

kapali” gibi konumlari i¢in formiile etmek amaciyla kapinin tamamen agik oldugu

durumda kapiyla ¢akisik bir eksenle yaptigi acilari [0,72'/ 2] araligindan secerek

[0,1] araligina giden bir iiyelik fonksiyonu tanimlanabilir ve bdylece kapinin her bir

pozisyonuna karsilik bir dogruluk degeri verilebilir. Goriildiigii tizere fuzzy yaklagim
ile matematik icin belirsiz olan durumlar da sayisal olarak ifade edilerek,
Olciilebilecek hale doniisiirler. Bu yaklagimin saglayacagi faydalardan biri de,
bilgisayarlara artik insan gibi diisiinebilme ve insan gibi hissedebilme icgiidiisii
kazandirmaktir. Hatta gegmis yasam tecriibelerimiz ve yeteneklerimiz makinelere
aktarilip bu bilgilerden maksimum verim alinabilir. Bu yaklagimin hayata gectigi
yerlerden biri de Japonya’daki Sendai metrosudur. Bu metronun teknolojik
altyapisinda fuzzy ciimle teorisi kullanilarak kalkis ve duruslarin goreceli
diizgiinliiglinliin hesaba katilmasi ile kusursuza yakin hareket etmesi saglanmistir.
Boylece ayaktaki yolcular dahi hareketten etkilenmemektedir. Hatta ayaktaki

yolcular higbir yere tutunmadan kahvelerini rahatlikla yudumlayabilmektedir.

Fuzzy ciimle ve fuzzy mantik teorilerinin insasinda Zadeh’in [1-5] makaleleri ve
Yager’in [6] makalesi temel kabul edilmektedir. Ciimle teorisinde yeni bir ¢igir agan
Zadeh’in [1] makalesi, ¢ok sayida bilim insani arasinda muazzam bir ilgi uyandirmis
ve farkli yeni yaklagimlarin da dogmasi i¢in ilham kaynagi olmustur. Fuzzy climle
teorisinin temel kavramlarinin literatiire kazandirilmasinin ardindan, Bé&hounek,
Cintula, Kandel, Kosko ve Tamir gibi bir¢ok arastirmaci bu kavramlar igin
aksiyomatik bir c¢erceve olusturmustur [7-12]. Mizumoto ve Tanaka iiyelik
fonksiyonu tizerindeki islemleri tanitmiglardir [13]. Diger taraftan, fuzzy sayilar
tizerinde islemler 1978 ve 1980 yillarinda Dubois ve Prade tarafindan [14, 15]
makalelerinde calisilmistir. Ayrica 1978 yilinda Nguyen tarafindan [16]’da fuzzy
reel sayilar ele alinmistir. Bununla birlikte 1994 yilinda Géhler ve Gahler [17] de

fuzzy sayilar tlizerine ¢aligmislardir.

Bu siiregte fuzzy topoloji tlizerine temel kavramlar 1988 yilinda Eklund ve Géhler

tarafindan [18, 19]’da, fuzzy sayilar ve sistemler iizerine islemler ve defuzzy



sayilarin topolojik ozellikleri de 1983 ve 1986 yillarinda Goetschel ve Voxman
tarafindan [20, 21]’de tanitilmistir. 1987 yilinda Buckley [22] ve [23] makalelerinde
fuzzy karmasik climleler fikrini ortaya atmistir. Ayrica Buckley fuzzy sayilar
teorisinin genellestirilmesi lizerine calisirken, Tamir de CFL (karmasik fuzzy
mantik) ve CFS (karmasik fuzzy ciimle) teorilerini insa ederek fuzzy ciimle teorisi ve
fuzzy mantigin genellestirilmesi ile ilgilenmistir [10-12]. Bu sliregte fuzzy
climlelerin bircok uygulamasi ile bir yandan teknolojik ilerlemeler siirerken bir
yandan da fuzzy climleler iizerine teorik diislinceler Goguen [24], Brown [25] ve De

Luca, Termini [26] gibi bir¢ok bilim insani1 tarafindan gelistirilmeye devam etmistir.

Sonug olarak giiniimiizde belirsiz kosullar altinda, bulaniklastirmanin bir¢ok alanda
farklh teorik veya pratik problemleri analiz etmek i¢in kullanildig1 bilinmektedir ve
popiiler alanlardan biri olan fraktal kuramindaki uygulamalari da [23, 27-29]

calismalarinda mevcuttur.

Diger taraftan fraktallar, iterasyonlar sonucu olusturulan dinamik sistemlerin
gorintiileridir ve karmasik dinamikler de karmasik diizlemde tanimli doniistimlerin
iterasyonlar1 ile olusan sonuglart incelemektedir. Karmagik dinamik sistemler tarihte
iki kisa periyotta yogun bir sekilde ele alinmistir. Temellerinin 19. yiizyilin
sonlarmda ve 20. yiizyilin baslarinda atildigi bilinmektedir. ilk periyot igerisinde
Leau, Schroder, Koenings, Bottcher gibi matematikgiler iterasyonlar altinda
karmasik fonksiyonlarin belli davranislar ile ilgilenmislerdir. Calismalar1 oncelikli
olarak sabit nokta etrafindaki iterasyonlarin davraniglarina odaklanmistir. Bu kokli

calisma alaninin temeli kabul edilen eser ise Devaney’in [30] tez calismasidir.

Karmasik dinamiklerin arastirilmasi siirecinde 1918-1920 yillar1 arasinda iki Fransiz
matematikg¢i Julia ve Fatou’nun 6nciiliiglinde carpici bir gelisme meydana gelmistir.
Julia ve Fatou, sadece belli dinamiksel davranislar yerine daha evrensel bir goriise
varmiglar ve sabit noktalarin disinda da oldukc¢a farkli dinamik davranislar
kesfetmislerdir [31-33]. Douady ve Hubbard, kuadratik polinomlarin parametreler

diizlemi {izerine ¢alismalar yaparak kuadratik dinamiklerin miimkiin olan tiim



cesitlerini siiflandirmis ve Douady tavsani olarak anilan bir ciimle kesfetmislerdir

[34-36].

Bu alanda ilk baglarda el yordamiyla c¢izilen grafikler, cok smirli ve dar agidan
cizilmistir. Bu nedenle i¢lerindeki muhtesem hazine bu siirecte gizli kalmistir. Ancak
dinamik sistemlerin gelisiminde ikinci biiyilik periyodu baslatan, 1980’lerde karmagsik
dinamikleri kesfetmek icin bilgisayar grafiklerini ilk kullanan kisi Benoit Mandelbrot
olmustur. Mandelbrot bir giin Hendrik S. Houthakker tarafindan yonetilen bir
Harvard seminerine konugmaci olarak davet edilmis ve seminerde sunmak istedigi
finans diyagraminin neredeyse bire bir aynisinin tahtada ¢izilmis bir halde
durdugunu goérmesinin verdigi saskinlikla beraber yeni kesfetmis oldugu bir
diyagramin nasil olur da burada ¢izilmis halde durdugu gercegini etrafina sormasiyla
Ogrenmistir. Bu diyagram Mandelbrot’tan 6nce pamuk fiyatlar1 {izerine arastirma
yapan arastirmacilarin ¢izimidir ve diyagramdaki isimler, tarihler, degerler silindigi
zaman geriye kalan inisli ¢ikish grafikler giinliik, aylik, yillik olarak biitiiniiyle ele
alinirsa 6ziinde aymidir ve esit derecede kivrimli yapiya sahiplerdir. Iste bu noktada
ortaya ¢ikan durumun grafiksel yansimasi fraktallardir. Sonug¢ olarak, diyagramlarin
matematiksel ifadeleri aynidir. Bu gelisme Benoit Mandelbrot’un fraktal geometrinin
Onciisli olarak anilmasi ile sonuglanmistir. Giinlimiizde temel olarak iki adet fraktal
tiretim yontemi bulunmaktadir. Bu araglardan biri yinelenen fonksiyon sistemi (IFS)
iken digeri ise kacis zamani algoritmasi (ETA)’dir. Fraktallar1 tanimlamanin
dogrudan yolu yinelenen fonksiyon sistemi (IFS) olmasina ragmen parametreleri
kolayca hesaplanamayan karmagik fraktal goriintiilerinin ¢izdirilmesi i¢in kagis

zamani algoritmasi (ETA) daha kullanishdir.

Benoit Mandelbrot’a ithaf edilerek Douady tarafindan Mandelbrot ciimlesi olarak
adlandiran ciimlenin kesfi, bircok matematik¢iyt bu alanda yeni arastirmalar
yapmaya yonlendirmistir. Ciinkii Mandelbrot climlesi iginde bir¢ok kaotik durumu
icerse de matematiksel ifadesi itibar1 ile oldukga basittir. Lyubich, McMullen ve
Milnor gibi bilim insanlart Mandelbrot cilimlesinin dinamik yapis1 iizerine
arastirmalar yaparken Shishikura, Mandelbrot ve Julia climlelerinin boyutlarin

incelemis, Yoccoz ise yerel baglantililik {izerine yogunlasmistir [37-44]. Ayrica



Mandelbrot climlesinin bircok farkli 6zelligi uzun siire arastirmacilarin ilgi odagi

olmustur [30, 34-36, 45-59].

Crowe, Hasson, Rippon ve Strain-Clark, Mandelbrot climlesini bagka bir agidan
ancak ayni metodolojiyi kullanarak incelemis ve merak uyandiran bir akrabasi olan
Mandelbar ciimlesini kesfetmislerdir [60]. Bu calismada Mandelbrot ciimlesiyle
bicimsel bir benzerlik i¢inde degerlendirme yapilarak noktalardan ziyade yaylar
boyunca ¢atallanmalara sahip oldugu gosterilen bu yap1 i¢in Mandelbar adi ilk olarak
Crowe ve arastirmaci arkadaslari tarafindan verilmistir [60]. Ancak bu kesfe yakin
bir zamanda Milnor tarafindan “Tricorn” adi verilen ve anti-holomorfik polinomlar
ile tanimlanan ciimle icin baglantililik 6zelligi 6nemli bir rol oynamaktadir [63].
Tricorn, Mandelbrot ciimlesinde goriilmeyen kiibik baglantililik odaginin birkag
temel Ozelligine sahiptir. Bu oOzellikler, tek periyotlu hiperbolik bilesenlerinin
siirlariyla ve Ozellikle yari-uyumlu olarak esdeger parabolik Julia ciimleleriyle
ilgilidir. Mandelbrot cilimlesi hakkindaki meshur ispatlanamamis “Mandelbrot
climlesi yerel baglantilidir” varsayimin aksine “Tricorn yerel baglantili ve hatta yayla
baglantili degildir” goriisii Winters [61], Lavaurs [62] ve Milnor [63]’un ¢alismalari
arasinda bir varsayimdan ibarettir. Ancak [64] ve [65]’de Tricorn ciimlesinin
baglantili oldugunun kanitlari mevcuttur. Ayrica Mandelbrot ciimlesine paralel
olarak Tricorn ciimlesinin kendisi de, kritik noktanin tek periyotlu parametrelerinin
yakininda kendisinin kii¢iik kopyalar1 gibi goriinebilecek benzerlerini icermektedir.

Winters [61], Mandelbar climlesinin sinirinin diizgiin bir yay icerdigini gostermistir.

Mandelbar climlesi, karmagsik diizlemin kompakt bir alt ciimlesi oldugundan
Mandelbrot ciimlesiyle pek ¢ok benzerligi vardir. Mandelbrot ciimlesi gibi,

Mandelbar climlesi de kompakttir ve 2 yarigapli merkezil ¢ember icerisinde

kalmaktadir. Dahasi, reel eksene gore simetrik olmasinin yani sira [—Z,i} araligiyla

kesisime sahip olmas: itibart ile Mandelbrot ciimlesiyle benzerdir. Bu 6zelliklere ek
olarak orijin etrafinda 27 /3 donme simetrisine sahip olmasi1 Mandelbar ciimlesinin

farkliligidir.



Goreceli olarak yakin oldugu diisiiniilen tarihlerde de Mandelbrot cilimlesinin
genellestirilme adimlar1 atilmaya baslanmustir. k pozitif tamsay1 olmak iizere M*
genellestirilmis  Mandelbrot  (Multibrot) ciimlesinin  periyodik  y0riingesini
hesaplayabilmek adina bir polinom yontemi Huang tarafindan hazirlanmistir [66].
Ayn1 zamanlarda Gujar ve Dhurandhar k gergel sayisi i¢in ve Shirriff & karmagik
sayisi icin tanimli M* ciimlesinin fraktal yapisim1 incelemistir [50, 67, 68]. Genel
olarak bu konu fizerine arastirma yapan bilim insanlar1 yasadiklar1 donemin
bilgisayarlarinin sundugu grafik programlariin gelismislik diizeylerine bagli olarak
birbirinden farkl1 k sayilar1 igin ortaya ¢ikan M* ciimlelerinin dinamik &zelliklerini
matematiksel analiz kullanarak arastirmak zorunda kalmistir. Ancak teknolojinin
siirlarint astigi milenyum cag ile birlikte bilgisayar grafik tasarim programlarinin
gelismesi, M* ciimlesinin de ayrmtili gizimlerini sunarak daha detayli bigimde
arastirilmasina olanak vermistir. Bu alanda g¢alisan arastirmacilar arasinda Wang,
M* ciimlesinin kagis zamanl1 bélen periyodik noktalarini incelerken, Noah da & gift
tamsayist i¢in M" ciimlesinin yaricapini hesaplamistir [69, 70]. Bu kesiflere ek
olarak, Andreadis M* ciimlesine sayisal bir yaklasim hesabi1 gelistirmis ve Singh,

genel fraktallar i¢in yeni bir iterasyon yaklagimi ortaya ¢ikarmustir [71, 72].

Bu tez calismasinda da karmasik diizlemin fraktal alt climleleri olan genellestirilmis
Mandelbrot ve Mandelbar climlelerinin, fuzzy ciimle kuraminin sagladigi yeni bakis
acistyla incelenmesi hedeflenmektedir. Daha agik bir deyisle, bu tez ¢alismasinin
bilim insanlarinin yogun ilgi odagi olan fraktallara ait olmayan noktalarin da
climlelere ait olmaya ne kadar yakin olduklarimi belirleyen iiyelik dereceleri ile
birlikte ele alinmasinin bu kaotik yapilarin matematiksel ve gorsel acgidan

anlasilmasina katk1 saglayacag diistiniilmektedir.



BOLUM 2. MANDELBROT CUMLESI VE GENELLESTIRILMIS
MANDELBROT CUMLELERI

2.1. Julia Ciimlesi

Herhangi a,b€R icin v—1=i olmak ilizere z=a+ib sayisina bir karmasik say1
denir ve karmagik sayilar climlesi C ile gosterilir. Bir z karmasik sayisinin reel

kism1 a ve sanal kismi b ise a=Re(z) ve b=Im(z) ile gosterilir. z=a+ib

karmagik sayisinmn |z|=+/a’ +b® ile gosterilen mutlak degeri (a,b) vektdriiniin

Oklidyen uzakhgidir. Karmasik sayilar ciimlesi iizerinde tanimli doniisiimlerin
tekrarlamasi ile olusan karmasik dinamik sistemler, 20. ylizyilin baslarinda Pierre

Fatou [34, 35] ve Gaston Julia [33] ¢aligmalar1 onciiliiglinde popiiler olan nispeten

yeni bir ¢alisma alanmdir. Ozellikle f, (z) =z +c¢ karmasik kuadratik polinomunun

davranigini ayrintili bir sekilde inceleyen [30, 46, 47, 73, 74] calismalarindaki temel

tanim, teorem ve ispatlar bu boliimde 6zetlenmektedir.

C= (Cu{oo}, genisletilmis karmagsik diizlemi gostermek iizere f:C—>C

fonksiyonu altinda bir z, sayisinin yoriingesi

29> 4y :f(zo)’ o) :f2 (Zo)’---’ z,=f" (ZO):f(Zn—l)""

seklindeki say1 dizisidir. Burada f" ile f fonksiyonunun n. iterasyonu temsil edilir
yani fonksiyon kendisiyle n defa bileske islemine girer. z, noktasi yOriingenin
¢ekirdegi olarak adlandirilir. Her bir z, € C noktas: i¢in say1 dizisinin davranisi
incelenir. Ozellikle n sonsuza gittiginde dizinin 1raksak ya da yakisak olmasiyla

ilgilenilir [51]. {zn }::1 karmagik say1 dizisi sonsuza yaklasiyor ise limz, =oo yani



herhangi >0 olmak lizere Vn> N igin |zn|>r olacak sekilde bir N e N sayisi
vardir. Dolayisiyla tiim z, degerleri yeterince biiyiik n degerleri i¢in r yarigapli bir
agtk yuvarin disinda bulunur. z, degerlerinin bir dogru veya egri boyunca
yaklasmas1 gerekmez. Sadece mutlak degerleri biylir. n>2, a #0 ve
a, .., a,,a, katsayilar1 karmagik sayilar olmak iizere n. dereceden bir polinom

f (z) =a 7" +a, 7" +..+az+a, olsun. Bu sekildeki f fonksiyonu yardimiyla

olusan Julia ctimlesi
J(f)z@{z‘ n — oo iken f"(z)—)oo}

olarak tanimlanir. Boylece Julia ciimlesi, yineleme fonksiyonu altinda sonsuza kagan
z noktalar1 climlesinin siniridir. Julia climlesi adin1 Fransiz matematik¢i Gaston

Julia’dan alir.

Julia climlesinin en basit ornegi f (z):z2 i¢in olusur. Burada f ”(z)zz(zn) ile

gosterilir. Boylece n— oo iken f ”(z)—)oo olmasi i¢in gerek ve yeter sart |z| >1
olmasidir. Dolayistyla Julia climlesinin sinir1 {z‘ |z| = 1} olan orijin merkezli birim

cemberdir. Bu 6zel Julia climlesi bir fraktal olmamasina ragmen Julia cilimleleri

genellikle birer fraktaldir. Ancak f (z)=z2 fonksiyonunun orijin merkezli birim

cembere kisitlanmasi kaotik bir davranis sergiler. Ozellikle f fonksiyonunun

iterasyonlari altinda sinirli kalan yoriingelerin ciimlesi
K(f)={z| n—>wiken f"(z) 4|

olarak tanimlanir ve doldurulmus Julia ciimlesi olarak adlandirilir [75]. Doldurulmus
Julia climlesi, gercek Julia ciimlesinin sadece sinirinin aksine yoriingeleri
sikistirllmis  noktalardan olusur. Julia climleleri ikinci dereceden ozel

fonksiyonlardir. ¢, karmasik sayilar ciimlesinde bir sabit olmak iizere iterasyon



fonksiyonu f.(z)=z>+c olarak tammli f, ile olusturulan Julia ciimlesi yatay

eksene gore simetriktir. Asagidaki teoremden de goriilecegi gibi,

c| <2 olmasi

durumunda, f. yinelemesi ile elde edilen degerlerin normu 2 sonucuna hi¢ ulasmaz,

aksi halde yoriingelerin sonsuza kacacagi kesin olacagindan iterasyon islemi

sonlandirilir.

Teorem 2.1.1. |c| <2 verilsin. zeC ve n=1,2,3,... i¢in z, = f." (z) olsun. ‘z%‘ZZ

o0

olacak sekilde bir n, varsa limz, =oo yani { 1 (z)} L yorilingesi sonsuza kacar ve z
noktast J ( f. ) Julia climlesinin eleman1 degildir [74].

Ispat. |z|>2 olsun.

(2=l +

ICI

X

0 sayisi |c|:2—25 esitligini saglasin. [2,00) aralig1 tlizerinde ¢(x)=x— reel

degerli fonksiyonun tiirevi dikkate alinirsa ¢(x) > ¢(2) olur ve

- el 2 100)

oldugunu gérmek kolaydir. Boylece

fo(2)2(1+6) 1],

(@)= (1) |f.(2) = (1+6) 4
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esitsizlikleri elde edilir. Boyle devam edilerek yineleme fonksiyonu

fc”(z)‘z(1+5)" |4

olarak bulunur ve n biiylidiik¢e bu ifade sonsuza yaklasir.

Ornek 2.1.1. ¢=i olmak iizere f,(z)=z"+i yineleme fonksiyonu altinda z=0

noktasinin yoriingesi

1

£(0)=0
£1(0)=i
f2(0)=—1+i
£2(0)=—i
£4(0)=—-1+i

olup {O, i,—1+i,—i,—1+i,—1, } dizisinin sinirli oldugu agiktir. Ayrica ¢=1 igin

olusan Julia ciimlesi baglantilidir.

Sekil 2.1. ¢ =i igin Julia climlesi [41]
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Ornek 2.1.2. ¢ =-1 olmak iizere f, (z) = 7> —1 yineleme fonksiyonu altinda z=0

noktasinin yoriingesi

£5(0)=0
£4(0)=-1
£3(0)=0
f3(0)=-1
f5(0)=0

olup {O, -1,0,-1,0, -1, } dizisinin sinirh oldugu agiktir ve ¢ =—1 i¢in olusan Julia

climlesi baglantilidir.

Sekil 2.2. ¢ =—1 igin Julia ciimlesi [76]

2.1.1. Julia ciimlesinin yoriingeleri

z, J ( f ) Julia ctimlesinin bir noktasi ve f (z) bir polinom olsun. f” (z) =z ise Z

noktasina periyodik nokta denir ve periyodu p ile gosterilir. A ile gosterilen

!’

( fr ) (z) tiirev degerine bagli olarak z periyodik noktasina

i. A =0 ise asir1 geken periyodik nokta,
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ii. |ﬂ| <1 ise geken periyodik nokta,
iii. |/1| =1 ise nétr periyodik nokta,

iv. |/1| >1 ise iten periyodik nokta adi verilir.

Bir periyotlu bir periyodik nokta f fonksiyonunun sabit noktasi olarak adlandirilir.

Yani f (z) =z ise f fonksiyonunun sabit noktas: Z olur [74].
w noktasi ¢ceken veya asir1 ¢eken bir sabit nokta ise w i¢in ¢ekim havzasi
A(w):{ze(C‘ n — oo iken f"(z)—)w}

olarak tamimlanir [8]. Ayrica oo noktasi bu yolla siniflandirilabilir. Karmasik

degisken teorisinde herhangi z€C i¢in £ -0 denklemi saglanir. Baz1 >0 i¢in
o0

sonsuzun bir komsulugu coU {Z eC ‘ |Z| > r} climlesi olarak tanimlanir.

Sonsuzun w komsulugunda tanimlanan karmasik bir f fonksiyonunun dinamik

davranisi, z noktasinin 1 ile degistirilmesi, f (z) fonksiyonunun da
<

ile degistirilmesi ve f fonksiyonunun sonsuzdaki davranisinin 0 noktasindaki F

fonksiyonunun davranisina aktarilmasi asagidaki diyagramda gosterilmistir.

!
w —» C
.4 \a
c r cC

_)
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Eger F' fonksiyonunun ¢eken periyodik bir noktasi 0 ise f fonksiyonunun ¢eken

periyodik noktasi oo olur.
Ornegin, f(z)=2"+c ise

1 z 27
- F'(7)=—2%
fU/z) l+e2’ ve F1(2) <1+c-zz)2

F(z)=

olmak tizere z =0 noktasinda O degerine sahiptir. f (z) = 7% +¢ iterasyonunun asir1

¢eken sabit noktasi co olur.

Teorem 2.1.1.1. f, n>2 dereceli bir polinom olsun. J ( f ) Julia ctimlesi asagidaki

Ozelliklere sahiptir.

i J ( f ) , oo noktasi da dahil olmak iizere f fonksiyonunun her ¢eken sabit noktasi
i¢in ¢ekim havzasinin siiridir.
ii. Her iten periyodik nokta J ( f ) cimlesinin elemanmidir ve J ( f ) , f

fonksiyonunun biitiin iten periyodik noktalarimin kapanisidir.

iii. weJ(f) ve (f”)fl(w)z{ze(C‘f”(z)zw} olmak iizere G(f”)_l

n=1

(w)

climlesinin kapanis1 J ( f ) Julia climlesidir [74].

Dahasi, C karmasik diizlemindeki en fazla bir w noktas1 haricinde J( f ) Julia

cumlesi

J(f)=lim 6{(f("))_l(W)}

n—w 4 _,

sartin1 saglar.
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Birinci 6zellik, bir polinomun Julia ciimlesi i¢in daha 6nce verilen
J(f):@{z|n—)ooikenf(")(z)—>oo} (2.1)

tanimin1 igerir. Bunun nedeni, +oo noktasinin ¢eken sabit bir noktas1 olmasidir. Ozel
olarak f, (z) =z’ +c durumu icin gosterilmisti. Iten periyodik noktalarin yogunlugu

hakkindaki ikinci Ozellik, siklikla Julia climlesinin tanimi olarak alinir. Birinci
0zellik her zaman gecerli degil iken ikinci 6zellik polinomlardan daha fazlasi i¢in
gecerlidir. Ikinci &zellik bir kaotik dinamik sistem igin gereksinimlerden biri olan
periyodik noktalarin yogunlugunu gegerli kilar. Ugiincii 6zellik ve (2.1) denklemi

siklikla Julia climlesinin grafiksel temsillerini hesaplamak icin kullanilir.

Boliim bagindaki f (z) = z* ornegine devam edilirse, sonlu diizlemde z=0 ve z=1

olmak iizere iki adet sabit nokta vardir. Ayrica oo noktasi da bir sabit noktadir. 0 ve
oo noktalari asir1 ¢eken ve z =1 iten noktadir. z=0 ve z=o0 i¢in ¢ekim havzalari,

sirastyla
A(0)= {z ‘ |2 < 1}

A()={z||4>1}
seklindedir. Birinci 6zellige gore
J(2*)=2A(0)=0A(w)

esitligi elde edilir. z*° = z denklemini saglayan z noktalar1 p=1,2,3,... derecelerinin

periyodik noktalaridir. z#0 olmasi durumunda ise z* ' =1 olur. Bu durumda

biitiin noktalar birim ¢gember {izerinde yatar ve ¢evresine esit olarak yerlesir.
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(#7) (z)>1

oldugundan sifirdan farkli periyodik noktalarin hepsi iten noktadir ve bu noktalarin
koleksiyonu birim ¢emberin yogun bir alt ciimlesini olusturur. Bu f (z) =7" bzel
se¢imi i¢in ikinci durumu dogrular. C karmasik diizlemindeki w=0 durumu harig
tutularak w noktasinin geriye kalan yoriingeleri birim ¢embere yani J (Zz)

climlesine doniistir.

2.2. Mandelbrot Ciimlesi

Julia ciimlelerinin iki farkl tiirii vardir. ﬁ,(z):zz +c iterasyonu i¢in olusan her
Julia ciimlesi ya baglantili ya da tamamen baglantisizdir. Ayrica bu tiirlerin
goriiniimleri de birbirinden farklidir. Baglantili olanlarin bazilar fraktal yapida olan
basit baglantili egrilerdir dyle ki 0<|c| <i esitsizligi saglanir. Dahasi ¢=-1 i¢in
olusan basit kapali egri olmayan baglantili Julia climleleri de vardir. Diger taraftan
tamamen baglantisiz Julia ciimleleri Cantor tozu 6zelligine sahiptir. Bu boliimde
tanitacagimiz Mandelbrot ciimlesi, z°+c icin olusan Julia ciimlesinin iki tiirii i¢in
bir yer bulucu olarak gdrev yapar. Mandelbrot ciimlesindeki her bir nokta, J ( fL)

Julia climlesinin baglantili oldugu bir ¢ degerini temsil eder. Bu durumla alakal

olarak asagidaki sekil verilmistir.
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Sekil 2.3. Mandelbrot ciimlesi i¢indeki bazi Julia climleleri [77]

Mandelbrot ciimlesinden secilen ¢ degerlerinin olusturdugu Julia ciimleleri baglantili

iken Mandelbrot ciimlesinin disindan secilenlerin olusturdugu Julia climleleri ise

2

baglantisizdir. Baglantisiz Julia climleleri “toz” olarak adlandirilir ve hangi

¢oziinlirliikte gortlintiilendigine bakilmaksizin ayr1 ayr1 noktalardan olusur.

Tanmm 2.2.1. fL,(z):z2+c iterasyon fonksiyonu olmak iizere 0 noktasinin

olusturdugu dizinin sinirli oldugu biitiin ¢ € C noktalarinin cimlesi
_ (n) @
M {c eC ‘ { /. (O)}nzo smlrhdlr}

olarak gosterilir ve Mandelbrot ciimlesi olarak adlandirilir [74].

Bu tanima denk olarak

M={ce(C| n— oo iken fc(")(O)%oo}
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2
climlesi verilir. Bu denkligi gorebilmek igin lim> re

Z—>0 Z

=00 olduguna dikkat etmek

gerekir. Boylece |z| >R olacak sekilde bir R>0 sayis1 vardir dyle ki bu durum

/. (Z)‘ > 2-|z| oldugunu gosterir. Baz1 n, noktalari i¢in

c

f(”o) (Z)‘ > 2" R

elde edilir ve bu durumun bir sonucu olarak fc(") (0) —> 00 oldugu goriiliir.

Iterasyon sayisina bagl olarak Mandelbrot ciimlesinin sekilleri asagidaki gibidir.

n=9 n=10 n=11 n=12

Sekil 2.4. Iterasyon adim sayisina bagli olarak Mandelbrot ciimlesi sekilleri



18

% 4% % =

n=13 n=14 n=15 n=20
Sekil 2.4. (Devami)

Yoriingelerin sinirh ya da sinirsiz olmasina karar verebilmek i¢in asagidaki teorem

verilir.

Teorem 2.2.1. Eger |c|>2 ve |z|2|c| ise z noktasinin yoriingesi sonsuza kagar.

Ozellikle ¢ noktast M ciimlesinin elemani degildir [74].

Ispat. 5 >0 olmak iizere |c| =2+0 olsun. O halde

Jﬁ.(z)‘:‘zerc‘
2[af" =
2[ef" - |4
=[|-(2/-1)
>[2]-(|e[-1)

>|z|-(1+5)

oldugu goriiliir. Ozellikle | f, (z )‘ > |c| iken bu sonuca iterasyon adimlart uygulanirsa

£ (=) 2|1 (2)|-(1+8) 2|2 (1+ 5,

£9(2) 2[4}-(1+ )
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elde edilir. Boylece, n— oo iken f (z)—)oo olur. Ayrica fc(O):c oldugundan ve
¢ noktasinin yoriingesi sonsuza kagtigindan dolay1 sifir noktasinin yoriingesi de

sonsuza kagar. Teorem 2.2.1. g6z Oniline alinirsa sadece |c| <2 olan ¢ noktalarinin
kontrol edilmesi gerekir ve |c| <2 igin ortaya c¢ikan yoriinge dizisinde norm

degerinin asildig1 bir durum varsa o yoriinge sonsuza kagar ve s6z konusu nokta M
ciimlesine ait degildir. ¢ =-2 noktasi ise Mandelbrot climlesinin elemanidir ancak

bu 6zellige sahip norm degeri 2 olan tek noktasidur.

Lemma 2.2.1. Orijin merkezli ve i yarigaplt S, (0) cemberi ic¢indeki biitiin

4

noktalar Mandelbrot climlesi tarafindan kapsanir [74].

ispat. Varsayalim ki ceS, (0), yani |c|£i olsun. f. iterasyonu altinda 0
4

noktasinin yoriingesi,
2
2 2 2 2 2
0,c,c +c,(c +c) +c, (c +c) +ct +c,...

dizisidir. f, iterasyonu altinda 0 noktasmin ydriingesinin smirli oldugunu

gostermek i¢in tiimevarim uygulayalim.

<t
1 (0)=le[=7

ref=ie =il sits( 1] <L <L

£2(0) =

Herhangi r dogal sayis1 i¢in ‘ S (O)‘ <% oldugunu kabul edelim.
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1

1
< fc’(O)‘z+|c|SZ+4:

L (O) +e

r+l _ l
£7(0)= 5

£ (£(0)) =

elde edilir. Su halde f, iterasyonu altinda 0 noktasinin yoriingesi sinirlidir. Béylece

c € M bulunur.

Lemma 2.2.2. M Mandelbrot ciimlesi sinirlidir [74].
Ispat.

C

b

£.(0)=

£2(0)=

f. (c)‘ = ‘cz - c‘ > ‘cz‘ —|c|=le|- (|c| — 1)

oldugu biliniyor. |c| >2 igin & =|c|—1>1 olmak fiizere fc(c)‘ 2|c|-5 bulunur. Bu

sekilde

£2(0)|=

L(L )21 () 521d-o°

elde edilir. Kabul edelim ki bazi meN sayilar igin ‘ £ (0)‘2|c|-5’"’l olsun. O

halde

£ (0) =

1 (1)) 2| (0)f-02[c]-5"

oldugu goriilir. Timevarim ilkesine gore ‘ fr (0)‘2|c|-5”_1 sonucuna ulagilir.

Boylece |c|>2 icin f, iterasyonu altinda 0 noktasinin ydriingesi sonsuza iraksar.

Dolayisiyla ¢ ¢ M olur.

Bu durum Mandelbrot ciimlesinin tamamiim merkezi orijinde olan 2 yarigaph bir

cember tarafindan kapsandigini gosterir. Sonug olarak Mandelbrot ciimlesi sinirlidir.
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Lemma 2.2.3. Mandelbrot climlesi kompakttir [78].

Ispat. K= {z € (C‘ |z| < 2} olmak {izere Mandelbrot ciimlesi her neN igin

M = ;:\1 fnfl(K ) seklinde yazilabilir. fn_l(K ) climlesi kapal1 ve sinirhdir. Boylece

Mandelbrot ciimlesi kompakt ciimleler ailesinin kesisimi olarak bulunur. Dolayisiyla

Mandelbrot climlesi kompakttir.

Douady ve Hubbard, Mandelbrot ciimlesinin baglantili oldugunu [34, 35]
calismalarinda gostermistir.  Mandelbrot ciimlesinin  tiimleyeninden dairenin
tiimleyenine direkt olarak bir Riemann doniisiimii tanimlayarak yaptiklar analitik bir
ispat vardir. Ancak Kahn, Mandelbrot climlesinin baglantili oldugunun topolojik bir

ispatini vermistir.

Lemma 2.2.4. Mandelbrot climlesi baglantilidir [79].

Ispat. Vn 21 igin P,(c)=f"(0) olsun. R>2 sayisin transandantal say1 segelim ve

R yarigapli (agik) daire D, ve siir1 C, olsun. X < C ciimlesinin kapanisini X ile

gostermek lizere

ciimlesi kompakt climlelerin i¢ ice bir kesisim ciimlesidir. Dolayisiyla Vn2>1 igin

P (l_)R) ciimlesinin baglantili oldugunu gostermek yeterlidir. Bu yiizden baz1 n 21

dogal sayilar1 i¢in P_I(DR) cliimlesinin baglantili oldugunu varsayalim. 0eU

n

olacak sekilde P! (DR) ctimlesinin bir bileseni U olsun. 1<k <n igin
0¢ P (U) (2.2)

oldugu [54]’de kanmitlanmistir. Ancak P, dallanmis bir ortiidiir. Boylece P, (U ) =D,

olur ki bu iddia ile ¢elisir. Sonug olarak Mandelbrot climlesi baglantilidir.
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Lemma 2.2.5. Mandelbrot climlesi reel eksene gore simetriktir [74].
Ispat. Karmasik diizlemin herhangi bir alt ciimlesinin reel eksene gore simetrik
olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu ciimlenin her bir elemaninin esleniginin de bu

ciimleye ait olmasidir. 11k olarak
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elde edilir.

£2(0)

Ayrica ceM ise { }; dizisi smirhidir. ‘ 1 (0)‘:

|

olur. Sonug olarak M cilimlesi reel eksene gore simetriktir.

fr (O)‘ oldugundan

o0
} dizisi sinirhidir. Yani c e M

n=l1

f2(0)

£(0)

} dizisi de smirlidir. O halde {
n=l1

Lemma 2.2.6. M Mandelbrot ciimlesinin reel eksenle kesisimi {—2,%} kapal1

araligidir, yani RNM = [—2,%} ’dir [80, 96].

Ispat. f, iterasyonu altinda 0 noktasinin ydriingesi {O,—2, 2,2, 2,...} siirh dizi

oldugundan —2€ M bulunur. Ayrica Lemma 2.2.1.’¢ gore, Mandelbrot ciimlesi

orijin merkezli ve 2 yarigapli ¢ember tarafindan kapsandigindan —2’den daha kiigiik

M ciimlesine ait higbir reel say1 yoktur. ¢ > i olmak iizere herhangi bir n €N i¢in

£ (0)= £(0)= £, (£ (0))- £ (0)

elde edilir. Boylece VneN igin £ (0)> f(0) ise n—>o0 iken f"(0)—>o0 olur.

Bu durum c¢M oldugunu gosterir. f, iterasyon fonksiyonunun sabit noktasi

C

1. (Z) =z,yani z°—z+c=0 ile verilir. Bu denklem ¢oziiliirse

a= (1-V1=4¢) ve 2, = (14+414c)

2
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elde edilir.

Ayrica —2<c<0 igin 1<+/1-4c <3 olup —-1<z <0 ve 1<z,<2 olmasi

Oe [zl, zz] oldugunu gosterir. Bu durumda

fc2 [ZI’ZZ] = /. [C’ Zz] Q[C’Zg]

bulunur. f, iterasyonu altinda 0 noktasmnin yoriingesinin smirli olduguna dikkat

edilirse ce M oldugu gorilir. 0<c¢ S% icin 0<z < 1 ve 1 <z, <1 esitsizlikleri

\9}
\9)

saglanir. Bu durumda ise
£.[0.2,]=[e.2,] =[0.2, ]

olmak iizere f,. iterasyonu altinda 0 noktasinin yoriingesi yine smirli oldugundan

ceM elde edilir.

Sonug olarak RN\M = [—2,%} oldugu goriiliir.

Sekil 2.5. Mandelbrot ciimlesinin gévdesi ve kafasi
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2.3. Mandelbar Ciimlesi

Bu boéliimde, Mandelbrot ciimlesinin ilgi ¢ekici bir akrabasi olan Mandelbar ciimlesi
tanitilarak Mandelbrot climlesine benzeyen ve ayrilan yonleri ifade edilecektir. Bu
climlenin Mandelbar veya Tricorn climlesi olarak literatiirde yer almasiin sebebi
aynt zaman dilimleri igerisinde Crowe [60] ve Milnor [63] tarafindan ayri ayr
calisilmis olmasidir. Bu boliimde literatiirdeki kronolojik siralamada ilk siray1 alan

Mandelbar cuimlesi isimlendirmesi kullanilacaktir.

Tanmm 2.3.1. fc(z)=22+c iterasyon fonksiyonu olmak {izere biitin ceC

noktalariin ciimlesi
M,,, = {c eC|n—>oo iken f" (0)7400}

olarak gosterilir ve Mandelbar ciimlesi olarak adlandirilir [60].

Sekil 2.6. Mandelbar climlesi [60].

Mandelbrot ciimlesinde oldugu gibi M,,, ciimlesi de kompakttir ve 2 yarigapl

merkezil gember igerisinde yer alir. Ayrica Sekil 2.6.’dan da goriildugii tizere, M, ,

climlesi Mandelbrot ciimlesinde oldugu gibi reel eksenle kesisimi [—2&} kapali
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araligidir ve reel eksene gore simetriktir. Olagan dis1 bir sekilde M,,, climlesi,

Mandelbrot climlesinden farkli bir simetri 6zelligine daha sahiptir.

Teorem 2.3.1. M,,, ciimlesi, orijin etrafinda 27 /3 radyan agis1 altinda bir donme

simetrisine sahiptir [60].

(27i/3)

Ispat. w=e¢ olsun. O halde w* =w ve bdylece c ve z€C igin

foe(W-2)=w-£.(2)

oldugu gériiliir. Tiimevarim yontemine gore ¢ ve Z € C sayilar i¢in

fie(w-z)=w-f(2)

bulunur. Dolayisiyla f, (O) dizisi basit olarak f" (0) dizisinin 0 etrafinda 27/3

radyan acilik bir doniisiidiir. Bu durum ispat1 tamamlar.

o e | 0.5

0.0013 i_

B 1L -

19426 T

Sekil 2.7. Mandelbar ile Mandelbrot ciimle grafikleri ve sirasiyla yakin goriiniimleri [60].
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Teorem 2.3.2. M,,. climlesi kompakttir ve {ce(C‘ |c|£2} ciimlesi iginde kalir
[60].

Ispat. M,,, c {c eC ‘ |c| < 2} oldugunu ispatlamak i¢in |c| >?2 oldugunu varsayalim

£ (0)‘ — 0 oldugunu gosterelim.

£ (c) =

ve n —> o iken

70} = (£ @) +q 2152 0 K 23)

£(0)

esitsizliginden dolay1r n=1,2,... i¢in tiimevarima gore ‘ 1 (0)‘ > |c| oldugu sonucuna

ulagilir. Boylece, n=1,2,... i¢in a, =|f. (())/ c‘ ise ¢, >1 bulunur. (2.3) denklemine

gore n=1,2,... i¢in

(24

0> 20, —1 (2.4)
olur. O halde istenildigi gibi n— o iken &, — 0 oldugu sonucuna ulasilir.

Simdi ise

MBARQ{C‘

f2(0)<2.n=012,..}

oldugu ispatlanirsa Mandelbar ciimlesinin kompakt olma 6zelligi kolaylikla goriiliir.

Eger ceM,,, ve baz1 n sayilar i¢in ‘fC" (O)‘>2 ise a”:‘fc”(O)/c‘>1 olur.

Bununla birlikte |c|£2 olmasinin yaninda (2.4) denklemine goére n—oo iken

fr (0)‘—)00 oldugu goriilir. Bu durum ceM,,, ile celisir. Bdylece ispat

tamamlanir.
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Lemma 2.3.1. K = {c‘ I (O)‘ <2.n=0,1, 2,...} cuimleleri, {c € (C‘ |c| < 2} ctimlesi

i¢inde kalir [60].

Ispat. (2.1) denkleminden dolay i¢ ige gegmis sirali ciimlelerdir. |¢|>2 oldugundan
K, :{c‘ \52+c\sz}g{c\ d<2}=K,
ifadesinden yola gikarak
e +c|=[e?|~[c|=c|-(|c[-1) > 2

esitsizligine ulasihr. n=12,.. i¢in K ,, K, oldugunu goérmek igin |c|£2 ve

I (O)‘ > 2 esitsizlikleri dikkate alinirsa

sonucuna ulasilir.

Sekil 2.8. K, ctimleleri [60].
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2.4. Genellestirilmis Mandelbrot Ciimleleri

Teknolojinin gelisimi ile birlikte Mandelbrot climlelerinin grafik ¢izimleri de daha
net ve keskin hatlara sahip olmasina ragmen degisimi sadece bu durumla smirh
kalmamigtir. Mandelbrot ciimlesinin topolojik ve cebirsel 6zelliklerini arastirmak
derin bir calisma konusudur, dahasi bu ciimleyi arastirmanin ve gelistirmenin farkl
bir yolunun ise genellestirmek oldugu konusunda bilim insanlar1 fikir birligine
varmis olacaklar ki bu amagla yapilmis literatiirde pek ¢ok calisma mevcuttur. Basta
Olivier-Parisé ve Rochon [57], Riedl [81], Wang ve Song [82] gibi bilim insanlari
iterasyon baslangic adiminda karmasik sayilar ile baglamak yerine bi-karmasik

sayilar, tri-karmasik sayilar, quadri-karmasik sayilar veya hiper-karmasik sayilar
tercih ederek genellestirme yolunu takip etmistir. Yani z, —>(Zn_1 )2 +c iterasyon

adimlart uygulanirken z ve ¢ karmasik sayilar1 yerine bahsi gecen sayilari
kullanmislardir. Ancak bu yontemin kullanilmasindan 6nce akillara diigsen ilk soru
kuadratik iterasyon fonksiyonunun kuvvetinin degistirilmesinin Mandelbrot climlesi
grafiklerinde hangi degisimlere sebep olacagidir. Bu diislincenin ilk uygulamalari ise

grafik {izerine olmustur [56].

ERREEE.
'EEE R
2% 893

Sekil 2.9. Genellestirilmls Mandelbrot cumlesmm farkli kuvvet gésterlmlen. a) 1.76,b) 1.8, c) 1.88,d) 1.92,
e) 1.96,1) 2, g) 2.04, h) 2.08, i) 2.12, j) 2.16, k) 2.24,1) 2.32, m) 2.6, n) 2.64, 0) 3 [56].
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Boylece kuvveti artirmanin ana kardiyod sayisinin artimmma neden oldugu
goriilmistiir. Sonug olarak bu yeni ciimlelere ilk olarak genellestirilmis Mandelbrot
ad1 [34] tarafindan verilmistir. Daha sonrasinda da Avila [83], Kahn, Lyubich ve
Shen, Baribeau ve Ransford [84], Bridy ve Pérez [85], Schleicher [86], Dhurandhar,
Bhavsar ve Gujar [48-50, 67], Dominik, Sabyasachi ve Schleicher [87], McMullen
[40] gibi bilim insanlar1 da iterasyon fonksiyonunun kuvvetinin degisimini

kullanarak genellestirilmis Mandelbrot climlesi lizerine ¢alismislardir.

Tamm 2.4.1. f(pyc)(z)zzp +¢ p=2, peN iterasyon fonksiyonu ile birlikte

z=0+0i, c € C olmak tizere

M?P = {c eC ‘ { f(l;’c)}; smlrh}

climlesine genellestirilmis Mandelbrot climlesi veya Multibrot ciimlesi adi verilir

[56]. Burada p =2 segcilirse klasik Mandelbrot climlesi elde edilir. Ayrica iis olarak

negatif veya rasyonel sayilar secilerek farkli genellestirilmis Mandelbrot ciimleleri de

tanimlanabilir.

zZ, —>(Z,,,l)p+c iterasyonunda p dogal sayisinin 6zel se¢imleri sonucu olusan

genellestirilmis Mandelbrot climlelerinin grafikleri Sekil 2.10.’da verilmistir.
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p=10 p=15 p=30 p =100

Sekil 2.10. Genellestirilmis Mandelbrot climleleri

Lemma 2.4.1. p>2 tamsay1 olmak {izere |c|p_l >2 olsun. Vm=>1 dogal sayilari

icin | £}, (O)‘2|c|.(|c|pf1 —1)m_1 saglanir [57).

Ispat. m=1i¢in f, (O):|C|:|c|‘(|c|p_l—1)ll yazilabilir. Kabul edelim ki & >1

icin dogru olsun. k +1 igin

>

7 0] =7 (0)) 2 1 (0

RETIoP . . p-1 .
esitsizligi vardir. Tlimevarima gore ve |C| >2 oldugundan

_ (k=1)
£ O)2[el” e =1 =
> |C|p . |C|p71 _1‘(1{1) _|C| ' |C|p71 _1(/(71)
2l 4" -1f

elde edilir. Boylece k+1 igin esitsizlik saglanir. Dolayisiyla Vm>1 dogal sayilari

i¢in esitsizlik saglanir. Sonug olarak ispat tamamlanir.
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Teorem 2.4.1. Her ¢ € M” karmasik sayisi i¢in |c| <2"r ) saglanir [57].

Ispat. Varsayalim ki, c| > 2" glacak sekilde bir ce M” karmasik sayis1 var

olsun. O halde |c|p_l >?2 olur. Lemma 2.4.1.’¢ gére Vm>1 igin

fo )21l 1)

saglanir. Oyleyse m—>oo iken |c|p_1—1>1 oldugundan ‘ f(';’,c) (O)‘ sonsuza gider.

Boylece { f(;f"c) (0)} dizisi sinirli degildir, dolayisiyla Tanim 2.4.1.’e gére c M”

n=1

elde edilir.

Lemma 24.2. p>2 olmak {izere |C|S2U(” D ve >0 olmak iizere

f(” )(O)‘:ZU(” +8 olacak sekilde n2>1 tamsayist1 var olsun. Vm=>1 igin

pc

f(H—m (0)‘ > 21/(1”1) + (2p)m ) Saglal'llr [57]

pic)

Ispat. m=1 icgin

f(” (0)‘—|c| elde edilir. Hipoteze gore

pic)

fu (0=

p.c

f(n+1) (O)‘ > (21/(p-1) 4 5>P _o(r)

olmasina karsin

bulunur. Bu durumda
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(2“(17‘” + 5)’” — 2V 5 0D o 5 V()
=2 (207)+2p5
> 2" 42 s

elde edilir. Boylece

f("“) (O)‘Zzlf(p—1)+2p5 bulunur ve m=1 igin esitsizlik

pc

saglanir.

Simdi, varsayalim ki k >1 igin esitsizlik dogru olsun. k +1 igin

fort ) 2|15 (0)f =

olup buradan

p
-|d

fy(0)

"fel> (2" +(2p) -6)
>27"" ) 1 2p.(2p) -5 2"
> 21/(p71) +(2p)k+1 S

oldugu goriiliir. Sonug olarak herhangi m =1 dogal sayisi i¢in esitsizlik saglanir.

Teorem 2.4.2. VmeN i¢in

f(';’c) (O)‘S2”(” ) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart

c € M? olmasidir [57].

Ispat. Oncelikle, c € M” olsun. Teorem 2.4.1.’e gore |C| <2r gecerlidir. Kabul

edelim ki f(’; 9 (O)‘ > 2" olacak sekilde bir n>1 sayis1 var olsun. Yani 6 >0

olmak lizere

f(” (0)‘ =2""" 4 § olsun. Lemma 2.4.2.ye gore Vm =1 igin

pic)

]c(n+m (O)‘ > 21/(1771) +(2p)m S

psc)
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bulunur. Oyleyse 2p>1 oldugundan m—>o0 iken ‘ f(’”’” (0)‘—)00 elde edilir.

p-c)

Boylece ¢ ¢ M” oldugu goriiliir ki bu bir ¢eliskidir.

Ayrica Vm>1 dogal sayisi i¢in { f(m (O)} dizisi 2" tarafindan

p ’C) m=1
siirlandirildigindan ¢ € M? olmasi durumu genellestirilmis Mandelbrot ciimlesinin

taniminin dogrudan bir sonucudur.

Genellestirilmis Mandelbrot ciimleleri ( p —1) —kat donme simetrisine gore degismez

kalir. Yani we C ve w”™' =1 olmak lizere M” =w-M?" esitligi saglanir [88].

Lemma 2.4.3. c=|c|-eigf ve p=>2 tamsayl olmak lizere c € M” olsun. Herhangi

k €Z i¢in

noktas1 M? ciimlesinin elemanidir [57].

Ispat. Varsayalim ki ¢ € M” olsun. Vm>1 igin

2km

f(:,ck) (0)=e"" “Jiro) (0)

ifadesine tiimevarim uygulayalim. 1k olarak, birinci tiimevarim adiminda

elde edilir. Simdi, m =1 tamsayisi i¢in varsayim dogru olsun. O halde
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1 ()= (e (0)) +4
t[Zkﬂj p ,[Zij
=e' /! (f(';c)(O)) +e'\PV.¢
[ 2km

_ itk -e{ﬁj (f(m )(0))’7 +ei[%j c

p.c

_ ei[p—j] -f(mH (0)

pc)

bulunur. Dahasi, Teorem 2.4.2.ye gore VmeN igin f(’;C) (O)‘SZU(” ) oldugu

goriliir. Boylece, YmeN igin [£7, (0)=|f7.,(0)| oldugundan ceM’ elde

edilir.
2.5. Genellestirilmis Mandelbar Ciimleleri

Mandelbar ve Tricorn ciimlelerinin ortaya c¢ikis hikayesinin etkisi bu yapilarin
genellestirilmesi ile devam etmis olup her iki ciimleyi de calismis olan bilim
insanlarmin bu ciimlelere genellestirilmis Mandelbar ciimlesi ve Multicorn climlesi

adin1 vermelerine neden olmustur.

Tamm 2.5.1. f( ) (Z) =7"4+c p=2, peN iterasyon fonksiyonu ile birlikte

z=0+0i, c € C olmak lizere

M?. = {c eC ‘ {f(/;,c)}; smlrh}

climlesine genellestirilmis Mandelbar climlesi veya Multicorn ciimlesi denir. Burada

p =2 secilirse klasik Mandelbar ciimlesi elde edilir. Ayrica iis olarak negatif veya

kesirli degerler secilerek farkli genellestirilmis Mandelbar ciimleleri de elde edilir

[46].
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- p . ~ .. . .
zZ, —)(Zn_l) +c iterasyonunda p dogal sayisinin 6zel seg¢imleri sonucu olusan

genellestirilmis Mandelbar ciimlelerinin grafikleri Sekil 2.11.’de verilmistir.

p=10 p=15 p=30 p =100

Sekil 2.11. Genellestirilmis Mandelbar ctimleleri

Her bir kar tanesi benzeri genellestirilmis Mandelbar ciimlesinin merkezinden gecen

simetri  cizgileri vardir. Dolayisiyla donme simetrilerinin  varligi  acikga
goriilmektedir. M},, bir 272'/( p+1) radyan agiyla dondiiriiliirse orijinal M},

climlesine karsilik gelir.

imdi M}, . clmlesinin izometrilerini bulmak ig¢in :C—>C fonksiyonunu
BAR y

kullanalm. c€C i¢in z,=0 baslangic noktas: ile birlikte n>0 olmak iizere

Z2,,=f ( Z, ) +c iterasyon fonksiyonunun dizisi {zn} olur.

Ayrica siirekli bir s:C — C fonksiyonunu ele alalm. s fonksiyonunun tiim z€C

ve ¢ € C noktalari i¢in

f(s(z))+s(c)=s(f(z)+c)
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doniistimii yinelemeli olarak f iterasyon fonksiyonu ile yer degistirir. Boylelikle,
orijin etrafinda sabit bir nokta ile birlikte yinelenen degismeli homeomorfizmalar

M}, . ciimlesini degismez birakir.

Teorem 2.5.1. s fonksiyonu f ve S(O):O ile yinelemeli olarak yer degistirirse,

s(M )gM olur. Ayrica s bir homeomorfizma olmasi durumunda s(M )=M
saglanir [89].

Ispat. ce M igin ¢ noktasmn iterasyon dizisi {zn} ve s(c) noktasinin iterasyon

dizisi {wn} olsun. s(O)zO ve f(s(z))+s(c):s(f(z)+c) oldugundan dolay1

basit bir tiimevarim ile w, :s(zn) gosterilir. s fonksiyonu siirekli ve {zn} smirh

oldugundan, {Wn} dizisi de sinirli olmalidir. Boylece, s(c) eM elde edilir.

Ayrica s fonksiyonu bir homeomorfizma ise {zn} smirhdir ancak ve ancak {Wn}

dizisi de smirlidir. Dolayisiyla, ce M olmas1 icin gerek ve yeter sart s(c)eM

olmasidir.

Bu genel teoreme gére Mandelbar climlesinin izometrileri hakkinda iki sonug ortaya

cikar.

Sonug 2.5.1. Reel eksene gore yansima, M, . climlesinin bir izometrisidir [89].
Ispat. s(z) =7 olarak tanimlansin. Boylece s(O) =0 olur ve agik bir sekilde s bir

homeomorfizmadir. Dahasi,
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oldugundan Teorem 2.5.1.°e gore s(M gAR) =M}, elde edilir. s fonksiyonu uzaklig

korudugundan dolay1 M}, . cilimlesi i¢in bir izometridir.

Sonu¢ 2.5.2. p+1 mertebesinin orijin etrafindaki donmeleri Mj,, cilimlesinin
izometrileridir [89].

27ilk

Ispat. a=e olmak iizere s fonksiyonu s(z) =a-z donmesi olarak tanimlansin.

Acik bir sekilde s homeomorfizm ve s(O) =0 olur. Boylece,
(a_-z)p +a-c=a-(Z” +c)

degisim ozelligi ortaya c¢ikar. Bu yiizden a”=a, yani a’" =1 oldugu
gosterilmelidir. Tekrardan, dondiirmelerin mesafeleri koruduguna dikkat edilirse,

s (M R ) =M}, esitliginin M}, climlesinin izometrileri olduklart anlamina gelir.



BOLUM 3. FUZZY CUMLELER, FUZZY REEL VE KARMASIK
SAYILAR, FUZZY TOPOLOJi

3.1. Fuzzy Ciimleler

Klasik ciimle teorisi bir varlik bir climlenin “iliyesidir” ya da “liyesi degildir” temeli
lizerine insa edilmistir. Bu ciimle teorisindeki varliklarin herhangi iyi tanimh
“ctimle” i¢in bir eleman olmak ile olmamak arasinda agikar, tam ve keskin bir ayrim
vardir. Diger bir ifadeyle, “Bu varlik bu climlenin elemani m1?” sorusuna karsilik
“evet” ya da “hayir” cevabi verilir. Hem belirgin hem de olasiliksal durumlar i¢in bu
dogrudur. Olasilik ve istatistikte “Bir varligin bu ciimlenin eleman: olma yiizdesi

nedir?” sorusuna karsilik verilecek bir cevap “% 90” olmasina ragmen nihai sonug
“Varligin, ctimlenin elemani olup olmamasidir”. Bu cevap “% 90 olasilikla
elemanidir” oldugunu gosterirken “% 10 olasilikla elamani degildir” oldugunu

gosterir. Bu yiizden, pek ¢ok gercek diinya uygulama problemi klasik climle teorisi

yardimiyla modellenemez.

Lotfi A. Zadeh tarafindan 1965°te ilk defa tanitilan temel fuzzy ciimle kavramu,
gercek diinyamizda bulunan dogal olaylar1 matematiksel olarak ele almak ve fuzzy
matematigin yeni dallarini olusturmak i¢in bir temel saglamaktadir. Nesneler uzayi

X olmak iizere, X uzaymin genel terimi x ile gosterilsin. X uzaymdaki bir A

fuzzy ctimlesi, X ’deki her bir noktay1 [0,1] kapali araligindaki bir reel sayiya
karsilik getiren , (x) uyelik fonksiyonu ile karakterize edilir oyle ki 1z, (x) degeri,

x € A noktasiin “liyelik derecesini” gostermektedir. Boylece 1, (x), 1 degerine ne

kadar yakin olursa xe€ A noktasinin {iyelik derecesi o kadar yiiksek olur. Georg
Cantor’un ortaya koydugu klasik ciimle teorisine gore bir A ciimlesinin lyelik

fonksiyonu yalnizca 0 ve 1 derecelerini alabilir 0yle ki sirasiyla xg A ve xe A
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olur. Asagida [1]’de literatiire kazandirilan fuzzy climle kavramini ve fuzzy ciimleler

tizerindeki temel kavramlar1 ve islemleri sirasiyla incelenmistir.

Tanmm 3.1.1. AcX ve p,: X —> [0, 1] tiyelik fonksiyonu olmak iizere

A={(x,,uA(x))| xeX}

climlesine fuzzy ciimle denir. X uzayindaki biitiin fuzzy climlelerin ailesi JF (X ) ile

gosterilir [1].
Tanmm 3.1.2. Vxe X i¢in u, (x) =0 ise Ac X fuzzy ciimlesi bostur [1].

Tamm 3.1.3. A,Bc X fuzzy climleleri birbirine esit (yani A= B) olmasi igin gerek

ve yeter sart Vxe X icin f¢, (x) = Uy (x) olmasidir [1].

Tamm 3.1.4. Ac X fuzzy ciimlesinin timleyeni A’ ile gosterilmek tizere Vx e X

i¢in lyelik fonksiyonu g, (x)=1- 4, (x) seklinde tanimlanir [1].
Hy Ha

Tamim 3.1.5. Ac X fuzzy climlesi Bc X fuzzy ciimlesi tarafindan kapsanir (denk

olarak, Ac X fuzzy ciimlesi B X fuzzy climlesinin alt climlesidir) olmasi i¢in

gerek ve yeter sart Vxe X i¢in g4, (x) < U (x) olmasidir [1].

Tanim 3.1.6. A,Bc X fuzzy cliimlelerinin iiyelik fonksiyonlar sirasiyla gz, ve 14,

olmak ilizere C = AU B bilesim cilimlesi yine bir fuzzy ciimledir dyle ki Vx e X icin
tyelik fonksiyonu (x) = rgg{x[uA (x),,uB (x)] veya kisaca g =p, Vv Uy

seklindedir [1].

Not 3.1.1. U islemi bilesim 8zelligine sahiptir, yani (AUB)UC=AU(BUC)

saglanir [1].
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Lemma 3.1.1. A,Bc X fuzzy climlelerinin bilesimi hem A hem de B ciimlesini
kapsayan en kii¢iik ciimledir [1].

Ispat. Tanim 3.1.6.’ya gore Vxe X icin

I}}j}(X[/‘A (). 45 (x)] > 1, ().

If}f}(x[/‘A (). 45 (x)] > ()

oldugundan C = AUB ciimlesi hem A hem de B fuzzy ciimlelerini kapsar. Ayrica
hem A hem de B fuzzy ciimlelerini kapsayan herhangi bir D fuzzy climlesi alinsin.

O halde Vxe X igin
Hp (%)= 1, (x) ve g () 2 p15(x)
oldugundan
Hy ()2 r&z}(x[uA () 445 (%) ] = e (%)
bulunur. Bu ise C = D oldugunu gosterir.

Tanmm 3.1.7. A,Bc X fuzzy ciimlelerinin iiyelik fonksiyonlar: sirasiyla g, ve s,
olmak tizere C = AN B kesisim ciimlesi yine bir fuzzy climledir dyle ki Vx e X i¢in
tyelik fonksiyonu (x) = 1)21}?[ My (x), Hp (x)] veya kisaca  p. = p, AUy

seklindedir [1].

Lemma 3.1.2. A,Bc X fuzzy ciimlelerinin kesisimi hem A hem de B ciimlesi

tarafindan kapsanan en biiyiik ciimledir [1].

Ispat. Tamim 3.1.7.’ye gére Vxe X icin
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min| 42, (x), 4ty (x) | < g, (x) ve min| gz, (x), gty (x) ] < g1y ()

oldugundan C=ANB climlesi hem A hem de B fuzzy ciimleleri tarafindan
kapsanir. Ayrica hem A hem de B fuzzy climleleri tarafindan kapsanan herhangi bir

D fuzzy climlesi alinsin. O halde Vx e X i¢in

oldugundan
Hp (x) < rﬁg’[/ﬂ () 45 (x)] = e (x)
bulunur. Buise D c C oldugunu gosterir.
Tanim 3.1.8. ANB bos ciimle ise A ve B fuzzy climleleri ayriktir [1].

Not 3.1.2. m islemi bilesim 6zelligine sahiptir. Yani (AF\B)F\C=AF\(BF\C)

saglanir [1].

Ornek 3.1.1. X :{xl,xz,x3} evrensel ciimlesi lizerinde tanimli fuzzy climleleri
A:{(x1,0.9),(x2,0.6),(x3,0.2)} ve B:{(x1,0.3),(x2,0.8),(x3,0.3)} olsun. Bu

takdirde, kesisim, birlesim, tlimleyen ciimleleri sirasiyla;

ANB={(x,0.3),(x,,0.6),(x,,0.2)} ,
AUB={(x,0.9).(x,,0.8).(x,,03)} ,

A ={(x,,0.1),(x,,0.4),(x,,0.8)}
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olacaktir.

R reel sayilardaki iki fuzzy clmlenin bilesimi ve kesisimi Sekil 3.1. ile
gosterilmektedir. Bilesim isleminin iiyelik fonksiyonu 1 ve 2 egrileri yardimiyla,

kesisim igleminin tiyelik fonksiyonu 3 ve 4 egrileri yardimiyla gosterilmektedir.

Hylx). gl x)
3

A

v

Sekil 3.1. Reel sayilardaki iki fuzzy ciimlenin bilesimi ve kesigimi [1]

Asagida verilen iki tanim birbirine denktir.

Tamim 3.1.9. A fuzzy climlesi konvekstir ancak ve ancak (O,l] araligindaki her o

icin A” = {x‘ My (x) > a} seklinde tanimlanan A“ ctimleleri konvekstir [1].

Tamm 3.1.10. A fuzzy ciimlesi konvekstir ancak ve ancak Vx,x,eX ve

vAe[0.1] igin g1, [ Ax, +(1-Ax,) |2 min| g, (x,). 41, (x,) ] dir [1].
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I’y |_/’..r1+|1—,/'_ )%, |

#y(x;)

X 3y

Sekil 3.2. Reel sayilardaki konveks ve konveks olmayan fuzzy ciimleler [1]

Tamim 3.1.11. A fuzzy climlesinin destek climlesi supp(A)={xe X ‘ M, (x)>0}

olarak tanimlidir [1].

Tamm 3.1.12. ae[O,l] olmak iizere A fuzzy climlesinin sirasiyla o —kesiti ve
kesin « —kesiti, A” ={xe X ‘ U (x)Za} ve A™ ={xe X ‘ 1, (x) >a} ile

gosterilir [1].

Tanmm 3.1.13. A fuzzy climle olmak iizere dx, € X icin 1, (xo)zl ise A fuzzy

ciimlesi normaldir [1].

Lemma 3.1.3. Sirasiyla v ve A sembolleri max ve min operatorlerini temsil etmek

tizere liyelik fonksiyonu,

M S gy Mg < Hy = [y = My,
My S Mgy Mg S e = [y S He,

Ha NV Hy = Hy,
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HyNHy = Hys

Hy N Hg = Hg NV Hy s

Hy NHg = g NHy

(04 v )V i = g, v (1 v i),

VRN YN TON(TNTS ]

TNV

N (g A ) = 1y

Foa AtV i) = (g A )V (4 A 1)

s~ (s A i) = (v s )N (a0 v ).

s = Hy s

My N My = Hx N g,

My Ny = Hz V Uy,

My V0= 11y,

My N =gy
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u,v1=1,
w1, AN0=0,
MV g =1,

My Az #0
esitliklerini saglar [13].
3.2. Fuzzy Reel Say1

Fuzzy sayilar, klasik gercek sayilar ciimlesinin bir genellestirmesi olarak ya da bazi
ek oOzelliklere sahip bir reel sayr dogrusunun bir fuzzy alt ciimlesi olarak ifade
edilebilir. Baz1 yazarlar pozitif ve negatif olmayan fuzzy sayilar arasinda ayrim
yapmadiklarindan dolay1 literatiirde fuzzy sayilar1 tanimlamada bazi eksiklikler
vardir. Ancak fuzzy sayilar, belirgin olmayan bilgilerin hem islenmesinde hem de
kullaniminda ¢ok 6nemli bir role sahiptir ve hesaplamalarinin yapilmasinda biiyiik
kolaylik saglar. Boylece, fuzzy sayilarin tanimlanmasi ile birlikte fuzzy analiz ve

fuzzy diferansiyel denklemlerin de temeli atilmistir.

Tamm 3.2.1. Asagidaki ozellikleri saglayan R iizerindeki A fuzzy climlesine bir

fuzzy reel say1 denir;

i. A fuzzy climlesi normaldir, yani g, (x) =1 olacak sekilde Ix € R vardir,

ii. A fuzzy cimlesi konvekstir, yani Vx,yeX ve VA e[O, 1] icin
My [?Lx+(1—ﬂ,y)] > min[,uA (x),,uA (y)] olmaldir,

i u, :R—)[O, 1] tiyelik fonksiyonu R iizerinde iist yari-siireklidir, yani Ve >0

icin 36 >0 sayis1 vardir dyle ki |x— y| <o iken (x)—yA (y) <& olmalidir,
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iv. g, :R—[0,1] iyelik fonksiyonu kompakt bir sekilde desteklidir. Yani A

climlesinin kapanisini ¢/ (A) ile gostermek tlizere cl{x € ]R‘ My (x) > 0} kompakttir.

Fuzzy reel sayilarin uzayr F (R) ile gosterilmek iizere Ae F (R) "dir [17].

Ornek 3.2.1. Her bir r €R igin 7 bir fuzzy reel sayidir dyle ki

,LET

ﬂR(f):{(l) o

seklinde tanimlidir [17].

Ornek 3.2.2. A fuzzy ciimle olsun ve z, :R —> [0, 1] tiyelik fonksiyonu,

0 ,x<0
X ,0<x<l1

(2—)6)3 ,1<x<2
0 ,x2>2

Hy (x) =

seklinde verilsin. Boylece A ciimlesi bir fuzzy sayidir [90].

0.9 —
0.8 —
0.7 ;
0.8 ;

S 0.5

0.4 —| /
i s "

0.3 - / \
oz ~— A

] | |
0.1 | |

i - .

0.0

T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Sekil 3.3. 114 (x) tiyelik fonksiyonu grafigi [90].
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Ornek 3.2.3. B fuzzy ciimle olsun ve g, : R —> [O, 1] iiyelik fonksiyonu,

0 ,x<0

X ,0<x<1

= 1,1<x<1.5

(25-x),1.5<x<2.5
0,x>25

seklinde verilsin. Boylece B cilimlesi bir fuzzy sayidir [90].

1.0 |
I \
b 1 |
0.9 — | |
| |
0.8 —| | |
| |
: |
: :
05— / | |
/ | | i
1 ! | | \
0.4 — / | |
/ | | \
3 —| / | |
/’ M,
/ | | K
0.2 — V4 | |
| |
0.1 : :
— 1 | ~—
0.0 = T +—— 1 T = !
o0 o5 1.0 1.5 2.0 25

Sekil 3.4. up(x) iiyelik fonksiyonu grafigi [90].

Tamm 3.2.2. A, Be F (R) ve Vx,v,z€ R i¢in,

X+Yy

i a5 (2)= v (2 () A ()
)
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3.3. Fuzzy Karmasik Say1

Yillar boyunca Zadeh ve onu takip eden diger arastirmacilar, fuzzy ciimleler ve fuzzy
mantik teorisini ileriye tasimak icin ugras verdiler. Bu girisimlerden birkagi olarak
tip-2 fuzzy ctimleler, fuzzy karmasik sayilar ve Z —sayilar en 6nemlileri arasindadir.
Teorinin 6nemli genellestirmelerinden karmasik fuzzy mantik ve fuzzy karmasik
cimle kavramlari, tip-1 veya tip-2 fuzzy climleler araciligiyla kolayca formiile

edilemeyen karmasik olaylarla ilgili kontrol ve degerlendirme i¢in temel teskil eder.
Tamm 3.3.1. Z sayisi fuzzy karmasik sayidir ancak ve ancak

i, :C —>[O,1] tiyelik fonksiyonu siireklidir,

ii. 0<a<l igin Z* = {z € (C‘ yIs (z) > a} climlesi acik, sinirli, baglantili ve basit
baglantilidir,

iii. Z' = {z € (C‘ 75 (z) = 1} climlesi bostan farkli, kompakt, yayla baglantili ve basit

baglantilidir.

Fuzzy karmagik sayilarin uzayr JF (C) olmak iizere ZeF’ (C) ile gosterilir [22,
91].

Tanmim 3.3.2. Karmasik sayilar ciimlesi C ve fuzzy karmasik sayilar ciimlesi C

olsun. f:CxC—C olarak verilen herhangi bir doniisim f (zl,zz):w seklinde

tanimlansin. Genisleme ilkesini kullanarak, f:CxC — C diyelim.

H(szz) =min {ﬂz} (Zl)’ﬂzz (Zz)}

olmak tlizere

s (w) :sup{H(Zl,zz)‘ f(ZpZz) = W}
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ise f(Zl, ~2) =W olur.
Burada

i f(z.2)=7+2ie W=Z+Z,,

i. f(z,2,)=22 ise W=2Z,,

iii. f (zl, zz) =z,—2, ise —Z saysi igin iiyelik fonksiyonu )y (Z) =l (—Z) olarak
tanimlanirsa W = ZI —ZZ = Z~1 + (—Z~2 ),

i

iv. f (zl,zz):z— ise Z™' sayist igin iiyelik fonksiyonu s, (z)=p, (z") olarak
2

tammlanirsa W = =1 = Z Z;" elde edilir [22, 91].

Nl| N

LS}

Tamm 3.3.3. Fuzzy karmasik Z sayismin eslenigi Z* sayisinin iiyelik fonksiyonu
M (z) = U, (Z) ile tantmlanmaktadir 6yle ki z=x+1iy karmasik sayisinin eslenigi

7z =x—iy’dir [22, 91].

Tamm 3.3.4. Fuzzy karmasik Z sayisinin modiilii ‘Z~ ‘ sayisinin liyelik fonksiyonu

(1) =sup{u; ()| o] =1}
ile tanimlanmaktadir 6yle ki r, z=x+iy karmasik sayisinin modiiliidiir [22, 91].
3.4. Fuzzy Topolojik Uzay
[1]7°de tanitilan fuzzy climle kavrami, klasik topoloji kavramlarmin fuzzy topolojik

uzaylara genellestirilmesi i¢cin uygun bir olanak saglar. Boylelikle fuzzy topoloji

tanimiyla birlikte fuzzy ciimleler {izerine bir topolojik yap1 insa edilir.
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Tamm 3.4.1. Asagidaki kosullar1 saglayan X uzayindaki fuzzy ctimlelerin bir 7'

ailesine bir fuzzy topoloji denir dyle ki

i. 3, XeT,
ii. A, BeT ise ANBeT,

iii. Her iel igin A €T ise uIA, eT saglanir [92].

T fuzzy topoloji olmak tizere (X ,T) ikilisine fuzzy topolojik uzay denir. 7 ’nin her

bir liyesine 7T —agik fuzzy ciimlesi denir. Bir fuzzy ciimlesi 7'—kapalidir ancak ve
ancak tiimleyeni 7" —aciktir. Ayrik olmayan fuzzy topoloji sadece & ve X fuzzy
climlelerini kapsarken, ayrik topoloji biitlin fuzzy ciimlelerini kapsar. W — T olmas1
icin gerek ve yeter sart W fuzzy topolojisinin 7' fuzzy topolojisinden daha kaba
olmasidir [92].

Tanim 3.4.2. (X ,T) fuzzy topolojik uzayindaki bir U fuzzy ciimlesi bir A fuzzy

climlesinin komsulugudur ancak ve ancak A — O c U olacak sekilde bir O fuzzy

acik ctimlesi vardir [92].

Bir noktanin komsulugu yerine bir fuzzy ciimlenin komsulugu dikkate alindigindan

dolay1 yukaridaki tanim bir sekilde siradan komsuluk tanimindan ayrilmaktadir.

Teorem 3.4.1. Bir A fuzzy climlesi T —agiktir ancak ve ancak A tarafindan
kapsanan her bir B fuzzy ciimlesi i¢in A, B ’nin bir komsulugudur [92].

Ispat. Yeterlilik sart: agiktir. Gereklilik sarti incelendiginde A< A oldugundan
Ac Oc A olacak sekilde bir O fuzzy agik ciimlesi vardir. Boylece A=0 ve A

climlesi 7 —agiktir.

Bir fuzzy climlenin komsuluk sistemi fuzzy climlenin biitlin komsuluklarinin

ailesidir.
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Tamim 3.4.3. Bostan farkli iki ciimle X ve Y olmak lizere, f:X —Y bir

fonksiyon olsun. z4, ( y) tiyelik fonksiyonu ile birlikte B Y fuzzy climlesi i¢in f
altinda B ciimlesinin ters goriintiisii £~ (B) , X climlesinde bir fuzzy ciimledir dyle

ki Ve X igin tiyelik fonksiyonu u ., (%)= 1 ( f (x)) seklinde tanimlanir [92].

Aksine, u, (x) tiyelik fonksiyonu ile birlikte Ac X fuzzy ctimlesi i¢in f altinda

A climlesinin gorintiisii f (A) Y ciimlesinde bir fuzzy climledir dyle ki VyeY

icin iiyelik fonksiyonu

sup 41,(z). f7(v)=D
qu(A)(y): zef ()
0 . f(y)=9

olmak iizere ' (y) = {x‘ f (x) = y} ile gosterilir.

Teorem 3.4.2. Bostan farkli iki ciimle X ve Y olmak lizere, f:X —Y bir

fonksiyon olsun. O halde;

i. Herhangi B Y fuzzy ciimlesi i¢in f~' (B') = (f"l (B))’ ,

ii. Herhangi A X fuzzy ciimlesi igin f (A') D (f (A))' ,

iii. Herhangi B, B, CY fuzzy ciimleleri igin B, < B, ise [~ (B)< f~ (B,).
iv. Herhangi A, A, € X fuzzy climleleri i¢gin A C A, ise f(AI)C f(Az) ,

v. Herhangi BCY fuzzy ciimlesi igin B> f (f‘l (B)),

vi. Herhangi Ac X fuzzy ciimlesi igin Ac f' (f (A)),

vii. f, X ’den Y ’ye bir fonksiyon ve g, Y ’den Z ’ye bir fonksiyon olsun. f ve g

fonksiyonlarmin bilesimi go f olmak tizere herhangi C — Z fuzzy ciimlesi i¢in

(gof) " (C)=r"(27(C)) seklindedir [92].
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ispat.

i. Her xe X i¢in

‘uf"(B’)(x):'uB'(f(x)):1_‘”3 (f(x))zl_‘uf*'(s)(x):'“ :

elde edilir.

ii. Her yeY igin £ ( y) bostan farkli ise

)= 312~ 2 1= ()1, )

ve
g 011 011 5 (1)
oldugundan dolayr
i ()24, 00 ()
elde edilir.

iii. Her xe X igin Hs) (x) =My (f(x)) Vel (x) = Hp, (f(x)) olur.
Dolayisiyla her xe X i¢in B, © B, oldugundan u f,l(Bl)(x)S M, (BZ)(x) bulunur.
Boylece /™' (B)c f7'(B,) elde edilir.

iv. ,uf(Al)(y)z Sfullz )(,UA](Z)> ve ,uf(Az)(y): Sfull(a )(,qu(z)) olur. Dolayisiyla her
z€ y z& y

yeY ig¢gin A cA, oldugundan Hya) (y) < Hpa) (y) bulunur. Bdylece

f(A)cf(A,) elde edilir.
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v. f7'(y) bostan farkli ise ,uf(f_,(B))(y)=0 olur. Béylece her x,yeY icin
) (¥) < 15 () elde edilir,

vio Her xeX igin g0 (%)= a0 ( f(x))zzefs_}??(x))(m(z))z #,(x) elde
edilir.

vii. Her x€ X i¢in

H ooy (0) (x)=ue (g of (x)) = Hec (g (f (x))) = Hpief (x)= Hri(e1(0) (x)

elde edilir.



BOLUM 4. FUZZY MANDELBROT VE FUZZY MANDELBAR
CUMLELERI

Fraktallar farkli 6lgeklerde ayn1 karmasik desenlere sahip olan ve keyfi olarak kiigiik
Olceklerde de benzer karmasik durumlart gorsellestirmeye devam eden matematiksel
yapilardir. Fraktallarin pek ¢ogu matematiksel olarak basit formlarda ifade edilebilir
ancak fraktal formiillerinin basit ve matematiksel yapisinin diizenli olmasina karsin,
olusturduklart muhtesem gorsel sdlen sadece bilimsel agidan degil, sanatsal agidan da

etkileyici kabul edilmektedir ve bazilar1 halen gizemini korumaktadir.

Bu fraktallar igerisinde en ¢ok ilgi ¢eken ve kesfedildigi giinden bu yana popiilerligi

inden gline artan Mandelbrot ciimlesi, 7)=z"+c iterasyon fonksiyonunun
gu g y y

yinelenmesi sonucu ortaya ¢ikan dizide z=0+0i baslangi¢c noktasi ile birlikte
yoriingesi sonsuza iraksamayan tiim ¢ karmasik sayilarindan olugsmaktadir. Bu basit
formiil hayranlik uyandiran bir karmagsiklik iiretmektedir. Mandelbrot cilimlesi,
sonsuz tekrarlama adimlarinin uygulanmasindan kaynaklanan dizi davranislarinin bir
sonucudur. Birinci iterasyon adimi sonucunda olusan ciimlenin sekli, r =2 yarigaph
ve orijin merkezli dairedir. Sonraki adimlarda bu merkezil daire daralir ve iterasyon
sonsuz defa tekrarlandiginda Mandelbrot ciimlesi seklini alir. Iterasyon
fonksiyonunun yinelenmesi esnasinda, secilen noktanin davranigini belirlemek igin

geri besleme dongiisliniin maksimum sayida, 6rnegin n defa ¢aligmasi gerekir.
n—o iken ‘ 1 (O)‘ >2 esitsizligini saglayan noktalar bu iterasyon altinda sonsuza
raksayacaktir ancak farkli hizlarla iraksiyor olmalar1 dikkate degerdir. Bu nedenle,

Mandelbrot ciimlesinden farkli hizlarla sonsuza 1raksayan elemanlarin durumlarinin

kademeli olarak degerlendirilip degerlendirilemeyecegi sorusu ortaya ¢ikmaktadir.

Boyle bir sorunun cevabi igin bagvurulacak olan bulaniklastirmanin bir¢ok farkli

alanda ¢esitli teorik veya pratik problemlerin analizinde kullanildig1 bilinmektedir.
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Degisen kaotik dinamik modellerin agiklanmasinda da fuzzy (bulanik) ciimle
teorisine bagvurulmaktadir [1-5]. Fuzzy ciimle teorisi yaklagimi, climleye ait olma

durumunu derecelendirerek daha zengin bir bakis agis1 sunmaktadir.
4.1. Fuzzy Mandelbrot Ciimlesi

Literatiirde fuzzy ciimle teorisi yardimiyla karmasik sayilar ciimlesinin elemanlarinin
Mandelbrot ciimlesine aitlik durumunu belirlenmesini hedefleyen [27] numarali
calisma mevcuttur. Ancak bu caligmadaki yetersizlik asagida agiklanmaktadir.
Dolayisiyla tez calismamizin bu alt boliimiinde yeni bir iiyelik fonksiyonu

tanimlanacak ve mevcut liyelik fonksiyonu ile karsilastirilacaktir.

[27]’de Mandelbrot ciimlesini i¢cine alan bir L boélgesindeki ¢ parametrelerini
belirlemek i¢in fuzzy bilgiye dayali asagidaki algoritma iiretilmistir. Bu algoritmada
karmagik sayilarin bir L bolgesini segmek zorunluluktur, ¢iinkii sadece belli bir
bolgedeki karmagik sayilarin degerlerine karsilik gelen sonlu ¢oziiniirliiklii bir ag

olusturulabilir.

1 begin

2read (k. .R);
3z=0+0i,k=0;
4for Vce L do

5 | repeat

6| |z=2"+c

7 k=k+1,;

8 | until (k>k,, ) or (| >R);
9

write (c; "Mandelbrot ciimlesinin elemamdlr.");
10 end
11 end

Sekil 4.1. L bolgesindeki ¢ karmagik sayilarinin Mandelbrot ciimlesine aitlik algoritmasi [27]
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Burada k(c) yineleme saya¢ degiskeninin degerini belirtmek iizere ¢ noktasinin

k()

max

tiyelik derecesini tanimlayan bir ,u(c)z tiyelik fonksiyonu tanitilmigtir.

Boylece ¢ € L degerlerinin climlesi bir fuzzy ciimleye karsilik gelmektedir. Ancak
bu algoritmada maksimum yineleme degeri k_  keyfi olarak se¢ilmektedir. Buna
gore fuzzy Mandelbrot ciimlesine ait olan noktalarin iiyelik derecelerini belirleyen
fonksiyon, k_, degerinin se¢imine gore farklilik gosterdiginden islevsel degildir.
Asagidaki ilk 6rnekte Mandelbrot climlesinin tam tiyesi olan bir nokta i¢in istendigi

gibi ¢alisan algoritmanin ikinci 6rnekte liyelik derecesini kesin olarak belirlemekte

yetersiz kaldig1 goriilmektedir.

Ornek 4.1.1. k=0 igin z=0+0i ile baglayalim. k__ =100 segelim ve algoritmay1

¢ =i noktasina uygulayalim.

Her neN igin |zn| <2 oldugundan iterasyon adim sayist maksimum iterasyon

1 . . .
sayisini  asmaz. Bdylece ,u(i):ﬂzl bulunur. Yani c=i noktas: iiyelik

100

derecesine bagli olarak Mandelbrot climlesinin tam {iyesidir.
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Ornek 4.1.2. k=0 igin z=0+0i ile baglayalm. k__ =100 segelim ve algoritmay1

¢ =1 noktasina uygulayalim.

Z=0

7z =0"+1=1
=1 +1=2
7,=2"+1=5
7, =5 +1=26

73=26"+1=677

Iterasyon sayis1 k=3 oldugu anda |z3|=5>2 sartt1 dongiliniin durmasina sebep
olacaktir. O halde ,u(l) =0.03 bulunur ve ¢ =1 noktasinin iiyelik derecesinin 0.03

oldugu soylenilebilir. Ancak maksimum iterasyon adim sayis1 olan k , degeri

sirastyla 10, 100, 1000,... olarak secilirse ¢ =1 noktasinin iiyelik dereceleri
,u(l):O.3, u(1)=0.03, ,u(1)=0.003, ... olarak degisir. Sonu¢ olarak,

y(c)zk(c)/ K o tyelik  fonksiyonu ile kesin bir iyelik derecesi

belirlenememektedir.

Mandelbrot climlesinin fraktallarin iinlii Orneklerinden biri olmasma ragmen
karmagik sayilar ciimlesinin elemanlarinin Mandelbrot ciimlesine aitlik durumunu
bulaniklik yaklagimi ile belirlenmesi {izerine [27] numarali kaynak hari¢ baska bir
aragtirmaya rastlanmamistir. Bu baglamda tezimizin bu bolimiinde, fuzzy
Mandelbrot ciimlesi ve karmagik sayilarin iterasyon altinda yoriingeleri sinirli olmasa
bile fuzzy Mandelbrot ciimlesine ait olma derecelerini belirleyen yeni bir liyelik

fonksiyonu asagida sekilde tanimlanmistir.

2
Tanim 4.1.1. z=0+0/ baslangi¢ noktasi ile birlikte f (0) = [ £ (0)] +c

iterasyonu altinda z¢: C —[0,1] iiyelik fonksiyonu
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1, VneNigin |f(0)<2,

£5(0)[>2 ve | £47(0)| <2 olacak sekilde k € N igin

olmak iizere M :{(c,,u(c)) | ce(C} fuzzy ciimlesine, fuzzy Mandelbrot ciimlesi

denir.

Fuzzy Mandelbrot ciimlesinin yaklasik goriinimlerinin gri 6lgekli grafikleri Sekil
4.2.de verilmistir. Burada bilgisayar programlarinin sonsuzlugu isleyemedigi goz
Ontline alinarak bazi artan sonlu iterasyon sayilari segilip maksimum yineleme sayist
artirtlmis ve fuzzy Mandelbrot climlesinin art arda daha ayrintili goriiniimleri elde

edilmistir. Bu grafiklerde parlak pikseller daha yiiksek iiyelik derecelerine sahiptir.

(d) n=10 (e) n=12 (f) n=15

Sekil 4.2. Sonlu maksimum iterasyon sayist n i¢in fuzzy Mandelbrot ciimlesinin yaklasik goriiniimleri
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Ayrica [27] tarafindan verilen ,u(c):k(c)/ k... 1Uyelik fonksiyonu ile Tanim

4.1.1.’de yeni tanimlanan iiyelik fonksiyonumuzla karsilastirilmalar1 Sekil 4.3.”deki

grafiklerde goriilmektedir.

(d)n=5 (e)nle (f)n=50

Sekil 4.3. [27]°de verilen iiyelik fonksiyonu (ilk satir) ve Tanim 4.1.1.’de verilen {iyelik fonksiyonu (ikinci satir)

Acik bir sekilde, ikinci satira gore birinci satirdaki goriintiilerde piksellerin parlakligi

daha hizli azalmaktadir. Ciinkii noktalarin {iyelik dereceleri ( ,u(c) =1 durumu harig),
maksimum yineleme sayis1 artirildiginda, yani n=k_ A sonsuza 1raksarken
y7i (c) :k(c)/ k., sifira yakinsamaktadir. lkinci durumda, n sonsuza iraksamasi

durumunda dahi O ile 1 arasindaki iiyelik dereceleri yine anlamli olmaktadir.

Tanim 4.1.1.e uygun olacak sekilde karmasik sayilar climlesindeki bir noktanin
fuzzy Mandelbrot {tiyelik derecesini belirleyecek yeni bir algoritma asagida

verilmisgtir.
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Algoritma: Fuzzy Mandelbrot climlesi iiyelik derecesi algoritmast
Input . ceC, neN
Data . z,=0+i0
Output . 1(c)
1 . for 1<k to ndo
2 . 7, =2, +cC
3 if  la]=<2
4 : #(c)=1
5 : else if |z,|>2 and |z, ,|<2
6 #(e)=lzil/1z|
7 end
8 end
9 end

Sekil 4.4. Verilen bir ¢ karmasik sayisinin fuzzy Mandelbrot ciimlesine iiyelik derecesi algoritmasi

Asagidaki orneklerde secilen bazi noktalar i¢in bu algoritmay1 uygulayarak iiyelik

dereceleri belirlenmektedir.
Ornek 4.1.1. z=0+0i ile baslayalim ve ¢ =i sayisina algoritmay1 uygulayalim.

7, =0
2 . .
7 =0"+i=i
z, =i +i=—1+i
N2 e
z3=(—1+z) +i=—I

~i) +i=—1+i



Burada her neN igin

Boylece (i,l) eM elde edilir.
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1" (0)‘32 oldugundan iiyelik derecesi ,u(i)zl bulunur.

Ornek 4.1.2. 7 =0+0i ile baslayalim ve ¢ =—1 sayisina algoritmay1 uygulayalim.

Sonug olarak n e N i¢in

Boylece (~1,1)eM elde edilir.

Asagida klasik Mandelbrot ciimlesinin elemani

7, =0

5 =0"+(-1)=-1
2 =(-1) +(~1)=0
7, =0"+(-1)=-1
zy=(-1)" +(-1)=0
z=0"+(-1)=-1
ze=(~1)"+(~1)=0
7, =07 +(-1)=-1

" (0)‘ <2 oldugundan iiyelik derecesi u (—1) =1 bulunur.

olmayan noktalarin fuzzy

Mandelbrot ciimlesine aitlik derecelerini veren ornekler verilmektedir.

Ornek 4.1.3. z=0+0i ile baslayalim ve ¢ =1 sayisina algoritmay1 uygulayalim.

7, =0

7z, =0"+1=1
7, =I+1=2
7, =2"+1=5
7, =5 +1=26

7, =26"+1=677

7, =677° +1=458330
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Elde edilen {O, 1,2,5,26,677,458330, } dizisi sonsuza iraksaktir ve ¢ =1 noktasi

klasik Mandelbrot climlesinin elemani1 degildir. Ancak k=3 iterasyon adiminda

£2(0)

~—21=0.4 bulunur.

/7 (0)|=5>2 oldugundan x(1)= 75(0)

Ornek 4.1.4. 7 =0+0i ile baglayalim ve ¢ =0.5 sayisina algoritmay1 uygulayalim.

7, =0

7=02+05=05
2,=(05)"+0.5=0.75
=(0.75)" +0.5=1.063
(1.063)" +0.5=1.629
(

(

1.629)° +0.5=3.153
3.153)° +0.5=10.44

23
2y
<5
6

O halde ortaya ¢ikan

{0,0.5,0.75,1.063,1.629,3.153,10.44, ..}

dizisi sonsuza wraksaktir ve ¢=0.5 klasik Mandelbrot ciimlesinin eleman: degildir.
Ancak k=35 iterasyon adiminda ‘ f(fs(O)‘ =3.153>2 oldugundan iiyelik derecesi

fo5(0)
f55(0)

,u(O.S) =

‘ =(.51 bulunur.

Ornek 4.1.5. z=0+0i ile baslayallm ve c¢=-1.3+02i sayisina algoritmay1

uygulayalim.
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7, =0

5 =0"+(-1.3+0.2i) =-1.3+0.2i

2, =(~1.3+0.2i)" +(~1.3+0.2i) = 0.35-0.32
=(0.35-0.32i)" +(~1.3+0.2) =~1.2799 - 0.024i
(~1.2799-0.024i)" +(~1.3+0.2i) = 0.33757 + 0.26144i
(033757 +0.26144i )" +(~1.3+0.2i) = ~1.2544 +0.3765i
(_

(

1.2544+0.3765i)" +(~1.3+0.2i) = 0.1318 - 0.7475i
0.1318-0.7475i)" +(~1.3+0.2i) = ~1.8414 +0.0003i
(—1.841440.0003)" +(~1.3+0.2i) = 2.0907 +0.1995i

&
2y
s
26
4
23

Boylece dizi

{0,-1.3+0.27,0.35-0.32i,—-1.2799 —0.0244,0.33757 +0.26 1441,
—1.2544+0.3765i,0.1318 —0.7475i,-1.8414 +0.0003:,2.0907 + 0.1995i,.... .}

seklinde olustugundan ¢ =-1.3+0.2i noktasinin yoriingesi sonsuza 1raksaktir ve dizi

terimlerinin modiilleri

{0,1.3153,0.47424,1.2801,0.42697,1.3097,0.75614,1.8370, 2.830,. . .}

seklindedir. k=8 iterasyon adiminda ‘ FATI (O)‘%3.54>2 oldugundan dolay1

7
M‘ =0.88 bulunur.

f—81.3+0.2i (O)

p(-1.3+02i)=

Ornek 4.1.6. z =0+0i ile baslayalim ve ¢ =3 sayisina algoritmay1 uygulayalim.
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7, =0
7=0"+(-3)=-3
z,=(-3) +(-3)=6
7, =6"+(-3)=33

z, =33 +(-3)=1086

O halde ortaya ¢ikan {O,—3, 6, 33, 1086,...} dizisi sonsuza iraksaktir. Dolayisiyla

£500)|_o

3

k =1 ilk iterasyon adiminda ‘ fh (O)‘ =3>2 oldugundan ,u(—3) =

bulunur.
Bu 6rneklerde baz1 karmasik sayilarin tiyelik dereceleri hesaplanmustir.
Simdi karmagik diizlemin tamaminda iterasyon sayist sonsuza iraksarken olusan

fuzzy Mandelbrot climlesinin grafiginin olusum asamalarinin her bir iterasyon

adiminda geometrik agidan ayr1 ayr1 inceleyelim.

Ik olarak, iiyelik derecesi y(c):l olan noktalar incelenirse her neN icin

fr (0)‘ <2 esitsizligi saglandigindan bu durumda iiyelik fonksiyonunun tanim

climlesi klasik Mandelbrot climlesidir ve goriintii ciimlesi de {1} olur. Sonug olarak

fuzzy Mandelbrot climlesinin yliksekligi 1 olan gdbek cilimlesi, klasik Mandelbrot

climlesinin noktalarindan olusmaktadir. Bu durum Sekil 4.5.”de goriilmektedir.
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Sekil 4.5. Fuzzy Mandelbrot ciimlesinin gébeginin {i¢ boyutlu goriiniimii

Simdi y(c)il iken fuzzy Mandelbrot cilimlesinin olusum asamalarini

gorsellestirmek lizere bazi iterasyon adimlarini ayri ayri1 inceleyelim.

1. kK =1 durumu:

Tanim 4.1.1.°e gore ,u(c)zO olup |c|>2 sartin1 saglayan karmasik sayilari i¢in

tanimhdir. Dolayisiyla c¢=r-€” olarak ifade edilirse tanim ciimlesi kutupsal

koordinatlar yardimiyla 7.K.= {(r, 6’) ‘ |r| >2,0<60< 27r} olarak wverilir. Boylece

tanim ctimlesinin grafigi asagidaki gibidir.

P
114
;.'
| |
0 l I
: 4
-1 E
,,,,2 ............... e R L b
-2 -1 0 | 2

Sekil 4.6. k=1 iterasyon adimi igin tanim ciimlesi grafigi
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Ayrica k=1 iterasyon adiminda u:@—){O} tiyelik fonksiyonunun grafigi de

asagida verilmistir.

Sekil 4.7. k=1 iterasyon adim1 igin ,u(c) iiyelik fonksiyonunun grafigi

. k=2 durumu:

£1(0)
£2(0)

‘c2+c‘>2 esitsizligini saglayan c¢eC noktalart i¢in tanimhdir. Kutupsal

Tanim 4.1.1.°e gore ,u(c) = seklindedir dyle ki tiyelik fonksiyonu |c| <2 ve

koordinatlar yardimiyla ¢ =r-e” almarak

<2 ve ‘rzem +rel|>2 4.1)
esitsizliklerinin ¢oziim climlesi g tlyelik fonksiyonunun grafigini verir.
|r| <2 esitsizligi 2 yarigapli merkezil birim kapali yuvari ifade eder. Diger taraftan

rref? 4 rel?| =2
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denkleminin kokleri:

n=A+B+C
rn=A-B+C
rn=A+B-C
r,=A-B-C

olarak bulunur dyle ki

Az—ieie (1+ezi9),

1 2 1 h F \2 —i@D 4732 i0
- __+_672u9(1+6219) +€ 4 \/_e ;
2V 3 R2 3D
1 i —i i _3i i 3
c-t _ﬁ+1672i9(1+e2i9)2_6719D+47’§/§€”9 ~ 4e 6'(1+e”)—e ”(1+e29) ’
| S N N BT
3 4 32 3D

2
D= (/ \/( 290¢™ —108¢" (1 +e )2) +415292¢°° —108e" +74e™ —108¢™°

olacak sekildedir. Sonu¢ olarak (4.1) esitsizlik sisteminin ¢éziimiinden 4 tiyelik

fonksiyonunun tanim ciimlesinin grafigi asagidaki gibi ¢izilir.
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=2 -1 0 1 2

Sekil 4.8. k =2 iterasyon adimi igin tamim ciimlesi grafigi

Ayrica k=2 durumunda ,u:(C—)(O, 1) iiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.

Sekil 4.9. k=2 iterasyon adim1 igin ,u(c) iiyelik fonksiyonunun grafigi

iii. kK =3 durumu:

Burada Tamim 4.1.1."e gdre u(c)= seklindedir 6yle ki iiyelik fonksiyonu

2 2 2
|c +c|£2 ve (c +c) +c

> 2 esitsizligini saglayan ¢ € C noktalar1 i¢in tanimlidir.

Kutupsal koordinatlar yardimiyla ¢ =r-e” alinarak
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3i0 2 2i0

440 L 2330 4 M 4 re?| > 2

rlef? 4+ re‘6'| <2 ve |r

esitsizliklerinin ¢6ziim climlesi w4 iyelik fonksiyonunun tanim ciimlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.

~=2 -1 0 1 2

Sekil 4.10. k =3 iterasyon adimi i¢in tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=3 durumunda ,u:(C—)(O, 1) tyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.

=1
2/

o

08 T
i
0.6 P
_,/
0.4 /
-2
- 1&\

Sekil 4.11. k=3 iterasyon adimi igin ,u(c) iiyelik fonksiyonunun grafigi
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iv. k =4 durumu:

|£2(0)
£2(0)

((c2 +c)2 +c) +c

icin tanimlidir. Kutupsal koordinatlar yardimiyla ¢ =r-e” alinarak

Burada Tanim 4.1.1.’e gore ,u(c): bulunur. Ancak tyelik fonksiyonu

) 2
(c +c) +c|<2 ve

>72 esitsizligini saglayan ¢ € C noktalar

4 4i0 3 3i0 2 2i0 0
re’” +2rie’ +re? +re”|<2

3% + 477" + 6r°e%? + 6r°¢ + 51’ + 2r3¢% + r?e* +re| > 2

esitsizliklerinin ¢6ziim citimlesi x tyelik fonksiyonunun tanim climlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.

Sekil 4.12. k =4 iterasyon adimi igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=4 durumunda y:@—)(O,l) tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.
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Sekil 4.13. k =4 iterasyon adim1 igin ,u(c) iyelik fonksiyonunun grafigi

v. k =5 durumu:

AL I .
——— seklindedir dyle ki tiyelik fonksiyonu

£2(0)

Burada Tanim 4.1.1.’e gore ,u(c)z

2

2 2
((c2 +C)2 +c) +c|<2 ve (((02 +c)2 +c) +cj +c| > 2 esitsizligini saglayan c € C

noktalari icin tanimhdir. Kutupsal koordinatlar yardimiyla ¢ =r-e” alinarak

P38 + 477" + 6r°e%? + 6r°® + 51 + 2r3e¥ + r2e* +re|< 2

2
. N2 \? . )
(((rzez“g + re’g) + re’g) +re” | +re?|>2

esitsizliklerinin ¢6ziim ciimlesi # iiyelik fonksiyonunun tanim ciimlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.
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-2 -1 0 1 2
Sekil 4.14. k=5 iterasyon adimi igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=5 durumunda ,u:(C—)(O, 1) iiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.

Sekil 4.15. k=5 iterasyon adim1 igin ,u(c) iiyelik fonksiyonunun grafigi

vi. k =6 durumu:

£2(0))
£5(0)

Burada Tanim 4.1.1."e gdre u(c)= seklindedir 6yle ki iiyelik fonksiyonu

2

‘(((cuc)nc)ZCJ ve

2
2 2
<2 ve [[((02 +c)2 +c) + cj +cJ +c|>2 esitsizligini
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saglayan ¢ € C noktalari igin tanimlidir. Kutupsal koordinatlar yardimiyla ¢ =r-e”

alinarak

2
2
. A\2 . . .
‘(((rzew + re"g) + re"g) + re’ej +re|<2

2
2
2
. A\2 . . . .
(((rzez’a + re"g) + re’e) + re”gJ +ré? | +ré?|>2

esitsizliklerinin ¢6ziim ciimlesi x tyelik fonksiyonunun tanim climlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.

=2 -1 0 | 2

Sekil 4.16. k =6 iterasyon adimi igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=6 durumunda ,u:(C—)(O, 1) tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.
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Sekil 4.17. k =6 iterasyon adimi igin y(c) iiyelik fonksiyonunun grafigi

vii. kK =7 durumu:

FEO) e
seklindedir dyle ki iiyelik fonksiyonu

172 (0)

Burada Tanim 4.1.1.”e gore ,u(c) =

2

(e we] e (e e o] v ] o2

esitsizligini saglayan ceC noktalar1 i¢in tanimhdir. Kutupsal koordinatlar

yardimiyla ¢ =r-e” alinarak

2

2
) N2 \? . . .
L(((rzew +re” ) + re’g) +ré? | +re? | +re?|<2

2

) 2
+ reigJ +re | +re?|>2

2
. . 2 . .
((((1’262’6 + re“g) + re’g) + re’gj



76

esitsizliklerinin ¢6ziim ciimlesi x iyelik fonksiyonunun tanim ciimlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.

Sekil 4.18. k=7 iterasyon adimu igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=7 durumunda ,u:C—)(O,l) tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.

Sekil 4.19. k=7 iterasyon adim i¢in y(c) iiyelik fonksiyonunun grafigi

Boyle devam edilerek bulunan kokler yardimiyla iiyelik fonksiyonunun her bir
iterasyon adimi i¢in tanim ve goriintii ciimleleri elde edilerek grafikleri buna bagh
olarak ¢izilebilmektedir. Diger taraftan bilgisayar programlar1 araciligiyla girilecek

sonlu maksimum iterasyon sayisi ve yayilma araligi icin fuzzy Mandelbrot
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climlesinin yaklasik grafigini ¢izmek de miimkiindiir. Bu amacla asagidaki algoritma

verilmistir.

Algoritma: Fuzzy Mandelbrot climlesi grafigi

Data

1

10
11
12
13

14

Input

Output

neN, range a, b, stepsize

Z, =0+i0, c:a(l)+ib(m)

surface ( /1)

Jor

end

end

draw y1:[rangea]x[rangeb] —[0,1]

. for 1< to length(a)

l<—m to length(a)

for 1<k to n do

5 =7, +c
if |al<2

,u(c) =1

w(e)=lzal/lz]

end

end

end

else if |zk|>2and |Zk—1|32

Sekil 4.20. n ig¢in fuzzy Mandelbrot ciimlesi algoritmast

Bu algoritmaya dayal1 olarak maksimum iterasyon sayis1 n =2000, yayillma aralig1

2<a<2 ve —2<b<2, adim bilyiikligi 4/300

almarak fuzzy Mandelbrot

climlesinin daha net bir gri 6l¢ekli goriintlisti Sekil 4.21.°de verilmistir.



78

Sekil 4.21. n=2000 i¢in fuzzy Mandelbrot ciimlesi

Bu asamada performans degerlendirmesi i¢in 1.20GHz CPU ve 16GB RAM’e sahip
Intel(R) Core(TM) i3-1005G1 {izerinde dl¢timler yapilmistir. Asagida grafigi verilen
zamanlar saniye cinsinden tiiketilen kullanic1 merkezi islem birim (CPU) zamanini

ifade etmektedir.

0.05

0.045

0.04 r

0.035 1

0.03

0.025

0.02 |

0.015

0.01

Merkezi Islem Birimi Zamani (saniye)

0.005

0 . . . . . . . . .
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

n (iterasyon Sayisi)

Sekil 4.22. CPU zamanina dayali performans profili
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Fuzzy Mandelbrot climlesinin geometrik yapisi ayrintili olarak incelendikten sonra
devaminda bu fuzzy cilimlenin matematiksel yapisi ve topolojik 06zellikleri

incelenmektedir.

Lemma 4.1.1. Fuzzy Mandelbrot ciimlesinin MO = {(c, ,u(c))‘ |c| >2,ce (C} alt

climlesi bos fuzzy ciimledir.

Ispat. u(c) =0 olmasi igin gerek ve yeter sart |c| > 2 oldugunun kanitlanmasidir. i1k

olarak, ,u(c):O oldugunu kabul edelim. O halde bir keN ig¢in

£:(0)
£(0)

’dir. Bu durum sadece k=1 iterasyon adimi igin

£(0)= [ T (0)]2 +c iterasyonu altinda

‘ =0 oldugu anlamina gelir. Yani

£10)=0 ve |£4(0) =

saglanir. Boylece ‘ £ (O)‘ =0<2 ve ‘ f! (O)‘ =|c[>2 bulunur.

Aksine,

c|>2 oldugunu varsayalim. Baslangig noktast f (0)20 ile birlikte

£1(0)= [ P (0)]2 +c iterasyonunu uygularsak f (0)=0’+c=c elde ederiz. O

halde |f! (O)‘ >2 kosulu ilk iterasyon adiminda saglanmis olur. Buradan
0
0
y(c) = fcl ( ) = 0 =0 bulunur ki bu da ispat1 tamamlamis olur.
FO)] Id

Sonuc¢ 4.1.1. Fuzzy Mandelbrot ciimlesinin destegi supp(]\7[ )z{c ||| 32} kapali

dairesidir.

Teorem 4.1.1. Fuzzy Mandelbrot ciimlesi M reel eksene gére simetriktir.

Ispat. Herhangi ¢ €C noktasina neN igin f(0)= [ ! (O)]2 +c iterasyonunu

uygulayalim. ilk olarak, u(c)zl oldugu varsayilirsa her neN igin

£7(0)|<2



saglanir. Tanim 4.1.1.’e goére her neN igin |f, (0)‘<2 olur. Boylece, ,u(E)zl

oldugu bulunur.

Simdi, bir k€N i¢in ‘ A (O)‘ >2 ve ‘ A (O)‘ <2 oldugunu varsayalim. O zaman

fck—l (O)
££(0)

‘ A (O)‘ <2°dir. Boylece,

u(c)=

olur. Agik bir sekilde, bu keN degeri igin [£5(0)>2 ve

elde edilir. Sonug olarak ,u(E) = y(c) oldugundan ispat tamamlanir.

Simdi M fuzzy Mandelbrot ciimlesi yerine sadece reel olan sayilar igin
M‘R == {(c, u|R (c)) ‘ ceC, Im(c) = O} yani ]\;ILR = {(c, ,u|]R (c)) | cEe R} fuzzy

climlesini inceleyelim. Bu amagla Boliim 2°de verilen klasik Mandelbrot ciimlesi M

ile ilgili lemma ve teoremleri g6z Oniine alalim.

Lemma 2.2.6. geregi M klasik Mandelbrot ciimlesinin reel eksenle kesisimi {—2&}

kapal1 aralig1 oldugundan, {c —-2<c< i} icindeki biitiin noktalarin f, iterasyonu

altinda yoriingesi siirlidir ve Mandelbrot ciimlesinin kesin iiyesidir. Ayrica Teorem
2.2.1. geregi orijin merkezli ve 2 yarigapl kapali yuvarin disindaki biitiin noktalarin

f. iterasyonu altinda yoOriingesi sonsuza kagar ve Mandelbrot ciimlesinin kesin

olarak iiyesi degildir. Dolayisiyla
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1 , VneN igin

£74(0)]
HO

£1(0)|<2,
u(c)=

£5(0)>2 ve

A (O)‘ <2 olacak sekilde k € N igin

olarak verilen iiyelik fonksiyonun reel sayilar ciimlesi {izerine kisitlanmisi olan

ﬂ|R (C) R— [0, 1] tiyelik fonksiyonu

olur ki burada ke{2,3,---} i¢in fck_1 (0)32< fck (O) olmalidir. Bu sekilde

tanimlanan ,u|R (c) R—> [O, 1] iiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir.

4 3 2 5 0 1 2 3 4 9

Sekil 4.23. M|]R = {(c,yl]R (c)) | ce R} fuzzy climlesinin grafik gosterimi
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Teorem 4.1.2. M‘R = {(c, ,u|]R (c))| ce R} fuzzy ciimlesinin f*' (O) <2< fk (O)

olacak sekilde k €{2,3,--} igin

0 , ce(—0,-2)U(2,+0),
Ck—l 0 1
@5l el f2)
1 , ce[—Z,l},
4

olarak tanimlanan ,u|R (c) R— [0, l] tiyelik fonksiyonu parcali stireklidir.
Ispat.
l.ce (—oo, —2)u(2, +oo) ise ,u|R (c) =0 olup sabit fonksiyon stireklidir.

2. ce [—2,%) ise ,u|R (c) =1 olup sabit fonksiyon stireklidir.

3.ce (iﬂ} iken farkli iterasyon adimlari i¢in asagidaki durumlar vardir.

i. k=2 i¢in c<2<c”+c oldugundan 1< ¢ <2 dir. Dolayisiyla

l<cL2=2<c+1<L3

—=2c<c’+c<3¢
jlg c 1
37 ct4+c 2

bulunur.

ii. k=3 igin c<c2+c32<(c2+c)2+c oldugundan 0<(cz+c)2+c—2

esitsizliginden yaklasik olarak 0.682 < ¢ oldugu goriiliir. Buradan 1.1478 <c* +c¢

bulunur. Boylece
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c

2
c +c

1.1478 < c* +¢<2=1.1478+0.341 < c* +c+ <2+1

2
2+C) +c
ct+c
c+e 1

! <
3" (c2 +C)2 4+ 14788

:>1.4788<( <3

= =0.67168

elde edilir.
iii. (k — 1). adim icin c<..< fck_1 (O) <2< ka (O) iken
0< £4(0)-2=(f"(0)) +c~2 esitsizliginden 2—c<(£7(0)) elde edilir.

2 c

ka? 0) < 770) - 77 (0) < f57'(0) bulunur. Buradan

1_ff_1(0)<f 0)<2=>1< [ (O)Jrfck_1 )§2+1
:>1<(fc_k(?) +C§3
£7(0)
:>1£fck:(0)<1
3 f (0)

elde edilir. Sonug olarak k =2,3,...iterasyon adimlar1 sonsuza iraksarken c e (%,2}

i¢in ,u|]R (c) € [%,lj elde edilir. Ayrica iterasyon fonksiyonu bir polinom fonksiyon

£17(0)
££(0)

olup bu aralikta ,uLR (c) = rasyonel fonksiyonu siireklidir.

Sonug olarak ,u|[_2’2] (c):[—2,2]—{%,1} ve ,L1|R\[72’2] (c):ce(—oo,—Z)u(Z,oo)e{O}

fonksiyonlart stirekli olup ,u|R (c) R —)[O, 1] parcali siireklidir.
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Teorem 4.1.3. 0<a <1 i¢in fuzzy Mandelbrot ciimlesinin kuvvetli o —kesit

ciimlesi M“" = {c ‘ ,u(c) > a} siirl climledir.

Ispat. Lemma 4.1.1.e gore |c|£2 esitsizligi vardir ancak ve ancak ,u(c)>0

esitsizligi vardir. Boylece, M** ciimlesinin smirli oldugu agik bir sekilde

gorilmektedir.

Teorem 4.14. 0<a <1 icin fuzzy Mandelbrot ciimlesinin kuvvetli « —kesit

ciimlesi M*" = {c ‘ ,u(c) > a} baglantili ctimledir.

ispat. C UC, =M*" olacak sekilde C,,C, cM*" alt ciimlelerini ele alalim. O

halde
max| 4, ()., () |= B

igin. 4, (c) = [ veya He, (c) = B3 olacak sekilde bir c € M** noktasi vardir Gyle ki

1> B>« ’dir. Ancak, a >0 igin

min [,ué] (c), He, (c)} >a

ceM**

oldugundan sz - (c)#0 elde edilir. Boylece bostan farkhi C,,C,cM* alt

ctimleleri i¢in CN’l m(Nfz # & dir. Sonug olarak,
&G =5 ve € UC, =M™

olacak sekilde klasik bos ciimle & ve kuvvetli o —kesit ciimlesi M“ ’dan farkli
olarak higbir C,,C, c M*" ciimleleri yoktur. Bu durum O<a<I i¢in M*

climlesinin baglantili oldugunu gostermektedir.
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Teorem 4.1.5. 0<a <1 i¢in fuzzy Mandelbrot ciimlesinin kuvvetli o —kesit
ciimlesi M“" = {c ‘ u(c)> a} basit baglantilidir.

Ispat. Fuzzy Mandelbrot ciimlesinin kuvvetli « —kesit ciimlesinin tiimleyeni
C\M* = {c‘ Ky (c) < 0‘1}

seklindedir 6yle ki O< ¢, <1 i¢in 1-a =¢, *dir. K ciimlesi kompakt ve F ciimlesi
kapali olacak sekilde C\M** = K UF ayrik bilesimi ele alinsm. 0< B <, olmak

uzere

He\jges (c) = [ﬂk (C)’IUF (C)] =p

ceC\M“*

sartryla f4, (c) =p ve u; (c) = 3 olacak sekilde bir ceC\M*" noktasi vardur.
Dahasi, KNF = oldugundan

Hyop = min | s (c). stz (C)]:O

ceC\M“**

seklindedir. Eger z¢; (c) =0 oldugunu varsayarsak F = {c ||c| < 2} bulunur. Ancak

bu durum F ciimlesinin kapali olmasiyla gelisir. Bu yiizden He (c):() oldugunu

varsayarsak

F:{c|,uk(c):,8} ve Kz@z{c||c|<2}

bulunur. Ancak bu durum da K ciimlesinin kompakt olmasiyla ¢elisir. Bu yiizden

K Klasik bos bir ciimledir. Sonug olarak, fuzzy Mandelbrot ciimlesinin kuvvetli o —

kesit climlesinin tlimleyeni, herhangi bir kompakt ve kapali ciimlenin ayrik bir
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birlesimi olarak verildiginde, bu kompakt ciimle klasik bos ciimle olmalidir. Bu

gergege gore, 0<a <1 igin M** = {c ‘ u(c)> a} ciimlesi basit baglantilidir.

Sonug 4.1.2.

1. ,u|]R (c) R—> [O, 1] tiyelik fonksiyonu parcali siireklidir.

ii. 0<a<l i¢in fuzzy Mandelbrot ciimlesinin kuvvetli o —kesit climlesi
M = {c ‘ ,u(c) > a} sinirl ciimledir.

iii. 0<a<l i¢in fuzzy Mandelbrot ciimlesinin kuvvetli o —kesit ciimlesi
M = {c ‘ u(c)> a} baglantili climledir.

iv. 0<a<l i¢in fuzzy Mandelbrot ciimlesinin kuvvetli o —kesit climlesi

M = {c ‘ u(c)> a} basit baglantili ciimledir.

v. M'= {c ‘ ,u(c) = 1} climlesi, klasik Mandelbrot M cilimlesine karsilik gelir ve M

climlesinin bostan farkli, kompakt ve basit baglantili oldugu bilinmektedir.

Mandelbrot ciimlesinin yerel baglantili oldugu ve dolayisiyla yayla (yol) baglantili
oldugu varsayilir. Ancak bu hala MLC varsayimi olarak adlandirilan acik bir
problemdir. Buna bagl olarak, fuzzy Mandelbrot ciimlesinin yayla baglantili olmas1

acik bir problemdir.
Boliim 4.2. Fuzzy Mandelbar Ciimlesi

Yinelenen anti-holomorfik polinomlarin dinamik davraniglar1 ve ¢atallanma
diyagramlari arastirilarak Crowe tarafindan Mandelbar ciimlesi kesfedilmistir [60].
Bu polinomlar siradan polinomlarin karmasik eslenigidir ve bdylelikle ikinci
yinelemeleri holomorfik polinomlardir. Literatiirde Mandelbar ve Tricorn adi ile
bilinen ciimlenin farkli adlara sahip olmasinin nedeni ayni1 zaman dilimleri igerisinde
farkli arastirmacilar tarafindan incelenmis olmasidir. Ayrica Mandelbar climlesinin

ana ¢ikis noktasi iterasyon fonksiyonunun kuadratik esleniginin tercih edilmesi ve
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Mandelbrot climlesinin ana olusum yapisi igerisinde insa edilmesidir. Tricorn ise reel
kiibik  polinomlarin  parametre uzayindaki bdlgesel incelemeleri sonucu

bulunmasindan dolay1 bu ad1 almistir.

Mandelbrot ciimlesinin fuzzy anlamda incelemesi ile ilgili literatiirde [27] ¢alismast
var olmasma ragmen Mandelbar climlesi icin fuzzy yaklasim ile ilgili higbir

caligmaya rastlanmamaistir.

Fuzzy Mandelbrot climlesinin taniminda kullanilan kuadratik yineleme fonksiyonu
]
yerine £ (0) :[ ! (0)} +c iterasyon fonksiyonu kullanilarak elde edilen

climleye fuzzy Mandelbar ciimlesi ad1 verilmistir. Fuzzy Mandelbrot ciimlesiyle olan
benzerlikleri sebebiyle ayni yapisal diizen igerisinde bulaniklastirma islemi

yapilmasina karsin ortaya ¢ikardig: farkliliklar da bu alt boliimde agiklanmustir.

——
Tanim 4.2.1. z=0+0i baslangic noktas1 ile birlikte f" (O) = [ N (0)} +c

iterasyonu altinda :C — [O, 1] tiyelik fonksiyonu

1 , VneNigin

fck—l (0)‘
£2(0)

£10)=2
u(c)=

££(0)[>2 ve |£/7(0)| <2 olacak sekilde k € N igin

2

olmak iizere M, = {(c, ,u(c)) | ce (C} fuzzy climlesine, fuzzy Mandelbar climlesi

denir.

Fuzzy Mandelbar ciimlesinin yaklasik goriintimlerinin gri  6lgekli grafikleri,
bilgisayar sonsuzlugu isleyemedigi i¢in bazi artan sonlu iterasyon sayilari i¢in Sekil
4.24.°de verilmektedir. Maksimum yineleme sayisini artirarak, fuzzy Mandelbar
climlesinin art arda daha ayrintili gériiniimlerini elde ederiz. Bu grafiklerdeki parlak

pikseller daha yiiksek tliyelik derecelerine sahiptir.
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(d) n=10 (e) n=2 (f) n=15

Sekil 4.24. Sonlu maksimum iterasyon sayis1 n i¢in fuzzy Mandelbar climlesinin yaklasik goriiniimleri

Tanim 4.2.1.’¢ uygun olacak sekilde fuzzy Mandelbar ciimlesindeki bir noktanin

tiyelik derecesini belirleyecek yeni bir algoritma asagida verilmistir.



Algoritma: Fuzzy Mandelbar ciimlesi iiyelik derecesi algoritmasi

Output . 1(c)

end

o R

end

Data . 2,=0+i0

Input : ceC, neN

1 . for 1<k to n do

2 : 2 =az+c

3 : if |ul<2

4 pu(c)=1

5 elseif |z,|>2and |z,_|<2

#(c)=|zl/|z]

end

Sekil 4.25. Verilen bir ¢ karmasik sayisinin fuzzy Mandelbar ciimlesine iiyelik derecesi algoritmasi

89

Asagidaki orneklerde secilen bazi noktalar i¢in bu algoritmay1 uygulayarak tyelik

dereceleri belirlenmektedir.

Ornek 4.2.1. 7 =0+0i ile baslayalim ve ¢ =—1 sayisina algoritmay1 uygulayalim.

7, =0
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O halde her neN igin

TG (O)‘ <2 oldugundan y(—l)zl bulunur. Boylece

(—1, 1) eM,,, elde edilir.

Ornek 4.2.2. 7=0+0i ile baslayalim ve ¢ =i sayisina algoritmay1 uygulayalim.

% =0
=2 . .
z,=0"+i=i

=1 +i=—1+i

o=("T+i) +i=3i

24 =(3’_i)2+i=—9+i

Elde edilen {(), i, —1+1i, 3i, —=9+i, } dizisi sonsuza 1raksaktir ve c¢=1i noktasi

klasik Mandelbar cilimlesinin eleman1 degildir. k=3 iterasyon adiminda

L7 (0)|=-1+i| =2 <2 ve 17 (0) =Pi|=3>2 oldugundan
2

uli)= ]f: Eg; = g 2(.47 bulunur.

Ornek 4.2.3. z=0+0i ile baslayalim ve ¢ =—— sayisina algoritmay1 uygulayalim.

% =0
— 1+i 1+i
Z:O2 - =
! 2 2
—\2
1+ 1+i 1
Zz__ - =
2 2
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13 i) 1+i 281 29i

=6 4] 2 256 32

281 200\  1+i _57905_ 610l
256 32 ) 2 65536 4096

— +
2 4294967296 134217728

57905 610L ’ N I+i 4028410783 420387269i
65536 4096

O halde ortaya ¢ikan

oﬂ 13 . i13 i 281 +@ 57905 6101 _4028410783+420387269i
27274 216 47256 32765536 4096° 4294967296 134217728

. 1+i ) N ..
dizisi sonsuza iraksaktir ve ¢ :T noktasi klasik Mandelbar ciimlesinin elemani

degildir. k =7 iterasyon adiminda

_|57905 6101 /12881872481

6
f(“"j( )H65536 4096| 65536

2

~1.73<2,

=326>2

(& 4294967296 134217728 | 4294967296

£ (o)‘ _ ‘_ 4028410783 4203872691 _ /197194960316363714753

s (o)‘ J12881872481
oldugundan ,u(l_ﬂj = (72 ) = 65536 =(.53 bulunur.
2 ) £, (0)‘ J197194960316363714753
5] 4294967296

Ornek 4.2.4. z=0+0i ile baslayalim ve ¢=-1.9999999999999-10""i sayisina

algoritmay1 uygulayalim.
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7, =0

z, =—1.9999999999999 —10~""i

2, =1.9999999999997002 — 4.9999999999998 x 10" i

2, =1.9999999999989009 +1.89999999999962 x 10"
z, =1.9999999999957034 —7.699999999994304 x 10~
z: =1.9999999999317541-1.228999999985951x 10~
zZ, =1.999999999727117 +4.914999999776056 x 10"
z, =1.9999999989085655 —1.966099999642178 x 107" i
75 =1.9999999956343228 +7.864299994276975x10 i
2o =1.9999999825367727—-0.000003145729990844191i
230 =1.999999930137295+0.000012582909853507568i
Z,, =1.9999997203909556—0.000050331647655878034i
23, =1.9999988790307257+0.00020132655247714435i
733 =1.9999954755918785-0.0008053057685468185i
7, =1.9999812538707031+0.003221215777123355i

75 =1.9999146396032468-0.01288474234783852i

26 =1.9994925491141142+0.05153676968791633i

0] halde ortaya ¢ikan dizi sonsuza  1raksaktir  ve  bdylece

¢ =-1.9999999999999 —10"""i noktas1 klasik Mandelbar ciimlesinin elemani
degildir. Ancak k=16 iterasyon adiminda

f(15 | (0)‘ =(1.9999146396032468 —0.01288474234783852i]

-1.9999999999999-10"! i

=1.9999561450903753
<2

-1.9999999999999-10"" i

‘f(m ) (O)‘ = |1 .9994925491141142 + 0.05153676968791633i|

=2.0001566170159584
>2

oldugundan



93

1.9999561450903753 =0.99
2.0001566170159584

15
(14— ij B 4—1.9999999999999—10"li) (O
M > )7 )(O

)_
T om0 (0)]
bulunur.
Ornek 4.2.5. z=0+0i ile baslayalim ve ¢ =3i sayisina algoritmay1 uygulayalim;
7, =0

7, =0 +3i=3i

2, =30 +3i=-9+3i

O halde ortaya cikan {O, 3i, —9+3i, } yoriingesi sonsuza iraksaktir ve bdylece
¢ =3i noktasi klasik Mandelbar ciimlesinin elemani degildir. Ancak k =1 iterasyon

adiminda ‘ f(gi) (O)‘ = |0| <2 ve

f(;) (0)‘ =[3i|=3>2 oldugundan

=— =0 bulunur.

Bu orneklerde bazi karmasik sayilarin iiyelik dereceleri ayri ayri1 hesaplanmistir.
Simdi, karmagik diizlemin tamaminda iterasyon sayisi sonsuza iraksarken olusan
fuzzy Mandelbar climlesinin grafiginin olusum asamalarini bazi iterasyon adimlari

icin geometrik ve cebirsel agidan ayr1 ayr1 inceleyelim.

Ik olarak, iiyelik derecesi ,u(c)zl olan noktalar incelenirse her neN igin

fr (O)‘ <2 esitsizligi saglandigindan bu durumda iiyelik fonksiyonunun tanim

ctimlesi klasik Mandelbar climlesi olup goriintii climlesi {1} olur. Sonug olarak fuzzy

Mandelbar ciimlesinin yiiksekligi 1 olan gobek ciimlesi, klasik Mandelbar
climlesinin noktalarindan olusmaktadir. Bu durum asagidaki Sekil 4.26.’da

gorilmektedir.
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Sekil 4.26. Fuzzy Mandelbar ciimlesinin gébeginin {i¢ boyutlu goriiniimii

Simdi fuzzy Mandelbar climlesinin olusum asamalarim1 gorsellestirmek {izere

y(c) #1 iken bazi iterasyon adimlarini ayr1 ayri inceleyelim.

1. k =1 durumu:

Tanim 4.2.1.’e gore ,u(c):0 olup |c|>2 sartin1 saglayan karmasik sayilari icin

tanimhidir. Dolayisiyla c¢=r-e” olarak ifade edilirse tanim ciimlesi kutupsal

koordinatlar yardimiyla 7.K.= {(r, 9) ‘ |r| >2,0<60< 27r} olarak verilir. Boylece

tanim ctimlesinin grafigi asagidaki gibidir.

S rrsee———wrspmmmmmmmmmmmms
e e

Sekil 4.27. k=1 iterasyon adimi i¢in tanim ciimlesi grafigi
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Ayrica k=1 iterasyon adiminda u:@—){O} tiyelik fonksiyonunun grafigi de

asagida verilmistir.

Sekil 4.28. k=1 iterasyon adimi igin ,u(c) tiyelik fonksiyonunun grafigi

. k =2 durumu:

£1(0)
£2(0)

‘Ez+c‘>2 esitsizligini saglayan c¢e€C noktalart i¢in tamimhidir. Kutupsal

Tanim 4.2.1."e gore ,u(c) =

seklindedir dyle ki iiyelik fonksiyonu || <2 ve

koordinatlar yardimiyla ¢ =r-¢” almarak
<2 ve \ﬁe—” +rel’l>2 (4.2)
esitsizliklerinin ¢6ziim climlesi x tlyelik fonksiyonunun grafigini verir.
|r| <2 esitsizligi 2 yarigapli merkezil birim kapali yuvari ifade eder. Diger taraftan
2

rle ™ 4 el =2

denkleminin kokleri:
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n=A+B+C
n=A-B+C
rn=A+B-C
rn=A-B-C

olarak bulunur dyle ki

A=—%€_3i9 (1+66i9)’

-3i0 3[~ 3i0
B:l _2+le—6i9(1+e6i.9)2+€ D_47\/§e ’
23 32 3D

. . . 2\ 3
' A0 _3i9 3 3i0 46—319 1+e619 _e—9L€ 1+6619
Czl _ﬂ+le—6ze(l+esze) _e D+47\/§e _ ( ) ( ) ,
2,/ 32 32 3D 2 1 i coeD 473267
4. /-=+—e ’@+e’) -
3 4 332 3D

2
D = J\/(2906919 _10863i9 (1 + eGiH )2) n 415292e18i0 _108e3i9 +74e9i9 _108e15i9

olacak sekildedir. Sonu¢ olarak (4.2) esitsizlik sisteminin ¢éziimiinden x tiyelik

fonksiyonunun tanim ciimlesinin grafigi asagidaki gibi ¢izilir.

Sekil 4.29. k =2 iterasyon adimi igin tanim ciimlesi grafigi
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Ayrica k=2 durumunda /J:C—)(O,l) tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.

Sekil 4.30. k =2 iterasyon adimi igin ,u(c) iyelik fonksiyonunun grafigi

iii. kK =3 durumu:

£2(0)
£2(0)|

>72 esitsizliklerini saglayan c¢eC noktalar1 igin

Burada Tanim 4.2.1.’e gore ,u(c):

seklindedir oyle ki iiyelik fonksiyonu

—2 2 —=)\?
‘c +c‘£2 ve (c +c) +c

tanimlidir. Kutupsal koordinatlar yardimiyla ¢ =r-e" alinarak
e 4 rei| <2
‘r4e4i‘9 +2r°e” +rfe™ + re’p‘ >2

esitsizliklerinin ¢6ziim ciimlesi x iiyelik fonksiyonunun tanim ciimlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.
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Sekil 4.31. k=3 iterasyon adimu igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=3 durumunda /J:(C—)(O, 1) tyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.

Sekil 4.32. k=3 iterasyon adim1 igin y(c) tiyelik fonksiyonunun grafigi

iv. k =4 durumu:

£(0
Burada Tanim 4.2.1.e gore ,u(c)= Iz EO; bulunur ve iiyelik fonksiyonu
, _\2 oV e 5
(c +c) +c[<2  ve (c +c) +c| +c|>2 esitsizliklerini  saglayan ceC

noktalari i¢in tanimhdir. Kutupsal koordinatlar yardimiyla ¢ = r-e” alinarak
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r*e*® +2r%e" + 1’ + re?| <2

—2i0 —2i0 4 4i0

e 0 4+ 47700 1 6r%7 + 2% 1+ 4% + 4rte™ 4 rt*e*? 1 217" + rte 0 4 re| > 2

esitsizliklerinin ¢6ziim cilimlesi 4 tyelik fonksiyonunun tanim ciimlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.

=2 -1 0 1 2

Sekil 4.33. k =4 iterasyon adimi igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=4 durumunda ,u:(C—)(O, 1) iyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.

Sekil 4.34. k =4 iterasyon adimi igin y(c) iiyelik fonksiyonunun grafigi
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v. k =5 durumu:

£2(0)
£2(0))

((52 re) +5)2 +e [((& ve) +c)2 +Ej2 e

¢ € C noktalar1 i¢in tanimlidir. Kutupsal koordinatlar yardimiyla ¢ =r-¢” alinarak

Burada Tamm 4.2.1.°¢ gore u(c)= seklindedir dyle ki iiyelik fonksiyonu

<2 ve >2 esitsizliklerini saglayan

e . N > ) . A Ny . .
r3e 80 1 4r7 e £ 6% + 2% 1 4" +4rte ™ + rte*? + 213" + rle ™ +re?| <2

2

. ) \2 ) )
‘[((rzem +re ) + re’g) +re | +re?

>2

esitsizliklerinin ¢6zlim ciimlesi x iiyelik fonksiyonunun tanim climlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.

Sekil 4.35. k=5 iterasyon adimi igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=5 durumunda y:C—)(O,l) tyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.
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Sekil 4.36. k=5 iterasyon adimi igin y(c) tiyelik fonksiyonunun grafigi

vi. k =6 durumu:

£2(0)
£2(0))

Burada Tanim 4.2.1.°e gore ,u(c) = seklindedir dyle ki liyelik fonksiyonu

2

‘(((62+5)2+0)2+Ej +e|<2 ve [(((52+6)2+5)2+CT+5I+C o

esitsizliklerini saglayan c¢eC noktalar1 i¢in tanimlidir. Kutupsal koordinatlar

yardimiyla ¢ = r-e” alinarak

2

2
. A\2 . . .
‘(((rzew + re”g) + re‘e) + re‘ej +re"

<2

2

2
) N2 2 . . .
L((( rle " + re’g) +re ) +ré | +re | +re>2

esitsizliklerinin ¢6ziim ciimlesi # iiyelik fonksiyonunun tanim climlesini olusturur

ve grafigi asagida verilmektedir.
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-2

=2 -1 0 1 2

Sekil 4.37. k=6 iterasyon adimi igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=6 durumunda ,u:(C—)(O, 1) iiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.

Sekil 4.38. k =6 iterasyon adim1 igin ,u(c) iiyelik fonksiyonunun grafigi

vii. k =7 durumu:

£2(0))
£1(0)

Burada Tanim 4.2.1.°¢ gore ,u(c) = seklindedir oyle ki tiyelik fonksiyonu
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2

2 2
+c|<2 ve ((((c2+5)2+c) +Ej +c] +c | +c/>2

2

u((zz e +E)2 +c)2 +EJ

esitsizliklerini saglayan c¢eC noktalart igin tanimlidir. Kutupsal koordinatlar

yardimiyla ¢ =r-¢” alinarak
2

2
) N2 \2 . ) )
L((( rle " + re’e) +re ) +ré | +re | +re<2

2

2
2
2
((((rzew + re”g) + re’e) + re’gj + re’gJ +re? | +re?|>2

esitsizliklerinin ¢6ziim ciimlesi 4 tyelik fonksiyonunun tanim ciimlesini olusturur

ve grafigi asagidaki gibi verilmistir.

Sekil 4.39. k=7 iterasyon adimi igin tanim ciimlesi grafigi

Ayrica k=7 durumunda ,u:C—)(O,l) tiyelik fonksiyonunun grafigi asagidaki

sekilde verilmistir.
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Sekil 4.40. k=7 iterasyon adimi igin ,u(c) tiyelik fonksiyonunun grafigi

Boyle devam edilerek bulunan kokler yardimiyla iiyelik fonksiyonunun her bir
iterasyon adimi i¢in tanim ve goriintii ciimleleri elde edilerek grafikleri buna bagh
olarak cizilebilmektedir. Diger taraftan bilgisayar programlari araciligiyla girilecek
sonlu maksimum iterasyon sayis1 ve yayilma araligi i¢in fuzzy Mandelbar ciimlesinin

yaklasik grafigini ¢izmek miimkiindiir. Bu amagla asagidaki algoritma verilmistir.
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Algoritma: Fuzzy Mandelbar ciimlesi grafigi
Input . neN,rangea,b, stepsize
Data . 2y=0+i0, c=a(l)+ib(m)
Output . surface( )
1 . for 1«1 to length(a)
2 . | for 1<m to length(a)
3 : for 1<k to n do
4 : 2 =2, +c
5 . if |z]<2
6 . u(c)=1
T elseif |z.|>2and |z, |<2
8 : #(c)=|zcl/]zd
9 . end
10 . end
11 . end
12 . end
13 . end
14 . draw p:[rangea]x[rangeb]—[0,1]

Sekil 4.41. n ig¢in fuzzy Mandelbar ciimlesinin grafik algoritmasi

Bu algoritmaya dayali olarak maksimum iterasyon sayist n=2000, yayilma aralig
—2<a<2 ve -2<b<2, adim biyiikligli 4/300 alinarak fuzzy Mandelbar

climlesinin daha net gri 6l¢ekli bir goriintiisii Sekil 4.42.°de verilmistir.
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Sekil 4.42. n=2000 i¢in fuzzy Mandelbar ciimlesi

Daha sonra performans degerlendirmesi i¢in 1.20GHz CPU ve 16GB RAM’e sahip
Intel(R) Core(TM) i3-1005G1 {izerinde dl¢limler yapilmistir. Asagida grafigi verilen

zamanlar, tiikketilen kullanici CPU zamanini ifade etmektedir.

0.05

0.045

0.04 1

0.035

0.03 |

0.025

Merkezi islem Birimi Zamani (saniye)

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
n (iterasyon Sayisi)

Sekil 4.43. CPU zamanina dayal1 performans profili

Fuzzy Mandelbar climlesinin geometrik yapisini ayrintili olarak inceledikten sonra
devaminda bu fuzzy climlenin matematiksel yapis1 ve topolojik o6zellikleri

incelenecektir.
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Lemma 4.2.1. Fuzzy Mandelbar ciimlesinin M BAR, ={(c,,u(c))‘ |c| >2, ce(C} alt

climlesi bos fuzzy ciimledir.

Ispat. ,u(c) =0 olmasi igin gerek ve yeter sart |c| > 2 oldugunun kanitlanmasidir. ilk

olarak, u(c)zO oldugunu kabul edelim. O halde bir keN igin

fck—l (0)
££(0)

’dir. Ancak bu durum sadece k=1 iterasyon

£1(0)= [ ! (0)}2 +c iterasyonu altinda

‘zO oldugu anlamma gelir.

Yani,

£71(0)=0 ve [££(0)|=le

adimi i¢in saglanir. Boylece ‘ 1 (O)‘ =0<2 ve ‘ f! (O)‘ = |c| > 2 bulunur.

Aksine,

c|>2 oldugunu varsayalim. Baslangig noktast f’ (0)20 ile birlikte

£1(0)= [ Vi (0)}2 +c iterasyonunu uygularsak f.'(0)=0"+c elde ederiz. O halde

f! (O)‘=|c| >2 kosulu ilk iterasyon adiminda saglanmis olur. Buradan

= H =0 bulunur ki bu da ispat1 tamamlamis olur.
c

Sonug¢ 4.2.1. Fuzzy Mandelbar ciimlesinin destegi supp (M BAR) ={c||d<2} kapal

dairesidir.

Teorem 4.2.1. Fuzzy Mandelbar ciimlesi M, , reel eksene gore simetriktir.
. —}
Ispat. Herhangi bir ¢ karmasik noktasmma f (0) = [ £ (O)} +c, neN

iterasyonunu uygulayalim. Oncelikle y(c)zl oldugunu varsayarsak her n dogal

sayist i¢in | £ (0)‘ <2 elde edilir. Dolayisiyla, herhangi bir karmasik sayinin modiilii

ile esleniginin modiiliiniin esit olmas1 6zelligine goére her n dogal sayist igin

fr (O)‘ 2 sonucuna ulasilir. Bu durumda u(E) =1 elde edilir.

c
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Diger taraftan, herhangi bir £ dogal sayis1 i¢in ‘ fh (O)‘ >2 ve ‘ VA (O)‘ <2 iken

fck—l (O)
£(0)

A (O)‘ >2 ve ‘ £ (0)‘ <2 oldugu goriilmektedir. Bdylece

O

‘ oldugunu varsayalim. Agik bir sekilde keN degeri icin

elde edilir. Sonug olarak ,u(E) = y(c) oldugundan ispat tamamlanir.

Fuzzy Mandelbrot ciimlesinde oldugu gibi fuzzy Mandelbar ciimlesinin de reel
eksene gore simetrik olmasinin yan sira fuzzy Mandelbrot ciimlesinden farkli olarak
bu fuzzy ciimle bir diger simetri 6zelligine de sahiptir. Bu simetri durumu asagidaki

teoremde ifade edilmistir.

Teorem 4.2.2. Fuzzy Mandelbar ciimlesi M,,,, orijin etrafinda 27/3 radyan

donme simetrisine sahiptir.

Ispat. Herhangi bir ¢ € C noktasinin orijin etrafinda 27 /3 radyan dondiiriildiigiinde

iiyelik derecesinin degismez kaldigii, yani w=e”™” karmasik sayist igin

y(w-c)z ,u(c) oldugunu tiimevarim yardimiyla ispatlayalim. Ancak tiimevarima

baslamadan once

i =, (juf* =1

oldugundan w=#" esitliginin var olduguna dikkat edelim.
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i. Ik iterasyon adiminda f, (0)=w-c ve f/(0)=c oldugundan
f1.(0)=w- £1(0) elde edilir.

ii. Tkinci iterasyon adiminda f, (0) = (w_c)2 +w-c ve ff (O) =¢” +c oldugundan

fjc(O)z(w-c)2+w-c=v_v2-52+w-c=w-52+w-c=w-(c_’2+c)=w-ﬁ2(0)

elde edilir.

2
. 2
iii.  Uglinci  iterasyon  adiminda 2 (0) = ((W . c) +w- cj +w-c ve

2

£2(0)=("+¢| +c oldugundan

elde edilir.
iv. m—1. iterasyon adimmnda f" (O) =w- f"! (0) oldugunu kabul edelim.

v. m . iterasyon adiminda kabulden yola ¢ikarak
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elde edilir. Boylece tiimevarim tamamlanir. Dahasi,

£ (0)] =w- £ (0)
£(0)
27il3 fcm (0)‘

=[vl

e

esitliginde |W| _ | p27i3

=1 oldugu goz Oniine alinirsa

|£2.(0) =] £ (0) 4.3)

denklemi elde edilir. O halde bu durum fiyelik fonksiyonunu tespit etmek i¢in

yeterlidir. Ilk olarak, ,u(c) =1 oldugunu varsayalim. Boylece, her n dogal sayisi i¢in

fr (O)‘ <2 esitsizligi saglanmaktadir. (4.3) denklemine gore

£ (0)=|£"(0) <2

var oldugundan ,u(w~c) =1 bulunur. Yani, ,u(w~c) = ,u(c) esitligi elde edilir.
Ikinci olarak, u (c) #1 ise her bir m dogal sayisi i¢in (4.3) denklemine gore

£ (0)
£ (0)

I

I

=
—~

o
~

pu(w-c)=

esitligi tekrar saglanir. Boylelikle ispat tamamlanir.
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Teorem 4.2.3. 0 < <1 igin fuzzy Mandelbar ciimlesinin kuvvetli « —kesit climlesi

M,,.** smirh ciimledir.
Ispat. Lemma 4.2.1.e gore |c|£2 olmasi igin gerek ve yeter sart ,u(c)>0

olmalidir. Béylece, M ,,,** ciimlesinin smirl oldugu agik bir sekilde goriilmektedir.

Teorem 4.2.4. 0 < <1 igin fuzzy Mandelbar ciimlesinin kuvvetli « —kesit climlesi

M, .** baglantili ciimledir.
ispat. M,,,“" olacak sekilde M,,** alt ciimlelerini ele alalim. O halde

o [ (0t (0] 5

- a+
ceMpp

icin He. (c) = veya He, (c) = /3 olacak sekilde ceM,,,** noktas vardir 6yle ki
1> > dir. Ancak, >0 i¢in
e‘}}:E [ﬂa (C),ﬂ@ (C)] -

oldugundan He. é, (c);tO elde edilir. Boylece 61 ﬁéz =@ olacak sekilde bostan

farkli M ,,,*" alt ciimleleri vardir. Sonug olarak,

olacak sekilde siradan bos ciimle & ve kuvvetli o —kesit ciimlesi M ,,,*" *dan farkl

olarak higbir C,,C, = M,,,** ciimleleri yoktur. Bu durum O<a <1 igin M,

a+

climlesinin baglantili oldugunu gostermektedir.

Teorem 4.2.5. 0<« <1 i¢in fuzzy Mandelbar ciimlesinin kuvvetli « —kesit ctimlesi

M, basit baglantili ciimledir.
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Ispat. Fuzzy Mandelbar ciimlesinin kuvvetli « —kesit ciimlesinin tiimleyeni
C\M,,"" = {C| Moy, o (C) < al}

seklindedir 6yle ki 0<e, <1 i¢in 1—a =¢, ’dir. K ciimlesi kompakt ve F ciimlesi

kapali olacak sekilde C\M,,,”" =K UF ayrik bilesimi ele alinsmm. 0< < ¢

BAR

olmak tlzere

Hooit g (c)= max [ﬂk (¢). stz (c)] =p

ceC\M gz

sartryla gz, (c) =p ve u; (c) = f3 olacak sekilde ceC\M,,,*" noktas: vardur.

Dahasi, K N F =& oldugundan

My (€)= min [:“12 (¢). 4tz (c)] =0

ceC\M g,z

seklindedir. Eger 1 (c) =0 oldugunu varsayarsak F = {c ||c| < 2} bulunur. Ancak

bu durum F ciimlesinin kapali olmasiyla gelisir. Bu yiizden He (c):() oldugunu

varsayarsak

F:{c|,uk(c):,8} ve Kz@z{c||c|<2}

bulunur. Ancak bu durum da K ciimlesinin kompakt olmasiyla gelisir. Bu yiizden

K Kklasik bos bir ciimledir. Sonug olarak, fuzzy Mandelbar ciimlesinin kuvvetli o —
kesit climlesinin tliimleyeni, herhangi bir kompakt ve kapali climlenin ayrik bir

birlesimi olarak verildiginde, bu kompakt ciimle bos ciimle olmalidir. Bu gergege

gore, 0<a <1 igin M, *" = {c | u(c)> a} ciimlesi basit baglantilidir.



Sonug 4.2.2.

1. ,u|R (c) R—> [O, 1] tiyelik fonksiyonu parcali siireklidir.

ii. 0<a<l igin fuzzy Mandelbar ciimlesinin kuvvetli

M, = {c| u(c)> a} simirl cimledir.

iii. 0<a<l1 i¢in fuzzy Mandelbar ciimlesinin kuvvetli

M, = {c | u(c)> a} baglantili climledir.

iv. 0<a<l i¢cin fuzzy Mandelbar cilimlesinin kuvvetli

M, = {c | u(c)> a} basit baglantili cimledir.
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a —kesit cumlesi

o —kesit cumlesi

o —kesit cumlesi

v. My, = {c ‘ u(c)= 1} ciimlesi, klasik Mandelbar M ,, ciimlesine karsilik gelir ve

M, ciimlesinin bostan farkli, kompakt ve basit baglantili oldugu bilinmektedir.

vi. Fuzzy Mandelbrot ciimlesinden farkli olarak fuzzy Mandelbar ciimlesi orijin

etrafinda 277 /3 radyan donme simetrisine sahiptir.



BOLUM 5. GENELLESTIRILMIS FUZZY MANDELBROT VE
FUZZY MANDELBAR CUMLELERI

5.1. Genellestirilmis Fuzzy Mandelbrot Ciimleleri

Fuzzy Mandelbrot climlesinin en 6nemli 6zelligi klasik Mandelbrot ciimlesine ait olan
ya da ait olmayan her bir karmasik noktasi i¢in yineleme fonksiyonu ile birlikte bir
tiyelik derecesi tanimlayabilmektir. Boylelikle ortaya ¢ikan siiregte her bir adimda
elenen noktalar fuzzy anlamda tekrar hayata geri doner. Bu durumun genellestirilmis
fuzzy Mandelbrot ciimlesi i¢inde gecerli olabilmesi adina izlenebilecek alternatif

yollar asagidaki gibi verilebilir:

i.  Kuadratik  yineleme fonksiyonunda  iterasyon  kuvveti  artirilarak
£(0)= ( 1" (O))p +c¢, p>2, peZ' kullanilir. Literatiire gore sadece peZ”

durumu i¢in degil ayn1 zamanda peZ ve peQ) durumlan i¢inde genellestirme

yapilmaktadir.

ii. Fuzzy Mandelbrot ciimlesinde z, — (ZH )2 +c¢ iterasyon adimlari uygulanirken z

ve ¢ karmagsik sayilar1 yerine bi-kompleks sayilar, tri-kompleks sayilar, quadri-

kompleks sayilar veya hiper-kompleks sayilar kullanilir.

iii. Hem iterasyon kuvveti ayn1 anda degistirilerek farkli farkli say1 climleleri iizerinde

tiyelik dereceleri ayr1 ayr1 hesaplanir.

Ayrica bu durumlara ek olarak literatiir tarama asamasinda karsilasmadigimiz
durumlar da olabilir. Ancak bu alt boliimde lizerinde izlenecek yontem olarak 1. sikki
tercih edilmistir. Boylece iterasyon fonksiyonunun kuvvetinin degistirilmesine ek

olarak fuzzy mantigin kullanilmasi genellestirilmis Mandelbrot climlelerine yeni bir
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anlam kazandirir. Bu alt bolimde genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimleleri
tamitildiktan sonra matematiksel ve grafiksel yapisi incelenmistir. Iterasyon
fonksiyonunun farkli kuvvetleri i¢in ortaya ¢ikan genellestirilmis fuzzy Mandelbrot
climlelerinde bazi noktalar i¢in iiyelik derecesi hesaplamalar1 yapilmistir ve konumlari
tespit edilmistir. Kuvvetlerin degismesi onceki bolimde ¢alisilan fuzzy Mandelbrot
climlesine ilave olarak genellestirilmis fuzzy ciimlelerin yeni bir simetri 6zelligine
sahip olmasina sebep olacagindan bu fuzzy ciimlelerin sahip olduklar1 simetri
ozellikleri arastirilmistir. Bu yaklagimin sonucu olarak genellestirilmis fuzzy

Mandelbrot climleleri asagidaki sekilde tanimlanmistir.

Tammm 5.1.1. z=0+0i baslangi¢ noktasi ile birlikte p>2, peN olmak iizere

f(k ) (0)= [ f(k’l) (O)T +c iterasyonu altinda x:C — [O, 1] tiyelik fonksiyonu

PsC psC

I, VneNign |f7 (0) <32,

w(e)=1| 5 (0)

i (0)

2

f(k )(0)‘>p_12ve

p.c

Fi (O "2 olacak sekide k <N g

olmak iizere
M?P = {(c,y(c))| ce (C}

ciimlesine genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesi denir. Ozel olarak p=2 igin
Boliim 4.1.°de tanitilan ve 6zellikleri arastirilan fuzzy Mandelbrot ciimlesi ve p=3

i¢cin [93] makalesinde tanitilan ve 6zellikleri arastirilan fuzzy Mandelbric ciimlesi elde

edilir.

p kuvvetinin 6zel se¢imleri i¢in genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlelerinin

grafikleri asagida verilmistir.



Sekil 5.1. p =3 i¢in fuzzy Mandelbric ciimlesi

Sekil 5.2. p =4 i¢in genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesi

Sekil 5.3. p =5 i¢in genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesi

116



117

i 'I'"\ I
M‘I i

Sekil 5.4. p =6 i¢in genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesi

Sekil 5.5. p=10 igin genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesi

(iﬂf""\‘ﬁh‘q Mﬁ m }: }TVL :T

2" 2

Sekil 5.6. p =100 i¢in genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesi

Ozel olarak, p=3 durumu icin ortaya ¢ikan fuzzy Mandelbric ciimlesinin her bir

iterasyon adimu i¢in grafik incelemesini yapalim.
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(d)n=5 (e)nle (f) n=15

Sekil 5.7. Baz1 yineleme adimlari igin fuzzy Mandelbric climlesinin grafikleri

Ayrica grafikler dikkatli incelenirse belli bir iterasyon adimi sonrasinda ortaya ¢ikan
grafikler sekilsel bakimdan birbirine ¢ok yakindir. O halde n =200 iterasyon adimi

i¢in ¢izdirilen fuzzy Mandelbric climlesinin detayli goriiniimleri agagida verilmistir.
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(a) genlik:35", yiikseklik:28’ (v) stten goriiniim

(c) yandan gériiniim (d) onden goriiniim
Sekil 5.8. Fuzzy Mandelbric ciimlesinin farkli bakis agilari ile goriiniimleri
LemmaS5.1.1. M = {(c, ,u(c)) | ce (C} genellestirilmis fuzzy climlesi bos olmast i¢in

gerek ve yeter sart |c|>"/2 olmasidr.

Ispat. Varsayalim ki 1\715’ = olsun. Bu durumda y(c) =0 iken herhangi k e N i¢in

=0 bulunur. Yani ‘ f(’;_cl) (0)‘=0 olmalidir. Yineleme fonksiyonu

£ (0)=(£53(0)) +c  oldugundan  dolays ‘(f(’;?i) (0))

£ (0)=¢|=0 oldugu

k
pc

saglanir. Boylece iiggen esitsizligi kuralindan ‘ T (0)‘ —|d <
goriliir. Yani |c|—‘ f('; 9 (0)‘ >0 bulunur. Ancak Tanim 5.1.1.”e gore ‘ f('; 9 (0)‘ >

esitsizligini saglamalidir. Sonug olarak |¢|>"/2 elde edilir.

Diger taraftan |c|>"~/2 oldugu kabul edilirse ‘ f(lp’c) (0)‘ =lc|>" 2 bulunur. Daima

i )(O) =0 esitligi vardir 6yle ki ‘ f((;,,c) (O)‘ =0< "2 oldugu goriiliir. Sonug olarak

pc
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tiyelik derecesine bagli olarak Mé’ = esitligi gorilliir. Bylece ispat tamamlanur.

Lemma 5.1.2. Genellestirilmis fuzzy Mandelbrot destek climleleri
supp(M”):{ce(C‘ |c|£”11/§}

seklinde ifade edilir.

Sonu¢ 5.1.1. Lemma 5.1.2.°ye gore, baz1 genellestirilmis fuzzy Mandelbrot destek

climlelerinin sinirlarini belirlemek i¢in asagidaki esitsizlikler gecerlidir.

i. Her cesupp(MZ) igin |c[<2,

ii. Her cesupp(M3) igin |c| <v/2 =141,
iii. Her c e supp(M*) igin || <3/2 =125,
iv. Her cesupp(MS) icin |c| <42 =1.18,
v. Her cesupp(M6) igin |c| <2 =1.14.

o _ .. k [ pka P . . :
rnek 5.1.1. p =3 olmak iizere f( .c) (Z) = [ f( (z)] +c 1iterasyon fonksiyonu ile

psc)

birlikte z=0+0i ve ¢ =i secelim.

f((S),i) (0) =0

f(lil.) (O) =0’ +i=i

f(;i) (0) =i +i=0
(0)
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Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {O, ,0,1,0, } iterasyon dizisinde VneN i¢in

3,1)
elde edilir.

fé (O)‘ <2 saglanir. Bdylece iiyelik derecesi £(i)=1 bulunur. Yani, (i,1)e M’

Ornek 5.1.2. p=4 olmak ii k [ (] +e it fonksi il
rnek 5.1.2. p =4 olmak iizere f(p’c)(z)— T (z) ¢ iterasyon fonksiyonu ile

p.c)

birlikte z=0+0i ve ¢ =i secelim.

f(g,i)(o)zo

[ (0)=0"+i=i
fin(0)=i* +i=1+i

£ (0)=(14i) +i=—4+i

Bu duruma bagli olarak ortaya g¢ikan {O, i,1+i,—4+i,...} iterasyon dizisi k=2

iterasyon adiminda £ (0)=[i]=1<32 ve |f?,(0) =[+il=v2>32 sartlarim:
(4.0) (4.0)

4,i

saglar. Boylece ,u(i ) = L =0.7 iiyelik derecesine sahiptir.

2

> _ . k N k—1 p . . .
Ornek 5.1.3. p =5 olmak iizere f(p’c) (z) = [ f( (z)} +c¢ iterasyon fonksiyonu ile

pic)

birlikte z=0+0i ve ¢ =i se¢elim.
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(2i) +i=33i

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {O, 1,221,330, } iterasyon dizisi k =2 iterasyon

iy ()=l =142 ve

adiminda |f, ( )‘ = |2i| =2>42 sartlarini saglar. Boylece

u(i)=

=0.5 iiyelik derecesine sahiptir.

l\)l'—

Ornek 5.1.4. p =6 olmak ii k = (D +e it fonksi il
rnek 5.1.4. p =6 olmak iizere f(p’c)(z)— i )(z) ¢ iterasyon fonksiyonu ile

p.c

birlikte z=0+0i ve ¢ =i se¢elim.

f(g,i) (O) =0
fi6(0)=0"+i=i

o (0)=i" +i=~1+i
fon(0)=(=1+i) +i=9i

Bu duruma bagl olarak ortaya ¢ikan {O, i,—1+1, 9i,...} iterasyon dizisi k=2

fé,i) (’)‘ = |—1+ i| = \/5 > 2/5 sartlarini

iterasyon adiminda ‘ f(lai) (O)‘ = |l| =1< 3/5 ve

saglar. Boylece ,u( ) \/_ =~().7 iiyelik derecesine sahiptir.

Sonu¢ 5.1.2. c¢=i karmagik sayisinin p>2 durumunda genellestirilmis fuzzy

Mandelbrot ciimlelerindeki tiyelik dereceleri asagidaki gibi siniflandirilabilir:

Fi(0) =lil=1="32 ve

20 0)=[i+i=v2>"32

i. Eger p=4m ve meN ise

esitsizlikleri saglandigindan dolay1 u = (.7 tyelik derecesine sahiptir.

(')‘T
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ii. Eger p=4m+1 ve meN ise

(O] =li=15777 ve

2, (0)=21=2>2

=0.5 lyelik derecesine sahiptir.

N | =

esitsizlikleri saglandigindan dolayr (i) =

o (o)‘:|i|:13"1‘/§ ve

iii. Eger p=4m+2 ve meN ise

f(2 ( )‘—| 1+z|— 2>"2 esitsizlikleri saglandigindan dolay1 ()= =0

,,, 7

iyelik derecesine sahiptir.

fo(0) <42 esitsizligi

iv. Eger p=4m+3 ve meN ise VneN igin .

saglandigindan dolay1 u(i ) =1 tiyelik derecesine sahiptir.

Dolayistyla ¢ =i noktasinin iiyelik fonksiyonu periyodik fonksiyondur. Yani, her

meN i¢in

0.7 ,p=4m+2

() 1 ,p=4m+3

l)=

=07 p=dm+4a
0.5 ,p=4m+5

seklinde ifade edilebilir.

> _ . k N k—1 P . . .
Ornek 5.1.5. p =3 olmak iizere f(p’c) (z) = [ f( (z)} + ¢ iterasyon fonksiyonu ile

pc)

birlikte z=0+0i ve ¢ =0.5 secelim.

f(g,o.s) (O) =0
fis05(0)=0"+0.5=0.500
fi05(0)=(0.5)"+0.5=0.625
fir05)(0)=(0.625)" +0.5=0.744
f305(0)=(0. 744)’ +0.5=0.912
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05 (0)=(0912) +05=1.258

f(g,o.s) (O)

(1.258)" +0.5=2.494

Bu duruma bagl olarak ortaya ¢ikan {0, 0.500, 0.625, 0.744,0.912,1.258, 2.494, }

iterasyon dizisi k=6 iterasyon adiminda

Fi09(0)21.258<2 e

‘ f(g,oj) (0)‘;2.494>\/§ sartlarm saglar. Boylece 1(0.5)= ;i;i 0.504 iiyelik

derecesine sahiptir.

p.c

Ornek 5.1.6. p=4 olmak ii k [ (] +e it fonksi il
rnek 5.1.6. p =4 olmak iizere f(p’c)(z)— i )(z) ¢ iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve ¢=0.5 secelim.

f209(0)=0
fi05(0)=0"+0.5=0.5000
fii05(0)=(0. 5)" +0.5=0.5625
£i05)(0)=(0.5625)" +0.5 = 0.6001
£05(0)=(0.6001)" +0.5=0.6296
£305)(0)=(0.6296)" +0.5 = 0.6572
£05)(0)=(0.6572)" +0.5 = 0.6865
fir05)(0)=(0.6865)" +0.5=0.7222
£505(0)=(0.7222)" +0.5=0.7720
£305(0)=(0.7720)" +0.5 = 0.8552
fi0s)(0)=(0.8552)" +0.5=1.0351
fiios (0):(1 0351)" +0.5=1.6481

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan
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{0, 0.5,0.5625,0.6001,0.6296,0.6572,0.6865,0.7222,0.7720,0.8552,1.0351,1.6481, }

iterasyon dizisi k=11 iterasyon adiminda ‘ f(10 (0)‘;1.0351S3/§ ve

4,0.5)

\ fa (0)‘;1.6481>3/§ sartlarim saglar. Boylece y(O.S)z%;Oﬁ%l tiyelik

4,05)

derecesine sahiptir.

o _ . k . k1 p . . .
Ornek 5.1.7. p=3 olmak iizere f, , (z)= [ f; (z)} +c iterasyon fonksiyonu ile

pic)

birlikte z=0+0i ve ¢ =—1 segelim.

f((s),-l) (O) =0
f5(0)=0"+(-1)=~1
ooy (0)=(=1) +(-1)=-2
S (0)=(=2) +(-1)=-9

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {O, O,—l,—2,—9,...} iterasyon dizisi k=2

iterasyon adiminda ‘ f(1 (O)‘ =[-1|=1< J2 ve ‘ f(2 (—1)‘ =|-2|=2> J2 sartlarini

3,-1) 3,-1)

saglar. Boylece p(—1)=—=0.5 iiyelik derecesine sahiptir.

1
2

(") _ . k _ k-1 p . . .
rnek 5.1.8. p=4 olmak iizere f( ) (Z) = [ f( (z)} +c 1iterasyon fonksiyonu ile

p.c)

birlikte z=0+0i ve ¢ =—-1 secelim.
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fiay (0)=0"+(-1)=-1

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {O, -1,0,-1, } iterasyon dizisinde Va e N i¢in

f(Z’_I) (O)‘SQ/E saglanir. Boylece iiyelik derecesi y(—l)zl bulunur. Yani,

(—1,1) e M? elde edilir.

Sonu¢ 5.1.3. ¢=-1 karmagsik sayisinin p>2 durumunda genellestirilmis fuzzy

Mandelbrot ciimlelerindeki tiyelik dereceleri asagidaki gibi siniflandirilabilir.

i. Eger p=2m ve meN ise VneN i¢in

f(;l,,c) (0)‘ <\2 esitsizligi saglandigindan
dolay1r u (—1) =1 iiyelik derecesine sahiptir.

ii. Eger p=2m+1 ve meN ise

£ (o)\ —-1[=1<"2 e

f(2 (O)‘ :|—2| =2>"2 esitsizlikleri saglandigindan dolayi y(i) =

2

1
—=0.5 tiyelik
) Y

derecesine sahiptir.

Dolayisiyla ¢ =—1 noktasinin iiyelik fonksiyonu periyodik fonksiyondur. Yani, her

neN igin

1 ,Pp=2n
1=
,u( ) {0.5 ,p=2n+1

seklinde ifade edilebilir.

Son olarak, tamamiyla sanal veya gercek olmayan bir karmasik say1 i¢in asagidaki

Ornegi verelim.
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pc)

o _ . k _ k-1 r . . .
Ornek 5.1.9. p =3 olmak {izere f( ) (Z) = [ f( (z)] + ¢ iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=040i ve ¢ =L

NZAN A

secelim.

1 i 1
Bu duruma bagl olarak ortaya ¢ikan 10, ——+—, i\/i, —_———, } iterasyon dizisi
¢ 4 { NN RN N !

k =3 iterasyon adiminda

1 3
2 0)=li2|=2<V2 ve |[f7 L (0) =|-=—F=V5>2
&5 ad L& E) V2 2
sartlarini saglar. Boylece ,u(L +L = Q = (.63 iiyelik derecesine sahiptir
' 2 2) 5 '

Ornek 5.1.10. p =4 olmak iizere f(];,c) (z) = [ f(k’l (z)}p + ¢ iterasyon fonksiyonu ile

pic)

. 1 ] .
birlikte z=0+0i ve c=—4+ L secelim.

NG
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1 ] 1 '
Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {O, L iN2, — _3L } iterasyon dizisi

VoA RN

k =3 iterasyon adiminda

Ry

(0)|=[iv2|=v2 <2 ve |£ =5>42

1 i](o)

(%ﬁ

NG

\/_ = 0.63 iiyelik derecesine sahiptir.

s

sartlarini saglar. Boylece ,u(

Ayrica genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesinin noktalarinin iiyelik dereceleri

asagida gelistirilen algoritma yardimiyla kolayca hesaplanabilir.
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Algoritma: Genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesi iiyelik

1<k to n do

=7, +c

if |Zk|S2

derecesi algoritmasi
Input . ceC, neN
Data . z,=0+i0
Output . ,u(c)

1 . for

2

3

4

5

6

7

8 end

9 end

u(c)=1

else if |z,|>2 and |z, | <2

#(c)=|zl/|z]

end

Sekil 5.9. Verilen bir ¢ karmasik sayisinin genellestirilmis fuzzy Mandelbrot climlesine iiyelik derecesi

algoritmasi

Bu Ornekler ayni algoritma ile devam ettirilebilir. Yukarida yapmis oldugumuz

islemlere ortak bir pencereden biitiin olarak bakilirsa, c¢esitli derecelerdeki

genellestirilmis fuzzy Mandelbrot climlelerindeki bazi se¢ilmis karmasik sayilar i¢in

asagidaki liyelik dereceleri acikg¢a goriiliir.

Tablo 5.1. Genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlesindeki bazi karmasik ¢ noktalarimin iiyelik dereceleri

IYE
w(i) 1
/1(—1) 0.5
,u(O.S) 0.5046
1 i
U [E + Ej 0.6325

I7E
0.7071
1
0.6281

0.6045

175
0.5
0.5

1

1

MO
0.7071
1

1

0.6347

710
0.7071
1
1

0.5412

7100
0.7071

1
1

1
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Simdi sonlu yineleme sayist n=30 olacak sekilde verilen p dereceden bazi

genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlelerinin gri 6l¢ekli grafiklerinde bu noktalarin

tam konumlarin1 gosterelim.

() p=4

(d) p=06 (e) p=10 (f) p =100
Sekil 5.10. n =30 yineleme adimu i¢in bazi genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlelerinin gri dl¢ekli grafikleri

tizerindeki baz1 noktalar

Buradaki fuzzy ciimlelerin gri 6lg¢ekli grafiklerinde, daha parlak piksellere karsilik

gelen karmasik sayilar i¢in daha yiiksek tiyelik derecesine sahip olmas1 demektir.

Diger bir taraftan, genellestirilmis fuzzy Mandelbrot M? ciimlesi birbirinden farkl1 iki

simetri Ozelligine sahiptir.

Teorem 5.1.1. Genellestirilmis fuzzy Mandelbrot M? ciimlesi reel eksene gore

simetriktir.

ispat. Genellestirilmis fuzzy Mandelbrot M? ciimlesi, u iyelik fonksiyonuna

baghdir. O halde ,u(c)zl olmasi durumunda ,u(E):l oldugundan y(c): ,u(E)
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esitligi goriiliir. Ayrica ,u(c) #1 olmasi durumunda genellestirilmis fuzzy Mandelbrot

climlesi tanimina gore

saglanmaktadir. Boylelikle her ceC igin ,u(c)z,u(E) bulundugundan ispat

tamamlanir.

Genellestirilmis fuzzy Mandelbrot M?” ciimlelerinin bu simetri ozelligi p

derecesinden bagimsiz olmasina ragmen, M” ctimleleri p derecelerinin farkliliginin

etkili oldugu bir diger simetri 6zelligine sahiptir. Bu durumun gosterilmesi agamasinda
her bir iterasyon adimi i¢in yineleme fonksiyonlar1 birbirinden farkli olmasindan

dolay1 ayr1 ayr1 kanitlanmalar1 gerekir.

Teorem 5.1.2. Genellestirilmis fuzzy Mandelbrot M” ciimlesi ( p—l)—kat donme

simetrisine sahiptir. Diger bir ifadeyle, herhangi p derecesine sahip M? ciimlesi

orijin etrafinda radyan agisiyla donme simetrisine sahiptir.

p—1

Ispat. Herhangi bir ¢ € C noktasinin radyan acistyla dondiiriilmesi sonucunda

p—1
tiyelik derecesinin degismez kaldigi gosterilirse ispat tamamlanir. Bu ylizden, u

27il(p-1)

tiyelik fonksiyonu olmak {izere herhangi w=e karmagik sayist igin

,u(w- c) = ,u(c) oldugunu ispatlayalim. O halde, k iterasyon sayisini gostermek iizere

yineleme fonksiyonuna tiimevarim adimlarini uygulayalim.

i. Tlk iterasyon adim1 k£ =1 durumunda

f('p,w_c) (0)=w-c ve f('m) (0)=c
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oldugundan
Fipey (0)=w- £, (0)
bulunur.

ii. ikinci iterasyon adim1 k =2 durumunda
w =1, £ (0)=(wec) +w-c=w-(w " +c) ve f2 (c)=c"+e
oldugundan
Fipwe) (0)=w- 1. (0)
bulunur.

iii. Ugiincii iterasyon adim1 k =3 durumunda
p
w =1, f(;w) (0)= ((w~c)p + w-c) +w-c= w-(w"_1 -(w”_1 .c? +c)p +c)

ve

PaaN

w

—

o

N—"
Il

p r
poc c” +c +c

oldugundan
fa;,wc) (0) =w: ﬁi,c) (0)

bulunur.
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iv. (n —1) ’inci iterasyon adim1 k =n—1 durumunda

Fee (0)=w- 15,2, (0)
esitliginin dogru oldugunu kabul edelim.

v. n’inci iterasyon adimt k =n durumunda f(';’w_c) (0) = [ f(’;;vlvc) (O)T +w-c iterasyon

fonksiyonu 6zelligine gore

elde edilir. Bdylece, her bir k €N igin f’ 1(0)=w- Toe (0) esitliginin saglandig:

p.w-c

goriliir ve timevarim adimlar1 tamamlanir.

Dahasi

1 (O] =[5, (0)
f2.,(0)
=|e>"r) Jire) (0)‘

=|w|‘

eZm’/( p-1) ‘

oldugu goriiliir. Ayrica |w| = =1 oldugundan

S (0)) = (0) (5.1)
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elde edilir. Bu durum {iyelik fonksiyonunu tespit etmek i¢in yeterlidir.

Oncelikle, ,u(c) =1 oldugunu varsayalim. O halde, her neN igin ‘f(’;,c) (0)‘ )

esitsizligi saglanir. (5.1) denklemine gore

f(n (0)‘:‘]?(’;’6)(0)‘317—\1/5 var

p,w-c)

oldugundan ,u(w-c) =1 elde edilir. Boylece ,u(w-c) = ,u(c) esitligi saglanir.

Ikinci olarak, ,u(c) #1 oldugunu varsayalim. O halde, (5.1) denklemine gore her bir

k eN i¢in

) | )
SR TIT FNT a

esitligi elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
5.2. Genellestirilmis Fuzzy Mandelbar Ciimleleri

Genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlelerinin yineleme fonksiyonu yerine

— < |P
£ (O):[ fie (O)} +c kullanilarak bu alt boliimde genellestirilmis fuzzy

pc) pc)
Mandelbar ciimlelerinin matematiksel ve grafiksel yapisi incelenmistir. iterasyon
fonksiyonunun farkli kuvvetleri i¢in ortaya c¢ikan genellestirilmis fuzzy Mandelbar
climlelerinde bazi noktalar icin iiyelik derecesi hesaplamalari yapilmis ve konumlari
tespit edilmistir. Bu fuzzy ciimlelerin sahip olduklar1 simetri 6zellikleri arastirilmistir
ve genellestirilmis fuzzy Mandelbrot ciimlelerinden farkli olarak bu fuzzy ciimlelerin

( p+1)—kat donme simetrisine sahip oldugu goriilmiistiir. Simdi, genellestirilmis

fuzzy Mandelbar climlesini tanimlayalim.

Tamm 5.2.1. z=0+0i baslangi¢c noktasi ile birlikte p>2, peN olmak iizere

1 (0)= [ foe (O)T +c iterasyonu altinda z2:C —[0,1] iiyelik fonksiyonu

pec) pec)
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1 , VneN igin

ule)=v1£" (0
! t(—f’” E-oi-" v O] ve [ (0] <2 ok sekide k N i
(pe)

fro (0) <32,

olmak tizere M”,, = {(c, ,u(c))| ce (C} climlesine genellestirilmis fuzzy Mandelbar

ciimlesi denir. Ozel olarak p =2 i¢in Béliim 4.2.”de tanitilan ve 6zellikleri arastirilan

fuzzy Mandelbar ciimlesi elde edilir.

p kuvvetinin 6zel secimleri i¢in genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlelerinin

grafikleri asagida verilmistir.

Sekil 5.11. p =3 igin genellestirilmis fuzzy Mandelbar climlesi

i

Sekil 5.12. p =4 igin genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlesi
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A g1l
(MR ! \r ‘\,‘,lf‘

27 2

Sekil 5.13. p =5 igin genellestirilmis fuzzy Mandelbar climlesi

Sekil 5.14. p =6 igin genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlesi

I

1 T
9 [ \"
T

15

Sekil 5.15. p =10 i¢in genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlesi
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\W |

f w

g

Sekil 5.16. p =100 i¢in genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlesi

Lemma 5.2.1. M BAR, {(c ,u( ))| ce (C} genellestirilmis fuzzy ciimlesi bos olmasi
igin gerek ve yeter sart |c[ > "2 olmasidur.
Ispat. Varsayalim ki M?

Sy (0)

AR, = =& olsun. Bu durumda ,u(c) =0 iken herhangi ke N

=0 bulunur. Yani

f(kfl) (())‘:0 olmalidir. Yineleme fonksiyonu

i¢in i

f(I;,c) (0)= (f(l;fcl) (0))p +c¢  oldugundan ‘( f(’;’:) (0)),)‘ =

f(k (0) ~ c‘ =0 saglanir.

p.c)

Boylece ‘f(';c)( )‘ | <|f;

C) (O)—c‘ =0 oldugu goriiliir. Buradan |c| —‘ f(’;’c) (0)‘ >0
oldugu goriiliir. Ancak Tanim 5.2.1."e gore ‘ f(’; o (O)‘ > "2 esitsizligini saglamalidir.

Sonug olarak |c[> " J2 elde edilir.

Diger taraftan |c[>"~/2 oldugu kabul edilirse

f(lp,c) (0)‘ =|C| > p_\l/i bulunur. Daima

f(g,() (O) 0 esitligi vardir dyle ki ‘ f ‘ 0<" 2 oldugu goriiliir. Sonug olarak

liyelik derecesine bagli olarak M} AR, = =@ elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Lemma 5.2.2. Genellestirilmis fuzzy Mandelbar destek climleleri
supp(MgAR) = {c eC ‘ || < pxl/i}

seklinde ifade edilir.

Sonug¢ 5.2.1. Lemma 5.2.2.°ye gore, baz1 genellestirilmis fuzzy Mandelbar destek

climlelerinin siirlarini belirlemek i¢in asagidaki esitsizlikler gecerlidir.

i.Her ce supp(MéAR) igin | <2,

ii. Her ¢ e supp(M,, ) igin || <2 =141,
iii. Her ¢ & supp( M}, ) igin || <2 =1.25,
iv. Her ce supp(MZ,AR) igin |c[ <2 =1.18,

v. Her cesupp(MgAR) icin |c| <2 =1.14.

p,c)

Ornek 5.2.1. p =3 olmak iizere fho(2)= [ S (Z)T +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve ¢ =i segelim.

f((3),i)(0):0

]6(13’0(0):63+l=l

fon(0)=i+i=2i
4(0)
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Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {O, 1,21, 9i, } iterasyon dizisi k =2 iterasyon

s (0] =l =142 ve |1

adiminda |f,

u(i)=

(0 )‘ =|2i|=2>2 sartlarini saglar. Boylece

=0.5 iiyelik derecesine sahiptir.

l\)l'—

Ornek 5.2.2. p=4 olmak iizere f(l;w) ()= [ f(k’l) (z)}p +c iterasyon fonksiyonu ile

p.c

birlikte z=0+0i ve c =i segelim.

f(g,i) (0)=0

fiun(0)=0"+i=i
f(i’i)(O):f“ﬂ:lﬂ

130 (0)=(1%i) +i=—4+i
f(j,,.)(0)=(—4+z) +i=161+241i

Bu duruma bagl olarak ortaya ¢ikan {O, i, 1+i,—4+1,161+241i, } iterasyon dizisi

421,1' ( )‘ |1+l|_\/§>\/_

k=2 iterasyon adiminda ‘ f(z )‘ —| | =1< \/5 ve

sartlarin1 saglar. Boylece ,u( ) \/_ =0.7 tiyelik derecesine sahiptir.

p,c)

Ornek 5.2.3. p=>5 olmak iizere f ,(z)= [ fe (z)}p +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve ¢ =i se¢elim.
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f((S),i) (0) =0

fi5.(0) =0 +i=i
fan(0)=7°+i=0
fi5(0) =0’ +i=i
f(;{,.) (0)=i"+i=0

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {O, ,0,4,0, } iterasyon dizisinde Vn e N igin

f(" ) (0)‘ <ih saglanir. Boylece iiyelik derecesi ,u(i) =1 bulunur. Yani, (i, 1) eM SR

p.c

elde edilir.

Ornek 5.2.4. p =6 olmak iizere fho(2)= [ Sl (Z)T +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve ¢ =i se¢elim.

f(g,i) (O) =0

f(i,n) (()) =0°+i=i
f2,(0) =T =1+
£2,(0)=("1i) +i=3i

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {O, i,—1+1, 3i,...} iterasyon dizisi k=2

iterasyon adiminda ‘ f(lai) (O)‘ = |l| =1< 3/5 ve

fé,i) (’)‘ = |—1+ i| = \/5 > 2/5 sartlarini

saglar. Boylece ,u(i ) = 1 =~().7 iiyelik derecesine sahiptir.

N2

Sonu¢ 5.2.2. c¢=i karmagik sayisinin p>2 durumunda genellestirilmis fuzzy

Mandelbar climlelerindeki tiyelik dereceleri asagidaki gibi siniflandirilabilir:
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i. Eger p=4m ve meN ise

f(lp,i) (0)‘ =li|=1< "J2 ve

20 0)=[i+i=v2>"32

esitsizlikleri saglandigindan dolay1 u(i)= 1 =~().7 lyelik derecesine sahiptir.
H p

D

ii. Eger p=4m+1 ve meN ise VneN igin

S (0)‘ <2 esitsizligi
saglandigindan dolayr 4 (i ) =1 iiyelik derecesine sahiptir.

iii. Eger p=4m+2 ve meN ise ‘f(lp,i) (0)‘ =|i| =1<"J2 e

f(f” ( )‘ —| 1+z| =2>"2 esitsizlikleri saglandigindan dolay: () \/_ ~0.7
tiyelik derecesine sahiptir.

iv.  Eger p=4m+3 ve meN ise

fgO@f=li=1<2 e

f(2 ‘ (0)‘ :|2i| =2>"2 esitsizlikleri saglandigindan dolayi ,u(i)z

pii)

1
—=0.5 tyelik
> Y

derecesine sahiptir.

Dolayisiyla ¢ =i noktasmin iiyelik fonksiyonu periyodik fonksiyondur. Yani her

meN, i¢in

0.7 ,p=4m+2

) 0.5 ,p=4m+3
“0)=107  p=dm+d
1 , p=4m+5

seklinde ifade edilebilir.

Ornek 5.25. p=3 olmak iizere £\ (z)=| £} (2)| +c iterasyon fonksiyonu ile

p.c

birlikte z=0+0i ve ¢=0.5 se¢elim.
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f(g,o.s) (O) =0
f(goj) (0)=0’+0.5=0.500
£205(0)=(03) +0.5=0.625
Fl05)(0)=(0:625) +0.520.744
3
fi05)(0)=(0744) +0.5=0.912
fios(0)=(0972) +0.5=1.258
F05)(0)= (1 258) +0.522.494

Bu duruma bagl olarak ortaya ¢ikan {O, 0.500, 0.625, 0.744, 0.912,1.258, 2.494, }
iterasyon dizisi k=6 iterasyon adiminda ‘ féoj) (0)‘ ~1.258<J2  ve

‘ J‘(goj) (0)‘ ~2.494>/2 sartlarim saglar. Boylece 1(0.5)= %Zi =(0.504 iiyelik

derecesine sahiptir.

k-1

Ornek 5.2.6. p=4 olmak iizere fho(2)= [ T (z)}p +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve ¢=0.5 se¢elim.
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f(g,o.s) (0) =0

o5 (0)= 0*+0.5=0.5000

05 (0)= (_5) +0.5=0.5625
£0s (0)=(0:5625) +0.520.6001
fi0s (0)=(0.6001) +0.520.6296
f05)(0)=(0:6296)" +0.5=0.6572
£S05(0)=(0:6572) +0.520.6865
£05(0)=(0.6865) +0.520.7222
fi05(0)=(07222) +0.520.7720
£205(0)=(07720) +0.520.8552
125 (0)=(0:8552) +0.5=1.0351
£l (0)=(T.0351) +0.5=1.6481

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan

{0, 0.5,0.5625,0.6001,0.6296,0.6572,0.6865,0.7222,0.7720,0.8552,1.0351,1.6481, }

iterasyon dizisi k=11 iterasyon adiminda

fils (0)21.0351<32 e

fisos) (0)‘ =1.6481> 32 sartlarmi saglar. Boylece 1(0.5)= @ ~(.6281 iiyelik

1.6481

derecesine sahiptir.

Ornek 5.2.7. p =3 olmak iizere f(’; o ( z) = [ f(""_) ( Z)T +¢ iterasyon fonksiyonu ile

pC

birlikte z=0+0i ve ¢ =—1 secelim.
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f((a),—l) (0)=0
f5.(0)=0"+(-1)=-1
£25(0)=(F1) +(-1)=-2
£ (0)=(=2) +(-1)=-9

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {(), O,—l,—2,—9,...} iterasyon dizisi k=2

iterasyon adiminda

foo (o)‘ =|-1]=1<2 ve

fé,—l) (_1)‘ = |—2| =2> \/5 sartlarini

saglar. Boylece ,u(—l) =—=0.5 iliyelik derecesine sahiptir.

1
2

p.c

Ornek 5.2.8. p=4 olmak iizere T (z)= [ f(k’l) (z)}p +c iterasyon fonksiyonu ile

birlikte z=0+0i ve ¢ =—1 secelim.

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {O, -1,0,-1, } iterasyon dizisinde Vn e N i¢in

f(Z’_l) (O)‘SQ/E saglanir. Boylece iiyelik derecesi y(—l)zl bulunur. Yani,

(-L1)eM,,, elde edilir.

Sonu¢ 5.2.3. ¢=-1 karmasik sayisinin p>2 durumunda genellestirilmis fuzzy

Mandelbar climlelerindeki iiyelik dereceleri agagidaki gibi siniflandirilabilir:
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i. Eger p=2m ve meN ise VneN i¢in

Jire) (0)‘ <2 esitsizligi saglandigindan

P

dolayr z1(—1)=1 iiyelik derecesine sahiptir.

ii. Eger p=2m+1 ve meN ise

oy O =1=1<"2 ve

f(2 (O)‘ =|—2| =2>"2 esitsizlikleri saglandigindan dolayi ,u(i) =

p,i)

1
—=0.5 iuyelik
) y

derecesine sahiptir.

Dolayistyla ¢ =—1 noktasinin iiyelik fonksiyonu periyodik fonksiyondur. Yani her

neN igin,

1 ,p=2n
1=
ﬂ( ) {0.5 ,p=2n+l1

seklinde ifade edilebilir.

Son olarak, tamamiyla sanal veya ger¢ek olmayan bir karmasik say1 i¢in asagidaki

ornegi verelim.

Ornek 5.2.9. p=3 olmak iizere f (z)= [ fie (z)}p +c iterasyon fonksiyonu ile

p,c)

birlikte z=0+0i ve c= €1 + LZ secelim.

NG
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0 L+L 0 i+L 0 } iterasyon
’\/E \/E’ ’\/5 \/5’ bAR A y

Bu duruma bagli olarak ortaya ¢ikan {

<2 esitsizligi saglandigindan dolayi

(0)

dizisinde VneN igin ‘ f[”
3,

75)

1 i
—+— | =1 tiyelik derecesine sahiptir.
”(ﬁ ﬁJ g P

Ayrica genellestirilmis fuzzy Mandelbar climlesinin noktalarinin iiyelik dereceleri

asagida gelistirilen algoritma yardimiyla kolayca hesaplanabilir.

Algoritma: Genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlesi tiyelik
derecesi algoritmasi
Input : ceC, neN
Data . 2,=0+i0
Output . U (C)
1 . for 1<k to n do
2 . %, =2, +cC
3 ; if lal<2
4 : pu(c)=1
5 : else if |z,|>2 and |z,_|<2
6 w(e)=lzl/lz]
7 end
8 end
9 end

Sekil 5.17. Verilen bir ¢ karmasik sayisinin genellestirilmis fuzzy Mandelbar climlesine iiyelik derecesi
algoritmasi
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Bu oOrnekler ayni algoritma ile devam ettirilebilir. Yukarida yapmis oldugumuz
islemlere ortak bir pencereden biitiin olarak bakilirsa, cesitli derecelerdeki
genellestirilmis fuzzy Mandelbar climlelerindeki bazi secilmis karmasik sayilar i¢in

asagidaki iiyelik dereceleri agik¢a goriliir.

Tablo 5.2. Genellestirilmis fuzzy Mandelbar climlesindeki bazi karmagik ¢ noktalarinin iiyelik dereceleri

M sar M gar M jar M sar M g M ik
(i) 0.5 0.7071 1 0.7071 0.7071 0.7071
u(-1) 0.5 1 0.5 1 1 1
#(0.5) 0.5046 0.6281 1 1 1 1
1
—t— 0.5046 0.6281 1 1 1 1
”[JE ﬁj

Simdi sonlu yineleme sayis1 n=30 olacak sekilde verilen p dereceden bazi

genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlelerinin gri 6l¢ekli grafiklerinde bu noktalarin

tam konumlarini gosterelim.

(b) p=4 (c) p=5

(d) p=06 (e) p=10 (f) p =100

Sekil 5.18. n=30 yineleme adimi igin baz1 genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlelerinin gri 6l¢ekli grafikleri
iizerindeki bazi noktalar
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Buradaki fuzzy ciimlelerin gri 6lgekli grafiklerinde, daha parlak piksellere karsilik

gelen karmasik sayilar daha yiiksek tiyelik derecesine sahiptir.

Diger bir taraftan, genellestirilmis fuzzy Mandelbar M sr cumlesi birbirinden farkli

iki simetri 6zelligine sahiptir.

Teorem 5.2.1. Genellestirilmis fuzzy Mandelbar M e cumlesi reel eksene gore
simetriktir.

ispat. Genellestirilmis fuzzy Mandelbar M mr cumlesi, g iyelik fonksiyonuna
baglidir. O halde ,u(c) =1 ise ,u(E):l oldugundan ,u(c) = ,u(E) elde edilir. Ayrica

/J(c) #1 olmasi durumunda genellestirilmis fuzzy Mandelbar ciimlesi tanimina gore

) £ @) o
#(c) f(lZ)(O)‘ f(’;,)(O)‘ (e)

oldugu goriiliir. Su halde her ceC igin ,u(c):,u(E) bulundugundan ispat

tamamlanir.

Genellestirilmis fuzzy Mandelbar M sz cumlelerinin bu simetri 6zelligi p

derecesinden bagimsiz olmasina ragmen, M, clmleleri p derecelerinin

farkliliginin etkili oldugu bir diger simetri Ozelligine sahiptir. Bu durumun
gosterilmesi asamasinda her bir iterasyon adimi i¢in yineleme fonksiyonlar

birbirinden farkli olmasindan dolay1 ayr1 ayr1 kanitlanmalar1 gerekir.

Teorem 5.2.2. Genellestirilmis fuzzy Mandelbar M e cumlesi ( p+1)—kat dénme

simetrisine sahiptir. Diger bir deyisle, herhangi p derecesine sahip M g CUmlesi

orijin etrafinda radyan agisiyla donme simetrisine sahiptir.

p+1
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Ispat. Herhangi bir ¢ e C noktasmin radyan agisiyla dondiiriilmesi sonucunda

p+1
tiyelik derecesinin degismez kaldigi gosterilirse ispat tamamlanir. Bu ylizden, u

27il( p+1)

tiyelik fonksiyonu olmak {izere herhangi w=e karmasik sayisi ig¢in

,u(w-c): ,u(c) oldugunu ispatlayalim. O halde, k iterasyon sayist olmak iizere

yineleme fonksiyonu yardimiyla tiimevarim uygulayalim. Ancak, tiimevarim

adimlarina baslamadan 6nce asagidaki esitligi gorelim.

1
wl =1
wlow=1
wlew? cw=w"

w7 ew=w, ((f” =1)

i. Ilk iterasyon adim1 k =1 durumunda,

f(;,w.c) (O) =w-c ve f(lp’c) (O) =c

oldugundan

filp,w»c) (0) =wr filp’c) (O)
bulunur.

ii. Ikinci iterasyon adim1 k =2 durumunda,

f(2 )(O):(W'C)p+W'C=WP'c_‘p+W'C=W-Ep+w-c:w.(51’+c),

p.w-c
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f(fw) (0)=c”+c
oldugundan
Sy (0)=w- £, (0)
bulunur.

iii. Ugiincii iterasyon adim1 k& =3 durumunda,

oldugundan
fii),w»c) (0) =wr ﬁi,c) (O)

bulunur.
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iv. (n —1) ’inci iterasyon adimi & = n—1 durumunda,

ey (0)=w- 1,5(0)
esitliginin dogru oldugunu kabul edelim.

v. n’inci iterasyon adimi k = n durumunda, £ (0)= [ Ty (O)T +w-c iterasyon

fonksiyonu 6zelligine gore

elde edilir. Bdylece, f) (0)=w- I (0) iterasyon adimimin her bir neN igin

saglandig1 goriiliir 6yle ki bu durumda tiimevarim adimlar1 tamamlanir.

Dahasi

iy O] = 7 (0)
_ ezm/(p+1) f(;,,c) (O)‘

=[w]

JREICE)

oldugu goriiliir. Ayrica |w| = =1 oldugundan
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Firneey () =[5 (0) (52)

elde edilir. Bu durum {iyelik fonksiyonunu tespit etmek i¢in yeterlidir.

Oncelikle, ,u(c) =1 oldugunu varsayalim. O halde, her neN igin

esitsizligi saglanir. (5.2) denklemine gore

f(r’l”w'c) (O)‘ - f(l;,c) (0)‘ <"J2 var

oldugundan ,u(w-c) =1 elde edilir. Boylece ,u(w-c) = ,u(c) esitligi saglanir.

Ikinci olarak, ,u(c) #1 oldugunu varsayalim. O halde, (5.2) denklemine gore her bir

k eN icin

elde edilir. Dolayistyla ispat tamamlanir.



BOLUM 6. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada elde edilen orijinal bulgu ve sonuclar Boliim 4 ve Bolim 5°te

verilmistir.

Boliim 2’de tamitilmis olan Mandelbrot ciimlesi ile ozellikleri ve Bolim 3’te
tanitilmig olan fuzzy climle teorisi géz Oniine alinarak Boliim 4’te fuzzy Mandelbrot
climlesi tanimlanmis, geometrik ve topolojik agidan incelenmistir. Ayrica bu
boliimde fuzzy Mandelbar ciimlesi tanimlanarak fuzzy Mandelbrot climlesi ile olan
benzerlikleri ve farkliliklar1 arastirilmistir. Bu arastirma sonucu elde edilen lemma ve
teoremler ifade ve ispat edilmistir. Fuzzy Mandelbrot ve Mandelbar climlelerine ait

algoritmalar verilerek ilgili cimlelerin grafiksel yapilar1 ortaya konulmustur.

Boliim 5°te ise bir onceki boliimde ayrintili olarak incelenen fuzzy climlelerin
genellestirilmeleri yapilmistir. Bu genellestirmeler, fuzzy Mandelbrot ve fuzzy
Mandelbar ciimlelerinin taniminda kullanilan quadratik yineleme fonksiyonunun
kuvvetinin genellestirmesi yoluyla yapilmistir. Dogal olarak ortaya ¢ikan topolojik
ve geometrik durumlar, ilgili lemma ve teoremler ifade ve ispat edilerek

incelenmistir.

Bu calismada tanimlanan fuzzy Mandelbrot, fuzzy Mandelbar, genellestirilmis fuzzy
Mandelbrot ciimleleri ve genellestirilmis fuzzy Mandelbar cilimlelerinin tanim
climlesi olan karmasik sayilar climlesi yerine bikompleks sayilar veya kuaterniyonlar
ctimleleri secilerek yiiksek boyutlu uzaylarda ileri calismalar yapilabilir. Béylece bu
calismada elde edilen orijinal bulgu ve sonuclar yiiksek boyutlu uzaylarda taniml
olan genellestirilmis Mandelbrot ciimleleri fuzzy yaklagimla ele alinarak

arastirilabilir.
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