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ÖZET 

 

Bu çalışmada Pell sayılarından hareketle genelleştirilmiş k-basamak Pell 

sayıları tanımlandı ve bu tanımdan yararlanılarak genelleştirilmiş Pell sayıları 

için üreteç matrisi elde edildi. Ayrıca Matris yöntemleri kullanılarak 

genelleştirilmiş k-basamak Pell sayılarının toplamları için bir yöntem verildi. 

Pell sayıları için iyi bilinen Binet formülü genelleştirilmiş k-basamak Pell 

sayıları için elde edildi. Son olarak genelleştirilmiş Pell sayılarının üreteç 

fonksiyonu, üstel fonksiyon gösterimi ve kombinatoryal gösterimleri 

karakterize edildi. 
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ABSTRACT 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılan bazı simge ve kısaltmaların açıklamaları aşağıda 

sunulmuştur. 

 

Simgeler    Açıklama 

 

{ }nF      Fibonacci dizisi 

{ }nL                 Lucas dizisi 

     n. ci Lucas sayısı  nL

nF      n. ci Fibonacci sayısı 

{ }nu      Genelleştirilmiş Fibonacci dizisi 

{ }nv      Genelleştirilmiş Lucas dizisi 

detA     A matrisinin determinantı 

perA     A matrisinin permanenti 
k
ng      n. ci genelleşirilmiş k-basamak Fibonacci sayısı 

( )F x      Fibonacci sayılarının üreteç fonksiyonu 

( )P x      Pell sayılarının üreteç fonksiyonu 

k
nP                                                  n. ci genelleşirilmiş k-basamak Pell sayısı 

nI      ×n n  birim matris 

( )kG x  Genelleştirilmiş Pell sayılarının üreteç 
fonksiyonu 
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1.GİRİŞ 

 

Fibonacci sayıları, her  doğal sayısı ve 0n ≥ 0 10, 1F F= =  için 

 

2 1n nF F+ += + nF  

 

İndirgeme bağıntısıyla tanımlanır. Burada ; -inci Fibonacci sayısı ve {nF n }nF  ise 

elemanları Fibonacci sayılarından oluşan Fibonacci dizisidir. 

 

Lucas sayıları ise her  doğal sayısı ve 0n ≥ 0 12, 1L L= =  olmak üzere, 

 

2 1n nL L+ += + nL  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır. Burada  n-inci Lucas sayısı ve {nL }nL  ise ele-

manları Lucas sayılarından oluşan Lucas dizisidir. 

 

Benzer şekilde Pell sayıları ise , n.ci Pell sayısını göstermek üzere, her  sayı-

sı ve  olmak üzere 

nP 0n ≥

0 10, 1P P= =

 

2 12n nP P+ += + nP  

 

indirgeme bağıntısıyla tanımlanır. { }nP  ise elemanları Pell sayılarından oluşan Pell 

dizisidir. 

 

Fibonacci, Lucas ve Pell dizilerinin değişik genelleştirilmeleri bazı kurallar sağlatıla-

rak çeşitli yazarlar tarafından yapılmıştır [1–13]. Bu çalışmaları gözönüne alarak 

yapılmış olan genelleştirmelerden bazılarını inceleyeceğiz. Bu genelleştirilmelerdeki 

temel esaslar şunlardır: 
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1. Birinci tip genelleştirilmede, dizinin her terimi kendisinden önceki ilk iki terimin 

toplamı şeklinde tanımlanarak bu terimlerin katsayıları keyfi tamsayılar alınır. 

2. İkinci tip genelleştirilmede ise birinci tip genelleştirilme ile birlikte dizisinin baş-

langıç koşulları reel ya da kompleks değişkenler alınarak yapılan genelleştirilmedir. 

3. Üçüncü tip olan genelleştirilmede ise dizinin her terimi kendinden önceki k-tane 

terimin toplamı şeklinde tanımlanır ve bunun için de k-tane başlangıç koşulu verilir. 

Bu tür dizilere genelleştirilmiş k-basamak sayı dizileri adı verilir. 

 

  

0

nu

0

İlk iki tür genelleştirmelere, genelleştirilmiş Fibonacci-Lucas dizileri veya ikinci 

basamaktan indirgeme dizileri adı verilir. Buna göre genelleştirilmiş Fibonacci dizisi, 

 olacak şekilde A ve B sıfırdan farklı aralarında asal sayılar olmak 

üzere her  ve  başlangıç koşulları için  

2 4D A B= − ≠

0n ≥ 0 10, 1u u= =

 

2 1n nu Au B+ += −  

 

şeklinde tanımlanır [13]. 

 

Benzer şekilde Genelleştirilmiş Lucas dizisi ise 2 4D A B= − ≠  olacak şekilde A ve 

B sıfırdan farklı aralarında asal sayılar olmak üzere her  ve  baş-

langıç koşulları için 

0n ≥ 0 12, 1v v= =

 

2 1n nv Av B+ += − nv  

 

indirgeme bağıntısı ile tanımlanır [13]. 

 

Örneğin  ve 1A = 1B = −  için { }nu  dizisi Fibonacci dizisi { }nF  ’e ve { }nv  dizisi de 

Lucas dizisi { }nL  ’e dönüşür. 
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0Yukarıda bahsettiğimiz ikinci tip genelleştirilme ise 2 4D A B= − ≠  olacak şekilde 

A ve B sıfırdan farklı aralarında asal sayılar olmak üzere her  ve  

başlangıç koşulları için  

0n ≥ 0 1,W p W= = q

n

 

2 1n nW AW BW+ += −  

 

bağıntısı ile tanımlanır [4]. 

 

Birçok yazar tarafından Fibonacci sayıları için üreteç matris elde edilerek, Fibonacci 

sayılarının bilinen bazı özellikleri için daha kolay yöntemler ve yeni bazı 

kombinatoryal özellikler elde edilmiştir. İlk kez Silvester tarafından A companion 

matrisi 

 

1 1
1 0

A ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

olarak alınarak,  

 

11
0

nn

n

F
A

F
+⎡ ⎤⎡ ⎤

= ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

eşitliği elde edilmiştir [14]. Daha sonra Bong tarafından aynı A matrisinin n.ci kuv-

vetinin 

 

1

1

n nn

n n

F F
A

F F
+

−

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

olduğu gösterilmiştir [15]. Bu A matrisine Fibonacci matrisi diyeceğiz. Ayrıca Bong, 

Fibonacci matrisi A ’nın, Fibonacci tipi indirgeme bağıntısına benzer olarak 

 



    4

1 2n n nA A A− −= +  

 

bağıntısını sağladığını göstermiş ( 0
2A I= ) ve Fibonacci matrisi A ’nın n. ci kuvveti-

nin determinant değerini kullanarak, Fibonacci sayıları için Simpson formülü olarak 

bilinen  

 

( )2
1 1 1 n

n n nF F F+ − − = −  

 

eşitliği matrisler yardımı ile elde etmiştir. Yine Bong Fibonacci matrisi A ’nın matris 

çarpımı altında değişmeli olduğunu, yani her m ve n pozitif tamsayısı için   

 
n m n mA A+ = ⋅ A

A

 

 

eşitliğini elde etmiştir. Aynı yazar benzer matris eşitliklerini bularak bunlardan bazı 

kombinatoryal formüller geliştirmiştir. Örneğin 

 

( ) ( )2 2

0

nn nn r

r

n
A A A I

r=

⎛ ⎞
= = + = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

 

matris eşitliğinde yararlanarak, aynı pozisyondaki elemanları göz önüne alarak 

 

2
0

n

n r
r

n
F F

r=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

 

formülünü kolayca elde etmiştir.  

 

Diğer bir örnek olarak, 

 

( ) ( )2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 1n n n n nA I A A A I A A A A I A+ − − − − −− = + +…+ + + = + +…+ + + −

1

                               

  
                       2 2 2 2n nA A A A− −= + +…+ +
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               1 2

0

n
r

r
A A−

=

= +∑

 

matris eşitliğinden, aynı pozisyondaki elemanların eşitliğini kullanarak 

 

  

rF
2 1

2 1 2
0 1

1
n n

n r
r r

F F
−

+
= =−

= + =∑ ∑  

 

formülünü bulmuştur.  

 

Benzer düşünce ile Pell sayıları için üreteç matrisinin bulunması çalışması Ercolano 

tarafından 2  M companion matrisi  2×

 

2 1
1 0

M ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

alınarak  

 

1

1

n nn

n n

P P
M

P P
+

−

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

olduğu gösterilmiştir [16]. 

 

Fibonacci ve Lucas sayılarından yararlanarak Fibonacci ve Lucas polinomları tanım-

lanmış ve bu polinomlarda genelleştirilerek, genelleştirilmiş Fibonacci ve Lucas 

polinomları tanımları da yapılmıştır. Ayrıca bu polinomların bölünebilme gibi bazı 

özellikleri incelenmiştir [17–21].  

 

Matris teoride sıkça kullanılan ( )0,1 -matrisleri gözönüne alınarak bu matrislerin 

determinantı ve permanenti ile Fibonacci ve Lucas sayıları arasındaki ilişkiler elde 
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edilmiştir. Örneğin, Lehmer genel bir tridiagonal (üçlü bant) matrisin permanenti ve 

indirgeme bağıntıları arasındaki bağıntıları elde etmiştir [22]. Minc  tridiagonal 

 matrisini tüm elemanları 1 olacak şekilde, yani 

n n×

nA

 

  

1

1 1 0
1 1

1
0 1

nA

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

%
% %

 

 

alarak, 1per n nA F +=  olduğunu ispatlamıştır [23-24]. Daha sonra,  matrisini nA ( )1k −  

süper-diagonal (köşegen) matrise genişleterek, bu matrisin permanenti ile ( )1n + .ci 

genelleştirilmiş k-basamak Fibonacci sayısı olduğunu göstermiştir. Yani 

 

( ) 1

1 1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0
0 1 1 1 1 0 0 0

0 0 1 1 1 0 0
per ,

0 0 0 1 1 1 0
1 1 1

0 0 0 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 1 1

k
nF n k g +

… …⎡ ⎤
⎢ ⎥… …⎢ ⎥
⎢ ⎥… …
⎢ ⎥… … … … … … … … … …⎢ ⎥
⎢ ⎥

= =⎢ ⎥
…⎢ ⎥

⎢ ⎥… … … … … … …
⎢ ⎥

…⎢ ⎥
⎢ ⎥… … … … … … …⎢ ⎥
⎢ ⎥… …⎣ ⎦

… … …
… …

…
% % #

. 

 

Burada ; n-inci genelleştirilmiş k-basamak Fibonacci sayısıdır. Ayrıca Minc, 

-Circulant matrislerin permanentleri ve Fibonacci sayıları arasında başka ilişki-

leri de bulmuştur. 

k
ng

(0,1)

 

Strang, n boyutlu  tridiagonal matrisini aşağıdaki gibi tanımlayarak [25]: nD
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1 0
1

0 1

n

i
i

D
i

i

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

%
% %

, 

 

1det n nD F +=  olduğunu göstermiştir. N. Cahill ise matris determinantları ve indirge-

me dizileri arasındaki ilişkilerden yararlanarak, kullanılan kare matrislerin determi-

nantlarını bu matrislerin özdeğerlerinin çarpımları olarak yazarak bu determinantlara 

karşılık gelen sayıların çarpanlara ayrılmalarını elde etmiştir [26]. N. Cahill ’in ver-

miş olduğu bu çarpanlara ayırma aslında yöntem farkıyla Fibonacci polinomlarının 

çarpanlara ayrılması ile aynı sonuçlardır. 

 

Yukarıda bahsettiğimiz  matrisinin permanenti ile  matrisinin determinantı 

aynı sonucu vermektedir. Bu durum Minc tarafından tüm tridiagonal matrisler için şu 

şekilde genelleştirilmiştir [24]: 

nA nD

( )k jA a=  n n×  bir tridiagonal matris olsun. Eğer 

, n n× ( k jA a= )� �  tridiagonal matrisinin elemanları ( )1 k n≤ ≤  kk kka a= �  ve diğer du-

rumlarda ise k j k ja ia=�  ( ) şeklinde tanımlanırsa, bu durumda 2 1i = − per detA A=
�

 dir 

ya da açık olarak 

 

1 1 0 1 0
1 1 1

per det
1

0 1 1 0

i
i

i
i

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

% %
% % % %

1

 

 

dir. 

 

Şimdi matris determinantları ve permanentleri ile sayı dizileri arasındaki ilişkilere 

ilginç bir örnek verelim. Bir n boyutlu simetrik karesel ( )n ijA a=  matrisi 
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{ }
1, ise

min , , iseij

i i j
a

i j i j
+ =⎧

= ⎨ ≠⎩
 

 

olarak, yani 

 

2 1 1 1 1
1 3 2 2 2
1 2 4 3 3

1 2 3 1
1 2 3 1 1

nA

n n
n n

…⎡ ⎤
⎢ ⎥…⎢ ⎥
⎢ ⎥…

= ⎢ ⎥… … … … …⎢ ⎥
⎢ ⎥… −
⎢ ⎥

… − +⎣ ⎦

 

 

şeklinde tanımlansın. Gerekli hesaplamalar yapılarak,  matrisinin determinantı 

 olduğu bulunur [27].  

nA

1n2n FAdet +=

 

Yukarıda bahsedilen matris gösterimleri benzer şekilde Lucas sayıları içinde elde 

edilmiştir.  

 

Şimdi Fibonacci ve Pell dizilerinin üreteç fonksiyonlarının elde edilişlerini göz önü-

ne alacağız. Kabul edelim ki 

 

( ) 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 .n

nF x F x F x F x F x F x F x F x= + + + + + + + +… …  

 

olsun. O halde  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 x x F x F x xF x x F x− − = − −            

                            

2 3 4 5
1 2 3 4 5

2 3 4 5 6
1 2 3 4 5

3 4 5 6 7
1 2 3 4 5

.

.

F x F x F x F x F x

F x F x F x F x F x

F x F x F x F x F x

= + + + + +

− − − − − −

− − − − − −

…
…
…
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olup buradan gerekli düzenlemeleri yaparak 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2 3
1 2 1 3 2 1

4 5
4 3 2 5 4 3

1
1 2 3 1 2

1

n n
n n n n n n

x x F x F x F F x F F F x

F F F x F F F x

F F F x F F F x−
− − − − −

− − = + − + − − +

− − + − − + +

− − + − − +

…

…

 

 

elde ederiz. Fibonacci sayılarının tanımını kullanarak  

 

( ) ( )2
11 x x F x F x x− − = =  

 

sonucunu buluruz. Böylece Fibonacci sayılarını üreteç fonksiyonunu  

 

( ) 21
xF x

x x
=

− −
 

 

olarak elde ederiz [28-29].  

 

Benzer şekilde Pell sayılarını kullanarak  

 

( ) 2 3 4 5
1 2 3 4 5 .n

nP x Px P x P x P x P x P x= + + + + + + +… …  

 

fonksiyonunu tanımlar ve buradan 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 x x P x P x xP x x P x− − = − −  

                           ( ) ( )2 3
1 2 1 3 2 12 2Px P P x P P P x= + − + − − +  

                              ( ) ( )4 5
4 3 2 5 4 32 2P P P x P P P x− − + − − +…+  

         ( ) ( )1
1 2 3 1 22 2n n

n n n n n nP P P x P P P x−
− − − − −− − + − − +…  

 

sonucunu buluruz. Pell sayılarının tanımından  
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( ) ( )2
11 2x x P x Px x− − = =  

 

elde edilir. Böylece Pell sayırının üreteç fonksiyonunu  

 

( ) 21 2
xP x
x x

=
− −

 

 

şeklinde elde ederiz. 

 

Şimdi Fibonacci sayılarının Binet gösteriminden bahsedeceğiz. Fransız matematikçi 

Binet ilk kez 1843 yılında,  Fibonacci ve Lucas sayıları için Binet formüllerini ver-

miştir:  doğal sayısı için  0n∀ >

 
n n

nF α β
α β
−

=
−

 

 

ve  

 
n n

nL α β= +  

 

dir. Burada α  ve β  Fibonacci sayılarının karakteristik denklemi  ın 

kökleridir. Yani  

2 1 0t t− − =

1 5
2

α +
=  ve 1 5

2
β −
=  dir. Ayrıca not edelim ki  

karakteristik denklemi aynı zamanda yukarıda bahsedilen 2

2 1 0t t− − =

2×  Fibonacci matrisi A 

’nın karakteristik denklemidir. 

 

Benzer şekilde genelleştirilmiş Fibonacci dizisi { }nu  ve Lucas dizisi { }nv  için Binet 

formülleri;  doğal sayısı için  0n∀ >
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n n

nu σ δ
σ δ
−

=
−

 

 

ve  

 
n n

nv σ δ= +  

 

şeklindedir. Burada σ  ve δ , { }nu  ve { }nv  dizilerinin karakteristik denklemi olan 

 denkleminin kökleridir. 2 0t At B− + =

 

Şimdi ise Fibonacci sayılarının diğer bir genelleştirilmesi olan k-basamak genelleşti-

rilmelerinden bahsedeceğiz. İlk kez Miles tarafından k-basamak Fibonacci sayıları, 

 olmak üzere [11]: 2n k> ≥

 

1

k

n n
j

jf f −
=

= ∑ , 

 

başlangıç koşulları 

 

1 2 2 10, 1k k kf f f f f− −= =…= = = =  

 

ile tanımlanmıştır.  

 

Daha sonraki yıllarda Er tarafından yapılan genelleştirme, Miles tarafından yapılan 

bu genelleştirmeyi kapsar. Er ’in vermiş olduğu tanımda k-basamak Fibonacci dizisi-

nin tekrar k genelleştirmesi aşağıdaki gibi yapılmıştır [30]: 

 

Genelleştirilmiş k-basamak Fibonacci sayılarının k dizisi 0n∀ >  ve 1  için i k≤ ≤
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j

n≤ ≤

1

k
i i
n n

j

g g −
=

= ∑                                                                (1.1) 

 

şeklinde tanımlanır. Burada başlangıç koşulları 

 

1 1 ise,
1 0

0 diğer
i
n

i n
g k

= −⎧
= −⎨
⎩

 

 

dir. Burada ; i-inci genelleştirilmiş k-basamak Fibonacci dizinin n. terimidir.  i
ng

Tanımından görüleceği üzere bu şekilde tanımlanan dizi k tane diziyi içeren en genel 

tanımlamalardan biridir ve matris gösterimine uygunluğu bakımından da çok kulla-

nışlıdır.  

 

Genelleştirilmiş k-basamak Fibonacci sayılarının tanımından dolayı   

  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+−

−

−

−

−

+

i
1kn

i
2n

i
1n

i
n

i
kn

i
1n

i
n

i
1n

g

g
g
g

0100

0010
0001
1111

g

g
g

g

#
…

#%#
%
…
…

#
                                      (1.2) 

 

eşitliği sağlanır. Eş. 1.2 ’deki 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0100

0010
0001
1111

…
#%#

%
…
…

                                                                              (1.3) 

 

matrisine A diyelim. Burada A matrisi k k×  companion matristir. Eş. 1.2 ’nin genel-

leştirilmesi ile  
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1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1 2 1 2
1 1 1

1 2 1 2
1 1 1

1 2 1 2
1 1 1 2 2 2

1 2 1 2
1 1

1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0

k k
n n n n n n

k k
n n n n n n

k k
n n n n n n

k k
n k n k n k n k n k n k

g g g g g g
g g g g g g

g g g g g g

g g g g g g

+ + +

− − −

− − − − − −

− − − − + − + − +

⎡ ⎤ ⎡⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣

…… …
…… …
…… …

# # # ## # # # # #
…… … ⎥

         (1.4) 

 

eşitliğini elde ederiz. Eş. 1.4 ’deki k k×  boyutlu  

 
1 2

1 2
1 1 1

1 2
2 2 2

1 2
1 1

k
n n n

k
n n n

k
n n n

k
n k n k n k

g g g
g g g
g g g

g g g

− − −

− − −

− + − + − +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

…
…
…

# # #
… 1

n

 

 

matrisini  ile gösterirsek, Eş. 1.4 ’ü kısaca  nG

 

1n nG AG+ =                                       (1.5) 

 

şeklinde yazarız. Eş. 1.5 ’den yararlanarak 

 

1 1n nG AG A AG+ −= = ⋅  

 

eşitliğini elde ederiz. Bu şekilde aynı işlemi ( )1n −  kez yaparak  

 
1

1 1
n n

nG A A G A−
+ = ⋅ = 1G                                        (1.6) 

 

matris eşitliğini buluruz. Genelleştirilmiş k-basamak Fibonacci sayılarının tanımın-

dan 
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1G A=  

 

olduğu görülür. Böylece Eş. 1.6 ’dan 

 

  

n 1
1 1

n n
nG A G A A A +
+ = = ⋅ =                                                                 (1.7) 

 

bulunur.  

 

Burada A matrisine genelleştirilmiş k-basamak Fibonacci matrisi denir. Ayrıca Er 

matris yöntemlerinden yararlanarak genelleştirilmiş k-basamak Fibonacci sayılarının 

toplamlarını elde etmiştir.  

 

Miles ve Er tarafından verilen Fibonacci sayılarının k-basamak genelleştirilmeleri 

kıyaslanırsa aslında   

 

2
k

n k nf g+ − =  

 

olduğu görülür. Burada nf , Miles tarafından tanımlanan k-basamak Fibonacci sayı-

sını ve  ise Er tarafından yapılan genelleştirilmiş k-basamak Fibonacci sayısını 

göstermektedir. Açık olarak indis ötelemesi ile bu sayılar aynı sayılardır. 

k
ng

 

Son yıllarda Lee; Miles tarafından yapılan k-basamak Fibonacci sayıları için matris 

tekniklerini kullanarak genelleştirilmiş Binet formülünü vermiştir [31]. Ayrıca not 

edelim ki Lee tarafından kullanılan k k×  companion matrisi, aslında Er tarafından 

kullanılan k k×  genelleştirilmiş k-basamak Fibonacci matrisi A ile aynı özelliklere 

sahip companion matrisidir. Lee bu matrisi  sembolü ile göstermiştir. Lee tarafın-

dan kullanılan ,  companion matrisi [31–32]: 

kQ

k k× kQ
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0

0 1 0 0
0 0
0 0 1
0 0 0 1
1 1 1 1

kQ

…⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= …
⎢ ⎥…⎢ ⎥
⎢ ⎥…⎣ ⎦

% % #
  

 

şeklinde olup bu matrisin n-inci kuvveti Lee tarafından  

 

( ) ( )

( ) ( )

1,2 1,3 1, 11 2

2,2 2,3 2, 12 3

1 1,2 1,3 1, 1

,2 ,3 , 1 1

kn k n k

kn k n k
n
k

n k k k k n

n k k k k n

g g g g g

g g g g g
Q

g g g g g
g g g g g

+ + +
−− − − −

+ + +
−− − − −

+ + +
− − − − −

+ + +
− +

⎡ ⎤…
⎢ ⎥

…⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥…
⎢ ⎥

…⎢ ⎥⎣ ⎦

# # # # #  

 

olarak verilmiştir (bu matriste kullanılan ,n mg + ’ler ise k-basamak Fibonacci sayılarının 

bazı lineer birleşimlerini göstermektedir ki biz burada onları göz önüne almayacağız 

[33]). Lee,  matrisinin karakteristik denklemini gözönüne almış ve bu denklemin 

tüm köklerinin birbirinden farklı (Bkz [34]) olmasından yararlanarak genelleştirilmiş 

Fibonacci sayıları için Binet formülünü vermiştir. 

kQ

 

Bizim burada ilgileneceğimiz problem ise genelleştirilmiş k-basamak Fibonacci sayı-

ları için yukarıda bahsedilen genelleştirmeleri de göz önüne alarak en uygun şekilde 

Pell sayılarının k-basamak genelleştirmesinin elde edilmesidir. Bu şekilde bulacağı-

mız genelleştirilmiş sayı dizisi için uygun üreteç matrisi ve genelleştirilmiş Binet 

formülünü elde etmek temel problemimiz olacaktır. Ayrıca uygun matrisler tanımla-

yarak bu sayıların toplamlarını matris yöntemleri ile elde edeceğiz. Bunlardan başka 

bu sayıları içeren bazı formüller ve gösterimleri elde etmeye çalışacağız.  

 

Philippou tarafından yapılan çalışmada k-basamak Pell sayıları aşağıdaki gibi tanım-

lanmıştır [35]: ( ) ( )
0 10 ve 1k kP P= =  başlangıç koşulları için   
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e,

e.

( )

( )

( )

1

1

2 , 2 is

2 , 1 is

n
kk i

n i
ik

n k
kk i

n i
i

P n k
P

P n k

−
−

=

−
−

=

⎧ ≤ ≤⎪⎪= ⎨
⎪ ≥ +
⎪⎩

∑

∑
 

 

Tanımdan görüleceği üzere burada sayı dizisi parçalı şekilde tanımlanmış olup, bu 

şekilde tanımlanan k-basamak Pell sayıları için uygun bir üreteç matrisi bulmak ol-

dukça zordur ve hatta bulunamayabilir. Ayrıca yazar bu çalışmasında tanımlamış 

olduğu k-basamak Pell sayıları için aşağıdaki kombinatoryal gösterimleri vermiştir: 

 

 ( ){ }
0

k
n n

P
∞

=
, k-basamak Pell dizisi için 

a)  ( ) ( )1

1

1
1

, , 1

2 ,
, ,

k

k

k n k n nk
n

n n k

n n
P n

n n
− + +…+

+
…

+…+⎛ ⎞
= ≥⎜ ⎟…⎝ ⎠
∑ 0.

nBurada toplam  olacak şekildeki negatif olmayan 1 22 kn n kn+ +…+ = 1, , kn n…         

tamsayıları üzerinden alınmıştır. 

b)  

( ) ( ) ( )
( ) ( )1/ 1

1
0

1 2 1 2 1 2
2

k in n kk
ik ki k

n
i

n ki
P

i

− ++⎡ ⎤⎣ ⎦

+
=

⎡ ⎤−⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎢ ⎥= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∑

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 / 1
1

0

11 1 2 1 2 1 2
2 2

n n kk k ii ki k

i

n ki
i

− − +⎡ ⎤⎣ ⎦ − +

=

⎡ ⎤− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞+
− −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ + ,  . 1n ≥
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2. GENELLEŞTİRİLMİŞ k-BASAMAK PELL SAYILARI 

 
2.1. Genelleştirilmiş k-Basamak Pell Sayılarının Tanımı ve Üreteç Matrisi 

  
Bu bölümde Pell sayılarının k-basamak genelleştirilmesinin tanımını ve bu sayılar 

için üreteç matrisini vereceğiz.  

 

Genelleştirilmiş k-basamak Pell sayılarının k dizisini, 1 i k≤ ≤  için  

 

1 22i i i i
n n n nP P P P− −= + +…+ k−                   (2.1) 

 

şeklinde tanımlayalım. Başlangıç koşulları 1 0k n− ≤ ≤  için 

 

1, 1 ise,
0, diger.

i
n

n i
P

= −⎧
= ⎨
⎩

  

 

dir. Burada , i-inci genelleştirilmiş k-basamak Pell dizisinin n-inci terimini gös-

termektedir. Eğer  alınırsa, o halde genelleştirilmiş k-basamak Pell dizisi 

i
nP

2i = { }inP , 

bilinen Pell dizisi { }nP  olur. 

 

Eğer  olarak alırsak, genelleştirilmiş 4-basamak Pell dizisi 4i k= =

 

1, 2,5,13,34,88,228,591,1532, .…  

 

şeklindedir.  

 

Yukarıda Eş. 2.1 ile vermiş olduğumuz tanımdan dolayı genelleştirilmiş k-basamak 

Pell sayıları için 
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i
−

+

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥⎦

1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

1

1

1

1 2

1

2 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0

i i
n n

i i
n n
i

n n

i i
n k n k

P P
P P
P P

P P

+

−

−

− −

⎡ ⎤ … ⎡⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥…⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥…⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣

%
# % ## #

                            (2.2) 

 

eşitliğini yazabiliriz. Eş. 2.2 ’deki 

 

2 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0

…⎡ ⎤
⎢ ⎥…⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥…⎣ ⎦

%
# % #

                   (2.3) 

 

k k× companion matrisine R diyelim. Eş. 2.3 ’ü  bu defa k sütun için genelleştirerek 

 
1 2 1 2

1 1 1
1 2 1 2

1 1 1
1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2
1 1

2 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0

k k
n n n n n n

k k
n n n n n n

k k
n n n n n n

k k
n k n k n k n k n k n k

P P P P P P
P P P P P P
P P P P P P

P P P P P P

+ + +

− − −

− − − − − −

− − − − + − + − +

⎡ ⎤ … ⎡… …⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥…… …⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥= …… …
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥…… …⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣

# # # ## # # # # #
⎥

            (2.4) 

 

matris eşitliğini elde ederiz. Eğer k boyutlu  

 
1 2

1 2 2
1 1 1

1 2
2 2 2

1 2
1 1

k
n n n

n n n
k

n n n

k
n k n k n k

P P P
P P P
P P P

P P P

− − −

− − −

− + − + − +

⎡ ⎤…
⎢ ⎥…⎢ ⎥
⎢ ⎥…
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥…⎣ ⎦

# # #
                  (2.5) 

 

matrisini  ile gösterirsek, o zaman Eş. 2.4 ’ü kısaca  nE
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n1nE R E+ = ⋅                                         (2.6) 

 

şeklinde yazabiliriz. Buna göre aşağıdaki teoremi verebiliriz: 

  

 

2.1. Teorem  

 

nE  ve R  matrisleri sırasıyla Eş. 2.5 ve Eş. 2.3 ’deki gibi olsun. O halde her n ve k  

( ) doğal sayıları için,  2n k≥ ≥

 
1

1
n

nE R +
+ =  

 

dir. 

 

İspat  

 

Eş. 2.6 ’dan    

 

1 1n nE R E R RE+ −= ⋅ = ⋅ n  

 

eşitliğini yazarız. Bu işlemi ( )1n −  kez tekrarlarsak 

 
1

1 1
n n

nE R R E R−
+ = ⋅ = 1E                   (2.7) 

 

sonucunu elde ederiz. Genelleştirilmiş k-basamak Pell sayılarının tanımından  

 

1E R=  

 

olduğunu görülür. Buradan Eş. 2.7 ’yi  
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n 1
1 1

n n
nE R E R R R +
+ = = ⋅ =                   (2.8) 

 

olarak elde ederiz. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Buradaki R matrisini genelleştirilmiş k-basamak Pell matrisi olarak adlandıracağız. 

 

2.2. Teorem 

 

nE  matrisi Eş. 2.5 ile verilsin. O halde her  için  2n k≥ ≥

 

( )
1, tek ise

det
1 , çift isenn

k
E

k

⎧⎪= ⎨
−⎪⎩

 

 

dir. 

 

İspat 

 

Teorem 2.1 ’den  olduğunu biliyoruz. Buradan   n
nE R=

 

( ) ( )det det det nn
nE R R= =  

 

dir. Ayrıca k boyutlu R companion matrisinin determinantı  olduğun-

dan, 

( ) 1det 1 kR += −

 

( )
1, tek ise

det
1 , çift isenn

k
E

k

⎧⎪= ⎨
−⎪⎩

 

 

sonucunu elde ederiz. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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2.2 Genelleştirilmiş Pell Sayılarını İçeren Bazı Bağıntılar 

 

Bu bölümde genelleştirilmiş k-basamak Pell sayıları arasındaki bazı bağıntıları vere-

ceğiz. 

 

2.3. Teorem 

 
i

nP , 1  için i-inci genelleştirilmiş k-basamak Pell dizisinin n-inci terimi olmak 

üzere tüm pozitif n ve m tamsayıları için  

i k≤ ≤

 

  

i
+

n

E

1
1

k
i j

n m m n j
j

P P P+ −
=

= ∑  

 

dir. 

 

İspat 

 

Teorem 2.1 ’den,  olduğunu biliyoruz. Bu eşitlikten n
nE R=

 

1 1 1n nE E E E E+ = =                    (2.9) 

 

yazabiliriz. Başka bir deyişle  matrisi, matris çarpımına göre değişmelidir. Böyle-

ce Eş. 2.9’u genelleştirerek 

1E

 

n m n m m nE E E E+ = =                  (2.10) 

 

matris eşitliğini elde ederiz. Sonuç olarak ( )n m ijE e+ =  matrisinin -inci elemanı 

,  matrisinin i-inci satırı ve  matrisinin j-inci sütununun çarpımından elde 

edilir. Buradan sonuç kolayca elde edilir.  

( ,i j )

ije nE mE
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Örneğin, Teorem 2.3 ’de  alırsak,  2i =

 

  

+

2
2 2

1
1

j
n m m n j

j

P P P+ −
=

= ∑  

         1 2 2 2
1m n m nP P P P −= +

 

elde ederiz. Her n doğal sayısı için 1 2
1n nP P +=  olduğundan,  

 
2 2 2 2

1 1n m m n m nP P P P P+ += + 2
−

−

i

 

 

sonucunu buluruz. , n-inci Pell sayısı olduğundan, böylece Pell sayıları için iyi 

bilinen 

2
nP

 

1 1n m m n m nP P P P P+ += +  

 

formülünü genelleştirmiş oluruz. 

 

Şimdi Teorem 2.3 ’ün sonucunu aşağıdaki gibi genelleştirebiliriz. 

 

2.1. Sonuç 

 
i

nP , 1  için i-inci genelleştirilmiş k-basamak Pell dizisinin n-inci terimi olmak 

üzere tüm pozitif n, t ve m tamsayıları için  

i k≤ ≤

 

1
1

k
i j

m t n m t n j
j

P P P+ + + − +
=

= ∑  

 

dir. 
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İspat  

 

Teorem 2.1 ’den,  olduğunu gözönüne alarak buradan n
nE R=

 

  

Em t n m t nE E+ + +=   veya  1 1m t n m n tE E E+ + − + −=  

 

eşitliklerini elde ederiz. Böylece matris çarpımını kullanarak;  

 

1
1

k
i j

m t n m t n j
j

P P P+ + + − +
=

= ∑ i i veya 1
1

k
i j

m t n m n t j
j

P P P+ + −
=

= ∑ + −

2
nP

1E

 

 

olduğunu kolayca buluruz. Böylece ispat tamamlanır. 

 

2.4. Teorem 

 
i

nP ,  için genelleştirilmiş Pell dizisinin n-inci terimini göstermek üzere her 

pozitif n tamsayısı için aşağıdaki eşitlikler geçerlidir. 

1 i k≤ ≤

 
1 1

1 , 2 1i i
n n nP P P i k+
+ = + ≤ ≤ −  

1 1
1 2n nP P+ = + ,      

1
1 .k

n nP P+ =                   (2.11) 

 

İspat 

 

Eş. 2.9 ’dan  eşitliğini gözönüne alarak ve matris çarpımını kullanarak 

istenilen eşitlikler kolayca elde edilir. 

1n nE E+ =
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ k-BASAMAK PELL SAYILARININ BİNET FOR-

MÜLÜ 

 

3.1. Genelleştirilmiş k-Basamak Pell Matrisinin Özdeğerleri 

 

Bu bölümde Fibonacci sayıları için verilen Binet formülünü genelleştirilmiş Pell sa-

yıları için elde edeceğiz. Pell sayıları için Binet formülü 

 
1 1n n

nP α β
α β

+ +−
=

−
                   (3.1) 

 

olup burada 1α = + 2  ve 1β = − 2

1 0

; Pell sayılarının karakteristik denklemi 

 ’nin kökleridir. 2 2 1 0x x− − =

 

Şimdi Pell sayılarının Binet formülü olarak bilinen Eş. 3.1 ’i genelleştirilmiş k-

basamak Pell sayıları için matris yöntemlerini kullanarak elde edeceğiz. Bunun için 

bazı yardımcı Teoremler vereceğiz. 

 

3.1. Teorem 

 

Her  pozitif tamsayısı için 2k ≥ 1 13k k kx x x+ −− − + =  denkleminin katlı kökü yok-

tur. 

 

İspat 

 

( ) 1 22 1k k kf x x x x x− −= − − −…− −  olmak üzere ( ) ( ) ( )1h x x f x= −  olarak alırsak, 

bu durumda açık olarak ( ) 1 3k k kh x x x x+ 1 1−= − − +  dir. Buradan  ve 2k ≥ ( )1 1f ≠  

olduğundan 1,  ’in bir köküdür fakat katlı kökü değildir. Kabul edelim ki ( )h x α , 
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( )h x  ’in bir katlı kökü olsun. O halde not edelim ki 0α ≠  ve 1α ≠  dir. Ayrıca α  

bir katlı kök olduğundan  

 

( ) 1 13 1k k kh α α α α+ −= − − + = 0

k

 

 

ve 

 

( ) ( ) ( )1 2' 1 3 1k kh k k kα α α α− −= + − − −  

          ( )( )2 21 3 1k k k kα α α−= + − + − 0=  

 

dır. Böylece son eşitlikten 0α ≠  olduğundan  

 

( )
2

1,2
3 5

2 1
k k

k
α +

=
+

∓ 4  

 

olarak buluruz. Buradan 1α  kökünü ( ) 0h α =  ’da yerine yazarak 

 

( )1 2
1 1 10 3kα α α−= − + −1 1−  

    
( ) ( )

1
2 2

2
3 5 4 5 4 3 5 4 1

2 1 2 1

k

k k k k
k k

−
⎛ ⎞⎛ ⎞+ + − + +

= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
               (3.2) 

 

eşitliğini elde ederiz. 

 

Kabul edelim ki  

 

( ) ( )

1
2 2

2
3 5 4 5 4 3 5 4

2 1 2 1

k

k
k k k ka

k k

−⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞+ + − + +⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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olsun. O halde Eş. 3.2 ’yi  

 

0 1ka= −                                (3.3) 

 

olarak yazarız. Burada  için 2k ≥ 1k ka a +<  ve 2 2.0887a =  olup, bu ise Eş. 3.3 ile bir 

çelişkidir. 

 

Şimdi diğer kök 2α  ’yi göz önüne alalım. Benzer şekilde 2α  kökünü  ’da 

yerine yazarak 

( ) 0h α =

 

( )1 2
2 2 20 3kα α α−= − + −1 1−  

    
( ) ( )

1
2 2

2

3 5 4 5 4 3 5 4 1
2 1 2 1

k
k k k k

k k

−
⎛ ⎞⎛ ⎞− + − − +

= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
               (3.4) 

 

eşitliğini elde ederiz. Kabul edelim ki  

 

( ) ( )

1
2 2

2

3 5 4 5 4 3 5 4
2 1 2 1

k

k
k k k kb

k k

−⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞− + − − +⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 

olsun. Buradan Eş. 3.4 ’ü 

 

0 kb= −1                    (3.5) 

 

şeklinde yazabiliriz.  Ayrıca  için 2k ≥ 1k kb b +>  ve  olduğundan 

 olup bu ise Eş. 3.5 ile bir çelişkidir. Bu iki çelişkiden dolayı,  denk-

lemi katlı köke sahip olmadığı görülür ve böylece ispat tamamlanır. 

2
2 8,88662 10b −= − ×

1kb ≠ ( ) 0h x =
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0Sonuç olarak Teorem 3.1 ’den 1 22 1k k kx x x x− −− − −…− − =  denkleminin  

için katlı köke sahip olmadığı söyleriz.  

2k ≥

 

3.2. Genelleştirilmiş Binet Formülü 

 

( ) 1 22k k kf 1λ λ λ λ λ− −= − − −…− −  polinomunun genelleştirilmiş k-basamak Pell 

matrisinin karakteristik polinomu olduğunu varsayalım. Burada hemen belirtelim ki 

( )f λ  aynı zamanda genelleştirilmiş k-basamak Pell matrisi R ’nin de karakteristik 

polinomudur. Kabul edelim ki 1 2, , , kλ λ λ… ’ lar genelleştirilmiş k-basamak Pell mat-

risi R ’nin özdeğerleri olsun. O halde Teorem 3.1 ’den bu özdeğerler birbirlerinden 

farklıdır. 

 

Şimdi aşağıdaki  Vandermonde matrisini göz önüne alalım: k k×

 
1 2

1 1 1
1 2

2 2 2
1 2

3 3 3

1 2

1
1
1

1

k k

k k

k k

k k
k k k

V

λ λ λ
λ λ λ
λ λ λ

λ λ λ

− −

− −

− −

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

…
…
…

# # #
…

⎥

#
.                 (3.6) 

 

Ayrıca  ve ;  boyutlu aşağıdaki gibi bir sütun matrisi olsun. TV = Λ i
kw 1k ×

 

1

2

n k i

n k i
i
k

n k i
k

w

λ
λ

λ

+ −

+ −

+ −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

#
. 

 
( )i
jV , V matrisinin j-inci sütununun  sütun matrisiyle yer değiştirilmesi ile elde 

edilen  boyutlu matrisi göstersin. Buna göre genelleştirilmiş k-basamak Pell 

sayıları için Binet formülünü verebiliriz. 

i
kw

k k×
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3.2. Teorem  

 
i

nP ; i-inci genelleştirilmiş k-basamak Pell dizisinin n-inci terimi olmak üzere 

 için 1 i k≤ ≤

 
( )( )

( )1

det

det

i
jj

n i

V
P

V− + =  

 

dir. 

 

İspat 

 

R matrisinin özdeğerleri birbirinden farklı olduğu için, R matrisi köşegenleştirilebi-

lirdir. Buradan ( 1 2, , , kD diag )λ λ λ= …  köşegen matrisi için R DΛ = Λ  eşitliği kolay-

ca görülür. Vandermonde matrisi V ters çevrilebilir olduğundan 1R D−Λ Λ = eşitliğini 

yazabiliriz. Böylece R matrisinin D matrisine benzer olduğunu söyleyebiliriz. Benzer 

matrislerin kuvvetleri de benzer olduğundan n nR DΛ = Λ  yazarız. Böylece ; Eş. 

2.5 ile verilen  matrisinin 

ije

nE ( ),i j . ci elemanını göstermek üzere aşağıdaki lineer 

denklem sistemini elde ederiz:  

 
1 2

1 1 2 1 1
k k n

i i ike e eλ λ λ− −+ +…+ = k i+ −

k i+ −

k i+ −

 

1 2
1 2 2 2 2

k k n
i i ike e eλ λ λ− −+ +…+ =  

               ##
1 2

1 2
k k n

i k i k ik ke e eλ λ λ− −+ +…+ =  

 

Buradan her bir  için  1,2, ,j k= …
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( )( )
( )

det

det

i
j

ij

V
e

V
=  

 

elde ederiz. Burada  olduğundan ispat tamamlanır. 1
j

ij n ie P − +=

 

Teorem 3.2 ’in özel bir hali olarak aşağıdaki sonucu verebiliriz. 

 

3.1. Sonuç  

 
k

nP , -inci genelleştirilmiş k-basamak Pell sayısını göstermek üzere  n

 
( )( )

( )

1det

det
kk

n

V
P

V
=  

 

dir. 

 

İspat 

 

ije ;  matrisinin ( -inci elemanı olmak üzere eğer nE ),i j 1i =  ve  olarak alınırsa 

Teorem 3.2 ’den istenilen sonuç kolayca görülür. 

j k=

 

Böylece her i tamsayısı, 1 , için Teorem 3.2 ile genelleştirilmiş k-basamak Pell 

sayılarının genelleştirilmiş Binet formülünü vermiş olduk.  

i k≤ ≤

 

Gerçekten 2k =  olarak alırsak, genelleştirilmiş k-basamak Pell sayıları Pell sayıları-

na indirgenir. Bu durumda  

 

1 1 2

2

1
,

1 1 1
TV V

λ λ λ
λ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= = Λ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎣ ⎦
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ve 

 

1

1

2 1
1 0

n
n nn

n
n n

P P
E R

P P
+

−

⎡ ⎤⎡ ⎤
= = = ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 

olmak üzere  

 

R DΛ = Λ  

 

eşitliği sağlanır. Burada  köşegen matrisi  D

 

1

2

0
0

D
λ

λ
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

şeklinde olup, 1λ  ve 2λ  ise Pell sayılarının karakteristik denklemi  ın 

kökleridir. V ters çevrilebilir olup 

2 2 1 0x x− − =

n nR DΛ = Λ  eşitliği sağlanır. Böylece  

 

1 1 2 1 2 1

1 2

0
1 1 1 1 0

n
n n

n
n n

P P
P P

λ λ λ λ λ
λ

+

−

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 

matris eşitliğinden  

 
1

1 1 1
n

n nP Pλ λ +
+ + =  

1
1 2 2

n
n nP Pλ λ +
+ + =  

 

lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu lineer denklem sistemi bir Cramer sistemi 

olup Cramer yöntemi ile çözümü yapılır ise 
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1
1 1

1
2 2

1

2

1
1

n

n

nP

λ λ
λ λ
λ
λ

+

+

=  

 

olarak bulunur. Burada gerekli düzenlemeler yapılırsa n. ci Pell sayısı için Binet 

formülü 

 

1 2

1 2

n n

nP λ λ
λ λ
−

=
−

 

 

elde edilir.  
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4. MATRİS YÖNTEMLERİ İLE GENELLEŞTİRİLMİŞ PELL SAYILARI-

NIN TOPLAMLARI 

 

4.1. Genelleştirilmiş Pell Sayılarının Toplamları için Üreteç Matrisi  

 

Bu bölümde Pell sayılarının 1 ’den n ’e kadar olan toplamı 

 

1

1

1
2

n
n n

i
i

P PP +

=

+ −
=∑  

 

ifadesini gözönüne alarak bunu genelleştirilmiş k-basamak Pell sayıları için uygula-

yacağız. Bunun için Eş 2.3 ile verilen R  matrisinden yararlanarak yeni bir matris 

tanımlayacağız ve bu matrisin kuvvetlerini alarak genelleştirilmiş Pell sayılarının 

toplamlarını elde edeceğiz. Genelleştirilmiş k boyutlu Pell matrisi R ’yi bir boyut 

genişleterek ( ) ( )11 +×+ kk  boyutlu T matrisini  

 

1 0 0 0 0
1 2 1 1 1
0 1 0 0 0

0 1 0
0

0 0 1

T

…⎡ ⎤
⎢ ⎥…⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

… …⎣ ⎦

%
# % %

0

)

                 (4.1) 

 

şeklinde tanımlayalım.  

 

Ayrıca ( ) ( 11 +×+ kk  boyutlu  matrisini ise nC
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1

1

1 0 0 0

n

n n n

n k

S
C S E

S

−

− +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

                  (4.2) 

 

şeklinde tanımlayalım. Burada ; Eş. 2.5 ile verilen k boyutlu matris ve  ’de ge-

nelleştirilmiş k-basamak Pell sayılarının 1 ’den 

nE nS

( )1+n  ’e kadar toplamı, yani 

 
1

1

0

n

n i
i

S P
−

=

=∑                     (4.3) 

 

dir.  Hemen belirtelim ki Teorem 2.4 ’den 1
1

k
n nP P +=  olup, buradan  

 

1

n
k

n i
i

S P
=

=∑  

 

yazabiliriz. 

 

4.1. Teorem  

 

Genelleştirilmiş k-basamak Pell sayılarının toplamı , Eş. 4.3 ile verilsin. O halde  nS

 
n

nC T=  ve   ( )1 2,1n nS C +=

 

dir. Burada ( ) ;  matrisinin (2,1)-inci elemanıdır. 1 2,1nC + 1nC +
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İspat 

 

İspatımızı n üzerinden tümevarım yöntemi ile yapacağız. 1n =  için, genelleştirilmiş 

k-basamak Pell sayılarının tanımından 

 
0

1
1 1

0

1k
i

i

S P P
=

= =∑ =  

 

yazarız. Ayrıca  

 

1

1 0 0 0 0
1 2 1 1 1
0 1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

C T

…⎡ ⎤
⎢ ⎥…⎢ ⎥
⎢ ⎥…

= =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

…⎣ ⎦

%
# % % #

 

 

olduğundan istenilen elde edilir. Kabul edelim ki   için iddia doğru olsun. O 

halde göstereceğiz ki iddia 

1>n

( )1+n  için doğrudur. Burada Eş. 2.11 ’deki 1
1

k
n nP P+ =  

eşitliğini göz önüne alarak  

 
1

1 1n n nS P S+ −= +  

 

olarak buluruz. Bu son eşitlikten yararlanarak 

 

1n nC C+ = T  

 

matris eşitliğini yazarız. Böylece tümevarım hipotezinden  

 
1

1
n

nC T +
+ =                               (4.4) 
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eşitliğini elde ederiz.  matrisinin tanımından nC ( )1 2,1n nS C +=  olduğu görülür. Böyle-

ce teorem ispatlanmış olur. 

 

Şimdi Teorem 4.1 ’deki  Eş. 4.4 ’den yararlanarak 

 

1 1 1n nC C C C C+ = = n

n i

 

 

matris eşitliğini yazarız. Buradan  

 

1
2

1 2
k

n n
i

S S S− −
=

= + +∑  

 

ifadesini elde ederiz. Ayrıca 1
1n n nS P S −= +  olduğundan   

 

1

1

1
k

n n
i

P S i−
=

= +∑  

 

dolayısı ile Eş. 2.11 ’den dolayı  

 

1
1

1
k

k
n n

i
P S+ −

=

= +∑ i  

 

ifadesini buluruz. Böylece genelleştirilmiş Pell sayılarını yine kendi toplamları cin-

sinden elde etmiş oluruz. 

 

Eğer  alırsak, genelleştirilmiş k-basamak Pell sayıları bilinen Pell sayılarına 

indirgenir ve son eşitlikten yararlanarak  

2=k
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i

2n−

2

1
1

1n n
i

P S+ −
=

= +∑  

ve  

 

1 11n nP S S+ −= + +  

 

sonucunu elde ederiz.  Buradan kolay bir hesaplama ile Pell sayıları için bilinen  

 

1

1

1
2

n
n n

i
i

P PP +

=

+ −
=∑  

 

toplam formülü elde ederiz. Böylece Pell sayıları için bilinen toplam formülünü ge-

nelleştirilmiş k-basamak Pell sayıları için elde etmiş oluruz. 
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5. GENELLEŞTİRİLMİŞ k-BASAMAK PELL SAYILARININ ÜRETEÇ 

FONKSİYONU VE KOMBİNATORYAL GÖSTERİMİ 

 

Bu bölümde genelleştirilmiş k-basamak Pell sayıları için üreteç fonksiyonunu elde 

edeceğiz.  Şimdi katsayıları genelleştirilmiş Pell sayıları olan  

 

  

n …( ) 2 3 1 1
1 2 3 4 1 .k k k k k k k k k n

k k kG x P P x P x P x P x P x P x− −
+= + + + + + + + + +… …  

 

fonksiyonunu tanımlayalım. Buna göre; 

 

( ) ( )2 31 2 k
kx x x x G x− − − − −…  

2 1
1 2 3
k k k k k k n

k nP P x P x P x P x− −= + + + + + + +… … 1 …

…

…

…

…

     

                                            2 3
1 2 32 2 2 2 2k k k k k k n

k nP x P x P x P x P x− − − − − − − −… …

                                                           2 3 4 1 1
1 2 3
k k k k k k n

k nP x P x P x P x P x+ +− − − − − − − −… …

         3 4 5 2 2
1 2 3
k k k k k k n

k nP x P x P x P x P x+ +− − − − − − − −… …

       …  

    1 2 2 1 1
1 2 3
k k k k k k k k k n k

k nP x P x P x P x P x+ + − + −− − − − − − − −… …

 

eşitliğini elde ederiz. Gerekli katsayı düzenlemelerini yaparak 

 

( ) ( )2 31 2 k
kx x x x G x− − − − −…  

( ) ( ) ( )2 3
1 2 1 3 2 1 4 3 2 12 2 2k k k k k k k k k kP P P x P P P x P P P P x= + − + − − + − − − +…   

   ( ) ( )1
1 2 1 1 1 12 2k k k k k k k k k k

k k k k k kP P P P x P P P P x−
− − + −+ − − − − + − − − − +… … …  

    ( ) 1
1 22 .k k k k n

n n n n kP P P P x −
− − −+ − − − − +… …

 

Genelleştirilmiş k-basamak Pell sayılarının tanımdan yararlanarak 
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( ) ( )2 3
11 2 1k k

kx x x x G x P− − − − − = =…  

 

olduğu görülür. Buradan genelleştirilmiş k-basamak Pell sayılarının üreteç fonksiyo-

nu ; ( )kG x

 

( ) ( )2 3

1
1 2k k

G x
x x x x

=
− − − − −…

 

 ( ) 12 31 2 kx x x x
−

= − − − − −…  

 

olarak bulunur.  

 

Buradan hareketle  fonksiyonunu üstel fonksiyon cinsinden aşağıdaki teorem-

le ifade edebiliriz. 

( )kG x

 

5.1. Teorem  

 

Genelleştirilmiş Pell sayılarının üreteç fonksiyonu ( )kG x  olmak üzere 

 

( ) ( )

1

exp
nng x x

k n
G x

∞⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

 

dir. 

 

İspat 

 

Kabul edelim ki ( ) 2 12 kg x x x x −= + + + +…  ve ( ) 2 32 kf x x x x x= + + + +…  ve 

 olsun. O halde ( )0 f x≤ 1< ( ) ( )f x xg x=  olur. ( )kG x  ve ( )f x  ’i göz önüne ala-

rak  
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( ) ( )( ) 1
1kG x f x

−
= −  

 

yazarız.  Böylece  ’den yararlanarak  ( )g x

 

( ) ( )( ) 1
ln ln 1kG x f x

−
= −  

    ( )( )ln 1 f x= − −  

    ( ) ( ) ( ) ( )2 31 1 1
2 3

nf x f x f x f x
n

⎛ ⎞= − − − − − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

… …  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 31 1 1
2 3

nf x f x f x f x
n

⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

… …                                                                 

               ( ) ( )22 1 2 112 2
2

k k 2x x x x x x x x− −⎡= + + + + + + + + +⎢⎣
… … +  

              ( )2 11 2
nk nx x x x

n
− ⎤+ + + + + + ⎥⎦

… … …        

               ( ) ( ) ( ) ( )2 32 31 1 1
2 3

n ng x g x x g x x g x x
n

⎛ ⎞= + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

… …  

 

elde ederiz. Buradan  

 

( ) ( )

1

exp
nng x x

k n
G x

∞⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

 

veya  

 

( ) ( )

1

exp
nf x

k n
G x

∞⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

 

bulunur ve böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur. 
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1 0

Genelleştirilmiş k-basamak Pell matrisi R ’nin karakteristik denklemi 

 olmak üzere, genelleştirilmiş k-basamak Pell sayıları 

ile genelleştirilmiş k-basamak Pell matrisinin özdeğerleri arasındaki bir ilişkiyi vere-

ceğiz. 

1 22k k kλ λ λ λ− −− − −…− − =

 

5.2. Teorem 

 

2 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0 k k

R

×

…⎡ ⎤
⎢ ⎥…⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥…⎣ ⎦

%
# % #

 

 

matrisinin karakteristik denkleminin herhangi köküλ  ve  ise, o takdirde 1n k≥ >

 

1
1

k
n j

n k
j

P k jλ λ −
− +

=

= ∑  

 

dir. 

 

İspat  

 

Bu Teoremin ispatı için tümevarım yöntemini kullanacağız. O halde  olacak 

şekildeki  ve  tamsayıları için ilk olarak kabul edelim ki 

1n k≥ >

n k 2n k= =  olsun. O halde 

genelleştirilmiş k-basamak Pell sayıları bilinen Pell sayılarına dönüşür ve 1 2
1n nP P +=  

eşitliği ile 

 
2 1 2 2

1 1 2P P P Pλ λ λ= + = + 2
1  

     2 1λ= +  
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)
denklemini buluruz. Bu ise Pell sayılarının karakteristik denklemi olup istenilen elde 

edilir. Kabul edelim ki n  için ifade doğru olsun. Buna göre göstereceğiz ki 

iddia  içinde doğrudur. O halde  

(n k>

1n +

 

1
1

1
.

k
n n j k j

n k
j

Pλ λ λ λ λ+ −
− +

=

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

 

olup kabulümüzden  

 

( )1 1 1 2 2 1
1 1 1

n k k k k
n k n k n k n kP P P P 1λ λ λ λ+ − − −
− + − + − + − += + + + +… λ

1

 

        1 2 1 1 2
1 1 1

k k k k
n k n k n k n kP P P Pλ λ λ− −
− + − + − + − += + + + +… λ  

 

elde ederiz. Ayrıca 1 22 1k k kλ λ λ λ− −= + +…+ +

1

 olduğundan  

 
1 1 2 1 1 2

1 1 1
n k k k k

n k n k n k n kP P P Pλ λ λ λ+ − −
− + − + − + − += + + + +… λ  

        ( )1 1 2 2 1 1 2
1 12 1k k k k k

n k n k n k n kP P P 1 1Pλ λ λ λ λ− − − −
− + − + − + − += + +…+ + + + + +… λ

1

1

          

         1 1 1 2 1 1
1 1 12 k k

n k n k n k n kP P P Pλ λ λ− −
− + − + − + − += + + + +…

           2 1 3 2 1 2
1 1 1

k k k k
n k n k n k n kP P P Pλ λ λ− − −
− + − + − + − ++ + + + +… λ  

         = ( ) ( )1 2 1 1 3 2
1 1 1 12 k k

n k n k n k n kP P P Pλ λ− −
− + − + − + − ++ + + …+

1
1

         

             ( )1 1 2
1 1 1

k k
n k n k n k n kP P P Pλ λ−
− + − + − + −+ + + + +

2
nP

. 

 

sonucu bulunur. Diğer taraftan Teorem 2.4 ’den 

 
1 1

1 , 2 1i i
n n nP P P i k+
+ = + ≤ ≤ −  

1 1
1 2n nP P+ = + .   

 

olup, buna göre  
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2

2

2

2

1

1 2 1
1 12 n k n k n kP P P− + − + − ++ =  

1 3 2
1 1n k n k n kP P P− + − + − ++ =  

1 4 3
1 1n k n k n kP P P− + − + − ++ =  

  #
1 1

1 1
k k

n k n k n kP P P−
− + − + − ++ =  

 

eşitliklerini buluruz. Böylece  

 
1 1 1 2 2 2 2 1 1

2 2 2 2
n k k k k

n k n k n k n k n kP P P P Pλ λ λ λ λ+ − − − −
− + − + − + − + − += + + + + +…  

 

eşitliğini elde ederiz. Yine Teorem 2.4 ’den her n pozitif tamsayısı için 1
1

k
n nP P+ =  

olup buradan  yazarak, 1
2

k
n k n kP P− + − += 1

2

 
1 1 1 2 2 2 2 1 2

2 2 2 2
n k k k k

n k n k n k n k n kP P P P Pλ λ λ λ λ+ − − − −
− + − + − + − + − += + + + + +…  

 

eşitliğini elde ederiz ki bu da ispatımızı tamamlar. 

 

Chen ve Louck aşağıdaki  matrisini göz önüne alarak mC

 

1 2 3 1

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

m m

m

u u u u u

C

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

…
…
…
…

# # # # #
…

 

 
n
mC  matrisinin kombinatoryal gösterimi için aşağıdaki teoremi vermişlerdir:  
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5.3. Teorem [36] 

 

mC  matrisinin n. ci kuvveti  ’nin n
mC ( ),i j -inci elemanı ( )n

ijc  ise, o zaman  

 

( )

( )

1

1 2

1
, , ,

1 21
, , ,1 2 1 2

m

m

n kk
ij m

k k k

k k kmk k kj j m
k k k k k km m

c u
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ + ++ + ++ ×
+ + +

= ∑
…

……
… …

"u

j

  

 

dir. Burada toplam  şartını sağlayan negatif olmayan 

tamsayılar üzerinden alınır ve eğer 

1 22 mk k mk n i+ + + = − +…

n i j= −  ise bu formüldeki katsayılar 1 olarak 

tanımlanır. 

 

O halde genelleştirilmiş k-basamak Pell sayılarının kombinatoryal gösterimi için aşa-

ğıdaki sonucu verebiliriz. 

 

5.1. Sonuç  

 

Genelleştirilmiş k-basamak Pell sayısı 

 

( )
1

, , ,1 2

1 2 2
, , ,1 21 2

×
+ +…+⎛ ⎞

⎜ ⎟=
…⎜ ⎟+ +…+

⎝ ⎠
∑
…

tk
n

t t tm

t t tt kkP
t t tt t t kk

 

 

şeklinde yazılabilir. Burada toplam 1 22 kt t kt n 1 k+ + + = − +…  şartını sağlayan nega-

tif olmayan tamsayılar üzerinden alınır. 

 

İspat 

 

Teorem 5.3 ’de  ve her 1 2u = 2,3, ,j k= …  için 1ju =  olmak üzere  matri-

sinin tanımından   alınarak istenilen sonuç elde edilir. 

( )n ijE e=

1
k

k ne P=
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