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OZET

Bu calismada Pell sayillarindan hareketle genellestirilmis k-basamak Pell
sayllar1 tammmland: ve bu tammmdan yararlanilarak genellestirilmis Pell sayilar
icin iiretec matrisi elde edildi. Ayrica Matris yontemleri Kkullamlarak
genellestirilmis k-basamak Pell sayilarinin toplamlar: i¢in bir yontem verildi.
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sayillar icin elde edildi. Son olarak genellestirilmis Pell sayilarinin iiretec
fonksiyonu, iistel fonksiyon gosterimi ve kombinatoryal gosterimleri

karakterize edildi.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilan bazi simge ve kisaltmalarin agiklamalar1 asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklama

{F.} Fibonacci dizisi

{ Ln} Lucas dizisi

L, n. ci Lucas sayisi

F, n. ci Fibonacci sayisi

{un } Genellestirilmis Fibonacci dizisi

{Vn} Genellestirilmis Lucas dizisi

detA A matrisinin determinanti

perA A matrisinin permanenti

g n. ci genellesirilmis k-basamak Fibonacci sayisi
F (X) Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonu

P(x) Pell sayilarinin iireteg fonksiyonu

pX n. ci genellesirilmis k-basamak Pell sayisi

I, nxn birim matris

G, (X) Genellestirilmis  Pell ~ sayilarinin  iireteg

fonksiyonu



1.GIRiS

Fibonacci sayilari, her n >0 dogal sayis1 ve F, =0, F, =1 icin

F ,=F +F

n+2 — T n+l n

Indirgeme bagntisiyla tammlanir. Burada F,; n-inci Fibonacci sayis1 ve {F,} ise

elemanlar1 Fibonacci sayilarindan olusan Fibonacci dizisidir.

Lucas sayilari ise her n >0 dogal sayis1 ve L, =2, L =1 olmak lizere,

Ln+2 = L + Ln

n+1

indirgeme bagntis1 ile tanimlanir. Burada L n-inci Lucas sayisi ve {Ln} ise ele-

manlar1 Lucas sayilarindan olusan Lucas dizisidir.

Benzer sekilde Pell sayilari ise P, n.ci Pell sayisin1 gostermek iizere, her n>0 sayi-
stve B, =0, B =1 olmak iizere

Pn+2 = 2P

n+l

+F,

indirgeme bagintisiyla tanimlanir. {Pn} ise elemanlar1 Pell sayilarindan olusan Pell

dizisidir.

Fibonacci, Lucas ve Pell dizilerinin degisik genellestirilmeleri baz1 kurallar saglatila-
rak cesitli yazarlar tarafindan yapilmigtir [1-13]. Bu ¢alismalar1 gozoniine alarak
yapilmis olan genellestirmelerden bazilarini inceleyecegiz. Bu genellestirilmelerdeki

temel esaslar sunlardir:



1. Birinci tip genellestirilmede, dizinin her terimi kendisinden onceki ilk iki terimin
toplam1 seklinde tanimlanarak bu terimlerin katsayilar1 keyfi tamsayilar alinir.

2. ikinci tip genellestirilmede ise birinci tip genellestirilme ile birlikte dizisinin bas-
langi¢ kosullari reel ya da kompleks degiskenler alinarak yapilan genellestirilmedir.
3. Ugiincii tip olan genellestirilmede ise dizinin her terimi kendinden 6nceki k-tane
terimin toplami1 seklinde tanimlanir ve bunun icin de k-tane baslangi¢ kosulu verilir.

Bu tiir dizilere genellestirilmis k-basamak say1 dizileri ad1 verilir.

Ik iki tiir genellestirmelere, genellestirilmis Fibonacci-Lucas dizileri veya ikinci

basamaktan indirgeme dizileri ad1 verilir. Buna gore genellestirilmis Fibonacci dizisi,
D=A—-4B#0 olacak sekilde A4 ve B sifirdan farkl1 aralarinda asal sayilar olmak

tizere her n>0 ve u, =0, u, =1 baslangi¢ kosullar1 i¢in

seklinde tanimlanir [13].

Benzer sekilde Genellestirilmis Lucas dizisi ise D = 4> —4B # 0 olacak sekilde 4 ve

B sifirdan farkli aralarinda asal sayilar olmak tizere her n>0 ve v, =2, v, =1 bas-

langi¢ kosullar i¢in

vn+2 = Avn+1 - an

indirgeme bagintisi ile tanimlanir [13].

Omegin A=1 ve B=-1 igin {u,} dizisi Fibonacci dizisi {F,} *e ve {v,} dizisi de

n

Lucas dizisi {L,} e doniisiir.



Yukarida bahsettigimiz ikinci tip genellestirilme ise D= A4>—4B #0 olacak sekilde

A ve B sifirdan farkl aralarinda asal sayilar olmak tlizere her n >0 ve W, =p, W, =q

baslangi¢ kosullari i¢in

VVn+2 =AW

n+l

BW,

bagintisi ile tanimlanir [4].

Bir¢ok yazar tarafindan Fibonacci sayilari i¢in {lirete¢ matris elde edilerek, Fibonacci
sayillarinin bilinen baz1 Ozellikleri icin daha kolay yontemler ve yeni bazi
kombinatoryal 6zellikler elde edilmistir. ilk kez Silvester tarafindan A companion

matrisi

esitligi elde edilmistir [14]. Daha sonra Bong tarafindan aym1 4 matrisinin 7.ci kuv-

vetinin

oldugu gosterilmistir [15]. Bu A matrisine Fibonacci matrisi diyecegiz. Ayrica Bong,

Fibonacci matrisi 4 "nin, Fibonacci tipi indirgeme bagintisina benzer olarak



An :An71+An72

bagintisini sagladigini gostermis ( A° = 7, ) ve Fibonacci matrisi 4 *nin n. ci kuvveti-

nin determinant degerini kullanarak, Fibonacci sayilari i¢in Simpson formiilii olarak

bilinen

F, 1F;,—1 _Ff :(_l)n

n+

esitligi matrisler yardimu ile elde etmistir. Yine Bong Fibonacci matrisi A 'nin matris

carpimi altinda degismeli oldugunu, yani her m ve n pozitif tamsayisi i¢in
An+m — A}'l .Am

esitligini elde etmistir. Aymi yazar benzer matris esitliklerini bularak bunlardan bazi

kombinatoryal formiiller gelistirmistir. Ornegin

A =(4) =(4+1) = (H]A’

formiiliinii kolayca elde etmistir.

Diger bir 6rnek olarak,

AT = A A b AT+ AT = (AT A ) (A )+ AT

=A"+ A"+ A+ AT



=A_1+2A2r
r=0

matris esitliginden, ayni pozisyondaki elemanlarin esitligini kullanarak

2n-1

By :1+Zn:F2r = zFr
r=0

r=-—1
formiiliinii bulmustur.

Benzer diisiince ile Pell sayilar1 i¢in iirete¢ matrisinin bulunmasi ¢alismasi Ercolano

tarafindan 2x2 M companion matrisi

alinarak
Mn B’l+] B’l
BRAN

oldugu gosterilmistir [16].

Fibonacci ve Lucas sayilarindan yararlanarak Fibonacci ve Lucas polinomlar1 tanim-
lanmis ve bu polinomlarda genellestirilerek, genellestirilmis Fibonacci ve Lucas
polinomlar1 tanimlar1 da yapilmistir. Ayrica bu polinomlarin bdliinebilme gibi bazi

Ozellikleri incelenmistir [17-21].

Matris teoride sik¢a kullanilan (0,1) -matrisleri gdzoniine alinarak bu matrislerin

determinant1 ve permanenti ile Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasindaki iligkiler elde



edilmistir. Ornegin, Lehmer genel bir tridiagonal (iiclii bant) matrisin permanenti ve
indirgeme bagintilar1 arasindaki bagintilari elde etmistir [22]. Minc nxn tridiagonal

A, matrisini tiim elemanlar1 1 olacak sekilde, yani

I 1 0
|
4,= . .
o1
0 I 1

alarak, perd, = F,,, oldugunu ispatlamustir [23-24]. Daha sonra, 4, matrisini (k—1)
stiper-diagonal (kdsegen) matrise genisleterek, bu matrisin permanenti ile (n +1) .ci

genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayisi oldugunu gdstermistir. Yani

1 1 1 0 0]
1 ... 1 1 0
0 1 1 1 0
0 1 1 0 0
perF(n,k): 0 o0 1 1 0 =gt
1 1 1
0 0 0 0 1 1 1
10 0 0 0 0 0 1 1]

Burada g'; m-inci genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayisidir. Ayrica Minc,
(0,1) -Circulant matrislerin permanentleri ve Fibonacci sayilari arasinda baska iliski-

leri de bulmustur.

Strang, n boyutlu D, tridiagonal matrisini asagidaki gibi tanimlayarak [25]:



1 i 0
i 1
D, = ) s
i
0 i 1

detD, = F,,, oldugunu gostermistir. N. Cahill ise matris determinantlar1 ve indirge-

me dizileri arasindaki iligkilerden yararlanarak, kullanilan kare matrislerin determi-
nantlarin1 bu matrislerin 6zdegerlerinin ¢arpimlari olarak yazarak bu determinantlara
karsilik gelen sayilarin ¢arpanlara ayrilmalarini elde etmistir [26]. N. Cabhill ’in ver-
mis oldugu bu carpanlara ayirma aslinda yontem farkiyla Fibonacci polinomlarinin

carpanlara ayrilmasi ile ayn1 sonuglardir.

Yukarida bahsettiimiz 4, matrisinin permanenti ile D, matrisinin determinanti
ayn1 sonucu vermektedir. Bu durum Minc tarafindan tiim tridiagonal matrisler i¢in su

sekilde genellestirilmistir [24]: A:(ak j) nxn bir tridiagonal matris olsun. Eger
nxn, A= (&k j) tridiagonal matrisinin elemanlar (1<k <n) a, =a, ve diger du-

rumlarda ise a, ; =iaq,, (i* =-1) seklinde tamimlanirsa, bu durumda perd = det A dir

ya da acik olarak
1 1 0 1 i 0
| i
per .. =det )
| i
0 1 1 0 i1
dir.

Simdi matris determinantlar1 ve permanentleri ile say1 dizileri arasindaki iliskilere

ilging bir 6rnek verelim. Bir n boyutlu simetrik karesel 4, = (al.j) matrisi



a;

_ i+1, i=j ise
B min{i,j}, i#j 1ise

olarak, yani

2 1 1 1
1 3 2 2
4 = 1 2 4 3 3
1 2 3 ... n n-1
112 3 ... n-1 n+l]

seklinde tanimlansin. Gerekli hesaplamalar yapilarak, 4, matrisinin determinanti

detA =F, , oldugu bulunur [27].

Yukarida bahsedilen matris gosterimleri benzer sekilde Lucas sayilar1 i¢cinde elde

edilmistir.

Simdi Fibonacci ve Pell dizilerinin iirete¢ fonksiyonlarinin elde edilislerini géz onii-

ne alacagiz. Kabul edelim ki
F(x)=Fx+Fx’ + FxX + Fx* + FX* + Fx® + .+ Fx" +...
olsun. O halde

(l—x—xz)F(x):F(x)—xF(x)—sz(x)
=Fx+FxX’ +ExX + Fx' + Fx’ +...
~FEx’-Fx -Fx'-Fx —Fx°—....
—FExX’ —Fx'-Fx —Fx*—Fx' —...



olup buradan gerekli diizenlemeleri yaparak

(l—x—xz)F()c)=leJr(Fz—Fl)x2+(1'73 —-F,-F)x’+
(F,-F—F)x"+(F,—F,-F)xX +...+
(F—l _Ffz_F;kz‘)xnil +(F;1_EH —F;Fz)x" +...

n n

elde ederiz. Fibonacci sayilarinin tanimini kullanarak
(l—x—xz)F(x) =Fx=x
sonucunu buluruz. Boylece Fibonacci sayilarini iirete¢ fonksiyonunu

X
o=

olarak elde ederiz [28-29].

Benzer sekilde Pell sayilarini kullanarak
P(x)=Px+Px’+Px’+Px'+Px’+..+ Px" +....
fonksiyonunu tanimlar ve buradan

(l—x—xz)P(x):P(x)—xP(x)—sz(x)
=Bx+(P,—2R)x’+(P,-2P,—RB)x’ +
(P =2 =P)x*+(P, 2P, —P)x" +...+

(P, 2P ,—P_)x"" +(P,~2P_ —P,)x" +...

n n n

sonucunu buluruz. Pell sayilarinin tanimindan
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elde edilir. Boylece Pell sayirinin tirete¢ fonksiyonunu

X
P(x)=———

( ) 1-2x—x’
seklinde elde ederiz.

Simdi Fibonacci sayilariin Binet gésteriminden bahsedecegiz. Fransiz matematikgi
Binet ilk kez 1843 yilinda, Fibonacci ve Lucas sayilar1 i¢in Binet formiillerini ver-

migtir: Vn >0 dogal sayisi i¢in

arl _ﬂn
F, =
a—p
ve
L =a"+p"

dir. Burada « ve p Fibonacci sayilarmin karakteristik denklemi ¢*—¢—1=0 1n

++/5 1-+/5

kokleridir. Yani «a = IT ve f= Ts dir. Ayrica not edelim ki > —¢-1=0

karakteristik denklemi ayn1 zamanda yukarida bahsedilen 2x2 Fibonacci matrisi 4

’nin karakteristik denklemidir.

Benzer sekilde genellestirilmis Fibonacci dizisi {un} ve Lucas dizisi {vn} i¢in Binet

formiilleri; V n >0 dogal sayis1 igin
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" oo=06
ve
v, =0"+0"

seklindedir. Burada o ve &, {u,} ve {v,} dizilerinin karakteristik denklemi olan

t* — At+ B =0 denkleminin kokleridir.

Simdi ise Fibonacci sayilarinin diger bir genellestirilmesi olan k-basamak genellesti-
rilmelerinden bahsedecegiz. ilk kez Miles tarafindan k-basamak Fibonacci sayilari,

n>k>2 olmak tizere [11]:

k

fn :anﬁ‘ >

baslangi¢ kosullari

ile tanimlanmustir.
Daha sonraki yillarda Er tarafindan yapilan genellestirme, Miles tarafindan yapilan
bu genellestirmeyi kapsar. Er ’in vermis oldugu tanimda k-basamak Fibonacci dizisi-

nin tekrar & genellestirmesi asagidaki gibi yapilmistir [30]:

Genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilarinin £ dizisi V n>0 ve 1<i<k i¢in
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k
g; =Zgil7—j (11)
j=1

seklinde tanimlanir. Burada baslangi¢ kosullari

. 1 i=1-n ise,
g = » 1-k<n<0
0 diger

dir. Burada g ; i-inci genellestirilmis k-basamak Fibonacci dizinin 7. terimidir.

Tanimindan goriilecegi lizere bu sekilde tanimlanan dizi & tane diziyi i¢eren en genel
tanimlamalardan biridir ve matris gosterimine uygunlugu bakimindan da ¢ok kulla-

nighdir.

Genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilarinin tanimindan dolay1

_giwl 1 1 1 gn
gin 1 0 ... 0 0f g,
g |=10 1 . 0 0f g, (1.2)
ok 00 ... 1T 0] _gin—k+1_

esitligi saglanir. Es. 1.2 deki

11 .1
10 ...0
01 . 00 (1.3)
00 ... 1 0]

matrisine 4 diyelim. Burada 4 matrisi kxk companion matristir. Es. 1.2 'nin genel-

lestirilmesi ile



1
gn+1
1
&
1
gnfl

1
_gn—k

2
gn+l
2
&
2
gnfl

2

gn—k

ng:{H | _1
g,

grlf—l =10
grlj—k_ _O

g
1
gnfl
1
gn72

1
_gn—kJrl

esitligini elde ederiz. Es. 1.4 ’deki &k xk boyutlu

1
&
1
gn—l
1

gn—Z

2
&
2
gn—l
2

gn—Z

1 2
| 8kr1 ki

k
&
k
gn—l

k

gn—Z

k
gn—k+1 B

matrisini G, ile gosterirsek, Es. 1.4 ’ii kisaca

n+l

seklinde yazariz. Es. 1.5 *den yararlanarak

= 4G,

G, =A4G, =A4-4G,

esitligini elde ederiz. Bu sekilde aym islemi (n—1) kez yaparak

G

n+l

=A4-A"'G = A'G,

2
gnfl
2
gnfz

2
8-kl

g |
grlf—l
g,]ffz

g:—kﬂj

13

(1.4)

(1.5)

(1.6)

matris esitligini buluruz. Genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilarinin tanimin-

dan
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G =4

oldugu goriiliir. Boylece Es. 1.6 *dan

G, =A"G=A" A= A" (1.7)

bulunur.

Burada 4 matrisine genellestirilmis k-basamak Fibonacci matrisi denir. Ayrica Er
matris yontemlerinden yararlanarak genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayilarinin

toplamlarini elde etmistir.

Miles ve Er tarafindan verilen Fibonacci sayilarinin k-basamak genellestirilmeleri

kiyaslanirsa aslinda

k
f;1+k—2 = gn

oldugu goriiliir. Burada £, Miles tarafindan tanimlanan k-basamak Fibonacci say1-

s ve g* ise Er tarafindan yapilan genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayisini

gostermektedir. Acik olarak indis 6telemesi ile bu sayilar ayni sayilardir.

Son yillarda Lee; Miles tarafindan yapilan k-basamak Fibonacci sayilari i¢in matris
tekniklerini kullanarak genellestirilmis Binet formiiliinii vermistir [31]. Ayrica not
edelim ki Lee tarafindan kullanilan £ xk companion matrisi, aslinda Er tarafindan
kullanilan k£ xk genellestirilmis k-basamak Fibonacci matrisi 4 ile ayni ozelliklere

sahip companion matrisidir. Lee bu matrisi O, sembolii ile gostermistir. Lee tarafin-

dan kullanilan &k xk, O, companion matrisi [31-32]:
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0 1 0 0]
00 °
0,=|0 .. 0 1 0
0 0 0 1
1 L1

seklinde olup bu matrisin n-inci kuvveti Lee tarafindan

iy &2 & o & &)
8o 8o &3 - & &)
o= : : : :
g &z & o g &
& & & o &ua & |

olarak verilmistir (bu matriste kullanilan g, ’ler ise k-basamak Fibonacci sayilarmin

bazi lineer birlesimlerini gdstermektedir ki biz burada onlar1 g6z oniline almayacagiz

[33]). Lee, O, matrisinin karakteristik denklemini gézoniine almis ve bu denklemin

tiim koklerinin birbirinden farkli (Bkz [34]) olmasindan yararlanarak genellestirilmis

Fibonacci sayilari i¢in Binet formiiliinii vermistir.

Bizim burada ilgilenecegimiz problem ise genellestirilmis k-basamak Fibonacci sayi-
lar1 i¢in yukarida bahsedilen genellestirmeleri de goz Oniine alarak en uygun sekilde
Pell sayilarinin k-basamak genellestirmesinin elde edilmesidir. Bu sekilde bulacagi-
miz genellestirilmis say1 dizisi i¢in uygun iirete¢ matrisi ve genellestirilmis Binet
formiiliinii elde etmek temel problemimiz olacaktir. Ayrica uygun matrisler tanimla-

yarak bu sayilarin toplamlarini matris yontemleri ile elde edecegiz. Bunlardan bagka

bu sayilar1 iceren bazi formiiller ve gosterimleri elde etmeye ¢alisacagiz.

Philippou tarafindan yapilan ¢calismada k-basamak Pell sayilar1 asagidaki gibi tanim-

lanmastir [35]: Po(k) =0 ve R(k) =1 baslangi¢ kosullar1 i¢in
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> 2PN 2<n<kise,
(k) _ ) i=l
PO ="

ZZk_iP(k) n>k+1ise.

n—i?
i=1

Tanimdan goriilecegi iizere burada say1 dizisi parcali sekilde tanimlanmis olup, bu
sekilde tanimlanan k-basamak Pell sayilar1 i¢in uygun bir iirete¢ matrisi bulmak ol-
duk¢a zordur ve hatta bulunamayabilir. Ayrica yazar bu caligmasinda tanimlamis

oldugu k-basamak Pell sayilari i¢in asagidaki kombinatoryal gosterimleri vermistir:

n

(P }w , k-basamak Pell dizisi icin
n=0

+...+
a) Bq(fl) _ z {”l nka—n+k(nl+“.+nk)’ >0

Nyyeoos

Burada toplam n, +2n,+...+kn, =n olacak sekildeki negatif olmayan n,,...,n,

tamsayilar1 lizerinden alinmustir.

b)

| [n/(k+1)] . 1
Pn(fl)z(l+22 j (_1), [I’l .klj2ki(l+2k)

—(k+1)i

l

N L-D] Y (ke1)i
_%{122} [ (_1)’(” | ’jzkl(nzk)‘“)], nz1,

1
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2. GENELLESTIRILMIS k-BASAMAK PELL SAYILARI
2.1. Genellestirilmis k-Basamak Pell Sayilarinin Tanimi ve Urete¢ Matrisi

Bu boliimde Pell sayilarinin k-basamak genellestirilmesinin tanimint ve bu sayilar

i¢in lirete¢ matrisini verecegiz.
Genellestirilmis k-basamak Pell sayilariin & dizisini, 1<i <k icin
P =2P +P ,+..+P, (2.1)

seklinde tanimlayalim. Baslangi¢ kosullar1 1-4 <n <0 i¢in

|, n=1-iise,
P
0, diger.

dir. Burada P!, i-inci genellestirilmis k-basamak Pell dizisinin n-inci terimini gos-

termektedir. Eger i =2 alinirsa, o halde genellestirilmis k-basamak Pell dizisi {P[ } ,

n

bilinen Pell dizisi {P } olur.

Eger i = k =4 olarak alirsak, genellestirilmis 4-basamak Pell dizisi
1,2,5,13,34,88,228,591,1532,....
seklindedir.

Yukarida Es. 2.1 ile vermis oldugumuz tanimdan dolay1 genellestirilmis k-basamak

Pell sayilar1 i¢in
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B [2 SRR A
Pl 1o ..00|]P,
P.l={o 1 . 0 of P, (2.2)
L Fe] L0 0 LY | R

esitligini yazabiliriz. Es. 2.2 *deki

2 1
1 0 .. 00
0 .00 (2.3)
00 ... 10

k x k companion matrisine R diyelim. Es. 2.3 ’ii bu defa £ siitun i¢in genellestirerek

B, B, .. Byl 21 ..t R B .. B

])nl 1)"2 T ])nk 1 O tot O 0 IDnI—I Pnz—l Ijnk—l

P, P, ... Pl=|01 .. 00|P, P, .. P, (2.4)
_Btl—k Rzz—k Pnk—k_ _0 0 ... 1 0_ _Pnl—k+1 13712—k+l nk—k+1_

matris esitligini elde ederiz. Eger &k boyutlu

PP P

P, BL .. P,

P, P, .. P, (25)
_R11—k+1 Pnz—k+] e Rzk—k+1 _

matrisini £, ile gosterirsek, o zaman Es. 2.4 i kisaca
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—R-E (2.6)

n+l n

seklinde yazabiliriz. Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz:

2.1. Teorem

E ve R matrisleri sirasiyla Es. 2.5 ve Es. 2.3 “deki gibi olsun. O halde her n ve k£

(n >k >2) dogal sayilari i¢in,

E. =R"
dir.

Ispat

Es. 2.6 dan

E.=R-E =R-RE_,

esitligini yazariz. Bu islemi (n—1) kez tekrarlarsak

E,. =R-R"E =R'E, 2.7)

sonucunu elde ederiz. Genellestirilmis k-basamak Pell sayilarinin tanimindan

E =R

1

oldugunu goriiliir. Buradan Es. 2.7 *yi
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E

n+l

=R'E,=R"-R=R"" (2.8)
olarak elde ederiz. Boylece ispat tamamlanir.

Buradaki R matrisini genellestirilmis k-basamak Pell matrisi olarak adlandiracagiz.
2.2. Teorem

E_matrisi Es. 2.5 ile verilsin. O halde her n>k >2 igin

1, k tek ise
detE = .,
(-1)", kiftise

dir.
jspat
Teorem 2.1 ’den E, = R" oldugunu biliyoruz. Buradan

det E, = det(R") = (det R)’

dir. Ayrica k boyutlu R companion matrisinin determinanti det R = (—l)k+1 oldugun-

dan,

1, k tek ise
detE = )
(-1)", kiftise

sonucunu elde ederiz. Bdylece ispat tamamlanmis olur.
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2.2 Genellestirilmis Pell Sayilarini Iceren Bazi Bagmntilar

Bu boliimde genellestirilmis k-basamak Pell sayilari arasindaki bazi bagmtilar1 vere-

cegiz.
2.3. Teorem

P, 1<i<k igin i-inci genellestirilmis k-basamak Pell dizisinin n-inci terimi olmak

lizere tiim pozitif n ve m tamsayilari i¢in
i _ J DI
])n+m - Z Rn Ijn—jJrl
J=l

dir.

jspat

Teorem 2.1 °den, E, = R" oldugunu biliyoruz. Bu esitlikten

E  =EE =EE, (2.9)

yazabiliriz. Baska bir deyisle E, matrisi, matris ¢arpimina gore degismelidir. Boyle-

ce Es. 2.9’u genellestirerek

E,. =EE, =EE, (2.10)

+m — Hnm

matris esitligini elde ederiz. Sonug olarak E,,, = (eij) matrisinin (i, j) -inci elemani

e;, [, matrisinin i-inci satir1 ve E, matrisinin j-inci siitununun ¢arpimindan elde

edilir. Buradan sonug kolayca elde edilir.
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Ormnegin, Teorem 2.3 *de i =2 alirsak,

2

P, => PP

n+m n—j+1

elde ederiz. Her n dogal say1st igin P' = P’

n+l

oldugundan,

B = BB+ R

n+m m+1"n

sonucunu buluruz. P’, n-inci Pell sayis1 oldugundan, bdylece Pell sayilari igin iyi

bilinen

])er = P P +])mPn—1

m+1" n
formiiliinii genellestirmis oluruz.
Simdi Teorem 2.3 ’iin sonucunu asagidaki gibi genellestirebiliriz.

2.1. Sonug

P!, 1<i<k igin i-inci genellestirilmis k-basamak Pell dizisinin n-inci terimi olmak

lizere tiim pozitif n, f ve m tamsayilari igin
1 —_ J L
Pm+t+n - z Pm+tPn—j+1
J=l

dir.
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fspat
Teorem 2.1 °den, £, = R" oldugunu g6zoniine alarak buradan

E =FE E veya E

m+t+n m+t n m+t+n

=F

m—1

E

n+t—1

esitliklerini elde ederiz. Bdylece matris carpimini kullanarak;
m+t+n ZPanPl +1 Veya m+t+n ZIJW{ 11)l1l+t J
oldugunu kolayca buluruz. Béylece ispat tamamlanir.

2.4. Teorem

P!, 1<i<k igin genellestirilmig Pell dizisinin n-inci terimini gdstermek tizere her

pozitif n tamsayisi i¢in asagidaki esitlikler gecerlidir.

P =P +P", 2<i<k-1

])}H—l 2P +])n H

P =P (2.11)
fspat

Es. 2.9 °dan E _, =E E, esitligini gdzOniine alarak ve matris ¢arpimini kullanarak

istenilen esitlikler kolayca elde edilir.
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3. GENELLESTIRILMIS k-BASAMAK PELL SAYILARININ BINET FOR-
MULU

3.1. Genellestirilmis k-Basamak Pell Matrisinin (")zdegerleri

Bu béliimde Fibonacci sayilari i¢in verilen Binet formiiliinii genellestirilmis Pell sa-

yilart i¢in elde edecegiz. Pell sayilar1 i¢cin Binet formiilii

P _ anﬂ _ﬁnﬂ

=3 (3.1)

olup burada «a = 1+42 ve p =1-2 ; Pell sayilarinin karakteristik denklemi
x> —2x—1=0 ’nin kokleridir.

Simdi Pell sayilarimin Binet formiilii olarak bilinen Es. 3.1 ’i genellestirilmis k-
basamak Pell sayilar1 i¢in matris yontemlerini kullanarak elde edecegiz. Bunun i¢in

bazi yardimci Teoremler verecegiz.

3.1. Teorem

Her k>2 pozitif tamsayist igin x**' —3x* —x*"' +1=0 denkleminin katli kokii yok-

tur.
fspat

f(x)=x"=2x""=x"? - .—x—1 olmak iizere h(x)=(x-1)f(x) olarak alirsak,
bu durumda agik olarak /(x)=x""-3x"—x"" +1 dir. Buradan k>2 ve f(1)#1

oldugundan 1, h(x) ’in bir kokudiir fakat kath kokii degildir. Kabul edelim ki «,
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h(x) ’in bir kath kokii olsun. O halde not edelim ki & #0 ve a =1 dir. Ayrica &

bir katl kok oldugundan
h(a)=a""'-3a" - +1=0

Ve
B (a)=(k+1)a* —3ka*" —(k-1)a*”

=o' ((k+1)a’ -3ka+k-1)=0

dir. Boylece son esitlikten o # 0 oldugundan

_ 3kFASK* +4

a
2 2(k+1)
olarak buluruz. Buradan ¢, kokiinii z(«)=0 ’da yerine yazarak

0=0a"" (e’ +3, 1)1

k-1
_(3k+x/5k2+4J [5k—4+3\/5k2+4]_1

2(k+1) 2(k+1)’

esitligini elde ederiz.

Kabul edelim ki

2(k+1) 2(k+1Y’

k-1
o [3k+x/5k2+4J [5k—4+3\/5k2+4J
-

(3.2)
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olsun. O halde Es. 3.2 ’yi
0=gq, -1 (3.3)

olarak yazariz. Burada k> 2 i¢in a, <a,,, ve a, =2.0887 olup, bu ise Es. 3.3 ile bir

celiskidir.

Simdi diger kok «, ’yi goz 6niine alalim. Benzer sekilde «, kokiinii 4(a)=0 ’da

yerine yazarak

0= azkfl (—a22 +3a, - 1) -1

k-1
[ 3k—5k*+4 Sk—4-35k> +4 . (3.4)
2(k+1) 2(k+1y’ '
esitligini elde ederiz. Kabul edelim ki
k-1
b - 3k—5k* +4 Sk—4-35k +4
' 2(k+1) 2(k+1)
olsun. Buradan Es. 3.4 ’ii
0=p, -1 (3.5)

seklinde yazabiliriz. Ayrica k >2 igin b, >b,,, ve b, =-8,88662x10 oldugundan
b, #1 olup bu ise Es. 3.5 ile bir eliskidir. Bu iki geliskiden dolay1, /(x)=0 denk-

lemi katli kdke sahip olmadig1 goriiliir ve boylece ispat tamamlanir.
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Sonug olarak Teorem 3.1 ’den x* —2x"'—x*?—...—x-1=0 denkleminin & >2

icin katli kdke sahip olmadig1 soyleriz.

3.2. Genellestirilmis Binet Formiilii

f(A)=24"=22""-2"? - —2—1 polinomunun genellestirilmis k-basamak Pell
matrisinin karakteristik polinomu oldugunu varsayalim. Burada hemen belirtelim ki

f (i) ayni zamanda genellestirilmis A-basamak Pell matrisi R 'nin de karakteristik

polinomudur. Kabul edelim ki 4, 4,,...,4, * lar genellestirilmis k-basamak Pell mat-

risi R ’nin 6zdegerleri olsun. O halde Teorem 3.1 ’den bu 6zdegerler birbirlerinden

farklidir.

Simdi asagidaki k£ xk Vandermonde matrisini géz Oniine alalim:

_Z’lkfl /l‘k72 /1‘ 1
IS e A1

vl a1 (3.6)
FIa N

Ayrica V' = A ve w,; kx1 boyutlu asagidaki gibi bir siitun matrisi olsun.

/Iln+k—i

n+k—i
|

Wi

n+k—i
ﬂ’k

V].(i), V matrisinin j-inci siitununun w, siitun matrisiyle yer degistirilmesi ile elde

edilen kxk boyutlu matrisi gostersin. Buna gore genellestirilmis k-basamak Pell

sayilar1 i¢in Binet formiiliinii verebiliriz.
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3.2. Teorem
P'; i-inci genellestirilmis k-basamak Pell dizisinin n-inci terimi olmak {izere
1<i<k igin

‘ det(V/.(i))
Bl =

det (V)

dir.
fspat

R matrisinin 6zdegerleri birbirinden farkli oldugu i¢in, R matrisi kdsegenlestirilebi-

lirdir. Buradan D = diag (4, 4,,...,4, ) kdsegen matrisi i¢in RA = AD esitligi kolay-

ca goriiliir. Vandermonde matrisi V ters gevrilebilir oldugundan A™'RA = D esitligini

yazabiliriz. Boylece R matrisinin D matrisine benzer oldugunu sdyleyebiliriz. Benzer

matrislerin kuvvetleri de benzer oldugundan R"A =AD" yazariz. Boylece ¢;; Es.

I}

2.5 ile verilen E, matrisinin (z‘, j). ci elemanin1 gostermek iizere asagidaki lineer

denklem sistemini elde ederiz:

k-1 k-2 _ antk—i
e, +e, +...+e, =4

k-1 k-2 _ antk—i
e, +e, A T+..t+e, =4

k-1 k-2 _ qAn+k—i
e, +e, A T +..+e, =

Buradan her bir j =1,2,...,k i¢in
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. det(Vj(”))

Y det(V)
elde ederiz. Burada e, = P/, oldugundan ispat tamamlanur.

Teorem 3.2 ’in 6zel bir hali olarak asagidaki sonucu verebiliriz.
3.1. Sonug
Pk

n o

n -inci genellestirilmis k-basamak Pell sayisin1 gostermek iizere

(1)
P _ det(Vk )
" det(V)
dir.
jspat

e;; E, matrisinin (i, j)-inci eleman: olmak iizere eger i =1 ve j=k olarak alimrsa

Teorem 3.2 *den istenilen sonug kolayca goriiliir.

Boylece her i tamsayisi, 1<i <k, icin Teorem 3.2 ile genellestirilmis k-basamak Pell

sayilarinin genellestirilmis Binet formiiliinii vermis olduk.

Gergekten k =2 olarak alirsak, genellestirilmis k-basamak Pell sayilar1 Pell sayilari-

na indirgenir. Bu durumda

i e
A 1 11
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Ve

olmak tizere
RA=AD

esitligi saglanir. Burada D kosegen matrisi

S
0 A

seklinde olup, 4, ve A, ise Pell sayilarmin karakteristik denklemi x* —2x—1=0 1n

kokleridir. V ters gevrilebilir olup R"A = AD" esitligi saglanir. Boylece

P, P4 4] [4 A4 0
P P,HL lHl 1} 0 A

matris esitliginden

P

n+l

A+ P =4

_ gqn+l
Pn+12’2 + Pn - 12

lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu lineer denklem sistemi bir Cramer sistemi

olup Cramer yontemi ile ¢oziimii yapilir ise
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olarak bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa n. ci Pell sayisi i¢in Binet

formiila
oA
-4,

elde edilir.
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4. MATRIS YONTEMLERI iLE GENELLESTIRiLMIiS PELL SAYILARI-
NIN TOPLAMLARI

4.1. Genellestirilmis Pell Sayllarimin Toplamlari icin Urete¢ Matrisi
Bu boliimde Pell sayilarinin 1 den n ’e kadar olan toplami1

N P:B’H-] +B1_1
= 2

ifadesini gézoniine alarak bunu genellestirilmis k-basamak Pell sayilar1 i¢in uygula-
yacagiz. Bunun i¢in Es 2.3 ile verilen R matrisinden yararlanarak yeni bir matris
tanimlayacagiz ve bu matrisin kuvvetlerini alarak genellestirilmis Pell sayilarinin
toplamlarin1 elde edecegiz. Genellestirilmis & boyutlu Pell matrisi R ’yi bir boyut
genisleterek (k +1)x (k +1) boyutlu 7 matrisini

1 0 0 00
1 2 1 11
01 0 0 0
T= , (4.1)
01 . 0
0
0 0 1 0]

seklinde tanimlayalim.

Ayrica (k +1)x (k +1) boyutlu C, matrisini ise
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n

E (4.2)

L~ n—k+1

seklinde tanimlayalim. Burada E ; Es. 2.5 ile verilen & boyutlu matris ve S, ’de ge-

nellestirilmis k-basamak Pell sayilarinin 1 *den (n + 1) ’e kadar toplami, yani

n—1
S,=).F (4.3)
i=0

i=!

dir. Hemen belirtelim ki Teorem 2.4 *den P' = P!, olup, buradan

yazabiliriz.
4.1. Teorem

Genellestirilmis k-basamak Pell sayilarinin toplam1 S, Es. 4.3 ile verilsin. O halde

C,=T"veS,=(C,, )2,1

n

matrisinin (2,1)-inci elemanidir.

n+l

dir. Burada (C,,,), ; C
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fspat

Ispatimiz1 n iizerinden tiimevarim ydntemi ile yapacagiz. n=1 igin, genellestirilmis

k-basamak Pell sayilarinin tanimindan

yazariz. Ayrica

1 0 0 0 0

12 1 11

01 0 ..00
C = : =T

0 1 . 00

0 0 1 0]

oldugundan istenilen elde edilir. Kabul edelim ki »>1 i¢in iddia dogru olsun. O
halde gosterecegiz ki iddia (n+1) icin dogrudur. Burada Es. 2.11 deki P! =P

esitligini goz Oniine alarak

1
Sn+1 = Ijn + Sn—l

olarak buluruz. Bu son esitlikten yararlanarak

C.=CT

n+l n
matris esitligini yazariz. Boylece tiimevarim hipotezinden

C

n+l

_ (4.4)
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esitligini elde ederiz. C, matrisinin tanimindan S, =(C,,, ), oldugu goriiliir. Boyle-

2.1

ce teorem ispatlanmis olur.
Simdi Teorem 4.1 *deki Es. 4.4 ’den yararlanarak

C

n+l

= Cn Cl = Cl Cn

matris esitligini yazariz. Buradan
k
S,=1+2S,,+>.5,,
i=2

ifadesini elde ederiz. Ayrica S, = P' +S,_, oldugundan

ifadesini buluruz. Boylece genellestirilmis Pell sayilarim1 yine kendi toplamlari cin-

sinden elde etmis oluruz.

Eger k=2 alirsak, genellestirilmis k-basamak Pell sayilar1 bilinen Pell sayilarina

indirgenir ve son esitlikten yararlanarak
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n+l = 1 + Sn—l
i=1
Ve
P,=1+S,,+S,,

sonucunu elde ederiz. Buradan kolay bir hesaplama ile Pell sayilar1 i¢in bilinen

toplam formiilii elde ederiz. Boylece Pell sayilar1 i¢in bilinen toplam formiiliinii ge-

nellestirilmis k-basamak Pell sayilar1 i¢in elde etmis oluruz.
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5. GENELLESTIRILMIiS k-BASAMAK PELL SAYILARININ URETEC
FONKSIYONU VE KOMBINATORYAL GOSTERIMIi

Bu boliimde genellestirilmis k-basamak Pell sayilari igin iirete¢ fonksiyonunu elde

edecegiz. Simdi katsayilar1 genellestirilmis Pell sayilar1 olan
G (x)=RB ' +Px+ P X+ B xX’ +...+ B X"+ B X + 4+ P+
fonksiyonunu tanimlayalim. Buna gore;

(1—2x—x2—x3—...—xk)Gk (x)

=P+ P x+P'x* +. + P X A P L

—2P'x-2P/x* —2P'x’ —...-2P/x" —.. - 2P x"— ...
_Plk 2_1)21{ 3_P3k 4_..._1)1{kxk+1_..._f;lkxn+l_...

k.3 k_4 k5 k k+2 k _n+2
—P'x’ —Pix* =P - =PI - P -
_Plkxk _szxk+l _P3kxk+2 _m_Pkkxzk—l _“._Pnkxn+k—l -

esitligini elde ederiz. Gerekli katsay1 diizenlemelerini yaparak

(1—2x—x2—x3—...—xk)Gk (x)
=B +(Pf —2B")x+(Pf -2Pf - B*)x* +(Pf —2Pf - P} - B} )x’ + ..
1

+(B=2Bt =P~ =P )X (Bl 2P B}~ B )xf

+(Pf=2Pf =Pt~ =P )X+

Genellestirilmis k-basamak Pell sayilarinin tanimdan yararlanarak
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(1—2x—x2—x3—...—xk)Gk(x):Plk =1

oldugu goriiliir. Buradan genellestirilmis A-basamak Pell sayilarinin tirete¢ fonksiyo-

nu G, (x);

olarak bulunur.

Buradan hareketle G, (x) fonksiyonunu iistel fonksiyon cinsinden asagidaki teorem-

le ifade edebiliriz.

5.1. Teorem

Genellestirilmis Pell sayilarinin iirete¢ fonksiyonu G, (x) olmak iizere

Gk (x) — exp(i g(lenxnj
1

dir.
jspat

Kabul edelim ki g(x):2+x+x2 +o..+x ve f(x):Zerx2 +x° 4+, +x" ve
0< f(x)<1 olsun. O halde f(x)=xg(x) olur. G, (x) ve f(x) ’i géz oniine ala-

rak



G, (x)=(1-1(x))

yazariz. Boylece g(x) ’den yararlanarak

InG, (x)= ln(l—f(x))f1
-1~ (5)

{3 2 L -

:(f(x)+%f(x)2 Ly sty +J

={(2+x+x2+...+x"‘)x+%(2+x+x2 +...+x"")2 x*+

1 \n
...+—(2+x+x2+...+xk 1) X" +...
n

:(g(x)%g(x)z Pale( e Loy v +)

elde ederiz. Buradan

G, (x)= exp(i "’“j
1

veya

G, (x)= exp(i f<;;>”j

bulunur ve bdylece teoremin ispat1 tamamlanmais olur.

39
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Genellestirilmis  k-basamak Pell matrisi R ’nin  Kkarakteristik denklemi

AF =225 = %%~ .= 1-1=0 olmak iizere, genellestirilmis k-basamak Pell say1lart

ile genellestirilmis k-basamak Pell matrisinin 6zdegerleri arasindaki bir iligkiyi vere-

cegiz.

5.2. Teorem
2 o1 1]
1 0 ... 0

R={0 ' 0
00 ... 1 0],

matrisinin karakteristik denkleminin herhangi kékiiA ve n>k >1 ise, o takdirde

k
NN

Jj=1
dir.
fspat

Bu Teoremin ispat1 i¢in tlimevarim yontemini kullanacagiz. O halde n >k >1 olacak

sekildeki n ve k tamsayilar igin ilk olarak kabul edelim ki n =% =2 olsun. O halde
genellestirilmis k-basamak Pell sayilar1 bilinen Pell sayilaria déniisiir ve P' = P’

n n+l

esitligi ile

/12=P11/1+1312=])221+1312

=2A+1
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denklemini buluruz. Bu ise Pell sayilarinin karakteristik denklemi olup istenilen elde

edilir. Kabul edelim ki n (n > k) icin ifade dogru olsun. Buna gore gosterecegiz ki

iddia n+1 i¢inde dogrudur. O halde

k
A = g = [Z})f_kﬂﬂk—jJﬁ

j=1
olup kabuliimiizden

n+l _ ( pl k-1 2 k-2 k-1 k
AT = (Pn—k+1/1 + Ijn—kﬂﬂ’ ot })n—kJrlﬂ’ + ])n—kﬂ )ﬂ’

= Pnl—k+lﬂ“k + Rikﬂﬂkil +...F Rak:klﬂj’z + Pnk—k+lﬂ“
elde ederiz. Ayrica A* =24+ 2" +...+ 21 +1 oldugundan

n+l _ pl k 2 k-1 k=1 42 k
2’ - Pn—k+12’ + Pn—kHX +...+ Pn—kJrl/1 + Pn—k+1j’

=P (247 + A A1)+ P AT L P+ PR
- 2311—“1/1](4 + R)-kn’lkiz Tt f)nl—k-#lﬂ’ + Pnl—k+l

2 k-1 3 k-2 k-1 2 k
+Pn—k+1ﬂ‘ + Bz—kﬂﬁ’ +...F Pn—kHJ’ + Bz—kJrlﬂ’

= (ZPnl—kH + Pnz—k+l )ﬂ“ki1 + (Pnl—k+] + P3

n—k+1

)/1"’2+...

+(Rzl—k+l+Pnk—_kl+l)ﬂ’2+Pk ﬂ’+P1

n—k+1 n—k+1*

sonucu bulunur. Diger taraftan Teorem 2.4 *den

P =P +P", 2<i<k-1
P =2F+F;.

olup, buna gore



2P, +sz/m = I)nlkarZ

n—k+1 n

n—k+1

1 3 _ p2
P + ])n—kH - Pn—k+2

1 4 3
Pn—k+1 + Pn—k+1 Pn—k+2

1 k-1 pk
Pn—k+1 + P—k+1 - Pn—k+2

n

esitliklerini buluruz. Boylece

n+l _ pl k-1 2 k-2 k-2 2 k—1 1
ﬁ’ - Bz—k+2ﬂ“ + R1—k+22’ +..F Pn—k+22’ + Pn—k+2/1 + Ez—kJrl

esitligini elde ederiz. Yine Teorem 2.4 ’den her n pozitif tamsayisi i¢in

olup buradan P* , =P’ yazarak,

n+l _ pl k-1 2 k-2 k-2 2 k—1 2
ﬂ“ - Pn—k+2ﬂ“ + Pn—k+2ﬂ’ +...t Ez—k+22 + Pn—k+22’ + Pn—k+2

esitligini elde ederiz ki bu da ispatimizi1 tamamlar.

Chen ve Louck asagidaki C, matrisini g6z Oniine alarak

_”1 U, U
1 0
0
C, =
0 0
10 0 0

C" matrisinin kombinatoryal gosterimi i¢in asagidaki teoremi vermislerdir:

m—1 m
0 0
0 0
0 0
1 0

42

=p!
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5.3. Teorem [36]

C,, matrisinin n. ci kuvveti C,, ’nin (i, j) -inci eleman <" ise, 0 zaman

n
if

C(n) _ kj+kjy1+.. +kpy 5 kl+k2 +"'+km N
[/ L™
(sl o) k| +ko+.. 4k, k1 ,k2 km

dir. Burada toplam k, +2k, +...+mk, =n—i+ j sartin1 saglayan negatif olmayan
tamsayilar lizerinden alinir ve eger n=i—j ise bu formiildeki katsayilar 1 olarak

tanimlanir.

O halde genellestirilmis k-basamak Pell sayilarinin kombinatoryal gosterimi i¢in asa-

g1daki sonucu verebiliriz.
5.1. Sonug

Genellestirilmis k-basamak Pell say1s1

P= Y I S b k |y
(tl,tz,.,.,fm)tl+t2+...+tk tl’t2""’tk

seklinde yazilabilir. Burada toplam ¢ +2¢, +...+kt, = n—1+k sartin1 saglayan nega-

tif olmayan tamsayilar {izerinden alinir.
fspat

Teorem 5.3 "de u; =2 ve her j=2,3,....k i¢in u; =1 olmak lizere E, :(ei

. ) matri-

sinin tanimindan e, = P* alinarak istenilen sonug elde edilir.
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