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1. GIRIS

Matematigi insan beyninin iirlinii olan ve uygulanabilirliginden ziyade kendi ig
tutarliligina sahip soyut kavramlar ve bu kavramlar arasindaki iligkiler biitiinii olarak
tanimlayabiliriz. Matematiksel kavramlar ve onun iizerine insa edilen yeni yapilar veya
onlarin kesfedilen ozellikleri, uygulama zemini bulmasina veya ilgililerinin onlar
gelistirmesine gore teorik ve uygulamali ¢cok bliyiik degisimlere yol agmis ve insanligin
yiizyillar siiren macerasinda dnemli bir rol oynamistir. Ornegin, temel bir kavram olan
kiime, iizerinde tanimlanan bir fonksiyonla daha onemli bir hal almis, fonksiyon
kavrami da tiirevlenebilme ve integrallenebilme gibi kavramlarin ortaya g¢ikmasiyla
uygulama sahasinda ¢ok biiylik degisimlere neden olmustur. Bunlar kadar olamasa da

olduke¢a kullanisli matematiksel kavramlardan bir tanesi de konvekslik kavramidir.

Matematikte konvekslik kavrami, analiz ve geometri arasinda onemli bir iliski
olusturmaktadir. Konveks fonksiyonlar 6zellikle maksimum/minimum belirleme ya da
optimal ¢o6ziime ulasma problemleri olarak tarif edebilecegimiz optimizasyon
problemlerinin ¢6ziimiinde ¢ok Onemli bir yer tutmustur. Konveks optimizasyon,
ekonomiden tibba kadar farkli arastirmacilar tarafindan ele alimmustir. Konveks
fonksiyonlarin tarihi oldukg¢a eskidir. Konveks fonksiyonlar hakkinda ilk ¢aligmalar 19.
yiizyilin sonlarina kadar dayanmaktadir. Son yillarda aragtirmacilarin ilgi odag: haline

gelmistir ve dolayisiyla bu konudaki ¢alismalarda ciddi bir artis s6z konusudur.

Konvekslik kavramiin en 6nemli katkilarindan biri de onun yardimiyla elde edilen
bir¢ok esitsizliktir. Konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlik teorisi ne kadar 6nemliyse, ayni
sekilde esitsizlik teorisinde de konveks fonksiyonlar ¢ok oOnemlidir. Son yillarda
esitsizlik teorisi sistematik olarak ¢ok ¢alismakta ve hali hazirda bir gelisim
gostermektedir. Konveks fonksiyonun tanimi da esitsizlik iizerine kurulu oldugundan
birgok dnemli esitsizlik, konveks fonksiyonlarin uygulamalarinin bir sonucu olmustur.

Matematikte bildigimiz ve yaygim kullanima sahip olan esitsizliklerin ¢ogu aslinda
Jensen esitsizliginden elde edilir. Yani bilinen diger esitsizlikler Jensen esitsizliginden
elde edilir. Bu durum konvekslik kavraminin ne kadar temel bir kavram olduguna isaret

eder. Ornegin, Aritmetik-Geometrik Ortalama, Holder esitsizligi, Minkowski esitsizligi



vb. Jensen esitsizliginden elde edilebilir. Bilinen esitsizliklerin degisik varyasyonlar1 ve
ispatlar1 genellestirilmis varyasyonlar1 bir¢ok arastirmaci tarafindan ¢alisilmaktadir. Bu
konuda yayimlanmis bir¢ok bilimsel kitap ve makale bulunmaktadir. Simetrige sahip
esitsizlikler analiz ve kismi diferansiyel denklemlerde olduk¢a 6nemlidir. Cok bilinen
esitsizliklerden bir tanesi Hermite Hadamard esitsizligidir. Jensen esitsizligi ve bu
esitsizligin sonucu olarak elde edilen diger bir¢ok Onemli esitsizlikler ifade edilerek
verilecektir. Literatiirde bu konuda yazilmis kitap ve yayimlanmis makalelerden istifade

yoluna gidilecektir.

Gortldiugu tizere konvekslik kavrami hem optimizasyon teorisinde hem de esitsizlik
teorisinde ¢ok Onemli bir yer tutmaktadir. Zamanla gelisen teorik ve uygulamali
bilimler sayesinde klasik konvekslik kavraminin genisletilmesine ve farkli konvekslik

cesitlerinin tanimlanmasina ihtiya¢ duyulmustur.

Bu tezde konveks fonksiyonlar sinifini tanitip genellestirilme metotlar1 verilmistir. Bu
tir fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizlikleri, Hermite-Hadamard ve Hermite-Hadamard-
Fejer tipi esitsizliklerinin ispatlarin1 gostererek ve bazi esitsizliklerden yararlanarak,
yeni Hermite-Hadamard tipi esitsizlikleri elde edilmistir. Ayrica s-konveks,h-
konveksve p- konveks fonksiyonunu gosterip, genellestirilmis konveks fonksiyonlar

i¢cin de Hermite-Hadamard ve Jensen tipi esitsizlikleri de elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 2.1 ( Konveks Fonksiyon) Eger Vx,y € I, A € [0, 1] i¢in

fAx+ A =Dy) <Af () + (A = Df(y) (2.1)
esitsizligi saglaniyorsa, f: 1 — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. (Niculescu ve
Person 2006).

Tanmm 2.2 (Siireklilik) a € A c R ve f:A - R fonksiyon olsun. Eger Ve > 0 ve

Vx € Aigin, [x —a | < 4ise |f(x) - f(a) | < € 6nermesinin dogru oldugu bir § > 0

varsa ozaman f fonksiyonuna a da siireklidir denir. (Vivas ve Hernandez 2017).

Tamim 2.3 (Jensen Esitsizligi) Eger Vx,y € I ve f:1 — R fonksiyonu i¢in

f<x;ry> Sf(x) erf(y)

esitsizligi saglaniyorsa bu esitsizlige Jensen esitsizligi denir. (Pachpatte 2005a).

Tanim 2.4 (Hermite-Hadamard Esitsizligi) f:1 € [a,b] - R konveks fonksiyon

olsun. x € I ve a < b i¢in,

f<a+b)Sbiajabf(x)dxsf(a);f(b)

2
esitsizligi saglaniyor ise bu esitsizlige Hermite-Hadamard esitsizligi denir. (Pachpatte
2005a).

Tammm 2.5 (h- Konveks Fonksiyonlar) h:J ¢ R —» R negatif olmayan fonksiyon
olsun. vx,y € I ve t € (0,1) olmak iizere f:1 € R = R negatif olmayan fonksiyonu
i¢cin

fx+ (A =0y) <htf(x)+h(1-Of )
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna h- konveks fonksiyon denir. (\Varosanec
2007).



Tammm 2.6 (m- Konveks Fonksiyon) Vx,y € [0,b] ve m,t € [0,1] olmak
tizere f:[0,b] — R fonksiyonu i¢in,

fx+m1 —-t)y) <tf(x) +md-)f(y)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna m- konveks fonksiyon denir. (Toader
1984).

Tamm 2.7 (Birinci ve ikinci Anlamda s- Konveks Fonksiyon)
f:]0,0) = R fonksiyonu her x,y € R, a, > 0, a® + f° = 1 ve bazi s € (0,1] igin
flax + By) < a®f(x) + B*f ()

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna birinci anlamda s- konveks fonksiyon denir.

(Hudzik ve Maligranda.1994).

f:[0,0) = R fonksiyonu i¢in, her x,y € [0,], t € [0,1] ve s € [0,1] olmak tizere
fex+ (A -Dy) <t°f() + A -)°f ()

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna ikinci anlamda s- konveks fonksiyon denir.

(Hudzik ve Maligranda 1994).

Tamm 2.8 (n- Konveks Fonksiyon) Eger Vx,y € [a, b],t € [0,1] igin
n: R X R — R olacak sekilde,
flex+ (1 =0y) < fO) +tn(f(0), fF))
esitsizligi saglamyorsa.f: [a, b] = R fonksiyonuna n- konveks fonksiyon denir. (Gordji
vd. 2016).



3. REEL DUZLEMDE KONVEKS FONKSIiYONLAR

Konveks fonksiyonlar hakkinda klasik ¢aligmalar Niculescu C. ve Person L. (2006)
tarafindan ortaya ¢ikarilmis ve matematikgiler arasinda yerini almistir. Konveks
fonksiyonlarin tarihi oldukca eskidir. Konveks fonksiyonlar hakkinda ilk ¢aligmalar 19.
yizyilin sonlarina kadar dayanmaktadir. Sonraki yillarda da konveks fonksiyonlar
matematiksel analizde 6nemli bir yere sahip olmustur.

Jensen konveks fonksiyonlar hakkinda ilk gercek calismayr vermistir. Jensen, konveks
fonksiyon kavramini temel olarak pozitif fonksiyon veya artan fonksiyon olarak

tanimlamistir. (Jensen 1906).

3.1 Konveks Fonksiyonlar
Tanmm 3.1.1 f:1 € R —» R fonksiyonu verilmis olsun. Herhangi bir x,y c I ve
A € [0,1] igin asagidaki esitsizlik saglaniyorsa,

fAx+ (1 =y) <A () + (A -Df() (3.1.1)
f fonksiyonuna I tizerinde konveks fonksiyon denir. Bu esitsizligin tam tersi konkavdir.
(Niculescu ve Person 2006).
Tanim 3.1.2 Eger (3.1.1)’de

fOx+ (A =y) <A () + A -DfW) (3.1.2)
saglanirsa, 0 zaman (3.1.2) esitsizligine kesin konveks fonksiyon denir. (Niculescu ve
Person 2006).

M)+ @A -Mf )

fOx+ (1 -=WDy)

— _»
X M+ 1=y vy

Sekil 3.1 Konveks fonksiyonlarin grafigi



Ornek 3.1.2 f(x) = x? fonksiyonun konveks fonksiyon oldugunu gosteriniz.
fOx+ (1 -My) = Qx+ (1 -2y)?
=2%2x2 + 20(1 — Dxy + (1 — A)?y?
< A%x2 + A1 —=D)[x2 + y?]1 + (1 —2)%y?
=A2%x2 + A1 = Dx2 + A1 —Dy? + (1 — A)?y?
=x2(M2+A-22)+y2A1-DA+1-2)
=A%x% 4+ (1 — D)y2
Burada k? + m? > 2km temel esitsizligi kullanilmustur.
Konveks fonksiyonlar asagidaki 6zelliklere sahiptir.
l. f fonksiyonu konveks fonksiyon ve c sabit ise cf konveks bir fonksiyondur.
of Qx + (1= 2y) < c(Af () + (1 = Df»))
=cAf(x) +c(1 - Df )
= Acf(x) + (1 — Dcf(y).
Il. Konveks fonksiyonlarin toplam1 da konveks fonksiyondur.
O halde f ve g fonksiyonlari iki konveks fonksiyon olsun. O zaman konveks
fonksiyonlarm toplami h = f + g olduguna gore, h konveks bir fonksiyondur.
hdx + (1 =Dy) = (f+9)Ax + (1 -Vy)
=fx+ 1 -Dy) +gAx+ (1 -Ny)
SM@+A-Df@)+Ag(x) + A -DgQ)
= Alf + 910 + A =DIf +g]()
= Ah(x) + (1 — Dh(y).
. f fonksiyonu konveks ve artan, u konveks ise f(u(x)) fonksiyonu konvekstir.
f(u(lx +(1- A)y)) < f(/lu(x) +(1- A)u(y))
< A (u(0) + (= Df ().
IV.  Konveks fonksiyonlar siirekli olmayabilir.
Ornegin,
2, —
fla) = {(; | 2aS2a5< 2
fonksiyonu siirekli degildir ancak konveks fonksiyondur.
V. Konveks fonksiyonlar tiirevlenebilir olmayabilir.
Ornegin, f(a) = |a| fonksiyonu konveks bir fonksiyondur. Ancak o= 0

noktasinda tiirevlenebilir degildir.



Ornek 3.1.3 f(x) = x? konveks bir fonksiyon ise S,s(f) ={x € R: x? < 25}

esitsizliginin grafigini gosteriniz.

‘ f()=x2
- LV -~ S
i l""ﬂ. / '
i \ | /i
i i
-5 N - 5
Sy (f)={xje R:x~ <25}

Sekil 3.2 f(x) = x? fonksiyonunun S,s(f) = {x € R : x? < 25} grafigi

Sonu¢ 3.1.4Vx,y eI c Rve 0 <1< 1igin,
f(x+ (1 —-2)) <Af(x)+ (A —Df(y) ise, f:1->R fonksiyonuna konveks

fonksiyonu i¢in A = % durumunda konveksligini incelendiginde,

f(x;ry) Sf(x) erf(y)

esitsizligi bulunur.
3.2 Siireklilik ve Diferensiyellenebilirlik

Tanmim 3.2.1 Konveks bir fonksiyon [a,b] ve z € [a,b] ise, z=Aa+ (1 —A)b ve
A € [0, 1] igin,

f@O=fha+ (1 -Vb)<M@+(A-VMfb)<AM+(1-1)M=M
esitsizligi saglaniyorsa M = max(f(a), f(b)) kapali aralikta f tstten sinirlidir denir.
Ayrica keyfi bir nokta yazarsak z € [a, b], z = (a+ b)/(2 + t) i¢in,

()G (5 o232
R ) 1

227 () - (-

esitsizligi saglaniyorsa f alttan siirlidir denir.




f fonksiyonu alttan ve iistten sinirh oldugundan,

(5502 () wem

esitsizligi elde edilir. (Vivas ve Hernandez 2017).

Teorem 3.2.2 (Lipschitzian Kosulu) I € R bir aralik olsun.Vx, y € I igin
lf () = fNI=Cx—y)
olacak sekilde bir C sabiti varsa f:I — R fonksiyonuna ['da Lipschitzian kosulunu

sagliyor denir. (Vivas ve Hernandez 2017).

&
|[y—x|

ly—x|
e+|y—x|

alalim.

Ispat: Ve > Oicina—¢g,b+c€lolsun.z =7y + (y—x)vei=

Ohalde,z € [a—¢,b+¢], vey =4z + (1 — A)x icin
fO)=Af(2)+ A -Df(x)
=AMf(@ — f(x) + f(x)

Doa TGORNIO)

=f()’)—f(x)Sm

< ly — x|

(M —m) = K|y — x|

esitsizlikleri saglaniyorsa, [a, b] ayrik noktalar kiimesi i¢in [a — €, b + €] araliginin m
ve M ‘nin alt ve st smurlaridir. Burada Vx,y € [a,b] ve K = (M —m)/e dogru

oldugundan,
If ) = f| < Kly — x|

elde edilir. Ye>0 ve § >0 igin f fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak siirekli
oldugundan, {(a;, bi)}i : 1 koleksiyonu i¢in [a, b] ayrik noktalar ise,

ti(bi —a;) <8 igin § = ¢/K almrsa Y-, |f(b;) — f(a;)]| < € elde edilir.

Onerme 3.2.3 f:1 — R konveks bir fonksiyon olsun.x,y, z € I i¢in x < y < z olacak
sekilde,
fO-f& _f@-f) _f@D-fG)

y—Xx Z—X zZ—y

esitsizligi saglanir. (Vivas ve Hernandez 2017).



Ispat: 1lk esitsizlik icin,

y=x+ g (z—x) ve flx+tly—x)<f)+t(f(y)—f(x)) esitsizligi
kullanilarak ikinci esitsizlik, z = x + g (z—y) elde edilir. Boylelikle esitsizlik
saglanir.

FO)-fx)

t—x

artandir. f:1 > R igin f! ve f{ kullanilarak Onerme 3.2.3 ve Sonug 3.2.4 kullanilarak

Sonu¢ 3.2.4 f:1 — R konveks bir fonksiyon olsun. Vx € I i¢int € [ — {x} —

kolayca ispatlanabilir. (Stolz 1893).
3.3 Karakterizasyonlar

Teorem 3.3.1 f:[a, b] = R konveks (kesinlikle konveks) ancak ve ancak (kesin artan)

bir fonksiyon, g: [a, b] = R olmak iizere ¢ € (a, b) ve Vx € (a, b) igin

f) = f(©) = [ g(®)dt

esitligi saglanir. (Vivas ve Hernandez 2017).

Ispat: 1lk olarak f:[a,b] —» R konveks bir fonksiyon olsun. Lebesque integrali icin
artan g = f segelim. f(x) — f(c) = fcx g(t)dt esitsizligi vardir. Teorem 3.2.2'e gore
f,lc,x] kesinlikle siireklidir.(Royden 1988). Ayrica f kesinlikle konveks ise g

kesinlikle konvekstir. Tersine, x < y i¢in g artan ve A € [0,1] olsun.
M@+ A=Df@) - fAx+ A —=2Dy)
y Ax+(1-)y
=(1-2) gt)dt — Af g(t)dt
Ax+(1-)y x
Onceki esitligin sag tarafindaki integrali yeniden yazilirsa, g(Ax + (1 —2)y) elde
edilir.
(1-2Dgx + (1= DY)y — Ax — (1 = Dy]
—2gAx+ A =-D)Y)[x+ (1 -y —x]
=1 =Dgx+ (1 =Dy)Aly — ]
—2gAx+ A -Dy)A-Dly—-x]=0
M@ +A-=DfM - fAx+(1-21)y) =0
Bu nedenle f konveks bir fonksiyondur.



Teorem 3.3.2 f fonksiyonu (a,b) tizerinde f:[a,b] - R diferansiyellenebilir bir

konveks fonksiyon ise f' artandir. (Vivas ve Hernandez 2017).

Ispat: Kabul edilsin ' artan olsun. ¢ € (a,b) icin f(x) — f(c) = fxcf’(t)dt vardir.

Boylece Teorem 3.3.1'i kullanilarak f konveks bir fonksiyondur.

Teorem 3.3.3 Kabul edilsin (a, b) tizerinde f"'olsun. O zaman f’in konveks fonksiyon
olmasi i¢in ancak ve ancak f''(x) > 0 vef''(x) > 0 aralikta kesinlikle konvekstir.
(Vivas ve Hernandez 2017).

Ispat: Eger f' artan ise ancak ve ancak f negatif olmayan ve f' pozitif oldugunda

kesinlikle artandir.

Teorem 3.3.4 f:(a,b) » R konveks bir fonksiyon olmasi i¢in her bir x, € (a, b)

araliginda f fonksiyonunun en az bir alt sinir1 vardir. (Vivas ve Hernandez 2017).

Ispat: f konveks bir fonksiyon ise ve x, € (a, b) i¢in m € [f/(xo), fi (x0)] secelim.

X > x, veya x < x, sirastyla w >m ya da w < m saglanir. Her iKi
—A0 —40

durumdada f(x) — f(y) = m(x — xo) i¢in f(x) = m(x — xy) + f(x0) = A(x) dir.
Tersine, f igin x, € (a,b) bir st olmak iizere, x,y € (a,b) ve A€ [0,1] i¢in
Xo=Ax+ (1 =2y olsun. A(x) = f(xy) + m(x — xy) fonksiyonu f i¢in x, de
siirlidir. O halde,

f(xo) = Axp) = Aldx + (1 = Dy) = 2Ax) + 1 = DAY) < Af () + A = Df (y)

esitsizligi saglanir.

3.4 Fonksiyonel Islemlerde Kapahlk

Teorem 3.4.1 f:1 = R ve g:1 — R konveks fonksiyon olsun. & > 0 ise (f + g) ve af

konveks fonksiyondur. (Vivas ve Hernandez 2017).
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Teorem 3.4.2 f:1 - R ve g:I — R olsun. Eger f ve g konveks fonksiyonlar ve g artan

ise 0 zaman(gof) fonksiyonu konveks fonksiyondur. (Vivas ve Hernandez 2017).

Ispat: g(f (Ax + (1 = Dy)) < g(Af () + 1 = Df )
<9(f)+ A -Df Q)
< A(gof) (@) + (1 — D (gof) ()

Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.4.3 Eger f:1 = R ve g:1 — R negatif olmayan, azalan(artan) ve konveks
fonksiyon ise o halde h(x) = f(x)g(x) esitsizligi de negatif olmayan azalan (artan) ve

konveks fonksiyondur. (Vivas ve Hernandez 2017).

Ispat: Ik iki 6zellikten x < y kabul edilsin.

[f(x) = fMIg(y) —g(x)] <0
fOg(y) + fgx) < flx)gx) + fFg(y)
A € (0,1) alinirsa,
fAx+ 1 =Dy)gAx + (1 -Dgy)]
<[Af)+ @A -DfMIAgx) + (1 - Dg(y)]
= 2f()gx) + A = D[fF)g) + fF(g»)]
+ (1 =-D*f(g()
S Bf()g) + A1 = D[fF () g(x) + f(g»)]
+(1 = D*fMgy) = Af ()glx) + (1 = Dgf ).

Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.44 fa:1 - R ve f = sup,(f,) keyfi bir konveks fonksiyon ailesi olsun.

Eger ] ={x €1 : f(x) < oo} ise f, ] lizerinde konvekstir. (Vivas ve Hernandez 2017).

Teorem 3.4.5 Eger {f,}n=1 bir dizi ve f,:1 — R konveks bir fonksiyon olsun. Her
n = 1,2,3, ... igin sonlu bir limit f fonksiyonuna [ iizerinde f fonksiyonuna yakinsar ise
f konveks fonksiyonu herhangi bir kapali alt araliginda diizgiin yakinsaktir. (Vivas ve
Hernandez 2017).
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Tamim 3.4.6 f:1 € R — R bir fonksiyon olsun.

Vvx,y €1 ve A€ (0,1) i¢in f(Ax + (1 — D)y) < fAx)f1*(y) esitsizligini saglayan f
fonksiyonuna logaritmik konveks fonksiyon ya da ¢arpimsal konveks fonksiyon denir.
(Vivas ve Hernandez 2017).

3.5 Esitsizlikler

Esitsizlikler, fonksiyonel analiz, diferansiyel ve integral denklemler teorisi olasilik
teorisi gibi matematigin birgok dalinda en Onemli araglardan biridir. Esitsizlikler
hakkinda klasik ¢aligmalar Hardy vd. tarafindan ortaya g¢ikarilmis ve matematikgiler
arasinda yerini almistir. Bu c¢alismada klasik ve yeni esitsizlikler hakkinda genis
cesitlilik, problemler, sonuglar, teoremler ve ispatlar sunulacaktir. Ayrica mekanik, fizik
ve diger bilimlerde de kullanilir. Klasik esitsizliklerin kesinlestirilmesi ve genisletilmesi
yeni esitsizlik tlirlerinin kesfedilmesine ve analizin bir ¢ok bolimiinde uygulanmasina
oncli olmustur. Giliniimiizde esitsizlikler teorisi hala yogun bir sekilde 6zellikle son
zamanlarda yayinlanan bir ¢ok kitap ve makale ile gelistirilmektedir. Dolayisiyla
esitsizlikler teorisi matematigin bir alan1 olarak kabul edilebilir.Ostrowski esitsizligi
icin Alexander tarafindan yillar gectikge incelenen fonksiyonunun tiirevlerini iceren

genellemeler yapti. (Ostrowski 1938).

3.6 Klasik Esitsizlikler

Teorem 3.6.1 Negatif olmayan a ve b sayilar igin a = b ise asz > Vab esitsizligi

saglanir. Bu esitsizligi n sayisi i¢in genellemek mimkiindiir. (Vivas ve Hernandez
2017).

Teorem 3.6.2 Negatif olmayan a4, a,, as, ... igin a; = a, = a3 = -+ = a, olmak {izere,

esitsizligi saglaniyor ise bu esitsizlige Bernoulli esitsizligi denir. (Beckenbach 1961).
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Teorem 3.6.3 Eger h < —1 ve n bir dogal say1 ise, Bernoulli esitsizligi kullanilarak
(1 4+ h)™ = 1 + nh bulunur. (Mitrinovic 1970).

Teorem 3.6.4: Egera, <a, <a; <--<a,veb; <b, < b3 <--<byise
n n n
1 1 b; | < ! b
;z a; ;Z i —az a; b;
i=1 =1 =1

esitsizligi Chebychev esitsizligi olarak adlandirilir. (Mitrinovic 1964).
3.7 Jensen Esitsizligi

Jensen esitsizligi konveks fonksiyonlar igin en temel esitsizliklerden biridir. Jensen
esitsizligi icin bircok arastirmalar yapilmaktadir. Jensen esitsizligi diger klasik

esitsizliklerin tiim serisini ifade ettigi i¢in esitsizliklerin krali olarak adlandirilir.

Teorem 3.7.1 f:1 S R — R konveks bir fonksiyon olsun. vx; € I ve t; € [0,1] olmak
tizere i = 1,2,3,..,n alinirsa, Y=, t; = 1 i¢in fFOQT,t; %) < Yiqt; f(x;) esitsizligi

saglanir. (Jensen 1906).
3.8 Hermite-Hadamard Esitsizligi

Hadamard analizdeki temel esitsizlikleri arastirmis ve bunu da literatiirde bilinen
Hermite-Hadamard esitsizligi olarak adlandirmistir ve 1881 yilinda Mathesis dergisinde
yaymlanmistir. Sonraki yillarda bir¢ok arastirmaci gesitli genellemeler, varyanslar ve
¢ozlimler elde etmislerdir. Hermite-Hadamard esitsizligi konveks fonksiyonlar igin en

temel integral esitsizliklerinden biridir.

Teorem 3.8.1 f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks bir fonksiyon olsun. [a, b] € I ve

a < b olmak tizere, eger f fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebiliyorsa,

b 1 b b
f<aw2L )Sb_afaf(x)dxsf(a);rf()

esitsizligi saglanir. (Hadamard 1983).
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3.9 Fejér-Hadamard Esitsizligi

Teorem 3.9.1 f:[a,b] - R konveks fonksiyon ve g:[a,b] = R, [a,b] iizerinde

: - . b.. . _ . .
integrallenebilir negatif olmayan, % icin simetrik bir fonksiyon olmak tizere

(59 [  gGodx < [ ’fgdx < LSO [  gGod

esitsizligi saglanir. (Fejér 1906).
3.10 Ostrowski Esitsizligi

Ostrowski esitsizligi Alexander Ostrowski tarafindan 1938 yilinda tanitilmis ve yillar

gectikte fonksiyonun tiirevlerini igeren ¢aligsmalar yapilmustir.

Teorem 3.10.1 f: 1 c [0, 4+o0) — R tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Vx € [a, b] igin
|f ()| < M ise,

M

Y (x —a)?+ (b —x)?
“b—a

2

b
FG) - j fG)dx

(b—a)
esitsizligi saglanir. (Ostrowski 1938).

3.11 Chebysev Esitsizligi

Teorem 3.11.1 Eger f', g’ € L, [a,b] ise,

b b b
5 | gt (52 [ 1w (72 [ awa)

< 1 b 2 ! ’
=130 = a7 Meollg e

esitsizligi saglanir.(Mitrinovic vd. 1993).
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3.12 Griiss Esitsizligi

Teorem 3.12.1

b b
=il f(x)g(x)dx—<b : f f(x)dx>< = [ o)

M,m,N,n igin Vx € [a,b] olmak lizere -co<m < f(x) <M< ve —o<n<

g(x) < N < oo sartlari saglanir. (Mitrinovic vd. 1993).
3.13 Simpson Esitsizligi:

Teorem 3.13.1 f: [a, b] = R dort kez siirekli tiirevlere sahip fonksiyon ve
|1 ©1leo = subre(anm| F@ )] < oo icin,

B (f(a) iGN

2

b 1
+2f (45 )) [ F0x) S s 10 - )

esitsizligi saglanir. (Sarikaya vd. 2010).
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4. GENELLESTIRILMIiS KONVEKSLIK

Konvekslik matematikteki en onemli ve temel kavramlardan biridir. Son zamanlarda
genellestirilmis konveks fonksiyonlar ile ilgili bircok c¢alismalar yapilmistir ve

h —konveks, giiglii konveks, p —konveks gibi yeni sonuglar elde edilmistir.

4.1 P- Konveks Fonksiyonlar

Tanim 4.1.1 I c R, Vx,y €I ve t € [0,1] olmak {izere, negatif olmayan f:I — R
fonksiyonu i¢in,

fltx+ (A =0)y) < f(x) + ()

esitsizligi saglaniyorsa f'ye P-konveks fonksiyon denir. (Dragomir, 1995).

4.2 Birinci ve Tkinci Anlamda s- Konveks Fonksiyonlar

Tanim 4.2.1 0 <s < 1olsun. a, = 0 iken a®* + °* = 1 ve Vx,y € [0, o) olmak
tizere f:[0,00) = R icin

flax+By) <= a’f(x) + B°F(¥)
esitsizligi saglaniyorsa birinci anlamda s- konveks fonksiyonlar denir. (Hudzik
ve Maligranda 1994).

Tanim 4.2.2 0 <s < 1olsun.A > 0 ve Vx,y € [0, ) olmak iizere,
fOAx+ (A -Dy) SAf)+ A - F)
esitsizligini saglayan f:[0,00) — R fonksiyonuna ikinci anlamda s- konveks
fonksiyonlar denir. (Breckner 1978).
[0,00) iizerinde tanimlanan fonksiyonlarin konveksligi s = 1 i¢in s-konveks
fonksiyona doniisiir. Ayrica,
a. f, s- konvekstir ancak ve ancak A € [0,1] iken Vx,y € (0, o0)olmak iizere
fOx+A=Dy) SAf)+ A =D fF()
b. f, s- konveks ise ancak ve ancak f konvekstir.
c. f ikinci anlamda s- konveks ise f(0) =0 iken f, birinci anlamda s-

konvekstir.
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4.3 m-Konveks Fonksiyonlar

Tannm 4.3.1 Vx,y€[0,b] ve m,t €[0,1] olmak iizere f:[0,b] > R
fonksiyonu i¢in,

fix+mA —-t)y) <tf(x) +mA-O)f ()
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna m-konveks fonksiyon denir. Ayrica -f
fonksiyonu m- konveks ise f fonksiyonu m-konkavdir. Béylece f(0) < O i¢in
[0, b] araliginda tanimli m- konveks fonksiyonlarin smifi K, (b) ile gosterilir. (Toader
1984).

Uyar 4.3.2 Ayrica 1-konveks fonksiyon klasik fonksiyonlar ve 0-konveks fonksiyonlar
ise "yildiz sekilli" fonksiyonlardir. Yani t € [0,1] i¢cin f(tx) < tf(x) esitsizligini
saglayan f fonksiyonlardir. Geometrik olarak bir fonksiyon Vx,y € [0,b] igin
f:10,b] = R ise m- konvekstir. O halde x <y olsun. (x, f(x)) ve (my,mf(y))

noktalar arasindaki dogru [x, my] aralig1 f grafigi lizerindedir.

Ornek 4.3.3 vm € (0, %] icin x = 1'de siireksiz ise m- konveks bir fonksiyondur.

1

E , 0<x<1
f(x) = 3 1

“x—= <x<

2x > 1<x<?2

4.4 h- Konveks Fonksiyonlar

Tamim 4.4.1 h: ] € R — R negatif olmayan fonksiyon olsun.

Vx,y € lvet € (0,1) olmak iizere f:I € R — R negatif olmayan fonksiyonu ig¢in,
fx+ (A =0y) <htf(x) +h(1-Of)

esitsizligi saglantyorsa h- konveks fonksiyon denir. (\Varosanec 2007).

Bu tanimdan h-fonksiyon sinifi Godunova-Levin fonksiyonlarin sinifini igerir.

a. Eger h(t) = 1 ise h- konveks fonksiyon f bir P-fonksiyondur.

b. Eger h(t) = t°, s € (0,1] ise h- konveks fonksiyon f bir s- fonksiyondur.

c. Eger h(t) =t°, s =—1 ise h- konveks fonksiyon f bir Godunova-Levin

fonksiyondur.
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Tamim 4.4.2 h: ] — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun.

vt € (0,1)ve A,B € K ¢ B(H)* olmak lizere f:I € R — R siirekli fonksiyonu igin
fA+ A —-0)B) <h@®)f(A)+h(1-8)f(B)

esitsizligi saglaniyorsa K operatorlerine h- operatorleri denir. B(H)* igin

S,(A) c I ve S,(B) c I operatorleri CZ cebirinin degismesi gosterilir. Hilbert

uzaymin H {izerindeki i¢ carpimi <,> veya S,(.) = a(.) 'dir. (Vivas ve Hernandez

2017).

4.5 p-Konveks Fonksiyonlar

Tamm 4.5.1 f: 1 — R fonksiyonu ve n: R X R — R fonksiyon olmak iizere Vx,y € I ve
vt € [0,1] igin,

fltx + (1 =0y) < fO) + tn(f (), f()
esitsizligi saglantyorsa f fonksiyonuna n- konveks fonksiyon denir. (Gordji vd. 2016).
Klasik fonksiyonlar i¢in n(x,y) = x — y segilirse n- konveks fonksiyonun sonuglarina
ulagilir. Baz1 sonuglar n- konveksiyonun Hermite-Hadamard esitsizliginin versiyonu
olarak bilinir. (Gordji vd. 2017).

4.6 GA- Konveks Fonksiyonlar

Tamm 4.6.1 f:] ¢ R, = (0, +0) fonksiyonu olmak tizere Vx,y € I ve t € [0,1] i¢in
fty@ D) <tf () + A - Of )

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna GA- konveks fonksiyon denir.(Nicolescu 2006).

4.7 (s, m) Konveks Fonksiyonlar

Tammm 4.7.1 f:[a, b] = R fonksiyon olsun. Vx,y € [a, b] ve t € [0,1] olmak iizere,

(s,m) € [0,1] igin,

fx+m(1—0)y) < t°f(x) + m(1 - 5)f (y)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna (s, m) konveks fonksiyon denir.(Milhesan1993).
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Ornek 4.7.2 g: [0, 0) — R fonksiyon olsun,

, x=0

_(a
g(x) = {bx5+d , x>0

a,b,d € Ricinb >0ved < aikens € (0,1) ise (s, 1) konveks fonksiyondur.

Ornek 4.7.3 g: [0, ) — R fonksiyon olsun. Buna gére,
1
gx) = E(x“‘ —5x3 + 9x% — 5x)

ise a(1,16/17) konvekstir.
4.8 (m, hq, h,) Konveks Fonksiyonlar

Tanmmm 4.8.1 f:[0,0) — R konveks bir fonksiyon olsun. Vx,y € I ve t € [0,1] iken
hy, h,:10,1] = R, ve m € [0,1] i¢in,

fx+ (1 —-t)y) < h@©f (x) + mhy(Df ()
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna (m, hy, h,) konveks fonksiyon denir. (Shi 2014).

Tersine ise (m, hy, h,) konkav fonksiyondur.
4.9 (m, hq, hy) — GA Konveks Fonksiyonlar

Tammm 4.9.1 f:(0,b] - R, fonksiyon olsun. Vx,y € [0,b) ve t€[0,1] iken
h;:[0,1] = Ry, m;: [0,1] = (0,1) i¢in h; Z 0 ve i = 1,2 i¢in

f(xty@Omt) < hy (D) f (x) + m(D)h,(1 — ) f (¥)(3.9.1)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna (m, hq, h,) — GA konveks fonksiyon denir. (Bo-
Yaw vd. 2016)

4.10 Bagil m-logaritmik Yar1 Konveks Fonksiyonlar

Tamm 4.10.1 g: H — H bir fonksiyon ve K;herhangi bir bagil konveks kiime olsun.
Vu,v € H:u,g(v) € K, ve t € [0,1] igin,

1-tu+tg(v) €K,
esitsizligi saglanir. (Noor 2008).
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Uyar1: Eger M bagil konveks kiimesi ise klasik bir konveks kiime degildir. Ayrica bazi
Hadamard esitsizlikleri yer alir. Ornegin, Vx € R icin g(x) = x2 ve M = [-1,—-12] U
[0,1] bagil konveks kiimedir ancak klasik bir konveks kiime degildir. (Noor 2007).

Tamm 4.10.2 g: H — H bir fonksiyon ve f: K; — H bagil konveks fonksiyon olsun.
Vu,v € H:u,g(v) € K, ve t € [0,1] igin,

fF(A-u+tg) <@ -f W) +tf(g)
esitsizligi saglanir. (Noor 2008).

Tamm 4.10.3 g:H - H bir fonksiyon ve f:K; — [0,00) yar logaritmik bagil bir
fonksiyon olsun. Vu, v € H:u, g(v) € K, ve t € (0,1) igin,

f(A-Du+tg@w) < F@ F)H*

esitsizligi saglanir. (Vivas ve Hernandez 2017).

Tamm 4.10.4 g:H — H bir fonksiyon ve f:K;, — (0,+) icin K, bagil fonksiyon
kiimesi olsun. Vu,v € H:u, g(v) € K; ve t,m € (0,1) i¢in,

fm(1 = u+tg() < (F)HY™O(fF ()"
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna bagil m-logaritmik yari konveks fonksiyon
denir. (Vivas ve Hernandez 2017).

Tersine f fonksiyonuna m-logaritmik yar1 konveks fonksiyon denir.

Uyar1 4.10.5

a. Tanim 4.10.4'de m = 1 alinirsa yari logaritmik konveks fonksiyon elde edilir.

b. Tanim 4.10.4'de g(x) = x almirsa(s, m) logaritmik konveks fonksiyon elde edilir.

4.11 Genellestirilmis Konvekslikle Ilgili Tanimlar

Genellestirilmis konveks fonksiyonlar konveks kavrami {iizerinde ¢alismalara ve

uygulamalara bagl olarak genellestirilmesidir.
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4.11.1 Quasi Konveks Fonksiyonlar

Tamm 4.11.2 f: D < X — R fonksiyonu t € (0,1) i¢in,
f(tx + (1 = 0)y) < max{f(x), f(»)}

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna quasi konveks fonksiyon denir. Eger esitsizlik

tersine ise f fonksiyonu quasi konkav fonksiyon olur. (Diewert 1981).

y=In(x)

X X
X
-

A
\

A
A

Sekil 4.1 Quasi konveks fonksiyon grafikleri

Uyar: Grafiklerden de goriilecegi iizere konveks fonksiyonlar ve quasi konveks

fonksiyonlar arasinda kapsama iliskisi bulunmaktadir.
Ornek 4.11.3 f:[—2,2] - R olsun.
f(x):{\”xl, -2<x<0
x? 0<x<2
quasi konveks fonksiyondur ancak monoton bir fonksiyon degildir.
4.12 Wright Konveks Fonksiyonlar
Tamim 4.12.1 f: D ¢ R™ — R fonksiyonu x,y € D ve t € (0,1) igin,

fx+ A -0y +fty+ A -0)x) < f(x) + f(¥)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna wright konveks fonksiyon denir. (Wright 1954).
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4.13 Giiglii Konveks Fonksiyonlar

Tanmmm 4.13.1 f:D c X - R fonksiyonu (X, |[|.||) bir reel normlu uzay ve I, X'in
konveks alt kiimesi ¢ > 0 olsun. Vx,y € D ve t € [0,1] igin,

flex+ A —0)y) Stf () + (1 —Of ) + ct(1 - Olx — yl|?
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna gii¢lii konveks fonksiyon denir. (Polyak 1966).

4.14 Giiglii (s, m) Konveks Fonksiyonlar

Tamim 4.14.1 f: [0, ) — R fonksiyonu
Vx,y € [0,00) vet € [0,1] icin (s, m) € [0,1]? iken,
fltx +m(1-)y) <t°f() + m(1 - O°f ) — ct(L = t)|x — y|?

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda ¢ modiiliine gore (s, m) konveks

fonksiyonlar denir. (Vivas 2016).

Ornek 4.14.2 Ormek 4.7.2°def(x) = g(x) + cx? fonksiyonunda g giiclii (s, 1)

konveks fonksiyondur.

Ornek 4.14.3 Ornek 4.7.3'de f(x) = g(x) + (9/12 + ¢)x? fonksiyonunda (1,16/17)
konveks fonksiyondur.

4.15 Bagil Giiglii h- Konveks Fonksiyonlar

Tamim 4.15.1 g: H — H bir fonksiyon ve f: K; — H bagil h- konveks fonksiyon olsun.
Vu,v € H:u,g(v) € K, ve t € (0,1) iken h:[0,1] — (0, ) igin

f((A=Du+tg) < h(1-6)f W) +h(t)f(g(v))
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna bagil giiglii h- konveks fonksiyon denir. (Noor
2015).
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Tammm 4.15.2 f:D c X —» R fonksiyonu (X, ||.]|) bir reel normlu uzay ve D, X'in
konveks alt kiimesi ¢ > 0 olsun. Vx,y € D ve t € (0,1) igin,

fltx+ (1 =1t)y) S h(O)f(x) + h(1 =) f(y) — ct(1 — ) (x — ¥)?
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna kuvvetli h- konveks fonksiyon denir. (Vivas ve
Hernandez 2017).

Tamim 4.15.3 H — H bir fonksiyon ve f: K, - H bagil konveks fonksiyon olsun.
Vu,v € H:u,g(v) € K; ve t € (0,1) igin, ¢ > 0 iken h:[0,1] - (0, +0) ise

F(( = Bu+ tg@)) <h(1 - QW) +hOF(gW)) - et - llu — g2
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna bagil kuvvetli h-konveks fonksiyon denir.
(Vivas ve Hernandez 2017).

Uyan 4.15.4

a. Tanim 4.15.3'de h(t) = t alinirsa ¢ modiilii ile bagil giiglii konveks fonksiyonu elde
edilir.

b. Tanim 4.15.3'de h(t) = t° alinirsa bagil giiglii ¢ modiilii h-konveks fonksiyonu s-
konveks fonksiyona indirgenir.

c. Tanim 4.15.3'de h(t) = 1 alinirsa ¢ modiilii ile giiclii P-konveks fonksiyonu elde
edilir.

d. Tanim 4.15.3'de g(x) = x alinirsa giiglii h-konveks fonksiyonu elde edilir.

e. Tanim 4.15.3'de g(x) =x ve h(t) =t alimirsa ¢ modili ile giiglii konveks

fonksiyonu elde edilir.
4.16 invex Konveks Fonksiyonlar

Bir f fonksiyonunu konveks agik kiimede D < R™ tiirevlenebilirdir ancak ve ancak

y € D i¢in f(y) — f(x) < Vf(x)(x — y) esitsizligi vardir.

Tamim 4.16.1 D c R™ — R tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.
Vx,y € D olmak tizere n: R"x R™ - R i¢in f(y) — f(x) < Vf(x).n(x,y) esitsizligi
saglaniyorsa f fonksiyonuna invex fonksiyon denir. ( Craven 1981).

f:D < R™ — R tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in n(x — y) = x — y invex fonksiyondur.
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4.17 & -Konveks Fonksiyonlar

Tamm 4.17.1 F: A - Y kiimesi i¢in X,Y normlu uzaylar dogrusu olsun. A € X agik
konveks kiimesi ve A tizerinde siirekli bir konveks fonksiyon ise (f + y*oF) igin F
fonksiyonuna §-konveks fonksiyon denir. (Vesely ve Zajisec 1989). A siirekli konveks
fonksiyon olacak sekilde y* € Y* ve ||y|| = 1 vardir. F i¢in f fonksiyonu tarafindan
delta konveks eslesmedir.

Delta konveks eslesmeler diferansiyellenebilir konveks fonksiyon 6zelliklerine sahiptir.
Bu ylizden integral ve diferansiyel denklemler delta-konveks fonksiyon ozellikleri

gosterir.
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5. ESITSIZLIKLER VE GENELLESTIRILMIiS KONVEKSLIK

Genellestirilmis konveks fonksiyonlar konveks kavrami iizerinde ¢alismalara ve
uygulamalara bagli olarak genellestirilmesidir. Bu genellemelerden bazilar1 yari-
digbiikey (quasi-konveks), h-konveks, s-konveks ,n-konveks, giiglii konveks v.b dir. Bu
boliimde genellestirilmis konveks fonksiyonlardan n-konveks, s-konveks ve m-konveks

fonksiyonlar1 ve bu fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler verilecektir.
5.1 p —Konveks Fonksiyonlar
p —konveks fonksiyonu Hermite Hadamard esitsizligini gosterir.

Teorem 5.1.1 f € P(I) konveks bir fonksiyon olsun. a,b € I igin a < b ise,

a+b 2

f € L([a,b]) i¢in f(T) < Ef:f(x)dx < 2(f(a) + f(b)) esitsizligi saglanir.
(Boyan 1898).

Teorem 5.1.2 f:1 € R — R bir diferansiyellenebilir fonksiyon olmak iizere,
a,b e (ilea < bigin f'"" € L ([a,b]) olsun.

Eger, |f""'|? ise p — konveks fonksiyon i¢in [a, b] ve ¢ = 1 olmak iizere, 0 zaman,

1 P a+by (b—-a)* , a+b
=2 fedx = (*52) - F g )
bh— 3
= %(If’”(a)l" I B2

esitsizligini kullanarak Hermite Hadamard esitsizligi bulunabilir. (Vivas ve Hernandez
2017).

5.2 s —Konveks Fonksiyonlar

Dragomir ve Fitzpatrick Hermite Hadamard’in ikinci anlamda s- konveks fonksiyonlar

smifini agsagidaki sekilde tanimlamislardir. (Dragomir vd. 1999).
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Teorem 5.2.1 f: [0, ) — [0, o) ikinci anlamda s- konveks fonksiyon olsun. Burada
s € (0,1)vea,b € [0,) i¢in a < b olmak tizere. f € L([a, b]) ise,

f(a) + f(b)
s+1

1 b
s—1 < d <
2 () s, St s
esitsizligi saglanir. (Sarikaya 2010).
Teorem 5.2.2 f:1 c [0, 00) — R diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Burada

a < bigin f' € Ly([a,b]) ve a,b € (I) olmak iizere,

|f'] ve s- konveks fonksiyon ise, [a, b] sabitler igin s € [0,1] olsun. Ozaman,

1 b 1 (b
. (f(a) +F(0) + 4f (%)) e ) fedx

(s —4)65T1 + 2x55t2 — 2x35%2 + 2
65t2(s + 1)(s + 2)

=(-a (f @1+ f' (D

esitsizligi saglanir. (Alomari 2010).

Teorem 5.2.3 f:I c [0,) — Rdiferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Burada
a <b igin f' € L[a,b] ve a,b € I olmak iizere, |f'|? ve s- konveks fonksiyon ise,
[a, b] sabitler i¢in s € [0,1] veq = 1 ise |f'(x)| < M saglaniyor ise x € [a, b] olsun.
Ozaman, x € [a, b] i¢cin

1 (P 2 1 [(x—a)?+ (b—x)?
o /
00 =5 | F0an s M P55

esitsizligi saglanir. (Vivas ve Hernandez 2017).

5.3 h —Konveks Fonskiyonlar

5.3.1 Self Adjoint Operatorlerde Hilbert Uzaylar:

Bu boliimde self-adjoint operatorler hakkinda temel bilgiler verilecektir. Ayrica Hilbert

Uzaylar1 ortamindaki self-adjoint operatorlerde Vivas, M ve Hernandez, J tanim1 vardir.

(Vivas 2016-2017).
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Teorem 5.3.1.1 (0,1) < J olsun. h:I - R negatif ve sifir olmayan alt ¢arpimsal bir
fonksiyon olsun. f:I — R bir fonksiyon ise. ti,t,,ts,..,t,pozitif gergel sayilar
kiimesinde h- konveks fonksiyonu tanimlanmigtir. Burada,

[ c [0,) i¢in, K € B(H)* ve A, A, As,.., A, €K ile d(4) cl(i=1.2,..,n)
olmak tizere,T,, = X', t; icin,

f (Tiz tiAl-) < Z (75 Fean

i=1

esitsizligi saglanir. (Vivas 2017).

Ispat: n > 2 olsun. Tiimevarim yé')ntemiyle Eger n = 2 ise Tanim 4.4.1 elde edilir.

Burada, h — konveks fonksiyon ile t = (1 —t)=—=,x =A,,y = A, olmak iizere,
Kabul edilsin n — 1 igin n herhangi bir posz tam sayldlr. O zaman,

1zn:tA = t”A +11§tA = t”A
f Tn 41 _f(Tn n Tnl i l)_f(Tn n
1=

i=1

n-1

esitsizligi saglanir. Onceki esitsizligin sag tarafindaki Tanim 4.4.1 kullamlarak,

f(T_lnzn: ><h(—)f(An)+h( )(ZTn1>

i=1

elde edilir. Simdi n — 1 i¢in dogru oldugu gosterilsin,

f(TiZ tiAl-) < h(Prean) + (5

i=1

) () read

i=1

= h () rcan + z r(52) 0 () ran

dogrudur. h alt carpimsal bir fonksiyon oldugu i¢in,

(50 < (rrn) = ()
r )\ = ) T

elde edilen esitsizligi kullanarak buradan,

f(%i%)s%z(;—:)fm) S (& 5 ) = ih(;—;)fmi)

=1 i=1 i=1

bulunur ve ispat tamamlanir.
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Teorem 5.3.1.2 f fonksiyonu h- konveks bir fonksiyon olsun. Eger, h(1/2) # 0 ve

X1, X, X3, .., Xn IS8,

[i fox = f(i foeo,

— 1/n X1 T X Xn—1 T Xn Xn T X1
MO (ny) (). )

esitsizligi saglanir. (Vivas 2017).

Ispat: f fonksiyonu bir h- konveks bir fonksiyon ise,

f<x1 J2rx2> +f<x2 erxg) s _”+f(xn_12+ n) +f<x” +x1> ( >Zf(xl)

Ayrica,

: |1-r()l N
fo) =375 ) f(x)
2/ I

4 1—h(1/n) C »
TP

=|1—h1(1/n>|lzf("” ’l@z“’”]

1
Sm[;ﬂxﬂ—f(

55)

Buradan,

elde edilir ve ispat tamamlanir.

28



Sonu¢ 5.3.1.3 f:1 > R bir h- konveks fonskiyon olsun. I c [0, ) i¢in, K € B(H)"*
olmak tizere, 4; € K i¢in (i = 1,2,3, ...,1n) ise,

2h()  [v na,
iz (25
> £ (B2 + e () (2

esitsizligi saglanir. (Vivas ve Hernandez 2017).

Sonuc¢ 5.3.1.4 Eger h:] c R negatif ve sifir olmayan integrallenebilir bir fonksiyon
olsun.

f:1 - R bir h- konveks fonksiyonu olsun./ c [0,%)i¢in K € B(H)* olmak iizere,
A, €K (i=1,..,n)ise,

B+t ) S |[Zf(A) f(Zf( J]

Burada,

esitsizligi saglanir.(Taghavi 2015).

Teorem 5.3.1.5 f, h- konveks fonksiyonunun bir operatdrii olsun. O zaman,

1
2h(1/2) ( j fB + (1 -0Adt < (f(4) +f(B))f h(t)dt

esitsizligi elde edilir. (Vivas 2017).
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Teorem 5.3.1.6 Eger (0,1) cJ ise, h:] - R i¢in h(%) # 0 negatif ve sifir olmayan

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. f:1 = R , h — konveks fonksiyonunun I c [0, o)

ve K € B(H)* operatérleri olsun. O zaman, A, B € K igin,

1 : ((1 Y ((1 — DA+ (1 + /1)3) Y ((z — DA+ AB))
21 (3) 2 2

< flf(l —t)A+ tB)dt
0
1
< (f((1 —DA+AB) + Af(A) + (1 - A)f(B))f h(t)dt
0

< [(hA =) +ADf(A) + (h(AD) +1 -1 f(B)] j h(t)dt
0

esitsizligi saglanir. (Vivas 2017).

Ispat: f,I c [0, ) araliginda h- konveks bir fonksiyon olsun, K < B(H)* igin,

P 1
)f(u DA er (1+ /’DB> < f f(1=t)((1 = DA+ AB) + tB)dt
0

1
2h(

N | =

2

1 1 (2— A+ AB
< (F(A-Da+2B)+ f(B))f0 h(t)dt — (1)f< )

1 1
< f Fl—A+t(1— A+ AB))dt < (f(A) +((1-DA+ AB))f h(t)dt.
0 0

Birinci esitsizlik (1 — A1) > 0 ve ikinci esitsizlik A > 0 ile garpip toplanirsa,
1-2 <(1 - MDA+ 1+ A)B) N A ((2 - MDA+ AB)
1 1
2h (5) 2 2h(*/,) 2

1
<(1- A)f f(1—6)((1— DA+ AB) + tB)dt
0

+ AJ F(1— DA+ t((1 - D)A+ AB))dt
0
<@-(f(A-14a+28)+ f(B))f h(t)dt
0

+2(f(4) + £((1 = A + 2B)) th(t)dt
0

f fonskiyonunun h- konveks fonksiyon 6zelligi kullanilarak ispat tamamlanir.

30



Teorem 5.3.1.7 Eger (0,1) c ] ise,h:] - R i¢in negatif olmayan integrallenebilir bir

fonksiyon olsun.f: [a, b] = R, h- konveks fonksiyonunun I c [0, o) operatorleri igin,
(asz) oldugundan K < B(H)" ve g:[a, b] = R negatif olmayan simetrik fonksiyondur.

O zaman, A, B € K olmak lizere, [a, b] i¢in
1
f fA+ (1 —-t)B)g(tA+ (1 —t)B)dt
0
< (f() + f(B) [, h(®)g(tA + (1 - )B)dt

esitsizligi elde edilir. (Vivas 2017).

Ispat: A,B € Kolsun. t € [0,1] i¢in, [A,B]={z€x:z=tA+ (1 -t)B,t €[0,1]}

Buradan,
ftA+ (1 -t)B)g(tA+ (1 —t)B) < (R(6)f(A) + h(1 — ©)f(B))g(tA + (1 — £)B)

f(A-0DA+tB)gitA+ (1 —1t)B) < (h(1 —O)f(A) + h()f(B))g((1 — )A + tB)
Her iki esitsizlik eklenerek integre edildikten sonra,

j f(tA+ (1 —-t)Bg(tA+ (1 —t)B)dt
0
1
+ f fF(A-0A+tB)g((1 - A+ tB)dt
0

< j h(t)f(A)g(tA+ (1 —-1t)B)
0

+h(1-6)f(B)g (tA +(1—-t)B
+h(1—-t)f(A)g((1—t)A+tB)

+h(®)f(B)g((1- A+ tB)) dt

1
= f fA[R()g(tA+ (1 —t)B)
0

+h(1-0g((1-0A+tB)]dt
+ B -t)g(tA+ (1 —)B +h(t)g((1 —t)A+tB])dt

g simetrik ve (asz) oldugundan,
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f (1-0g((1-0)A+tB)dt = f h(t)g(tA + (1 — t)B)dt
0 0

ve buradan,

f f(tA+ (1 —-t)B)g(tA+ (1 — t)Bdt + f f(Q-0)A+tB)g((1—t)A+tB)dt
0 0
< 2f(A)f h(t)g(tA + (1 —t)B)dt
0
1
+ 2f(B)f h(t)g(tA+ (1 —t)B)dt
0

= 2(£(4) + £(B)) j D)9 (A + (1 - OB)dt
0

elde edilen esitsizlik sol tarafta yerine yazilirsa,

f fA+ (1 —-t)B)g(tA+ (1 —t)B)dt
0

< (f(A) + F(BY) j D)9 (A + (1 — OB)dt
0

esitsizligi saglanir ve ispat tamamlanir.

Teorem 5.3.1.8 h(%) # 0 negatif ve sifir olmayan integrallenebilir bir fonksiyon olsun.
f:1 > R ve h- konveks fonksiyonunun I c [0,00) ve K € B(H)" operatorleri olsun.
A,B € K igin, h: [0,max{1,b — a}] = R negatif ve sifir olmayan integrallenebilir bir
fonksiyon olsun. Burada, f:[a,b] - R igin, h- konveks fonksiyonunun I c [0, )

operatorleri olmak tizere, ve K c B(H)* ve ve g:[a,b] » R negatif olmayan ve

simetrik bir fonksiyon ise, (azﬁ) igin,

f(A+B)< Zh(%)

< A 1-t)B A 1—-t)B]d
. folg(mm_t)mdtfo[f(t +(1-OB)g(td + (1 - )Bldt

esitsizligi saglanir.(Vivas 2017).
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Ispat: f fonksiyonunun h- konveks fonksiyon 6zelligi kullanilirsa,

A+ B tA+(1—-t)A+tB+(1—1t)B
f( 2 >:f< 2 )

<h (%) [fEA+ (1 —-t)B) + f(tB+ (1 —t)A])

g pozitif ve simetrik ise, (A%B) icin,
A+ B
g(ea+ (- OB)f (=)

<h (%) [F(tA+ (1= DB) + g(tA) + (1 — DB])
+f(tB+ (1 —-t)A)g(tB + (1 —1t)A)]
esitsizlikler birlestirilirse,
h(l
P (A + B) 9 2 (2)

2 /7 [Fg(tA+ (1 - t)B)dt

j [f(tA+ (1 —-t)B)g(tA + (1 — t)B]dt
0

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanur.

Teorem 5.3.1.9 hy, h,: ] = R iki negatif ve sifir olmayan integrallenebilir bir fonksiyon
olsun. Herhangi bir(hy, h,) € L{(J) olmak iizere, f:] — R konveks fonksiyonu igin h;-
konveks fonksiyonlarin operatorii ve g:J = R konveks fonksiyonu igin h,- konveks

fonksiyonlarin operatorii ise K € B(H)* vardir. O zaman,

j (fFB + (1 = )A))x, x)(g(tB + +(1 — £)A)x, x)dt
0

1 1
< M(A,B)f h,(t)h,(t) dt + N(A,B)f h,(t)h,(1 —t)dt
0 0

M(A, B) = (f(A)x, x){g(A)x, x) + (f (B)x, x){g (B)x, x)
N(A,B) = (f(A)x,x){(g(A)x,x) + (f (B)x, x{g (B)x, x)
esitsizlikleri saglanir. (Vivas 2017).

Ispat: Vx € H igin ||x|| = 1 ve t € [0,1] olmak iizere,

(tA+ (1 —t)B)x,x) = t{Ax,x) + (1 — t)(Bx,x) € ]
Once (Ax, x) € Sp(A) c I ve (Bx,x) € Sp(B) c I alalim.
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f ve g fonksiyonlar siirekli oldugu igin,

f f(B+ (1 —-1t)A)dt

0

f gtB+ (1 —-t)A)dt
0

1
f f@B+ (1 —-t)A)g(tB+ (1 —t)A)dt
0

t € [0,1] i¢in h- konveks fonksiyon 6zelliginden,
((f(tB +(1- t)A))x,x) < hi(O){(f(A)x,x) + hy (1 — t){f(B)x, x)
(g(tB + (1 — ©)A))x,x) < hy (D){g(A)x, x) + hy (1 — ){g(B)x, x)
(fF&B+ (1 —t)A))x, x) X (g(tB + (1 — )A))x, x)
< hi (O h; (0)(f (Ax, x){g(A)x, x)
+hy (1 = )h, (1 = 0){f (B)x, x)(g(B)x, x)
+hy(®)ha (1 = ){f (A)x, x)(g(B)x, x)
< hi(1 = Ohy (O)(f (B)x, x){g(A)x, x)

esitsizlikler birlestirilirse,

Jol((f(tB + (1 - 0A)x,x){(g(tB + (1 — )A))x, x)dt
< (F(A)x XN g (A)x, %) fo ha(®) hy(0)dt
+ (f(B)x, x){g(B)x, x) jolhl(l —t)h,(1 —t)dt
+ (f(A)x, x){g(B)x, x) jolhl(t) h,(1 —t)dt
+ (f(B)x, x){g(A)x, x) j:hl(l —t) h,(t)dt
Jolhl(l —t)h,(1 —t)dt = Jolhl(s) h,(s)ds

f hy(1—t) hy(t)dt = flhl(s) hy(1 — s)dt
0 0

ve

J ((f(tB +(1- t)A))x,x)( (g(tB +(1- t)A))x,x)dt
0
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< (F WGB3 + (FBI% NG B) [ ha() ha(O)d
0

1
+«ﬂmewwmewﬂmmwwmnm»fhaumu—ﬂm
0

buradan,

f (f&B+ (1 —)A)x, x)}{(g(tB + (1 — DA)) x, x)dt
0

1 1
< M(A,B)f h,(t) h,(t)dt + N(A,B)f h,(t) h,(1 —t)dt
0 0

< N(4,B) = ({f(A)x,x}g(B)x,x) + {f (B)x, x)(g(A)x, x))
esitsizligi elde edilir ve bdylelikle ispat tamamlanir.

Teorem 5.3.1.10 hq,h,:J - R iki negatif ve sifir olmayan integrallenebilir bir
fonksiyon olsun. Herhangi bir(hy, h,) € L;(J) olmak iizere, f:I - R konveks
fonksiyonu i¢in h;- konveks fonksiyonlarin operatorii ve g:J — R konveks fonksiyonu

icin h,- konveks fonksiyonlarin operatérii ise K € B(H)™ vardir. O zaman,

2hy (%)1 h, (3) (f (A ; B) x,x){g (#) x, x)

2

< f (fA+ (1 —-t)B)x,x){g(tA+ (1 —t)B)x,x)
0

+2(M(a, b)] h,(t)h,(1 — t)dt + N(a, b)J h,(t)h,(1 — t)dt)
0 0

ve buradan x € H igin ||x|| = 1 ise,
M(a, b) = ({f (A)x, x)}{g(A)x, x) + {f (B)x, x}{g(B)x, x))
N(a,b) = ({f(A)x, x)}g(B)x,x) + {f (B)x, x)}(g(A)x, x))

esitsizligi saglanir. (Vivas 2017).
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Ispat: 1lk olarak,

X, X

A+B (tA+(1—t)A+tB+(1—t)B>

X, x)

<gA+B <A+(1—t)A+tB+(1—t)B>

<f( )9 (F) 20

(f (tA +(1-0t)A er tB+ (11— t)B) )

tA+(1—t)A+tB+ (1—-t)B
x(g( > >x,x)

N /1
< h (E) 1, (E) (f (A + (1 = DB)x, x)
+(f((1 — A+ tB)x,x)) X ({g(tA+ (1 — t)B)x, x)
+(g((1 = A+ tB)x,x)

< h, (%) h, (%) (If(tA + (1 — DB)x, x)(g (tA

+ (1 —t)B)x, x)

+(f((1— A+ tB)x, x)}{g((1 — t)A + tB)x, x)]
+hy (O(f (A)x, x) + hy (1 — O)(f (B)x, x)

X (hy (1 — t){(g(A)x, x) + hy(t)(g(B)x, x))
+hy (1 = 0)(f (A)x, x) + hy (O)(f (B)x, x)

X (hy(£){g(A)x, x) + hy(1 — £)(g(B)x, x))}

<y (3) ha (3) % +ha(1 = D(g(BYx 10}

<iu(3)m:(3)

X{[{ f(tA+ (1 = t)B)x,x){(tA + (1 — t)B)x, x)
+(f((1=0A+tB)x, x)}g((1 — )A + tB)x, x)]
+(h (DR (1 =) + (1 — DAy (D)

X ({f(A)x, x)}(g(A)x,x)) + {f (B)x, x){(g(B)x, x))
+(h (Oh,(t) + (1 — t)h,(1 —t))

X ((f(A)x, x)(g(B)x,x) + (f (B)x, x){g(A)x,x))}

[0,1] aralig1 integre edilirse,
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() 2o (52) 2
2y (5) k2 (5)

< f (fEA+ (1 —tB)x,x){g(tA + (1 — t)b)x, x)dt
0

+2M(a, b) f (hy (D, (1 — t)dt + 2N (a, b) f (hy (O)hy(t) dt
0 0

M(a,b) = ({f (A)x,x}g(A)x,x) + {f (B)x, x){g(B)x, x)
N(a,b) = ({f (A)x, x){(g(B)x, x) + {f (B)x, x){g(A)x, x))

esitsizligi saglanir ve boylelikle ispat tamamlanir.
5.3.2 Reel Ortamda Fraktal Kiimeler

Vivas ve Hernandez tarafindan reel ve diiz fraktallar kiimesi 2016 yilinda

tanimlanmugtir.

Teorem 5.3.2.1 (t4, ..., t,) pozitif reel sayilar olsun. Eger, h: ] — R% negatif olmayan
fonksiyon ve h # 0 alt¢arpimsal tanimindan ] € R ve (0,1) < J i¢in f:] — R® olacak
sekilde bir fonksiyon {izerinde tanimlanmistir. Buradan I ¢ R ve h —konveks fonksiyon

ozelliginden x4, ..., x,, € I olmak iizere,

esitsizligi saglanir. (Vivas 2016).

ispat: Tlimevarim yontemi kullanilirsa,

Eger n = 2 igin h- konveks fonksiyon tanimindan, t = ;—1 1-1v) =;—2 X = X; Ve
2 2

y = x, alinirsa istenilen esitsizlik elde edilir. Kabul edilsin, n herhangi bir pozitif tam

say1 oldugunda n — 1 ig¢in esitsizlik dogrudur.
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onceki esitsizligin sag tarafindaki tanimi kullanilirsa,

f(—z tix)) < B Cen) + X0

[n- 1)f(z -

Simdi n — 1 i¢in dogru oldugu kabul edilsin,.

f(—ztxl)_ RGf G+ (52 (7

n-1

= n(re) + 31 ()l

i=1

Ayrica h — altgarpimsal bir fonksiyon oldugundan,

Th-1 t; Thr G t;
(T = (Frns) e
Tn Tn—l Tn Tn—l (Tn)

elde ettigimiz bu esitsizlik kullanilirsa,

f(—ztxl)<h(—>f(xn>+z () reo = Zh( o) Fe)

i=1

esitsizligi saglanir ve ispat tamamlanir.

Teorem 5.3.2.2 h: ] - R“ negatif olmayan integrallenebilir bir fonksiyon olsun. h # 0
bir ] € R iizerinden tanimlanmis ve (0,1) < J ve f: 1 — R olacak sekilde h —konveks
fonksiyon, negatif olmayan ve a, b € I ile a < b i¢in integrallenebilen bir fonksiyondur.

O zaman,

1 f (a + b) < 1 alb(“)f
(1-verd/pra+a)” N 2 /7 (b-a)®
< (f(B) = (=D%f(a))ol,“h

esitsizligi saglanir. (Vivas ve Hernandez 2017).
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Ispat: Kabul edilsin, vt € [0,1] olsun.
ta+(1—-t)b+(1—-t)a+th=ta+b—th+a—ta+th=a+b
ve h- konveks fonksiyon oldugu igin,

b
(5 - ) < h(Yp)fCta+ (1= 0b) + h(p)F((1 - Da+ tb)
= h(1/,)f(ta + (1 = Ob) + F((1 - Da + th))

Boylece her iki taraf birlestirilirse,

I a+b
| réEFHans
0
<n(1/,) f f(ta + (1 — t)b)(dD)®
0

1
+h (1/2)f f((1=t)a + th) (dt)®
0

Buradan,

[ ra+a-om@or =5 (_a)) f Fo(@0)®

f f((1=0t)a+th) (dt)* =

(1/2)

b
[ 1D < g2 a- o [ e

1 a+b 1 @
1 - D9r(Y)ra + a)f ( g ) D
Boylelikle Teorem 5.3.2.2°de esitsizligin sol tarafi elde edilir. Herhangi bir x € [a, b] ve
t € [0,1] icin, x =ta + (1 — t)b esitsizligi vardir. f fonksiyonunun h- konvekslik

ozelliginden,

b 1
f FG)@D® = (b — a)® f F((1 = Da + th)(dD)®
a 0
= (b - D)*(f(a) f h(1 - ©) (D) + £(b) f h(®) (d6)%)
0 0
= (b - O)*(—f(a)(~1)° f h(E) (d6)° + £ (b) j h(e) (d6))
0 0

= (b -a)*=(=Df(a) + f(b))f h(t) (dt)*
0
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1
——— al, f < (—(-1D)%f (@) + f(b)o], "R

b -a)"
1 a+b 1 (@
A = (=Dh(/pr1 + o ( 2 ) =G-ar

< f(b) - (_1)af(a))011ah

esitsizligi saglanir ve boylelikle ispat tamamlanir.
5.4 m —Konveks Fonskiyonlar

Teorem 5.4.1 f:[0,0) - R ve m € (0,1] i¢in [a, b] araliginda integrallenebilir m-
konveks fonksiyon olsun. Burada, a,b € [0,0) ve g:[a,b] = R i¢in, (¢ T b/z)’ye

gore simetrik olan negatif olmayan ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun. O halde,

f(a) erf(b) L” (Z:X)

b
f f(x)g(o)dx < " g(x)dx

e =
PG+ G| Gopeax
esitsizligi saglanir. (Vivas 2016).

Ispat: g fonksiyonu, (%)’ye gore simetrik olan negatif olmayan ve integrallenebilir

bir fonksiyon olsun.

b 1 b b
| reog@ax =51 rg@dx+ [ fa+b-0ga+b-xdx

1 b
=2 j (FOO + f(a+b —x))g()dx]

=%Lb f(a(llj:z)>+b(;:2) +f(a((z:z>+b(§:2)))g(x)dx
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Boylece f fonksiyonun m- konveksliginden,

b
| reog@ax

ispat tamamlanur.

<3G enG=g) e +m =7 ()
+(7=) Fm)g@da]
@+ f =

g(x)dx

22l () (G ]fb("_“)goodx

Teorem 5.4.2 f:[0,0) > R ve m € (0,1] i¢in [a, b] araliginda integrallenebilir m-

konveks fonksiyon olsun. Burada, 0 < a < b < o ve g:[a, b] - R olmak lizere, (azﬁ)

simetrik olan negatif olmayan bir fonksiyon ise,

a+

f g@dx <~ f Fg()dx + 5 f g dx

esitsizligi saglanir. (Vivas 2016).

Ispat: f fonksiyonun m- konveksliginden,

() [ Cowar= [ r(FEE) ggoax

b a+b—x m _x
< [ r S R e

b a+b—x bm X

Ayrica g fonksiyonunun hipotezleri son esitsizlige esittir.
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b _
J. f(w)g(a+b—x)dx+—f g(x)dx

f FOgCdx + 2 f g

boylelikle ispat tamamlanir.

Lemma 5.4.3 Eger f:[0,1) = R bir m- konveks fonksiyon olsun. Burada m € (0,1]

icin x € [a,b] € [0, ) ise @ = a, € [0,1] olmak iizere,

flatb=0 <m-a|f (%) + £ (2] + alf@+ @) - 0

esitsizligi saglanir. (Vivas ve Hernandez 2017).

Teorem 5.4.4 f:[0,0) — R bir m- konveks fonksiyon ve m € (0,1] i¢in [a, b] aralig

tizerinde integrallenebilir olsun. Burada a,b € [0,) ve g:[a,b] - R olmak lizere

(asz) simetrik olan negatif olmayan bir fonksiyon ise,

( )] f(a)+f(b)
m

fegtode < 2[F (L) | Q) ix
.fa 2 [ m

esitsizligi saglanir. (Vivas ve Hernandez 2017).

Ispat: Lemma ve g fonksiyonunun (azﬂ) icin simetrisi alinirsa,

b 1 b b
Jf(x)g(x)dx=§[j f(a+b—x)g(a+b—x)dx+ff(x)g(x)dx
1 (b 1 (b
=§faf(a+b—x)g(x)dx+ij;f(x)g(x)dx

<3/ - @[ ) + £ (2)] + alri@ + £®)) - Feotgcoa

= Fegds = ([F (L) +  (2)] + L3O | g

esitsizligi saglanir.
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5.5 GA —Konveks Fonksiyonlar:
Latif M. A.tarafindan 2014 yilinda tanimlanmustir.

Lemma5.5.1 f:1 € R, = R, I aralif1 iizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve
a,b €1 ,a <bolsun. f' € L[a, b] ise 0 halde,

b
bf(b) — af (a) — f fG)dx

a

Inb—Ina/ (! 14t 1-t
T(f b1+ta1—t fl (bTaT) dt + -]-
0

! 1ot 1kt
pl-tqltt ! (b 7 a2 )dt
0

esitsizligi saglanir. (Latif 2014).

Teorem 5.5.2 f:1 c R, — R ve [ aralig1 izerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon

vea,b €1,a <bigin f' € L[a,b] olsun. |[f'|? ve ¢ = 1 i¢in, [a, b] olmak iizere,

(b-a)a

<0l ~ DIf @
27/49+1

+(2b — a — L(a, ))IF' (0)|9]/9 + [(b - 2a)

—L(a, b)If'(B)]9 + (b — L(a, bY)|f'(b)[9] /43
esitsizligi saglanir. (Latif 2014).

b
‘bf(b) — af(a) - f FGOdx

Ispat: Lemma (5.5.1) ve Hélder esitsizliginden,

b
bf(b) - af @ - | fCd
(b7 a)|de+ jo (G| (p5 )
< ab(ln(b)z_ n(@) ¢ fo 1(§)t dt)t="a( fo l(g)t If’ (blTHalT_t) 19dt)"/a

+ ([ Gy any ( &

|f']9 i¢in GA- konveksligi kullanilarak,

dt

ab(In(b) —In(a)) (* (b,
2 [jo (E)

(65 ) ) (5.1)
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1+t 1-t

()If b2a2 I"dt

<ir@r [ & (5 wwvwﬁﬁw+ﬁt

L(a,b) —a b—a—L(a,b)

= @F bty TV Ol 2a(lnb — Ina) -2
[ i (65 pae <17 @1 [ Gt () e+

<o [ G () a

O e L R A G Rk (53)

2a(Inb —Ina) 2a(Inb —Ina)

(5.1), (5.2) ve (5.3) kullanilarak sonug elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanir.
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6. TARTISMA ve SONUC

Konveks fonksiyonlar ile yeni sonuglar elde etmek i¢in genellestirilmis konveks
fonksiyonlara ihtiyag duyulmaktadir. Bu tezde konveks fonksiyon tiplerinin tanim ve
teoremlerine yer verilmistir. Bu tezde konvekslik iizerine matematiksel uygulama
calismasi yapilmasi amag¢lanmistir. Konveksligin temel durumu ile ¢ok uzun zamandir
ayrintili sekilde c¢alisilmis ve pek ¢ok sonu¢ bulunmustur. Uygulama alanina gore klasik
konvekslikten daha iyl sonu¢ veren genellestirilmis konvekslik c¢esitleri ortaya
konulmus ve {izerinde ayrintili incelemeler yapilmaya baglanmistir. Bu dogrultuda son
zamanlarda oldukca popiiler olan genellestirilmis konveks fonksiyonlar1 tanittik ve
bununla beraber Jensen tipi, Hermite-Hadamard tipi, Hermite-Hadamard-Fejer tipi

esitsizlikleri elde ettik.

Uygulamalar iizerine daha iyi sonuglar veren ve ihtiyaca gore genellestirilen farkl
konvekslik bigimleri {izerine calismalar yapilmast da oldukca ileri seviye ve pek ¢ok
veri igeren bir arastirma olacaktir. Arastirmacilarin  genellestirilmis konveks
fonksiyonlar sinifin1 kullanarak ve bu fonksiyonlar igin teoremlerden yararlanarak

konvekslik ¢esitleri i¢in de benzer ¢alismalar yapilabilecegi diistiniilmektedir.

Genellestirilmis konveks fonksiyonlar ile ilgili sonuclarin derlemesinde gelistirilen

alanda aragtirmay1 tesvik etmek amaciyla bazi agik problemler 6neriyoruz.

Problem 6.1 Chebyshev ve Gruss gibi genellestirilmis konveks fonksiyonlar ile bazi
esitsizlikler kurulabilir. f: g: [a, b] = R iki mutlak siirekli fonksiyon igin,

1
b—a

1 b 1 b b
1.9 =5— | r@gdx-G— [ f@anG— [ gwan

esitsizlikleri ile saglanan integrallar vardir.
1
1(f,9) < 75 (b= ?IIf Il

1
T(f.9) =7 (M —m)(N —n)
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esitsizlikleri ile saglanan m,M,n ve N kosullar1 gercek sayilardir.
—o<m<f(x) S M<oo
—o<n<gx)SN<o
Bu esitsizliklerle ilgili baz1 sonuglara ulasalim. Ilk olarak Griiss tipi esitsizlikler igin
ikinci tiirevi olan fonksiyonlar konveks fonksiyonlardir.
f,9g:[a,b] = R kesin siirekli bir fonksiyon olmak tizere eger |f''| ve |g"'| konveks

fonksiyonlari, [a, b] ve f",g"" € Lp [a, b] igin,

T(f.9) < [21b = al"P(If ()Ilg" GOl + [gOIIf" ()

1 b
1200 —a)? " fa
+UF@ g1, +1gGIlIFI] Jedx

(b _ x)2q+1 + (x — a)2q+1

]1/q
2q +1

Qx) = [

ve 1/p + 1 /q = 1 bulunur. Bir sonraki teorem Chebyshev esitsizligini olusturur.

II|

Teorem 6.2 f, g: [a, b] = R kesin siirekli bir fonksiyon olmak tizere eger |f''| ve |g

konveks fonksiyonlari, [a, b] ve f", g"" € Lp [a, b] i¢in,

o 1
IT(f, 9] Smx

b
[ wg@icir ie - +ir11,)
% [IFGI2lg" @I(b — )7 + 1g" @I} ()dx

Bu teoremle ilgili fonksiyonlarin ikinci tiirevinde konvekslik kosulu gézlemlenebilir.
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