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OZET

GENELLESTIRILMIiS LINEER KARMA MODELLERDE
PARAMETRE TAHMINI VE SONUC CIKARIM

KURT, Sida Sec¢kin
Yiiksek Lisans, Istatistik Bolimii
Danigsman: Dog. Dr. Ozge KURAN
Temmuz 2024, 70 sayfa

Genellestirilmis lineer karma modeller, istatistiksel modelleme alaninda genis bir
uygulama yelpazesine sahip olan ve hem sabit hem de rastgele etkileri icerebilen
modellerdir. Bu modeller, farkli dagilim tiirlerini ve baglanti fonksiyonlarin
kullanarak, geleneksel lineer modellerin 6tesinde esneklik saglar ve boylece ¢ok
cesitli veri tiirlerine uyum gosterebilir. Ozellikle tekrarli dlgiimler, hiyerarsik yapilar
ve ig¢-ice geemis veri setleri gibi karmasik veri yapilarini analiz etmek igin
idealdirler. Karmasik ve hiyerarsik yapidaki verilerin analizinde yaygin olarak
kullanilan bu modeller, dogru parametre tahmini ve elde edilen sonuglarin
giivenilirligi a¢isindan biiylik 6nem tagimaktadirlar.

Bu c¢alismanin amaci, genellestirilmis lineer karma modellerde parametre tahmin
yontemlerini ve sonu¢ ¢ikarimini incelemektir. Bu amagla ilk olarak, hem lineer
modellerin hem de genellestirilmis lineer modellerin temel kavramlari ve
uygulamalar1 incelenmistir. Modellerin yapist ve cesitli dagilim tiirleri, sistematik
bilesenler ve baglanti fonksiyonlar1 ayrintili bir sekilde ele almmustir. Ozellikle
Poisson, Binom, Normal ve Gamma dagilimlar1 gibi yaygimn kullanilan dagilimlar
tizerinde durulmus ve lstel dagilim ailesinin olabilirlik, log-olabilirlik fonksiyonlari
ve ozellikleri incelenmistir. Ikinci olarak, genellestirilmis lineer karma modellerin
yapist ve bu modellerde parametre tahmin yontemleri lizerinde durulmustur. Ayrica,
genellestirilmis lineer karma modellerde olabilirlik fonksiyonu ve bu fonksiyonun
tahmini icin kullanilan cesitli yOntemler incelenmistir. Parametre tahmini
boliimiinde, Penalized yari-olabilirlik ve Pseudo yari-olabilirlik yontemlerinin yani
sira, Laplace yaklasimi, Gauss-Hermite Quadrature ve Adaptive Gauss-Hermite
Quadrature yontemleri {iizerinde durulmustur. Sonu¢ c¢ikarimi boliimiinde ise,
genellestirilmis lineer karma modellerde tahmin edilen parametreler ve model
uygunlugu konusunda yapilan analizler ve yorumlar paylasilmistir. Calismanin
bulgular ve tartisma kisminda, Bellbird ve Owl veri setleri kullanilarak yapilan
uygulamalar yer almaktadir. Bu uygulamalar R programi kullanilarak incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Lineer modeller, Lineer karma modeller, Genellestirilmis lineer
karma modeller, Olabilirlik fonksiyonu, Integral yaklagimlar:
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ABSTRACT

PARAMETER ESTIMATION AND INFERENCE IN GENERALIZED
LINEAR MIXED MODELS

KURT, Sida Seckin
Master of Science in Department of Statistics
Supervisor: Dog. Dr. Ozge KURAN
July 2024, 70 pages

Generalized linear mixed models are models in statistical modeling that have a wide
range of applications and can incorporate both fixed and random effects. These
models provide flexibility beyond traditional linear models by accommodating
various distribution types and link functions, allowing them to adapt to diverse types
of data. They are particularly well-suited for analyzing complex data structures such
as repeated measures, hierarchical data, and nested data sets. Widely used in the
analysis of complex and hierarchical data, these models are crucial for accurate
parameter estimation and the reliability of the obtained results.

The aim of this study is to examine parameter estimation methods and inference in
generalized linear mixed models. To this end, the fundamental concepts and
applications of both linear models and generalized linear models have been initially
reviewed. The structure of the models, various types of distributions, systematic
components, and link functions are discussed in detail. Special emphasis is placed on
commonly used distributions such as Poisson, Binomial, Normal, and Gamma
distributions, and the likelihood and log-likelihood functions and properties of the
exponential family of distributions are examined. Secondly, the structure of
generalized linear mixed models and parameter estimation methods for these models
are addressed. Additionally, various methods used to estimate the likelihood function
in GLMMs are examined. In the parameter estimation section, methods such as
Penalized Quasi-Likelihood and Pseudo Quasi-Likelihood, as well as the Laplace
approximation, Gauss-Hermite Quadrature, and Adaptive Gauss-Hermite Quadrature
methods, are highlighted. In the inference section, analyses and interpretations
regarding the estimated parameters and model fit in GLMMs are shared. The
findings and discussion part of the study includes applications conducted using the
Bellbird and Owl datasets. These applications were examined using the R
programming language.

Keywords: Linear models, Linear mixed models, Generalize linear mixed models,
Likelihood function, Integral approaches
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1. GIRIS

Model, gercek olan bir durumun onu temsil eden degiskenlerle 6zetlenmis seklidir.
Modeller deterministik veya stokastik olabilirler. Fen ve miihendislik bilimlerinde
stk rastlanan deterministik modellerde elde edilen sonuglar kesindir. Stokastik
modellerde, bilinmeyen rastgele degiskenlerle baglantili olarak sonuglar degisebilir.

Icinde olasilik bileseni bulunan bu modellere istatistiksel modeller denmektedir

(Lindsey, 1997).

Verilerin analizinde siklikla kullanilan istatistik degerlendirme araclarindan biri
lineer regresyon modelidir. Lineer regresyon; bagimli degisken ile bagimsiz
degiskeni iliskilendiren istatistiksel bir analiz teknigidir. Basit bir lineer model;
ornegin gelir ve egitim yil1 sayisi, insanlarin boyu ve kilosu, zarflarin uzunlugu ve
genisligi, endiistriyel bir islemin sicaklig1 ve ¢iktisi, suyun yiiksekligi ve kaynama
noktasi veya bir ilacin dozu ve yanit1 gibi degiskenler arasinda birisi yanit degisken,
bir ya da birden ¢ok degiskeni ise agiklayici degisken olmak iizere bu degiskenler
arasindaki 1iliskiyi modellemek i¢in kurulur (Montgomery vd., 2021). Lineer
modellerdeki yanit degiskeninin normal dagilimli oldugu varsayimi her zaman
gerceklesmeyebilir. Ornek olarak, yanit degiskeninin basar1 ve basarisizlik olmak
tizere 0 ve 1 sayilarindan olugmasi, yaralanma sayilari, hastalik sayilari, depremler ya
da dogal olaylarin meydana gelme sikliklar1 gibi verilerden olusmasi halinde lineer
modeller hatalar1 bir hayli biiyiikk olan yanl ve hatali tahminler verecektir (Myers

vd., 2012).

Yanit degiskeninin normal dagilmadigi durumlarda verilerin analizini yapabilmek
i¢in, istatistikte kullanilan bir¢ok dagilimi igine alan iistel dagilim ailesinden gelmek
suretiyle genellestirilmis lineer model (GLM) kavrami ortaya atilmistir. GLM
kavramu ilk olarak Nelder ve Wedderburn (1972) tarafindan gelistirilmistir. Sonraki
yillarda Aitken vd. (1989), McCullagh ve Nelder (1989), Lindsey (1997), McCulloch
ve Searle (2001), Myers vd. (2001), Dobson (2002), Dunteman ve Ho (2006),
Uusipaikka (2009) GLM’ler hakkinda ¢alismaya devam etmislerdir. Ayrica Cengiz
(1997, 2005), Cengiz ve Percy (2001) GLM’lerin genel bir 6zetini olusturmuslardir.
GLM’ler ile normal dagilima sahip olmayan bagimli degiskenler icin lineer model

yapist genisletilmistir. GLM’lerden once, normal dagilmayan veri modellemesinin
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genellikle bagimli degisken {izerine yapilan doniigsiimlere bagli oldugu bilinmektedir.
Normal dagilima sahip olmayan bagimli degiskenlerde, varyansin dagilimi degisken
olup (Poisson, Gamma, Beta, vb.) arastirmacilar varyansi sabitlemek i¢in bagimh
degisken iizerine doniisiim yapmak icin calismistir. Ancak bagimli degiskenin
doniistimiiyle ilgili bircok problem ortaya ¢ikmistir. Ayrintili olarak bu problemler
Lewis (1998) tarafindan ele alinmaya baslanmistir. En sik rastlanan problemler,
normallik ve sabit varyanslilik varsayimlarmin saglanmamasidir. Tek bir doniisiim
ile normallik ve sabit varyansin saglanmasi zordur. Ayrica doniistimler modeldeki
hata terimi yapisin1 da etkiledikleri i¢in yapilacak doniigiimlerin ¢ok dikkatli
secilmeleri gerekmektedir. GLM’ler ile veri doniisiimii yapilmaktadir. Yapilan bu
dontisiim “baglant1 fonksiyonu™ olarak da bilinir. Ancak bu doniisiim deterministik
bir bilesene, verinin ortalamasina uygulanir (SAS Institute Inc., 2011). Ote yandan
normallik varsayimina yaklagmak i¢in veri doniisimii yerine, doniistiiriilmemis
bagimli degiskenler i¢cin dagilimlarin smifi genisletilebilir. Bu genis sinif “listel
dagilimlar ailesi” olarak isimlendirilir. GLM’ler, bagimli degiskenin iistel dagilimlar

ailesi’nden olmasi1 halinde regresyon modelini uydurmaya izin vermektedir.

Yanit degiskeni normal dagilima sahip lineer regresyon modellerinin, lineer tahmin
edici kismina rastgele etki eklenerek olusturulan modeller lineer karma modellerdir
(LMM) (Stroup, 2012). LMM'nin siklikla kullanilan ilk formiilasyonlar1 1970'lerin
sonlarina ve 1980'lerin baslarina dayanmaktadir. Laird ve Ware (1982), LMM'nin
gelistirilmesine 6nemli katkida bulunmuslardir. Bu makale, LMM'nin gelisiminde ve
uygulamasinda 6nemli bir doniim noktasi olarak kabul edilir. Son yillarda, klasik
istatistik modellerinin neredeyse her formu, rastgele etkileri model igine
yerlestirebilmek i¢in gelistirilmistir. Genellestirilmis lineer karma modeller (GLMM)
ise yanit degiskenin iistel dagilim ailesinden gelmesi yoniiyle GLM’nin, lineer
tahmin edicisine rastgele etki eklenmesi yonii ile de LMM’nin genisletilmis, ¢ok
kapsamli bir model grubudur. GLMM’ler, rastgele etkiler var oldugunda normal
dagilima sahip olmayan verileri analiz etmede daha esnek bir yaklagim saglar
(Bolker vd., 2009; Gbur vd., 2020; Jiang ve Nguyen, 2007; McCulloch ve Searle,
2001; Stroup, 2012). GLMM, LMM’lerin varsayimlardan kaynaklanan eksiklerinin
giderilmesi i¢in gelistirilmis bir yontemdir. Bu yontem Breslow ve Clayton (1993),

McGilchrist (1994), Lee ve Nelder (1996) tarafindan kullanilmistir, Mcculloch ve
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Searle (2001), Verbeke ve Molenberghs (2005), Littell vd. (2005) ve Jiang (2007)

tarafindan detayli incelenmistir.

GLM ig¢in kullanilabilir ilk yazilim 1980’lerin ortalarinda, modelde sabit ve rastgele
etkili parametreleri bir arada iceren LMM ig¢in ilk yazilim 1990’larda, GLMM i¢in
gercekten kullanilabilir ilk yazilim ise 2000’lerin ortalarinda ortaya ¢ikmistir (Gbur
vd., 2012; Lindsey, 1997; McCullagh ve Nelder, 1989).

Istatistikte bir modelin parametrelerini tahmin etmek birgok istatistiksel analiz igin
anahtar bir adimdir. GLMM’ler icin bu parametreler sabit etki ve rastgele etki
parametrelerinden olusur. GLMM’ lerin parametrelerini tahmin etmek icin iki temel
yaklagim vardir. Bu yaklasimlar; olabilirlik fonksiyonuna yaklasim ve modele
yaklagimdir. Modele yaklasimda algoritmalar genelde Taylor serileri ile gosterilir.
Bu yaklagimlar lineerlestirme yontemleri olarak da bilinirler. Lineerlestirme
yontemiyle ilerleyen tahmin siireci durdurma kriteri saglanincaya kadar devam eder.
GLMM’lerde lineerlestirme yontemi, rastgele etkileri kapsayan modeller i¢in Pseudo
yart-olabilirlik (Diggle vd., 1989) ve Penalized yari-olabilirlik (PQL) (Wolfinger ve
O’Connell, 1993) yontemi kullanilir. Pseudo yari-olabilirlik yontemi ¢oklu bagimh
degiskenlerin oldugu bir modelde maksimum olabilirlik tahmininin yapildig1 fakat bu
tahminin aslinda gergek yari-olabilirlik olmadigi durumu ifade eder. Bir bagka
deyisle dogrudan verilerin dagilimimi modellemek yerine, bazi parametrik veya yari-
parametrik bir dagilimin taklit edilmesine dayanir. Bu sebeple elde edilen tahminler,
gercek yari-olabilirlik degerlerinden farkli olabilir. PQL yontemi ise, biiyiik veri
setlerinde parametrelerin tahmin edilmesinde kullanilan bir yontemdir. Bu yontemle
bulunan parametre tahminleri, rastgele etkilerin en iyi yansiz tahmin edicilerinin

tahminleri olacaktir.

GLMM parametrelerini tahmin etmek i¢in olabilirlik fonksiyonuna dayanan cesitli
integral yaklagim yontemleri mevcuttur. Bunlardan en yaygin kullanilanlari, Laplace
yaklasimi, Gauss-Hermitte Quadrature (GHQ) (Stroud ve Secrest, 1966) ve Adaptive
Gauss-Hermitte Quadrature (AGHQ) (Naylor ve Smith, 1982) yontemleridir.
Laplace yaklasiminin istatistiksel alanda uygulamalari, 20. yiizyilin baglarindan

itibaren  goriilmeye baslanmistir. Olasilik  dagilimlarimin  yaklagik  olarak



¢oziilmesinde ve parametrik tahminlerin elde edilmesinde kullanilmistir. Bu
yaklagim, karmasik olabilirlik fonksiyonlarinin elde edilmesinde veya karmasik
integrallerin hesaplanmasinda faydalidir. GHQ ydntemi Hermite polinomlaria
dayanmaktadir. Bu polinomlar, 19. yiizyilin ortalarinda Charles Hermite tarafindan
ortaya cikmustir. Istatistik alaninda yaygin bir sekilde kullamlmalari GHQ
yonteminin 20. yiizyilin baglarina, AGHQ yonteminin ise 20. yiizyilin ortalarma
dayanmaktadir. Bu iki yontem de integrallerin analitik olarak ¢oziilememesi halinde,
ozellikle olasilik dagilimlarinin yaklasik olarak hesaplanmasi gereken durumlarda

veya karmasik integral hesaplamalarinda kullanilir.

GLMM’lerin uygunlugunu degerlendirmek ve farkli modeller arasindan en iyi
modeli secmek i¢in AIC (Akaike Information Criterion) (Akaike, 1974) ve BIC
(Bayesian Information Criterion) (Schwarz, 1978) bilgi kriterleri kullanilir. Bunlarin
arasinda en yaygin olarak kullanilan AIC ve BIC, farkli model se¢imi yaklasimlari
sunarlar ve bu yaklasimlar arasinda bir denge bulunur. AIC, daha esnek bir model
secimi yaklasimi sunar, ¢linkii daha genis bir model yelpazesini degerlendirmeye alir
(Akaike, 1974). Bu, daha karmasik modelleri, daha basit modellere kiyasla daha az
bir kisitlama ile degerlendirebilir. AIC, daha karmasik modellerin daha fazla
degiskenligi aciklama yetenegine ve daha diisiik bir hataya sahip olabilecegini kabul
eder. Buna karsilik, BIC daha kati bir model se¢imi yaklagimi sunar (Schwarz,
1978). BIC, genellikle daha az degisken iceren ve daha az karmasik modelleri tesvik

eder.

Bu caligmanin temel amaci, GLMM’ler gercevesinde parametre tahmin yontemlerini
incelemek ve bu yontemlerin dogrulugunu sonug ¢ikarimi ile degerlendirmektir.
GLMM'ler, karmasik ve hiyerarsik yapidaki verilerin analizinde yaygin olarak
kullanilmakta olup, bu modellerde dogru parametre tahmini, elde edilen sonuglarin
giivenilirligi acisindan biiyilk 6nem tasimaktadir. Bu c¢alisma, farkli parametre
tahmin  yontemlerini  karsilagtirarak, en wuygun yOntemin belirlenmesini
amaglamaktadir. Bu tez ¢alismasi bes boliim olarak olusmaktadir. Birinci béliim tez
calismasma giris kismudir. ikinci boliimde konunun daha iyi anlasilmasi acisindan
model kavrami ve lineer modeller 6zet olarak verilecektir. GLM kavrami ve {istel

dagilim ailesi iiye dagilimlar1 incelenecektir. GLM’nin sistematik bileseni, baglanti
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fonksiyonu ele almacaktir. Ugiincii boélimde GLMM kavrami detayli olarak
incelenmis olup normal, Poisson, geometrik ve negatif binom (NB) dagilimlarina
sahip GLMM’ler verilecektir. GLMM’deki tahmin yontemlerinden PQL y&ntemi,
Laplace yaklagimi, Gauss-Hermite Quadrature yontemi, Adaptive Gauss-Hermite
Quadrature yontemi incelenecektir. Dordiincli boliimde ise Bellbird ve Owl veri
setlerine ait tanimlayici istatistiklere yer verilecektir. Veri setlerine uygun tahmin
yontemleri arastirilarak parametre tahminleri yapilacaktir. GLMM’deki tahmin
yontemleriyle elde edilen tahmin sonuglarini karsilastirmak ve sonug¢ ¢ikarimi
yapabilmek icin Bellbird ve Owl veri setleri iizerinde analizler yapilacaktir. Bu tez
calismasinin son kismi olan besinci bdliim de ise arastirma sonuglart ve tartisma

kismina yer verilecektir.



2. LINEER MODELLER VE GENELLESTIRiLMi$ LINEER MODELLER

2.1 Lineer Modeller
Modelleme, bir veri setindeki aciklayici olarak belirtilen gozlemler ile yanit
degiskeni olarak belirtilen gozlemlerin arasindaki iliskiyi matematiksel olarak

tanimlamanin bir yoludur (Stroup, 2012).

Modeller genel olarak, deterministik ve olasiliksal olmak iizere iki genis smifa
ayrilirlar. Deterministik modellerde degiskenler kesin olarak tanimlanmis ve kesin
sonuclara sahip iken olasiliga dayali modellerde degiskenler rastgele olup sonuglari

degiskenlik gostermektedir (Myers vd., 2012).

Istatistiksel bir model, veriyi agiklamak, veri yapisini en basarili sekilde temsil eden
matematiksel formu belirlemek ve degiskenler arasindaki iliskiyi yaklasik olarak
tanimlamak amaciyla kullanilir. Istatistiksel modellerde yanit degiskeni 7y’nin

gozlemlenmis x4, x5, ..., x,, degerleri tarafindan agiklandig1 en temel model;

Y = Po+ Pix1 + Prxz + -+ Bpx, + € (2.1)
seklinde yazilan lineer regresyon modelidir. “By, B4, ..., B, ler modeldeki parametre
katsayilarini; “€” modelin hata terimini; “y” bagimli (yanit) degiskeni;
“X1, X2, ..., Xp " ler bagimsiz (agiklayici) degiskeni temsil eder. Esitlik (2.1) modeli,

bagimli ve bagimsiz degiskenlerin n tane olmasi halinde

Vi = Bo + BiXix + Paxiz + -+ Bpxip + & i=12,..,n (2.2)
seklini alir ve c¢oklu lineer regresyon modeline doniisiir. Coklu lineer regresyon

modelinin matris gosterimi
1 x1 1 e xlp ﬁo gl
1 x2 T &
. . : + H
1 xn1 o Xnpl LBp En

olmak iizere, modelin kapali formu

y=XB+e (2.3)
seklinde yazilir. “y”; (n X 1) boyutlu gozlem vektori, “X”; n X (p + 1) boyutlu

tasarim matrisi, “B”; (p +1) X 1 boyutlu bilinmeyen parametre vektorii, “e”;

(n x 1) boyutlu hata vektorii olarak tanimlanur.



Coklu lineer regresyon modellerinde lineerlik (bagimli degiskenin bagimsiz
degiskenlerin lineer kombinasyonu olarak yazilabilir olmasi), sabit varyanslilik
(E(g)) =0 ve Var(g;) = 0?) ve hata terimlerinin birbirinden bagimsiz olmasi
(C ov(ei, ej) = 0;i #j) varsayimlari bulunur. Beklenen deger E(y) = XB ve
varyans Var(y) = 6?1 olmak iizere En Kiigiik Kareler (EKK) yontemiyle yapilan
parametre tahmini £ = (X'X)"'X'y ve varyans &%= ﬁ(y —XB)' (v —XB)

seklinde olup dagilimlart y~N(XB, o2I) ve f~(B, c?(X'X)™") seklindedir.

2.2 Genellestirilmis Lineer Modeller

Lineer veya lineer olmayan regresyon modelleri, bagimli degiskenin normal dagilima
sahip ve hatalarin sabit varyansh oldugu varsayimina dayanmaktadir. Fakat veri her
zaman normal dagilima sahip olmayabilir. Nelder ve Wedderburn (1972) GLM
kavramu ile lineer modellerdeki varsayimlari gevsetmis, baslangicta lineer degilmis
gibi goriinen iliskilerin lineer hale gelebildigini gostermistir (Hardin ve Hilbe, 2007).
GLM’ler bagimli degiskenin normal dagilimli olmadigi durumlara, degisen
varyanslilik durumlarina ve bagimli degiskenin ortalamasi ile bagimsiz degiskenler
arasinda dogrusal olmayan iligkilere kisitlama getirmemektedir (Anderson vd.,

2012).

GLM’ler, lineer modellerin genisletilmis halidir ve 3 bilesenden olusur (Myers vd.,
2012; lyit vd., 2016):

1. Bagiml degiskenin dagilimi

2. Lineer tahmin edicilerin oldugu sistematik kisim

3. Baglanti (link) fonksiyonu

2.2.1 Bagimh degiskenin dagilim (rastgele bilesen)

Fisher (1935), modern istatistik uygulamalarinda yer alan dagilimlarin biiyiik
cogunlugunun esitlik (2.4)’deki iistel aile olarak adlandirildigi bir formda
yazilabilecegi fikrini ortaya atmistir (Fox, 2015; Gill ve Torres, 2019). GLM’ler iistel
dagilim ailesinden gelmektedir ve buna bagli olarak bagimli degiskenin dagiliminin
istel dagilim ailesinden oldugu kabul edilir. y degiskeni iistel dagilima sahip rastgele

degisken olmak iizere iistel dagilim ailesinin olasilik yogunluk fonksiyonu:



y6-b(6)

fy:6,¢) = exp [W +c(y, ¢)] (2.4)

seklindedir. “a(.), b(.) ve c(.)” fonksiyonlar1 iistel dagilim ailesi olasilik yogunluk
fonksiyonu ig¢in gerekli olan 6zel olarak belirlenen fonksiyonlardir, “6” dagilimin

konum parametresidir ve “¢p” dagilimin yayilim parametresidir.

Ustel dagilim ailesinin iiyesi olan dagilimlardan; Poisson, Binom, Normal, Gamma
dagilimlari ve a(.), b(.) ve c(.) fonksiyonlar1 agsagida verilmistir (Gbur vd., 2020; Gill
ve Torres, 2019; 1yit vd., 2016; 1yit, 2021; McCulloch ve Searle, 2001; Olsson,
2002).

2.2.1.1 Poisson dagilimi
Poisson dagilimi kesikli bir dagilima sahip olup bagimli degiskenin sayilabilir
oldugu verilerden olusan GLM i¢in kullanilir. y = 0,1,2,... icin p (ortalama)
parametreli olasilik yogunluk fonksiyonunun iistel dagilim ailesine uyarlanmis hali
asagida gosterilmistir (Gbur vd., 2020):

e HyY

Fi) === expl=p+ yin() ~ In(y))

= exp {w —In (y!)}. (2.5)

Esitlik (2.5)’teki olasilik yogunluk fonksiyonundan 6 =Inu, b(8) = u = e?,

a(p) = 1vec(y; ¢p) = —In (y!) esitlikleri elde edilir.

2.2.1.2 Binom dagilimi

Binom dagilimi, kesikli bir dagilim olan Bernoulli dagilimmnin n denemeyle
genisletilmis halidir. Genellikle bagimli degiskenin 0 ve 1’lerden olustugu GLM igin
kullanilir. y = 0,1,2, ..., n i¢in 7 bir denemedeki basar1 olasiligi olmak iizere binom
dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonunun iistel dagilim ailesine uyarlanmis hali

asagida gosterilmistir (Iyit vd., 2023; Myers vd., 2012):
n
Foim = () w @ -

= exp {ylnﬂ +(n=y)In(l—m) +n (;)}



T

= exp {y i) rina) gy, (’yl)} 2.6)

1

T 2]

Esitlik (2.6)’daki olasilik yogunluk fonksiyonundan 6 = In (—) , T=

1-1 T 1+4ef

e

b(6) = nin(1+e%).a(@) =1 vec(y;p) = In (’yl) esitlikleri elde edilir.

2.2.1.3 Normal dagilim

Normal dagilim, u ve o2 (varyans) olmak iizere iki parametreli, siirekli bir
dagilmdir. —c0o <y < o0,—c0o < pu< o ve 0<og?<oo olmak iizere normal
dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunun {iistel dagilim ailesine uyarlanmis hali
asagida gosterilmistir (Hilbe, 2011):

1

2y 1 —_— (v — 112
f; uo )—(Zmz)l/zexp{ 5z u)}

y: —2uy +p
= expy— 502

11 2mo?
—En( o )}

= exp {”y_—”z/z — % (i—z + In (Znaz))}. 2.7

o2

Esitlik (2.7)’deki olasilik yogunluk fonksiyonundan 8 = p , b(8) = 6%/2 , a(¢) =

g2 =¢vec(y;¢) = — % <3§ + ln(27'[q,’>)> esitlikleri elde edilir.

2.2.1.4 Gamma dagilim

Gamma dagilimi1 bagimli degiskenin siirekli oldugu GLM’de kullanilan esnek bir
dagilimdir. Birgok dagilim yapisin1 parametrelerine bagli olarak i¢inde bulundurur.
Bagimli degiskenin sabit varyasyon katsayili, negatif olmayan ve ¢arpik dagilima

sahip oldugu durumlarda siklikla kullanilir (Gbur vd., 2020).

1 > 0 olgek (scale) parametresi, w > 0 bi¢cim (shape) parametresi ve y > 0 olmak
tizere gamma dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu asagida gosterilmistir (Fox,

2015):

fiy,w) = y¥le” . (2.8)



Esitlik (2.8)’de verilen gamma dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu, ¥ = a ve

w = 3 / o parametre degisimleri yapilarak &« > 0,5 > 0 ve y > 0 olmak iizere;

fo; a,B) = zy* e (2.9)

(”’ Ja)
seklinde yazilabilir. Esitlik (2.9)’da verilen gamma dagiliminin olasilik yogunluk

fonksiyonunun iistel dagilim ailesine uyarlanmis hali asagida gosterilmistir:

1
f; @, B) =—————7y* e B
I'(a) ('B/a)

= exp {ln [F(a) (g)“l_ + (@ —1iny — %3’}

= exp {_Ey/_lnﬁ + aln(ay) — ln[yF(a)]} (2.10)

Esitlik (2.10)’daki olasilik yogunluk fonksiyonundan 6 = _1/ g - b(0) = Inp =

—In(=6) , a(p) = ¢ = /¢ ve c(y; ) = aln(ay) — In[yT(a)] = —%ln (y/¢) -

In [yr (1 /¢)] esitlikleri elde edilir.

2.2.1.5 Ustel dagiim ailesinin olabilirlik, log-olabilirlik fonksiyonlar1 ve
ozellikleri

GLM’de parametre tahmininin teorik kismu iistel dagilim ailesine ait dagilimlarin
olabilirlik ve log-olabilirlik fonksiyonlara dayanmaktadir (Myers vd., 2012). Ustel
dagilim ailesi i¢in yazilan olabilirlik fonksiyonunun c¢arpim halindeki formu
Barndorff-Nielsen (1976) tarafindan ortaya atilmistir. y,,y,, ..., ¥, lstel dagilim
ailesinin herhangi bir dagilimdan alinmis birbirinden bagimsiz n 6rneklem olmak

tizere olabilirlik fonksiyonu ve logaritmas1 almmmig hali olan log-olabilirlik

fonksiyonlari;
lgl Hl
L8, ¢;y) =[li=1 exp [y (:,)( )+c(yl-,¢)] (2.11)
_ n yi6;—b;(6;) y:i0;—b;(6;)
1(6,; y) = log [Ty exp [P0 + (v, ) || = B, {22822+ ey )

(2.12)
seklinde yazilir (Barndorff-Nielsen, 1976; Hardin ve Hilbe, 2007).
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Fisher bilgi kriterleri, istatistiksel bir modelin parametrelerinin dogrulugunu ve
kesinligini degerlendirmeye yarayan bir kistastir. En iyi modeli se¢mek icin Fisher
bilgi kriterlerinden faydalanilir. Ayrica parametre tahminlerinin giivenilirligini
gosterir. (2.11) ve (2.12)’deki esitliklerle alakali Fisher bilgi kriterlerine dayanan
onemli 6zellikler vardir. Bu 6zellikler (Gould vd., 2006; Mihoc ve Fatu, 2020):

21(0,6:)] _

E[ 4 ]_0 (2.13)
a1(0,¢;y) 0%1(6,9;y) 2 _

E[ L ]+E{[—692 }_0 (2.14)

seklindedir. (2.13) esitligi, log-olabilirlik fonksiyonunun konum parametresine gore
birinci tlirevinin beklenen degerinin sifir oldugunu belirtmektedir. Dogru konum
parametrelerini tahmin etmek i¢in birinci tlirevin beklenen degerinin sifir olmasi
gerekmektedir. (2.14) esitligi, log-olabilirlik fonksiyonunun konum parametresine
gore ikinci tiirevinin beklenen degeriyle, ikinci tiirevin karesinin beklenen degerinin
toplamimin sifir oldugunu belirtmektedir. Dogru konum parametrelerini tahmin

etmek icin ikinci tiirevin beklenen degerinin de sifir olmasi gerekmektedir.

Esitlik (2.14)’teki 6zellikten yola ¢ikarak;

B [MC2) = £ o] = [ 80 (3 6, ¢)ydy = 0 (2.15)
JoF; 6,9)ydy —b'(0) [, f(y; 6,¢)dy =0 (2.16)
=E[y] =1

denklemleri yazilir. Dolayistyla esitlik (2.16)’dan;

Ely]=p=10'(0) (2.17)
ve esitlik (2.13)’teki 6zellikten;

B[P0 - [25) - 250 o
. {[azz(e, ¢; Y)] } . [yz —2yb'(0) + {b'(@)}zl
962 {a(¢)}?
= W{E[ﬁ] —2b'(Q)E[y] + {b’(e)}z}
EDD?
_ EY*|-EWD? _ varm) (2.19)

{a(¢)}? {a(¢)}?
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elde edilir. Esitlik (2.14)’teki ozellik esitlik (2.18) ve esitlik (2.19) ile
birlestirildiginde;

-b"'(6) v _ 0

a(@)  {a@)? (2.20)
veya
V(y) =b"(0)a(e) (2.21)
elde edilir (Gbur vd., 2020; Gill ve Torres, 2019; Olsson, 2002). (2.21) esitligi;
92b(0)
V(y) = a($p) — 7= = a(d)v(w) (2.22)

2p(6)
262

(McCulloch ve Searle, 2001; Yonar, 2019).

seklinde yazildiginda v(u) = 2 fonksiyonuna varyans fonksiyonu denilmektedir

(2.17)’deki ve (2.21)’deki esitliklerden yola ¢ikarak, istatistikte belli dneme sahip
olan bir¢cok dagilimin bulundugu istel dagilim ailesinde hem ortalama hem de
varyans hesaplanirken 6 kanonik parametresinin bir fonksiyonu olan b(8)

fonksiyonu 6nemli bir géreve sahiptir.

Incelenen iistel dagilim ailesi iiye dagilimlarimin uyarlanmis halleri, a(¢), b(8) ve
c(y; ¢) fonksiyonlari, 6 kanonik parametreleri, u = b'(6) ortalamalar1 ve V(y) =
b" (6)a(¢) varyanslari 6zetlenerek Tablo 2.1°de verilmistir (Fox, 2015; Gbur vd.,
2020; Gill ve Torres, 2019).
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Tablo 2.1 Ustel dagilim ailesi iiye dagilimlarinin uyarlanmis halleri, fonksiyonlari, a(¢), b(8) ve c(y; ¢), 8 kanonik parametreleri, u = b’(8) ortalamalar1 ve V (y) =
b*(8)a(¢) varyanslar

| 4
Dagilim f(y; 6,9) a(p) b(6) <y ¢) 6 i b'(0) =(i’2(0)a(¢)
Poisson xp {M —In (y!)} 1 e —In (y") Inu e? ef
1

. yln (1%) —nln (1 — ) n n T ne® ne®

Binom exp{ - 1 Fotin (y) ! nin(1 + %) n (y> n (1 - ﬂ) 1+ef (1 +e9)?
Wy —ur/2 1(y? 2 2 6* 1(y?
Normal exp {T -3 (; +1n 2mo ))} p=0 - -3 <$ +1In (2n¢)) U 0 ¢
_%y —inf 1 L (Y 1 -1 -1 ¢

Gamma  exp T + aln(ay) — In[yT'(a)] p=1/, —In(-0) —Eln( /¢) —in [yF( /¢)] /u /o /92
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2.2.2 Sistematik bilesen

GLM’de lineer tahmin edicilerin oldugu sistematik kisimdir. i = 1,2, ...,n gozlem
sirast ve j = 1,2,..,p bagimsiz degisken sirast olmak iizere bir GLM’in lineer
tahmin edicisi, {n;} kiimesine karsilik gelen x; = (xil,...,xip) olacak bigimde
X1, X2, ., X, bagimsiz degiskenlerinin By, By, ..., B, parametreleri ile olusturdugu

lineer bir kombinasyonudur;

;= Bo + X1 Bj xij (2.23)
“f”; (n x 1) boyutlu lineer tahmin edici vektorii, “”; (p + 1) x 1 boyutlu model
parametre vektorii ve model matrisi olarak isimlendirilen “X™ ise n X (p + 1)

boyutlu tasarim matrisi olmak iizere esitlik (2.23)’{in matris halinde gdsterimi;

il = XB (2.24)
seklindedir (Agresti, 2015; Gbur vd., 2020; Gill ve Torres, 2019).

Modellemelerde ¢ogunlukla parametre sayis1 gozlem sayisindan olabildigince kiigiik
tutularak (p < n) daha az parametre sayisi ile daha iyi sonuglar elde edilmesi

amaglanir (Agresti, 2015; Iyit, 2021; Yonar ve lyit, 2021).

2.2.3 Baglanti (link) fonksiyonu

GLM’de baglant1 fonksiyonu g(.), yanit degiskeninin beklenen degeri (ortalama) ile
lineer tahmin edici arasindaki baglantiyr kuran bir fonksiyondur. E[y;] = u; ve
esitlik (2.23)’te verilen sistematik kisimla arasindaki baglantiyr kuran baglanti

fonksiyonu;

mi =g = Bo + Xh_y B xij (2.25)
seklinde yazilir. “fi = E[y]”; n X 1 boyutlu y bagimli degisken vektoriiniin beklenen

I,

deger vektori, “g(@)' =[g(u),gus), ...,g(u,)]"”’; nx1 boyutlu baglanti
fonksiyon vektorii, “f’; n X 1 boyutlu lineer tahmin edici vektorii, “B* (p+1)x1
boyutlu model parametre vektdrii ve model matrisi olarak isimlendirilen “X” ise
n X (p + 1) boyutlu tasarim matrisi olmak tiizere esitlik (2.25)’in matris halinde
gosterimi;

i =g() = Xp (2.26)
seklinde olur (Agresti, 2015; Gbur vd., 2020; Gill ve Torres, 2019; lyit vd., 2023).
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Baglant1 fonksiyonu monoton ve tiirevlenebilir bir fonksiyondur. GLM’de baglant1
fonksiyonu bagimli degiskenin kendisinden ¢ok beklenen degerini sistematik kisim
ile iliskilendirir, yani g(y;) # g(u;) seklinde gosterilir. Boylece hem bagimh
degisken orijinal Glgeginde kalir hem de model, bagimli degiskenin ortalama bir
Olcegi ile lineer tahmin edicilerin lineer kombinasyonu (sistematik kisim) arasinda

kurulmus olur (Gbur vd., 2020; Olsson, 2002; Yonar, 2019).

Kanonik baglant1 ve kanonik olmayan baglanti fonksiyonlar1 olmak iizere iki tiir
baglanti fonksiyonu vardir. Eger g(u;) =0; esitligi varsa g(.) baglanti
fonksiyonuna kanonik baglanti fonksiyonu denir. Baglant1 fonksiyonu, iistel dagilim
ailesindeki dagilimin tiirline gore ortaya ¢ikar. GLM’de yaygin olarak kullanilan baz1
kanonik baglanti fonksiyonlari, ters baglanti fonksiyonlari, ortaya ¢iktiklar
dagilimlar ve 6 parametreleri Tablo 2.2°de gosterilmistir (Fox, 2015; Gbur vd., 2020;
1yit vd., 2016; Myers vd., 2012; Urganci Tekin vd., 2021; Yonar ve Neslihan, 2018).

Tablo 2.2 GLM’de yaygin olarak kullanilan kanonik baglanti fonksiyonlari

Kanonik Baglanti Fonksiyonu Ters Baglanti Fonksiyonu

Dagihm 0 L
n =g p=g-"m
Normal Birim U n
Binom Logit ln( " ) ;
8 1-m 1+exp(—n)
Poisson  Log Inp exp (1)
Gamma  Ters ut n~1

GLM’de kullanilan diger baglanti fonksiyonlar1 asagida verilmistir (Fox, 2015;
Myers vd., 2012).

Probit baglant1 fonksiyonu: Probit baglanti ve ters baglanti fonksiyonlar;

n; = @HE(y] veya p; = @7 [n;] (2.27)
seklinde yazilir (Olsson, 2002; Yonar, 2019). “®”, birikimli standart normal dagilim

fonksiyonudur.
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Tamamlayic1 log-log baglanti fonksiyonu: Tamamlayici log-log baglanti

fonksiyonu ve ters baglanti1 fonksiyonlari;

n =g =In[—In(1— )] (2.28)
n=g"1m =1-exp[—exp(n)] (2.29)
seklindedir (Olsson, 2002; Fox, 2015).

Gii¢ (Power) baglant1 fonksiyonlar ailesi: Genel gii¢ baglant1 fonksiyon ailesi ve

tersi;
_(u% a#0
Power(a) = {lnu, o =0 (2.30)
. n % a+0
Power(a) = {exp ), @ =0 (2.31)
seklindedir.
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3. GENELLESTIRILMIiS LINEER KARMA MODELLER VE TAHMIN
YONTEMLERI

3.1 Lineer Karma Modeller

GLMM’ler incelenmeden once LMM’lere kisaca deginilmistir. Bir modelde
parametreler sabit etkili ise lineer model, parametrelerin bazilar1 sabit etkili bazilari
rastgele etkili olduklarinda ise LMM kullanilmaktadir. Lineer modelleri ve
LMM’leri birbirinden ayiran en o6nemli 6zellik model kurma amaciin farkl
olmasidir. Lineer modellerin amaci; bagimli degisken vektoriiniin ortalama vektor
yapisint parametre vektoriinii kullanarak modellemek iken, LMM’lerin amaci;
bagimli degisken vektoriiniin varyans-kovaryans matris yapisini rastgele etki

vektoriine bagli olarak modelleyebilmektir.

LMM’ler, yanit degiskeninin normal oldugu ve bagimli degiskenin ortalamasi ile
sabit ve rastgele etkiler arasindaki iliskinin dogrusal bir fonksiyon olarak
modellenebilecegi, varyansin ortalamaya bagli olmadigi, rastgele etkilerin normal bir

sekilde dagildig1 varsayimlarini igeren modellerdir.

LMM’lerin matris halinde gosterimi;

y=Xp+Zu+e (3.1)
seklindedir. Burada “y”; (n X 1) boyutlu bagimli degisken vektorii, “X”’; sabit
etkilerin n X (p + 1) boyutlu tasarim matrisi, “f”; (p + 1) X 1 boyutlu bilinmeyen
parametre vektorii, “Z”; n X g boyutlu tasarim matrisi, “u”; g X 1 boyutlu rastgele
etkilerin bilinmeyen parametre vektorii, “€”; (n X 1) boyutlu hata vektorii olarak
tanimlanir. Rastgele etkiler vektorii u, ortalama degeri 0 ve varyans matrisi G olan
normal dagilima sahiptir (u~N (0, G)). Hata vektorii €, ortalama degeri 0 ve varyans-

kovaryans matrisi R olan normal dagilima sahiptir (¢~N (0, R)); u ve € vektorlerinin

birbirinden bagimsiz oldugu varsayilmaktadir (Cov (e, u) = 0).

Esitlik (3.1)’deki model, olasilik dagilimi agisindan iki sekilde tanimlanabilir. Tlk
formu marjinal model y~N(XB,V = ZGZ' + R) olmak iizere, ortalama sadece sabit
etkilere dayanmaktadir ve rastgele etkileri tanimlayan parametreler varyans-
kovaryans matrisi V’de bulunur (Littell vd., 2006). Ikinci formu ise kosullu model

y|lu~N(XB + Zu, R)’dir. Normallik varsayimi altinda, her iki model de tam olarak
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aynidir ve ayni ¢6ziimii tiretir. Normallik varsayimi saglanmadiginda ise modeller

farkli ¢oziimler tiretir (Stroup, 2012).

3.2 Genellestirilmis Lineer Karma Modeller

Istatistiksel modellerde, modeli etkileyen faktdrler sabit etki ve rastgele etki olmak
tizere ikiye ayrilirlar. Sabit etkiler, modelde bagimli degiskenlerin ya da ortak
degiskenlerin gozlenen degerleri igin yapilan istatistiksel ¢ikarimla alakalidir.
Rastgele etkiler ise daha ¢ok modele alinan degiskenlerin gozlem degerlerinin veriye
rastgele olarak daha 6nceden belirlenen seviyelerde 6rneklenme sekliyle alakalidir.
Bu sebeple sabit etkiler modelin bagimli degiskeni i¢in bir model belirlerken rastgele
etkiler ise modelin varyans-kovaryans yapisi i¢in bir model belirlemektedir (Gbur

vd., 2020; 1yit ve Geng, 2009; 1yit ve Geng, 2011).

GLMM’ler, GLM’de lineer tahmin ediciye rastgele etki ya da etkiler eklenmesiyle
olusan modellerdir. GLMM, LMM ve GLM’nin bir araya gelmesiyle olusmustur ve
genis bir model smifin1 igermektedir. GLMM, GLM’de oldugu gibi bagiml
degiskenin iistel dagilim ailesi gibi istatistikte kullanilan genis bir dagilim siifindan
gelmesine imkan sunarken ayni zamanda modelin lineer tahmin edici kismina
rastgele etki ya da etkiler ekleyerek modele varyans-kovaryans katkist da
saglamaktadir (iyit ve Geng, 2009; 1yit ve Geng, 2011; Jiang ve Nguyen, 2007;
Myers vd., 2012; Stroup, 2012).

3.2.1 Genellestirilmis lineer karma modellerin genel yapisi

3.2.1.1 Bagimh degiskenin kosullu dagilimi

GLMM’lerde rastgele etkiler verildiginde bagimli degiskenin kosullu dagilimu iistel
dagilim ailesi liyesinden gelmektedir (Gbur vd., 2020; Jiang ve Nguyen, 2007,
Stroup, 2012). Kosullu dagilim;

ivi 91.
FrunOilu; 64, @) = exp [22220 4 c(y;, )| (3.2)
seklindedir. “u” rastgele etkiler verildiginde “y;” i’nci (i = 1,2,...,n) bagimh

degiskeninin kosullu dagilimi tstel dagilim ailesinden gelmek tizere, “x;, ..., x,” ; p

adet sabit etki diye adlandirilan bagimsiz degisken, “x;;” ; j’nci (j = 1,2, ..., p) sabit
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etkili bagimsiz degiskenin i’nci gozlenen degeri, “uq, Uy, ..., Uy” ; q adet rastgele
etki, “z;” ; k’nc1 (k = 1,2, ...,q) wy rastgele etkisinin j’nci gozlenen degeri igin
rastgele etki katsayis1 ve “B;” j’nci bagimsiz degisken igin model parametresi olmak
tizere GLMM’de bagimli degiskenin kosullu beklenen degeri ve bagimli degiskenin
kosullu ortalamasini lineer tahmin ediciye baglayan baglanti fonksiyonu “g(-)” ile
olusturulan modelin acik halde gdsterimi;

n = g(E[y1|u1,u2, ...,uq]) = Bo + B1X11 + B2X12 + -+ BpXip + U244 +

UpZyp + -+ UgZyg

M2 = Q(E[YZWpuz; __.,uq]) = Bo + B1xz1 + PaxXoz + o+ BpXop + U221 +
uZZZZ + A + uq22q

NMn = g(E[yllul, Uy, ---ruq]) = Po + P1Xn1 + Paxpz + - + :Bpxnp T U1 Zpg T+
UpZpy + o+ UgZpg (3.3)

ve genel gosterimi;

ni = g(Elyilul) = By + Z?=1 Bixij + Lh o1 UkZik (3.4)
seklindedir. Esitlik (3.4) GLMM model denkleminin vektorel halde gosterimi;

xi = (L xjg Xig o Xip), 2= (1244 Zig . Zig), B =(BoP1- Pp) ve u=
(uy Uy ... uq)" olmak iizere

g(w) = xif + zju (3.5)
seklindedir (Gbur vd., 2020). (2.22)’de a(¢) = o2 olarak alinirsa v(-) varyans

fonksiyonu olmak {iizere, u rastgele etki vektorii verildiginde bagimli degiskenin

varyanst;
Var[ylul = c?v(g™' (xif + zjw) = o*v(w) (3.6)
seklinde yazilir.

3.2.1.2 Bagmh degiskenin (marjinal) ortalamasi, varyansi, kovaryansi ve
korelasyonu

y herhangi bir rastgele degisken, y|u ise u verildiginde kosullu rastgele degisken

olmak iizere, GLMM’de bagimli degiskenin (marjinal) ortalamast;

Ely]l = E[g7' (xif + zjw)] = Elyilu] = E[u] (3.7
seklindedir. Baglant1 fonksiyonu olarak g(u;) = log(y;) ya da g~ *(u;) = exp(u;)

kullanilarak
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Ely:) = Elg™" (xif + zjw)] = Elexp{xip + zju}] = exp{x;B}E [exp{z{u}]

= exp{x;}My(z;) (3.8)
elde edilir. “M,,(z;)”; u rastgele etki vektoriiniin z; noktasinda moment ¢ikaran
fonksiyonudur (Oztiirk, 2011). GLMM’de u~N(0,02) ve “Z” rastgele etki

matrisinin her satirinda sadece bir elemaninin 1 ve digerlerinin 0 olmasi sebebiyle;

My (z)) = exp{o;/2} (3.9)

olarak yazilacagindan;

Elyi] = exp{xB}M,(2)) = exp{x;B}exp{oi/2} (3.10)
log(E[y:]) = x{B + 0i{/2 3.11)
elde edilir (McCulloch ve Searle, 2001; Jiang ve Nguyen, 2007).

Var(y) (marjinal) varyansi hesaplamak icin kosullu varyans ile kosullu ortalamaya
ait esitlik (Gueorguieva, 2001; McCulloch ve Searle, 2001; Vangeneugden vd.,
2010);

Var(y) = Var(E[y|u]) + E[Var(y|u)] (3.11)
seklindedir.

oy =Var(y;) = Var(Ely;[uD) + E[Var(y;|w)]

= Var(u) + E[o?v(w)]

=Var(g7*(x{B + zjw)) + E[o?v(g 7 (x{B + z{w))]. (3.12)
Esitlik (3.11)’de (Carrasco, 2010; McCulloch ve Searle, 2001; Searle vd., 1992) g‘1
ters baglant1 fonksiyonu lineer olmayan bir fonksiyon oldugu i¢in daha acik bir halde

belirtilemez.

Baglant1 fonksiyonu olarak g(y;) = log(y;) yada g~ 1(u;) = exp(y;) kullanilarak
bagimli degiskenin varyansi;
Var(y;) = El(exp{x{B + z{u})*] — (Elexp{x;B + z{u}])?
+E[o%v(exp{x{B + zju})]
= exp{2x{B}E[exp{z{u}] — (exp{x;f})* (E[exp{ziu}])?
+E[o?v(exp{x{B + z/u})]
= exp{2x;B}[M,(2z;) — [My(z)]?] + Elo?v(exp{xiB + zjuD]  (3.13)
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seklinde elde edilir ve esitlik (3.9)’daki gibi u rastgele degiskeninin moment ¢ikaran
fonksiyonu M, (z;) = exp{c2/2} yerine yazilarak esitlik (3.13);

Var(y;) = exp{2x;B}exp{203} — exp{oi}] + E[o*v(exp{x;B + zju})]  (3.14)

seklinde diizenlenir.

y’nin terimlerinin kosullu bagimsiz varsayimiyla;

cov(yi,yj) = cov(E[yi|u],E[yj|u]) + E[cov(yl-,yj|u)]

= cov(p;, ;) + E[0]

= cov (g‘l(x{ﬁ +zjw), g7 (/B + z]fu)) (3.15)
seklinde ifade edilir. Baglant1 fonksiyonu olarak g(u;) = log(y;) ya da g~ *(u;) =

exp(u;) kullanilarak kovaryans;

cov(y,y;) = cov(exp{x;B + zju}, exp{x]B + zju})

= exp{x{B + xj B}cov(exp{z{u}, exp{zju})

= exp{x{B + x]fﬁ}[Mu(Zi +z;) — Mu(zi)Mu(zj)] (3.16)
seklinde elde edilir. GLMM’de u~N(0,02) ve “Z” rastgele etki matrisinin her

satirinda sadece bir elemaninin 1 ve digerlerinin 0 olmas1 sebebiyle;

cov(yi,yj) = exp{x{ﬁ + x]fﬁ} (exp{aﬁ}(exp{z{zj'a,f} - 1)) (3.17)

olarak elde edilir. Eger herhangi iki gozlem ayni rastgele etkiye sahip degilse Zl-’Zj’ =

0, sebebiyle cov(y;, y]-) = 0 olacag bellidir. Diger durumlarda ise z;z; = 1 olacag1

i¢in esitlik (3.17);

cov(y,y;) = exp{(x, x;)B}exp{oi}(exp{ai} — 1)] (3.18)

sekline doniistir.

z;z; = 1 alindiginda n = olmak tizere korelasyon;

e3054/2_p0%/2

eZJﬁ _ eaﬁ

Pyyj = R R L R R I o2
\/(eZO'u — e%i + e—xi[)’+0u/2) (eZO'u — e% + e—xjﬁ+0'u/2)

= L (3.19)
)

1 —x"
(1+ ne_xiﬁ)<1+ ne xjB

seklinde bulunur.

21



3.2.2 Genellestirilmis lineer karma modellerde olabilirlik fonksiyonu
GLMM’de olabilirlik fonksiyonu, modelin parametrelerine bagli olarak gdzlemlenen
verilerin olasihigini ifade eder. Bu tiir modeller, bagimli degiskenin bir lineer
kombinasyonu ve bir bagimsiz degiskenin genellikle belirli bir dagilima gore
modellenmis hata teriminden meydana gelir. Olabilirlik fonksiyonu analitik olarak
hesaplanamayan ¢ok boyutlu integralleri kapsayabilir, bu yiizden kapali formda ifade
edilemeyebilir (Jiang, 2007).

Bir GLMM'in olabilirlik fonksiyonu, veri noktalarinin dagilima gore olasiliginin
carpimi olarak ifade edilir. Olabilirlik fonksiyonu maksimize edilmeye calisilir, yani
en yiiksek olasiligr saglayan model parametrelerini bulmak amaglanir. GLMM’de

marjinal olabilirlik fonksiyonunun en genel hali:

L(B,6;y) = [ ITics fryu@ilu; 63, ) fu(w)du (3.20)
seklinde yazilir.

friu(@ilu) tstel dagilm ailesinden bir dagilima sahipse ve u; ~ N(0,0: 2) ise

marjinal olabilirlik fonksiyonu;

n p
L(B,8;y) :fl_[ﬂinﬂu(yijlu; 0:j,¢)fu(Wdu

i=1 j=1
L L ( L )
= [T, T, exp [PR92280 4 (v, )] £ (W (3:21)
seklinde ifade edilir.

3.3 Genellestirilmis Lineer Karma Modellerde Parametre Tahmini

GLMM’de her bir gozlemin ayr1 ayr1 rastgele etki icermesi, yani biitiin degiskenlerin
iligkili olarak modellenmesi halinde ve log baglanti fonksiyonu kullanilmasi
durumunda marjinal olabilirlik fonksiyonlari ¢ok boyutlu integralleri kapsayabilir.
Bu marjinal olabilirlik fonksiyonlarini lineer modellerde ya da GLM’de oldugu gibi

maksimize ederek bir yaklasim elde etmek oldukga zordur.
GLMM’de parametre tahmini yaparken iki temel yaklasim vardir. Birinci yaklagim
lineerlestirme yontemlerine dayali yaklasimlardir, ikincisi ise integral yaklagimlaridir

(Gbur vd., 2020; Kim vd., 2015; Stroup, 2012).
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3.3.1 Lineerlestirme yontemleri

Lineerlestirme yontemlerinde Taylor serileriyle log-olabilirlik fonksiyonuna lineer
bir yaklasim s6z konusudur. Lineerlestirme yontemi ile GLMM’deki bagimli
degisken, LMM’deki bir bagimli degisken gibi davranacak pseudo (yalanc)

degiskene doniistiiriiliir.

GLMM’de lineerlestirme yontemleri, PQL (Breslow ve Clayton, 1993) ve Pseudo
yari-olabilirlik (Wolfinger ve O'connell, 1993) yaklagimlaridir.

3.3.1.1 Penalized yari-olabilirlik ve Pseudo yari-olabilirlik yontemleri

Maksimum olabilirlik tahmini, veri dagilimi hakkinda tam bilgi gerektirir. Bagka bir
deyisle, maksimum olabilirlik tahmini tam bir olasilik fonksiyonuna dayanmalidir.
Yalnizca ortalamalar veya ortalamalar ile varyanslar arasindaki iligski biliniyorsa,
parametre tahmininde yari-olabilirlik yontemleri kullanilmaktadir. Yari-olabilirlik
yontemi, modeldeki hatalara kars1 daha direngli olabilir. Bu nedenle, model yanlis
belirtildiginde veya model normal dagilima sahip degilse, yari-olabilirlik yontemi

daha giivenilir tahminler sunabilir.

GLMM'de, verilerin dagilimi bilinmediginde, varyans bilesenlerinin tahmini icin
rastgele etkilere bir ceza terimi ekleyerek yari-olabilirlik yontemi kullanilmaktadir.
Bu, PQL ydntemi olarak bilinmektedir. Ceza eklemenin amaci, rastgele etkinin bazi
keyfi degerlerini 6nlemek ve rastgele etkinin sifira yakin olmasini saglamaktir. PQL
yontemi, verilerin dagilimimin belirsiz oldugu veya dogru bir sekilde modellemesi

miimkiin olmadig1 durumlarda esneklik ve dayaniklilik saglamaktadir.

PQL, GLMM i¢in parametre tahmin yontemleri arasinda yaygin olarak kullanilan ilk
yontemdir. Bu yontem, olasilik fonksiyonunun yaklasik olarak bulunmasi {izerine
calisir. PQL, Breslow ve Clayton (1993) tarafindan degistirilmis bir Laplace

yaklasimi olarak tanitilmigtir. Normal dagilimli yaklagik bir olabilirlik saglamistir.

Verilere Laplace yaklagimi genellikle PQL’de uygulanir. GLMM’de, kosullu
beklenen deger E(y;|lu) = h(x{B + z{u) seklinde yazilir. Bagimh degisken y; i¢in

yaklasim formiilii;
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yi® i+ & =EQilu) + & =hxf+zu) +¢ (3.22)
seklindedir. Esitlik (3.5)’te verilen genel model denklemine dayanarak h(:) = g~1(*)
ters baglant: fonksiyonu olarak belirtilsin. Esitlik (3.22)’deki y; icin f ve 1 etrafinda

bir Taylor serisi agilimi;

yi = h(x/f + z0) + K (x{B + z{A)x{(B — B) + W' (x{f + z[2)z{(B — ) + &
=4+ V(@)x{(B — B) +V(a)z (B — B) + & (3.23)
seklindedir ve esitlik (3.23)
yi =V Ny — A) + xif + zidy
~ x;f + zju; + € (3.24)

seklinde de yazilabilir. “y;” sdzde yanit olarak bilinmektedir. Model uyumu, y; ’nin

giincellenmesi ve LMM uyumu arasinda siirecin tekrarlanmasiyla gerceklestirilir.

Model uyumunu saglamak i¢in  ve varyans bileseni 6 degerleri ayarlanir. u; ve y;
icin Bayes tahmin edicisi hesaplanir. y;”’ye dayanarak model kurulur ve 8, 8’ya gore

giincellenir. Yakinsama saglanana kadar bu adimlar tekrarlanir.

u; verildiginde y;’nin kosullu varyansi;

var (y;lu) = ai($)v(u;) (3.25)
seklindedir. “a;(.)” genellikle ¢p/w; 'ye esit belirtilen bilinen bir fonksiyondur; “w;”

degeri belirtilen bir agirliktir ve “v(.)” bilinen bir varyans fonksiyonudur.

PQL yontemiyle parametre tahmini, yari-olabilirlik fonksiyonunun tiiretilmesiyle de
aciklanabilir. Bagimh degisken y = (y41, ¥, ..., Vn)' i¢in y;1,¥5, ..., V, degiskenleri

birbirlerinden bagimsiz ve u ~ N(0, G) iken, yari-olabilirlik fonksiyonu;

Lo « |G|™Y2 [ exp {—% ndi— %u’G‘lu} du (3.26)
. . o (Mi_Yi—u
seklindedir. Burada, d; = —2 f)’i PRSI du sapma olarak adlandirilir.

Laplace yaklagimi kullanilarak, L,'min logaritmasi olan ly;

l ~ ¢ —logl|G| —~loglq" ()| — q(&) (3.27)
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elde edilir. “c” parametreye bagli olmayan bir degerdir, q(w) =%(Z?=1 d; +

u'G™1u) ve “@i”, q(u)’yu minimize eden bir degerdir. Ozellikle, u, q’(u) = 0 i¢in
bir ¢6zimdiir.

-1, _yn Vi—Hi =
GT U= hi a@W)g ) ! 0 (3.28)

burada y; = x;B + z;u ‘dur. q(u)’ nun ikinci tiirevi;

" W) = G—l n_ Zi_Zi, '
9" @) =1 a(p)w(udle! (1))?

seklinde elde edilir. “r” beklenen degeri sifir olan bir artiktir. Asagida verilecek olan

+7r (3.29)

(3.33)’teki esitligin paydast w; ! ile gosterilirse ve r artik terimi goz ardi edilirse,
q" (u) yaklagimi;

q"(w) =~ Z'WZ+ G (3.30)
seklinde yazilir. “Z”, i’nci satirda z; elemanina sahip bir matris ve w;, GLM dongii
agirhgr olmak tlizere W = diag(wq,wy, ..., w,)’dir. Esitlik (3.29) ve (3.30)

birlestirilerek, yari-olabilirlik fonksiyonunun logaritmast;

lo~c— %(logll +Z'WZG| + ¥, d, + /G 11) (3.31)

seklinde elde edilir. “d,”, d;’nin a yerine i ile degistirilmis halidir.

Yari-olabilirlik fonksiyonunun logaritmas1 i¢in bagka bir yaklasim, GLM
agirhiklarinin  sabit olmadiklari, fakat ortalamanin fonksiyonlar1 olduklarim
varsayarak elde edilebilir. Esitlik (3.31)’de parantez igindeki ilk terim f’ya yalnizca
W ile baghdir, bu yiizden bu terim g6z ardi edilebilir. Dolayisiyla yari-olabilirlik

fonksiyonunun logaritmasi i¢in yaklasim;

lpg ~ ¢ — (X, d, + @G '0) (3.32)
seklinde yazilir. Esitlik (3.32), g(u)’yu minimize eden #i’ya ceza terimi eklenmis
yari-olabilirlik seklidir. Eger f verilirse @, lpo’yu maksimize edecektir. Ciinkii i,
B’ya bagl oldugundan i = #i(B) seklinde yazilabilir. Sabit bir 8 i¢in, f’nin lpg’yu
maksimize eden bir deger olarak diisiiniilmesi gerekir. Sonug olarak, £ ve ii;

lpg(Bu) = =2 (Ty di + w67 1w) (3.33)
fonksiyonunu maksimize eder. lpo(B,u), il = ﬁ([?) olmak {iizere f ve u’nun bir

fonksiyonudur. Esitlik (3.33)’deki fonksiyonu maksimize etmek icin standart
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yontem, lineer olmayan bir denklem sisteminin ¢oziilmesidir, dlpy/0f =0 ve
dlpg/0u = 0, veya
n Yi—ux; -1
=1 ai(@)v(ug’ (k)

n _ OGiz#dzi a-1
l=1ai(¢)v(#i)g’(ﬂi)G u=0 (3.35)

formiilleri ¢oziimle esdegerdir.

u=0 (3.34)

Uygulamada, GLMM'deki rastgele etkiler genellikle yeterince biiyiiktiir, bu nedenle
esitlik (3.34) ve (3.35)’in ¢oziimleri oldukca karmasiktir. Breslow ve Clayton (1993),
esitlik (3.34) ve (3.35)’1 ¢ozmek icin genellestirilmis bir tahmin edici momentler
(GEE) yoOntemi Onermiglerdir. Bu yontem, dogru dagilim modeli belirleme
zorunlulugunu ortadan kaldirarak, marjinal model parametrelerinin dogru tahmin
edilmesini saglar. Bu yontemin ilging bir 6zelligi, Henderson vd. (1959) tarafindan
gelistirilen lineer karma model esitlikleri ile yakin bir iliskiyi kullanmasidir. Tlk énce
calisma vektori ¥ = (3,); i=1,2,..,n tammmlanr, ¥, =n; + 9" ()i — i)
seklindedir, ; ve y; mevcut § ve u tahminleri lizerinde degerlendirilir. Esitlik (3.34)

ve (3.35) i¢in ¢6zlim adimlar asagidaki gibidir:

x'wx x'wz BY _ (X'W) ~
(Z’WX G—1+Z’Wz) (u) = (Z’W) Y. (3.36)
W, hem f’ya hem de u’ya bagh oldugu icin, her adimda W’yu giincellemek

gerekmektedir. Giincellenen W’lar icin esitlik (3.36)’ya esdeger ¢6ziim olarak;

=XV 1IX)X'V 1y (3.37)
1=GZ'V ' —XP) (3.38)
esitlikleri verilebilir. Her gilincelleme igin bu esitlikler tekrar hesaplanir (Handayani
vd., 2017). W~ ’in var oldugu varsayilirsa V.= W1 + ZGZ' seklinde yazilir. Biiyiik
veri setleri igin V™1 ’in hesaplanmasi, V blok kosegen gibi belirli bir dzel yapiya

sahip degilse kolay olmayabilir.

PQL tahmincileri tutarsizdir. Bir bagka deyisle, yaklasimdan kaynaklanan sapma sifir
olmayacaktir. Eger Laplace yaklasimi kullaniliyorsa, yaklagimin derecesi biiyiidiikce
indirgeme yanlilig1 daha biiylik olacaktir. PQL yontemi hesaplama avantajlarina
sahiptir cilinkii genellikle uygulamasi kolaydir, ancak yliksek dereceli yaklagim

durumunda zor olabilir. PQL, genellikle varyans bilesenleri kiiclik oldugunda iyi
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calisir. Bunun nedeni, varyans bilesenleri sifira yakin oldugunda Laplace

yaklagiminin dogru hale gelmesidir.

Diger yontemlerle karsilastirildiginda, PQL, GLMM'lerin tahmin edilmesi i¢in en
hizli ve en esnek yaklagimdir. Rastgele etkilerin sayis1 ve yapisi, AGHQ kadar sinirh
degildir ve orneklem biyiikliigii arttikga asimptotik oOzelliklere sahip olmalidir
(Breslow ve Clayton, 1993). En hizli olmasina ragmen, ozellikle en kiigiik veri
kiimeleri s6z konusu oldugunda diger yontemler arasinda en az dogru olanidir
(Bolker, 2013). Breslow ve Clayton, PQL tahmininin, kii¢iik kiime boyutlar1 i¢in
binom dagilimli GLMM'lerde sabit etkilere iliskin tutarsiz tahminler verebilecegini
belirtmislerdir ve bir simiilasyon calismasinda bu tutarsizligt dogrulamislardir

(Breslow ve Clayton, 1993; Tuerlinckx vd., 2006).

Literatiirde GLMM’ler ile ilgili ¢calismalarda PQL ve Pseudo yari-olabilirlik arasinda
bir sinirlama olmaksizin siklikla birbirlerinin yerine kullanilabilen terimler oldugu
goriilmektedir. Her iki yontem de farklidir, ancak farkli genislemelere dayandiklar
icin ayni parametre tahminlerini vereceklerdir. Aradaki tek fark Pseudo yari-

olabilirlik yonteminde ek bir sabitin olmasidir (Capanu vd., 2013).

3.3.2 integral yaklasimlar

GLMM’de marjinal olabilirlik fonksiyonuna yaklasimlardan ikincisi integral
yaklasimlaridir. Marjinal olabilirlik fonksiyonlar1 ya da marjinal log-olabilirlik
fonksiyonlart hesaplanmasi zor olan karmasik integraller icerdiginden, bu
fonksiyonlarin tahmininde daha hizli1 ve yaklasik sonuglar veren Laplace yaklasimi,
GHQ ve AGHQ gibi integral yaklasim yontemleri kullanilir. Laplace ve Quadrature
yaklasim yontemlerinin PQL yOntemine gore avantaji, elde edilen tahminlerin daha
1yl asimptotik bir davranisa sahip olmasi ve daha kii¢iik 6rneklem yanliligina sahip
olma egiliminde olmasidir (Gbur vd., 2020; Jiang ve Nguyen, 2007; McCulloch ve
Searle, 2001; Stroup, 2012).

Bu calismada GLMM’de parametre tahmin yontemlerinden integral yaklasimi olarak

Laplace yaklasimi, GHQ ve AGHQ integral yaklagimlari ele alinacaktir.
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3.3.2.1 Laplace yaklasimi

Liu (2016) ve Stroup ve Claasen (2020), GLMM marjinal olabilirlik fonksiyonunun
Laplace yaklagimini bir integral alma islemi olarak tartigirken, Tuerlinckx vd. (2006)
ve Fitzmaurice vd. (2011) ise integrale yaklasim ve lineerlestirme stratejisi olarak
tartismay1 tercih etmektedirler. Her iki yonde yapilan tartigmalar da uygun olabilir.
GLMM’de, rastgele etki ile i’nci kiimenin j’nci birimi i¢in bagimli degisken Y nin

kosullu dagiliminin bagimsiz oldugu ve tstel aile dagilimlarini takip ettigi varsayilir:

fWijlu) = exp{o™ [yimy — ¥ i)] + cij )} (3.39)
Burada, p;; = E(Yij|ul-) = h(m;j) kosullu ortalama ve n;; = xi’jﬁ + Zl-'jui lineer
tahmin edicidir. Rastgele etki u; ’nin olasilik yogunluk fonksiyonu f(u;) ile gosterilir
ve E(u;) =0 ve Var(u;)=G olmak tizere u; ~ N(0,G) oldugu varsayilir. Bu
nedenle GLMM’de f(y;jlu;) ve f(u;) belirtmek gereklidir. f(y;jlu;) ve f(uw;)
Ozelliklerine dayanarak, u; verildiginde y’nin marjinal yogunlugu;

f(yig) = JTL, f g lud f (w) du (3.40)
seklindedir, burada n; i’nci kiimenin 6rneklem biyiikliigiidir. LMM’de marjinal
yogunluk f (y;;) normal yogunluk oldugu i¢in esitlik (3.40)’ta olan integralin analitik
veya kapali bir formda ¢oziimi elde edilebilir. Genelde f(y;;)’yi hesaplamak kolay
degildir ¢linkii f(y;;|u;)f (u;) karmasik bir fonksiyon olabilir ve integraller yiiksek

boyutlu olabilir. Bu yiizden integrali ¢6zmek i¢in yaklasim yontemleri gereklidir.

GLMM’de olabilirlik fonksiyonunun yapist f(y;;) marjinal yogunluguna
dayanmaktadir. Varsayalim m kiime ve her bir kiime i¢in birim sayis1 n; (i =

1,2, ..., m) olsun. Sonra, m kiime i¢in olabilirlik fonksiyonu elde edilir;

L(6) = ﬂf(yij)

= ?i1fn?i1f(yl'j|ui)f(ui)dui (3.41)
ve Laplace yaklasimi, esitlik (3.41)’deki integral terimini tekrar yazarak integralin

yaklasik degerini bulmak i¢in kullanilir;

Jﬁf(yiﬂui)f(ui)dui = Jf(ﬂu)f(U)du
j=1
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= [elosf(YWrW gy = [ 9@ gy, (3.42)
Burada g(u) = log f (y|u) f (u) esitligi elde edilmektedir. Yaklasimda amag, gerekli
ve yeterli kosullar g'(u) =0 ve g"” (@) < 0 yerine getirilerek g(u) fonksiyonunu
maksimize edecek sekilde #1’y1 segmektir. g(u) i¢in @ etrafindaki ikinci dereceden

Taylor agilimi;

1
9w~ gw) = g@ + w-)g'@ +5 - 09" @)
= g(@) — 5 (u—W2(—g" @) (3.43)
seklindedir. €9® nun normal yogunlukla (u,,0?) orantili oldugu goriilmektedir;

burada p, =1 ve of = — esitlikleri elde edilir. Ardindan, L(8) olabilirlik

1
g (@)

fonksiyonu i¢in Laplace yaklasimz;
L(9) =feg(”)du ~ feg(u)du

— exp (9(0) fexp (~ 3 (u—)?)) du = exp (9@NERT) G4
seklindedir. Ayrica,

_fOIf@
o

seklinde gosterilmektedir ve burada ‘“‘const”, normalizasyon sabiti anlamina

1
uly) o« exp(g(u)) ~ const exp (— (- um)

L

gelmektedir. Dolayisiyla, U|Y = y =~ N(u, 0f) elde edilir.

Laplace yaklasimi, en hizli yaklagim olarak bilinmektedir. PQL ve Adaptive Gauss
yontemlerinin matematik temelini olusturmaktadir. Laplace yaklasimi ve Gauss-
Hermite yontemi sadece normal dagilima sahip rastgele etkiler i¢in dikkate
alinmaktadir. Bu yaklasim, daha biiyiikk kiimelere sahip n;’ler icin daha iyi
performans gostermektedir. Ayrica, bu yaklagimin dogrulugu, daha yiiksek dereceli
Taylor serisi kullanildiginda artar. Ancak, rastgele etkilerin varyansi biiylikse bu

yaklasimin dogrulugu azalir.

3.3.2.2 Gauss-Hermite Quadrature ve Adaptive Gauss-Hermite Quadrature
yaklasim yontemleri

GHQ, temelde Laplace yaklagimiin bir genellemesidir ve yaklasimi sadece ¢,

noktasinda degerlendirmek yerine, integralin degerlendirilmesi i¢in farkli bir dizi
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nokta se¢ilebilir (Tuerlinckx vd., 2006). t, noktasi, genellikle fonksiyonun etrafinda
yapilan bir Taylor serisi icin segilen bir referans noktasini belirtir. GHQ’da,
integralin hesaplanmasi ve tahmin edilebilmesi icin farkli bir dizi nokta secilebilir.
Bu noktalar, genellikle belirli bir dagilima gore agirliklandirilan noktalardir ve
fonksiyonun daha genis bir bolgesinin hesaba katilmasini, integralin daha dogru
sonuglar vermesini saglar. Genel olarak, yaklasimin degerlendirildigi noktalar, yani
diigimler, en uygun sekilde araliklandirilmigsa, neredeyse kesin yaklasimlar elde
edebilir. Yaklagim i¢in kullanilacak kareleme sayisi literatiir kaynagina bagl olarak

degismektedir, fakat diiglimlerin konumlar1 algoritmik olarak belirlenir.

GHQ yanliliga duyarhdir, kiilme boyutlar1 veya varyanslart biiyiikse GHQ’nun
yanlilig1 artar, bu nedenle GHQ'nun bir varyasyonu olan AGHQ genellikle uygulanir.
AGHQ'da, diigiimlerin konumlari, rastgele etkilerin en iyi tahminlerine ve sabit

etkilerin ve varyans-kovaryans matrisinin tahminlerine gore secilir (Tuerlinckx vd.,

2006).

Kareleme, asagidaki gibi agirliklandirilmis toplami igceren sayisal integralin bagka bir

adidir;

b

I= [ fx)dx = X, wif (x;) (3.45)
burada “x;” diiglim veya kareleme noktasi, “w;” agirliktir. Eger esitlik (3.45)’teki
f (x) normal yogunluksa veya log-quadratic faktorii varsa, o zaman f(x) w; nin bir

Gaussian agirlig ile Hermite polinomu olarak genisletilebilir.

GLMM’de her bir gozlem i¢in olasiligin katkisi;

[ (x)dx (3.46)
seklinde ifade edilebilir. Burada “f(x)” bilinen bir fonksiyon ve “¢(x)” standart
normal yogunluktur. GHQ, esitlik (3.46)’daki integrale agirlikli bir toplam ile
yaklasir;

JF)p)dx ~ Ty wif (x). (3.47)
Burada “L”, “x;”nin kareleme noktalar1 (veya yaklasimin derecesi), “w;” agirlik
sabiti ve “x;” L’nci dereceden Hermite polinomu i¢in ¢dziim olan bir degerlendirme

noktasidir.
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Kareleme noktasi1 x; ve agirlik w; asagidaki gibi hesaplanabilir;

x; = it zero of H,(x) (3.48)

W, = 2T (3.49)

n?[Hp_1(xx)]?
burada “H,,(x)” n dereceli Hermite polinomudur. Esitlik (3.48), H, (x) polinomunun
koklerinden i’nci kokil temsil eder. Bu kokler, Gauss-Hermite polinomlariin sifir
yaptigr degerlerdir. H,(x) Hermite polinomlarinin x = 10 dereceye kadar

hesaplanmis hali;

Hy(x) =1

Hi(x) = 2x

Hy(x) = 4x? — 2

Hi(x) = 8x3 — 12x

H,(x) = 16x* — 48x% + 12

Hs(x) = 32x° — 160x3 + 120x

Hg(x) = 64x° — 480x* + 720x% — 120

H,(x) = 128x7 — 1344x5 + 3360x3 — 1680x

Hg(x) = 256x8 — 3584x° + 13440x* — 13440x2 + 1680
Ho(x) = 512x° — 9216x7 + 48384x> — 80640x3 — 30240x
Hio(x) = 1024x° — 23040x8 + 161280x° — 403200x* + 302400x2 — 30240
seklindedir (Nia, 2006).

GHQ’da x; kareleme noktalar1 ve w; agirliklari sabittir ve f(x)¢@(x) ten bagimsizdir.

AGHQ’da ise x; kareleme noktalar1 ve w; agirliklar1 f(x)¢(x)’in araligina uyacak

sekilde ayarlanir. AGHQ,

flwfwdu
¢(u; p,0%)

— ff(ylo-x :;(,:L))f(o_x'i'”) O-(l)(X)dx, x = (u;”) (350)

integrali tahmin etmek i¢in kullanilan yontemdir. AGHQ’daki “uyarlanabilir” terimi,

f VI f @du = (s 107 du

Laplace yontemine benzer sekilde optimum noktadaki Hessian (2. dereceden kismi

tiirev matrisi) kullanilarak 6lgeklendirilen integrali ifade eder.

AGHQ x;’yi daha uygun bir sekilde seger ve GHQ’dan ¢ok daha az kareleme
noktasina ihtiya¢ duyar. Ancak ilk adimda sabit etki § ve varyans bileseni 6’ya baglh
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olan x; ve w; hesaplandigindan dolay1 ¢ok fazla zaman alir. Daha sonra, her adimda
parametrenin gilincellenmesi gerekir. Rastgele etkinin boyutu arttiginda da
AGHQ’nun karmagsiklig1 artacaktir. AGHQ’da rastgele etkilerin boyutu 2’den
bliyiikse yontem hatalidir. Bunun nedeni, yontemin yiiksek boyutlu integralleri diisiik
boyutlu bazi integrallere ayirmada sinirli olmasidir. McCullagh (1989), dogrulugu
arttirmak icin 10°dan az noktaya sahip karelemenin yanlis cevaplar verdigini, 20
noktali karelemenin ise iyi bir yaklasim i¢in genellikle yeterli oldugunu belirtmistir.

lgingtir ki, L = 1 i¢in AGHQ, Laplace yaklagimina indirgenir.

AGHQ, modelde yalnizca bir tane rastgele etki varsa veya iki tane i¢ ice rastgele etki
icin hala iyi sonuglar veriyorsa iyi bir yaklasim saglayacaktir. Ancak, capraz rastgele
etki varsa veya ikiden fazla i¢ ice etkinin oldugu durumlarda AGHQ’nun

kullanilmastyla elde edilen sonuglara izin verilmez.

R paketinde, AGHQ yontemi 6zellikle “Ime4” paketindeki “glmer” fonksiyonunun
bir secenegidir. Eger yalnizca bir tane rastgele etki varsa, “glmer” fonksiyonu
kullanilarak AGHQ yaklasimi 25 kareleme noktasina kadar hesaplanabilir. Ote
yandan, birden fazla rastgele etki varsa, o zaman “glmer” yalnizca bir karelemeyi

tahmin edebilir.

Aciklanan parametre tahmin yontemlerinin avantajlari, dezavantajlar1 ve uygun

yazilimlar Tablo 3.1°de verilmistir.

Tablo 3.1 GLMM’de parametre tahmin yontemlerinin avantajlari, dezavantajlar1 ve yazilimlar

Yontem Avantaj Dezavantaj Yazihim

En hizli ydntem olmasina

ragmen en az dogru olandir.

Hesaplama Karmasik modellerde veya
Penalized avantaj1 vardir. yiiksek boyutlu veri setlerinde SiS
Yari-olabilirlik En hizli ve en yakinsama problemlerine bagh
(PQL) esnek yontemdir. olarak R programinda AIC, Suata

BIC ve Log-Likelihood

degerleri hesaplanamayabilir.
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Tablo 3.1 (Devam)

AGHQ’dan daha

az hesaplama

yiikiiyle tarafsiz  Kiiglik kiime boyutlarina sahip R
tahminler verir. veriler i¢in daha az dogru SAS
Laplace o )
PQL’den daha iyi tahminler saglar. Stata
performans
gosterir.
Laplace
Gauss-Hermite ) R
yontemine gére  Kiime boyutlar1 ve varyanslari
Quadrature MATLAB
daha dogru biiytikse yanlilik artar.
(GHQ) SAS
tahminler verir.
Hesaplama yiikii kareleme
noktasi sayistyla birlikte artar
ve hizi azalir.
Laplace
‘ Kullaniminda simirlamalar
Adaptive yontemine gore
) vardir. Karmasik modellerde R
Gauss-Hermite daha dogru
) ] veya yliksek boyutlu veri MATLAB
Quadrature tahminler verir.
setlerinde yakinsama SAS
(AGHQ) GHQ’ya gore )
problemlerine bagli olarak R
daha kesindir.

programinda AIC, BIC ve Log-
Likelihood degerleri

hesaplanamayabilir.

3.4 Genellestirilmis Lineer Karma Modellerde Sonu¢ Cikarimi

GLMM’de parametre tahmininden sonra veri setinden bilgi ve istatistiksel sonuglar

elde etmek icin hipotez testleri ve giiven araliklari ile analiz yapilir. Veri setindeki

degiskenligi en iyi sekilde tanimlayan veya agiklayan modeli se¢gmek amaglanir.

Sonug ¢ikarimi

genellikle hipotez testi,

model karsilastirmasi

veya Bayes

yaklasimlart ile yapilir. Hipotez testi, test istatistiklerini (ANOVA’ da F-Testi gibi)

H, hipotezi altinda beklenen dagilimlaryla karsilastirarak, Hy’in reddedilip

reddedilemeyecegini belirlemek icin p degerini (p-value) tahmin eder.
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Model secimi aday modellerin uyumlarii karsilastirir. Modeller, i¢ ice gecmis ve
daha karmasik modelleri test eden hipotez testi veya bilgi teorisi yaklagimlar1 olan
Wald testleri (Z, x2, t ve F testleri) kullanilarak segilebilirler. Model seciminde,
olasilik oram1 (LR) testleri faktorlerin anlamliligin1 saglayabilirler veya aday

modellerin bir ¢ifti arasindan en iyisini secebilirler.

Model se¢imindeki temel amag verilere en iyi uyum saglayan modeli segmek ve ayni
zamanda bu modelin asir1 uyum (overfitting) gostermesini Onlemektir. Bilgi
kriterleri, model sec¢iminde kullanilan istatistiksel oOl¢iitlerdir. GLMM’de, ayni
bagimli degisken ile bagimsiz degiskenler arasindaki iliskiyi incelemek iizere
olusturulan ancak baglanti fonksiyonu ya da rastgele etki gibi degisimlerle
olusturulan modeller arasindaki kiyaslama bilgi kriterlerine gore yapilir (Gbur vd.,

2020; Tyit vd., 2023; Stroup, 2012).

Bilgi kriterleri, genellikle bir modelin uygunlugunu 6lgmek icin karmasiklik ve
uygunluk arasindaki dengeyi saglamaya calisirlar ve ¢oklu karsilastirmalar1 ve i¢ ice
olmayan modellerin se¢imini saglarlar. Daha karmagik bir model genellikle daha iyi
uyum saglayabilir, ancak asir1 uyum gosterme egilimindedir. Bu sebeple, bilgi kriteri
daha basit bir modelin tercih edilmesini ve en kiiciik degere sahip olan modelin en iyi
uyum saglayan model oldugunu savunur. En kiigiik bilgi kriteri degerine sahip
modeller en uygun modellerdir. Bu kriterler arasinda Akaike Bilgi Kriteri (Akaike
Information Criterion, AIC) ve uyum O0l¢iisii olarak sapmay1 kullanan ilgili bilgi
kriterleri bulunur; daha karmasik modelleri cezalandirmak igin bir terim eklerler.
Bilgi kriterleri daha iyi tahminler saglayabilirler. Ornegin, érneklem biiyiikliiklerinin
bliyiik olmadigi (AICc), veride asir1 dagilim oldugu (Quasi-AIC, QAIC) veya bir
modeldeki parametre sayis1 belirlenmek istendigi (Bayesian Information Criterion,

BIC) durumlarda AIC’nin varyasyonlar1 olduk¢a yaygin kullanilir.

Yaygin olarak kullanilan bilgi kriterleri istatistikleri Tablo 3.2°de gdsterilmistir.
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Tablo 3.2 Bilgi kriterlerinin isimleri ve formiilleri (lyit vd., 2023)

Bilgi Kriterleri Formiiller

Akaike Bilgi Kriteri (AIC)

(Akaike, 1974) —21(6) + 2p
Diizeltilmis Akaike Bilgi Kriteri (AICc) R 2pN
~21(0) + —2——
(Cavanaugh, 1997) N—-p-1

Bayesci Bilgi Kriteri (BIC)

(Schwarz, 1978) ~21(6) +pIn(N)

Tutarlt Akaike Bilgi Kriteri (CAIC)

(Bozdogan, 1987) ~21(6) + (p In(\) + 1)

“l(é)” log-olabilirlik istatistigi; “p” modeldeki parametre sayisi ve “N” gozlem
sayisidir. Bilgi kriterleri istatistikleri, l(é) log-olabilirlik fonksiyonunun maksimize

oldugu noktada @ tahmin edicisinde hesaplanan deger ile baglantilidir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1 Bellbird Veri Seti

Bellbird (Anthornis melanura), Yeni Zelanda'ya 6zgi bir kus tiiriidiir ve ¢an sesine
benzeyen Otlisii ile bilinir. Bu kuslar, Yeni Zelanda'nin yerli ekosisteminde 6nemli
bir rol oynar ve ekolojik siire¢lere katkida bulunurlar (Anderson, 2003).
Bellbird’lerin popiilasyon dinamikleri ve ¢evresel faktorlerin etkilerini incelemek, bu
Ozel tlriin ekolojik davraniglarini anlamak ve koruma stratejilerini gelistirmek
acisindan 6nemlidir. Bellbird popiilasyonlarin izlenmesi ve analiz edilmesi, ekolojik
dengeyi koruma ve dogru yonetim stratejileri gelistirme agisindan biiyiik bir

gereklilik teskil eder. Bu ylizden arastirmacilar i¢in 6nemli bir ¢aligma alanidir.

GLMM’ler, ozellikle ekolojik ve biyolojik caligmalarda yaygindir ¢iinkii farkli
gruplar ve zaman noktalar1 arasindaki degisimleri modellemeye imkan tanir.
GLMM’nin uygulanmasinda kullanilan en 6nemli araglardan biri R programidir. R,
istatistiksel analiz i¢in yaygin olarak kullanilan bir programlama dilidir. R'in genis
paket kiitiiphanesi, karmasik istatistiksel modellerin uygulanmasini kolaylastirir,
ayrica veri analizi siireclerinde esneklik ve giiglii analiz yetenekleri sundugundan, bu
calismanin gerektirdigi istatistiksel analizler icin idealdir. R, gorsellestirme
konularinda da giiglii araglara sahip oldugundan, analiz sonuglarinin etkili bir sekilde
sunulmasini saglar. Bu uygulama, R programi araciligiyla bilimsel aragtirmacilara ve
koruma uzmanlarina GLMM'nin Bellbirds'in yasam alanlarmi etkileyen faktorleri
belirlemede ve koruma stratejileri gelistirmede yol gosterebilir. Bu veri analizinde,
ozellikle “nlme” ve “Ime4” paketleri kullanilmistir. LMM'ler i¢in “nlme” paketinde
bulunan “lme” fonksiyonu kullanilirken, GLMM'ler i¢in “Ilme4” paketinde bulunan

“Imer” fonksiyonu kullanilmistir.

4.1.1 Veri seti ve degiskenler
Analiz i¢in kullanilan veri seti Dawber'in (2009) calismasindan elde edilen Bellbird
popiilasyon verilerinden olusmaktadir. Bellbird veri seti, ¢esitli yillar boyunca farkli
uygulamalarin Bellbird popiilasyonu iizerindeki etkisini icermektedir. Analiz i¢in
secilen degiskenler sunlardir:
e Bagimh Degisken:
o BellbirdTotal: Bellbird sayis1
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Bagimsiz Degiskenler (Sabit Etkiler):
o I(Year-2003): Referans alinan 2003 yili
o Treatment: Uygulama alani (True/False)
o I(Year-2003)*Treatment: Y1l ve Tedavi arasindaki etkilesim etkisi
Rastgele Etkiler:
o fTransect: Farkli transektler (Her uygulama alaninda gozlem yapilan
belirli hatlar)
o fRep: Farkli tekrarlar (Ayni transekt boyunca yapilan goézlemlerin
farkli zamanlardaki tekrarlar)
o fCount: Farkli sayimlar (Belirli bir transekt boyunca belirli bir zaman

noktasinda gozlemlenen Bellbird sayis1)

Bellbird veri setiyle ilgili bilgiler asagida belirtilmistir:

1.

4.1.2

Farkli uygulama alanlarinda, farkli transektlerde ve farkli zamanlarda
gozlemlenen kuslarin sayimlarini igermektedir. Sayim verilerinden olustugu
icin bagimli degiskenlerin Poisson dagilimini takip ettigi varsayilabilir.
Bireysel transektler incelenmez; bunun yerine tiim alan arastirilir. Odak
noktasi belirli bes sayim arasinda degil, tiim giin i¢indeki degisimdir. Benzer
sekilde odak noktasi, segilen ii¢ tekrar arasindaki degil, hafta i¢indeki
degisimdir.

Her bir transekt, li¢ giiniin her birinde 6l¢iiliir ve ii¢ giinlin her birinde bes
sayim gerceklestirilir.

Gozlemler hiyerarsik bir yapiya sahiptir: uygulama alanlari, transektler ve
zamanlar arasinda bagimliliklar olabilir. Bu bagimliliklar1 dogru bir sekilde
modellemek icin rastgele etkiler kullanilir.

Tiim rastgele etkilerin normal dagilima uydugu varsayilmaktadir.

Analiz

Istatistiksel analiz, Bellbird veri setini kullanarak LMM ve GLMM’i uygulamay1 ve

bu modelleri karsilastirmay1 icermektedir. LMM ve GLMM tanimlanmigtir. LMM,

bagimli degiskenin normal dagildig1 varsayimi ile; GLMM ise bagimli degiskenin

farkli dagilim yapisina (bu veri seti i¢in Poisson) sahip olabilecegi varsayimi ile

kullanilmistir. Bellbird veri seti kullanilarak modeller tahmin edilmistir. LMM ve
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GLMM Kkarsilastirilmistir. Elde edilen sonuglar yorumlanmis ve modelin uyumu

degerlendirilmistir.

4.1.3 Model tanimlama ve uygulama

LMM R kodu

LMM R koduyla asagidaki gibi tanimlanmigtir:

Imm <- Ime(BellbirdTotal ~ I(Year-2003)*Treatment, random=~1 |
fCount/fRep/fTransect))

GLMM R kodu

GLMM R koduyla asagidaki gibi tanimlanmustir:

glmm <- Imer(BellbirdTotal ~ I(Year-2003)*Treatment  + (1 |
fCount/fRep/fTransect), family = poisson)

“Ime4” paketindeki “Imer” fonksiyonu ile Poisson dagilimina sahip verilerle
calisirken p-degerleri hesaplanabilir ve bu fonksiyonun varsayilan olarak Laplace

yaklasimi yontemini kullanmasi, tahminlerin dogrulugunu artirir (Dawber, 2009).

LMM ve GLMM i¢in R kodlarindaki degiskenler ve faktorler:

e BellbirdTotal: Bellbird sayis1 (bagimli degisken)

e Year: Veri toplama yili (bagimsiz degisken)

e Treatment: Uygulama alan1 (bagimsiz degisken)

e fTransect: Farkli transektler (birinci diizey rastgele etki)

o fRep: Farkli tekrarlar (ikinci diizey rastgele etki, fTransect i¢inde)

e fCount: Farkli sayimlar (iiglincii diizey rastgele etki, fRep i¢inde)
seklindedir.

4.1.4 Sonuclar ve yorum
Tablo 4.1’de LMM’de sabit etkilerin katsayilari, standart hatalari, t ve p degerleri

Tablo 4.2’de LMM’de rastgele etkilerin standart sapmalar1 verilmistir.
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Tablo 4.1 LMM’de sabit etkilerin katsayilari, standart hatalari, t ve p degerleri

Degisken Katsay1 || Standart Hata | t Degeri p Degeri
Sabit Terim 1.5955556 || 0.15299952 || 10.428500 0.0000
I(Year-2003) 0.0244444 || 0.02583565 0.946152 0.3442
Treatment -0.5361111 | 0.12117995 -4.424091 0.0000
I(Year-2003) *Treatment || 0.2183333 || 0.03653713 5.975656 0.0000
Tablo 4.2 LMM’de rastgele etkilerin standart sapmalari
Rastgele Etki Standart Sapma
1|fTransect 0.4333816
1|fRep/fTransect 0.06749594
1|{fCount/fRep/fTransect 0.2278353

Tablo 4.3’te GLMM’de sabit etkilerin katsayilari, standart hatalari, Z ve p degerleri,
Tablo 4.4’te GLMM de rastgele etkilerin standart sapmalar1 verilmistir.

Tablo 4.3 GLMM’de sabit etkilerin katsayilari, standart hatalari, Z ve p degerleri

Degisken Katsay1 || Standart Hata | Z Degeri p Degeri
Sabit Terim 0.43416 0.10312 4.210 0.0000255
I(Year-2003) 0.01427 0.01825 0.782 0.434050
Treatment -0.31800 0.08803 -3.612 0.000303
I(Year-2003) *Treatment || 0.12269 0.02552 4.807 0.00000153
Tablo 4.4 GLMM de rastgele etkilerin standart sapmalari
Rastgele Etki Standart Sapma
fTransect 0.28667
fRep/fTransect 0.038733
fCount/fRep/fTransect 0.000022361
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Her iki modelde de I(Year-2003) *Treatment degiskeninin Bellbird sayis1 tizerindeki
etkisi istatistiksel olarak anlamlidir (p < 0.05). Bu, yil ve tedavi arasindaki

etkilesimin Bellbird popiilasyonunu 6nemli dlgiide etkiledigini gosterir.

Her iki modelde de Treatment degiskeninin etkisi anlamli bulunmustur (p < 0.05).
Bu, farkli uygulamalarin Bellbird popiilasyonu iizerinde énemli bir etkisi oldugunu

gosterir.
Rastgele etkilerin standart sapmalari, farkli transektler, tekrarlar ve sayimlar arasinda
onemli degisimler oldugunu gosterir. Bu durum, modele rastgele etkilerin dahil

edilmesinin gerekli oldugunu gostermektedir.

Tablo 4.5’te LMM ve GLMM’lere ait AIC, BIC ve log-likelihood degerleri

verilmigtir.
Tablo 4.5 LMM’in ve GLMM’in Karsilastirilmasi
Model AIC BIC Log-Likelihood
LMM 5558.9 5586.3 -2774.4
GLMM 1667.8 1706.3 -826.9

Bellbird veri setindeki modellerin karsilagtirilmasi: sonucunda, GLMM'nin hem AIC
hem de BIC degerleri LMM'ye gore ¢ok daha diisiiktiir. AIC ve BIC, modelin uyum
kalitesini ve karmasikligin1 dengeleyen kriterlerdir. Daha diisiik AIC ve BIC
degerleri, modelin veriye daha iyi uyum sagladigin1 ve daha az karmagik oldugunu

gosterir. Dolayisiyla GLMM tercih edilmelidir.

GLMM'in Log-Likelihood degeri, LMM'ye gore ¢ok daha yiksektir. Bu,
GLMM'in veriye daha iyi uyum sagladigin1 gosterir. Log-Likelihood'un daha
yuksek (veya mutlak degerin daha diisiik) olmasi, modelin gdzlemlenen veriyi daha
iyi acikladigimi ve daha yiiksek olasilikla veriyi iirettigini gosterir. Dolayisiyla

GLMM tercih edilmelidir.
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Analizler sonucunda, Year ve Treatment degiskenlerinin Bellbird sayisi lizerindeki
etkisinin her iki modelde de istatistiksel olarak anlamli oldugu goriilmektedir. Year
degiskeninin etkisi, Bellbird popiilasyonunun zamanla degistigini, Treatment
degiskeninin etkisi ise uygulamalarin popiilasyon iizerindeki 6nemli etkilerini ortaya

koymaktadir.

Rastgele etkilerin standart sapmalari, farkli transektler, tekrarlar ve sayimlar arasinda
onemli degisimler oldugunu gostermektedir. Bu durum, gozlemler arasindaki
bagimliliklar1 dogru bir sekilde modellemek i¢in rastgele etkilerin dahil edilmesinin

gerekli oldugunu vurgulamaktadir.

AIC, BIC ve Log-Likelihood degerlerinin analizine dayanarak, GLMM'nin Bellbird
veri seti i¢in daha uygun bir model oldugu sonucuna varilmistir. GLMM'nin tercih
edilmesi, modelin veriye daha iyi uyum sagladigini, daha az karmagik oldugunu ve
gbzlemleri daha dogru sekilde acgikladigini gdstermektedir. Bu sonuglar, Bellbird
poplilasyon dinamiklerinin ve ¢evresel faktorlerin etkilerinin anlasilmasi ve bu 6zel
tirin korunmas1 igin gelistirilecek stratejilerin belirlenmesinde 6nemli bir rol

oynayacaktir.

4.2 Owl Veri Seti

Owl veri seti, kulugka baykusu yavrularinin anne ve babalarimin varligina bagh
olarak farkli bir dilenme davranisi sergileyip sergilemediklerini belirlemek igin
kullanilmistir (Roulin ve Bersier, 2007). Bu veri setinde, her bir kulucka i¢in
yavrularin davraniglarini kaydeden ses ve video kayitlar1 bulunmaktadir. Veri seti
i¢in farkli deney kosullar1 uygulanmistir. Ornegin, sabah saatlerinde yavrular ya
doyurulmus ya da a¢ birakilmistir. Gece saatlerinde ise anne ve babalarin yavrulara
olan 1ilgisi gozlemlenmis ve kaydedilmistir. Veri setindeki bagimli degisken,
yavrularin anne veya babalarimin varliginda sergiledikleri dilenme davranisinin
sayisal bir Olciisii olarak kaydedilmistir. Bagimsiz degiskenler arasinda ise anne veya

babanin varlig1 gibi faktorler bulunmaktadir.

GLMM'ler, gozlemlerin bagimli oldugu ve normal dagilima uymayan yanitlarin

bulundugu ekoloji ve biyoloji gibi alanlarda yaygin olarak kullanilir (McCullagh ve
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Nelder, 1989). GLMM'lerin olasilik fonksiyonlari i¢in kapali form ¢oziimleri
bulunmadigindan, bu modellerin parametre tahminleri i¢in ¢esitli olasilik temelli

yaklasimlar gelistirilmistir.

GLMM tahmin yontemlerinin performansina iliskin onceki caligmalar genellikle
binom dagilimli GLMM'ler gibi belirli model smiflarina odaklanmis ya da klinik
denemeler gibi cok yapilandirilmis veriler lizerinde gerceklestirilmistir (Zhang vd.,
2011). Ancak, ekolojik ve biyolojik ¢alismalarda, kiiclik ve karmasik veri setleri
yaygindir ve bu yonden tahmin yontemlerinin performans Ozellikleri yeterince
arastirilmamistir. Bu alanlarda, yanit degiskeni genellikle kesikli sayilar veya
kategorik veriler gibi siirekli veya normal dagilimli olmayan verilerden olusur.
Bagimsiz goézlemler icin GLM’ler kullanilabilirken, goézlemlerin bagimli veya
kiimelenmis oldugu durumlarda GLMM'ler tercih edilmelidir (Pinheiro ve Bates,

2000).

4.2.1 Veri seti ve degiskenler
Owl veri setiyle ilgili bilgiler asagida belirtilmistir:

1. Toplamda 599 gozlem bulunmaktadir. Her bir gézlem, farkli bir yuvadaki
gozlemleri temsil etmektedir. Yuvalar arasinda gozlemler arasinda bagimlilik
oldugu varsayilarak, yuva etkisi rastgele bir etki olarak modele dahil
edilmistir.

2. Yirmi yedi kulugka yuvasi, ebeveynlerin gelis zamanlarin1 ve yavrularin
cagrilarin1 kaydetmek icin ses ve video kaydedicilerle donatilmistir.

3. Ebeveynler, taninmalar1 ve beslenme oranlarinin belirlenmesi i¢in bacak
bantlart ile isaretlenmistir (disiler sol bacakta, erkekler sag bacakta).

4. Sabah saatlerinde (09:00 civari), yavrular ya deneyciler tarafindan beslenmis
(doyurulmus) ya da yuvada bulunan yiyecekler ¢ikarilmistir (a¢ birakilmis).

5. Gece saatlerinde (21:30'dan 05:30'a kadar), ebeveynlerin beslemeleri
gdzlemlenmis, ebeveynlerin gelis zamani ve kalis siireleri kaydedilmis ve
yavrularin ¢agri sayilart not edilmistir.

6. Ebeveynin gelisinden onceki 30 saniye boyunca, yavrularin cagri sayisi
(Calls) (kardes miizakeresi) kaydedilmistir. Bu analizde bagimli degisken

olarak kullanilmustir.
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7. Ayni kulucka i¢indeki gozlemlerin birbirine bagli olabilecegi (kulugka ici
baglilik) durumlarindan dolay1 veri setindeki bagimli degisken Poisson

dagilimina uymaktadir. Bu yiizden GLMM tercih edilmistir.

Analiz i¢in segilen degiskenler sunlardir:
e Bagimh Degisken:
o My (Ortalama gagri sayisi/yavrularin ebeveynin gelisinden dnceki 30

saniye boyunca sergiledikleri ¢cagri sayisi)

o Bagimsiz Degiskenler (Sabit Etkiler):
o log(BroodSize;;): Logaritmik doniistimi alinmis kulugka boyutu
o FoodTreatment;;: Beslenme durumu
o ArrivalTime;;: Ebeveyn varig zamani

o Rastgele Etkiler:

o Nest;: Yuva etkisi

Owl veri seti i¢in model:

log(,uij) = Lo+ f1 X log(BroodSizeij) + B, X FoodTreatment;;
+ B3 X ArrivalTime;; + Nest;

seklindedir. Sekil 4.1 ile yuvaya gore gruplandirilmis, varig zamanina gére ebeveynin

varisindan onceki 30 saniyelik araliktaki ¢agri sayilarinin grafigi verilmistir.
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Sekil 4.1 Yuvaya gore gruplandirilmis, varig zamanina gore ebeveynin varisindan dnceki 30 saniyelik araliktaki ¢cagri sayilariin grafigi
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4.2.2 Analiz

Owl verisiyle, kulucka baykusu yavrularinin beslenme davranislarinin incelemek i¢in
Jacob (2018) tarafindan toplanan veri seti kullanilarak GLMM olusturmak ve
Laplace yaklasimi, PQL, AGHQ tahmin yontemlerini karsilastirmak amag¢lanmustir.

GLMM tahmin yontemleri ile elde edilen sonuglar yanlilik ve hassasiyet acisindan
kargilagtirtlmistir.  Farkli  tahmin  yOntemlerinin ~ GLMM  performansi
degerlendirilerek, hangi yontemin daha dogru ve giivenilir sonuclar verdigi

belirlenmek istenmistir.

R programinda GLMM tahmininde kullanilan tahmin yontemlerinin paketleri ve
fonksiyonlar1 asagida belirtilmistir:
o Laplace Yaklasimi: “lme4” paketindeki “glmmTMB” fonksiyonu ile
uygulanmistir.
o PQL: “MASS” paketindeki “glmmPQL” fonksiyonu ile uygulanmistir.
o AGHQ: “Ime4” paketindeki “glmer” fonksiyonu ile 25 kareleme noktasi

kullanilarak uygulanmustir.

4.2.3 Model tanimlama ve uygulama

Laplace yaklasimi i¢in R kodu

Laplace yaklasimi R koduyla asagidaki gibi tanimlanmistir:

owl_glmer LA <- glmmTMB(Calls ~ offset(BroodSize) + ArrivalTime+

FoodTreatment + (1|Nest),data = owl_dat, family = poisson)

PQL yontemi icin R kodu

PQL yo6ntemi R koduyla asagidaki gibi tanimlanmustir:

owl_glmmPQL<- glmmPQL(Calls ~ offset(BroodSize)+  ArrivalTime+
FoodTreatment, random = ~1|Nest, data = owl_dat, family = poisson,

verbose=FALSE)

AGHQ yontemi icin R kodu
AGHQ yontemi R koduyla asagidaki gibi tanimlanmistir:
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owl_glmer_ AGHQ<- glmer(Calls ~ offset(BroodSize) +
ArrivalTime+FoodTreatment + (1|Nest), data = owl_dat, family = poisson,nAGQ =
25)

AGHQ yonteminde kullanilan 25 kareleme noktasi, hesaplamanin daha hassas
olmasmi saglar ¢iinkii daha fazla noktadan veri toplandik¢a integral tahmininin
dogrulugu artar. Bu sebeple, daha yiiksek kareleme noktasi sayis1 genellikle daha
dogru sonuglar verir, fakat hesaplama siiresi ve kaynaklari agisindan daha maliyetli

olabilir (McCulloch ve Searle, 2001; Raudenbush ve Bryk, 2002).

R’da “offset” terimi, modelde sabit bir katsay1 olarak kullanilan ve tahmin edilen
etkileri diger degiskenlere gore ayarlamak i¢in kullanilir. Bu modelde “BroodSize”
degiskeni sabit bir katsay1 olarak kullanilir ve “Calls” degiskenine etkisi bu sabitlikle
iliskilendirilir. Ozellikle Poisson regresyon modellerinde, gdzlem birimlerinin farkli
boyutlar1 veya maruz kalma siireleri gibi faktorlerin dikkate alinmasina yardimci

olabilir.

4.2.4 Sonuclar ve yorum

Laplace yaklasimi i¢in R ¢iktis1 Tablo 4.6’da verilmistir.

Tablo 4.6 Laplace yaklagimi i¢in R ¢iktisi

> owl_glmer_LA <- glmmTMB(Calls ~ offset(Broodsize) + ArrivalTime+ FoodTreatment + (1|Nest),data = owl_dat, family = poi
s50n)

> summary(owl_glmer_LA)

Family: poisson (¢ Tog )

Formula: Calls ~ offset(BroodSize) + ArrivalTime + FoodTreatment + (1 | Nest)

Data: owl_dat

AIC BIC TogLik deviance df.resid
3912.8 5314.9 -1637.4 3274.8 280

Random effects:

Conditional model:

Groups Name Variance std.Dev.
Nest  (Intercept) 1.281 1.132
Number of obs: 599, groups: Nest, 27

Conditional model:
Estimate Std. Error z value Pr(s|z|)

(Intercept) -1.548e+00 4.008e-01 -3.862 0.000112 ***
ArrivalTime2l.73 -1.838e-05 4.472e-01 0.000 0.999967
ArrivalTime21.76 7.983e-02 4.53%e-01 0.176 0.860397
ArrivalTime21.78 -1.61%e+01 1.643e+03 -0.010 0.992139
ArrivalTime25.61 -2.508e+00 1.061le+00 -2.363 0.018141 *
ArrivalTime25.63 -3.593e-01 4.156e-01 -0.865 0.387305
ArrivalTime25.68 -2.226e+00 6.694e-01 -3.326 0.000882 X**
ArrivalTime25.7 -1.002e+00 6.704e-01 -1.494 0.135130
ArrivalTime25.71 -1.618e+01 1.54%e+03 -0.010 0.991668

[ reached getOption("max.print")

- omitted 118 rows ]

Signif. codes: 0 ‘¥***' 0. 001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 * * 1
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PQL yontemi igin R ¢iktis1 Tablo 4.7°de verilmistir.

Tablo 4.7 PQL yontemi igin R ¢iktisi

> owl_glmmPQL<- glmmPQL (Calls ~ offset(BroodSize)+ ArrivalTime+ FoodTreatment, random = ~1|Nest, data = owl_dat, family
= poisson, verbose=FALSE)
> summary (owl_gTmmPQL)
Linear mixed-effects model fit by maximum Tikelihood
Data: owl_dat
AIC BIC logLik
NA  NA NA

Random effects:

Formula: ~1 | Nest
(Intercept) Residual

Stdbev: 1.076458 1.554173

variance function:

Structure: fixed weights

Formula: ~invwt

Fixed effects: calls ~ offset(Broodsize) + ArrivalTime + FoodTreatment

value Std.Error DF t-value p-value
(Intercept) -2.304820 0.8 256 -2.8593805 0.0046
ArrivalTime2l.73 0. 000000 1.0 256 0.0000000 1.0000
ArrivalTime21.76 0.171599 1.0 256 0.1671608 0.8674

ArrivalTime21.78 -27.620684 707090.2 256 -0.0000391 1.0000
ArrivalTime21.81 -27.620684 707090.2 256 -0.0000391 1.0000

ArrivalTime25.7  -0.876922 1.5 256 -0.5778038 0.5639
ArrivalTime25.71 -27.812136 707090.2 256 -0.0000393 1.0000
[ reached 'max' / getOption("max.print") -- omitted 117 rows ]

Correlation:
(Intr) AT21.73 AT21.76 AT21.78 AT21.8 AT21.91 AT21.93 AT21.95 AT21.96 AT22.01 AT22.05 AT22.06
ArrivalTime2l.73 -0.628
ArrivalTime21.76 -0.669 0.493
ArrivalTime21.78 0.000 0.000 0.000
AT22.08 AT22.13 AT22.15 AT22.18 AT22.23 AT22.25 AT22.26 AT22.28 ArT22.3 AT22.31 AT22.35 AT22.36
ArrivalTime21.73
ArrivalTime2l.76
ArrivalTime21.78
AT22.38 ArT22.4 AT22.43 AT22.45 AT22.46 AT22.48 ArT22.5 AT22.51 AT22.53 AT22.55 AT22.56 AT22.58
ArrivalTime21.73
ArrivalTime2l.76
ArrivalTime21.78
ArT22.6 AT22.61 AT22.62 AT22.63 AT22.65 AT22.66 AT22.68 ArT22.7 AT22.71 AT22.73 AT22.75 AT22.76

AT28.38 ArT28.4 AT28.43 AT28.45 AT28.5 ArT28.7 AT28.78 ArT28.8 AT28.81 AT28.82 AT28.86 ArT28.9
ArrivalTime2l.73
ArrivalTime2l.76
ArrivalTime2l.78
AT28.98 AT29.1 AT29.21 AT29.23
ArrivalTime21.73
ArrivalTime2l.76
ArrivalTime2l.78
[ reached getoption("max.print") -- omitted 313 rows ]

Standardized within-Group Residuals:
Min qQl Med Q3 Max
-2.0854927 -0.6499013 0.0000000 0.3916097 4.5993191

Number of Observations: 599
Number of Groups: 27

Tahmin yontemlerinin karsilastirilmasi Tablo 4.8’de verilmistir.

Tablo 4.8 Tahmin yontemlerinin karsilastiriimasi

Tahmin Yontemi AIC BIC Log-Likelihood
Laplace 3912.8 5314.9 -1637.4

PQL Hesaplanamadi Hesaplanamadi Hesaplanamadi

AGHQ Hesaplanamadi Hesaplanamadi Hesaplanamadi
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Laplace yaklagimi, GLMM tahminlerinde R’da varsayilan olarak kullanilan
yontemdir. Laplace yontemi ile hesaplanan AIC, BIC ve Log-Likelihood degerleri,
modelin veri seti ile 1yi bir uyum sagladigin1 ve modelin parametrelerinin tutarli bir

sekilde tahmin edildigini gostermektedir.

PQL, yalnizca birinci ve ikinci dereceden kosullu momentleri igeren bir yari-
olabilirlik fonksiyonunu tahmin eder. (Molenberghs ve Verbeke, 2005). PQL
yontemi ile ilgili olarak, R programinda AIC, BIC ve Log-Likelihood degerleri
hesaplanmamaktadir (Dawber, 2009). Bu durum, PQL yo6nteminin bazi durumlarda
asimptotik olarak yanli tahminler {retebilecegini ve diger yoOntemlerle
karsilagtirildiginda daha az giivenilir olabilecegini gostermektedir (Dawber, 2009;

McCulloch ve Searle, 2001).

AGHQ yontemi, yiliksek dogruluk saglayan ancak hesaplama agisindan zor bir
yaklasimdir. Ancak, bu ydntem bazen yakinsama sorunlari yasayabilir. Ozellikle
karmagik modellerde veya yiiksek boyutlu veri setlerinde bu sorunlar daha sik ortaya
cikar., AGHQ yontemi ¢oziim bulmada zorlanabilir ve bu durum daha fazla
hesaplama kaynagi ve zaman gerektirirr Bu yontem R’da tam olarak
gelistirilmemigstir (Dawber, 2009). AGHQ yontemi ile AIC, BIC ve Log-Likelihood
degerleri hesaplanamamistir. AGHQ yoOnteminin R’da tam olarak gelistirilmemis
olmasi, bazi sinirlamalara yol agabilir ve sonuglarin elde edilmesini zorlagtirabilir (Ju

vd., 2020).

Sonug olarak, Laplace yontemi i¢in AIC, BIC ve Log-Likelihood degerleri saglanmig
ve hesaplanabilmistir. PQL ve AGHQ yontemlerinde baz1 veri setlerinde yakinsama
sorunlarina bagli olarak R’da AIC, BIC ve Log-Likelihood degerlerinin
hesaplanamadigi hem yukaridaki paragraflarda hem de Tablo 3.1°’in dezavantaj
stitununda belirtilmistir. Owl veri seti i¢in de yakinsama problemleri nedeniyle R’da
PQL ve AGHQ yontemleri icin AIC, BIC ve Log-Likelihood degerleri
hesaplanamamistir. Boylece, GLMM’de R programi kullanilirken AIC, BIC ve Log-
Likelihood degerlerinin veri setindeki yakinsama durumlarmma bagli olarak
hesaplanamama dezavantajinin ortaya ¢ikabilecegi gosterilmistir. Bu durumda, Owl

veri seti igin GLMM’deki tahmin yontemleri arasindan Laplace yontemi daha
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giivenilir ve uygun bir yontem olarak 6ne ¢ikmaktadir. PQL ve AGHQ yontemleri
ise bu veri seti i¢in kullanigh olmadigint gostermistir. Bu nedenle, Owl veri seti i¢in

GLMM modellemesinde Laplace yaklagimini1 kullanmak daha iyi bir se¢im olacaktir.

Yapilan analizler, ebeveynlerin varig zamaninin yavrularin ortalama c¢agri sayisi
tizerinde onemli bir etkisi oldugunu gostermistir. Ebeveyn varis siiresinin uzamastyla
birlikte dilenme sayisinin arttigi belirlenmistir. GLMM analizleri, ortalama g¢agri
sayisinin ¢evresel faktorlere bagli olarak nasil degistigini ve bu degisimlerin belirli
dagilimlara nasil uydugunu ortaya koymustur. Model sonuglari, bagimli degisken
olan ortalama cagri sayisinin, bagimsiz degiskenler olan gevresel faktdrler ve deney
kosullarina bagli olarak anlamli farkliliklar gosterdigini belirtmektedir. GLMM'ler,
verinin karmasikligini1 ve tekrarlayan yapisini dikkate alarak daha dogru tahminler
saglamigtir. Bu yontemler, kulucka baykusu yavrularinin davranislarinin daha iyi
anlasilmasima ve bu tiiriin ekolojik gereksinimlerinin daha ayrintili bir sekilde

belirlenmesine olanak tanimistir.

49



5. SONUCLAR VE ONERILER

Calismamiz, GLMM’lerde parametre tahmini ve sonu¢ c¢ikarimi {izerine

odaklanmustir.

[k boliimde, lineer modellerden baslayarak, GLM’lerin yapis1, detaylandirilmistir.
Farkli dagilim tiirleri, sistematik bilesenler ve baglant1 fonksiyonlar1 ayrintili olarak
incelenmistir. Ozellikle, Poisson, Binom, Normal ve Gamma gibi yaygin dagilimlar
ile istel dagilim ailesine ait olabilirlik, log-olabilirlik fonksiyonlar1 ve bu
fonksiyonlarin 6zellikleri kapsamli bir sekilde ele almmustir. Ikinci béliimde,
GLMM’lerin yapist ve bu modellerde parametre tahmini yontemleri {izerinde
durulmustur. GLMM’lerde bagimli degiskenin kosullu dagilimi, marjinal ortalamasi,
varyansi, kovaryansi ve Kkorelasyonu gibi temel o&zellikler derinlemesine
aciklanmistir. Ayrica, GLMM’lerde kullanilan olabilirlik fonksiyonunun tahmini i¢in
cesitli yontemler incelenmistir. Parametre tahminine iliskin bdliimde, lineerlestirme
teknikleri ve integral yaklasimlar gibi farkli tahmin yontemleri ele alinmistir. Pseudo
yari-olabilirlik yontemleri, PQL, Laplace yaklasimi, GHQ ve AGHQ yoOntemleri
tizerinde ayrintili olarak durulmustur. Sonug¢ ¢ikarimi kisminda, genellestirilmis
lineer karma modellerde tahmin edilen parametrelerin ve model uygunlugunun
analizi ve yorumlanmasi yapilmistir. Bulgular ve tartigma bdliimiinde ise, Bellbird ve
Owl veri setleri kullanilarak yapilan uygulamalara yer verilmistir. Her iki veri seti
icin degiskenlerin tanimlanmasi, analizler, model tanimlama ve uygulama siirecleri

detaylandirilmis, elde edilen bulgular yorumlanmistir.

GLMM’leri kullanarak yaptigimiz ¢aligmalar, parametre tahmini agisindan basarili
sonuglar vermistir. Modelimizi olusturan degiskenlerin etkileri dogru bir sekilde
tahmin edilmistir. Kullandigimiz GLMM yontemi, verilerdeki heterojenligi ve grup
diizeyindeki iligkileri basarili bir sekilde ele almistir. Modelimiz, 6zellikle grup
yapisinin ve gozlemlerin bagimliligi géz oniine alindiginda daha dogru sonuglar
tretmigtir. Calismamiz, GLMM kullanimimin hangi kosullarda ve nasil etkili
oldugunu gostermistir. Dolayistyla bu ¢alisma, GLMM’nin bir¢ok arastirma alaninda

uygulanabilirligi ve giivenilirligi iizerine 6nemli bir katki saglamaktadir.
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GLMM'lerin daha genis bir veri yelpazesinde nasil performans gosterebilecegini
anlamak icin daha fazla arastirma gereklidir. Ozellikle biiyiik 6lcekli veri setlerinde
modelin hesaplama ve yorumlama siireclerinin optimize edilmesi 6nemlidir. GLMM
tahminlerini dogrulamak ve kararliliklarimi artirmak icin c¢esitli yaklasimlarin
karsilagtirmali analizini yapmak faydali olabilir. GLMM'lerin karmagik veri
yapilartyla nasil basa ¢ikabilecegini ve bu analizlerin uygulamali aragtirmalar
iizerindeki etkisini vurgulamak onemlidir. Ozellikle GLMM 'lerin, sosyal bilimler ve
doga  bilimlerindeki  karar verme  siireclerinde nasil  kullanilabilecegi

degerlendirilmelidir.
Calismamiz gelecekteki arastirmalar i¢in dnemli bir baslangic noktas1 saglayacaktir.

Ayrica, ¢oklu i¢ iliski altinda GLMM’de parametre tahmini ve sonug ¢ikarim gelecek

calismalarin konusunu olusturabilir.
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