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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler Ac¢iklama

N Dogal sayilar kiimesi

7" Pozitif tam sayilar kiimesi
R Reel sayilar kiimesi
AcB A, B’ nin alt kiimesidir
A<®B A, B’ nin incelisidir.

= Gerektirme

= Yeterlilik

= Ancak ve ancak

A A kiimesinin kapanis1

A A kiimesinin y1g1lma noktalarinin kiimesi
A° A kiimesinin tiimleyeni

o) [lk sonsuz ordinal

|A| A kiimesinin kardinalitesi
V|A {(VhA:Ve?}

VYA {AmB:Aeff/,Beﬁ}



1. GIRIS

Metrik uzaylar ilk olarak Fransiz Matematik¢i Maurice Fréchet tarafindan 1906
yilinda “Sur quelques du calcul fonctionnel “ adli doktora tezinde tanimlanarak
literatiire girmistir. Fréchet” in bu tanimindan sonra metrik uzaylar konusunda uzun
yillar boyunca 6nemli ¢alismalar yapilmis ve metriklenebilme konusu zamanla daha

¢ok on plana ¢ikmistir.

1920’1i yillardan itibaren bir¢ok metriklenebilme kriteri ortaya konmustur. Bu
konuda ilk ©nemli gelisme 1923 yilinda Rus Matematik¢i Pavel Samuilovich
Urysohn tarafindan ispatlanan metriklenebilme teoremi olmustur. (Sayilabilir tabana
sahip olan normal uzaylar metriklenebilirdir.) Bu teoremin ardindan uzaymn
sayilabilir tabana sahip olma sart1 bir takim gelismeler sonucu yerini daha zayif

kosullara birakmustir.

1944 yilinda parakompaktligin tanimlanmasi ve 1951 yilinda birbirinden bagimsiz
olarak Bing, Nagata, ve Smirnov tarafindan genel metriklenebilme teoreminin
ispatlanmasindan sonra metriklenebilme konusunda bir ¢ok karakterizasyon
verilmistir. U¢ matematik¢inin teoremlerindeki temel farklilik Nagata ve Smirnov’
un o -yerel sonlu tabani, Bing’ in o -ayrik tabani kullanmasi olmustur. 1948 yilinda
Ingiliz Matematik¢i Arthur Harold Stone yaymladigi doktora tezinde her
metriklenebilir uzaymn parakompakt oldugunu gostermistir. Bu 6nemli kanit Bing-

Nagata-Smirnov Teoreminin esin kaynagi olmustur.

Genel topoloji alaninda o -yerel sonlu baza sahip olan diizenli uzayin metriklenebilir
olma durumunu veren Bing-Nagata-Smirov karakterizasyonu oOnemli bir sonug
olusturmustur. Daha sonra 1950’ lerin sonlarinda Regiiler uzaylarda E. Michael’ in
parakompaktlik karakterizasyonu; o -yerel sonluluk, o -kapanisi koruma ve diger
ilgili incelmislik tipleri araciligiyla J. Ceder tarafindan 1961 yilinda, genellestirilmis

metrik uzaylarin dogal bir sinifi olarak ortaya konulmustur.



Genellestirilmis metrik uzaylarin énemli bir smifi olan katmanlanabilir uzaylar ilk

olarak 1961 yilinda J. Ceder tarafindan ¢alisilmistir[1]. J. Ceder M, -uzay, M, -uzay,
M;-uzay kavramlarini tanimlamis ve bunlar arasindaki iliskileri arastirmistir. M, -

uzaylarimi daha sonra Borges [2] katmanlanabilir uzaylar olarak adlandirmistir.
Creede ve Kofner ise 1970 yilinda semi-stratifiable(yar1 — katmanlanabilir) uzaylari

tanimlayarak o -uzaylarin yari-katmanlanabilir oldugunu gostermislerdir[3].

Bu ¢aligsmada editorligiinii K. Kunen ve J.E. Vaughan’nin yaptig1 “Handbook of Set
Theoretic Topology” kitabinin G. Gruenhage tarafindan derlenen “Generalized
Metric Space” adli onuncu bolimiin 4. ve 5. alt boliimii, teoremlerin ispatlar

genisletilerek okunmustur.



2. TEMEL TANIM VE LEMMALAR
2.1. Kiimeler Kuram ile ilgili Temel Tanimlar
2.1.1 Tanim

X bir kiime ve “ < ” X iizerinde bir bagint1 olsun. Eger “< “ bagintis1
1) X <yvey <zisex < zdir,

i) X <yisey ¢xdir,

1i1) X#yise X< yveyay < x dir.

(13

ozelliklerini saglhiyorsa “< “ bagintisina X {iizerinde bir lineer(dogrusal) siralama

bagmntisi, (X,<) ikilisine de dogrusal siral bir kiime denir.

2.1.2. Tanim

(X,<) dogrusal sirali bir kiime olmak iizere eger X’ in bostan farkli tiim alt

kiimelerinin bu siralamaya gore bir en kii¢iik eleman1 varsa bu dogrusal siralamaya

iyi siralama, X kiimesine de iyi siralanmis bir kiime denir.
2.1.3. Tanim

X bir kiime olmak iizere eger “ x€ X= xcX ve x# X ” kosulu saglaniyorsa X

kiimesine gegisli kiime denir.
2.1.4. Tanim

Eleman olma “€” bagmtisina gore iyi siralanmig X gecisli kiimesine bir ordinal say1
denir. Bu tanima gore bir o kiimesine

1) o kiimesinin tiim elemanlar1 kiimedir.

i1) Beaise pca ve P #a dir.

i) “e” bagmtis1 o kiimesinde bir iyi siralamadir.
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kosullar1 saglanirsa bir ordinal say1 denir. ilk sonsuz ordinal say1 “®”, ilk sayilamaz

ordinal say1 “w,” ile gosterilir.

2.2. Dogrusal Siral Uzaylarla ilgili Temel Tanimlar

2.2.1. Tanim

(X,<) dogrusal sirali bir kiime ve AcX olmak iizere p< q olan her p,q€A igin

{x eX:p<x< q} c A oluyorsa A kiimesine X’ in bir konveks alt kiimesi denir.

2.2.2. Tanim

(X,<) dogrusal sirali bir kiime ve xy€X olmak iizere x<y olsun. (x,—) =
{zeX:x<z}, («,x) = {zeX:z<x} ve (x,y) = {zeX:x<z<y} kiimelerine
agik araliklar [x,—) = {zeX:x<z}, («,x] = {zeX:z<x} ve [x,y] =
{zeX:x<z<y} kiimelerine de kapali araliklar denir. X kiimesinin biitiin agik

araliklarindan olusan aile topoloji tabani olma Ozelliklerini saglar ve bu ailenin

iirettigi topolojiye dogrusal sirali topoloji denir. Bu topoloji ’C(S) ile gosterilir ve

(X,S, ‘C(S)) ticliisline dogrusal sirali topolojik uzay denir.
2.3. Metriklenebilme ve Diger Kavramlarla flgili Temel Tanmimlar
2.3.1. Tanim

(X,r) bir topolojik uzay olsun. Eger X iizerinde tanimli herhangi bir metrigin

irettigi topoloji T topolojisine esitse X uzayina metriklenebilir topolojik uzay denir.



2.3.2. Tanim

(X,‘E) bir topolojik uzay olsun. Eger T < 1 olacak bicimde X iizerinde bir T

metriklenebilir topolojisi varsa (X,r) topolojik uzayima alt metriklenebilir uzay

denir.
2.3.3. Tanim

X,Y topolojik uzaylar olmak iizere f: X — Y siirekli bir doniisiim olsun. Eger X
uzayindaki kapali her A alt kiimesinin f altindaki goriintiisii Y uzayinda kapali

oluyorsa f doniisiimiine kapal1 doniigiim denir.
2.3.4. Tanim

X,Y topolojik uzaylar olsun. X Hausdorff uzay olmak iizere f: X —Y fonksiyonu,

siirekli, kapali ve her y€Y icin ' (y) c X alt kiimesi kompakt ise f* ye mitkemmel

fonksiyon denir.
2.3.5. Tanim

X,Y topolojik uzaylar olsun. X Hausdorff uzay olmak iizere f: X— Y fonksiyonu

siirekli, kapali ve her yeY i¢in ™' (y) =X alt kiimesi sayilabilir kompakt ise f* ye

hemen hemen miikemmel fonksiyon denir.



2.4. Ortii ve Ortii Ozellikleri Ile Tlgili Temel Tanim ve Lemmalar
2.4.1. Tanim

X bir kiime olmak iizere, 7/, X’ in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger X =

| J{U:Ue®} ise @ ailesine X kiimesinin bir értiisiidiir denir. Eger 4/ ailesi

sayilabilir ise 9/ ailesine sayilabilir ortii denir. Eger X bir topolojik uzay ve ¥/

ailesinin iiyeleri agik kiimeler ise 9/ ailesine acik ortii denir.
2.4.2. Tanim

X bir topolojik uzay, ¥ X’ in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Her x€X igin

{V e?V:VNnU= @} kiimesi sonlu olacak bi¢gimde x’ in agik bir U komsulugu varsa

1/ ailesine yerel sonlu aile denir.

2.4.3. Ornek
B ={(n,oo)|n eN } ailesi R i¢inde yerel sonludur.

2.4.4. Tanim

X bir topolojik uzay, 9/, X’ in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Her x€X igin

{V e?:VNnU=# @} ailesi en fazla bir elemanli olacak bi¢imde x’ in bir U agik

komsulugu varsa, 1/ ailesine ayrik aile denir.

2.4.5. Ornek

V= {(n, n+l)ne N} ailesi R iginde ayriktir.



2.4.6. Tanim

1/ ailesi X’ in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Her x€X igin {Uef{/ X eU}

kiimesi sonlu(sayilabilir) ise 9/ ailesine noktasal sonlu(noktasal sayilabilir) aile

denir.

2.4.7. Ornek

A ={[0,lj‘n € Z*} ailesi noktasal sonludur.
n

2.4.8. Tanim

Sayilabilir sayida yerel sonlu(ayrik) ailenin birlesimi olarak yazilabilen ailelere o -

yerel sonlu(ayrik) aile denir.
2.4.9. Tanim

7 ve S bir X kiimesinin Ortiileri olsun. Her S€ § i¢in Sc U olacak bigcimde bir
Ue varsa § ailesine 7/ ailesinin bir incesidir (refinement) denir ve § < 7

seklinde gosterilir.
2.4.10. Tanim

7 ve U X’ in alt kiimelerinin birer ailesi olmak {izere eger her W < 7/ igin
J{V:vew] CU{T(V)IVEW} olacak bigimde bir T : 9 — U fonksiyonu
varsa 1/ ailesine U i¢inde cushioned (kosne) ’dir denir. ¥ ve U, X uzayinin

ortiilleri olmak tizere eger 7/ ailesi U i¢inde cushioned(kdsne) ise o zaman 7/

ailesine U’ nun bir cushioned (kdsne) incelmisi denir.



2.4.11. Tanim

X bir kiime, ¢/, X’ in alt kiimelerinin herhangi bir ailesi ve Ac X olmak tizere

U{Uev:AnU=Q} kiimesi st(A,) ile gdsterilir ve buna A kiimesinin ¥/
icindeki yildiz1 adi verilir. x€X olmak iizere st({x},ff/) kimesi st(x,?) ile
gosterilir. st(x,%’) kiimesine x€X elemammnmn ¥ igindeki yildizi denir.

st(st (x,9),v ) = st*(x,7) bigiminde tanimlanir.
2.4.12. Tanim

¥ ve § aileleri bir X kiimesinin ortiileri olmak iizere eger {st(x,S) X € X} 4

ise § ailesine 9/ ailesinin yi1ldiz incesi denir ve § <" % seklinde gosterilir.
2.4.13. Tanim

{f(/n ‘ne 0)} X’ in agik Ortiilerinin bir dizisi olmak tizere X’ in her x elemani i¢in eger
{st (x,%,):ne 0)} ailesi x elemanin bir komsuluklar tabani ise {7, :n € w} dizisine x

icin bir agimim (development) dizisi denir. Bir acinim dizisine sahip olan topolojik

uzaya agilabilir (developable) uzay denir.
2.4.14. Tamim
Agilabilir ve diizenli (regiiler) uzaylara Moore uzayi denir.

2.4.15. Tanim

A= {(x, X):x € X} < X xX kiimesine X kiimesinin kdsegeni denir.



2.4.16. Tanim

Bir X topolojik uzayinda sayilabilir sayida acik alt kiimelerin kesisimi olarak

yazilabilen kiimelere G, -kiime denir.

2.4.17. Ornek

[O, 1] = ﬂ (0—l,l+lj oldugundan [O,l] aralig1 R i¢inde bir G, -kiimedir.

nEZ+ n n

2.4.18. Tanim

X topolojik uzaymnin kdsegeni XxX uzay: i¢inde bir G, -kiime ise X uzayr G-

kosegene sahiptir denir.

2.4.19. Tanim

X bir topolojik uzay olmak {izere, her x € X i¢in n st (X, v, ) = {x} kosulunu saglayan

X’ in agik ortiilerinden olusan {’Vn ‘n ew} dizisine X i¢in bir G,-kosegen dizisi

denir.
2.4.20. Lemma

Bir X uzaymin G;-kdsegene sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul X i¢in bir

{v, :new} G,-kdsegen dizisinin var olmasidir.
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fspat

=: X uzay1 G;-kosegene sahip olsun. Bu durumda her ne o i¢in U, € XxX acik

kiime olmak tizere, A= ﬂ U, dir. Her neo i¢in Ac U, oldugundan X’ in her x

new

noktast ver her ne® igin (x,x) € U, dir. O zaman X in her x noktast ver her ne ®
icin G(n,x)xG(n,x) c U, olacak sekilde x” in bir G(n,x) agik komsulugu vardir.
Ciinkii X” in her x noktast i¢in (x,y) e U(n,x)xV(n,x)<= U, olacak bigimde x* in
U(n,x) ve V(n,x) agik komsuluklari vardir. U(n,x) ve V(n,x) x’ in agik
komsuluklar olduklarmdan U(n,x) "V(n,x) de x’ in agik komsulugudur.
G(n,x) =U(n,x) NV (n,x) denilirse G(n,x) cU(n,x) ve G(n,x) =V (n,x) olur.
Béylece G(n,x)xG(n,x) <U(n,x)xV(n,x) < U, olur. Her new igin ¥, =

{G(n, X) IX € X} olsun. Simdi her xe X i¢in ﬂ st(X,’Vn) = {x} oldugunu gorelim.

new

Her ne ® igin ye st(x,Wn) olsun. O zaman her ne ® i¢in {x,y} cG(n,zn) olacak
bi¢imde bir z e X vardir. Buradan her ne ® i¢in (X, y) cG(n, zn) X

G(n,z,) = U, olur. Her ne o igin (x,y) € U, oldugundan (x,y)e (U, = A olur.

new

Boylece x =y olur. Sonug olarak ((Vn) dizisi X i¢in bir G, -kosegen dizisidir.

< {f(/n ‘ne 0)} X 1¢in bir Gj,-kosegen dizisi olsun. Her ne ® i¢in
U,=U{GxG:Ge®,} olsun. Her ne ® i¢in ¥, ailesi X igin bir ortii oldugundan

Ac ﬂUn olur. (x,y)e ﬂUn olsun. Her ne ® i¢in (x,y)e U, olup her ne @

new new

i¢cin (x,y) €G(n)xG(n) olacak bigimde bir G(n)e ¥, vardir. Bu durumda her

ne o igin G(n) cst(x,f(/n) oldugundany € st(x,f(/n) olur. Oyleyse ye ﬂst(x,((/n)

new

= {X} olup, x =y dir. O halde ﬂ U, c A olup A= ﬂ U, dir. Sonug olarak X uzay1

nem nem

G; -kosegene sahiptir.m
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2.4.21. Tanim

X bir topolojik uzay olsun. X’ in agik Ortiilerinden olusan ve her x€X igin

(st(x,%,) = {x} kosulunu saglayan {7, :neo} dizisine X igin bir G; - dizisi

new

denir ve X uzayma da G; -kdsegene sahiptir denir.

2.4.22. Tanim

X bir topolojik uzay ve A — X olmak iizere eger A kiimesi, her biri A kiimesini i¢ceren
sayilabilir sayida a¢igin kapaniginin arakesiti olarak yazilabiliyorsa A kiimesine

diizenli G, -kiime denir.

2.4.23. Tanim

Eger X topolojik uzaymin kosegeni X xX carpim uzayinda bir diizenli G, -kiime ise

X uzaymna diizenli G,-kosegene sahiptir denir.

2.4.24. Lemma

X topolojik uzaymnin diizenli G, -kdsegene sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

(13

X’ in agik Ortiilerinin “ x#y olacak bi¢gimdeki her x,yeX i¢in x ve y’ nin dyle

U, U, acik komsuluklart ve dyle bir n, € ® sayist vardir ki, her Ge ¥, i¢in
GN U =9 veya Gn U, = ” kosulunu saglayan bir {ff/n :neco} dizisinin var

olmasidir.
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fspat

=: X topolojik uzayr diizenli G,-kdsegene sahip olsun. Oyleyse A = ﬂUn =

new

ﬂ U_n olacak bi¢imde U <X acik alt kiimeleri vardir. Her x€X ve her n€ ® i¢in

nem

(x,x)eU, ve U,cXxX agik oldugundan her x€X ve her ncw igin
(x,x) €H(n,x) xT(n,x) = U, olacak bi¢gimde H(n,x),T(n,x) =X agik kiimeleri
vardir. Her x€X ve her n€o i¢in H(n,x) nT(n,x) = G(n,x) denilirse
G(n,x) =X agik ve (x,x)€G(n,x)xG(n,x)= U, olur. Her n€w igin ¥,
={G(n,x):x e X} olsun. x,y€X olmak iizere x+y olsun. x#y oldugundan (x,y) ¢

ﬂU_n dir. Buradan (x,y) ¢ U_110 olacak bigimde bir n, € ® vardir. (x,y) ¢ U_no

nem

oldugundan (x,y) eUxV ve (UxV) nU, = olacak bigimde U VcX agik
kiimeleri vardir. $imdi her G(n,,z)€¥, i¢in G(n,z)nU =T veya
G(ny,z) N V= oldugunu gorelim. Aksine G(n,,z) "U#= & ve G(n,,z) "V# I

olacak bicimde bir z€X elemanimmin var oldugunu kabul edelim. Buradan

peG(n,,z) nU ve qe€G(n,,z)NV olacak bigimde p,qeX vardir. Béylece
(p.q) €G(n,,z) xG(ny,z) = U, ve (p,q) €UxV olur. Buradan

(p.q) € U, N (UxV) olur. Fakat bu durum U, (UxV) = olmast ile celisir.

<: X’ in agik Ortiilerinin hipotezdeki kosulu saglayan bir {f(/n ‘ne co} acik oOrtiiler
dizisi var olsun. Her n€ @ i¢in U, = J{GxG:Ge1,} olsun. Her n€ o igin ¥,
acik ortii oldugundan her n€ o i¢in U, kiimesi a¢itk ve A < U, dir. Buradan

Ac ﬂU_n dir. Simdi ﬂU_n c A oldugunu gorelim. Aksine nU_n Z A olsun.

new new new

Oyleyse x#y olmak iizere (x,y) € ﬂU_n olacak bicimde x,yeX vardir. x#y

new

oldugundan hipotezden dyle bir n, € ® ve x ve y’ nin dyle U,V agik komsuluklari
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vardir ki, her Ge v, icin GNU = J veya GNV = O dir. (x,y) EﬂU_n

nem

oldugundan her n€ o igin (x,y) € U, olup U, N (UxV)= dir. Buradan U,
kiimesinin tanimindan (UxV) N (G,xG,) # & olacak bigimde bir G, €,
vardir. (UxV)n (G,xG,)# & oldugundan (p,q) €(UxV)n (G,xG,) olacak
bi¢imde p,qeX olup peUn G, ve eV G, dir. Bu durum her GE ¥, i¢in

GNnU=Y veya GN'V = J olmasi ile ¢elisir. Boylece ﬂ U_n < A dir. Sonug olarak

nem

A= ﬂU_n oldugundan X uzay: diizenli G, -kosegene sahiptir.m

Bu lemmay1 kullanarak asagidaki sonucu verelim.

2.4.25. Sonug
X topolojik uzay1 diizenli G, -kdsegene sahipse X’ in G} -kdsegeni vardir.
fspat

X uzay diizenli G;-kosegene sahip olsun. Bu durumda X’ in 2.4.24. Lemma’ daki

ozellikleri saglayan bir {an :neo)} acik ortiiler dizisi vardir. Her x€X ig¢in

ﬂst(x,ff/n) Z{X} oldugunu gorelim. x#y olmak ilizere ye ﬂst(x,‘(/n) olsun.

new new

2.4.24. Lemma’ dan x€U, y€V ve her GEY, i¢cin GNU = veya GNV =

olacak bi¢gimde bir n, € ® ve U,Vc X acik kiimeleri vardir. Buradan yeV, VcX

acik ve y€ ﬂst(x,((/n) oldugundan Vn st(x,f{/no) # & dir. O zaman x€ G, ve

new

VN G, # O olacak bigimde bir G, €, vardir. x€ G, ve x€U oldugundan

G, "U= J dir. Bdylece VA G, # J ve G, "U# O olur. Bu durum her G€ ¥,
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icin GNU = veya GN'V = olmasi ile gelisir. Sonug olarak X uzay1 Gj -

kosegene sahiptir.m
2.4.26. Tanim

X topolojik uzayinin her agik ortiisiinlin yerel sonlu bir agik incesi varsa X uzayina

parakompakt uzay denir.

2.4.27. Tanim

X bir T, topolojik uzay olsun. X’ in kapali alt kiimelerinin her ayrik {Ki e I} ailesi
icin K, <V, vei#]jicin V,N'V, = O olacak bicimde X in bir {Vi:iel} agik alt

kiimeler ailesi bulunabiliyorsa X uzayina yiginsal-normal(collectionwise-normal)

uzay denir.
2.4.28. Tamim

X bir topolojik uzay olsun. X’ in kapali her K alt kiimesi ve x¢ K olacak bi¢cimdeki
her xeX igin f(K)< {0} ve f(x) = 1 olacak bigimde siirekli bir f: X— [0,1]

fonksiyonu varsa X uzayina tamamen diizenli (completely regular) uzay denir.
2.4.29. Tanim

X bir topolojik uzay olsun. Eger X uzaymin her agik ortiisiiniin o -ayrik kapali bir

incesi varsa, ya da buna denk olarak X’ in her § acik ortiisii igin X’ in acik
ortiilerinin Oyle bir {f{/n ‘ne 0)} dizisi var ve her x€X igin st(x,f(/no) c U, olacak

bi¢imde bir n, € ® ve bir U, € § bulunabiliyorsa, X uzayina subparakompakt uzay

denir.
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2.4.30. Tanim

X bir topolojik uzay olmak tizere eger X’ in her § agik ortiisii igin ¥, < § olacak
bicimde bir {f{/n ‘ne 0)} acik Ortiiler dizisi var dyle ki her x€ X i¢in {V €V, 'XE V}
kiimesi sonlu olacak bi¢imde bir n, € ® bulunabiliyorsa X uzayma submetakompakt

uzay denir. Bu bi¢cimdeki {f(/n ‘ne m} acik oOrtiiler dizisine § * nin bir 0 -incesi denir.
2.4.31. Tanim

X bir topolojik uzay ve {xX ‘A€ A} X i¢inde bir ag olsun. p€ X olmak iizere, eger p’
nin her U komsulugu ve her A € A i¢in x, €U ve A <§ olacak bigimde bir d € A
varsa p’ ye {Xl S A} agmin bir degme noktasi(cluster point) denir ve bu durum

{Xl S A} > p seklinde gosterilir.

2.4.32. Tanim

X bir topolojik uzay olmak iizere A, X’ in bostan farkli bir alt kiimesi olsun. peX

olmak tiizere p’ nin her U komsulugu i¢in AN (U\{p}) = ise p’ ye A kiimesinin

bir y1g1lma noktasi denir ve pe A seklinde gosterilir.

2.4.33. Tanim

X bir topolojik uzay ve Cc X olsun. Eger X’ in C = AUB ve ArB = ANB=0
olacak bi¢cimde bos olmayan A ve B alt kiimeleri bulunamiyorsa C’ ye baglantili

kiime denir.
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2.4.34. Tanim

X bir topolojik uzay olsun. X’ in her elemaninin kapanisi kompakt olan agik bir

komsulugu varsa X uzayina yerel kompakt uzay denir.

2.4.35. Tanim

X topolojik uzayinin her x elemant ve x’ in her U acik komsulugu i¢gin xe C cCcU

olacak bigimde baglantili bir C kiimesi varsa X uzayina yerel baglantili uzay denir.
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3. NETWORK(SEBEKE) KAVRAMI, ¢ VE > -UZAYLARI

Network(Sebeke) kavrami, genellestirilmis metrik uzaylar teorisinde ¢ok genis bir
kullanim alanina sahiptir. Bu bolimde oOncelikle sebeke kavrami tanimlanarak,
sebekenin bazi genellestirilmis metrik uzaylarla olan iligkisi tizerinde durulduktan

sonra, ©-uzaylari ve 2 -uzaylari tamimlanmig, bu uzaylarin birbirleriyle ve
genellestirilmis metrik uzaylarin bazi siiflar1 (Moore uzaylari, G,-kosegen,

subparakompaktlik, M-uzay1, Lindelof vb) ile olan baglantilari {izerinde durulmustur.

Bu béliimde aksi belirtilmedikge X topolojik uzaylar: diizenli alinacaktir.

3.1.1. Tanim

Eger X uzay1, x€X olmak lizere her nc o i¢in x, € st(x,f(/n) secilerek olusturulan
{x,:neo} dizisi X i¢inde bir degme noktasina sahip olacak bi¢imde bir

{f(/n ‘ne co} acik ortiiler dizisine sahipse, X uzayima w A - uzay denir.

3.1.2. Tanim

X bir topolojik uzay olsun. Eger X’ in

1) Her ne o igin x, €st(x,%,) olmak iizere {x,:new} dizisi X iginde bir
degme noktasina sahip ve

ii) Hern€o igin ¥, < v,

kosullarini saglayan bir (f(/ ) acik ortiiler dizisi varsa X uzayina M- uzay denir.

n
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3.1.3. Tanim

X bir topolojik uzay olmak iizere “eger X topolojik uzayinin agik ortiilerinin dyle bir

{¢,:new} dizisi varsa ki, her n€o i¢in V, €%, olmak iizere [V, =

nel
bicimindeki her [c o i¢in

1) n Vn kiimesi kompakt

nel

i1) {ﬂvi:ne(o} ailesi nV_n kiimesi i¢in bir dis sebekedir, yani ﬂVn

i<n nel nel

kiimesini igeren her V agik alt kiimesi i¢in n Vl cV olacak bigimde bir n, € ®

i<n,
vardir.”

kosullar1 saglaniyorsa X topolojik uzayina bir p-uzayi denir.

3.1.4. Tanim

¥, X’ in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger her x€X ve x€U olacak bi¢cimdeki
her Uc X agi181 icin x€F c U olacak bigimde bir F€ F varsa & ailesine X i¢in bir
network(sebeke) denir.

3.1.5. Tanim

X bir topolojik uzay olmak lizere X uzayinin agirhg
w(X)=min {|@| :® X igin bir baz} ve X’ in sebeke agirhg

nw(X) =min{|fF | :F X i¢in bir sebeke} bi¢ciminde tanimlanur.
3.1.6. Teorem

X bir p-uzayi ise nw(X) = W(X) dir.
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fspat

Her baz bir sebeke oldugundan nw(X) < w(X) dir. Simdi w(X) < nw(X)
esitsizliginin var oldugunu gorelim. X bir p-uzay1 olmak {izere X {izerinde |T| <K

olacak bicimde bir F sebekesini alalim. X p-uzay1 oldugundan X’ in agik Ortiilerinin

3.1.3. Tanim’ daki kosullar1 saglayan bir {gn ‘née (o} acik ortiiler dizisi vardir. 4 =
{(F,n) €EFxw:3G G, :FC G} olsun. FNF'=@ olacak bigimdeki her F,F' € &
icin eger miimkiinse FCU(F,F')CWCX\F’ kosulunu saglayan U(F,F’ )
agigin1 segelim. Her (F,n)e 4 i¢in FCG(F,n) kosunu saglayan bir G(F,n)e g,
kiimesini segelim. Teoremin ispatii tamamlamak i¢in G(F,n) ve U(F,F')

kiimelerinin biitiin sonlu arakesitlerinden olugan @ ailesinin X i¢in bir baz oldugunu

gorecegiz. x€X ve VcX agik olmak ilizere xeV olsun. Her ne o i¢in xe G,

olacak bicimde bir G, € G, kiimesi ve ¥ sebeke oldugundan xe F, < G, olacak

sekilde bir F, e ¥ kiimesi vardir. 4’ mn tanimindan (F,,n) € 4 dur. K—ﬂG F.n)

olarak tanimlanan K< X kiimesi 3.1.3. Tanim (i)’ den kompakttir. Simdi ye K\V
alalim, xe V oldugundan x#y dir. X p-uzay1 oldugundan Hausdorff* tur. Buradan x’

invey nin O, NO, =< kosulunu saglayan O, ve O, agik komsuluklart vardir. ¥

sebeke oldugundan xe F, <O, ve ye F, <O, olacak sekilde F,F, € F kiimeleri

vardir ve F, N F = ¢ dir. Bu durumda xe F, c O, < O_x c OS c ch oldugundan

U(F,.F,)=0, olmak iizere xeF, cU(F,.F,)cU(F.F)cX\F, dir.

X2y X2y
B, = U(FX,Fy) olsun. Bdylece her yeK\V i¢in x€ B) ve y¢ B_y olacak bi¢cimde bir
B, € @ vardir. Boylece {X\E:B € @} ailesi K\V kiimesi i¢in bir agik ortiidiir. K
kompakt oldugundan, K’ nin kapali alt kiimesi olan K\V de kompakttir. Bu durumda

B' < B olacak bi¢gimde sonlu bir @' ailesi i¢in {X\E :Be @'} ailesi K\V kiimesini

drter. 3.1.3. Tamm (i)’ den () G(E,i)cVuU {X\E:BE@'} olacak bigimde

i<n,
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bir n, €  vardir. Her ne o igin xe F, ve F, « G(F,,n) oldugundan xe G(F,,n)

i<n,

dir. Buradan xe [ﬂ G(Fi,i)] olur. @ ailesinin elemanlar U(FX,Fy) kiimelerinden

olustugundan xe @' dir. O zaman x € [ﬂ G (Fi,i)J N (NB')cV

i<n,

olur. Béylece 3, X i¢in bir bazdir. Burada |@| <k oldugu agiktir.m

3.1.7. Tamim

o -ayrik bir sebekeye sahip olan uzaylara ¢ -uzay1 denir.
3.1.8. Teorem

Her o -uzayi subparakompakttir.

fspat

X bir 6 - uzay1 olmak iizere &, X i¢in bir acik oOrtii olsun. X bir ¢ -uzay1 oldugundan

X’ in bir A4 =U A, o -ayrik sebekesi vardir. Her ne Z* igin 4, ayrik oldugundan

ZZ{K A€ ﬁn} ailesi de ayriktir. X diizenli uzay oldugundan 4 bir sebeke ise 4
da bir sebeke olur. Gergekten A4 bir sebeke olsun. x € X olmak iizere x €O olacak

bicimde bir O & acigmi alalim. X uzay1 diizenli oldugundan xe€ V C Vco
olacak bi¢imde bir V< X acig1 vardir. xeV, Vc X acik ve 4 bir sebeke oldugundan

x€AcV olacak bigimde bir A€ 4 vardir. Buradan xe& AcVcO olur, yani

x€ A <O kosulunu saglayan bir A € A bulunur.
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Simdi her n icin ¢ = {K:AE%H:EIOGGigin KCO} olsun. & ailesi A,
ailesinin alt ailesi oldugundan ¢, ayrktir. ¢ ailesinin tanimlanigindan

F = U F < O oldugu agiktir. Dolayistyla &, & acik ortiisiiniin o -ayrik kapali bir

nezZ*

incesi olup X uzay1 subparakompakttir.m

Simdi bir sonraki teoremin ispatinda kullanilacak olan lemmay1 verelim.
3.1.9. Lemma

Her Moore uzay1 subparakompakt uzaydir.

Ispat

X bir Moore uzay1 olsun. %/, X’ in herhangi bir agik ortiisii olsun. X Moore uzayi

oldugundan X’ in bir {Wn :nem} agimm dizisi vardir. Oyleyse her x€X igin
{st(x,f{/n):n € 0)} , X i¢in bir komsuluklar tabanidir. x€X olsun 9/, X’ in bir agik

ortiisii oldugundan x€ U, olacak bicimde bir U,€% vardir. O zaman
st(x,”f/no)cUO olacak bi¢imde bir n,€® vardir. Bdylece X uzay

subparakompakttir.
3.1.10. Teorem

Her Moore uzay1 ¢ -uzayidir.
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fspat

X Moore uzayi olsun. {¢&, :n € o} X’ in bir aginim dizisi olsun. 3.1.9. Lemma’ dan
X subparakompakt uzaydir. Oyleyse her n€ @ i¢in # < &, olacak bigimde bir

= U F! o -ayrik kapali ortiisii vardir. = U ¥ ailesinin X i¢in bir ¢ -ayrik sebeke

me® nemw

oldugunu gorelim. x€X ve x€U olacak bicimde bir Uc X ac¢igmi alalim.

{¢ :n€w} bir agmim dizisi oldugundan st(x,@no) c U olacak bi¢imde bir n, € ®
vardir. #, < G, oldugundan &, ailesi X i¢in bir ortii olup x€F olacak bi¢imde bir

Fe# vardir. FeF, ve ¢, <O, oldugundan FcO olacak bi¢imde bir O€ G,

vardir. Bdylece x€O olur. Aymi zamanda st(x,ﬁno) cU oldugundan
xeFcOc st(x,@no) c U olup xeFc U olur. Boylece F = Ufn ailesi X i¢in o -

nemw

ayrik bir sebeke olup X bir ¢ -uzayidir.m

3.1.15. Teorem’ in ispatinda kullanilacak olan asagidaki lemmalar1 ifade edip

ispatlayalim.

3.1.11. Lemma

Lindel6f uzaylarda yerel sonlu her aile sayilabilirdir.
jspat

X bir Lindelof uzay olmak iizere #={F,:a €I} yerel sonlu bir aile olsun. Bu
durumda X’ in her x elemani i¢in x€ O, ve {0 €1:0, NF, = &} ailesi sonlu olacak
bigimde bir O, agig1 vardir. Oyleyse & Z{OX IX € X} ailesi X i¢in bir acik ortiidiir.

X Lindelf oldugundan O ailesinin sayilabilir bir & ={Oxn :neco} alt Ortiisii
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vardir. Her ni¢in I, = {(x €l:0, NE, = @} olsun o zamanI_ sonludur. I = U I,

new

oldugunu gorelim. Her n i¢in I <1 oldugundan I c UIn oldugunu gostermek

new

yeterlidir. o €I olmak iizere F, #J olsun. O zaman x€ F, olacak bi¢imde bir
x€X vardir. 9 ortii oldugundan x€ O, olacak bi¢imde bir O €9 vardrr.

Boylece x€e O, N E, olup O, N F, # O oldugundan a €I dir. Buradan I=UIn

new

olur. I, aileleri sonlu olup I sayilabilir, dolayisiyla #={F, :acl} ailesi

sayilabilirdir.m
3.1.12. Tanim

X topolojik uzaymin ikiser ikiser ayrik olan ve bos olmayan acik alt kiimelerinden

olusan her ailesi sayilabilir ise X’ e sayilabilir zincir kosulunu sagliyor denir.
3.1.13. Lemma

Yogun bir Lindel6f alt uzaya sahip olan parakompakt uzaylar Lindeloftiir.
fspat

X parakompakt bir uzay Dc X olmak iizere D = X ve D Lindel6f olsun. &=
{OOt RS I} , X’ in herhangi bir agik ortiisti olsun. X parakompakt oldugundan her
acl i¢in V_a < O, olacak bi¢imde &’ nun yerel sonlu bir ¥'= {V,:a €1} agik
incelmisi vardir. D=X oldugundan her v €1 i¢in DNV, =< dir. ¢ ailesi yerel
sonlu oldugundan J = {DNV, :V, € ¥, V, = &} ailesi, D i¢inde yerel sonlu olur. D

Lindeldf oldugundan 3.1.11. Lemma’ dan J sayilabilirdir. D= | J(DNV,) oldugunu

ael

gorelim. x€D olsun. 9/, X i¢in bir ortli oldugundan x€ V, olacak bi¢cimde bir
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V, €V vardir. Buradan D NV, #& oldugundan a € I ve xe | J(DNYV,) olur.

ael

Boylece D=X = Umonv,) = J(DdnV,)c [JO, oldugundan {O,:acl}

ael ael ael

ailesi @’ nun sayilabilir bir alt ortlistidiir. Sonug olarak X Lindeloftiir.m

3.1.13. Lemma’ nin basit bir sonucunu, 3.1.15. Teorem’ in ispatinda kullanmak {izere

ifade edelim.

3.1.14. Sonug

X parakompakt ve ayrilabilir ise Lindeloftiir.
3.1.15. Teorem

X parakompakt bir ¢ -uzay1 olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.
1) X Lindeloftiir.
i) X ayrilabilirdir.
1i1) X sayilabilir zincir kosulunu saglar.

1v) X sayilabilir bir sebekeye sahiptir.

fspat

(i=1v): X bir ¢ -uzay1 oldugundan X’ in o -ayrik bir ¥ = Uﬂ sebekesi vardir.

3.1.11. Lemma’ dan Lindel6f uzaylarda ayrik her aile sayilabilir oldugundan

sayilabilirdir.
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(iv=>1): X sayilabilir bir 4 sebekesine sahip olsun. &, X icin bir acik ortii ve 4 =
{A €A4:40€J i¢in A C O} olsun. Her A€ 4 igin ACO(A) olacak bicimde bir
O(A) €9 segelim. 4 sayilabilir oldugundan {O(A):Ae ﬁl} sayilabilirdir. Simdi
{O(A):A = ﬁ} ailesinin X i¢in bir &rtii oldugunu gérelim. x€X olsun. &, X igin
bir ortii oldugundan x €O olacak bigimde bir O€ & vardir. Oc X agik ve 4, X i¢in
bir sebeke oldugundan x €A O olacak bigimde bir A€ 4 vardir. Boylece Ac A4
olup x€e AcO(A)olur. Buradan {O(A) A€ ﬁ} ailesi X igin bir ortii olup X

Lindeloftir.

(iv=1ii): 4 = {A, :n€o}ailesi X i¢in sayilabilir bir sebeke olsun. Her n€ o igin
bir x, € A, segelim. D = {x,:n€o} olsun. TcX agtk ve T#J olsun.p € T

alalim. 4 sebeke oldugundan pe A, T olacak bi¢imde bir A, € 4 vardir. Ayni

zamanda x, € A~ oldugundan x, €T olup TND # ¢ olur. Buradan D= X olup

X ayrilabilirdir.
(i1=1): 3.1.14. Sonug’ tan X parakompakt ve ayrilabilir ise Lindeloftiir.

(lii=1v): X sayilabilir zincir kosulunu saglasin. X parakompakt oldugundan

yigmsal normaldir. X o -uzayr oldugundan o -ayrik bir F = UTn sebekesine

new

:F

sahiptir. Bu durumda E:{F_ o(n)

(a) € ) veo(n)e I} kapalilardan olusan ayrik

bir aile oldugundan ve X yignsal normal oldugundan her o (n)e€l(n) igin

F

un) © Uy olacak bigimde agiklardan olusan ayrik bir {Ua(n) ca(n)e I(n)} ailesi

vardur. {Ua(n) :a(n)el(n)} ailesi ikiser ikiser ayrik olan acik alt kiimelerden

olustugundan ve X sayilabilir zincir kosulunu sagladigindan
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{Ua(n) :a(n) € I(n)} ailesi sayilabilirdir. Her o (n) el (n) icin Fmcy,

(n)

oldugundan QTn ailesi sayilabilirdir. Sonug olarak X sayilabilir bir sebekeye sahiptir.

(iv=iii): 4 ={A, :n€o} , X’ in sayilabilir bir sebekesi ve 8= {0, :A €1} X’ in
ikiser ikiser ayrik olan ve bos olmayan acik alt kiimelerinden olusan herhangi bir aile

olsun. 8 ailesinin sayilabilir oldugunu gorelim. 4 sebeke oldugundan her A €1 igin
A, €O, olacak bigimde bir n(A)€w® vardi. A#zp iken O,NO, =0
oldugundan An(x) * An(u) olup n(k) #* n(},t) olur. Bu durumda her A €1 i¢in f(?») =
n(k) bi¢ciminde tanimlanan f: I — ® fonksiyonu birebirdir. Bundan dolay: |I| <o

olup X sayilabilir zincir kosulunu saglar.m

Simdi genellestirilmis metrik uzaylarin siniflandirilmasi i¢in oldukga kullanigh olan

G; -kosegen kavramiyla o -uzay: arasindaki iliskiyi veren teoremi ifade edip ispatin

gorelim.

3.1.16. Teorem
Her o -uzay1 G| -kdsegene sahiptir.
Ispat

X bir G -uzay1 ve F = U ¥ , X uzayi1i¢in o -ayrik bir sebeke olsun. & ayrik bir aile

nem

iken F x F ailesinin de ayrik bir aile oldugunu gormek kolaydir. Simdi

FxXF = (U F jx(U T J ailesinin Xx X icin bir sebeke oldugunu gorelim. (x,y) €

new new

XxX ve GcXxX acgik olmak iizere (x, y) €G olsun. Bu durumda
(x,y) e UxV c G olacak bigimde U,V c X agiklar1 vardir. F bir sebeke oldugundan

xe F, cU olacak bi¢imde bir F € %, ve ye F, 'V olacak bicimde bir F e,
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vardir. Buradan (x,y)e (FX ><Fy) €T, xF, € (Uﬂj X (UTHJ = FxF olur

Boylece (x,y) e (Fx ><Fy> cUxVcG  olacak bigimde F xF e @ x¢F

bulundugundan F x ¥, XxX i¢in o -ayrik bir sebeke olur. O zaman Xx X bir o -

uzayidir. o -uzaylarda kapali alt kiimeler Gj-kiimedir[7]. X Hausdorff uzay
oldugundan kapali bir kdsegene sahiptir. Buradan X , G, -kosegene sahiptir. XxX

o - uzayl oldugundan 3.1.8. Teorem’ den XxX uzay1 subparakompakt olup
subparakompakt her uzay submetakompakt oldugundan XxX c¢arpim uzay1

submetakompakttir. X, G;-kosegene sahip oldugundan, 2.4.20. Lemma’ dan X’ in

acgik oOrtiilerinden olusan bir {q ‘ne 03} kosegen dizisi vardir. Bu durumda X’ in

acik ortiilerinden olusan ve her xe X i¢in ﬂ st(x,7,) = ﬂ st(x,7),) ﬂ st(x,9,)

new nem new

kosulunu saglayan bir {7, :n€ o} dizisi vardir[7]. {&, :n€ o} bir G;- kdsegen

dizisi  oldugundan (st(x,8)={x} dir. (st(x,%,) <= st(x,9)

new new new

oldugundan ﬂ st (X, v ) = {x} dir. Buradan X uzay1 G -kdsegene sahiptir.m

nem

3.1.17. Tanim

X bir topolojik uzay olsun. Her x € X i¢in

a) C, =[st(x.,¢,) kiimesi kompakt

b) {st(x, 9):ne (n} ailesi C_ i¢in bir taban
kosullarin1 saglayan X ¢ in agik ortiilerinin bir {Cﬁn ‘ne (n} dizisi varsa X uzayina
kesin p-uzayi denir. Her kesin p-uzayinin bir p-uzay1 oldugu agiktir.

Simdi Moore uzay1 ve metriklenebilme ile G -uzay1 arasindaki temel iligkiyi veren

asagidaki sonucu ifade edelim.
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3.1.18. Sonug

i)

X uzayinin Moore uzay1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul X’ in ¢ -uzay1 ve

p-uzay1 olmasidir.

X uzayinin metriklenebilir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul X’ in ¢ -uzay1

ve M-uzay1 olmasidir.

X Moore uzayi olsun. O zaman 3.1.10. Teorem’ den X bir ¢ -uzayidir. Simdi

Moore uzayinin p-uzayi oldugunu gorelim. X Moore uzayi olsun. O zaman

X’ in agik ortiilerinden olusan bir {Cﬂn :nEm} acimim dizisi vardir. X
Hausdorff uzay1 ve {st(x,@n):nem} ailesi x noktasinin bir komsuluklar

tabani oldugundan C, = ﬂ st(x,8,)={x} olup C_ kompakttir. Bdylece (&,)

acik ortiiler dizisi 3.1.17. Tanim ‘in (a) ve (b) kosullarini sagladigindan X

kesin p-uzayi olup p-uzayidir.

Simdi X o©-uzay1 ve p-uzayr olsun. 3.1.8. Teorem’ den G -uzay1
subparakompakt oldugundan X subparakompakt olup, subparakompakt uzay
submetakompakt oldugundan X submetakompakt uzaydir. Béylece X’ in p-
uzay1 olmasi ile wA -uzay1 olmasi denktir[7]. Ayrica 3.1.16. Teorem’ den X

G, -kdsegene sahiptir. G} -kdsegene sahip olan her WA -uzay agilabilir uzay

oldugundan [7, Teorem 3.3] X uzayi agilabilir olup Moore uzayidir[7].

X metriklenebilir uzay oldugundan Moore uzayidir. 3.1.10. Teorem’ den her
Moore uzay1 G -uzay1 oldugundan X o -uzayidir. Metriklenebilir uzaylarin

M-uzay1 oldugu aciktir.

Simdi de X o -uzay ve M-uzay olsun. O zaman 3.1.16 Teorem’ den X Gj -

diagonale  sahiptir. Ayrica X, M-uzayr oldugundan X uzayi
metriklenebilirdir[7, Sonug 3.8.]m
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3.1.19. Teorem

(X,t) bir topolojik uzay olsun. F = Uan X i¢in o -ayrik kapali bir sebeke olmak

nem

lizere ¥’ nin elemanlarinin sonlu arakesitlerinden olusan @ ailesi asagidaki

ozellikleri saglar.

1) B ailesi X tizerindeki bir topoloji i¢in bir bazdir.

11) B ailesi o -ayriktir

1i1) B ailesinin X iizerinde lrettigi topoloji t, olmak iizere t < 1, dir.
iv) @ ailesinin trettigi topoloji diizenlidir.

fspat

1) B = {B C X:35CF sonlu,B= ﬂS} olmak iizere

U(B = X ve her B,,B, e B8 ve xe B, nB, olacak bicimdeki her x igin

xe B, ©B, B, olacak bicimde bir B, e 3 elemanmnin var oldugunu
gorelim. xe X olsun. F sebeke oldugundan xeF olacak bicimde bir Fe F

Vardlr.{F} c F ve {F} sonlu oldugundan Fe B, dolayisiyla xe U@ olup
Xc U@ dir. B ailesi’nin tanimlanisindan U@ c X oldugu agiktir. Buradan
X = U@ olur. B;,B, € 8 ve xe B, "B, olsun. B|,B, € 8 oldugundan ¥’
nin B, = ﬂ(p ve B, = ﬂ\y olacak bigimde, sonlu ¢ ve vy alt aileleri vardir.

Buradan xe B, N B2=(ﬂ(p) M (ﬂ\p) =ﬂ((pm\|1)=B3 € B oldugundan B

ailesi X tlizerindeki bir topoloji i¢in bir bazdir.

1) Her neo® i¢in @B = {B CX:3eCEF, sonlu:B= ﬂ(p} ailesinin ayrik

oldugunu gorelim. xe X olsun. Her ne o i¢in #, ayrik oldugundan, her ne ®
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igin xeU, olacak bigimde bir U, cX ag@ vardr ve
{Fe :U nF=@}|<l dir. {Fe€,:U,nF=B}c{F} olsun{F,} ¢,
ve {F,} sonlu oldugundan F,e® dir.  {Fe®:U NnF=J}c{F}
oldugundan {Bed,:U, NnB=J} c{F,} dir. Buradan

‘{B €e®,:BNU, # @}‘ <1 olur. Béylece ®, ailesi ayriktir. 3= J®, oldugu

new

acik oldugundan 3 ailesi o -ayriktir

B ailesinin lrettigi topoloji t, olmak lizere t — 1, oldugunu goérelim. Te t
olsun. Eger T =& ise Te 1, olur. T# <& olsun. Bu durumda xeT igin

xeFcT olacak bi¢imde bir Fe & vardir. Fe 8 oldugundan T’ nin T,

0 0
topolojisine gore i¢i T olmak tizere xe T olup Te 1, dir.

Simdi @ ailesinin iirettigi t, topolojisinin diizenli oldugunu gorelim. xe X
ve xeV olacak bicimde t, de bir VcX agigin1 alahm. & sebeke
oldugundan xe F <V olacak bicimde bir Fe & vardir. ¥ ailesinin elemanlari
T topolojisine gore kapali oldugundan xeF = F < Vdir (1i1)’ den T < T,
oldugundan F* cF olup xeF c F' cF <V olur. Béylece 1, topolojisi

diizenlidir.m

Simdi 3.1.19. Teorem’ in basit bir sonucunu verelim.

3.1.20. Sonug

3.1.19. Teorem’ de tanimlanan t, topolojisi metriklenebilirdir.



31

fspat

T,° nin B bazi ¢ -ayrik ve 1, diizenli oldugundan Nagata-Smirnov teoreminden[5]

1, topolojisi metriklenebilirdir.m

3.1.21. Teorem
Kapanis1 koruyan bir ailenin kapali doniisiim altindaki goriintiisii de kapanis1 korur.
jspat

F, X’ in alt kiimelerinin kapanis1 koruyan bir ailesi olmak iizere f: X —Y stirekli

doniistimii kapali olsun. (T )Z{f (F) FerF } ailesinin Y i¢inde kapanist korudugunu

gdrelim. Bunun igin # < ¢ olmak iizere; | Jf(F)=|Jf(F) esitligini gormek

Fef, Fe®,

gerekir. | Jf(F)= f {U F] dir. f kapali ve siirekli oldugundan her K< X igin

Feg, FeF,

f(K)Z f ( ) olup f (U F]Z f(mJ olur. Ayrica ¥ kapanisi korudugundan

Fef, Fer,

f(m]z f( U 1?} =J£(F) olur yani [Jf(F)= f( U sz U £(F) dir. f kapah

Fe, Fef, Fef, Feg, Fe, Fe&,

ve siirekli oldugundan | J f (1_7) = m olup [ Jf(F)=J m dir. Boylece ispat

Fe®, Fex, Fe&, Feg,

tamamlanir.m

3.1.19. Teorem’ in bir bagka sonucu olan 3.1.22. Teorem’ i verelim.
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3.1.22. Teorem

(X, ‘C) topolojik uzayinin kardinalitesi en fazla x olacak bi¢cimde c -ayrik kapali bir

sebekesi varsa X iizerinde Tt topolojisinden daha ince, metriklenebilir ve w((X, C)) <

k olacak bigimde bir { topolojisi vardir.
fspat

F= U ¥ , X’ in o -ayrik, kapali bir sebekesi ve |Q~"| < « olsun. 3.1.19. Teorem’ de

new

tanimlanan 3 :U@n ailesi X tizerindeki 1, topolojisi igin bir bazdir. |(B|£|T|

neo

oldugundan w(X,t,)<k olur. Buradan 3.1.20. Sonug’ tan (X,t,)

metriklenebilirdir, ayrica 3.1.19. Teorem’ den t c 1, dir.m
3.1.23. Teorem

Bir (X, r) topolojik uzaymin sayilabilir bir sebekesinin var olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul, X uzayinin ayrilabilir bir metrik uzayin siirekli bir goriintiisii olmasidir.
fspat

= A = {An ‘ne Z*}ailesi X uzay1 i¢in sayilabilir bir sebeke olsun. X regiiler

oldugundan A= {Kn ‘ne Z+} ailesi de X i¢in bir sebeke olur. Her ne Z" igin ,

:{Kn} olmak iizere F ZUQ?H , X i¢in o -ayrik kapali bir sebeke olur. O halde

new

yukaridaki teoremden X {izerinde t < 1’ olacak bi¢gimde dyle bir 1’ topolojisi vardir

ki (X,7') ikinci sayilabilir bir metriklenebilir uzaydar.

I : (X,T') - (X,r) ozdeslik doniisiimii, T <t oldugundan siireklidir. Ikinci
sayilabilir her uzay ayrilabilir oldugundan (X, r’) uzay1 ayrilabilirdir. Boylece (X,r)

uzay1 ayrilabilir bir metrik uzayin siirekli bir goriintiisiidiir.
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<: Y aynlabilir bir metrik uzay olmak iizere f: Y — X siirekli ve orten bir doniisiim
olsun. Ayrilabilir her metrik uzay ikinci sayilabilir oldugundan Y uzayinin sayilabilir
bir B bazi vardir. f (8) = {f (B):Be @} ailesinin X igin bir sebeke oldugunu
gorelim. xe X ve xe U olacak bigimde bir Uc X ac¢igini alalim. f doniisiimii 6rten

oldugundan y = ' (X) ef’ (U) olacak bi¢imde bir yeY elemani vardir. f siirekli
oldugundan ™' (U), Y’ de agiktir. B, Y’ nin bazi oldugundan yeBc (U)
olacak bicimde bir Be B vardir. Buradan xef (B) c U oldugundan f (@) , X i¢in bir

sebeke olur. B ailesi sayilabilir oldugundan f(3) de sayilabilirdir.m
3.1.24. Teorem

(X, ‘C) topolojik uzayi i¢in asagidakiler denktir.

1) X o -ayrik bir sebekeye sahiptir.

i1) X o -yerel sonlu bir sebekeye sahiptir.

iii) X o -kapanisi koruyan bir sebekeye sahiptir.

v) Asagidaki li¢ kosulu saglayan bir h: @ x X — t fonksiyonu vardir:

a) Her xe X ve her ne o i¢in xeh(n,x)

b) Her xe X ve her ne ® igin yeh(n,x) ise h(n,y) ch(n,x)

C) Her xe X ve her ne o i¢in xeh(n,x, ) ise x, —>x dir.
V) Asagidaki kosullar1 saglayan bir h: @ x X — t fonksiyonu vardir:
a) Her xe X ve herne iginxeh(n,x)
b) Her xe X ve herne o iginxeh(n,x,) ve x, € h(n,y,) ise y, —x

dir.
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fspat
()= (ii)) = (iii) Agiktir.

(iv) = (v) : h fonksiyonu (iv)’ deki kosullar1 saglasin. Her ne o i¢in Xeh(n,xn) ve
X, eh(n,yn) olsun. (iv) — (b) * den xeh(n,xn) ch(n,yn) olup (iv) — (c¢) ’ den

y, —>Xxolur.

(111) = (iv) : Her ne o i¢in ¥, kapali kiimelerden olusan ve kapanisi koruyan bir

aile olmak tizere ¥ = U ¢ , X i¢in bir sebeke olsun. Her ne @ ve her xe X i¢in

nem

h(n,x) =X\ U{Fe F:i<n,xe¢ F} olsun. h(n,x) # & oldugu aciktir. Her ne ®
icinye h(n,x) olsun. h(n,x) kiimesinin tanimindan y ¢ U{F €F:i<nx¢ F} olup
1< n ve x¢F olacak bigimdeki her Fe & i¢in yeF dir. zeh(n, y) olsun. h(n, y)
kiimesinin tanimindan i<n ve y¢F olacak bigimdeki her Fe & icin z¢F dir.
Oyleyse i<n ve xgF olacak bigimdeki her Fe # igin zg¢F dir. Buradan
z¢ U{F € :i<n,x ¢F} olupzeh(n,x) dir. Boylece h(n,y) ch(n,x) olur. Simdi
(c)’ nin dogru oldugunu gorelim. Her n i¢in x e h(n,xn) olmak iizere x, -+ x olsun.
O zaman x e U olacak bicimde dyle bir Uc X agig1 vardir ki, k  >nolan her n i¢cin
X, €U dur. S = {an :k, Zn,nEw} olsun. SAU =@ oldugundan x¢ S dir. ¥
sebeke oldugundan xe F, cU olacak bicimde bir Fy e # vardir ve UNnS =

oldugundan £, nS = & olur. F,e ¥ ve F = UTn oldugundan F, € 7, olacak

new

bigimde bir n,e® vardir. Simdi h(no,xkn )m E, =& oldugunu gorelim.
peh(no,xkn ) olsun. p¢ U{Feﬁ 11<n, ve X, EF}, FEef ve x, ¢k

oldugundan p¢ E, olur. Boylece h(no,xkn )m F, = & dir. Ancak her ne ® i¢in

xeh(n,x,) oldugundan xeh (kn S Xy ) ve n<k oldugundan

n
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h(kn,xkn> ch(n,xkn)olup Xeh<n,xkn) olur. Ayrica xe F, oldugundan bu durum

h(no,xkno) N E, =& olmasi ile gelisir. Boylece kabul yanlis olup x, —x olmak

zorundadir.

(v) = (1) : h fonksiyonu (v)’ deki kosullar1 saglasin. g: ® xX — t fonksiyonu, her

ne ® ve her xe X i¢in g(n,x) = ﬂh(n,x) olacak bigimde tanimlanirsa, (a) ve (b)’

i=1
yi saglar. Ayrica g(n—{—l,x) c g(n,x) dir. Iyi sirali olma prensibinden her kiime

izerinde bir 1yi siralama bagintis1 vardir. <, X kiimesi i¢in bir iyi siralama bagintisi

olsun. xeX ve Lne igin H(x,i,n) = X \

[(U{g(i,y):y<X})U(U{g(n,y):yg{g(i,x)})} olarak tanimlansin. H(x,i,n)
cg(i,x) oldugu agiktir. 9 (i,n)={H(x,i,n):x € X} olsun. # (i,n) ailesinin ayrik
oldugunu gérelim. zeX ve y, = min{y€X:z€g(i,y)} olsun. Eger y,< x ise
H(x,i,n)’ nin tammlamsmdan g(i,y,) "H(x,i,n)=& olur. Eger x<y, ise
zeg(i,x) olur. H(x,i,n)’ nin tammndan H(x,in)=X\| J{g(n,2):z ¢ g(i,x)}
oldugundan g(n,z) "H(x,i,n) =@ olur. O zaman g(i,y,) N g(n,z) kiimesi z’ nin
acik komsulugudur ve 7 (i,n) ailesinden en fazla bir elemanla kesisir. Buradan
gf(i,n)  ailesinin  aynk  oldugu  goriilmis  olur.  F(x,i,n,m) =
{ye H(x,i,n):x € g(m, y)} ve ¥ (i,n,m) = {F(x,i,n,m):x EX} olsun. O zaman
F(x,i,n,m) < H(x,i,n) ve {H(x,i,n):x €X} ailesi ayrik oldugundan & (i,n,m) =
{F(x,i,n,m):x € X} ailesi ayriktr. $imdi # = {#(i,n,m):i,n,m € o} ailesinin X
icin bir sebeke oldugunu gorelim. pe X olmak iizere pe U olacak bigimde bir Uc X
agigim alalm. Her i€ o igin x; = min{x € X:p€g(i,x)} olsun. O zaman n(i) € ®
icin pe U{g(n(i),y):ye g(i,xi)} olur. Aksi takdirde her n i¢in y, & g(i,x,) ve

pe g(n,yn) olacak bi¢imde bir y  elemani vardir. Buradan pe g(n,yn) ve
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¥, € g(n,y,) oldugundan (b)’ den y, —p olur. peg(ix;) ve g(i,x;) ack
oldugundan her n > n, i¢in y, € g(i,x;) olacak bigimde bir n, € ® vardir. Bu ifade
her n i¢in y, ¢ g(i, Xi) olmasiyla c¢elisir. Ayrica X, nin minimum olusundan
pe | J{g(i,y):y<x} olup peH(x,in(i)) = g(i,x;) dir. Bdylece (a) ve (b)’ den
X, =>polur. X, >p vehermicinpe g(m,p) ve g(m,p) acik oldugundan her m i¢in
dyle bir j(m) vardir ki i> j(m) olacak bigimdeki her i i¢in x; € g(m,p) dir. i(m) =
maks {m,J(m)} denilirse 1(m) 2 mve X, eg(m,p) olur. Boylece her me ® i¢in
Oyle bir i(m) e o vardir ki i(m) >m olacak bigimdeki her ie @ sayisi igin
Xi(m) eg(m,p) dir. F, = F(xi(m),i(m),n(i(m)),m) olsun. Bu durumda pe E, dir.
[spati tamamlamak i¢in F, — U olacak bigimde bir m sayisinin var oldugunu gérmek

yeterlidir. Aksini disiinerek her me ® i¢in bir y € F_\ U se¢elim. Buradan, her

ieo iein  peH(x.in(i))  olp,  peH(x,.i(m)n(i(m)) dir
H(x,(,)-i(m),n(i(m))) < g(i(m),x,,,) oldugundan pe g(i(m),x,, ) elde edilir
Aynica y,, € F,, oldugundan F, kiimesinin tanmmdan, y,, €H(x,,,i(m),n(i(m)))
ve x,, €g(my,) dir. i(m)=m oldugundan g(i(m),xi(m)) c g(m,xi(m)) olup
pe g(m,x,, ) dir. (v) = (b)" den y, —>p dir. Ancak peU ve y, #U oldugundan

celiski olusur. Buradan & ailesinin X i¢in o -ayrik bir sebeke oldugu goriilmiis

olur.m
3.1.25. Tanim

X uzayinin dyle bir ¢ -ayrik # ailesi ve kapali sayilabilir kompakt alt kiimelerden
olusan Oyle bir ( ortiisii varsa ki her Ce ¢ ve Cc U olacak bigimde her U a¢i1g1 i¢in
CcFcU olacak bigimde bir Fe F bulunabiliyorsa X uzayma 2. -uzayi denir.
C ailesinin elemanlar1 sayilabilir kompakt yerine kompakt olursa X uzayina kuvvetli

2. -uzay1 denir.
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3.1.26. Teorem

Bir X uzaymm kuvvetli X-uzayr olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul X’ in

subparakompakt ¥ -uzay1 olmasidir.
Ispat

<: Subparakompakt olan sayilabilir kompakt her uzay kompakt oldugundan[7] her

subparakompakt ¥ -uzayi, kuvvetli X -uzayidir.

=: X uzay1 kuvvetli X -uzayi olsun. O zaman tanim geregi X’ in dyle bir ¢ -ayrik

F = U ¥ ailesi ile elemanlar1 kompakt olan 6yle bir § Ortiisii vardir ki her Se § ve

Sc U olacak bicimdeki her Uc X agig1 i¢in ScFc U olacak bi¢imde bir Fe F
vardir. Her kuvvetli X -uzayi, X -uzay oldugundan ispati tamamlamak i¢in X’ in
subparakompakt oldugunu gérmek yeterlidir. U, X igin bir agik ortli olsun. X uzay1

diizenli oldugundan 9 =<0 olacak bicimde bir & acik Oortiisi vardir. F

k(F)
Z{F €F:38 CIsonlu:FC U@F}olmak iizere her Fe ¥ igin F< | J O, (F) olacak
i=l1

bigcimde k(F) E® ve O, (F) el vardir. Her FeF i¢in
& ={0,(F),0,(F),..0 (F)| ve 7 (i,n) = {FNO,(F):Fe, ve FEF} olsun.

9f(i,n) ailesi # ailesi ayrik oldugundan ayriktir. Simdi # = U H (i,n)

(i,n)emxm
ailesinin X i¢in bir ortli oldugunu gorelim. xe X olsun. § ailesi X i¢in bir Ortii

oldugundan x € S olacak bi¢cimde bir Se § vardir. S kompakt ve &, X i¢in bir agik
ortii oldugundan Sc Ué olacak bi¢imde sonlu bir & = & ailesi vardr. Ué =0

olsun. Sc O ve Oc X agik oldugundan hipotezden xe Sc F, < O olacak bigimde bir

F, € ¥ vardir. F, € ¥ oldugundan F, i¢in xe F, Uq_o kosulunu saglayan sonlu bir

S, = {O1 (E):0,(E,),-.0y, (F, )} ailesi secilmisti.
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Buradan xe O, (F,) ve 1<i,<k(F,) olacak bigimde bir i, vardir ve

xe F,n O, (E) dir. F,e F = U , oldugundan K, € #, olacak bigimde bir n, € ®

nem

vardir. H=F, n O, (F,) denilirse He 71 (n,,i,) < # olur. Béylece xe H ve He 91

oldugundan # &rtiidiir. X (n,i) = {ﬁ:HE}[(n,i)} denilirse ¥ = U K (n,i)

(n,i)emxm
ailesi kapali kiimelerden olusan o -ayrik bir ailedir. Ayn1 zamanda #H < O

oldugundan K=9H <J <V olup K <U olur. Boylece X uzaymnn

subparakompakt oldugu goriiliir.m
Simdi 3.1.29. Teorem’ in ispatinda kullanmak iizere asagidaki Lemmalar1 verelim.

3.1.27. Lemma

f: X >Y siirekli doniisiim olmak {izere ¥ ailesi Y’ de ayrik bir aile ise f™' (T) =
{f’l (F) Fe T} ailesi X’ de ayriktir.

Ispat

xe X olsun. ¥ ailesi ayrik oldugundan f(x) eV ve ‘{F eF:VNF# @}‘ <1 olacak
bigcimde bir VcY agig vardir. f déniisiimii siirekli oldugundan xe ™' (V) cX

agiktir ve ‘{f’l (F): £ (V)nf(F) = @}‘ <1 oldugu kolaylikla goriilebilir.m

3.1.28. Lemma

f: X—>Y doniisiimii yar1 miikemmel doniisiim olsun. Eger Y uzay1 sayilabilir

kompakt ise X uzay1 da sayilabilir kompakttir.
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fspat
= {On ‘ne co} X’ in sayilabilir bir agik Ortiisii olmak iizere, her n igin V=

f olsun. f kapali bir doniisiim oldugundan her n i¢in V_ kiimesi Y’ de

el

agiktir. O zaman f(/Z{Vn ZIlE(D} ailesi Y icin sayilabilir bir agik Ortii olur..

Gergekten; yeY olsun. f yarn mikemmel doniisim oldugundan ' (y)cX

sayilabilir kompakttir. Buradan &’ nun sonlu {On(y)l,On(y)z,..,On(y)k(y)} alt Ortiisii

K(y) k()
vardir ve f7' (y) c UOn(y)i dir. Bu durumda ye Uf (On(y)i) oldugundan

i=1 i=1

i=1 i=1

IR w o ¥
yé& f((u On(y)ij J Ve ye f&U On(y)i] J olur. Boylece ye Vk(y) dir. Buradan

rUZ{Vn IHE(D} ailesi Y i¢in sayilabilir bir acik ortii olur. Y sayilabilir kompakt

oldugundan U’ nin sonlu bir ¥ = {Vn],...Vnk} alt oOrtlisii vardir. Boylece

{f‘1 (an>:1§ j< k} ailesi X igin bir ortiidiir. Ayrica f~' (an> - UOi olur. Bunu

i=1

gormek icin bir xe X alalim. f (X) €Y olup V= {Vn] ,...Vnk} ailesi Y igin bir agik

C

n(j)

Jo,

i=l1

ortii oldugundan f(x) € V, olacak bi¢gimde bir 1< j<k vardir. V, =|f

i=1

oldugundan £ (V, ) = £ f{([‘)oi] J = |f f{(OOi] } anjoi dir.
i=1 i=1

Boylece {Oni 1<i1<n j,1 <3< k} ailesi @’ nun sonlu bir alt ortiisii olur. Buradan

X sayilabilir kompakttir.m
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3.1.29. Teorem

f: X > Y dontisiimii yar1 milkkemmel olsun. Eger Y uzay1 2. -uzay1 ise X uzayi da 2. -

uzayidir.
fspat

f: X —>Y yar1t miikemmel doniisiimii olmak iizere, Y, 2 -uzay1 olsun. O zaman tanim

geregi Y’ de X -uzay tanimini saglayan o -ayrik F ailesi ile elemanlari sayilabilir

kompakt ve kapali olan C ailesi vardir. 3.1.27. Lemma’ dan ' (T) ailesi X de o -
ayriktir. 3.1.28. Lemma’dan f~' (C)Z{f" (C) :Ce C} ailesi, X i¢in elemanlar

sayilabilir kompakt olan kapali bir drtiidiir. Simdi Ce ¢ igin ™' (C) cU olacak
bigimde bir UcX aggmi alahm. Bu durumda USc[f'(C)] = f'(C)
oldugundan U* < £ (C*) ve béylece f(U*) < C* olur. Buradan C [f(U°)T dir. f
kapali doniisiim oldugundan [ f(U°)[ <Y agiktir. Y , X -uzayr oldugundan
CcFc|[f(U)] olacak bigimde bir Fe# vardr. Buradan f'(C)
cf'(F)cf” [(f(U))} c U olur. Boylece f™' (C) c f'(F) cU olacak bigimde

bir ' (F) ef” (T ) bulundugundan X X -uzayidir.m

Simdi © -uzayi, 2 -uzay1 ve G, - kdsegen arasindaki iliskiyi gérmek icin asagidaki

teoremi verelim.
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3.1.30. Teorem

Bir X topolojik uzaymin o -uzayi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul X’ in G-

kosegene sahip bir 2 -uzay1 olmasidir.
fspat

=: X bir c-uzay1 olsun. O zaman X’ in - ayrik bir F = U ¥ sebekesi vardir.

nem

Ayni zamanda C:{{X}ZXEX} ailesi X icin, elemanlar1 kompakt, dolayisiyla

sayilabilir kompakt olan kapali bir ortlidiir. xe X olmak tizere xe U olacak bigimde
her U agi1g1 i¢in, F bir sebeke oldugundan, x e F — U olacak bi¢gimde bir Fe F vardir.
Buradan X, > -uzayidir. Ayrica 3.1.16. Teorem’ den o -uzayr G,- kosegene

sahiptir.

&: X G;-kosegene sahip olan bir > -uzay1 olsun. F ve ( aileleri 2 - uzay1
tanimindaki kosullar1 saglasin. 2.4.20. Lemma’ dan X’ in bir G;-kosegen dizisi
vardir. G -kdsegene sahip her sayilabilir kompakt uzay kompakt oldugundan[7] ¢
ailesinin elemanlar1 kompakt olur. Boylece X kuvvetli > - uzayr olup 3.1.26.
Teorem’ den X subparakompakt olur. Subparakompakt uzaylar submetakompakt
oldugundan X’ in bir(gn) G, -kdsegen dizisi vardir[7]. Her nigin G, <¢G, kabul

n+l

edebiliriz. X subparakompakt ve her n i¢in G, , X i¢in bir acik ortii oldugundan her n

icin G, ailesinin c-ayrik kapali %, =U7—[ .o 1ncesi vardir. nm,pe ® i¢in

mew

K (n,m,p) = {HOP:HE}[

nm,FETP} olmak lizere K (n,m,p) ailesinin ayrik
oldugu aciktir. Teoremin ispatini tamamlamak i¢in ¥ = U{K(n,m,p) :n,m,p e 0)}

ailesinin X i¢in bir sebeke oldugunu gérmek gerekir. xe X ve Uc X agik olmak
tizere xe U olsun. ¢ 0rtii oldugundan x € C olacak bi¢cimde bir Ce ¢ vardir. Her n

i¢in G, , X’ in bir agik ortiisii oldugundan her n i¢in &, = {SNC:S€gq,} ailesi C’

nin bir agik ortiisiidiir. C kompakt oldugundan &, ’ nin C’ yi drten sonlu bir g

n
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agik alt ortiisii vardir. xeUNC ve UNC, C iginde agik olmak iizere {UNC} U
{(st(x,(ﬁl)) ‘n ew} ailesi C igin bir acgik ortiidiir. C \ (UﬂC) kiimesi C iginde
kapali oldugundan kompakttir. Buradan C \ (UﬂC) kiimesinin sonlu bir

{(W)c :lﬁiﬁk} alt ortiisii vardir yani C \ (UNC) < O[WTZ

i=1

k

[ﬁst(xﬁ;l )] dir. Buradan ﬂst(x,ﬁ;i)cUmC olur. Her n i¢in G
i=1

n+l
i=1

<G, ve

dolayisiyla st(x,gﬁl) cst(x,G,) oldugundan st(x,gnk) NC < UNC olur. Her C\

Uigin V. N s‘[(x,gnk ) = olacak bigimde y’ nin bir V, acik komsulugu vardr;

gercekten her ye C \ U icin yeUNC oldugundan y¢ st(x,gnk>mC dir. yeC
oldugundan y ¢ st(x,gnk) dir. Buradan y nin V, N st(x,gnk) = olacak bigimde

bir V, acik komsulugu vardir. V, agik oldugundan V, N st(x,gnk) = O olur.

Ayrica CcUU (|J{V,:yeC\U}} oldugundan CcFcUUL (|J{V,:yeC\U})
olacak bicimde bir Fe F vardir. Ayrica her n i¢in G, ortii oldugundan x e X olmak
tizere her n i¢in xe G, olacak bi¢imde bir G, € G, vardir. 7/, <G, oldugundan
xeHc G, olacak bi¢imde bir He 7/, vardir. Boylece xe Hc st(x,gnk> olur. K’
nin tanimindan HNFe K’ dir. Ayrica xe HNFc U olur; gergekten pe HNF i¢in

peH ve Hcst(x,gnk) oldugundan pest(x,gnk) yani pe st(x,gnk) dir. Aym

zamanda Fc U v [ U Vy} oldugundan pe U v ( U Vy) dir. O halde pe U veya

yeC\U yeC\U

pe U V, dir. pe U V, ise pe V, olacak bicimde bir y, e C\ U vardir. Ayrica

yeC\U yeC\U

pe st(x,gnk> oldugundanp € V, mst(x,gnk) olur. Ancak bu V, N st(x,gnk) =0
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olmasiyla celisir. Oyleyse p ¢ U V, olup peU olmak zorundadir. Boylece K, X

yeC\U

icin o -ayrik bir sebeke olup X bir ¢ -uzayidir.m

3.1.31. Teorem

(i): Kuvvetli X -uzaylarin sayilabilir carpimlari kuvvetli > -uzayidir.

(11): Parakompakt kuvvetli ¥ -uzaylarin sayilabilir ¢arpimlar1 parakompakt kuvvetli

¥ -uzayidir.
fspat

(i): Her ie ® i¢in X, uzay1 kuvvetli X -uzay1 olsun. Her i€ o igin F = UT (i,n)

nem

ve C, aileleri kuvvetli X - uzay1 tanimindaki sartlar1 saglasin. l_[Xi > de tanimlanan

ico

i<n i>n

T = {HE ><1—[Xi :E eﬁ,nem} ve CZ{I_[Ci:Ci EQ} ailelerinin kuvvetli 2 -

uzayl tanimmindaki sartlar1 sagladigimi gorelim. Uc l_IXi acik olmak tizere
l_ICi c U olsun. Wallace Teoremi’ nden[5] her 1 i¢in U, agik vei>ni¢in U, = X,
olmak tizere l_ICi c l_IUi c U olacak bigimde bir HUi c HXi acik kiimesi

vardir. Buradan her i igin C, c U, olur. Her ie o i¢in X, kuvvetli > - uzayi

oldugundan C, c E < U, olacak bi¢imde bir F € & vardir. Buradan i<n icin

C,cEcU ve 1> n icin C,cEcX, olup
HCiC HEXHE C l_IUin_[Xi cU dir ve bdylece
i€ i<n i>n i<n i>n

l_ICi c

iem

HE xHXi] cU saglanir. Ayrica kompakt kiimelerin carpimlar1 da

i<n i>n
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kompakt oldugundan ¢ ailesi kuvvetli 2 -uzay1 tanimindaki kosullar1 saglar. Simdi

F Z{HE X HXi :EeF,ne c)} ailesinin & -ayrik oldugunu gorelim. k,ne o

i<n i>n

olmak iizere ¢(n,,..n, ) = {F1><F2><..><Fk><IEIXJ.:F1 eT(l,nl),..,erT(k,nk)}

j=k+1
ailesi ayriktir. Gergekten; x = (xi)iem € X olsun. O zaman herie ® i¢in x, € X, dir.

Her ne o i¢in T(i,n) ailesi X, uzayinda ayrik oldugundan her ne ® igin

X; eT(i,n) ve ‘{FeT(i,n):T(i,n)mF;t@}‘ <1 olacak bi¢imde bir T(i,n) c X

k 0
agigt  vardir.  Buradan [ITEn)x[[Xi =X agktr  ve  x
i=1

i=k+1

k )
=(x;)_, e[[TGLn)x][[X, olur. Fe#(Ln),F,eF(2,n,),. FeF(kn,)

i=1 i=k+1

0 k ©
olmak iizere (Fl xE, x..xF_x H Xj} A (HT(i,ni)x H Xj} %, ve

j=k+1 i=1 j=k+1

K, e#(1,n,),K, eF(2,n,),..K, eF(k,n,) olmak iizere
(Kl x K, x..xK, x ﬁ XJ(\ (ﬁT(i,ni)x ﬁ ij #< olsun. Bu durumda
fute i-i pten
F.K e #(Ln)) i¢in FNT(Ln)#3 ve K NT(Ln)# olmas geligki
oldugundan ¥ (n,,n,,..,n,) ={Fl xF, x..xF, x f[ X;:F e#(Ln,),..E € T(k,nk)}
e
ailesi ayrik olur. Oyleyse ¢ =| J{¢(n,,n,,..,n,):n;,n,,...n, €0 ve k€ w} ailesi

c -ayriktir.
(ii): Her ie ® i¢in X, parakompakt ve kuvvetli X -uzay1 olsun. Bu durumda X

:HXi olmak lizere X uzaymin parakompakt ve kuvvetli 2 -uzayr oldugunu
i=1

gorelim. Ispatin (i) béliimiinden X kuvvetli Y, -uzayidir. Buradan ispati tamamlamak

icin X’ in parakompakt oldugunu gérmek yeterlidir. &, X’ in agik bir ortiisii olsun.
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Fe F olmak iizere eger varsa F< | JJ(F) olacak bigimde & nun sonlu bir &(F)
alt ailesini segelim. F = {F €F:36, CYsonlu:FC U@F} olsun. xe X olsun. ¢, X

icin bir Orti oldugundan xeC olacak bi¢imde bir Ce ¢ vardir. C kompakt

oldugundan C < Ué olacak bicimde &’ nun sonlu bir & alt ailesi vardir. X
kuvvetli 2 - uzay1 oldugundan C < F < U@ olacak bigimde bir Fe ¥ vardir. Bu

durumda Fe & olup § = J(F) igin xe | JO(F) olur. Boylece X | JJ(F) elde

Fef Fef
edilir. & (F) = {Oj (F) j< k(F)} olsun. Ayrica X, uzayi regiiler oldugundan (i)’ de
tanimlanan ¥ (i,n) ailelerini kapali alabiliriz. Ayn1 zamanda parakompakt her uzay
yigmsal normal oldugundan[4, 2.2. Lemma] her ie ® i¢in X, uzay1 yigmsal
normaldir. Boylece F (i,n) kapal1 ayrik bir aile ve her ie o i¢in X, yiginsal normal
oldugundan, her Fe ¥ (i,n) igin FCV(F) olacak bi¢cimde agik kiimelerden olusan

ayrik  bir {V(F):Fef(i,n)} ailesi vardir. Buradan W(k,.k,..k,.j) =
{Oj (F)nV(F):F =HE ><1._[Xi ,EeE.,ne c)} ailesi ayriktir. Boylece W
=U{w(kp.k,.k,.j)in, ik €0} ailesi O agik rtiisii igin o -ayrik agik bir

incelmis olup X uzay1 parakompakttir.m
Bu teoremin bir sonucunu verelim.
3.1.32. Sonug

Parakompakt o -uzaylarin sayilabilir ¢carpimlar1 parakompakt G -uzayidir.
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fspat

2

Her ne o icin X, parakompakt & -uzayi olsun HXn

new

nin de parakompakt o -

uzay1 oldugunu gérmek gerekir. Her ne o i¢in X, parakompakt ve o -uzayi ise

HXn uzay1 © -uzayidir[7]. Ayrica her ne o i¢in X, parakompakt ve © - uzay1

nem

oldugundan X parakompakt ve kuvvetli X -uzay1 olur[7]. Boylece 3.1.31. Teorem’
den HXn parakompakt olur. Sonug olarak HXn uzay1 parakompakt ve G -uzay1
olur.m

3.1.33. Tanum (Fréchet Uzayr)

X bir topolojik uzay ve A X olmak iizere her xe A igin (x,) —x olacak bigimde

bir (Xn) c A dizisi varsa X uzayina Fréchet Uzayi denir.

3.1.34. Lemma
X uzay1 birinci sayilabilir ise Fréchet uzayidir.
Ispat

X uzay1 birinci sayilabilir olmak {izere xe A olacak bicimde bir Ac X kiimesini
alalim. X uzay1 birinci sayilabilir oldugundan her x in sayilabilir ve i¢ i¢e bir & (x) =

{U, :n€ o} komsuluklar tabani vardir. xe A ise her n igin An U, # & olur. Bu

durumda her ne  i¢in x, eAn U, almarak olusturulan (x,)cA dizisi i¢in

X, —>Xxolur.m

3.1.35. Teorem

Eger f: X > Y doniisiimii milkemmel doniisiim ise o zaman Y’ nin kompakt her Z alt

uzayi igin ™' (Z) kompakttir[5].



47

fspat

Hausdorff uzaylarm her alt kiimesi Hausdorff oldugundan f~' (Z)’ nin Hausdorf

b

oldugu aciktir. Birlesimleri ' (Z) yi kapsayacak bi¢cimdeki X’ in acik alt

kiimelerinden olusan {Us}ses ailesi i¢in ™' (Z) c U U, olacak bi¢imde S ’ nin sonlu

seS,

bir S, alt kiimesi vardir, soyle ki;t, S kiimesinin sonlu alt kiimelerinin bir ailesi

olsun ve her Te 7t i¢in U, :UUS olsun. Miikkemmel doniisiim tanimindan her ze Z
seT

icin ' (z) kompakt oldugundan f'(z)c UUs:UT olacak bi¢cimde bir Te 1

seT

vardir. Boylece ze Y\f(X\U;)  oldugundan Zc | J(Y\f(X\U,)) olur.

Tet

k
Y\f (X\UT) kiimeleri agik ve Z kompakt oldugundan Z U(Y \f (X \U; )) dir.
i=l1
Buradan
k k k

£ (z) Ut (ve(xaug ) =U(x e e (x0 Uy )) U (X (X o)) =U Uy

i=1 i=1 i=1 i=1

k
oldugundan ve S, =T, UT, U...UT, olacak bicimde UUT‘ = U U, oldugundan ve

i=l1 seS,

f7(2z) =|JU, olup ' (Z) kompakt olur.m

seS,
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4. KATMANLANABILIR VE YARI KATMANLANABILIR UZAYLAR
4.1.1. Tanim

X bir topolojik uzay olsun. Eger X’ in her U agik alt kiimesi igin,

1) Hernic;inU_ncU

2 Yu,=u

new

3) U,V c X agik olmak iizere Uc Vise hernigin U < V,

sartlarin1  saglayan agik kiimelerin bir {Un :nE(n} dizisi varsa X’ e

Stratifiable(Katmanlanabilir) uzay denir. Burada {Un ‘née 03} dizisine U’ nun bir

katmanlayicisi denir.

4.1.2. Not: Hernigin U, = UUi alimarak, {U, :n € o} dizisi artan yapilabilir.

4.1.3. Tanim

(X,r) bir topolojik uzay olsun. X’ in biitiin kapali alt kiimelerinin ailesi ¥ olmak

lizere,

i) FcG(n,F)

(i) F=[)G(nF)

neZ*
(i) FcKise G(n,F) =G(n,K)

kosullarin1 saglayan bir G : Z"xX —> 1t fonksiyonu varsa X’ e Semi-

Stratifiable(Yari-Katmanlanabilir) uzay denir. G fonksiyonu ilaveten
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F= ﬂ G (n, F) sartin1 saglarsa X Stratifiable(Katmanlanabilir) uzaydir.

nezZ*

4.1.4. Lemma

Bir katmanlanabilir uzay i¢in Tanim 4.1.1. ile Tanim 4.1.3. birbirini gerektirir.

fspat

4.1.3. Tanim’ daki dort kosulu da saglayan bir G : Z* x K — 1 fonksiyonu var

olsun. Bu durumda; UcX acik bir kiime olmak iizere, her ne ® i¢cin U, =

(G (n, U )) olarak tanimlanirsa

(1) Her n i¢in U_n c U olur. Bu kapsamay1 kanitlamak i¢in x € U_nolsun. Eger
x¢U ise xe U° oldugundan 4.1.3. Tanim’ daki (iv)’ den xe U° =

ﬂ G(n,U°) olup her n igin xe G(n,U°) olur. X, T,-uzay1 oldugundan

neZ”*

{x} kapalidir. Buradan (i)’ den {x} c G(n,{x}) olur. {x} c U° oldugundan

(iii)> den G(n,{x})cG(n,U“) olur. Ayrica G(n,{x})cX aclk ve xe

G(n,{x}) olup x € U_ oldugundan G(n,{x})mUn:&@ dur. U

n n

tanimindan G(n,{x}) N (G(n,UC))C # & dur. Ancak bu ifade, G(n,{x}) c

G(n,U") - G(n,U“) ve dolayisiyla G(n,{x})m(G(n,Uc))cz %)

olmasiyla celisir. Boylece kabul yanlis olup xe U olur.

(2) U U, =U dur. Soyle ki: Her n i¢gin U_ < U oldugundan

neZ”*

J U, = Uolur...(1)

nezZ*
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Simdi Uc U U, oldugunu gorelim. xe U olsun. x ¢ U U, oldugunu kabul

neZ* nezZ*

edelim. Bu durumda her n i¢in x e G(n,UC) oldugundan x e ﬂ G(n,U°) =

nez*

U° olup bu ifade xeU olmasiyla ¢elisir. Boylece xe UUn olur ve

nem

Uc U, ...(2) elde edilir.

new

(1) ve (2) ifadesinden U= | J U, dur.

neZ*

(3) U,VcXagik olmak tizere Uc Vise herni¢in U, < V, dir. $6yle ki:

C

UcV ise G(n,VC) c G(n,UC) olup (G(n,U‘"‘))C c (G(n,V°))
oldugundan, ayrica U, ve V, tammmindan U, c V, elde edilir.
Simdi de 4.1.1. Tanim’ daki sartlar saglansin. G:Z" x X — 1 fonksiyonunu her n ve
her Fe k i¢in G(n,F) =X\ mn bi¢ciminde tanimlayalim.
(1) Fc G(n,F ) dir. Soyle ki: Fc X kapali oldugundan F* < X agik olup F¢ nin

{Un (F°> ‘ne oa} katmanlayicisi vardir. 4.1.1. Tanim’ daki (1) sartindan her n

icin U, (F*) < F* oldugundan Fc (UH(FC ))° = G(n,F) olur.

(i) F = ﬂ G(n,F) dir. Soyle ki; her ne Z* igin FcG(n,F) oldugundan

neZ*

Fc () G(n,F) olur. ...(1) xe (] G(n,F) alalim. Buradan her ne Z* igin
neZ* neZ*

xeG(n,F) dir. G(n,F) = ((X\F) )C oldugundan her ne o igin x ¢ (X\F)

n n

olup x¢ (X\F)n dir. O zaman x ¢ U (X\F)n = X\ F oldugundan x e F olur.

nezZ*

Boylece (] G(n,F)cF elde edilir...(2) O halde (1) ve (2) den F =

neZ*

ﬂ G(n,F) dir.

neZ”*
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(ii1) FKc X kapali olmak {izere FcK iken G(n,F) cG(n,K) oldugunu
gorelim. FcK ise F°,K°cX acgik olmak iizere K°< F° oldugundan (3)

sartindan dolayr her n icin U, (FC) cV, (K°) olacak bi¢gimde F° nin

{Un (FC):nEw} ve K° nin {V (K“):nEm} katmanlayicis1 vardir.

n

U, (FC) cV (KC) oldugundan U, (F“) c 'V, (K°) olup  buradan

n

(U, (F)) = (V,(K)) dir. Boylece G(n,F) G (n,K) elde edilir

(iv) Son olarak F = (] G(n,F) oldugunu gérelim. Her ne Z" igin F= X kapali
neZ*

olmak iizere FcG(n,F) oldugundan her ne Z* i¢in Fc G(n,F) dir.

Buradan Fc (] G(n,F) dir. Simdi de kapsamanin diger yniinii gorelim.
nezZ*

xe [ G(n,F) olsun. Buradan her ne Z* igin xe G(n,F) dir. xeF

nezZ*

oldugunu kabul edelim. F° =X agik kiime ve xe F° oldugundan her ne Z*

icin F*nG(n,F) #@ dir. O zaman her neZ’ i¢in y, eF° ve

¥, €G(n,F) olacak bi¢imde bir y, €X elemam vardir. G(n,F) =

(Un (F°)) oldugundan herne Z" i¢in y, ¢ U_ (F°) ve y, € F® dir. Buradan

y, & UUIl (FC) ve UUH (FC) = F° oldugundan her ne Z" i¢in y, ¢ F° ve

new new

y, € F° olur. Bu ise bir geliski olup xeF dir. Boylece ﬂ G(n,F) c F olup

neZ”*

F=()G(n,F) elde edilir.m

neZ*

4.1.5. Tanim

X bir topolojik uzay olsun. @ Z{(Pl,Pz):Pl c X agik,P cP, c X} ailesi i¢in eger;

her xeX ve xeU olacak bi¢cimdeki her Uc X acig1 i¢in xe P, c P, cU olacak
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bicimde bir P =(P1,P2) e @ varsa @’ ye ikili baz (pair-baz) denir. Eger ilaveten her

P < @ igin U P = U P, saglanirsa @’ ye kOsne(cushioned) ikili-baz
P=(P,,P, )e P=(P,,P, e’

denir[1].

4.1.6. Teorem

X’ in katmanlanabilir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul X’ in bir - kosne ikili

bazinin var olmasidir[1].
fspat

=: X katmanlanabilir uzay olsun. X’ in her U agik alt kiimesi i¢in 4.1.1. Tanim’

daki kosullar1 saglayan, aciklarin bir {Un ‘ne co} dizisini alalim. Her n i¢in @, =

{(Un , U) :UcX aglk} olmak lizere @ = U @ ailesinin X i¢in bir & -kosne ikili baz

oldugunu gorelim. Bunun icin oncelikle @ ailesinin ikili baz oldugunu gorelim.

x € X olmak iizere xe U olacak bigimde bir Uc X agigini alalim. 4.1.1. Tanim’ daki

(2)’ den xeU = UUn oldugundan xe U, olacak bi¢imde bir n, € ® vardir.

xe U, <U oldugundan (Uno,U) €P, C UG’H = @ olup @ bir ikili bazdur.
Simdi her ne ® igin @, ailesinin kdsne oldugunu, yani; @ — @ big¢imindeki

her @, ailesi igin U U, c U U oldugunu goérelim. T = U U kiimesi

(U, U)ed, (U, U)ed, (U, U)e,

agik ve X katmanlanabilir oldugundan T kiimesinin bir {T, :n € o} katmanlayicisi

vardir. Bu durumda 4.1.1. Tanim (1)’ den her n igin T_ncT oldugundan

( U Uj < UJ U olur.) Simdi J Unc( U U] T,

(U,,U)ed, (U,,U)ed, U,,U)ed,
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oldugunu gorelim. xe U U, ise xe U, olacak bigimde bir (U,,U) € @, vardur.

(U, )4,

(UH,U) e® i¢in U c U U oldugundan 4.1.1. Tanim (3)’ den her ne ® igin

(U,.U)ed,

[ U UJ olur. xe U_ oldugundan xe( U U] olup xe( U U]
U, Ue@ e,

(U, U)ed, U,,U)e,

dir. Boylece |J U ( U U) dir...(2)

(U,.U)ed, U,,U)ed,

(1) ve (2)’ den istenilen esitlik saglanmis olur.

& P= U@n , X i¢in o -kosne ikili baz olsun. U# & olmak iizere Uc X agik

new

olsun. xeU alalim. UcX acik, xeU ve @ ikili baz oldugundan xe P, c P, cU
olacak bigimde bir P = (P,P,)e® vardr. Her neo i¢in U, =
U{P:(P.P,)e® ve P,c U} olmak iizere {U,:new}  ailesinin U’ nun

katmanlayicist oldugunu gérelim.(Pl,Pz) € @, olmak tizere P, ¢ P, cU oldugundan

her new icin U cU oldugu agiktir. @ kosne oldugundan U, =

U P c U PzcUoluphernec)ic;inU_ncUolur.

(P,,P))e®, (P,P,)e®,
P,cU P,cU

Simdi U U, = U oldugunu gorelim. Her ne ® i¢in U < U oldugundan U U cUu

new new

dur. Kapsamanin tersini gérmek i¢in pe U alalim. ¢ ikili baz oldugundan P, =X
agik olmak iizere pe P, = P, cU olacak bigimde bir P = (P,,P,) = @ vardir. @ =

U@n oldugundan Pe @ olacak bi¢cimde bir n,e® vardir. Bu durumda

nen
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P c U b =1U c U U, oldugundan xe U U, olup Uc U U, dir.
(P .Py)e?, nem nem nem
P,cU

Buradan U = U U, elde edilir.

new

Simdi de U,VcX agik olmak tlizere UcV iken her n i¢in U < V, oldugunu
gorelim. ye U, olsun. Bu durumda ye P, ve P, = U olacak big¢imde bir (P,,P,) € @,
vardir. ye P, ¢ P, cUc V oldugundan y e U{P1 :(P,P,)e®, ve P, CV} =V, olup
U, c V, dir. Boylece 4.1.1. Tanim’in kosullar1 saglandigindan X topolojik uzay1

katmanlanabilirdir.m

Parakompakt uzaylarin Michael karakterizasyonu olarak bilinen asagidaki teoremin

ispat1 [6]” da bulunabilir.
4.1.7. Teorem

X topolojik uzayimin parakompakt olmasi icin gerekli ve yeterli kosul X uzayinin her

acik Ortiisiinlin & -kosne bir agik incelmise sahip olmasidir.

Katmanlanabilir uzaylar ile parakompaktlik arasindaki iliskiyi veren asagidaki

teorem J. Ceder tarafindan ispatlanmistir[ 1].
4.1.8. Teorem

Katmanlanabilir uzaylar parakompakttir.
fspat

X katmanlanabilir bir uzay ve O X i¢in herhangi bir agik Ortli olsun. X

katmanlanabilir oldugundan 4.1.6. Teorem’ den X’ in bir ¢ -kdsne @ = U@n ikili

new
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bazi vardir. Her ne o i¢in %W, = {P1 :3P =(P,P,)e®, veIJO € I:P, c P, CO}
olsun. Her We %, i¢gin W = P, < P, < O, olacak bi¢imde bir Oy, € O segelim
ve T,: W, > fonksiyonunu T, (W)=0,,, bigiminde tammlayalim. @, aileleri
kosne oldugundan 7/, ailelerinin & i¢inde kosne oldugu kolaylikla goriilebilir. Ayni

zamanda W = UWn ailesi & nun bir agik incelmisi olup W &’ nun bir ¢ -kdsne

new

acik incelmisidir. O halde yukaridaki teoremden X parakompakt uzaydir.
4.1.9. Lemma

Acimimlanabilir her uzay yari-katmanlanabilirdir.

Ispat

X aginimlanabilir bir uzay olsun. Oyleyse, her x € X igin {st(x,gn) ‘ne 0)} ailesi x’
in bir komsuluklar tabani olacak bigimde X in agik 6rtiilerinin bir (G, ) dizisi vardir.

FcX kapali olmak iizere her ne o i¢in G(n,F) = st(F,G,) olsun. Ispati

tamamlamak i¢in;

(i) F <X kapali olmak iizere F = (] G(n,F)

neZ*
(i1) FKcX kapali olmak iizere FcK ise G(n,F) cG(n,K) oldugunu
gormek gerekir.

Her n i¢in G, ailesi X igin bir 6rtii oldugundan, her n i¢in Fcst(F,qG,) olup

FcG(n,F) dir. O halde Fc ﬂ G(n,F) dir. Simdi ﬂ G(n,F) cF oldugunu

neZ* neZ*

gorelim. x¢F olsun. O zaman xe F* ve F° <X agik olup (g

n

) agium dizisi
oldugundan st(x,gno) c F° olacak bigimde bir n, € ® vardir. Buradan xe G olacak

bigimdeki her Ge G, i¢in G F° olup GNF =& dur. Oyleyse x & st(F, gno) olup



56

X ¢ ﬂG(n,F) dir. Boylece ﬂG(n,F) cF olup F = ﬂG(n,F) elde edilir. Simdi

new nemw new

FKcX kapali ve FcK olmak iizere G(n,F)=G(n,K) oldugunu gorelim.
X€e G(n,F) olsun. Buradan xeG ve FnG# & olacak bicimde bir Ge G, vardir.
FcK oldugundan KNnG# & olur. Boylece xest(K,G,) olup xeG(n,K)dir.

Buradan G (n,F) =G(n,K) dir.m

4.1.10. Teorem
Metrik uzaylar katmanlanabilirdir.
fspat

(X,d) bir metrik uzay olsun. FcX kapali ve ne ® olmak iizere G(n,F) =

{X eX: d(X,F) < ZL“} olsun. Oncelikle Fc G(n,F) oldugunu gorelim. xe F olmak

lizere her ne ® icin d(X,F) =0 < ZL“ oldugundan her ne ® i¢in xe G(n,F) olup

herne o i¢in Fc G(n,F) dir. Simdi;

(i) X’ in kapal1 her F alt kiimesi igin F = ﬂ G(n,F)

new

(i)  F,KcXkapali ve Fc K iken G(n,F) cG(n,K)

(i) H={)G(n,F)

nem

oldugunu goérmek istiyoruz.

(i) Her ne o i¢in Fc G(n,F) oldugundan

Fc ()G(n,F) dir. ...(1)

nem
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ﬂG(n,F) cF oldugunu gorelim. ye ﬂG(n,F) olsun. O zaman her ne ® i¢in

yeG(n,F) oldugundan her ne o i¢in d(y,F) < 2% dir.
0< d(y,F) < limzLn =0 ve d(y,F) = 0 elde edilir. Bu ise ye F=F olmasimi
gerektirir. Boylece ﬂ G(n,F) cFdir...(2)

nem

(1) ve (2) den F = () G(n,F) olur.

(ii) F.K = X kapali ve FcK iken G(n,F) < G(n,K) oldugunu gorelim. ye G(n,F)
olsun. Bu durumda d(y,F)<2in dir. Eger yeK ise d(y,K) =0 < 2i olup
yeG(n,K) dir. ygK olsun. d(y,F) < 2i oldugundan d(y,h) < 2i olacak bigimde
bir heF vardir. FK oldugundan heK olup d(y,K) = inf {d(y,k):k€K} <

d(y,h) < 2% olup ye G(n,K) dir. Boylece G(n,F) = G(n,K)elde edilir.

(i) F = ﬂG(n,F) oldugunu gorelim. Her ne ® igin FcG(n,F)cG(n,F)

new

oldugundan Fc ()G(n,F) dir. Simdi ()G (n,F)cF oldugunu gérmek gerekir.

new nemw

Xe ﬂG(n,F) olsun. Buradan her ne o igin G(n,F)mB(x,lj:& & olur. Bu
n

new

nedenle her ne o i¢in x, €G(n,F) mB(x,lJ olacak bigimde bir (x,) <X dizisi
n

vardir. Buradan her ne o i¢in d(x,,F) < ZL“ olup d(x,,F) -0 dir. Her ne o i¢in

X, eB(x,lj oldugundan her ne o i¢in d(x,,x) < 1 dir. Boylece d(x,,x)—0
n n

olup (xn) —x dir. f: X—> R, f(x) = d(X,F) seklinde tanimlanan f fonksiyonu

sireklidir. Buradan  (x,) —»x oldugundan f(x,) —>f(x) dir. O halde
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d(xn,F) —)d(X,F) ve d(xn,F) —0 olup X Hausdorff oldugundan d(X,F) =0

olmak zorundandir. Sonug olarak x e F = Fdirm

Simdi katmanlanabilir ve yari-katmanlanabilir uzaylarin incelenmesinde oldukg¢a
Oonemli bir yere sahip olan asagidaki teoremi verelim. Bu teorem, bu uzaylarin yer

aldig1 teorem ve lemmalarda siklikla kullanilacaktir.
4.1.11. Teorem

Bir ( X, 1) topolojik uzaynin yari-katmanlanabilir olmas1 icin gerekli ve yeterli

kosul, xe X olmak iizere;

@ {x}=[e(nx)

(i1) yeg(n,xn) ise X, =y
sartlarini saglayan bir g : @ x X— t fonksiyonun var olmasidir.

Ayrica X’ in katmanlanabilir olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul yukaridakilere

ilaveten

(1i1) Hc X kapali olmak iizere ygH ise ye¢ U{g(n,x):er} olacak

bicimde negatif olmayan bir n sayisinin var olmasidir.
fspat

=: X yari-katmanlanabilir olmak tizere G: Z" xK — t fonksiyonu 4.1.3. Tanim’
daki (1),(i1) ve (iii) kosullarini saglasin. Her ne o i¢in g(n,x) = G(n,{x}) olsun. X
T, - uzay1 oldugundan her x € X i¢in {x} c X kapalidir. Hc X kapali olmak iizere her

ne ® igin G(n+1,H) =G(n,H)almak genelligi bozmaz. {x} = [G(n,{x}) =

new

ﬂg(n,x) olup boylece (i) saglanir. (i1)’ nin saglandigmmi gorelim. Her n i¢in

nem

ye g(n,xn) olmak lizere x, >y oldugunu varsayalim. Bu durumda yeU olacak
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bi¢imde dyle bir Uc X agi1g81 var ki her ne ® i¢in k, > n olacak bigimde bir k, € ®

vardir ve Xy ¢ U dur. A =
{kn rhern € w i¢in k, > n olacak bigimde bir k, € ® vardir ve x, ¢ U} olsun.
Boylece Ac ® sonsuz kiimesi i¢in UM {xn ‘ne A} = olupye {Xn ‘ne A} dir.

{x, neA ﬂG( X, neA}) oldugundan y%G(mO,{xn:neA}) olacak

mem

bigimde bir m, € ® vardir. n> m, kosulunu saglayan bir ne A alalim. O zaman
yeg(nx,) = G(n,{xn}) c G(n,{xrl ‘ne A}) elde edilir. Ayn1 zamanda n> m, i¢in
G(n,{xrl :neA}) c G(mo,{xn :neA}) ve ye G(rno,{xn :neA}) olmast bir

celiskidir. Boylece x, —y olup (ii) saglanir. $imdi X’ in katmanlanabilir oldugunu

kabul edip (ii1)’ nin saglandigin1 goérmek icin Hc X kapali bir kiime olmak iizere

y¢H alalm. H= [G(n,H) oldugundan y& G(n,,H) olacak bigimde bir n, e

new

vardir. | JG(n,.{x}) =G(n,,H)oldugundan y¢ | JG(n,.{x}) ve buradan

xeH xeH

Y& U{ no, ‘X e H} elde edilir.

<:new ve HcX kapali olmak iizere G(n,H) = | Jg(n,x) olsun. xeH olsun.
xeH

Her ne o i¢in xeg(n,x) ve g(n,x) =G(n,H) olup HcG(n,H) dir. Simdi 4.1.3.
Tanim’ daki kosullarin saglandigin1 gorelim. Her ne o igin HcG(n,H)

oldugundan Hc ﬂG(n,H) dir.  Simdi ﬂG(n,H) cH oldugunu gorelim.

new nem

ye ﬂG(n,H) olsun. O zaman her ne ® i¢in yeG(n,H) olur. G(n,H) =

new

U g(n,x) oldugundan her ne ® i¢in ye g(n,hn) olacak bigimde bir h  eH vardir.

xeH

Hipotezden h, —vy olur. (hn) cH, ye H ve HcX kapali oldugundan yeH dir.

Boylece ﬂ G(n,H) c H saglanir. Simdi de H,K < X kapali ve Hc K olmak iizere

new
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G(n,H) c G(n,K) oldugunu gorelim. Aksine ye G(n,H) ve ng(n,K) olacak

bicimde bir yeX elemanmin oldugunu varsayalim. G(n,H) = Ug(n,x)

xeH

oldugundan yeg(n,x) olacak bigimde bir xeH vardir. HcK oldugundan
ye g(n,x) olacak bicimde bir xeK olup ye G(n,K) bulunur. O halde
G(n,H) =G(n,K) dir.

Simdi de (iii) sartin kabul edip H= X kapali olmak iizere H= (G (n,H) oldugunu

nemw

gorelim. Her ne © i¢in HcG(n,H) oldugundan Hc G(n,H) olup buradan

Hc ()G(n,H) dir. Simdi ()G(n,H) cH oldugunu gdrelim. ye ()G (n,H)

new new new

olsun. Bu durumda her ne  i¢in ye G(n,H) dir. y¢H oldugunu kabul edelim. (iii)’

den dolayr ye | J{g(n,,x):xeH} olacak bigimde bir n,e ® vardir. G(n,,H)=

Je(n,,H) oldugundan y¢G(n,,H)olup, bu bir geliskidir. Syleyse yeH olmak

xeH

zorundadir.m

Asagidaki teorem ispatlanirken 3.1.24. Teorem’ den yogun bir sekilde
faydalanilacaktir.

4.1.12. Teorem

Her katmanlanabilir uzay bir o -uzay1 ve her ¢ -uzay1 da bir yari-katmanlanabilir

uzaydir.
Ispat

X, o -uzayi olsun. 3.1.24. Teorem’ den dyle bir g : @ x X— t fonksiyonu vardir ve

a) Herne o ve her xe X i¢gin xe g(n,x)
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b) Herne o iginye g(n,x) ise g(n,y) cg(n,x)
¢) Herne o i¢inxeg(n,x,) ise x, —x sartlar1 saglanir.

Simdi her xe X igin {x} = () g(n,x) oldugunu gérelim. Her ne ® ve her xe X igin

new

xeg(n,x) oldugundan {x} = () g(n,x) olur. Tersine ye []g(n,x) ise her ne o

new new

icin yeg(n,x) dir. Her ne » i¢in x_, = x alirsak (xn)Z(x) — x dir. Ayn1 zamanda
(c)’ den (xn)Z (X) —y olup X uzayr Hausdorff oldugundan x =y olur. Boylece

Ne(n.x) = {x} olup [g(n,x)={x} elde edilir. O halde g fonksiyonu 4.1.11.

new new

Teorem’ in (i) ve (ii) kosullarini sagladigindan X uzay1 yari-katmanlanabilir uzay

olur.

X uzayr katmanlanabilir uzay olsun. Oyleyse bir &nceki teoremdeki (i) — (iii)

sartlarin1 saglayan bir g : @ xX — 1 fonksiyonu vardir. xe X olmak iizere her ne ®

icin g(n+1,x) c g(n,x) oldugunu kabul edebiliriz. Teoremin ispatin1 tamamlamak
i¢cin 3.1.24. Teorem — (v)’ deki (a) ve (b)’ nin saglandigin1 gérmemiz yeterlidir. (a)’

nin saglandigi agiktir. Simdi her n i¢in xeg(n,x,) ve x, eg(n,y,) olsun. Ispati
tamamlamak i¢in y, —x oldugunu yani: (yn) dizisinin her S = {yn(k) ke o)} alt

dizisi i¢in x € S oldugunu gérmemiz yeterlidir. S, (yn) dizisinin bir alt dizisi olmak

lizere x ¢ S_O oldugunu varsayalim. 4.1.11. Teorem (iii)’ den x ¢ U{g(no,z) A= i}

olacak bigimde bir n,e® vardmr. (U{g(no,z):zeg})CCX acitk  ve

S ( U{g(no,z):z eS_O})colmak lizere (U{g(no,z) 17 eS_O})C N {xn(k) :n(k) Zno}

= & dir. Séyle ki n(k) > n, olmak iizere Xn(k)e(U{g(nO,z):zes_o})C olsun.

Buradan x,, & U{g(no,z) 'z e g} olup x,,, & U{g(no,z) 1z eS_O} dir. Ancak bu

durum her ne ® i¢in x, eg(n,y,) olmas: ve dolayisiyla x,, eg(n(k),yn(k))
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olmasiyla gelisir. Buradan x ¢ {xn(k) :n(k)> no} olur. Ancak bu durum da x,,, = x

olmasiyla celisir.m
4.1.13. Teorem

Yari-katmanlanabilir ile katmanlanabilir uzaylar kalitimsal ve sayilabilir

carpimsaldir.
fspat

(X,t) yari-katmanlanabilir bir topolojik uzay olsun. Bu durumda 4.1.11. Teorem’

den dylebirg: o xX— 1, (n, x) —)g(n,x) fonksiyonu vardir ki; x e X i¢in

O {x}={Ne(nx)

(i)  yeg(n,x,) ise x, >y dir

Eger X uzay1 katmanlanabilir ise ilaveten

(iii) Hc X kapali kiime olmak iizere eger ygH ise y¢ U{g(n,x):x € H}

olacak bicimde bir ne ® vardir.

Simdi A c X olmak iizere X yari-katmanlanabilir iken A’ nin da yari-katmanlanabilir

oldugunu gorelim. Bunun i¢in 4.1.11. Teorem’ deki (i) ve (ii)’ nin saglandigini

gormek yeterlidir. h fonksiyonunu xe A igcinh: o xA—> 1, |, (n, X) - h(n, x) =

Ang(n,x) olarak tanimlayalm. Ilk olarak xe A igin {x} = (")h(n,x) oldugunu

gorelim. (\h(n,x) = ﬂ(Amg(n,x)) = An () g(n,x)

Am{x} = {x} dir.

Buradan (i) saglanir. (ii) icin (an) c A olmak iizere her n i¢in yeh(n,an) ise
a, —>—y oldugunu gorelim. yeh(n,an)ZAm g(n,an) olup buradan yeA ve

yeg(n,an) oldugundan yeA ve a, —2—>y dir. Bu durumda A yar-



63

katmanlanabilir olur. Simdi X katmanlanabilir olsun. A’ nin katmanlanabilir
oldugunu gormek i¢in A’ nin (iii)’ yi sagladigin1 gorelim. ye A ve Fc A kapali
olmak tizere y¢F olsun. Bu durumda Fc A kapali oldugundan F = An F' olacak

bi¢imde bir F' < X kapali vardir. Boylece y¢F icin yg F' ve X katmanlanabilir

oldugundan y¢ U{g(n,x):x € F’} olacak bi¢cimde bir ne @ vardir. Bu durumda

yé& U {h (n,x):xe F}A oldugundan A katmanlanabilir olur.

Simdi de i€ ® olmak iizere X, topolojik uzaylar1 katmanlanabilir iken X = HXi

carpim uzaymin da katmanlanabilir oldugunu gorelim. ie ® olmak iizere g, :

ox X, — 1, fonksiyonu 4.1.11. Teorem’ deki kosullar1 saglasin. Buradan ie ®

olmak iizere g : oxX; > 71 , (n,x) > g (nx) = ﬂgi(k,x) fonksiyonunu

k<n

tanimlayalim. Bu durumda i€ ® olmak iizere g, fonksiyonu 4.1.11. Teorem’ deki
kosullari saglar ve n < m i¢in g (mx) cg(nx) dir g(nx) =

Hgi(n,xi) X HXi olmak iizere g’ nin 4.1.11. Teorem’ deki (i), (i1) ve (iii)’ yi

i<n i>n

sagladigimi gorelim. y = (y;)_ €()g(n.x) olsun. Bu durumda yeg(l,x)

nemw

oldugundan y e g (1,x,) ve i > 1 i¢in y,eX; olur. yeg(2,x) oldugundan
vi€g(2.x), y,€8,(2,x,) vei > 2igin y, € X; olur. Bu sekilde devam edilirse

veNe(nx) = {x} o y = x dir yeg(Bx) ise

nem

vi€8(3.%),y,€8,(3,%,),y;€8:(3,x;) vei > 3 i¢in y, € X; olur. Bu sekilde

devam edilirse g; (n,x)’ ler azalan oldugundan y, € () g, (n.x,) = {x,} olup y, =

new

X, dir. x, ve x, i¢in yapilan islemler benzer bi¢imde i > 2 i¢in yapilirsai > 2 i¢in
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y; = X, olur. Boylece y = x dir. (ii))’ nin saglandigin1 gérmek i¢in y =
(yi)iew € HXi olmak {iizere her n i¢in (Yi)iem eg(n,x,) = Hgi(n,x?) X l_[Xi

alalim. Bu durumda;

yeg(Lx,) oldugundan y, € g, (l,xi) vei > ligin y, € X, dir.

yeg(2,x,) oldugundan y, € g, (Z,Xf), Y, €8, (Z,Xﬁ) vel > 2igin y, € X, dir.
yeg(3,x;) oldugundan y, e g (3,xf) , Y. €8, (3,x3) , Y5 € g, (3,x§) vei> 3
icin y; € X, dir.

Benzer sckilde devam edilirse yeg(n,x,) oldugundan y, eg (n,xf) ,
y, €8, (n,xg) , Y; €8, (n,x?) ve y, €g, (n,XE) olur. Bir diziden sonlu sayida
terimin ¢ikartilmas1 o dizinin karakteristigini degistirmeyeceginden her i€ ® igin
x; =y, olup buradan x_  —y dir. (iii)’ nin saglandigin1 gérmek icin Hc X kapali
olmak iizere y = (y;).  #Hiseye (U{g(no,x) X € H}) olacak bigimde bir n, € ®

oldugunu gorelim. Hc l_IXi kapali olmak iizere y¢ H ise ye H° ve H® X agik

oldugundan VvV, c X, V,cX,,...,V, cX, agiklar vardir ve

(Yi )iew € Vl XV2 XX Vn XHXi [ Hc dlr Bu durumda yl & Vlc Olup Vlc c Xl

i>n

kapali oldugundan vy, ¢ U{gl (n,x):xe Vf} olacak bi¢imde bir n, € ® vardir.

Benzer sekilde y, €V, olup V:icX, kapali oldugundan

Ya ¢U{gn (nn,x):ernC} dir. y1§EU{g1 (nl,x):erf} oldugundan

TN U({g1 (n,x):xe Vf}) = (J ve ye T, olacak bigimde bir T, c X, a¢1g81 vardir.

Benzer sekilde v, ¢ { g,(n,,x):xeV; } oldugundan
T, N U({gn (n,,x):x eVnc}) = & ve y, e T, olacak bigimde bir T, = X a¢id1

vardr. Buradan ye T, xT, x..xT x H X, X actk olup

i>n
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[Tlezx...xTanXij N (U{g(n,x):er}) = @ dir. Soyle ki

i>n

pe TxT,x.xT x[[X;, ve pe(U{g(n,x):er}) olsun. Buradan peg(n,x)

i>n

olacak bigimde bir xeH vardir. g(n,x) = []g(nx)x]]X; oldugundan

p, g (n,xi) olacak bicimde bir i<n vardir. Ayrica xeH oldugundan

X¢ 1—[\/l X l_[Xi olup x, &V, olacak bi¢imde bir 1<n,<n vardir. Bbylece

i<n i>n

P, €T, N &, (n0,x) olup T, A (U{e,, (nyx):xe Vs }) #@ olur ki bu bir

celiskidir. Boylece kabul yanlis olup y ¢ (U{g(no, X)X € H}) dir.m

Asagida verecegimiz teorem yari-katmanlanabilir uzay ile Gj-kdsegen ve

subparakompakt uzay arasindaki iliskiyi igerir.

4.1.14. Teorem

Yari-katmanlanabilir her uzay Gj -kdsegene sahip olan bir subparakompakt uzaydir.
fspat

(X,t) yar-katmalanabilir bir topolojik uzay olsun. Onceki teoremden X* yari-
katmanlanabilir uzaydir. h : o x X* = 1°, (n,x) —>h(n,x) fonksiyonu 4.1.11.

Teorem’ deki (i) ve (i)’ yi saglasin. Bu durumda her ne® i¢in U, =

U g(n,{(x,x)}) olmak lizere A = ﬂUn dir. Gergekten ; x,,x, € X olmak {lizere

xeX new
(x,,x,) €[]U, olsun. Buradan her ne ® igin (x,,x,)e U, olur. U,’ nin

new

n’>“n

tanimindan her ne ® i¢in (xl,xz) eh(n,{x X }) olacak bigimde bir x_, € X vardir.

4.1.11. Teorem (i1)’ den x, — X, ve X, = X, olup X uzayr Hausdorff oldugundan
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X, = X, olmak zorundadir. Béylece X uzayi, G;-kosegene sahiptir. G, -kosegene

sahip olan submetakompakt uzaylar Gj-kdsegene sahip oldugundan[7] ve

subparakompakt her uzay submetakompakt oldugundan[7] X’ in subparakompakt
oldugunu goérmek yeterlidir. U, X’ in herhangi bir acik ortiisii olsun. Iyi siralama

2

prensibinden U {iizerinde bir “< ” iyi siralama bagintist vardir. g : oxX—> 1

fonksiyonu 4.1.11. Teorem’ deki (i) ve (i)’ yi saglasin. Bu durumda her Ue U ve

her ne @ igin U, = U\ [(U{U’e‘U:U’<U})u(U{g(n,y):y¢U})} olsun. Her

ne o igin ¥, = { U_n :UeU }ve F = UTn olmak tizere #’ nin ortii oldugunu

nem

gorelim. x e X olmak iizere U(x) , U ’nun xe U olacak bi¢cimdeki en kii¢lik elemant

olsun. 4.1.11. Teorem (ii)’ den x¢g {g(n,y):ygU(x)} olacak bi¢cimde bir ne ®

vardir. Bu durumda xe U(x)_ oldugundan xe U(x) dir. Boylece Failesi X i¢in

bir oOrtli olur. Ayrica her ne ® i¢in U_n c U dur. Soyle ki; z¢ U alalim. O zaman

g(n,z) =X agik ve zeg(n,z) olmak iizere g(n,z) N U, = & oldugunu gorelim.

peg(n,z) ve pe U\ [(U{U’eU:U'<U})u(U{g(n,y):ye‘U})} olsun. p ¢
U{g(n,z) VA U} olup bu bir celiskidir. Boylece g(n,z) N U, = oldugundan
z¢ U_rl olup U_n c U olur. Buradan < U dur. Simdi her ne ® i¢in , ailesinin
ayrik oldugunu gorelim. Bunun igin {Url :Ue U} ailesinin ayrik oldugunu gérmek
yeterlidir. xe X olsun. U(X), U’ nun xeU olacak bi¢imdeki en kiigiik elemani
olsun. Bu durumda U,’ nin tammlamsindan dolayr eger U > U(x) ise U(x)
NU, =3, eger U < U(x) ise g(n,x) nU, = olur. Bdylece g(n,x) N U,
kiimesi x i¢in bir acik komsuluk olup {Un :Ue ’U} ailesinin en fazla bir elemaniyla

kesisir. Boylece &, ailesi ayrik olur.m

4.1.15. Sonug
1) Bir X uzaymim Moore uzayr olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul X’ in yari-

katmanlanabilir ve w A -uzay1 veya p-uzay1 olmasidir.



67

1) Bir X uzaymin metriklenebilir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul X’ in

katmanlanabilir ve w A -uzay1 veya p-uzay1 olmasidir.

Ispat

1) =: X Moore uzayi olsun. 3.1.10. Teorem’ den X o -uzay1 olup 4.1.12. Teorem’

den yari-katmanlanabilirdir. Ayrica her Moore uzay1 p-uzay1 ve w A - uzayidir[7].

<: X yari-katmanlanabilir uzay olmak iizere, X wA -uzay1 veya p-uzay1 olsun.
4.1.14. Teorem’ den her yari-katmanlanabilir uzay subparakompakt ve Gj -kdsegene

sahip olup subparakompakt uzaylarda w A -uzaylar ile p-uzaylar denk oldugundan|7]

ayrica Gj-kosegene sahip wA -uzaylar agimimlanabilir oldugundan[7] X Moore

uzayidir.

i1) =: X uzayr metriklenebilir olsun. 4.1.10. Teorem’ den metriklenebilir uzaylar

katmanlanabilir oldugundan X katmanlanabilirdir. Ayrica metriklenebilir uzaylar
Moore uzay1 ve her Moore uzay1 p-uzay1 ve w A -uzayi uzayi oldugundan[7] X p-

uzay1 ve w A -uzayidir.

<: X uzayr katmanlanabilir ve wA - uzayr veya p-uzayr olsun. Katmanlanabilir

uzaylar parakompakt oldugundan X parakompakttir. Parakompakt p-uzayi veya w A -

uzay1 ile parakompakt M- uzay1 denk oldugundan[7] X parakompakt M-uzayidir.

Ayrica yari-katmanlanabilir uzaylar Gy -kdsegene sahip oldugundan, X G-
kosegene sahiptir. G;-kdsegene sahip olan M-uzaylar metriklenebilir oldugundan([7]

X metriklenebilirdir.m

4.1.16. Teorem

Yari-katmanlanabilir uzaylarin kapali goriintiisii de yari-katmanlanabilirdir.
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fspat

(X,’C) bir topolojik uzay olmak iizere f: X =Y kapali bir doniisiim olsun. ¥ X’ in
biitiin kapali alt kiimelerinin ailesi olmak iizere G:o x K — 1, (n,K) —)G(n,K)
fonksiyonu 4.1.3. Tamim’ daki (i) ve (i)’ yi saglasmn. ™ (U) = {y eY:f(y)c U}
olmak iizere her Hc X kapali kiimesi igin G’ (n,H) = f (G(n,f‘l (H))) olsun.

Eger Uc X acik ise (U) acik oldugundan G’ (n,H) kiimesi de agiktir H’ yi igerir.
Teoremin ispatini tamamlamak i¢in G’ niin yari-katmanlanabilir tanimindaki (i) ve
(1)’ yi sagladigimi gorelim. Bunun icin ilk olarak Hc'Y kapali olmak tlizere H =

ﬂG’(n,H) oldugunu goérelim. Her ne ® igin Hc G’ (n,H) oldugundan

neo

Hc ()G'(n,H) dir. Simdi de (|G'(n,H)<H oldugunu gdrelim. yeY olmak

neo new

uzere ye ﬂG'(n,H) olsun. Buradan her ne® icin ye G'(n,H)=

nem

" (G(n,f‘l(H))) ve her ne o igin ye f’ (G(n,f‘l(H))) olur. Bu durumda her

ne o igin ' (y)cG(n,f‘l (H)) olur. O zaman f' (y) cﬂG(n,f_l (H)) =

£~ (H) ve f(f’1 (y)) c f(f"l (H)) c H olup yeH dir. Bdylece (i) saglanmus olur.
(i)’ nin saglandigin1 goérmek icin H. K< X kapali olmak iizere HcK iken

G'(n,H) = G'(n,K) oldugunu gorelim. ye G’ (n,H) olmak iizere ye G’ (n,K)
olsun. ye G' (n,H) oldugundan ye " (G(n,f" (H))) olup £ (y) =G(n,f"(H))
dir. ye ' (G(n,f'(K))) oldugundan f' (y)« G(n,f"(K))olur. Bu durumda
G(n,f"'(H)) 2 G(n,f"(K)) dir. Ancak bu durum HcK igin £ (H) = ™' (K)
olmasi ve X yari-katmanlanabilir oldugundan G (n,f (H)) < G(n,f"(K))

olmastyla gelisir. Boylece G’ (n,H) = G'(n,K) olur.m
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Topolojide iyi bilinen ayrigtirma teoremlerinden biri Lasnev ayristirma teoremidir.

Once hatirlatma amacli olarak bu teoremin ifadesini verelim.
Lasnev Ayristirma Teoremi :

X metriklenebilir bir uzay f: X —Y kapali ve orten bir doniisiim ise Y’ nin o -ayrik

kapal1 6yle bir alt kiimesi vardir ki, bu alt kiimenin digindaki biitiin ye Y elemanlar1

icin ' (y) kompakttir. Yani Y, Y olacak bigcimde oyle Y, kapal ayrik alt

n=l

kiimeleri vardir ki eger y e (U Y, j ise ' (y) kompakttir.

Lasnev ayristirma teoreminin bir versiyonu 1984 de G. Gruenhage tarafindan,
metriklenebilir X uzay1 yerine yari-katmanlanabilir normal uzaylarin yari-miikemmel
On goriintlisli olan X topolojik uzaylari i¢in verilmisti[7]. Fakat sonradan bu ispatta
bir bosluk oldugu J. Chaber tarafindan fark edilmistir[11]. 1996 yilindan S. Lin, [10]
da, Gruenhage tarafindan verilen ispattaki boslugu, Y uzay1 lizerine, Y uzayimnin her

noktasimnin bir G;-kiime olmas1 kosulunu getirerek gidermistir. S. Lin tarafindan

verilen teorem asagidadir.
4.1.17. Teorem

X yari-katmanlanabilir normal bir uzayin yari-miikemmel bir 6n goriintiisii ve Y her

noktasi bir G, -kiime olan bir topolojik uzay olsun. Eger f: X —Y kapali ve orten bir
doniigiim ise Y’ nin Oyle bir o -ayrik kapali alt kiimesi vardir ki bu alt kiimede yer
almayan biitiin ye Y elemanlar1 i¢in ™' (y) sayilabilir kompakttir.

Bu teoremin ispatina hazirlik amaciyla asagidaki tanim ve lemmalar1 verelim.
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4.1.18. Tanim

(X, 1:) bir topolojik uzay olmak iizere eger;
a) Her xe X igin x e ﬂg(n,x)
n=1
b) Eger her n i¢in xe g(n,x, ) ise {x, :n>1} =& kosullari saglayan bir g : Z* x
X — 1 fonksiyonu varsa X topolojik uzayina bir  -uzay denir. g fonksiyonuna da X’

in bir B -fonksiyonu denir.

4.1.19. Lemma

Bir X topolojik uzay1 i¢in asagidakiler denktir.
1) X bir B -uzayidir.
1) X in her U agik alt kiimesi i¢in X’ in kapali alt kiimelerinin Oyle bir

{Fn (U) ‘n> 1} dizisi vardir ki;

a) F(U)cu

b) UcVise F,(U)CEF(V)

9) {U, :n>1} dizisi X’ in artan bir agik rtiisii ise X = O F (U,) dir.

n=l
kosullar1 saglanir.
i) X’ in her kapali alt kiimesi icin X’ in acgik alt kiimelerinin Oyle bir
{Un (F):n> 1} dizisi vardir ki;
a) FcU,(F)

b) FcKise U, (F)c U, (K)

c) {F,:n>1} X’ in kapali alt kiimelerinin azalan bir dizisi ve ﬂFn = ise

n=1

ﬁUn (F,)= @ kosullar1 saglanr.

n=I
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fspat
(i1 & iii) gerektirmeleri agiktir.

(i=-iii)’ yi gérmek i¢in g : Z* x X— 1, X in bir B -fonksiyonu olsun. F C X kapali

vene Z" olmak iizere U, (F) = | Jg(n,x) olsun.

xeF

{Un (F):nZl} aciklar dizisinin (a) ve (b) kosullarini sagladigi agiktir. (c)’ nin

saglandigint gorelim. {Fn ‘n> 1} X’ in kapali alt kiimelerinin azalan bir dizisi ve

[o.°]

F = @ olsun. ﬁUn (F,) = @ ise bir pe ﬁUn (F,) eleman var olup her n i¢in
n=1

n

n=1 n=1

pe g(n,xn) olacak bigcimde bir x, € F vardir. g, X’ in bir B -fonksiyonu

oldugundan {Xn :neco} dizisinin bir yigilma noktasi vardir. Bu durumda

{F,:n>1} dizisi azalan ve F,” ler kapali oldugundan ﬂFn = & olur ki bu bir

n=l
celiskidir. Oyleyse ﬂUn (F,) = @ olmak zorundadur.

n=1

(iii = i) gerektirmesini gorelim. X’ in kapali her F alt kiimesi ve her ne Z* igin (iii)’

deki kosullar1 saglayan bir {Un (F):nzl} dizisi var olsun. g : Z"x X—1
fonksiyonunu g(n,x) = U, ({X}) biciminde tanimlayalim. g’ nin X’ in bir B-

fonksiyonu oldugunu gésterelim. Her n i¢in {x}C Un({x}) oldugundan

X€E ﬁg(n,x) dir. Simdi p € X olmak iizere her n i¢in pe g(n,xn) olsun. {Xn ‘n> 1}

n=l1
dizisinin y1g1lma noktasinin olmadigini kabul edelim. Yani {xn ‘n > 1}~ = & olsun.

Her n i¢in F = {xk k> n} olmak iizere {Fn ‘n> 1} X’ in kapali alt kiimelerinin

azalan bir dizisidir ve ﬂFn = @ dir. Oyleyse (U, (F,) = @ olmaldrr. Fakat

n=1 n=1
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Jg(n,x) C U, (F,) ve pe ﬁ[u g(n,x)] oldugundan bu bir celiskidir. Boylece

x€F, n=1| x€F,

{x,:n>1} = & olup X bir B -uzayidir.m

4.1.20. Lemma

B -uzaylar kapali doniisiim altinda korunurlar.
fspat

f: X—'Y kapali ve orten bir donilistim ve X bir B -uzay1 olsun. UC X ac¢ik olmak

lizere {Fn (U):n 21} dizisi 4.1.19. Lemma (ii)’ deki kosullar1 saglayan bir dizisi
olsun. Y’ nin her V agik alt kiimesi ve her n i¢in K, (V) = f(Fn (f*l (V))) olmak

tizere Y’ nin kapali alt kiimelerinin {Kn (V) ‘n> 1} dizisi 4.1.19. Lemma (ii)> deki

kosullarmi saglar. Oyleyse Y bir B -uzayidir.m

4.1.21. Lemma

Yari-katmanlanabilir uzaylar p -uzayidir.
fspat

X yari-katmanlanabilir uzay olsun. Bu durumda 4.1.11. Teorem’ den bir

g:ox X — 1, (n,x)— g(n,x) fonksiyonu vardir ve bu fonksiyon
@ {x} =(e(n.x)

(i) ye g(n,x,) ise x, —y

kosullar1 saglanir.
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{x} = mg(n,x) oldugundan xe ﬂg(n,x) olup ye g(n,xn) icin x, —y

oldugundan y, {xn ‘n> 1} dizisinin bir y1g1lma noktasidir.m

4.1.22. Lemma

f: X—Y yari-miikmemmel ve Y bir B -uzayi ise X de bir f -uzayidir.
fspat

Y, B-uzayr oldugundan Y’ nin bir g : Z*'x Y —1(Y), (n,y)—g(ny) B-
fonksiyonu vardir. h(n,x) = f’l(g<n,f (x))) bigiminde tanimlanan h : Z" x X

— 1 (X) fonksiyonu X i¢in bir B -fonksiyonudur. Syle ki; Y, B -uzay1 oldugundan

ve f orten oldugundan y = f(x) € ﬁg(n,f(x)) olup her ne ® igin f(x) €g <n,f(x))

-
olur. Bdylece xe ()f™ (g(n,f(x))) oldugundan xe ()h(n,x) dir. Simdi eger her
ne o igin xe h(n,x,) olsun. {x, :neZ'} = @ oldugunu kabul edelim. Her n igin
xeh(n,x,) ise xe f'(g(n,f(x,))) oldugundan her n igin f(x) € g(n.f(x,)) olup
g Y’ nin bir B -fonksiyonu oldugundan {f(x,):neZ"} # @ dir. {x,:neZ’} =
& oldugundan {xn ‘ne Z*}~ C X kapali ve ayriktir. f kapali doniisiim oldugundan
f({xn neZ'})CY kapalidr. f yar-mikemmel oldugundan n=m  igin
f(x,) #f(x,,) oldugunu kabul edebiliriz. Ciinkii IC Z" ve I sonsuz olmak iizere her
neligin h(x,)=h(x, ) ise x, e h” (h(x,, )) olup h™*(h(x, )} sayilabilir kompakt
oldugundan {x, :nel} kiimesinin bir yigilma noktasi var olur. Ancak bu durum

{xn:neZ+}~ = (J olmasiyla ¢elisir Bu durumda f({xn:neZ*}) =
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{f(x,):neZ’} olup {f(x,):neZ’} kapaldir. Kapal kiimelerin yigilma
noktalar1 kiimeye ait oldugundan f(xno)e{f(xn):neZ+}~ olacak bicimde bir
n,eZ" vardir. {x,:n#n,}"C{x,:neZ'} =@ olup {x,:n=n,}" kapaldir.
kapali  oldugundan  f({x,:n=n,}) = {f(x,):n#n,}  kapahdr.
f(x, ) e ({f(x,)n#n,}) C Y agik ve f(x, ) {f(x,):n€Z'} oldugundan bu

bir ¢eliskidir.

Simdi 4.1.17. Teorem’ in ispatin1 gorelim.
Z, normal yari-katmanlanabilir bir uzay ve h: X—Z yar1 miikemmel ve orten bir

doniisiim olsun. Z yari-katmanlanabilir oldugundan

i) Her Hc X kapali ve her ne Z* i¢in Hc G(n, H)

ii) Her Hc Z kapali olmak iizere H= (] G(n,H)

neZ*
iii) HcKise G(n,H) =G(n,K)
iv)  G(n+1,H)cG(n,H)
kosullarmi saglayan bir G : Z'xt'(Z) = t(Z), (n,H) —>G(n,H) fonksiyonu
vardir. Her KX kapah ve her ne Z' i¢in U, (K)= h™'(G(n,h(k))) bigiminde

tanimlansin. 4.1.20. Lemma’dan Z, f3-uzayr olup 4.1.21. Lemma’dan X bir B-

uzayidir. Oyleyse 4.1.19. Lemma’ dan Y bir B-uzayr olup Y’ nin bir p:

7" xY—> r(Y) f -fonksiyonu vardir. Y’ nin herhangi bir eleman i¢in { y} bir G; -

kiime oldugundan her yeY igin {y}= ﬁTﬂ (y) olacak bigimde T, (y) =Y agiklar:

n=1
vardir.

Her neZ" igin ve her yeY igin g(n,y)Z ﬂ(Tk(y)mu(k,y)) biciminde

k<n

tanimlanan g : Z" xY — t(Y) fonksiyonu

1) g(n+Ly) cg(ny)
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0

2 Ne(ny)={y}

nel
kosullarini saglar. f: X —Y kapali bir doéniisiim oldugundan ve her ye Y, her ne Z*
icin {y} <Y, U, (f*1 (y)) =X agik, f'(y)c U, (f‘l (y)) oldugundan her yeY ve
her ne Z* igin ye V, (y) ve £'(V,(y)) = U,(f"(y)) [5] olacak bigimde bir
V, <Y vardir. Aym zamanda her n>1 i¢in yeg(n,y) ve g(n,y)cY ack
oldugundan her ne Z* i¢in V,(y) ng(n,y) = O,(y) denilirse her yeY ve her
ne Z" igin

) yeO,(y)

i) £7(0,(v)) < U, (f(v)

i) 0,(y) cg(ny)

saglamir. Her ne Z* igin Y, = {yeY:p#yise ygO, (p)}olsun. Her ne Z" igin
Y,, Y’ nin kapali ve ayrik bir uzayidir. Bunu gormek i¢in her ye Y igin ye O, ve

‘Oy NY,

<1 olacak bi¢cimde bir O,cY agigmin var oldugunu gormek
yeterlidir. O, (y) N'Y, = {y} oldugunu gorelim. Eger ye Y, ise O, (y) nY, = {y}
dir. Ciinkii ye O, (y) ve ye Y, oldugundan {y} = O,(y) Y, dir. y#p olmak
iizere pe O, (y) N'Y, olsun. Bu durumda pe Y, ve y#p oldugundan pg O, (y)
olup O, (y) NY, = {y} dir. Egerye¢ Y, ise O, (y) NY, = & dir. Ciinkii z# y i¢in

ze O,(y)nY, iseze Y, ve ze O, (y) olup ze Y, ve z#y oldugundan z¢ O, (y)
dir. Y, = [U Ynj olmak tlizere ye Y, olsun. ye Y, ise hern>1i¢inye¢ Y, dir. Bu
n=l1

durumda her n igin y, #y iken ye O, (y) olmak iizere bir y, €Y vardir. Buradan
her neZ" i¢in yeg(n,y,) dir. Simdi {y,:n>1} dizisinin sonsuz elemanl
oldugunu gorelim. Bu amagla {yn ‘n> 1} kiimesinin sonlu oldugunu kabul edelim.

Bu durumda {y, :n>1} dizisinin dyle bir {y, }alt dizisi vardir ki her k>1 igin y, =
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Y,, dir. Bu durumda ye g(nk,ynk) cg(k,no) olup ye ﬁg(k, yno) elde eldir. Ote

k=1

yandan ﬁ g(k, Yo, ) = {yno} oldugundan y =y, = olur ki bu her ne Z" igin y, #y

k=1

olmasi ile gelisir. O halde {yn ‘n2> 1} dizisi sonsuz elemanl: bir dizi olup y, ’ leri
birbirinden farkli kabul edebiliriz. Her ne Z" i¢in ye (n,x, ) oldugundan ve p, Y’
nin bir f-fonksiyonu oldugundan {yn ‘n> 1} dizisinin ve dolayisiyla her sonsuz alt
dizinin bir y1gilma noktasi vardir. Simdi f™' (y) > nin sayilabilir kompakt oldugunu
gorelim. Miimkiinse (y) sayilabilir kompakt olmasin. Bu durumda f™' (y) > nin
y1gilma noktasina sahip olmayan bir {Xn ‘nz 1} alt kiimesi vardir. h yari-miitkemmel

oldugundan m#n igin h(x,)=h(x,,) oldugunu kabul edebiliriz. Ciinkii Ic Z" ve I

sonsuz olmak tlizere her nel i¢in h(xn)Zh(xno) ise Xneh"l(h(xnn)) olup

h_l(h(xno )) sayilabilir kompakt oldugundan {xn :neI} kiimesinin bir yigilma
noktas1 var olur. Ancak bu bir ¢eliskidir. O halde sadece sonlu c¢okluktaki n i¢in
h(xn)’ ler birbirine esit olacaktir. Oyleyse n#m bi¢imindeki her nme Z* icin
h(x,)#h(x,) kabul edebiliriz. Bdylece {h(x,):n>1}, Z’ nin birbirinden farkl:

elemanlarindan olusan kapali, ayrik bir alt kiimesidir. Z normal oldugundan Z’ nin

acik alt kiimelerinin &yle bir ayrik {Vn :nzl} ailesi vardir ki her ne Z* igin

h(x,) eV, dir. Diger yandan x, e ' (y)c ﬂf_l (Ok(yk)) c ﬂUk (f_l (¥ )) =

k>n k>n

e (ofin(e G n (Ao UREB0) || - v (UHE o) -

k>n k>n k>n k>n
h™ (h(u £ (v, )j] olup h(x,) e h(U A )j dir. Ayni zamanda h(x,) eV,
k>n k>n

ve V, agik oldugundan her ne Z* igin V, mh(U £ (v, )] # & olup {yk ke Z+}

k>n

dizisinin oyle bir {y, :ieZ'} alt dizisi ve {V,:neZ'| ailesinin dyle bir
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{Vni e Z+} alt ailesi vardir ki her ie Z" igin V, mh(f - (yki )) # & dir. Oyleyse
her ie Z' igin bir 7 €V, Nh(f"(y, )) seeebiliriz. Her i icin 7 eh(f(y, )
oldugundan her i i¢in z = h(p,) olacak bi¢imde bir p,ef™ (yki) vardir.
{yn n> 1} dizisinin her sonsuz alt dizisinin bir yigilma noktasina sahip oldugunu
sdylemistik. Oyleyse {yki i€ Z*} alt dizisi Y i¢inde bir y1gilma noktasina sahiptir.
Bu durumda {pi :ieZ+}, X’ in kapali ve ayrik bir alt kiimesi olamaz (olsayd:
{f (p;) =y, :i EZ+} kapali ve ayrik olurdu ki bu durumda {Yk, :ieZ+} y1g1lma
noktasina sahip olmazdi) {pi ‘e Z+} X i¢inde kapali ve ayrik olmadigindan
{h(pi )=z i€ Z*} , Z iginde kapal1 ve ayrik degildir. Fakat bu {Vn ‘ne Z+} aciklar

ailesinin ayrik olusu ile gelisir. Boylece f™' (y) sayilabilir kompakttir.m

4.1.23. Tanim

Eger bir X uzayinin kapali ve ayrik her H,K alt kiimeleri i¢in

(i) Hc D(H,K) ecD(H,K)c< X\K
(i) EgerHc H' veK oK' ise D(H,K) =D(H',K’)
ozelliklerini saglayan bir D (H, K) acik alt kiimesi varsa X uzayina Monoton normal

uzay denir. D’ ye de Monoton normallik operatérii denir. Burada

D(H,K) nD(K,H) = & almabilir. (D" X iizerindeki bir normallik operatdrii olmak

lizere D(H,K) =D’ (H,K) NX\ D'(K,H) olarak alinmasi yeterlidir.)

4.1.24. Teorem

Bir X uzaymin katmanlanabilir olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul X’ in yari-

katmanlanabilir ve monoton normal uzay olmasidir.
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fspat

=: X uzayr katmanlanabilir olsun. G fonksiyonu 4.1.3. Tamim’ daki kosullar:
saglasm. HcX kapali olmak iizere G(n+1,H)=G(n,H) kabul edebiliriz.

Katmanlanabilir uzay yari-katmanlanabilir oldugundan ispati tamamlamak i¢in X’ in
monoton normal oldugunu gérmek yeterlidir. 4.1.8. Teorem’ den katmanlanabilir
uzaylar parakompakt olup parakompakt uzaylar da normal oldugundan X normaldir.

Simdi X’ in monoton normal oldugunu gorelim. H,K — X kapali ve HN K = olmak

lizere D(H,K) = UG(n,H)\G(n,K) olsun. HCD(H,K) oldugu aciktir. yeK

alahm. HNK = & oldugundan y¢ H olup H = [)G(n,H) oldugundan

y# G(m,H) olacak bigimde bir me w vardir. Burada (X\G(m,H) ) nG(m,K), y
* yi igeren bir agik kiimedir. $imdi (X\G(m,H) ) nG(m,K) nD(HK) = &
oldugunu gorelim. Aksine ze X\G(m,H), zeG(m,K) ve zeD(H,K) olacak
bicimde bir ze X olsun. Bu durumda z¢ m, zeG(m,K) ve D(H,K) =

JG(n,H)\G(n,K) oldugundan zeG(n,,H)\ G(n,,K) olacak bigimde bir

n

n,e ® vardir. n, < m olsun. Bu durumda KcX kapal oldugundan G(m,K)
CG(DO,K) dir. Ancak bu durum ze G(nO,H)Ve zeG(m,K) olmasiyla ¢eligir. m

<n, olsun. Bu durumda Hc X kapali oldugundan G(n,,H) = G(m,H) dir. Ancak

bu durum ze G(n,,H)ve z¢ G(m,H) olmastyla gelisir. Bdylece y¢ D(H,K) olup

D(H,K) cX \ K dir. Ispati tamamlamak icin Hc H' ve K> K’ iken D(H,K)
<D(H'K’) oldugunu  gorelim. yeD(H,K) olsun. D(H,K) =

UG(n,H)\G(n,K) oldugundan ye G(nO,H)\ G(nO,K) olacak bigimde bir n

€ o vardir. Bu durumda y € G(nO,H) vey ¢ G(nO,K) olup H ¢ H' ve

dolayisiyla da G(n,,H) =G(n,,H’) oldugundany € G(n,,H') olur. AyricaK > K’
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oldugundan G(n,,K)< G(n,,K’) olup y¢ G(n,,K') dir. Bdylece ye G(n,,H')\

G(ny,K') olup ye UG(n,H’)\G(n,K') =D(H',K') olur.

<: X yari-katmanlanabilir ve monoton normal bir uzay olsun. G fonksiyonu 4.1.3.
Tanim’ daki (i),(ii) ve (ii1) kosullarin1 ve D operatorii de 4.1.23. Tanim’ daki sartlar

saglasm. Hc X kapali olmak iizere her ne o igin G’ (n,H) = D(H,X\G(n,H))

olsun. Ispat: tamamlamak i¢in x X uzaymin biitiin kapal alt uzaylarinin ailesi olmak

tizere G' : OoxK > T, (n,H) -G’ (n,H) fonksiyonun katmanlanabilir uzay
tammindaki (i)-(iii)” yi sagladigini gérelim. Hc G’ (n,H) oldugu aciktir. (i)’ yi

gérmek igin HcX kapali olmak iizere H = [)G'(n,H) oldugunu gdrelim.

new

Hc ()G'(n,H) oldugu agik oldugundan ()G'(n,H)cH oldugunu gdrelim.

neow nem

ye nG'(n,H) ise her ne © i¢in ye G’ (n,H) ve G'(n,H) = D(H,X\G(n,H))

new

oldugundan her n € ® igin y € D(H,X\G(n,H)) dir. X monoton normal

oldugundan D(H,X\G(n,H))cG(n,H) olup y e[)G(nH) dirr H =

neow

ﬂ G(n,H) oldugundan ye H dir. Simdi (ii)’ yi gormek i¢in H,K = X kapal1 olmak

nem

iizere G' (n,H) = G'(n,K) oldugunu gérelim. ye G’ (n,H) = D(H,X\G(n,H))
olsun. HcK ve X \ G(n,H) X\ G(n,K) oldugundan 4.1.23. Tanim (ii)’* den
D(H,X\G(n,H)) < D(K,X\G(n,K)) olup buradan yeD(K,X\G(n,K)) =

G’ (n,K) dir. Simdi de (iii)’ yi gormek i¢in H ZﬂG'(n,H) oldugunu gorelim.

Bunun i¢in Hc ()G'(n,H) oldugundan ()G'(n,H)c H olduunu gérmek

nem nem

yeterlidir. ye () G’(n,H) alalim. Buradan her ne o i¢in ye D(H,X \ G(n,H))

new
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c G(n,H) olup hern € ® iginy eG(n,H) dir. Boylece y € ﬂG(n,H) =H

nem

olur.m
4.1.25. Teorem

Monoton normal uzaylar ve katmanlanabilir uzaylar kapali doniistimler altinda

korunurlar.
fspat

X katmanlanabilir uzay olsun. 4.1.16. Teorem’ den yari-katmanlanabilir bir uzayin
kapal1 goriintiisti de yari-katmanlanabilirdir. Buradan 4.1.24. Teorem geregince ispati
tamamlamak i¢in X monoton normal uzaymnin kapali goriintiisiiniin de monoton
normal uzay oldugunu gormek yeterlidir. f: X—Y fonksiyonu kapalt olsun.

D, operatdrii 4.1.23. Tamim’ daki (i) ve (i) yi saglayan, bir operatdr olsun. H,K
cX kapali olmak iizere HNK = & olsun. f° (U)Z{er:f*1 (y)CU} olmak
iizere D, (H,K) = f* (D, (£ (H),f" (K))) olsun. Eger UcX agik ise ' (U) agik
olup D, (H,K) agiktir. Ayrica Hc D, (H,K) dir. Syle ki; yeH alalm. Buradan
£ (y)c ' (H) dir. £'(H)cD,(f'(H).f'(K)) oldugundan ' (y)
<D, (f(H),f'(K)) elde edilir. f' tammindan ye (D, (£ (H),f"(K)))=
D, (H,K) dir. Bdylece Hc D, (H,K) dir. Simdi 4.1.23. Tamm (i)’ nin

saglandigini yani H,H',K,K' Y kapali olmak iizere eger Hc H' ve Ko K’ ise
D, (H,K)c D, (H,K') oldugunu gorelim. ye Y olmak iizere ye D, (H,K)
alalim. Buradan He H' ise £ (H) < £ (H') ve Ko K’ ise £ (K) > ' (K)
dir. f kapali olup X monoton normal oldugundan
D, (f'(H),f"(K)) = D, (£ (H).f'(K')) dir.  Boylece ' (y)

<D, (f'(H).f"'(K)) ve  f'(y)eD,(f'(H).f(K)) olup
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yef (DX (f‘1 (H'),f~ (K'))) dir. Buradan ye D, (H,K') olur. Teoremin ispatini

tamamlamak icin D, (H,K) < Y \ K oldugunu gérmek yeterlidir. yeK alalim.

ye Y\f(DX (f’l(H),f’l(K))) dir. Séyle ki; X monoton normal oldugundan

£ (H) < D, (' (H).£(K)) < (D, (H),F7(K)) <[ (K)] olup £ (y)

cf?(K) oldugundan ' (y)e¢ [f’l (K)]c dir.  Buradan {7 (y)e

D, (' (H),f"(K)) olup ye f(DX(f’l(H),f’l(K))) dir. Simdi de
[Y \f(D ( ( ))} =  oldugunu gorelim. Aksine
ye £(D, ( K))) veye D, (H,K) = " (D, (£ (H),f(K))) dir. Bu bir

geliski oldugundan y¢ D, (H,K) dir. Boylece D, (H,K) < Y\ K olur.m

4.1.26. Teorem
Monoton normal her uzay yiginsal normaldir.
fspat

K, X’ in kapali alt kiimelerinin ayrik bir ailesi olsun. Her Fe ¥ i¢in F =

U{H :H#F,He X} < X kiimesi kapalidir. Ciinkii % ailesi ayrik ise yerel sonlu

olup kapanisi1 korur. Ayrica her Fe X i¢in Fn F' = & dir. X uzay1 monoton normal
uzay oldugundan X’ in kapali ve ayrik A,B alt kiime cifti icin D(A,B) c X acik
olmak tizere;

i) D(A,B)nD(B,A) = I

i) AcD(A,B) cD(A,B)c B

iii) Ac A" ve Bc B ise D(A,B) CD(A’,B')
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kosullarini saglayan bir D monoton normallik operatdrii vardir. Her Fe K i¢in U, =
D(F, F) olsun. (i) ozelliginden FcD(F,F') ve Fc U, olur. HFe kX ve H#F
olsun. Hc F* ve FcF oldugundan (iii) 6zelliginden D(F, F*) cD(F,H) elde edilir.
Ayni sekilde Fc H' ve HCH oldugundan (iii) ézelliginden D(H,H") cD(H,F)
olur. Uy n U, =D(H,H") nD((F,F") cD(H,F) nD(F,H) olur. (i) ézelliginden
D(H,F) n D(F,H) =& oldugundan U, N U, = & dir. Sonug olarak her H,Fe K
icin Fc U,, Hc U, olacak sekilde ikiser ikiser ayrik ve acik kiimelerin bir

{UH :He 7(} ailesi bulunabildiginden X uzay1 yiginsal normal uzaydir.m

4.1.27. Teorem

(X,r) topolojik uzaymin monoton normal olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul “
f((x,U)) mf((y,V)) # & olacak bigimdeki her (x,U) , (y,V) € @ iginxeV veya
ye U ” kosulunu saglayan bir f: @ = {(X,U) eXx1:X€ U} — 1 fonksiyonun var

olmasidir.
fspat

=: D operatorii 4.1.23. Tanmim’ daki kosullar1 saglasin. Burada H,K X kapal1 ve
HNnK = & igin D(H,K) mD(K,H)=® kabul edebiliriz. @@=
{(X,U) eXXT:Xe€ U} olsun. xe U ve Uc X agik olmak iizere U, = D({x} , X \U)
olsun. f : @ > 1, (X,U) —f ((X,U)) = U, fonksiyonunu tanimlayalim. Simdi

x,yeX, U,Vc X acik olmak ilizere xeU ve yeV olsun. x¢V ve ye U oldugunu
kabul edelim. y¢U oldugundan {y} < U° olup tamm (ii)’ den D({x},X \U) c

D({x},{y}) dir. Ayrica benzer sekilde V, = D({y},X\V) oldugundan

y
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Vch({y},{x}) olur. Buradan D({x},{y})mD({y},{x}) = @ oldugundan

U, NV, = O olur. Bdylece istenilen sonug elde edilir.

<: fi ® > 1 fonksiyonu hipotezdeki kosulu saglasin. (X,U) € @ olmak tizere U_
= f((x,U)) olsun. HHKc X kapali ve HNK = & olmak iizere D(H,K) =
U{Ux :xeHve UNK = @} olsun. Buradan D(H,K) acik olup H’ yi igerir. yeK
alalm. xeH ve UNnK = & olmak iizere (X \ H) N U, = & dir. $8yle ki; aksine

(X\ H)y N U, # J olsun. Hipotezden xe X \ H veya ye U olup bu bir celiskidir.

Boylece y¢ D(H,K) olup

D(H,K) < X \ K dir. Buradan X monoton normal uzaydir.m

4.1.28. Teorem
Monoton normal uzaylarin her alt uzay1 monoton normaldir.
fspat

X monoton normal bir uzay olmak iizere Y, X in herhangi bir alt uzay1 olsun. Bu
durumda x €Y olmak iizere x € U olacak bicimde bir Uc Y ac¢igini alalim. Y alt uzay

oldugundan U = U’ NY olacak bigimde bir U =X a¢ig1 vardir. Buradan xe U’
olup X monoton normal uzay oldugundan xe U, olmak iizere U,' X ag1g1 4.1.27.
Teorem ‘in kosullarini saglar. f: @ = {(x,U)errY D= U} -1, f((X,U)) =
U'NY = U, fonksiyonunu tanimlayalim. Teoremin ispatini tamamlamak igin
(X,U),(y,V) e @ olmak lizere f((x,U)) mf((y,V)) # & iken xeV veya yeU
oldugunu goérmek yeterlidir. f((X,U)) A f((y,V)) = & ise (Ui mY) A (Vyc mY)
# & olup buradan U N Vy' # & dir. X monoton normal oldugundan xe V' veya

ye U’ dur. Bu durumda xeV veya ye U olur.m
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4.1.29. Teorem
Her dogrusal sirali uzay monoton normaldir.
Ispat

X dogrusal sirali bir uzay olsun. X’ in her U agik alt kiimesi ve her xe U i¢in X’ 1

icerenve “ U NV, # O ise xeV veyaye U ” kosulunu saglayan bir xe U olacak

bicimde agik kiimesinin var oldugunu gérmemiz yeterlidir. o, X {izerinde bir iyi

siralama bagintist olsun. Uc X acik ve xeU olsun. X dogrusal sirali uzay

oldugundan x e (a,b) = U olacak bi¢imde a,be X vardir. p, = min, {p:a<p<x}
ve q,= min, {q:x<q<b} olsun. U = (p,,q,) denilirse xe U, ve U c X agik
olur. U in “U NV, #J ise xeV veyayeU ” kosulunun saglandigini gormek

zor degildir. Boylece X monoton normal uzay olur.m

4.1.30. Tanim

Eger bir (X, 17) topolojik uzaymin o -kapanis1 koruyan bir bazi varsa X uzayma M, -

uzayi1 denir.

4.1.31. Tanim

(X,‘E) bir topolojik uzay olsun. B, X’ in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. x € U olacak

0
bicimdeki her Uc X acig1 i¢in xe B cBc U olacak bi¢imde bir Be 8 varsa ®
ailesine X uzaymnin bir quasi(yar1) bazi denir. Eger bir X uzaymin o -kapanisi

koruyan bir quasi(yar1) bazi varsa X uzayimna M, -uzay1 denir.

Yukaridaki tanimlardan her M, -uzayinin bir M, -uzay1 oldugu agiktir.
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Simdi bir bakima M, -uzayinin karakteristigini veren ve ayni zamanda M, -uzay1 ile

katmanlanabilir uzayin iliskisini belirleyen teoremi verelim.
4.1.32. Teorem

Bir X uzaymim M, -uzay1 olmasi icin gerekli ve yeterli kosul; bir g : ox X =1

fonksiyonunun var olmasi ve xe X i¢in
Do {xj=a(nx)

i)  xeg(n,x,) ise x, >x

ii1))  Eger Hc X kapali ve ye¢H ise y¢ U{g(n,x):er} olacak bicimde bir
ne o vardir.
iv)  yeg(n,x)ise g(n,y) cg(n,x)

sartlarinin saglanmasidir.
fspat

=: X bir M, -uzay1 olmak iizere 8 =| |8, , X i¢in bir yar1 baz ve g(n,x)= X\

U{E:Be@i,iﬁn,xzﬁ} olsun. 3.1.24. Teorem’ den (ii) ve (iv)’ nin saglandigi

aciktir. Simdi (i)’ nin saglandigini gorelim. 3.1.24. Teorem (i)’ den her xe X ve her

ne ® i¢in xe g(n,x) oldugundan xe ﬂg(n,x) dir. ﬂg(n,x) c {X} oldugunu
gorelim. ye ﬂ g(n,x) ve y# x olsun. X Hausdorff uzay1 oldugundan ye U ve xeV

olacak bigimde U,V c X agiklar1 vardir ve UNV = J dur. Vc X agik oldugundan

— 0
UnNnV=y olur. yeU, Uc X agik ve B, yari-baz oldugundan ye B < Bc U olacak

bi¢imde bir Be 8 vardir. 8 = U B, oldugundan Be @, olacak bi¢imde bir n, €

new

vardir. Buradan yeﬁ dir. Ayrica x¢ B dir. Ciinkii xe B olsaydir xe U olup

xeUNV olurdu ki bu da UNV = @& olmasiyla  ¢elisir.
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Ee{ﬁ:Be@i,iSno,Xeﬁ} oldugundan ﬁcU{E:Be@i,iSno,xzﬁ} dir.

buradan g(no,x) C(E)C dir. Fakat bu ye g(no,x) ve yeﬁ olmasiyla celisir.

Buradan kabul yanlis olup x = y olur. Ispatin bu yoniinii tamamlamak igin (iii)’ nin
saglandigin1 gorelim. ye H° ve H°cX acgik olup X uzayr diizenli oldugundan

erc?cHC olacak bicimde bir VcX agig vardir. 8 = U@n yari-baz

nem

0
oldugundan ye B, « B, cV olacak bi¢imde bir B,e @, vardir. n, bu 6zelligi
0 0

saglayan ilk eleman olsun. B, <X a¢kk ve yeB, olmak iizere
0

B, N U{g(no, X)X € H} = %) oldugunu gorelim. Aksine
0

B, N [J{g(n,.x):x eH} # & oldugunu kabul edelim. Bu durumda

0 0
B, ng(ny,x,) #Q olacak bi¢imde bir x,€H vardir. O halde ze B, ve
zZ¢ U{E :Bed,i<n,,x, ¢ E} olacak bigimde bir ze X vardir. x, €H oldugundan

X, 2V ve X, GEB_O dir. Bu durumda B_O c U{ﬁ:Be@i,iSno,xo &EE} dir. Ancak

— — — 0
z¢ U{B :Be®d,i<ngx, ¢ B} oldugundan z¢ B, olup zg¢ B, dir. Bu bir ¢eliski

oldugundan kabul yanlis olup y ¢ U{ g(n,,x):xe H} dir.

«: g fonksiyonu (i) — (iv) sartlarim saglasin. G, = {g(n,x):xeX} ve B, =

{X\Uén .G, gn} olsun. Ispatin bu yoniinii tamamlamak igin @ = | J8, * nin X
n=l1

icin o -kapanig1 koruyan bir yar1 baz oldugunu gérmemiz yeterlidir. xe X olmak

tizere xe U olacak bi¢imdeki bir Uc X a¢igin1 alalim. Bu durumda x¢ U° olup

U°cX kapali oldugundan x¢ U{g(no,p) ‘pe U°} olacak bigimde bir n, € ®

vardir. G, = {g(no,p):peU“} olmak iizere B = (U@no )C e, ise U'c|JG,

0

ve B = (UGHO )CCU olur. Simdi de xeB oldugunu  gdorelim.
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(U{g(no,p):peUc})cc X acik ve xe (U{g(no,p):peU°})c olmak {izere

c ~ 0 0
(U{g(no,p):peUC}) m(Ug‘no) = & oldugundan xe B olup B cBcU olur.
[spati tamamlamak ig¢in her n igin @, ailesinin kapamsi korudugunu gorelim.

G, = G, olsun. iv)’ den eger ye ()G, ise g(n,y) =[G, dir. Buradan (G, agiktir.

Her a € A igin G, () < G, olsun. O zaman | J (X\Ugn (a)) =X\ ﬂ(U G, (oc)]

aeA aeA

kapali oldugundan @, ailesi kapanisi1 korur.m

Simdi bu teoremi kullanarak asagidaki sonucu verelim.
4.1.33. Sonug

Metriklenebilir her uzay M, -uzay1, her M, -uzay1 da katmanlanabilir uzaydir.

jspat

X metriklenebilir uzay olsun. Bu durumda Nagata-Smirov teoreminden[5] X’ in G -

kapanis1 koruyan bir bazi vardir. Buradan X, M, -uzayidir. Simdi de X’ in
katmanlanabilir uzay oldugunu gorelim. X, M, -uzay1 oldugundan M, -uzayidir.

4.1.32. Teorem’ den X katmanlanabilir uzaydir.m
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