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Bu tez calismasinda Genellestirilmis Morrey uzaylarmda Calderon-Zygmund operatorleri
tarafindan tretilen altlineer operatdrlerin ve onlarin komiitatdrlerinin sinirliligr incelenmistir.
Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir.

Ikinci boliimde, ¢alismamiz ile ilgili olan temel kavramlar, uzaylar ve operatorler hakkinda
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verilmigtir. Ayrica Calderon-Zygmund integral operatorii tarafindan iiretilen altlineer
operatorler ve komiitatorlerin Genellestirilmis Morrey uzaymdaki smirliligi gosterilmistir.
Dordiincii Boliimde Mizuhara tarafindan tanimlanmis olan genellestirilmis Morrey uzaylari
tanimlanmis ve bu uzaylarda Calderon-Zygmund integral operatorleri tarafindan tiretilen kaba
cekirdekli alt lineer operatorler ve komiitatdrlerinin sinirliligi gosterilmistir.

Son boliim olan besinci bdliimde dnceki boliimlerdeki sonuglara dayanarak Psododiferensiyel
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In this thesis, the boundedness of sublinear operators and their commutators produced by
Calderon-Zygmund operators in Generalized Morrey spaces have been examined.

This thesis consists of the five parts. In the second part, information about the basic
concepts, spaces and operators related to our work is given.

In the third chapter, the generalized Morrey Space defined by Guliyev is given, further
the boundedness of the sublinear operators and commutators produced by the Calderon-
Zygmund integral operator in the generalized Morrey space is shown.

In the four chapter, generalized Morrey spaces defined by Mizuhara are defi- ned and the
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1. GIRIS

My, Morrey uzayr tammlanmstir (Morrey 1938). Morrey uzaylari i¢in Hardy-
Littlewood maksimal operatdrii ve singiiler integral operatdrii i¢in sinirlilik sartlar: elde
etmislerdir (Chiarenza and Frasca 1987). Morrey uzaylarmin genislemesi olan M, ,
genellestirilmis Morrey uzaylarini tanimlamig ve bu uzaylarda singiiler integral
operatoriiniin - sinirliligini arastirmigtir (Mizuhara 1991). Harmonik analizin klasik
operatorlerinin M, , genellestirilmis Morrey uzaylarindaki sinirliligini gostermistir
(Nakai 1994). M, , genellestirilmis Morrey uzaymin normallestirilmis normunu
tammlamustir (Guliyev 2009). M,, , genellestirilmis Morrey uzayinda harmonik analizin
integral operatdrlerinin sinirliligini Mizuhara ve Nakai’ye gore daha genel sartlar altinda
aragtirmigtir  (Komori and Shirai  2009). M, ,(w) agirlikli Morrey uzaylarmi

tamimlamuglar ve harmonik analizin klasik operatorlerinin sinirliliklarini burada ispat

etmislerdir (Komori and Shirai 2009).

Harmonik analizde singiiler integral operatdrlerinin ve bunlarin komiitatérlerinin norm
esitsizliklerini ¢aligmak onemli bir yere sahiptir. Bu operatdrlerinin ikinci dereceden
eliptik, parabolik ve ultraparabolik kismi diferensiyel denklemlerin c¢oziimlerinin
diizglinliiklerinin arastirilmast ¢alismalarinda 6nemli rol oynarlar ve bu operatorlerin

siirliliklart belirli fonksiyon uzaylarini karakterize etmek i¢in kullanilirlar.

Bu ¢aligmada Calderon-Zygmund operatorleri tarafindan iiretilen altlineer operatorlerin

ve onlarin komiitatorlerini M, , genellestirilmis Morrey uzaylarmdaki simrhiligini

inceleyecegiz. Soyle ki:

T lineer yada bir altlineer operator olmak iizere f € L,(R™) kompaktt destekli

fonksiyonu ve x € suppf icin

ITFCOI < € fyn 22 dy (11)



esitsizligi saglansin, burada c,, x ve f den bagimsizdir.

(1.1) kosulu Soria ve Weiss (Soria and Weiss 1994) tarafindan ilk defa tanitilmistir. Bu
kosul Calderon-Zygmund operatorleri, C. Feffermanin singiiler c¢arpanlari, R.
Feffermanin singiiler integralleri, Ricci-Steinnin singiiler salinim integralleri ve Bochner-
Riesz ortalamalar1 gibi harmonik analizdeki bir ¢ok ilging operator tarafindan

karsilanmaktadir (Soria and Weiss. 1994).

Bir b fonksiyonu i¢in, T, komiitator operatoriiniin lineer yada altlineer oldugunu

varsayalim ve bir kompaktt destekli f € L, (R™) fonksiyonu ve x & suppf igin

ITo GO < €o fygn 1B(X) = bOIIx = Y™ If (1) dy (1.2)
saglansin, burada ¢y, x ve f den bagimsizdir.

Calismamizin 3. boliimiinde Guliyev (2009) tarafindan tanimlanmis olan genellestirilmis
Morrey uzaylarinda T ve T,, b € BMO(R"), operatorlerinin M, , den M,, ye
sinirli oldugu gosterilmistir. T ve T, operatdrlerinin siirhiligint saglayan (¢4, @5)

ikilisi lizerinde yeterli kosullar1 bulunmustur.

Tq bir lineer veya altlineer operator olmak iizere bir f € L;(R™) kompaktt destekli

fonksiyonu ve x & suppf icin

ITaf (| < € fo T2 £ (3) | dy (1.3)

o x—y|n
saglansin, burada C > 0 bir mutlak sabittir, Q sifirinci dereceden homojen ve bir

q € [1,00] igin Q € LI(S™1) dir.



Bir lineer T operatorii ve bir b fonksiyonu ic¢in [b,T] komiitatori [b,T]f(x) =
b(xX)Tf(x) — T(bf)(x) ile tanimlanir, burada f lgtilebilir bir fonksiyondur. Komiitator
operatorleri ikinci dereceden eliptik kismi diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerinin
diizenliligi arastirilmasinda kullanilmaktadir. (1.3) esitsizligini saglayan T operatorii ve

b € BMO(R") olmak iizere

(5, Tal (N () = p.v. fign 1ot [b(x) = bOIf () dly (1.4)

x

komiitatdr operatoriinii géz Oniine alalim. Calismamizin 4. bdliimiinde Mizuhara

tarafindan tamimlanmis genellestirilmis Morrey uzaylarinda [b,Tq] min M, ,(R™) X

BMO(R™) den M, ,(R™) ye sinirh oldugu gosterilmistir (Mizuhara 1991).

Bu teoremlerin kosullari, analizde bir ¢ok 6nemli operatorler 6zellikle pseudodiferential
operatorleri, Littlewood-Paley operatorleri, Bochner-Riesz ve Marcinkiewicz operatorii
operatorii tarafindan saglanir. Dolayisiyla Pseudodiferential operatorler, Littlewood-
Paley operator, Marcinkiewicz operatdr ve Bochner-Riesz operatorleri gibi bir kag belirli

operatorlere bu sonuglar uygulanmstir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Temel Bilgiler

Tammm 2.1.1 A kiimesi verilsin ve A asagidaki (i), (ii) ve (iii) ozelliklerini saglayan

A’nm alt kiimelerinin bir smift olsun. O zaman A smifina A kiimesi lizerinde bir

o —cebir denir:

(i) S €A

() VCEA, ‘C=X—-CEA

(i) vn =1,2,3,... i¢in C,, € A = Up~; C, € A,

burada (4, A) ikilisine él¢iilebilir uzay denir ve A’nin elemanlarina élgiilebilir kiime

denir.
Tamim 2.1.2 Eger (4, U) bir 6l¢iilebilir uzay ve u: U — [0, o] fonksiyonu da asagidaki

(1), (i) ve (iii) Ozelliklerini sagliyorsa bu pu fonksiyonuna U iizerinde bir olgii

fonksiyonu veya olg¢ii denir ve (4, U, u) ye olgii uzay adi verilir:

(i) u(@) =0

(i) VK € U igin u(K) =0

(iii) (Uy,) dizileri ayrik olsun. O zaman u(Up=; Uyp) = Ymeq u(Up).

Her K € U igin u(K) < oo ise bu u ye ise sonlu 6l¢ii denir.

Tanmm 2.1.3 (4, U) ikilisi bir dlgiilebilir uzay olsun ve f: A — R U {—o0, 00} verilsin.



VA € R i¢in {a € A: f(a) > A} € A saglaniyorsa f fonksiyonuna él¢iilebilirdir denir

ve Olgiilebilir fonksiyonlarin ailesi M (A4, U) semboliiyle temsil edilir.

R™ de dx = dx;,dx,...dx, ifadesi ile Lebesgue Olglisiinii gosteririz. R™ de bir f

fonksiyonunun Lebesgue integralini asagidaki gibi gosterecegiz.
f(x)dxzf f f(xq,%0,..., xp)dx1dx5.. . dxy,
]R’n.

B = B(x,r) ={y € R™ |x — y| < r} ifadesi ise merkezi x ve yarigap1 r olan bir agik
yuvari gostersin. °B(x,r) ise bu yuvarin timleyenini gésterir. |B(x,7)| ise bu B(x, 1)

acik yuvarinin Lebesgue olgiisii ve v = |B(0,1)] olsun.

2n™2ym 1

B — n _— — _|cen—1,.n
|B(x,r)| = vr —nF(n/Z) nlS |r
dir. Burada
27.[11/2
|$77) = ———
nl'(n/2)

ifadesi ise R™ iizerinde n < 1 ve yarigapt 1 olan S™ ! = {x € R™: |x| = 1} kiiresinin
yiizey alanidir. Bir z kompleks sayisi ve I'(z) gamma fonksiyonu i¢in Rez > 0 olsun.
Burada I'(z) gamma fonksiyonu I'(z) = f0°° t?“le~tdt seklinde tanimlanir.

Bu tez calismasinda Q = Q(x,r) gosterimi ile merkezi x ve r kenar uzunluguna sahip
olan bir kiipii gosterecegiz. A > 0 ve bir Q kiipii igin AQ gosterimi ile kenar uzunlugu

A kati olan ve Q nun merkezine sahip bir kiipii gdsterecegiz.



2.2. Lp(R™) Lebesgue Uzay

Tamm 2.2.1 f Olgiilebilir bir fonksiyon ve 0 < p < oo i¢in Lebesgue uzayimin tanimi

asagidaki gibidir.

Lp(]Rn): = {f I f "Lp(]R{”)< OO}

Eger p ler 0 < p < oo araliginda olursa

gk

Il f "Lp(]Rn): (fRn |f|pdx>p

olur. Eger p = oo olursa
I f il mmy= essfellﬂglv(xﬂ
seklinde tanimlanir.
Tanm 2.2.2 1 < p < o i¢in zayif L, uzayr WL, (R™) seklinde gosterilir ve tanimi

I f lwi,@mmy=sup|{z € R™|f(2)| > r}|'/P < oo
r>0

Ile verilir. Ayrica 1 <p < o olmak iizere L,(R™) uzayr WL,(R") uzaymm alt

kiimesidir. Yani L,(R") € WL,(R™)
LY(R™) = {f: VK c R" kompakt ve 1 < p < o igin [ |f|Pdx < co} dir. Bu uzay

p =1 igin L°°(R™) = L'°(R™) ile gosterilen Lokal integrallenebilir fonksiyonlarin



siifin1 gostermektedir.

Ornekler 2.2.3
1) f(x) = |x|* € L,(R™)

(2) f(x) = |x|“Xp(0,1)(x) € Lp(R™) & x > _g

(3) f(x) = x[*Xepo1)(K) € Ly(R™) & k < ==

(4) f(x) = Ix| » & L,(R™) fakat f(x) = |x| » € WL,(R™)
Teorem 2.2.4 1 < p < o igin L, uzay1 Banach uzay1 olur.

Tamm 2.2.5 (Holder esitsizligi) p > 1 ve %+% = 1 sartlar1 saglansin. f € L,(X) ve

g € Lq(X) olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlige Holder esitsizligi denir:

Il fg ”Ll(X)S" f "Lp(X)” f "Lq(X)'

Tamim 2.2.6 (Minkowski esitsizligi) p >1 ve f,g € L,(X) olsun. Bu durumda
Minkowski esitsizligi

If+gl,e0 sIf e HIEg e
ile verilir.

Teorem 227 1<p <o ve 0 <p < q < ™ igin



Ly(R™) € LY¢(R™) € LY°(R™)
saglanir.

Teorem 2.2.8 (Lebesgue Diferensiyelleme Teoremi) Hemen her x e R™ vef €

L'¢(R™) i¢in Lebesgue Diferensiyelleme teoremini asagidaki gibi tanimlariz:

fOO = lim o [ FO)dy.

r—0 |B(x.7)|

Tammm 2.2.9 Bir f fonksiyonunun destegi bu fonksiyonun sifirdan farkli oldugu

kiimenin kapanisi olarak tanimlanir. Yani

suppf = {x € R": f(x) # 0}

dir. Ayrica suppf kiimesi sinirl oldugunda f’ye kompaktt desteklidir denir.

Tamm 2.2.10 T, L,(X,u) den L,(Y,v) ya bir operatdr olsun. Her f, g fonksiyonlart

ve A € C i¢in

T(f+9)=T() +T(g) ve T(Af) = AT(f)

oluyorsa T’ye lineer operator adi verilir. Sayet,

T + DI < TOI+IT(@I ve TAf) < AT

sartlar1 saglaniyorsa bu T operatoriine altlineer operator denir. Eger bir C > 0 sabiti

i¢in,

T + I = CATOI+IT(@D ve T(Af) < [AIT()



sartlarin1 sagliyorsa bu T operatoriine ise quasilineer operator denir. Altlineerlik,

quasilineerligin C = 1 durumudur.

Tamm 2.2.11 ((p,q) Tipinden Operatorler) 1 <p,q <o igin T, L,(X,u) den
Ly(Y,v) yabir operatdr olsun. Eger Vf € L,(X,v) ve 4 > 0 sabiti i¢in

ITFlg< A0 £ I,

esitsizligi saglaniyorsa bu T operatoriine kuvvetli (p, q) tipinden (sinirli operator) adi

verilir.

Eger q < o0 ve 1 € C igin

q
v({u e Y:|Tf(W)| > ) < <C "/{ ”q>

esitsizligi saglaniyorsa bu T operatoriine zayif (p, q) tipinden adi verilir. Ayrica
q = oo iken L,(X,u) den L, (Y,v) ye sinirh oldugunda zayif (p, o) tipindedir denir.

Eger burada q = oo olursa hem kuvvetli hem zayif tip olup birbirleriyle cakismaktadir.
Eger T operatorii kuvvetli (p,q) tipli olursa eger zayif (p,q) tipli olur. E; = {u €
Y:|Tf(uw)| > A} olsun, 0 zaman

q 14 q
Tf;x)| <) ];qllq 3 (c I /{ ||p>

v(E,l)zf dvsf

olur. Eger T 6zdeslik operatorii ve (X,u) = (Y,v) oldugunda zayif (p,p) tipli olan
klasik Chebyshev esitsizligi bulunur.



Tamm 2.2.12 (Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi) (X,u) ve (Y,v) iki olgi

uzaylar olsun. 1 < py < p; < oo icin T altlineer operatorii tanim kiimesi L, (X, u) +
Lpy(X, 1) den goriintii kiimesi Y lzerindeki Olgiilebilir fonksiyonlara giden zayif
(po,po) ve zayif (pq,p1) tipli olsun. Bu sartlar saglandiginda T operatorii p, < p < p;
icin kuvvetli (p,p) tiplidir (Duoandikoetxea 2001).

Tanmim 2.2.13 (A, Muckenhoupt Simfi) w, R™ iizerinde negatif olmayan ve hemen her
yerde (0,0) da degerler alan lokal integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Burada 1 <

p < o ig¢in herhangi bir B = B(x,r) yuvar i¢in asagidaki ifade saglanirsa w agirlik

fonksiyonuna A,, Muckenhoupt simifindadir denir.

1 1 o N
[w]Ap=Sgp[w]Ap<B>=sgp<ﬁ | w(x)dx) (ﬁ | wertax) <o

1,1 : JARF. . -
burada 5 + B 1 dir ve alinan supremum ise biitiin B yuvarlari izerinden alinmaktadir.

Tanim 2.2.14 B herhangi bir yuvar ve w agirlik fonksiyonu olsun. Burada
w(2B) < Aw(B)

esitsizligini saglayan bir A > 0 bulunabiliyorsa w ya doubling kosulunu sagliyor denir

ve w € A, ile gosterilir.
Lemma 2.2.15 w € A, olsun bu durumda

w(2Q) = w(Q)

esitsizligi saglamak sartiyla A > 1 sabiti vardir (Komori and Shirai 2009).
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Tanmim 2.2.16 (BMO Uzay1) f € LY°(R™) oldugunu varsayalim ve,

Il fll.= sup If (V) — feemldy < o

xeR,r>0 |[B(X, )| Jp

olsun, burada

fB(x,r) = f()dy

|B(x, )| Jp ey
dir. BMO(R™) uzaymi

BMO(R™) = {f € LY“(R™):|| f Il.< oo}
ile tanimlariz. Eger farki sabit olan iki fonksiyon esdeger olarak dikkate alinirsa o zaman
BMO(R™) uzay1 |.|l, normuna gore bir Banach uzayidir.

BMO uzay1 L, (R™) uzayindan farklidir ancak L., (R™) ¢ BMO(R™) dir:

1
|B(x,7)| fB(x,r) If () — fB(x,r)ldy

1 1

= B (x,r)] fB(x,r) F3)ldy + |B(x,7)| fB(x,r) /3 4y
1

~ 1BGen)| fB(x,r) lf)Ndy + | faeen|

1
< 2 o fODIdY
<20 f lle

11



elde edilir. Bu ispatta da goriildiigi gibi
HfIL<21f llo

esitsizligi saglanir. Burada || fII,< 2|l f llo oldugundan L, (R™) € BMO(R")
saglanir. Ayrica her sinirl (6lgiilebilir) fonksiyonlar BMO uzayindadir. Fakat sinirli
olmayan BMO fonksiyonlari da vardir. log|x| € BMO(R™) fakat log|x| & L. (R™)
dir.

Asagidaki 6rnekte BMO uzayina ait olmayan bir fonksiyon verilmistir.

Ornek 2.2.17 s(x) = Sgn(x)logﬁ foksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon

BMO([—1,1]) uzaymna ait degildir.

Gergektende 0 < k < 1 ve [ = [—k, k] araliginda olsun. s; = 0 igin
1f d—lfk|l 1|d _1. 1
IIl Ils(y) Sll S_Zh . Oglxl x_kogx X

1
k — 0 iken 1+log;—>oo

olur. Dolayisiyla goriildiigii gibi bir fonksiyonun mutlak degeri BMO uzaymna ait

iken kendisi BMO ya ait olmayabilir.
Tanmim 2.2.18 (John-Nirenberg esitsizligi) Her f € BMO(R™) ve 1 > 0,
[y € B:If(») = fz| > A}| < A4|Ble~ YW1, vB cR"

esitsizligini saglayan A; ve A, sayilart mevcuttur.
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Uyari 2.2.19 Bu esitsizlikde 1 < p < oo oldugunda

1

I fl~ sup F ) - fB(x,r)Wdy)p

XERM,>0 <|B oM
oldugu bilinmektedir.

Uyan 2.2.20 f € BMO(R™) ve 0 < 2t; < t oldugunda

t
|feeee) = feaepl <A1 L lnt—
1

esitsizligini saglayan f, x, t; ve t fonksiyonlarindan bagimsiz bir A sayis1 vardir.
Uyan 2.2.21

(i) f € BMO(R™) ve g € R" oldugunda f(.—g) € BMO(R™) ve |l f(.—g) ligmo=Il

f lgmo saglanir.

(i) ¢ >0, g € R" ve f € BMO(R™) oldugunda f(cx) € BMO(R") ve

I f(c.)emo = f llgmo saglanir.

1

(ili) f € BMO(R™) oldugunda |l f ligyo= supginfjegn o

fQ |f(x) — Aldx saglanir

(Lu et al. 2007).

2.3. Lp; Morrey Uzayl

Morrey ikinci dereceden eliptik kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin lokal
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davraniglarini arastirirken ve varyasyonlar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken

Morrey uzayini tanimlamistir (Morrey 1938).

Tamm 23.1 feLP(R"), 0<A<n ve 1<p<o igin Lyy =L, (R") ile

tanimlanan Morrey uzay1

Lpa:={f:1 fl,,< oo}

ile verilir, || f I, , normu

S

XERM, >0

1
I £ Ul =0 f Ny, @m= sup <7 j If(y)lde>
r B(x,1)

dir.

A >0 olsun. O zaman L, = L,(R") esitligi saglamr. Ayrica A >n yada 1 <0 ise
burada L,, =6 olur. 8 ise R" iizerinde tammlanan 0 a denk olan biitiin
fonksiyonlarin ~ kiimesini  belirtir. WL, 3 = WL, (R") ile bitin f€ WLlpoc

fonksiyonlariin uzay1 olan zayif Morrey uzayini gosterecegiz, burada

A

I f lwe, =0 f lwe, = sup 7 P Il f llwr ,Bery< ©
p.A p,A( ) XERM >0 p,l( (7))

dur.

Lemma 2.3.2 1 < p < oo olsun.

I f g, =P 1 f Uy
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ve Ly, = Lo (R™) dir, burada v, = |B(0,1)| dir.

Ispat f € L,,(R™) oldugundan

1/p
<t_"f If(Y)I”dy> < va/P I f N ormy
B(x,t)
esitsizligi saglanir, burada f € Ly, ,, ve

I iy < vl ey

saglanir. f € L, , olmak lizere Lebesgue yakinsaklik teoreminden

lim GO [ If 0Py = IFGOP

B(x,t)

olur. Bu durumda

1/p
If(x)|=<t1ergo |B(x, )] jB If(y)l”dy=|f(x)l”> <vi I £,

(x.0)

saglanir, burada f € L, (R™) ve

-1
I f M mmy< v P,

olur.

Lemma2330<iA<n, 1<p<ovea= %’1 olsun. O zaman
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-1
I e v 7O,
esitsizligi saglanir. Ayrica Ly © L1,y saglanir, 1/p +1/q =1 dir.

Ispat feL,,, 0<A<n, 1<p<o,ve ap=n—21 olsun. Burada énce Holder

esitsizligi uygulanir ve bdylece

gy oy (G, o)
B(x,t) IfO)ldy = vy, B(x,t) If ) |Pdy

1pr (. _ 1/p
= v, (6 [y IFONIPY)

4
o’

<Vl £,

elde edilir. Buradan f € L;,,_, Ve

1/pr
Il f IILLn_aS v, I f IILW1
olur.

2.4. L,, Agirhikl Morrey Uzay:

Tamm 24.1 0 <k <1, 1<p <o, ve w ise agirlik fonksiyonu olsun. L, ,(w) =

L, (R™ w) agirlikli Morrey uzay1

K
f = sup wB) PIFfI < o0
f e, ow) xeRn,E>o (B(x,1)) f e, ,@er)

ile tanimlanir.
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Ayrica WL, (w) = WL, ,(R",w) ile gosterilen agirlikli zayif Morrey uzay: da

K
I f lwe,, )= sup wB1)) P Il f llww,,@emn)< ®
XER™,r>0

normu ile verilir.

Uyan 2.4.2

Hw=1ve 0<A<n igin k =% olsun. Bu durumda Lpi(l) = L, 2(R™) bilinen
Morrey uzayidir. (Torchinsky 1986).

(i) we A, olsun. Bu durumda k =0 oldugunda L,,(w) = L,(w) olur. k=1
oldugunda ise, Lebesgue diferensiyelleme teoreminden dolayr L, (w) = L, (W)

bulunur (Torchinsky 1986).

2.5. Hardy-Littlewood Maksimal Operatérii, Singiiler Integral Operatorii ve

Komiitator Operatorii

Tamim 2.5.1 (Hardy-Littlewood Maksimal Fonksiyonu) f € L'°(R™) olsun. Mf

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:

Mf(x) = SuplBO, NI fyq,., 1f (2 = Y)Idy.

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunda yuvar yerine kiipler alindiginda asagidaki

gibi tanimlanir:
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f € LY¢(R™) olsun. Q,, [—r,r] kiipii ise M'f merkezli Hardy-Littlewood maksimal

fonksiyonu

1
M1 = sup

[ 1re-miay
Qr
ile verilir. n = 1 oldugunda ise M' ve M ¢akisir. n > 1 oldugunda
CiM'f (x) < Mf(x) < C;M'f(x)
esitsizligini saglayan n ye baglh C; ve C, sabitleri mevcuttur. Ayrica merkezli olmayan

Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonunu f € L'°°(R™) icin M*f yi asagidaki gibi

tanimlariz.

M*f(x) = su T
f) xeB(sz,r) |B(xo,7)| B(xo,7)

lf)ldy
Uyar1 2.5.2 Her x € R™ olmak iizere

CoMf(x) < CiM'f(x) < C;M"f(x) < GMf (x)

esitsizligini saglayan n ye bagl i = 1,2,3 i¢in C; sayilar1 mevcuttur. Burada M*f,

M'f ve Mf, maksimal fonksiyonlari noktasal olarak denktir.

Uyan 2.5.3 f € LY¢ olsun. Mf(x) fonksiyonu R™ iizerinde alt yari siirekli lgiilebilir

fonksiyondur. Ayrica M operatdrii altlineer ve homojen bir operatordiir. VA = 0 igin
M(f +g) < Mf +Mg ve M(Af) = A(Mf)

saglanirr 1<p <o ve n>1 icin Hardy-Littelewood maksimal operatdriiniin
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L,(R™) Lebesgue uzaymdaki smirliligi Wiener tarafindan incelenmistir.

Uyan 2.5.4 M Hardy-Littlewood maksimal operatorii L;(R™) uzaymdan L;(R"™)

uzayina sinirh degildir. Gergekden n =1 ve x = 1 durumunda f(x) = X[o4)(x) igin

M >1 - d =2
Fz g | oy =5

olup, buradan

oo

® 1
Mf(x)dx > L MF()dx > jl s

]Rn
bulunur.

Uyan 2.5.5 Eger f € L;(R") sifira esdeger olmayan bir fonksiyon ise Mf & L;(R™)
olur. M Hardy-Littlewood maksimal operatorii L, (R™) uzaymnda sinirli degildir fakat

L1(R™) uzaymdan WL,(R") uzayma sinirhdir.
Teorem 2.5.6 w € A, ve 1 < p < o igin M operatérii zayif (L,(w), L,(w)) tipinden

bir operatordiir. Yani w € 4, ve 1 <p <o i¢in VA >0 ve f(x) € L,(w) olmak

lizere asagidaki esitsizligi saglayan bir € > 0 sayis1 vardir.

C
| we) <55 [ If@Pweodx
{xeR™:Mf (x)>A} A R™

Teorem 257 w €A, ve 1 <p < o igin M operatorii (L,(w),L,(w)) tipinden bir

operatordiir.

Teorem 2.5.8 0 < A <n ve p > 1 igin asagidaki esitsizlik saglanir:
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I Mfll,,<CIfll,,
Ayrica p = 1 igin
I Mfllwe, ,<C I fllL,,

olur ve C f den bagmmsizdir. Ayrica 0 <A<n, 1<p<o ve f €L,, icin R"

tizerinde Mf hemen her yerde sonludur (Chiarenza and Frasca 1987).
Teorem 259 1 <p <o ve 0 <k <1 olsun. Budurumda w € A, i¢cin M operatérii

Ly, (w) agirlikli Morrey uzayinda smirhdir. 0 <k <1, w € 4; ve p = 1 oldugunda

ise herhangi bir Q kiipii ve YA > 0 i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.

C
w(lx € Q:Mf() > AP < — 1 f ey oy W(Q"

(Komori and Shirai 2009).

Tamm 2.5.10 (Singiiler Integral Operatorii) y' = y/|y| olsun. Singiiler Integraller

Q"

wise [VI"

Tf(x) = lim f(x —y)dy

seklinde tanimlanan operatorlerdir. Bu operatorde tanimlanan ) fonksiyonu ise R™ deki

S§™~1 birim kiiresin de tanimlanan ortalamast sifir olan ve integrallenebilen fonksiyondur.

Tamim 2.5.11 (Calderén-Zygmund Operatorii) CS(R™) den Li°°(R™) de tanimh T

operatorii verilsin. Eger

(@ T, L,(R™) iizerinde sinirlt bir lineer operatordiir.
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(b) Vf € LS (R™) olsun. x & {suppf} olmak lizere

TF) = [ kGunfoddy

]Rn
dir.

() x,y € R" ve x ¢ y olsun. Baz1 § ve C > 0 i¢in

lk(x,y)| < —

eyt

clh|®
— <
k(e + h,y) = k(o Y)| < o2
cln|®
— <
k(e y +h) = k() < =2

Calderon-Zygmund esitsizlikleri saglaniyor ve |h| < |x —y|/2 oluyorsa o zaman T

operatdriine Calderén-Zygmund Operatorii denir.

Teorem 2512 1 <p < o i¢in T Calderéon-Zygmund operatorii L,(R™) de smirh
olur. p =1 olursa, VA > 0 ve f € L;(R") i¢in

bx € R TF) > A < 21 £,

R™)
saglanir, burada € = C(n) > 0 dur.

Teorem 2.5.13 Eger 1<p <o ve we€A, ise 0 zaman T Calderén-Zygmund

operatdrii L,(w) de siirliolur. p =1 ve w € 4, ise VA > 0 igin
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6 € R TGO > 2B1 S 2 1 f g

esitsizligi saglanir.
Teorem 2514 1<p <o, 0<A<n oldugunda 1 <p < oo igin T ile gosterilen

Calderén-Zygmund operatorii L, ; da smurhdir. Ayrica p =1 igin L, , dan WL, , ya

smirlidir.

Teorem 2515 1<p<ow, 0<k<1 ve we€A, oldugunda T ile gosterilen
Calderén-Zygmund operatdrii Ly, ,(w) dasmirhdir. Eger p =1, 0 <k <1 ve w € 4;

ise VA ve herhangi Q kiipii igin

C
w(lx € QT > A < — Il f i, ey W@

saglanir.

Tanim 2.5.16 (Komiitator Operatorii) T Olgiilebilir fonksiyonlar, lineer operator ve

b fonksiyon olmak iizere [b, T] komiitatdr operatorii

[b,T]f (x) = b(x)Tf(x) = T(bf)(x)
ile tanimlanir (Coifman et al. 1976).

[b, T] komiitatdriiniin, b € L, (R™), L,(R") 1 <p < oo, siurhiligini gdstermislerdir.
(1.4) seklindeki komiitatorler ise ikinci dereceden eliptik kismi diferensiyel denklemlerin
¢oziimlerinin diizenliligi arastirmalarinda oldukca faydalidir. Ayrica Jonson,

calismasinda [b,T] komiitatoriiniin L,(R™), 1 <p < oo iizerinde smurl iken b €

BMO(R™) oldugunu gostermistir.
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Tamm 2.5.17 f € C, b € L'°°(R™) ve T Calderén-Zygmund operatérii olsun. [b, T]

komiitator operatorii
[b,T]f (x) = fRn [b(x) = bW ]k(x —y)f(¥)dy,  x & suppf

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.5.18 T Calderon-Zygmund operatorii ve b € BMO(R™) olsun. Bu durumda
her f € Cy° veher 2 > 0 i¢in

[y € R™:|[b,TIf ) > BI<C b f —If(ly)l (1 + log* <_If(/1y)|>) dy
]:Rn

saglanir, burada, log*t = max(logt,0) dir (Pérez 1995).

Teorem 2519 1<p<o, 0<A<n ve b € BMO(R"™) oldugunda T Calderon-
Zygmund operatorii ve b tarafindan diretilen [b,T] komiitatorii L, ,(R™) Morrey

uzayinda sinirhidir.

Teorem 2520 1<p <o, 0 <k <1 ve b € BMO(R") oldugunda w € A, igin T
Calderon-Zygmund operatorii ve b tarafindan firetilen [b,T] komiitatér operatorii

L, (w) agirlikli Morrey uzayimda smirlidir (Segovia and Torrea 1991).

Teorem 2.5.21 1 <p < oo, b € BMO(R™) ve bir C > 0 i¢in (¢4, @,) sifti

n

o t\ ess in w®1(x,8)sP dt
f (1 + ln—) ft<s<n @1(x,s) % < Co,(7)
r r tE t
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sartint saglasin. Bu durumda p >1 i¢in T, Calderon-Zygmund operatoriiniin

komiitatorii My, ,, denn M, yeve p =1 i¢in M, , den WM, ,, ye smirlidir.

Teorem 2522 1 <p < o, b € BMO(R™), w € A, ve bir C > 0 i¢in (¢4, ;) cifti

T TS Cp,(x,7)

1
f (1 + In E) ess Mficscopr(x,s)(W(B(x,s)))P dt
' w(B(x, t)P)

sartint1 saglasin. Bu durumda p >1 icin T, Calderon-Zygmund operatoriiniin
komiitatorii My, ,, (w) den M, (w) ye ve p =1 igin My, (w) den WM, ,, (w) ye

sinirlidir.
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3. M,, GENELLESTIRILMIS MORREY UZAYLARINDA CALDERON -

ZYGMUND INTEGRAL OPERATORLERI TARAFINDAN URETILEN
ALTLINEER OPERATORLER VE KOMUTATORLERI

Bu boliimde Guliyev tarafindan tanimlanmis olan genellestirilmis Morrey uzaylarinda T

ve T, , beBMO(R"™), operatorlerinin M

po, den M,, ye smrl oldugu

gosterilmistir. T ve T, operatorlerinin sinirliligint saglayan (¢4, ¢,) ikilisi lizerinde

yeterli kosullart bulunmustur (Guliyev 2009).

3.1. M,, Genellestiriimis Morrey Uzaylarmda Calderén-Zygmund Integral

Operatérleri Tarafindan Uretilen Altlineer Operatérlerin Sinirlihig

Guliyev tarafindan verilen genellestirilmis Morrey uzaylar1 asagidaki gibi tanimlanir
(Guliyev 2009).

Tamm 3.1.1 ¢(x,7), 1 < p < oo ve R" X (0,00) de tanimli olan pozitif 6lgtilebilir bir

fonksiyon olursa eger. M, , = M,, ,(R™) genellestirilmis Morrey Uzaylar1
P P g y Uzay

-1
I Magy = S Magy gy = xeﬂg@g}:»(p(% BT P I f l,amn< ©

olacak bi¢cimde tiim f € Llpoc(]R") fonksiyonlariin kiimesi olarak tanimlanir. Ayrica,

WM, ,(R") = WM, , zayif Morrey uzaylari

-1
I f lwmp, o= f lwmp,pmny= ?RUP 0<p(x,r)_1|B(x,r)P I f llwe, o)< ©
XxERM,r>

olacak bi¢imde tim f € WL%;’C(]R”) fonksiyonlariin kiimesidir. Bu tanima gore,
A-n
p

@(x,7) =r P secip diizenlersek:
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Lp,l = Mp,(pl A-n) V€ WLp’,l = WMp,(p| (A-n)
pr)=r P Qr)=r P

Buluruz (Mizuhara 1991, Guliyev 1994, Nakai 1994, Lin 2007, Guliyev 2009, Guliyev
et al. 2010).

o(x,r), R™ X (0,00) iizerinde pozitif dl¢iilebilir bir fonksiyon olsun ve r <t < 2r

oldugunda,

clo(x, 1) < o(x,t) < co(x, 1) (3.1
ve

[P oGP % < Co(x, )P (3.2)

esitsizlikleri saglansin, burada ¢ (= 1) ve C (> 0) sabitleri t, r ve x € R" den
bagimsizdir (Nakai 1994).

Teorem 3.1.2 1 <p < o olsun ve ¢(x,r) (3.1) ve (3.2) kosullarin1 saglasin. T,

L, (R™) iizerinde siirl ve (1.1) kosulunu saglayan bir altlineer operatdr olsun. O zaman

T operatdrii My, , iizerinde smirlidir (Fan et al. 1998, Lu et al. 1998).

Teorem 3.1.3 1 < p < o olsun ve (¢4, @,)

® dr
[ nwnT<comn
t

kosulunu saglasin, burada C x ve t ye bagh deg ildir. O zaman, M ve T operatorleri
p>1 i¢in M,, uzaymndan M,, Yye ve p =1 igin My, uzaymdan WM, Yye
siirhdir (Guliyev 1999, Guliyev 2009).
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Bu bolimde

1 t
(Hg)(t):= ?f gr)ydr 0<t<om
0

ile tanimlanan Hardy operatoriiniin sinirliligi hakkinda asagidaki ifadeyi kullanacagiz:
Teorem 3.1.4

esssupw(t)Hg(t) < ¢ esssupv(t)g(t)
t>0

esitsizliginin (0, o) lizerinde negatif olmayan ve artmayan tiim g ler i¢in saglanmasi

icin gerek ve yeter kosul

W(t)jt dr

A:=sup <

t>0 t J, ess sup v(s)
0<s<r

ifadesinin saglanmasi ve ¢ =~ A olmasidir (Carro et al. 2001).

Lemma 3.1.5 1 <p < oo olmak iizere T (1.1) kosulunu saglayan ve p > 1 i¢in
L,(R™) iizerinde ve p = 1 i¢in L;(R™) den WL;(R") iizerine smirl ve altlineer bir

operator olsun. O zaman 1 < p < 00 i¢in

ITf Miye)S 7% [y € P f Nl ey At

esitsizligi herhangi bir B = B(x,r) yuvar ve her f € lef’c(]R”) icin saglanir. Ayrica
p =1 igin

ITf MwiyyS T o 677701 iy aexy At (3.3)
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esitsizligi herhangi bir B = B(x,,7) yuvari ve her f € L'°(R™) igin saglanir.

Ispat p € (1,) olsun. Keyfi x, € R" icin, x, merkezli r yarigapli yuvara B =
B(x,7) Ve 2B = B(xy,2r) diyelim. f yi f =fi+f,

L) =2DMx@), L) =fxe®y),r>0
olarak yazalim, bu durumda
1T Ny <I Tf ey +1 Tf ey

olur. f; € L,(R™) iken Tf; € L,(R™) ve T, L,(R™) iizerinde sinirli oldugu igin
" Tfl ”Lp(B)S” Tf1 ”Lp(]Rn)S C " f1 "Lp(]Rn): C " f "Lp(ZB)

yazabiliriz, burada C > 0 sabiti f den bagimsizdir. x € B,y €° (2B) den % [xo —

y|<|lx—y| < %lxo — y| oldugu agiktir. Buradan

ITf,(x)| < chof Md

cop X0 — y|"
elde edilir. Fubini teoreminden

Fol o © dt
fCZ(B) [xo—y|™ dy ~ ICZ(B) F I fxo—yl tn+1 dy

dt
+1

% Jor Jopiepng—yice FOD1AY

© dat
S sz fB(xo,t) f(y)dym
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dir. Holder esitsizligini uygularsak

If ) ” dt
fc —y|n S 'Lr I f ||Lp(B(x0,t)) tn/p+1

2(B) | %o
elde ederiz. Ayrica, her p € 1,00) i¢in

dt
[ sz ”L (B)S T'p 27 ” f ”Lp(B(xo ) n/p+1
esitsizligi gecerlidir. Boylece
4 n o dt
NTf 1, p(B)= rp , I Tf "Lp(B(xo,T)) tn/p+1
r
olur. Diger taraftan,
1 f Ny e2m ™~ ol f I, cm) [y s o
- n o dt
St M iy eeon
2r
Boylece,

< n r® dt
Il Tf Il p(B)™ rP Lr [ f "Lp(B(xO,t)) tn/p+1

bulunur. p = 1 olsun. T nin zayif (1,1) sinirliligindan ve (3.5) dan

ITfi lwe, S0 Tfi lwe, ey SHf L, wey
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0 dt
= f ly@2eyS " [y Jpieyy FODNAY

oldugu goriiliir. Bu durumda (3.4) ve (3.6) den dolay1 (3.3) ii elde ederiz. Boylece ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.6 1 < p < o olsun ve (¢4, 9,)

o €ss_inf @;(x,5)sP
fr 1<s<<>on1 dt < Co,(x,7) o7

tn+1

kosulunu saglasin, burada C x ve r den bagimsizdir. T (1.1) kosulunu saglayan ve
p>1 icin L,(R™) iizerinde ve p =1 icin L;(R™) den WL;(R") e smrh bir alt
lineer operatdr olsun. O zaman , T operatdrii p > 1 i¢cin M, , den My, ye sinirh ve

p =1 igin My, den WM, ,, yesmrhdir. Ayrica p > 1 igin

W TS Maty, g, S S by,
ve p =1 i¢in

I Tf Nwmyy,, SIf g,
dir.

Ispat. Lemma 3.1.5 ve Teorem 3.1.4 den p > 1 icin

_ ©o dt
NTf Ny, = sUP 92061 [0 I f iy oty e

XERM™,r>0

-n

< s GG S M agegeprn

XERM,r>0
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— — r

XERM™,1r>0

S sup @ (oM o)
XER™,r>0

=l f llm, . »
ve p =1 i¢in

4 oo dt
ITf lwwm,,, = xeﬂsilie>0<p2(x, DN i eoy T

Q

_q "
sup @2(61) M ) I f ey dt

XER™r>0

— — T
= _sup @06 )T f lly, gy At

XERM™,1r>0

S Sup gal(xlr_l/n)_lr ” f ||L1((B(X,T_1/n)))

XER™,r>0
=1 f N, .

bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonu¢ 3.1.7 1 < p < oo olsun ve (¢4, ®;) (3.7) kosulunu saglasin. O zaman, M ve T

operatorleri p > 1 igin M, , uzayindan M, , Yye ve p =1 igin M;, uzaymndan

P2
WM, ,, yesmrhdir (Akbulut et al. 2010).
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3.2. M,, Genellestiriimis Morrey Uzaylarinda Calder6n-Zygmund Integral

Operatérleri Tarafindan Uretilen Altlineer Operatorlerin Komiitatdrlerinin

Siirhilig

T bir Calderon-Zygmund singiiler integral operatérii ve b € BMO(R™) olsun
(Coifman et al. 1976). [b,T]f = T(bf) — bTf komiitatdr operatdriiniin 1 < p < o
i¢in L, (R™) lizerinde sinirli oldugunu gostermistir. Calderén-Zygmund operatdrlerinin

komiitatorii ikinci dereceden eliptik kismi diferensiyel denklemlerinin ¢dziimlerinin
diizgiinliigli ¢alismalarinda 6 nemli bir rol oynamaktadir (Di Fazio and Ragusa 1993,
Chiarenza et al. 1991, Chiarenza et al. 1993).

Teorem 3.2.1 (Ding et al. 1998) 1 <p < o olmak iizere ¢@(x,r) (3.1) ve (3.2)
kosullarini saglasin ve b € BMO(R™) olsun. T nin (1.1) kosulunu saglayan bir lineer

operatdr oldugunu varsayalim.

Eger [b,T] operatorii L,(R™) lizerinde sinirli ise o zaman, [b,T] operatdr i My,

tizerinde sinirhidir (Ding et al. 1998).

Uyan 3.2.2 Asagidaki formdaki Teorem 3.2.3 {in gegerli oldugunu belirtelim. 1 < p <
oo olmak tlizere @ (x,7) (3.1)ve (3.2) kosullarini saglasin ve b € BMO(R™) olsun. Eger

T, operatoriiniin L, (R™) iizerinde siirli ve (1.2) kosulunu saglayan bir altlineer

operatdr ise o zaman T}, operatorii M, , lizerinde sinirhidir.

Lemma 3.2.3 (Lokal Guliyev esitsizligi) 1 < p < oo olmak lizere b € BMO(R™) ve T,
(1.2) kosulunu saglayan ve L,(R") lizerinde sinirli olan bir altlineer operatdr olsun. O

Zaman

n

nr® t
I Ty f Ne,ySIb Il rP f (1 +1In ;) t=CP I (B ey At
2r
esitsizligi herhangi bir B = B(x(,r) yuvari ve her f € L%’C(IR”) icin saglanir.
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Ispat 1 <p < oo, b € BMO(R™) ve T, (1.2) kosulunu saglayan bir altlineer operatdr
olsun. Keyfi x, € (R™) icin B = B(xy,7) xo merkezli ve r yarigcapl bir yuvar olsun.
f = fi+ f; yazalm dyle ki f; = fX,p Ve fXc(,p) Olsun. Buradan

I Tof Wo,y<I Tpfi Il |, + 1 Tof2 I |L,m)

olur. T, nin L,(R™) deki sinirliligindan
I Tpfi e,y =N Tpfi I, ®m)

SIb L fi Ny =1 b LI f 1l 25

oldugunu buluruz. x € B igin

b b
| Tofo 1S fon o 1F )1y

~

[b)-bX)|
o P2 £ () |y

elde ederiz. O zaman

1

I Tofo Nopeys (J ( iy 2222 ) dy) ax)’

[xo—y|™

1

= (f (fC(ZB) lT,iy) nyI |f(Y)Idy) dx)p

1

4 (Jy (eom 22221 £ ) 1dy) dx )’ =1, + 1y
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yazariz. I; i belirleyelim:
[b(y)—bg|
Lo [ PO £ () dy

L dt

~ 1P [oyp 1DO) = bellf DI i,y ez Y

n o dt
TP fZT‘ fZTSIxo—yISt |b(y) - bB”f(y)ldy e+l

2 oo dt
Sre f2r fB(xo,t) |b(y) — bsllf M)Ay 75z

elde ederiz. Holder esitsizligini uyguladigimizda

n o dt
LSt Ly fy o 1bO) = ballfO)dy

L d
ST Joe s 1P = bellfO)Idy o

1
LR ’ o7 dt
+r7 [, (fs(xo,t) 1b(y) = bpxenl” dy)p I f ey Bexoty) T

LSS dt
e er IbB(xoﬂ") - IbB(xO,t)I I f "Lp(B(on)) Fn/n+l

I o t dt
SIbl, re f2r (1 + ln;)l I f ”Lp(B(xo,t)) n/n+t

elde ederiz. I, yi belirlemek i¢in

I = (f, 1b(x) — by[Pdx)? f,., LD gy

€(2B) |xg—y|™
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oldugunu hatirlatalim.

Lf )l

[xo—y|™

12 S" b "* T'Z fC(ZB)

elde ederiz. Boylece

L dt
L <Ibll,rr fzr | I f ||Lp(B(x0,t)) T/l

olur. Her p € 1,00) igin I; ve I, yi toplarsak

I Tofs < bl o 2 (T E) 0 £ _de_
bJ2 lILy(B)= * 2r n Lp(B(xo,t)) tn/n+1

buluruz. Son olarak

nore t dt
I Tofa Moy SI b LI £ llycamy +1 b 1L 7P L r (14 0) 10 episcon s

ve buradan lemmanin ispat1 tamamlanir.

Teorem 3.2.4 1 < p < o olmak iizere b € BMO(R") ve (¢4, ¢3)

ss, inf @, (x,5)s™P

<52% dt < Cep,(x,1) (3.8)

tn/n+1

00 t. €
[T+

kosulunu saglasin, burada C, x ve r den bagimsizdir. T} nin (1.2) kosulunu saglayan
ve L,(R™) iizerinde sinirli olan bir altlineer operatér oldugunu varsayalim. O zaman, T,

operatorii Mp, , den M

o, Y€ simrhdir. Ayrica,

<
I Tyf Ny, SUD L F lag,
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dir.

Ispat Teorem 3.1.6 min ispatindaki gibi benzer sekilde Lemma 3.2.3 i ve Teorem 3.1.4 ii

uygularsak istenen sonucu elde ederiz.

Maksimal operatoriin
M, (f)(x) = sup|B(x, t)l"lj |b(x) —bW)IIf W) dy
t>0 B(x,t)

altlineer komiitatorii igin ve Teorem 3.2.6 dan Calderé n-Zygmund operatériiniin [b, T]

lineer komiitatorii i ¢in asagidaki yeni sonuglar1 yazabiliriz.

Sonu¢ 3.2.5 1 <p < o olmak iizere (@1,¢9,) (3.8) kosulunu saglasin ve b €
BMO(R™) olsun. O zaman M, altlineer komiitatér operatérii M, , den M,, ye

smirlidir.

Sonu¢ 3.2.6 1 <p < o olmak iizere (¢q,¢,) (3.8) kosulunu saglasin ve b €
BMO(R™) olsun. O zaman, Tf(x) Calderén-Zygmund Singiiler integrali h.h. x € R"
i¢in vardir ve [b,T] operatdrii My, , den M, , yesmirhdir (Akbulutetal. 2010).
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4. M,, GENELLESTIRILMIS MORREY UZAYLARINDA CALDERON-
ZYGMUND INTEGRAL OPERATORLERI TARAFINDAN URETILEN
KABA CEKIRDEKLI ALTLINEER OPERATORLER VE
KOMUTATORLERI

Bu boliimde Mizuhara tarafindan tanimlanmis olan genellestirilmis Morrey uzaylari
tanimlanmis ve bu uzaylarda Calderon-Zygmund integral operatorleri tarafindan tiretilen
kaba c¢ekirdekli alt lineer operatorler ve onlarin BMO fonksiyonlari ile komiiutatorlerinin

siirlihigr gosterilmistir (Mizuhara 1991).

41. M, ,(R™) Genellestiriimis Morrey Uzaylar Uzerinde Calderén-Zygmund

integral Operatérleri Tarafindan Uretilen Kaba Cekirdekli Altlineer

Operatdrlerinin Sinirlihg

Tq bir lineer veya altlineer operator olmak tizere bir f € L;(R™) kompakt destekli

fonksiyonu i¢in (1.3) denklemi ile verilen

[0} —
mofeoi<c [ SEBliroaidy,  x e suppr

esitsizligi saglansin, burada € > 0 bir mutlak sabittir, Q sifirinci dereceden homojen ve
bir g € 1,00] igin Q € L9(S™ 1) dir. Bu kesimde ilk olarak Mizuhara tarafindan
tamimlanmis olan M, ,(R™) genellestirilmis Morrey uzaylari tanitilmis ve eger Tq, €
LI(S™ 1) olacak sekilde (1.3) i saglayan ve L,(R™) iizerinde sirli olan bir altlineer
operator ise 0 zaman T nin My, ,(R™) tizerinde sinirli oldugu gosterilmistir (Mizuhara

1991). Morrey uzaylarmin genislemesi olan M, , genellestirilmis Morrey uzaylari

P
Mizuhara tarafindan tanimlanmis ve singiiler integral operatoriiniin bu uzaylardaki
siirliligr arastirilmigtir (Mizuhara 1991). Simdi Mizuhara tarafindan tanimlanmig olan
M, ,(R™) genellestirilmis Morrey uzaylarmin tanimmm hatirlayalm. ¢, R" X R,
tizerinde negatif olmayan bir fonksiyon olsun, » > 0 ve herhangi bir a = (a4,...,a,) €

R™ igin
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I(a,r) ={x ER™ |x; —aq;| <7r/2,i =1,2...,n} diyelim. I = I(a,r) igin
kil = I1(a, kr) ve () = ¢(a,r) olsun.

Tanmm 4.1.1 1 < p < o ve ¢ yukardaki gibi olsun. || f lla,, 7)< ©© saglayan lokal

integrallenebilen f* fonksiyonlarinin uzaym M, , = M, ,(R") ile gosterelim, burada

1 1/p
n= —_ p
£ Ty 5= 56D ( - ) el dx)

dir ve supremum kenarlar1 eksenlere parelel olan tiim kiipler tizerinden alinir (Nakai,

1994).

Acik olarak M, ,(R™) bir Banach uzayidir. Ayrica eger @(a,7) =1 ise, 0 zaman
M,, =L, ; eger p(a,r)=71* 0<A<n ise, 0 zaman M, , sadece M, , standart
Morrey uzayidir; ve eger ¢(a,v) a dan bagimsiz ise, o zaman M, Mizuhara

tarafindan tanimlanmis olan genellestirilmis Morrey uzayidir (Mizuhara 1991).
Herhangi bir p € (1,) i¢in p’ =p/(p — 1) ve S* 1 = {x € R™: |x| = 1} yazacagiz.
Tq (1.3) esitsizligini saglayan bir lineer veya altlineer operatdr olsun. €, R™\{0}

tizerinde sifirinci dereceden homojen bir fonksiyon olmak Ui zere kaba cekirdekli

maksimal operatoriinii

1
Mqf (x) = sup— 12 f (x = y)ldy

r>0 lysr|
seklinde tanimlayalim.

Lemma 4.1.2 ¢: R, = R, olsun. Eger herhangi bir r > 0 i¢in bir C > 0 sabiti varsa
Oyle ki (Nakai 1994),
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Jw@dt < Co(r)

r

ise 0 zaman herhangi bir r > 0 i¢in € > 0 ve C' > 0 sabitleri vardir 6yle ki,

© t)t€
f ‘p(t) dt < C'o(r)re
)

dir. Lemma 4.1.2 deki € nun 0 <e < 1/C yi saglayacak sekilde secilebilecegini
hatirlatalim (Nakai 1994).

Lemma4.1.3 0 < § <1 olsun. ¢ nin bir C > 0 sabiti ve herhangi bir a € R" i¢in
r<t<2r=C'<g(at)/plar)<Cr>0 (4.1)

ve

“o(at) v(a,1)
J tn5+1 dt =C rné‘

<

esitsizliklerilerini sagladigint varsayalim. O zaman 1 < p < o igin bir € > 0 sabiti

vardir 8yleki herhangi bir f € M, ,(R™) igin

fRn P M ()P dx < CoDIIFIL,

dir, burada Mf, f nin standart Hardy-Littlewood maxsimal fonksiyonudur (Nakai
1994).

Herhangi bir a e R® ve r >0 igin [ =I(a,r) olsun. R™ iizerinde herhangi bir

kompleks degerli 6l¢ iilebilir f(y) foksiyonu icin
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FO) = FOWxa1anO) + s f Dty o, ) = Zizo fie¥) (4.2)
yazacagiz.

Lemma4.1.4 Herhangi bir a € R™ ve herhangi bir » > 0 igin C > 0 sabiti oldugunu

varsayalim oyle ki (4.1) esitsizligi ve

© 0@y 4 < cL@n 43
rl'l

r tn+1

saglansin. p € (1,0) ve g =p’ olsun. O zaman herhangi bir k>0 ve fE€
My, ,(R™) igin bir € > 0 vardir dyle ki

Z—kE

[ iMaficordx < o™ 1,
I(a,r) ’

dir, burada C k, I(a,r) ve f den bagimsizdir.

Ispat I = I(a,r) olsun. A, agirliklarmmn Szelliklerinden dolay: (Garcia-Cuerva and

Rubio de Francia 1985), herhangi bir 6 € (0,1) igin kolayca

(MXI)G € Ap/q" q = p,

oldugu kolayca goriiliir. O zaman, Watsonun sonuglardan dolay1 (Watson 1994).
1ar Mafk S Jgpn 1MaJk Xi
Jicam MaficGOIP < [on IMafic(OIP (M (%)) dx

< C(0) fgm ficCOIP (s (x))%dx
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elde ederiz. ¢ nin (4.3) i sagladigina dikkat edelim. Lemma 4.1.2 den bir €, € (0,n)

vardir dyle ki

<C

tn—60+1 - rn—¢€o

J“°¢(mt)d ¢(a,T)

dir. § = (n—¢€y)/n olsun. § € (0,1) oldugu a c¢ikdir. Dolayisiyla, eger 6 € (§,1)
secersek ve x € 2KT1\2*] oldugunda My;(x) in 27%" ile karsilartirilabilir olduguna

dikkat edersek, o zaman Lemma 4.1.3 den dolay1

f,(a,r) |Mq fie(x)|Pdx < C27F(0-9) fRn |fie [P (Mx7)° dx

—kn(6-6 p
< Co27 MO~ flly

elde ederiz. € = n(6 — §) alindiginda lemmanin ispati tamamlanur.

Teorem 4.1.5 Herhangi bir a € R™ ve herhangi bir r > 0 i¢in C > 0 sabiti oldugunu
varsayalim Oyle ki (4.1) ve (4.3) saglansin, p € (1,00) ve q = p’ olsun. Eger T, Q €
LI(S™ 1) olacak sekilde (1.3) @i saglayan ve L,(R™) iizerinde smnirli olan bir altlineer

operatdr ise o zaman Tq M, ,(R™) iizerinde de simirhidir.
Ispat I = I(a,r) icin, f yi (4.2) deki gibi yazalim. Kolayca goriiliir ki

S 1TafoCOIPdx < C Nl fo Wpgny< Co@D I f Wy gy < CoD I f Iy eny
dir. k > 0 i¢in, Lemma 4.1.4 den

Jiam |Tafic@IPdx < C [, IMafi()IPdx < Co(D27* N f I, eny
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yazabiliriz, burada C ve €, f ve k dan bagimsizdir. Boylece,

[oe)

1/p
|ﬂJ@N%u) SCWf"&wmm<r+§:T“m>scufmhdw>

<§0(1) I(a,r) k=1

olur. Istenilen sonug simdi kolaylikla ¢ikarilabilir. Bu da Teoremin ispatin1 tamamlar.

4.2. M,,(R™) Genellestirilmis Morrey Uzaylar Uzerinde Calderén-Zygmund
integral Operatérleri Tarafindan Uretilen Kaba Cekirdekli Altlineer

Operatoérlerin Komiitatérlerinin Sinirliig

T bir lineer operator ve b bir BMO fonksiyonu olsun. T ve b tarafindan iiretilen [b, T]

komiitatorii uygun bir f fonksiyonu i¢in

[b, T1f (x) = b(X)Tf(x) —T(bf)(x)

bigiminde tanimlandigini biliyoruz. (1.3) esitsizligini saglayan Calder6n-Zygmund
integral operatorii tarafindan tretilen kaba g¢ekirdekli T operatorii ve b € BMO(R™)

fonksiyonunun iirettigi (1.4) denlemi ile verilen

Q_
[Mmmwwafiiﬂ

re X —y"

[b(x) = bWIf V)dy

komiitator operatoriinii goz oniine alalim, burada Q
(i) herhangi bir 1 > 0 ve Vx € R" i¢in Q(Ax) = Q(x)
ve

(il) fns QN () =0
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sartlarini saglar. Bu kesimde M, ,(R™) Mizuhara tarafindan tanimlanan genellestirilmis

Morrey uzay1 olmak tizere Tq alt lineer operatorleri ve b € BMO fonksiyonu tarafindan
tiretilen komiitator olan [b, Tq] min M, ,(R™) X BMO(R™) den M, ,(R™) ye smirl
oldugu gosterilmistir (Mizuhara 1991).

Teorem 4.2.1 ¢ (4.1) ve (4.3) Ui saglasmn. p € (1,00) ve g > p’ olsun. Tq nin (1.3) G
saglayan bir lineer operatdr oldugunu varsayalim. Eger [b,Tq], L,(R™) X BMO(R™)
den L,(R™) e smirlysa, o zaman [b,Tq] M, ,(R™) x BMO(R™) den M, ,(R") e de

smirlidir.

Ispat Herhangi bir I =I(b,r) icin, f yi (4.2) deki gibi yazalim. [b,Tq] nin L,

siirliligindan dolay1
i 116, Talfo(@IPdx < € 1 fy W2y g,
<Cop2D I f |If4p’<p(Rn)S Co) Il f ||f,,p’(p(Rn)
elde ederiz. k > 0 ve x € I(a,r) igin

116, Tal e (O < ez fyenn, 160G = Bol10Gx = W]y

Cc
+Wf2k+11 |by — b2k+1rllﬂ(x -V fIdy

c
+ G Sy 16) = bypen, |1Q0x = y) fie ()| dy

=L(x) + L(x) + I5(x)

yazabiliriz, burada ve bundan sonra, bs yt, § > 0 su sekilde tanimlayacagiz:
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bs = b(y)dy
® T (@, 8)] Jyas

Herhangi bir » > 0 ve k € N i¢in
|byi+r, — b < C(M)(k+1) I b Il
oldugu bilinmektedir (Torchinsky 1988). Buradan
Lx)<Ck+DUbI, Mgfi(x)

elde ederiz. Lemma 4.1.4 den dolay1 f, r ve k dan bagimsiz olan bir €; > 0 vardir

oyle ki
14 -k 14
fl(a ) L(x)Pdx < Ck+ P DI o)™ I f ”Mp.qo(lR”)

yazabiliriz. I3(x) i¢in, 1 < u < min{p,q,qpr/(q + p)} secelim. O zaman

1
T

1 ! u
1) < € [ ey 16G) = byens, [

X [ fyay 102 = DM1f @) [Mdy]*

@k

< CUb Il (Mgu(lfil*)(x)*

dir, burada BMO fonksiyonu iizerinde Holder esitsizligi ve John-Nirenberg lemmasi
kullanilmistir (Torchinsky 1986). |Q|* € L4/*(§™1) olmasindan ve Lemma 4.1.4 den
dolay1
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/
fiar BCOPAx < CUB AP [ (Miap(lfil) (@)™ dx
SCUbIT 27520 flly ey 9D

yazabiliriz, burada €, f, I(a,r) ve k dan bagimsizdir. Yukaridaki esitsizlikleri

birlestirdigimizde

o 1/p o 1/p
Z O; 12(x)pdx> + Z <j; 13(x)pdx> <ClIbll.oMIf "pMp,(,,(R")

k=1 k=1

dir. I;(x) i tahmin etmek kalmistir. p/q’ > 1 oldug undan, (v —1)/u<p/q' —1
olacak sekilde u > 1, 1 < v < p seceriz. Buradan

1/q+v/(puw) +1/(pu") <1

elde ederiz. Simdi 1/g <s <1 ve 1/(pu')+1/(sq) =1 i sag layan s yi alalim.
Boylece

1/(pu’) +1/(sq) > 1/q +v/(pw) + 1/(pu")

yani

1/s > 1+ qv/(pw) = (pu+ qv)/(pw)

olur. Buradan

pu/(squv) > 1 ve 1/s > (pu/(sqv))’
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elde ederiz. 1/(pu’) +1/(sqv) + 1/(sqv’) =1 oldugundan x €1 igin, Holder

esitsizliginden dolay1

) 1/(pu’)
LG < 1bG) = brl [ s, feIPdy ]

1 1/(sqv)
X | ey 19Ge = MU/ dy

1 1/(sqv")
X [ fyen, 1906 = 9)1%7dy ]

Clb(x)—byr| 1/(sqv)

! k 1/u’
< Gy @M/ @W (2K+1]) || f Ity &™) (Myqpsa(|fi |57 (%))
dir. Burada ve bundan sonra, kisalik i¢in [w(2K*1)]Y®¥) yi oV/®¥)(2k+1]) jle
gosterecegiz. |Q]%9 € LY5(X), pu/(sqv) >1 ve 1/s > (pu/(sqv))’ oldugundan
Holder esitsizligini ve Lemma 4.1.4 {i uygularsak

J, L(x)Pdx < ! (2k+11)||f||”/“

@ )n/u’ ¢ (R

xfl |b(x) — br|p(M|Q|Sq(|fk|sq”/”)(x))p/(sqv)dx

P DAY oy 1) = by P dx]

(Zkr)n/u

1/
X [, (Migysa (|fiel 577 ()P Ca) o]
C”b"p ir k+1 p/u’ squ/u pu/(sqv) e
< S @D N | [ Mo Gy 0
2u”
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cibly L ok+1 o = —k p/(sqv)
< o @ @D N f I, gy @D N EISPSAE ey
2/ '

elde ederiz, burada k, I(a,r) ve f den bagimsiz olan €,, Lemma 4.1.4 den dolay1 ¢ok

kiiclik olarak secilebilir.

I Iflsqv/u ”P/(qu)

=l F P
Mpu/(sqv).o(R™) My, (R™)

oldugunu belirtelim.
f L (x)Pdx < C||b| |f [f] |1z\)/1p(p(Rn)QDI/u’(2k+11)§01/u(I)Z_kn/u’—keo
I ’
dir. Dolayisiyla

(f; Il(x)pdx)% <

1 1
ClIBILIF W, camy oo (25411 (1) 27 en/ @)=kea/

f2k+1r q01/(17‘14’)(61',0
2kr en/(ul)+eo/p+1

< CIIBILLIf g, o gy @/ P (1)l @+ eo it

dir. Lemma 4.1.2 den dolayi, bir n € (0,1) vardir oyle ki

© p(at) p(ar)
fr tn+n dt < Crn+n—1

dir. 1/(pu’) + 1/(sq) = 1 oldugunu belirtelim

k=1 (f, L (x)p)g
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(pl/(pu,) (a’ t)
tn/(u')+eo/p+1

< Cb I f Ny, cumy @™/ ®O (D™ e +eolp f
T

1

<C ” b ”*” f ”Mp_q,(an) (pl/(PU)(])rTl/(Pu’)+60/P (foowdt)pul

r tntn

1

x([” AR CORPAY
r ¢(+eo/p—n/(pu'))sq

<CIbl.f ”Mp,(p(an) (pl/(Pu)(I)rn/(pu’)+60/p(p1/(pu’)(])
x r—Mn=1/(pu")1/(sq)+n/(pu")—€o/p—1

< CNB I Ny @y 9P ()

dir. Bu I;(x) igin istenilen bir tahmindir. Bdylece teoremin ispati tamamlanir.
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5. BAZI UYGULAMALAR

Bu boliimde psddodiferensiyel operatorleri gibi bir kag belirli operatdrlere Teorem 3.1.6

ve 3.2.6 y1 uygulayacagiz.
5.1. Psédodiferensiyel Operatorler

Psododiferensiyel oOperatorleri singiiler integraller ve diferensiyel operatorlerin
genellestirmeleridir. m birreelsay1 0 < § <1 ve 0 < p < 1 olsun. (Hérmander 1967,

Taylor 1991) S igindeki bir o(x, ) semboli, her a ve g kath indisleri igin
IDEDE o (x,€)| < Cop(1 + |E])mPIBI*Slal

esitsizligi saglanacak sekilde R™ X R™ iizerinde tanimlanan bir diizgiin fonksiyondur,

burada C,p > 0, x den ve ¢ den bagimsizdir. S;5° iindeki bir sembol her bir m reel

say1si i¢in yukardaki esitsizligi saglayan bir semboldiir.

A1) = [ ot §em i)

Rn

ile verilen A operatoriine o(x,§) € S)% sembollii bir psddodiferensiyel operatdr denir,
burada f bir Schwartz fonksiyonudur ve f da f ’nin fourier doniisiimiidiir. Lys

ga’deki sembollii psddodiferensiyel operatorlerin sinifini ifade edecektir.

Miller L,(1 <p <o0) agirlikhi uzaylarinda agirhk fonksiyonu A, Muckenhoupt
sinifina ait oldugunda LY , psddodiferensiyel operatdrlerinin sinirhihimi gésterdi (Miller
1982). LY ,’daki psddodiferensiyel operatérlerin Calderon-Zygmund operatdrleri oldugu
gosterildi (Coifman and Meyer 1978). Sonug 3.11 den asagidaki yeni sonuglar1 elde

ederiz.
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Sonug 5.1.1 1 < p < oo olsun, ve (¢;,9,) (3.7) deki kosullar1 saglasin. Eger A L3,
Hormander sinifindan bir psddodiferensiyel operatorii ise, o zaman A p > 1 i¢in M, ,,,

den M.

po, Yesmirhdir ve p =1 igin M, , den WM, ,,, ye siirhdir.

Sonu¢ 5.1.2 1<p <o olsun, b € BMO(R™) ve (¢q,¢;) (3.8) deki kosullari
saglasin. 4, Lg'o Hormander sinifindan bir psédodiferensiyel operator olsun. O zaman,

[b, A] komiitator operatorii M, , den M, ye simrhdir.

5.2. Littlewood-Paley Operatorii

Littlewood-Paley fonksiyonlarinin gesitli uygulamalr1 vardir. Bunlardan bazilar1 Fatou
tipinin tegetsel olmayan yakinsaklik ve Riesz dontisiimleri ile ¢arpanlarin smirlilig
calismalaridir (Stein 1958, Stein 1970, Stein 1993, Torchinsky 1986). Littlewood-Paley

operatorii agagidaki gibi tanimlanir.
Tamm 5.2.1 Y € L;(R™) igin
o W) = 0 (51)

nin saglandigim varsayalm. O zaman gy genellestirilmis Littlewood-Paley g

fonksiyonu

1

@ dt\2
s = ([ EO@PT)

ile tanimlanir, burada t > 0 i¢in Y, (x) = t‘"z/)(f) ve F.(f) =y, = f dir,

gy altlineer komiitator operatori
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1

*© dt\?
[ 991 (NG = ( | |Fﬂ(f)<x)|27)
0
ile tanimlanir, burada

FE(H)(x) = f [b(x¥) = bW he(x —¥)f (¥)dy

]Rn
dir (Torchinsky 1986).

Teorem 5.2.2 ¢ € L1(R™) nin (5.1) esitligini ve asagidaki Ozellikleri sagladigini

varsayalim:

c
W] < arppare X € R" (5.2)
Jgn 19 Qx4+ B) = (x)|dx < C|h|*, h €R™, (5.3)

burada C ve a >0, x ve h dan bagimsizdir. O zaman gy her 1 <p < o igin
L,(R™) iizerinde siirhdir ve p = 1 i¢in L;(R™) den WL;(R™) ye simrhdir (Lu et al.
2007).

oo 1 . .
H = {h: Il hll= (fo |h(t)|2%)2 < 00} uzayini goz oniine alalim. Herbir sabit x € R™

icin Fi(f)(x) [0,00) dan H ye bir donilisiim olarak olarak goriilebilir ve agik olarak
() (x) =l Fe(f)(x) Il dir. Ashinda, Minkowski esitsizliginden ve 1 {lizerindeki

kosullardan

) dt 1/2
N = [ yol([ we-nrg) o
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1/2
t—2n dt

<c[ yon(| )
Rnlf(y)l . (1+|);_y|)2(n+1)t y

_ lf I
=C fR dy

nlx —y|"
elde ederiz. Boylece asagidaki sonuglari verebiliriz.
Sonug¢ 5.2.3 1 < p < o olmak {izere (¢4, ®,) (3.7) kosulunu saglasin ve 1 € L, (R")

(5.1), (5.2) ve (5.3) kosullarmni saglasin. O zaman gy, operatdrii p > 1 i¢in My, den

M

pab, yesmirhdir ve p =1 igin My, den WM, ye smirhdir.

Sonu¢ 5.2.4 1 < p < o olmak iizere (Y4,¥,) (3.8) kosulunu saglasin, 1 € L, (R")
(5.1), (5.2) ve (5.3) kosullarimi saglasin ve b € BMO(R™) olsun. O zaman [b, gy]
operatdrii My, den M, ye sirhdir.
5.3. Marcinkiewiz Operatorii
S* 1 ={x € R"|x| =1} R™ de do Lebesgue &l¢iisii donatilmis birim kiire olsun.
Kabul edelim ki Q asagidaki kosullar1 saglar. (a) x € R™\{0} ve herhangi bir t > 0
i¢cin

Q(tx) = Q(x)
dir.

(@)

f Q(xNdo(x") =0
STL—l
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esitligi saglanir.

(b) Q € Lip,(S™1), 0 <y <1, yanibir M > 0 sabiti vardir dyle ki herhangi ',y €

S§™1 icin
1Q(x") — Q)| < M|x" = y'|"
dir.

Stein g yiiksek boyutlu

o0 dt\"?
ba(F) () = ( [RLRGICT t—g)

Marcinkiewicz integralini tanimlamistir (Stein 1958). Burada

Q —_
R0 = [ 2 f s

y—zise 1Y —

dir. Stein’in bu ¢alismasindan beri (Stein 1958), Marcinkiewicz integralinin siirekliligi
bir aragtirma konusu olarak kapsamli bir sekilde incelenmistir ve ayrica harmonik

analizde faydali bir aragtir (Lu et al. 2007, Stein 1970, Stein 1993, Torchinsky 1986).

Uq altlineer komiitatér operatorii

1

© dt\2
[D, ]l (F) (x) = ( fo |Fa,ta(f )(x)|2t—3>

seklinde tanimlanir, burada
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Q —
Faa(F)(6) = f O 1) — bOYIF O dy.

—ylze X =¥

0o 1
H = {h: Il hll= (fo |h(t)]? %)2 < 00} uzayini goz oniine alalm. O zaman agik olarak

Ho(F)(x) =l Fq, (f)(x) Il olur.

Minkowski esitsizliginden ve () {lizerindeki kosulardan,

1

Q(x — ©  dt\2
k(NG < | Mvw(j‘ t) dysch LACOIRp

R" |x - yln_l x—y| t3 n |x - yln

elde ederiz. Boylece, pg (1.1) kosulunu saglar. ug nin p > 1 igin L,(R™) iizerinde ve
p =1 igin L;(R™) den WL;(R™) ye sinirlt oldugunu biliyoruz (Torchinsky and Wang

1990). O zaman Teorem 3.1.6 ve 3.2.6 dan asagidaki sonuglari elde ederiz.

Sonu¢ 5.3.1 1 < p < oo olmak tizere (¢q,9,) (3.7) kosulunu saglasm ve Q (a)-(c)

kosullarini saglasin. O zaman pug p > 1 icin M den M

D.P1 o, Y€ smirhdir ve p =1

igin My, den WM, ,, ye sinirhdr.

Sonu¢ 5.3.2 1 <p < o olmak iizere (@1,9,) (3.8) kosulunu saglasin, Q (a)-(c)
kosullarmi saglasin ve b € BMO(R™) olsun. O zaman [b,uq] M,,, den M, , Yye

sinirlidir.

5.4. Bochner-Riesz Operatorii

§>%=, Bf=(1-tE1)°+f(&) ve t>0 icin BI(x)=t"B() olsun.

Maksimal Bochner-Riesz operatorii

B2 (f)(x) = StggIBf(f)(X)I
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ile tanimlanir (Liu and Chen 2008, Lanzhe and Shanzhen 2003).

H = {h: |l h llI= sup¢sg|h(t)| < ©} uzaymni gbéz Oniine alalm. O zaman agiktir ki

B2(f)(x) =1 BY(f)(x) Il dur.

B? (Garcia-Cuerva and Rubio de Francia 1985) iizerindeki kosuldan dolay1

n+1)

(s
Br‘s(x—y)SCr‘”(1+|x;—y|) (045

_ T (6_nT_1) 1
. (r+|x—y|) (r+lc—yDm
<|x—yl™
ve
5 If I
(e | Tnd

elde ederiz. Boylece, BS (1.1) kosulunu saglar. BS nin p > 1 igin L,(R™) lizerinde

sinirh ve p =1 igin L;(R™) den WL{(R™) ye sinirlt oldugunu biliyoruz. O zaman

Teorem 3.1.6 ve 3.2.6’dan asagidaki sonuglari elde ederiz.
Sonu¢ 5.4.1 1 < p < o0 olmak iizere (¢1,¢9,) (3.7) kosulunu saglasin ve § > nT_l

olsun. O zaman, B? operatorii p > 1 igin M, den M, ,, ye smirhdir ve p = 1 igin

My, den WM, ,, ye simrhdir.

Sonu¢ 5.4.2 1 < p < © olmak iizere (¢q,®3), (3.8) kosulunu saglasin, § > nT_l ve

b € BMO(R™) olsun. O zaman [b, B{] operatorii M, ,, den M, . yesmrhdir.
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Uyan 5.4.3 ¢(x,7) nin (3.1) ve (3.2) kosullarin1 sagladigin1 varsayimi altinda Sonug
5.4.1 ve 5.4.2 tarafindan ispatlanmistir (Liu and Chen 2008).
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