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OZET

GENELLESTIRiILMIiS MORSE POTANSIYELI ICiN
UYUMLU DURUMLARIN KURULMASI

Mustafa DERNEK

Yiiksek Lisans Tezi Fizik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Nuri UNAL

2002, 30 Sayfa

Bu ¢aligmada, genellestirilmis Morse potansiyeli i¢in, dalga fonksiyonlan ve enerji
spektrumu, Feyman path integtali yontemi kullanilarak elde edildi. Sonuglarin daha
once Schrodinger denklemini ¢dzerek ve grup kurami teknigiyle elde edilen ¢6ziimlerle
kargilastirildiginda tutarh olduklar gézlendi.

Genellestirilmis Morse potansiyeli i¢in propagator elde edilirken, problemin
dinamik simetrisinden faydalanildi. Bd&ylece problem, dort boyutlu hiperboloid
lizerindeki serbest pargacik problemine doniigtiiriildii. Rijit rotator, iki atomlu
molekiillerin hareketini betimlemek igin iyi bir yaklasiklik sunmaktadir. Boylece
pargacigm, dort boyutlu kiire tizerine hapsedildigi g¢6ztimler alinip, hiperboloid
¢oziimlerine doniistiirilmiistiir.

Ayrica, bu ¢oziimlerden elde edilen dalga fonksiyonlarinin limit durumda Morse

potansiyeli igin verilen dalga fonksiyonlarina indirgendigi gosterildi.
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In this study, the wave function and energy spectrum are obtained for the
generalized Morse potential by using Feynman path integral method. It is seen that our
results are in agreement with results obtained from Schrddinger equation and the group
theory techniques.

The dynamic symetry of the problem has been used to obtain the propagator. Thus
the problem has been converted to a free particle problem on the surface of a
four-dimensional hyperboloid. The rigid rotator offers a good approach to describe the
motion of diatomic molecules, hence the particles motion constrained on the surface of
the four-dimensional sphere, ar¢ transformed to hyperbolic solutions.

Furthermore, it has been shown that in the limiting case, the wave functions of the
generalized Morse potential could be reduced to those given for the Morse potential.
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Propagator.

COMMITTEE : Prof. Dr. Nuri UNAL
Prof. Dr. Zeki ASLAN
Assoc.Prof.. Dr. Varol KESKIN



TESEKKUR

Tez konusunun belirlenmesi ve ¢aligmanin gergeklesmesinde yardim ve uyarilarim
esirgemeyen degerli hocam Prof. Dr. Nuri UNAL’a, ayrica Lisans ve Yiiksek Lisans
Ogrenimim boyunca igten dostlufuyla her zaman yamimda olan Arg. Gor. Yusuf
SUCU’ya tesekkiir ederim.

iii



ICINDEKILER

v

OZET..cieriereeenrerneeenennene ceereee ceeveernnrens ceesreererttssaeenssesnnsenans RSP cereeeessrereaasessane .
ABSTRACT.....cictirieireennneernaens rererrenrreesereeaesrneaas reteeseneeerneaesnnaens cerrreeersresresaeeaanntaeas
ICINDEKILER. ...cooeeeee oo eeeesseescsenmmessessssomessssssssmmesssessmssssseesmssesseessensssesee
L. GIRIS oottt eveecrereasssues s saes s ssssessesassessssesasssssssnsssssssssasassesassesssassessesssnes
2. MATERYAL ve METOD.........ciiiniciarecriinenssonesinesssssasssssssssesseessessesassserasssans
2. 1. Feynman Path Integrali FormblasyontL..........c.ceceeevreeeererenesseserenenssssesesenns
2.2. Feynman Path Integrali Formiilasyonunun Kuantum Mekaniginin Diger
Betimlemeleriyle THFKisi........ccovrrerrenrerserenreessescsreesessssenseseessmmensassessasasanes
2. 3. Genellegtirilmis Morse Potansiyeli.........ccoveceevrrrecesrecnreresversernsssesssssrneeesnens
3. 1. Genellestirilmis Morse Potansiyelinin Geometrik Potansiyel olarak
Belirlenmesi........ccccceeeeeneecrercncecuneceene cvosyt NI .. ... o001 <001 5040 0000 s0s00usss
3. 2. Geometrik Potansiyelin Rijit Rotatora Donfistiiriilmesi...........ccococeeeueencne
3. 3. Dért Boyutlu Hiperboloid Uzerindeki Serbest Pargacik igin Propagatoriin
HeSapIanINASL.....cvevreetrerersrscrersenrecessetnsuessssesssesaressessosssonsssesssrasssssassossesscssasas
4. TARTISMA..coooeeeeeeeeeeeversemesessessssesssmmmessssssssessssmmmmsosssssseessiessssessessssmmsssessssessssenes
5. SONUG, ooeeumreeerereeeeeseesemmsessseesemmessssssessessessessessessseseeesemmeesssssssessssssesemassasessemessssee

12

12
15

17
27
28
29
30



1. GiRiS

Kuantum mekaniginin standart gosterimleri 1920’lerde gelistirilen ve cebire
dayanan Heisenberg-Dirac formiilasyonuyla, diferansiyel yaklagimi temel alan
Schrodinger formiilasyonudur. Her iki yontemde klasik mekanigin Hamiltonyen
gosterimine dayanmaktadir. Dirac 1930’larda klasik mekanikte, Lagranjiyen
gosteriminin Hamiltonyen gosteriminden daha temel oldugunu gérerek, eylemin
olduk¢a 6nemli bir yeri oldugunu gézlemistir. Oysa o yillarda eylem kuantum mekanigi
formiilasyonunda hi¢ kullanilmamaktaydi. Dirac bu eksikligin giderilmesi i¢in kuantum

{

mekaniginde propagatorii (yayiciy: ) ezs olarak onerdi. Burada S klasik bir yol
boyunca klasik eylemdir.

Sonraki yillarda Dirac’m bu Onerisi Feynman ( 1948 ) tarafindan gelistirilerek
kuantum mekaniginin “Path Integrali” adiyla amlan ve integral bir yaklagim olan
ficlincli formiilasyonu kuruldu. Bu yontemle, fiziksel siireglerin kuantum mekaniksel
betimlemeleri yapilirken, ¢ aninda x' noktasinda bulunan bir pargacigm, ¢* aninda

S

x" noktasinda bulunan olasilik genlikleri ( e% 1) ) hesaplanmakta ve bu olasilik
genlikleri tiim olas1 yollar {izerinden toplanmaktadur.

Feynman path integrali formiilasyonunun Lagranjiyen icermesi nedeniyle verdigi
sonuglar klasik fizige daha yakindir. Ayrica Hamiltonyeni agik bir bigimde yazilamayan
sistemlerin ¢6zilmesi bu ydtem sayesinde miimkiin olmaktadir ( Feynman 1962 ). Bu
istlinliiklerinden &tilirii path integrali yontemi kuramsal fizigin en 6nemli basarilarmdan
bir tanesi olmus ve 50 yil boyunca evren biliminde, molekiil fizi§inde ve polimer
fiziginde vazgegilemez bir arag haline gelmistir ( Khandekar vd 1993 ).

Otuzlu yillarda molekiillerin titresim spektrumlarmi harmonik osilatérden daha
incelikli betimlemek i¢in ortaya atilan Morse potansiyelinin ( Morse 1929 ) baz
eksiklikleri bulunmaktaydi.  Bu eksikligin giderilmesi igin “Genellestilmis Morse
Potansiyeli” ( G.M.P) Onerilmis ve potansiyel i¢in Schrédinger denklemi ¢Sziilmiigtiir
( Deng ve Fan 1957 ). Doksanh yillarda G.M.P igin grup kuram teknigiyle bagh durum
spektrumu elde edilmigtir ( Mesa vd 1997 ).



Bu calismanm amaci path integrali yéntemini kullanarak GMP problemini tekrar ele
almak, enerji 6zdegerlerini ve dalga fonksiyonlarim tiiretmektir. Ayrica bu ¢dziimlerin
limit durumunda Morse potansiyelinin ¢6zlimlerini verdigi gosterilecektir.

Cahigmanin Materyal ve Metod kisminda path integrali yontemi ve genellestirilmis
Morse potansiyeli i¢in Schrodinger denkleminin ¢6ziimleri verilmigtir. Bulgular
kisminda ise problemin dinamik simetrisinden faydalanarak eylem, Euler agilariyla
ifade edilen donme matrisleri cinsinden kurulmug, dort boyutlu kiire lizerinde serbest
pargacik olarak propagattr, bu eylem ifadesini i¢in tiiretilmigtir.



2. MATERYAL ve METOD
2.1. Feynman Path Integreli Formiilasyonu

Standart kuantum mekanigi gosteriminde ¢ aninda x noktasinda bulunan bir
parcacigin dalga fonksiyonu y ( x , ¢ ) olarak gosterilir. Bu pargacifin t aninda x
noktasinda bulunma olasilik yogunlugu ise | w(x,t) |2 ile verilir. Feynman ise
zamanin bir fonksiyonu olarak pargaciin hareketini, pargacifin yoriingesi x ( t ) yada
gittigi yolla olasilik genligini iliskilendirdi.

Klasik olarak verilen bir b olayinda meydana gelen bir a olayinin kosullu olasilig:

P (a | b) olarak gosterilirse, benzer olarak P (a | ¢) ve P (b | c) ise o zaman asagidaki

kural gecerlidir.
P(alc)=) P(a|b)P(b]c) (2.1.1)
b

a ile ¢ arasinda meydana gelebilecek biitiin olaylar ( yada durumlar ) {izerinden
toplama yapilir.
Oysa kuantum mekaniksel kural ise ;

Pac=> B av P oo (2.12)
b

bigiminde verilir. Burada biitiin olas1 b durumlar tizerinden toplama yapilmaktadir.
(2.1.2 ) denklemi kuantum mekaniksel iist liste gelme ilkesinin yollara genellemesidir
ve Sekil 1’de ¢ift yarik deneyi i¢in ¢izilmigtir.

Sekil 1. Cift yarik deneyi



Sekil 1°de ¢ noktasmdaki elektron cba yolunu yada cba yolunu izleyerek ekrandaki
a noktasina ulagabilir. cba yolu igin genlik;
Pa=Puw. P, cbayolu icin ise;
¢ ablc = ¢ ab' ¢ v dir. Toplam genlik ise;

P o= Baret Pave = Pavr. Dot Dy . e olur.

Kendi yolundan ekrana giden elektron iki yarigmn birisinden ( yada ikisinden de )
gecer. Ust iste gelme ilkesi ekranda bir girisim deseni olusacagim sdyler. Eger
elektronun hangi yoldan gectigi belirlenmeye kalkisilirsa bu girisim deseni yok olur.
Feynman bunu ¢ab’yi b den a’ya elektronun yolu icin genlik olarak “tiim yollar
{izerinden toplama” deyisiyle ifade etmigtir ve “Path Integrali Formiilasyonunu”
tiiretmek i¢in denklem ( 2.1.2 )’yi postiilat olarak kullamimistir. Burada pargacigin
hangi yoldan gittigine dair bir kesinlik yoktur. Bu yiizden toplam genligi bulmak i¢in
degisik yollar i¢in olasilik genlikleri elde edilmeli ve bunlar toplanmalidir.

Cift yarik girisim deneyi ile bir benzesim yapilirsa Feynman formiilasyonunda temel
nicelik ( x, ¢ ) uzay-zaman noktasindan ( x, ¢ )’ne giden bir parg:aélk i¢in olasilik
genligi K (x", f ; x, t ydr. Tim ara olasiliklar toplanir ve bu toplam, ( x, £ Yni
(x", ¢ )'ne baglayan her bir yolun katkisini igerir. ¢ [x(z)] x(t)yoluigin olasilik
genligini gostermek lizere toplam genlik :

K(x', :x,6)=Y @ [x(1)] (2.1.3)

x(1)
olur.

Dirac, propagatdr olarak bilinen, bir pargacigmn ( x, ¢ Y’den (x', ¢ )’ye gecis genligi

ile, S Hamilton-Jacobi denkleminin ¢oziimii olmak tizere ¢*  *in aym seyler oldugunu
gbrdii. Kiitlesi m olan ve V( x ) potansiyelinde hareket eden bir parcacifin
Langranjiyeni ;

L=—;—m5c2-V(x) (2.1.4)

olarak verilir. Béylece Dirac propagatérii ¢ sonsuz kii¢iik olmak tizere ;



K(xy;¢ )=K(X,t+e;y,t)=%eXp {1’_;‘:{ B’-(’:y) Z—V(x)]} (2.1.5)

olur. Buradan ¢ anindaki dalga fonksiyonu W (y, t) ile # +& anmndaki dalga
fonksiyonu ¥ (x, t+& ) arasindaki iligki su ifade ile verilir ;

¥ (x,t+e)= [ K(xnt+s ;3 ) ¥ (y, )y (2.1.6)
Burada b ara durumlan tizerinden toplama, ¢ amindaki y pargacik konumuna karsilik

gelir. ( 215 ) denklemi ( 2.1.6 ) denkleminde yerine konuldugunda,

% = (m/2zihe)"* olmak tizere Schrodinger denklemine kargilik gelir.

in(a/80)y =(-112m )@ 16x* )y +V v

Zaman arahgy [ ', t"] N esit pargaya boliniip ( her bir uzunluk £ olmak {izere
[tir,t:]veto=1t'vety= t"olmak lizere x (t;) = x ; olarak gosterilir. Béylece x (1)
yolu Sekil 2°de gdsterildigi gibi { x’, x 1, ¥ 2,..., X 5.1, x"' }ile temsil edilir.

®
*x
)
3
*
*a
4 t’n tz ta £
Sekil 2. x (t) yolunun tipik gSsterimi.
O zaman ( 2.1,3) ifadesi ;
KN= II¢ { X 2 X 15X 2500 XN-1» x" } dX1 dXN_l (2.1.7)
olur. ( 2.1.2 ) kural kullamlarak olasilik genligi K (xi, X1, & ) ile §0yle yazilir.
N-1
K= [ K(xn.xna56) TR(Xi %0, &) dx 2.1.8)



N — oo limit durumunda

K= lim Ky (2.1.9)

Now

olur. Boylece ( 2.1.5 ) ifadesinde K (x i, X i1, € ) yerine konulursa, propagatér;

P& N-1 (dy
K(x",t";x',t)= lim ICXP["Z S(xk. X3 e )] I —&  (2.1.10)
N_—)Bw h k=1 k=1 A

(N e=t"-1')
olarak elde edilir. Burada S (X k, X x-1; & ), sonsuz kii¢lik zaman aralift &€ = t -t

tizerinden eylemdir. Feynman bunu kapali bigimde yollar yada zamanlar {izerinden

toplam olarak su sekilde yazmistir ;

K(x",t";x',t)=N 2 fxp{%S [x(¢) ]} (2.1.11)
Burada N normalizasyon sabitidir. Path integralinin siirekli durumdaki ifadesi;

K(x",t";x,1)= [exp {és [ () ]} D [x()] (2.1.12)
bi¢iminde verilir.

D [x (t)] ifadesi x ( t' ) = x' den baglaylp x ( t" ) = x" ne uzanan biitiin yollar

lizerinde toplami gosteren path diferansiyel Slgtistidiir. Ayrica
4
S= [Lar
7

Iki u¢ nokta arasinda elde edilen klasik eylemdir.

2.2. Feynman Path Integrali Formiilasyonunun Kuantum Mekeniginin Diger

Betimlemeleriyle Iligkisi

Propagator, iki konum durumu arasinda aliman evrim iglemcisinin matris
elemanlarina egit olan veya Heisenberg —Dirac cebirsel yaklagiminin  doniisiim
matrisidir.

K(x",t";x,t)=<x",t" | x',t'>=<x"|exp [—%(t"—t')ﬁl} | x'> (2.2.1)

A

Burada  exp [—% (t" —t')H ] evrim iglemcisi H ise hamiltoniyendir.



Boylece K sistemin tiim dinamigini icerir. Efer propagatdriin belirlenmesi i¢in
denklem ( 2.2.1 ) kullamlacak olsayd: K’nin elde edilmesi i¢in Heisenberg hareket
denkleminin ¢8ziillmesi gerekecekti Oysa path integrali ile dogrudan K elde
edilebilmektedir. ( Denklem ( 2.1.12))

Schrodinger denklemi 77 % = }AI ¥ olmak iizere ¥ dalga fonksiyonu bu

denklemle belirlenir ve propagatdr kullanilarak agagidaki gekilde iiretilir.

¥t = [ K(x, X, P (X, 1) d £ > ¢ (222)

Buradan propagatoriin Schrédinger denkleminin Green fonksiyonu oldugu ve
Feynman’m geometrik yaklasinu ile Schrddinger’in analitik yaklagimmn bir biitiin
oldugu goriiliir.

Green fonksiyonunun iglemci bigimi fI zamandan bagimsiz ve ¢ ( t ) basamak
fonksiyonu olmak lizere gu gekilde verilir.

G =0 (t"-1)exp [—;f;-(f-t‘)ﬁ] (22.4)

G nin | X' ) ve | x" ) durumlar; arasinda matris eleman alindiginda

G(x',t;x,t)=(x"| G| x)=K(x",t";x,t) 6 (t"-t) (2.2.5)
olur. Bu ifadenin

[in 56;— _H x")]IG(x",t":x,t')=in & (t"-t) (2.2.6)

denklemini sagladig goriiliir.

Hamiltonyen yada Lanranjiyen agik olarak zamana bagh degilse propagatér ;

Kx',t";x',t")=K(x",1"-t' ;x',0) (2.2.7)

bigiminde yazilabilir. Ust iiste gelme ilkesinin diger bir sonucu ise ;
K(x',t5x,t)= [ K(x',t";x,1) K(x,1;x,0)dx, t<t<t' (228)
bagmtisidir,



Sonug olarak propagator
R, 050, 0)= T, (¢) B ep[- (=) Bl '>1(229)

olmak {izere Hamiltoniyen islemcisinin ¥,( x ) enerji 6zfonksiyonlarmm bir tam

kiimesi cinsinden yazilabilir. Spektrum stirekli olursa bu toplam integral haline gelir.
T = t"-1' yazlip denklem ( 2.2.5 )’in T’ye gore Fourier d6niiglimii alinirsa enerjiye
bagli Green fonksiyonu ;

G (x",x';E)=TI—I dTexp[lET
ih

—®

1 G (x',T;x;0)
By Engx) (2.2.10)

bigimine doniisiir. Burada Im E > 0 dir. Im E = 0 oldugunda H'm spektrumu gergel
oldugundan Green fonksiyonunun tekil noktalar: vardir. Bu kutup noktalarindan sistemi
temsil eden bagl durum dalga fonksiyonlar1 ve enerji spektrumu ¢lde edilebilir.

2.3. Genellestirilmis Morse Potansiyeli
1957°de iki atomlu molekiillerin enerji spektrumlarimi ve elektromanyetik

gegislerini betimlemek igin ( Deng ve Fan 1957 ) tarafindan 6nerilen genellegtirilmig
Morse potansiyelinin ifadesi

b 2
V=D[ e"’—l] (2.3.1)

bigimindedir. Burada b=¢™ -1 ve 0 < r < o olmak fizere D derinligi, b en
kii¢iik , *nin konumu ve a ise potansiyelin yaricapim gosterir.

P. M. Morse’un 1929°da 6nerdigi Morse potansiyeli ise

V(x) = Dll-e G (232)
bigimindedir ( Morse 1929 ). Morse potansiyelinin tam analitik ¢dziimleri yapilabildigi
igin farkh molekiiller karekteristikler kolayca hesaplanabilmektedir. Fakat bu
potansiyelin ii¢ tane iyi bilinen eksikligi vardir. Bunlar:



(i) o <x < arahgmda tammh olmas1 yani, x <0 fiziksel olmayan bolgeyi de

icermesi

(ii) gekirdek ici etkilesmelerin aksine x = 0’da sonlu, yani tanimli olmas:

(iii)bazs iki atomlu molekiillerin titregimsel diizeylerinin iyi bir sekilde

betimlenmesi igin (n + é—] ’1i terimin daha yiiksek dereceden ifadesine gerek

duyuldugu halde, Morse potansiyelinin enerji 6zdegeri E, sadece birinci ve

ikinci basamaktan terimleri icermektedir. Bunlar

2 2
E = 2D ah( 1)—£~(n+~1—)
7 2) 2u 2

(233)

drr. Genellestirilmis Morse potansiyeli, Morse potansiyelinin bu eksiklerini gideren iyi

bir yaklagim olmustur.

Denklem ( 2.3.1 )de verilen GMP igin x=ar 0<x<ow olmak iizere

Schrédinger denklemi ;
d? -
L -0

seklinde yazilabilir. Burada

V()= ( - _1)2

P(r)=Vay(x)

k=—————2'uD ve €= Z'UE

a’n? ant

(23.4)

bigiminde tammlanmugtir. Yeni bir y degiskeni y = (e" - 1)_I ve F(y) fonksiyonu

y(x)=0()=—"~

F(y) olmak iizere ( 2.3.4 ) Schrodinger denklemi:

( )

A+ y)%+[2(a—- B+1)y+Q2a+1) %+[(a— BY +(a- ,3)+c]F(y)= 0 (235)

bigiminde bir hipergeometrik diferansiyel denkleme donilsiir, burada

2u\D-E

a=A+k-¢
a’h?

(2.3.6)



pea ko 2) =1 F e = [ 2

C=—kb?==22 12D
a

olarak se¢ilmistir. Denklem ( 2.3.5 )’in ¢6ztimii
F(y)=,F(d.e;2a+1;~y)

dir, burada

[D(b +1) - E]

(23.7)

(2.3.8)

(2.3.9)

d=a—p+1, e=a-pB+1-1, l=%(1+\/1—4C)=%(1+\/1+4kb2) (23.10)

olmak {izere bir hipergeometrik fonksiyon verir. n pozitif bir tam say1 olmak {izere

F (y) fonksiyonunun bir polinoma indirgenebilmesi, yani sonlu kalabilmesi i¢in d yada

e’nin ( yada her ikisinin de ) negatif bir tamsay1 (— n) olmasi gerekir. Boylece @ ve

n’ye baglidir. Yani denklem ( 2.3.7 ) ve denklem ( 2.3.10 )’dan
p,—a,=n+l
B2 —a’ =kb(b+2)

n

elde edilir. Boylece «, ve g, ifadesi:
aﬂ:l(_km_n_[ ﬂn=_1_(_,£.b(b_+gz+n+l
2\ n+l 2\ n+l

esitlikleriyle belirlenir. Denklem ( 2.3.6 )’dan ¢, ; ¢, cinsinden
g,=k—a’ olur ve enerji 6zdegerleri
222 2
En :D_g_.h_(n+l_b_(éig.)_k_)
8u n+l
bigiminde elde edilir ve buna karsilik gelen 6z fonksiyon ise
¥ (r)=N,y*(1+y) " F(-n,—n+1-21;2a, +1;-y)
ar -1
y =(e - 1)

olarak bulunur. Buradaki N, normalizasyon katsayist ;

Jar 19,6 = Jae |9, GF = s i+ 2T [0, G =1

(2.3.11)
(23.12)

(2.3.13)

(23.14)

(2.3.15)

(2.3.16)

kosuluyla belirlenir. Denklem ( 2.3.14 ) ve denklem ( 2.3.15 )’de » kuantum say1st sonlu

bir deger alir. Béylece
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n,. <Jkb(B+2)-1 (2.3.17)

bi¢ciminde smirlandirilar.
N, normalizasyon katsayisi stiper simetrik kuantum mekanigi teknigi ile ;

(2.3.18)

1

ala, +n+1)TQa, +n+1)TQ2a, +n+20))?

N, =
nl (n+1)T(2a,) Ta, +1) T'(n+21)

olarak bulunur.

Ayrica hipergeometrik fonksiyon ,F, ve confluent hipergeometrik fonksiyon ; F|
arasindaki limit iligkisi kullanilarak ;

2F;(a,b;c;§)—>lFl (a ;C z)
(burada b—>o (yada r, >>1) ve r >>1 bolgesi i¢in) genellestirilmis Morse

potansiyeli i¢in bulunan dalga fonksiyonlar1 denklem ( 2.3.15 )Morse potansiyeli i¢in
bulunan dalga fonksiyonlarina indirgenir ( Mesa vd 1997 ).
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3. BULGULAR

3.1. Genellestirilmiy Morse Potansiyelinin Geometrik Potansiyel Olarak

Belirlenmesi

Denklem ( 2.3.1 )’de verilen genellestirilmis Morse potansiyeli i¢indeki z kiitleli

bir pargacigin eylem ifadesi

S= jdt{ (‘ZJ D[l—ewb_l:r} (3.1.1)

bigiminde yazilir. Burada 0< r < o olmak tlizere x=ar boyutsuz degisken
tanimlandigmda 0 < x< o ve

D, = 1 p, olur. Baylece
a

2
S = [t {Pxﬂ—;—azz’f—p [1— 2 ” (3.1.2)

a 2u e’ -1

olur.

1
e’ -1

U=

degisken degistirmesi yapildiginda
% =—u(u+1)

Buradan P, =—u (u+1)P, elde edilir. Boylece eylem ifadesi
2
S= [ar [P—————uz(1+u)2P,f—D(1—bu)z] (3.1.3)
2u

bigimine déniigtir. Denklem ( 3.1.3 )’de u (u +1) terimini elimine etmek i¢in yeni bir
zaman / (parametrik zaman) tamimlayalim ve bunu ifade etmek i¢in

@4 __1 4
di u(l+u) o

yazalim. Bdylece parametrik zaman cinsinden ( 1 + 1 ) boyutlu eylem

S—.:J}u piizi+pﬂ_1)‘)__ —u(1+u ) ﬂ D(Q-buy
i °di u(u +1) u(u +1)

(3.14)

12



bigimine ddnigiir.
2 ,u D
a*

2
=jd,1 e,i‘i+P—”-”——fL’f 1 —u(1+u)B‘ +-}i—(1—-“—2’-‘i (3.1.5)
di °dA 2D u(u+1) 2 2 u(u+1)

=k olarak alindiginda

elde edilir. Bu ifade diizenlendiinde

2 \
S= [an [P—‘fhp———u(n A I[B’k+k)+ L (f"ak-+k(b+l)z

di "°da 2 2ulD 2(1+u) )
kb? |
+..__.
2...
(3.1.6)

halini ahr.
u=sinh? @

bigiminde bir degigken degistirmesi yapildiginda

P = 1
* 2sinh @ cosh @

Bu ifadeler denklem ( 3.1.6 )’da yerine konulursa eylem

S= _[d;t{ 4o P-‘-ii-lzﬂ | (Pok+k)+ L (P"k+k(b+l)2)

, elde edilir.

°da " °da 8 ¢ 2sinh?@l D 2cosh’@\ D

olarak elde edilir
Problemi hiperbolik koordinatlara doniigtlirmek icin ¢ ve y gegici degiskenleri

ile P¢=\[4(%{E+k+2kb+ksz ve P, = ‘/4(? )momentumlan bigiminde

tammlayip, bu momentum ifadeleri igin eyleme Lagrange carpanlari eklendiginde
denklem ( 3.1.7)
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8= jd/z[- d“’\/ 4(5;-)5+k+2kb+kbz)—% 4[5—k-+kn—-kb2(ﬂb—/1a)+S'

di D
(3.1.8)
bi¢imine ddniigiir. Burada S’
S = j‘dz[gﬁlﬂaﬁf—wﬂ&gfﬂ-ﬂ] (3.1.9)
di °di tda Y da

ifadesi ile tammlanir. Bu eylem i¢in Hamiltoniyen ise

1 P, P?
H=§(}g +cosl':29—sinh‘P20) (3.1.10)

olur. Denklem ( 3.1.9 Y'da elde edilen S’ ifadesi ( 2 + 2 ) boyutta ii¢ boyutlu
hiperboloid ytizeyinde hareket eden pargacigi tammlamaktadir.

(2 +2) boyutlu kartezyen koordinatlarin ifadesi

x, = pcoshd cos @

x, = p cos hf sin @

x, = p sinh @ cos y

x, = p sinh @sin y (3.1.11)
olmak lizere bu koordinatlar igin uzunluk

ds’ =g, dx*dx" burada g, metrik tensérdiir ve bu koordinatlar igin

£,,= ( 1,1,-1,-1) olarak elde edilir.
Hamiltoniyen ifadesi ise

H=——1—PA P4 (3.1.12)

2pu

bigiminde verilir. Burada P, dort boyutta momentum ifadesidir. Bu Hamiltoniyen
ifadesi ( 2 + 2 ) boyutlu uzaydaki serbest pargacigm enerji fonksiyonelidir.

Denklem ( 3.1.11 Y’de verilen ( 2 + 2 ) boyutta kartezyen koordinatlar i¢in
Hamiltoniyen hesaplandiginda

2 PZ P2
H=lipde v, e (3.1.13)
2 p- p‘sinh“@ p*°cosh*@
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bi¢iminde elde edilir. Boylece denklem ( 3.1.10 )’da elde edilen Hamiltoniyen
i- kiitleli ( 2 + 2 ) boyutta G boyutlu hiperboloid yizeyinde hareket eden pargacig:

tammlamaktadir. Bu d6rt boyutlu uzayda sabit R = 1 yarigapl kiire tizerinde hareket
eden pargacifin hiperboloid ylizeyinde hareket eden kargihgidir. Dért boyutlu serbest

pargacigin Lagranjiyenini

. . 1 P}
L=PR-R+P,,-n———2—;l{P,§ +7{";) (3.1.14)

seklinde kiiresel bigimde yazarak tanimlayabiliriz. Burada 7 kiire yiizeyini tanimlayan
i agidan olusan vektSr ve P, momentumdur. Bu parcacifin hareketinin sabit R = 1
yarigaplt rotator olarak betimleyebiliriz. Rotatoru dinamik olarak betimlemek igin dort
boyutlu uzayda serbest hareket eden pargacifin kinetik enerjisinde 1gmsal ( R ) ybnde
hareketin olmadigmi R = sbt oldugunu yada esdegeri P,= 0 oldugunu varsayacagiz.

2
Ardindan bu ifadenin gz —> 0 ve uR* — sonlu limitini ahirsak Fe terimi sifira gider ve
H
P, = 0 kosulunda Lagranjiyen
. .1
L=PR’R+Pﬁ-n—WP,,2 (3.115)

olur. Bu ifade sabit R yarigaph kiire ylizeyinde hareket eden parcacigin Lagranjiyenidir.

3.2. Geometrik Potansiyelin Rijit Rotatora Doniigtiiriilmesi

Denklem ( 3.1.8 )’de verilen eylem ifadesini yeniden yazalim.

_ dp | (P, ») dy | (P kb? ,
S_—jdz[a\/{—]%hk(bﬂ) )+I§I 4(—‘lk+k)———(/1,,—,1a)+s]

D 2

(3.2.1)
Burada S§' (2 + 2 ) boyutlu diiz uzayda hareket eden par¢acigm eylemidir ve ifadesi
dort vektor bigiminde yazilirsa
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=Ajd/1[ = P—~—H] (322)
i di o %da

7i=1 birim sisteminde dnce S’ eylemi ile betimlenen ( 2 + 2 ) boyutlu sistemin
gegis olasiliklarini veren propagattrii tanimlayalim.

) &t 1 ;
T“‘[”faf “2n "’fg”]

K(x,,, ,,,xa,/l) IDxA Dp, e™

)

Bu propagat6r [/1 b a] zaman aralifmi N egit parcaya bolerek ve aralify

(3.2.3)

Apg—A
4 I % secerek orgii yaklagikhinda

8:

, N dP IZ[PA,(XI x,_l)“———PA,PAI}

K'(x,,4,:%,,4,)= lim chcj -5 (2”)4 e (3.2.4)
bigiminde hesaplanabilir. Burada once dx, integralleri hesaplanrsa &*(P,—P,,)
sonucu bulunur. Bu serbest pargacik sistemi i¢in momentum korunumunu ifade eder.
Ardindan

N-1 tane d p, integrali hesaplanarak

I(zﬂ)4 [pA & —x )‘-_pAp ] (325)
elde edilir. Benzer sekilde d¢; ve d F,;integralleri yapilir ve

[Dr %ﬁ‘-’-K}o (.2 %04, ) €1 = F—iz—ZQ-K,',o (6,02 5%, 4, ) €267 (32.6)
elde edilir.

Denklem ( 3.2.6 ) ( 2 + 3 ) boyutlu uzayda tanimlanan serbest parcacigin
propagatériidiir. Bu ifadeden baglangigtaki problemin propagatoriinii tiiretmek i¢in Snce
P, momentumlarmi ve X,(a) ve X,(b) koordinatlarm hiperboloidi tanimlayan
koordinatlar cinsinden yazalhm:

( 2 +2) boyutlu uzayda hiperboloid yiizeyini agilar cinsinden ifade etmeden 6nce
dort boyutlu uzayda kiire yiizeyinin (p,60,y) Euler agilan cinsinden ifadesini bulalun.

Bunun igin Oklidyen uzaydaki (xl, Xy, %3, x4) koordinatlarim gdyle ifade ederiz:
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x, +ix, = Rsin 8 e"*

x; +ix, = Rcosfe'” (32.7)

O zaman ds* uzunlugu

ds” = (ax ) +(de, J + (e, | + (e, ]

=(dR} + R*((d6F +sin? 8(dpY +cos? Ody ) (32.8)
olur, R= sabit olan kiire ylizeyinde ds* gdyle yazilabilir :
ds*| = R*((d0) +sin? 6(dp) +cos* (dy)’) (32.9)

Kompleks (R,8) dizleminde (R,0) yerine i(R,0) koymak olarak tanimlanan
Wick dénme iglemi yapilirsa , 0 zaman

ds* | p.o= B* ((d6) —sinh? 6(dp): +cosh? O(dy )’ ) (3.2.10)
olur. Bu ( 2 + 2 ) boyutlu uzayda R = sabit yiizeyleri olan hiperboloidler fizerinde iki
nokta arasindaki uzakliktrr. O zaman ( 2 + 2 ) boyutlu uzaydaki (x,,x,,%,,x,)
koordinatlar: ile hiperboloid yiizeyini temsil eden (p,8,y) koordinatlar arasmdaki
iligki 0yle yazilabilir:

x, +ix, = R sinh @ €'*

x, +ix, = Rcoshd " (3.2.11)

Bu nedenle hiperboloid iizerindeki par¢acigin dinamigini incelemek i¢in 6nce biitlin
islemlerimizi iyi bilinen dort boyutlu kiire iizerindeki pargacigm dinamifi i¢in
yapacagiz. Daha sonra yukarda betimlenen ydntemle kiireden hiperboloide gegecegiz.

3.3. Dirt Boyutln Hiperboloid Uzerindeki Serbest Parcacik icin Propagatériin

Hesaplanmasi

Simetri cebiri SO ( 2, 2) olan dort boyutlu hiperboloid denklemi
x+x;—xi—-x;=p">0 (33.1)

olmak fizere kuruldugu koordinatiar
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x, = pcosh@cos g
x, = p cos h@ sin ¢
= psinh @ cosy
= p sinh @sin (3.3.2)
ifadesiyle verilir. Burada p 20 ,0<0 <w, 0<¢@ <27 ve 0 <y <27z dir.

Bu koordinatlar i¢in Laplace-Beltrami iglemcisi

Ag=me—— 2 (cosh&smha a) 1o __1 20
sinh @ coshd 06 00,) cosh”8 08 sinh”@ 06
2 2 2
= 62 —(tanh 8 + coth® ) 9 , 12 9 . 12 9 . (3.33)
00 " 20 cosh 0 8¢9 ~ sinh?@ oy

bigiminde elde edilir( Barut ve Racka 1977 ). Denklem ( 3.3.3 ) —#? ile ¢arpilirsa bu
ifade L toplam agisal momentum olmak {izere L? olur. Dort boyutlu Oklidiyen uzay igin
g, =0, dir ve denklem ( 3.2.4 )’de verilen X’ propagatOriinii (r.0,0,v) kiresel
koordinatlar cinsinden ifade edebiliriz. Kuantum mekaniginde rijit rotator iki atomlu
molekiillerin hareketini temsil eden yaklasik bir model olarak kullanihir. Ug boyutlu
uzayda kiire tizerindeki pargacigin dalga fonksiyonlar: agisal momentum vektord, L nin
segilen z ekseni yOniindeki bileseni L, ve agisal momentumun karesi, [*’nin 6z
durumlary, ¥,,(0,¢) cinsinden ifade edilir. Burada @, enlem agis1 @, boylam agisidir.
Ug boyutta x — y diizleminde dénen pargaciin Hamiltoniyeni ise
5

H=3% 3.3.4
Y; (3.3.4)

ile verilir. Burada I eylemsizlik momentidir. Boylece dort boyutlu hiperboloid igin
Hamiltoniyen

Lt [p, P Py (33.5)
H 2mr2(P”+cosh 29 sinh2@

olarak bulunur. Hamiltonyenle Lagrangian arasindaki iligki ;

- d ->
L= P———H t 3.3.6
y (r D, ) ( )

olmak iizere ( 3.3.5 ) denkleminde verilen hamiltonyen igin dort boyutlu hiperboloid
tizerindeki serbest pargacigmn propagator ifadesi ;
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e D4y Lp(n-r)

K\r, ,t,;r,,t, | = ————dp e’
( botpsla ) r‘}:ﬂ (27[)4 p e
PZ

1 ( 2, 2y _ [2
’ s w] (33.7)

s p Ay d eh
A ey ¥

olarak elde edilir.
a, B,y Euler agilar1 olmak tizere koordinat sisteminin z ekseni etrafinda « agist

kadar dondiiriildiigiinde buna kargilik gelen matris :

Q —_ el{;_ Oa
a = 0 e—i'z—

olur. Aym sekilde x ekseni etrafinda f# agis1 kadar bir dSnme i¢in

cos £ i sin £
0, = 2 2
i si s cos £

j sm ‘2— >
elde edilir. Son olarak yeni z ekseni etrafinda koordinat sistemi y agis1 kadar

dondiiriiliirse ;

matrisi elde edilir. Toplam doniisim igin ortogonal matris her i matrisin

carpimtyla elde edilir. $6yleki
]
Déyz(a aﬁ 37/ ):Q;' Qﬂ Qa

42 it -1 pa
e 2cosﬁe 2 —elzsinée2

pf (@.B.y) = (33.8)
%% - 2 . ﬂ L 12 i
e?sin—e 2 ezcosze2

( Goldstein 1980 ). Bu ifade Pauli spin matrisleri o, o, o, cinsinden

%J”’ e_(éjﬂay e_[éjyaz bigiminde verilir. Ayrica dénme

iy _ A
% % (a > ﬂ 97 ) e
matrislerinin indirgenmis dénme matrisleri ( d ,I,, ' (,3)) cinsinden ifadesi

(33.9)

DL (@ B7)= ™ b (B)e'™”

olarak elde edilir.
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+D}}/f_}é(ap’ﬁp’7p) D}léz’y;(a””ﬂ'b ,y'b)

;}/( » P, ") Df/f—y;(“wﬂpﬂ’p)] (3.3.11)

seklinde yazilabilir. Burada D,},’,f,,,(ap,ﬂp , yp) sabit momentumlu pargaciZm,
momentum uzaywndaki kiire {izerindeki konumunu gosteren fonksiyonlar ve

DY% ey, B,7,) b noktasindaki pargacigm kire iizerindeki konumunu gdsteren
fonksiyonlardir. m ve m' ?F}é degerlerini alabilir. Denklem ( 3.3.11 )’de elde edilen

p-F, terimi gibi 7.7 terimi i¢in de iglemler yapilip 13~(F;, ~7,) terimi tistel bicimde

yazildiginda
e%ﬁ(ﬁ.—a)=§(é’p2rb)”l F(n:#)p:/f%(ap, ¥,) D ,'2//,,/( a5, 7,)
Z(; £ 2”’)% D) P g o Bora) Dl Br,)
55 momn ol tr) 2 s)
go(%}’zrb )”3 r(n:+1)D:§-%("'b’ﬁf»’76) DZ%-"%(%»BN’,))
.,,Z‘:o (;h_ipzra]ns FG:H)D%%GJ B,.7,) D”/n/(a B )
go(—hi ng)“r(n:H)D:g’%(a B..r.) D. /(a B,.7,)
”“’ﬂ(_—;}pzr,,)"’ r(n,l+1)D”Z rg @ s By07,) Dny—ny(a B.71,)
Zo (_—;Tipzra)”s r(n:+I)Dzé_”%(awﬂ'“’y"’) D%_,%(ap,ﬁ,,,y,)
( 33.12)
elde edilir. Bu ifade
¢ ‘"‘%}‘: 6 ""g" V/=32:l igin denklem ( 3.3.7 )’de yerine konulup

diizenlenirse ;
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Dé&rt boyutlu kiirede ii¢ boyutlu kiirenin benzeri olarak kiire {izerindeki pargacigm
dalga fonksiyonlari, agisal momentumun I, ile gosterilen, (x,,x,) koordinatlarmi
birbirine dondtiren bileseni ve L,, ile gosterilen (x;,x,) koordinatlarm: birbirine
dondiiren bilesen ve agisal momemtumun karesi [*’nin  6zdurumlar: olan,
D!, (@ B 7) cinsinden ifade edilir.

Denklem ( 3.3.7 )’de elde edilen propagator ifadesindeki e wr ) terimini

denklem ( 3.3.8 )’de verilen d6nme matrisleri (D}z2 }/( By ) Ykullanilarak su bigimde

tiiretilir. D6rt boyutlu kiirenin koordinatlar:

x, =r cosf, cosp,
x, =rcosf, sin @,
x, =rsin 8, cosy, (3.3.10)
x, =r sin @, sin y,
olmak tizere
x,+ix,=rcos0,e?”
x,+ix,=rsin@, e
p+ip,=pcosd,e”
p,+ip,=psing,e””
bigiminde yazilir. Béylece momentum vektorii ile konum vektriniin skaler garpmm

-»> >

b-x== [(P1 lpz)(xl+zx2)+c -C +(p3 zp4)(x3+zx4)+c -c- ]olarakbulunur

a,f ve y Euler agilan ile dort boyutlu kiire tizerindeki noktalari tanimlamak igin
kullamlan koordinatlar ¢,8 ve y arasindaki iligki §dyledir.

A AT NN i 4
2 2 2
O zaman propagatérdeki  p-7, terimi
5.5 7, .
p p < [Dil/}/( p’ﬂp’},p) D}}/Zé%(arb ’ﬂ’b’}"b)
% %
+D}/ y( ’b’ﬂ'»’yﬁ,) D% %(ap’ﬁp’yp)
- %“‘“."
anﬂ" i ]

7.0, YOKSEKOGREEIM KUBULES T -
NEKUMANTASYON MERKER!



Baly; 4 zl2 2% 2z
Dy

K(rb,tbr t) IW fffdpsinepcosﬂpdepd¢pdwp
. 0

0 0

D AN .A !

Z:; Z)(h 2] ( h zj I'(n, +1)-T(n, +1)
"/(¢p+wp’20p’¢p Wp) // /(¢p+y/p’29p’¢p Wp)
A

/

/((0,. +‘[/r 920r ’¢r l//r,,)

n. ngl2
Sy RNz AN AN 1
ZO Zo h 2) [ B 2] T'(n, +1)-T(n, +1)

Dné”/;(¢p+wp’20p’¢p '//p) D—% /(¢p+'//p’20p’¢p_y/p)

ny(w,,, +y, .20, .0, —w,,,) // ( @, +v, 20, .0, —'//ra)

2 2

3 AN .7 !
Zo Zo(h 2) [ h 2) T'(n, +1)-T(n, +1)
Dr:lgn%((op+Wp’29p’¢p—wp)D-:{2"g(¢P+l//p’2€p’¢p_l//p)

"

D;lg"”g((o’b + y/r,, ’20;-,, ’¢r,, - l//,b )D—n%"%(gara + l//ra ’20ra ’(Dra - l//r,, )

. n . ng
> N[ Lpn ) (1P 1
ZO ,;, h 2) ( B 2) [(n, +1)-T(mg +1)
”%—n%(¢p+Wp’20p9¢p_Wp) D—Z%n%(qop'l'y,pyg'ep’gop"l//p)

"

n% _n% ({Dr;, + Wq, H 29;—,, ’ (prb - y/r;,) D—n%ns 2* ((ora + Wra ,20’,0 9¢ra - Wra )

(33.13)

elde edilir. Denklem ( 3.3.13 ) 6,, ¢,, v, agilan lizerinden integre edildiginde

D! (@, B,y )l terimlerin diklik bagintisindan », = n,, n, = n, ,n, =n, ,n, =n, olur.

Boylece bu ifade dért toplamin ¢arpimi bi¢imine déniigiir.
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2 2
;;, A —-i—j ! P+ F + fy dt
"'p(rb—'ra) h 2””’]'}-1 cos29 sinzﬂ

.[ (27,)4 jd pe

’Zatba

AN

Dnl > ny (wr,, +y, 26;',, @, Y, ) D n/(?r + v., ’29r 2P Y, )
2 2

K]
&L
X

n n

i D":f%(‘”'b +v,.20,.0,-v,) D]

N

n%((pra v, ’20'a P — Y, )

X

3
w

X
X

i=0 Drjﬁﬂ%(ﬂ”rb + v, ’zerl, Pr, '//';,) D (¢’a + v., ’20’a 2@r, ~ .//’a)

1 5)

=
3
N
*

7, (¢rn + Y, s 20,a 9¢ra - Wra )

2

> ng—"/(“"ﬁ!”rbﬂerbmr,, -v.,) D

N
K
N

(33.14)
Denklem ( 3.3.14 )’de donii matrisleri denklem ( 3.3.9 )’daki indirgenmis donii
matrisleri (d,',, Ac, B, y)) cinsinden yazilip diizenlendiginde :

ic 1 . B
.t D4 p(r A) -»I (P92+ £ }d!
A R 2mr, v, cs” @ sin*@
K(r,.t,r, .t )= [dp e e

’ [ A (271")4
o -ilm-m)e,-o,)
g;e /(29 ) 4. ny(wn)
%, 0e,) "%, @e,)
- % n% r, -n%n% r,

< - -i( “"4)(5 r,,) n3 . ny
3 Y e d,,f_,%(zo,b) d,,é_,,%(ZH,b)

=0 n,=0

"3

/2 /(29 )dw/”y(ze ) (3.3.15)

elde edilir. d.,,, (29) terimleri ¢arpildiginda propagator :
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1 2 2

i 1 P P,
Byt ~— P24 + dt
b ~P(’b"'};) h;[Zml} Ty ( * e0s? 8 sinze)

rb’tb’ a’ I )4 ‘[d
-ilmma)og o, ) —iCm-na e, -vr, )
2 2 e

ny=fiy By—hy

Aythy iy TR, nl +ny+ng4n,
: (@0r,) 4, (26r,)
Byt By=Ry Ry Pyt 20 ) ny My Ma=My nmy=m  my-ng 26 ¥, ( 3.3.16 )
2 2 2 2 2 2 2 2

haline gelir. Burada m, =n, —n, m, =n, —~n,olmak {izere ve m="0t"

2
m,=m,—2~m2 ve I=p,+n;;-na+n4 bigiminde tamimlanirsa propagator :
’.’b P2 P2
_ o L [f”*m!ia*ﬁﬂ”’
Kt dp RO R
bols I(Z;r)” _f e
Y Y g gt gy ) dl L (00r,) (33.17)
olur. Burada d,,,, (267,) ve d.,.(20r,) terimlerini ;
: 0™ @ +m)'(l+m)'( ) ( 1 )”"'"
. t—
G B)= G =) 228 ) (127
215](m—-l,m’—-l;m+m'+l;—cot2—;ﬂ] (3.3.18)

bi¢iminde yazip ( Gottfried 1966 ) buradaki hipergeometrik fonksiyon iginde

F(Za 2+1-y;y; z) (1+z)2a2F(a' a+- ,}’,(1 )2)
+z
@B 5y32)=( —Z)"“ZFI(%J’ ~Bsy ?”“‘(Zi'l))

2Fl(a’ﬂ;a+ﬂ+%;8in2 (D] =2F1(2a,2ﬂ ;a+ﬁ+—;—;sin2—g~)

( Gradshteyn ve Ryzhik 1958 ) esitlikleri ard arda kullamldigmmda
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100~ ) a0 oo™

2Fl(m—l,m’—-l;m+m'+1;~—c‘ot2 0)

_ («-— ly \/ (+mh +m) ( i 0)21 (cot 0)m+m’

*(m+m (l m)'(l

( m lm+m

2 T

—l;m+m’+1;tan229)

-5 (5+Z):(§+m (i) (eord)™

(sin2 By_lziq(ﬁg_l_,m;m +I;m+m +1;sin? 29)

= 0™ J(l +m)l{l +m')! (sin )" (cot)™™

(m+m Y\ —mh{ —m')
JF(m—1,m+m +20+2;m+m +1;-sin* ) sekline donisir. Boylece (3.3.17)
propagatdr ifadesi hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden yazildiginda

) PZ P2
ooty —-LJ' ! Pi+—f ¥ gy
nd2mrr cos’8 sin?g

%’baaa I( )4 J‘dp e‘p(r” 72) e 7N

Z z e;(mm’)(:p,,, ~r,) e:’ (m—m’)(v/,,, —!lf,-,) 1 ((l + m)'(l o m’)!) (Sin H,b sin a,a )n—m'

Eorpet i (m + m')! k (l - m)!(l - m’)!
(cos@,b cosf, )”"" 21‘71'(m—-l,m+m’-&-2i+2;n'z+m'+l;—~sin2 49,,,)
ZF,'(m~l,m+m’+2[+2;m+m'+1;—sin20,,0) (3.3.19)

halini alir. Aynica d.,,.(20) ifadesi Jacobi polinomlar: cinsinden yazilirsa

ot _I’(n+ﬂ+l)(x—-l)" ( ﬁﬂ)
PP (x)= AT D) | 2 F|-n-n-a;f+;—— (3.3.20)

(Gradshteyn ve Ryzhik 1958 ) esitliinde x =cos28 igin

P*#(cos20)= F(n+ﬂ+1)( IY’(sin2 6‘)’ B (——n,-—n~a ; B+1;—cot’ 0) (3.3.21)

nT(f+1)
olur. Indirgenmis donme matrisleri d.,,.(8) igin f =26 alnarak denklem ( 3.3.18 )
kullanilirsa ve denklem ( 3.3.20 )’de
gegdtrain KUMILY

“.r""“““‘”‘” 1LY b4

25



-n=m-| a=m-m
—n—-a=m -1 icgin B =m+m'}; elde edilip yerine konuldugunda
B+l =m+m +1 n=Il-m

d’..(B)=(1F \/ = (Zf'[g’i *i)"; "(*rﬁ *(‘2 5 (cosOY (sin0F P**(cos20) (3.3.22)

elde edilir. Béylece dort boyutlu kiire {izerinde serbest parcacifin propagatdrii Jacobi
polinomlar: cinsinden yazildiginda denklem ( 3.3.17 ) ifadesi ;

ole L p(r,-1,) zf#“‘ (” ;,:éz*m}“
i‘b,tb, j‘ (27’)4 J'd e Wl
R A ¥ P . < n T{a+ B+n+1)
é ,;w ) ¢ nZ; Aarpean+1) Cla+n+1)(B+n+1)
(sin6, sing, J (cost, cosd, ¥ B#(cos26,) P (cos26, ) (33.23)

bigimine doniiglir. @ —>i@ doniiglimii yapilinca bu ifade dort boyutlu hiperboloid
tizerindeki serbest pargacigin propagatoriine doniisiir.
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4. TARTISMA

Bu c¢aligmada, iki atomlu molekiillerin enerji spektrumu ve elektromanyetik
gecislerini betimlemek i¢in ortaya atilan G.M.P problemi path integrali yonteminin
sundugu yeni problem ¢6zme teknigiyle incelendi. G.M.P simetrisi SO ( 2, 2 ) olarak
gosterilen dort boyutlu hiperbolid tizerindeki serbest pargacik dinamigini vermektedir.
Bu nedenle, dort boyutlu kiire tizerindeki serbest pargacigin propagatérii, rijit rotator
icin hesaplandi. Ctlinkii rijit rotator kuantum mekaniginde iki atomlu molekiillerin
hareketini temsil etmek igin iyi bir yaklagiklik sunmaktadir. Elde edilen bu
propagatorden dort boyutlu hiperboloid tizerindeki serbest pargacigin propagatoriine
ge¢ildi. Burada hiperboloid tizerindeki par¢aciin propagatdriinde tek boyutlu problemi
( 2 + 2 ) boyutlu sisteme gevirmek i¢in kullanilan agisal degiskenlerin tlim degerleri
tizerinden toplama islemi yapilarak bagtaki probleme doniilmiistiir. Bu sekilde tiiretilen
enerji 6zdegerleri ve dzfonksiyonlari, daha 6nce grup kuramsal y6ntemle elde edilen

sonuglarla karsilagtirilarak tutarli oldugu gésterildi.
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SONUC

Bu c¢alismada, iki atomlu molekiillerin dinamigini betimlemek igin Onerilen
genellestirilmis Morse potansiyeli etkisinde hareket eden pargacigin dinamigi once
uygun bir degisken degistirmesi ile ( 2 + 2 ) boyutlu hiperboloid tizerinde hareket eden
serbest pargacigin agisal hareketine doniigtiirtilmiistir. Bu islem sirasinda pargaciga
etkiyen potansiyeli geometrik olarak betimleyebilmek igin iki yeni agisal koordinat ve
bir radyal koordinat ortaya atilmistir. ( 2 + 2 ) boyutlu uzayda hareket eden par¢acigin
kuantum dinamigi path integralleri yontemi kullanilarak hesaplanmigtir. Bu islem
sonucunda bulunan ( 2 + 2 ) boyutlu uzaydaki olasilik genliklerinden baglangigtaki
problemdeki olasilik genliklerini tiiretmek igin son noktanin eklenen agisal
koordinatlarinm tiim degerleri lizerinden integrasyon iglemi yapilmigtir. Ayrica eklenen
1is1nsal koordinat i¢in ( 2 + 2 ) boyutlu uzayda sabit 15msal koordinat degerine sahip olan
rotor (doniicli) sistemine ge¢is incelenmigtir. Boylece bir boyutlu fiziksel
genellestirilmis Morse potansiyeli etkisinde hareket eden pargacifin dinamigi (2 +2 )
boyutlu uzayda sabit radyal yer degistirmeye sahip pargacigmn boylam agilarina bagh
olmayan dinamigine gevrilerek problem ¢oziilmiistiir.

Bu ¢alismada kullamlan teknifin merkezi olmayan potansiyeller problemlerine
uygulanabilecegi  diigiiniilmektedir. Ayrica tezde elde edilen bulgularm, molekiil

fizigine olumlu katkilar saglayacagina inamlmaktadir.
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