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OZET

GENELLESTIRILMIS OFSET EGRILERININ TEKNOLOJIDEKIi YERI

Burcu SARIYALIM BOZAN

Yiiksek Lisans Tezi
Kirklareli Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Danisman: Prof. Dr. Ali CALISKAN
Haziran 2024, 63 sayfa

Teknoloji, mithendislik ve bilgisayar destekli geometrik tasarim gibi uygulamalarda ofset
egrileri 6nemli bir yere sahip oldugundan tez ¢alismamizda agirlikli olarak diizlem ofset
egrileri incelenmistir. Genellestirilmis ofset egrileri, n. dereceden genellestirilmis ofset
egrileri ve kesisim egrileri irdelenmis olup bu egrilere ait uygulamalar yapilmistir.
Egrilerin kesisim durumlari ve tekilliklerinin hesaplanmasi gibi konular da ele alinmistir.
Genellestirilmis ofset egrilerinin ve n. dereceden genellestirilmis ofset egrilerinin standart
ofset egrisi cinsinden ifade edilmesi irdelenmis ve onermeler ile desteklenmistir. Ele
alinan bu konularin yani sira, karmasik geometrik yapilarin analiz edilmesinde kullanilan
kesisim egrilerinin, daha dogru ve verimli hesaplanabilmesi i¢in yiiksek mertebeli
yaklasimlara ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu yaklasim kapsaminda, diizlem egrileri, uzay
egrileri ve kesisim egrilerinin genellestirilmis ofset egrileri icin ayri ayri incelemeler
yapilmustir. Tanimlar ve uygulamalar ile desteklenen bu tez ¢aligmasi, ofset egrileri ve
genellestirilmis ofset egrilerinin temel kavramlarini acgiklayarak bilgisayar destekli
geometrik tasarim ve diferansiyel geometri alanlarinda literatiire katki saglamayi
amaclamaktadir.

Anahtar Kelimeler: diferansiyel geometri, genellestirilmis ofset egriler, ofset egriler,
kesisim egrileri, bilgisayar destekli geometrik tasarim



ABSTRACT

THE POSITION OF GENERALIZED OFFSET CURVES IN
TECHNOLOGY

Burcu SARIYALIM BOZAN

MSc Thesis
Kirklareli University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Supervisor: Prof. Dr. Ali CALISKAN
June 2024, 63 pages

Due to the significant importance of offset curves in applications such as technology,
engineering, and computer-aided geometric design, our thesis predominantly focuses on
investigations conducted on planar curves. Generalized offset curves and intersection
curves are addressed in detail. Generalized offset curves and nth-degree generalized offset
curves are examined, accompanied by practical applications of these curves. Topics such
as intersection scenarios of curves and computation of singularities are discussed.
Additionally, the representation of generalized offset curves and nth-degree generalized
offset curves in terms of standard offset curves is scrutinized and supported by
propositions. Furthermore, in the analysis of complex geometric structures, higher-order
approaches are necessary for the accurate and efficient calculation of intersection curves.
Within this framework, separate examinations are conducted for planar curves, spatial
curves, and intersection curves concerning generalized offset curves. Supported by
definitions and applications, this thesis aims to contribute to the literature by elucidating
the fundamental concepts of offset curves and generalized offset curves, thus enriching
the fields of computer-aided geometric design and differential geometry.

Key Words: differential geometry, generalized offset curves, offset curves, intersection
curves, computer aided geometric design
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1.GIRIS

Diferansiyel geometri; matematiksel yapilarin, egri ve yiizeylerin incelenmesinde temel
olan, geometri ile analiz arasinda koprii gorevi goren bir disiplindir. Ayn1 zamanda
karmasik sekilleri, yilizeyleri ve sistemleri modellemede, analiz etmede gerekli olan

teknik ve kavramlariyla 6nemli bir aractir (Do Carmo, 2016).

Diferansiyel geometrinin kdkenleri, Mimar Sinan’in mimari eserlerini insa ederken
kullandig1, heniiz yeterince ele alinmamis matematik (geometri) hesaplarina ve
sonrasinda ise 18-19. yiizyill matematikgilerinin ¢alismalarina dayanmaktadir. Ozellikle
doénemin 6nctilerinden Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ve Bernhard Riemann’in (1826-
1866) ¢alismalar1 sayesinde biiyiik bir ilerleme gostermistir (Do Carmo, 2016). Tarihsel
gelisim siireci igerisinde diferansiyel geometri; matematik, fizik, miihendislik ve
bilgisayar bilimleri gibi bir¢ok disiplinde kendini var eden bir alan haline gelmistir.
Gilinlimiizde 6nemli bir yer tutan bilgisayar destekli geometrik tasarim (BDGT) i¢in de
diferansiyel geometrinin giderek 6nem kazandigi goriilmektedir (Shen & Zhang, 2016).
Matematik ve bilgisayar tabanli yontemlerin birlesimiyle sekillerin, yiizeylerin ve kati
cisimlerin bilgisayar ortaminda modellenmesine olanak saglayan BDGT ve diferansiyel
geometri is birligi, bircok konuda geometrik yapilarin tasarimlarint miimkiin kilmaktadir

(Farin, 2002, Pottmann vd., 2006).

Ofset egrileri, baz egrinin belirli bir mesafeyle 6telenmesi sonucu elde edilen egriler olup
BDGT i¢in 6nemli bir kavramdir. Bu egriler; bilgisayar grafikleri, miihendislik
tasarimlar1 ve endiistriyel iiretim gibi alanlarda kendini gostermektedir. Ornegin,
bilgisayar animasyonlarinda golge, sekil ana hatlar1 gibi efektlerin olusturulmasinda
kullanilirken; kalip ve siisleme gibi detaylar i¢in de mimaride kullanildig1 goriilmektedir.
Bunlarin yani sira, otomotiv endiistrisinde mobil vasitalarin gévde panellerini tasarlamak
ve aracin farkli parcalar1 arasinda gegisler olusturmak, havacilik endiistrisinde ise ugak
bilesenlerini tasarlamak ve aerodinamik sekiller olusturmak gibi amaclarla ofset egrilerin

kullanildig1 bilinmektedir (Rogers, 2001, Liu & Li, 2018).



Genellestirilmis ofset egrileri ise ofset egrilerinin genisletilmis bir versiyonu olup daha
karmasik sekillerin modellenmesinde ele alinirlar. Ofset egrileri genellikle basit ve diiz
sekillerin analizinde kullanilirken, genellestirilmis ofset egrileri daha karmasik sekillerin

modellenmesinde tercih edilirler (Choi & Kim, 2012).

Genellestirilmis ofset egrileri; bilgisayar destekli {iretim (BDU) sistemlerinden biri olan
CNC islemlerinde hammaddeden istenilen {iriiniin elde edilmesine yonelik adimlarin
tespitinde islevseldir. Mobilya, elektronik cihazlar, ambalaj ve benzeri {iriinlerin
sekillerinin belirlenmesinde, {iretim kaliplarinin olusturulmasinda kullanilirlar. Biiyiik
gemilerin ve deniz araglarinin govde tasariminda, modern ve karmasik bina formlarinin
olusturulmasinda yine bu egrilerin etkisi goriilmektedir (Pottmann vd., 2006, Chen &
Wang, 2013).

Diferansiyel geometride kesisim egrisi en genel manada yiizey normalleri paralel
olmayan, enine kesisen iki ylizeyin ortak noktalarindan gecen egridir. Kesisim egrileri,
karmagik geometrik yapilarin analiz edilmesinde, montaj siire¢lerinin optimizasyonunda
kullanilmaktadir (Patrikalakis & Maekawa, 2010). Ozellikle bilgisayar destekli
geometrik tasarim (BDGT) ve bilgisayar destekli iiretim (BDU) gibi alanlarda nesnelerin

kesigim noktalarini belirlemek i¢in kesisim egrilerinden faydalanilir (Lee & Jung, 2012).

Tez calismas1 kapsaminda ele alinan konularin teknolojideki yerine iliskin genel bir
girisin ardindan tezin ikinci ve lgiincii boliimlerinde; orijinal bulgularin elde edilmesine
yonelik kavram ve tanimlar ele alimmistir. Dordiincii bolimde; ofset egriler ve
genellestirilmis ofset egriler arasindaki iliski, egrilerin kesisim durumlari, tekilliklerin
hesaplanmasi, egrilerin standart ofset egrileri cinsinden ifade edilmesi gibi konular
incelenmigtir. Ele almman bu durumlar n. dereceden genellestirilmis ofset egrilere
genisletilmis olup uygulama ve onermeler ile desteklenmistir.Besinci boliimde; kesisim

egrileri tanmitilmig olup bu egrileri karakterize eden egrilik fonksiyonlaria deginilmistir.

Calismamiz neticesinde elde ettigimiz bulgularin, liretim silireglerinden miihendislik
tasarimlarina, bilgisayar grafiklerinden sanal gergeklige kadar bircok alanda kullanim
potansiyelinin ortaya konmas1 amaglanirken, teorik manada da literatiire katki saglamasi

hedeflenmektedir.



2. GENEL BIiLGILER

Bu boliimde, tez ¢alismamizin sonraki boliimleri i¢in gerekli olan bazi tanimlara yer

verilecektir.

2.1. On Bilgiler
Tanmim 2.1.1. I € R bir aralik olmak {izere,
a:l > E"
t - al(t)

seklinde taniml1 diferansiyellenebilir a (t) fonksiyonuna, E™ de koordinat komsulugu ile

tanimlanmus bir egri denir. a (t) egrisinin parametrik gosterimi,

a(t) = (@ (), @z (®), ..., an (1) = [a, (), a5 (1), ..., et (O] (2.1)
seklindedir. Buradaki I € R araligina a egrisinin parametre araligive t € I degiskenine

de a egrisinin parametresi denir (O’Neill, 1966).

Tamm 2.1.2. a:1 — E™ bir egri olsun. ] bir agik aralik olmak tizere ] — I fonksiyonu ile

h nin tersi C*(k > 1) sinifindan ise h fonksiyonuna a egrisinin bir parametre doniisiimii
denir (Kreyszig, 1959).

Tamm 2.1.3. a:1 = E™ bir egri olsun. ||a’(t)|| sayisina e egrisinin a(t) noktasindaki

hizi denir ve v: I - R olmak tizere v(t),

v= j(%)z +ot (d;t"> (2.2)

seklinde tanimlanir (Kreyszig, 1959).

Tanmim 2.1.4.a:1 —» E™

s = a(s) = (ay(s), ay(s), .., ay(s)) (2.3)



egrisi verilsin,
le @i =3 =1 24
a'(s)| = a5l = (2.4)
ise birim hizli egridir denir. Bu durumda egrinin s € I parametresine yay parametresi ad1
verilir (O’Neill, 1966).

Tamm 2.1.5. M, E3 uzaymm bir alt kiimesi olsun. Her P € M icin, P nin E3 iizerinde
bir V komsulugu ve E? nin bir U agik kiimesinden V N M ye bir F diffeomorfizmi varsa,
M kiimesi E3 de bir yiizeydir denir (O’Neill, 1966).

Egri ve yiizeylere iligskin genel tanimlar kisaca verilmis olup bu kavramlar incelenen
duruma gore farkli formlarda tercih edilmektedir. Cizelge 1.1 de diizlem egrileri, uzay

egrileri ve yiizeylere iliskin acik, kapali ve parametrik temsil formlar1 6zetlenmistir:

Cizelge 1.1. Diizlem Egrileri, Uzay Egrileri ve Yiizeyler Icin Gosterimler

Geometri Parametrik Kapali Acik
f,y) =0

Diizlem | x= x(t), y= y(®), veya

Egrileri thst=st r =r(u,v) N dizlem y = F(x)

fo,y,z2)Nng(x,y,z) =0

Uzay x=x(t), y=y(), veya
Egrileri 7= 2(6) r=r(wv) N f(xy,2) =0
t1StSt2 Veya y=Y(X)nZ=Z(x)

r=plo,t)Nr=qu,v) =0

x =x(u,v)
Yiizeyler y=yWwv)
z =z(u,v) fx,y,2) =0 z=F(x,y)

U SUS Uy
VSV,

Kaynak: (Patrikalakis & Maekawa, 2010)




Cizelge 1.2 de ise egri ve yiizeylere ait agik, kapali ve parametrik temsillerinin avantaj ve

dezavantajlari sunulmaktadir:

Cizelge 1.2. Kapal, A¢ik ve Parametrik Formun Avantaj ve Dezavantajlari

Avantaj

Dezavantaj

Cozimii kolaydir.

Bir egri veya ylizeyi basit bir

Kapali ve ¢ok degiskenli egrilerin

goOsterimi zordur.

Kapal1 denklemle ifade eder; geometrik Eksene baglidir, doniisiimii zor veya
ozelliklerinin kolayca analiz karmasiktir.
edilmesini saglar. Bazi egriler veya yiizeyler i¢in gok
Analitik hesaplamalar igin karmasik denklemlere yol agabilir.
uygundur. Hesaplama ve ¢6ziim siireglerini
zorlastirabilir.
Bir egri veya ylizey, basit Kapali forma gore daha az bilgi icerebilir
matematiksel algoritmalar ve ¢oziimii zordur.
Acgik kullanilarak hesaplanabilir. Eksene baghdir, doniisiimii karmagik ve
Bir veri grubundaki noktalarin zordur.
siniflandirilmasi kolaydir. Belirli bir formiille ifade edilmeyen
Kesisim egrileri/ofset egrileri serbest bigimli sekilleri ifade etmek ve
temsil edilebilir. diizenlemek zordur.
Geometrik yapimin daha kolay
anlasilmasini saglayabilir.
Egri veya ylizeyin her noktasini Kesisimlerin ve veri grubundaki
bir parametre cinsinden ifade noktalarm smiflandirilmasini zorlastirir.
Parametrik ettigi icin esneklik saglar ve bu Baz1 durumlarda kapali ve agik formlara

da egri veya yiizeyin ¢esitli
ozelliklerinin daha kolay kontrol
edilmesine yardimci olur.
Eksenden bagimsizdir ve belirli
bir geometrik modelleme veya
analiz problemi i¢in daha esnek
bir yaklagim saglar.

Bilesik egriler olusturmak
kolaydir.

Cozimii kolaydir.

Serbest bigimli sekillerin kolayca

diizenlenmesi miimkiindiir.

gore daha karmasik olabilir.

Birden fazla parametre ve denklem
oldugunda, sekillerin ve yapilarin
davranislarin1 anlamak ve kontrol etmek

karmasik hale gelebilir.

Kaynak: (Patrikalakis & Maekawa, 2010)







3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, Bilgisayar Destekli Geometrik Tasarim’in (BDGT) 6nemli bir konusu olan
egri ve ylizeylerin kisaca temel diferansiyel geometrisi ele alinacaktir ve sonraki bolim
icin gerekli tanim ve bilgilere yer verilecektir. Bu boliimde sunulan sekillerin bazilar
kendi ¢izimimiz ve bazilar1 da Patrikalakis, Maekawa’dan alinmistir (Patrikalakis &
Maekawa, 2010).

3.1. Teget Vektorii ve Yay Uzunlugu

Sekil 3. 1. Ar, r(t) parametrik egrisi lizerinde P noktasindan Q noktasina olan degisim

Bir r = r(t) parametrik egrisinin Sekil 3.1 de gosterildigi gibi P(r(t)) ve Q(r(t + At))
noktalar1 arasindaki bir As yay pargast alindiginda bu As uzunlugu,

|Ar| = |r(t + At) — r(t)| ile yaklasik olarak tahmin edilebilir ve Taylor A¢ilimu ile

as = |ar] = et + 40 — ) = | ae + 24T (a2 ~|dr|At 3.1
S=Ar =T U= 4 2.dt? ~lael™ 31
dr . —

ds = |$| dt = |r|dt = Vi -rdt (3.2)

olur.



r(ty) ve r(t) noktalar arasindaki egri pargasinin uzunlugu, t € [t,, t] — r(t)

t t t
s(t) =f dszf\/r'-i‘dtz JX2(t) + y2(t) + 22(t) (3.3)
to to to

olarak verilir ve bu egrinin teget vektoriin biiyikligii ile birim teget vektorii sirasiyla

dr p
—_ —_—E _r= !
7l =7 Vetllﬁ_s_r (3.4)
dt

bigimindedir. Burada “ ' gosterimleri sirasiyla, yay uzunluguna gore ve - > yay
uzunlugu olmayan bir t parametresine gore alinan tiirevi ifade eder. Tez ¢alismasi

boyunca s ve t parametresine gore alinan tiirevler bu notasyonlar ile ifade edilecektir.

Tamm 3.1.1. | arahiginda tanimlanan r = r(t) = (x(t),y(t),z(t))T parametrik egrisi
icin |#(t)| # 0 ise r(t) noktasina diizgiin nokta, degilse tekil nokta denir. Her t € I i¢in
r(t) dizgin yani |7(t)| # 0 ise r(t) egrisine diizgiin egri denir (Kreyszig, 1968).

Teget vektoriiniin g biiylikligii, yay uzunlugu s nin t parametresine gore degisim hizidir
ve parametrik hiz olarak adlandirilir. Eger r egrisi diizgiin kabul edilirse tanim geregi
|(t)| asla O degildir ve % her zaman pozitiftir. % = 1 oldugunda egri yay uzunlugu

parametresine sahip olur ve bu egriye birim hizli egri denir.

Tamim 3.1.2. f(x,y) = 0 diizlem kapal1 egrisinde f (xo,¥0) = fx(x0,¥0) = f, (X0, ¥0) = 0
kosullar1 saglaniyorsa (x, yo) noktasina bu egrinin tekil noktas: denir (Patrikalakis &
Maekawa, 2010).

Kapali denkleme sahip f(x,y) = 0 diizlem egrisinin birim teget vektori;

T
t= LB h) (3.5)

VR
seklindedir.

f(x,y,z) = 0ve g(x,y,z) = 0 seklinde verilen kapali formdaki iki yiizey igin, Vf ve
Vg sirastyla bu iki yiizeyin normal vektodrleridir. Iki yiizeyin kesisimi olan egrinin birim

teget vektord;



Vfx Vg

t=+—+— 3.6
—|VEx Vg| (3.6)
olur, burada |Vf x Vg| # 0 dir (Patrikalakis & Maekawa, 2010).
3.2. Asal Normal Vektorii ve Egrilik
1 -
= ' (s+As)
' (s)
r'({s+As)-1r'(8)
~"AB s
r' (s+As)
Sekil 3. 2. Bir egrinin asal normal vektorii
r(s) egrisi i¢in s yay parametresi olmak tizere,
I ()l =1
olup, egrinin birim normal vektori,
(s t'(s
n= ”( ) = ,( ) (3.7)
[ () [t (s)]
bicimindedir. Sekil 3.2. den, egrilik fonksiyonu ve egrilik vektori, sirasiyla
(s = 1i AB_I_ AG 1 _ 38
I (s) _A;I—I}OAS_A;I—I}OQAH_Q_K' (3.8)
" =t =kn (3.9)

olarak gelir.



Birim hizli olmayan egriler i¢in egrilik fonksiyonu,

|7 X #|

FE (3.10)

baginitisi ile verilir.

Egrilik fonksiyonu, egrinin biikiim noktalarini belirlemek i¢in 6nemlidir. Herhangi bir
egride, egriligin isaret degistirdigi noktaya biikiim noktasi denir. Sekil 3.3 de diizlem

egriye ait bliklim noktalar1 gosterilmektedir.

>Y n
r=r(t) K>0

Sekil 3. 3. Diizlem egri boyunca normal vektor, teget vektor ve biikiim noktalari

Kapali formda verilen bir diizlem egrisi igin birim asal normal vektorii ve egrilik

fonksiyonu sirastyla,

o (R S
n_bXt_m_IVﬂ (3.11)
ve
= _ﬂcxfyz - Zﬂcyfxfy + fxzfyy (3.12)

3
(72 + £7)?

bagntilariyla verilir.
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3.3. Binormal Vektorii ve Burulma

Birim hizli olmayan, egriligi sifirdan farkli bir egri i¢in birim binormal vektorti,

b=txn, t=nXxXxb, n=bxt (3.13)
_TXT 314
x| (3.14)

olarak elde edilir.

T burulma fonksiyonu, egrinin oskiilator diizleminden sapmasinin dl¢iisiinii verir ve

T GxD) -G XD (3.15)

seklindedir. Diizlem egriler i¢in burulma her noktada sifirdir.

3.4. Serret-Frenet Formiilleri

E3 uzaymnda r(s) birim hizli egrisi i¢in Serret-Frenet vektorlerine iliskin tiirev

t 0 &k 0\ /t
(n’) = <—K 0 T) <n> (3.16)
b’ 0 —1t 0/ \b

ile, birim hizli olmayan egriler i¢in Serret-Frenet formiilleri de

t 0 vk 0\ /t
<n> = (—UK 0 vr) <n> (3.17)
b 0 —vt 0/ \b

olarak verilir, burada, k = k(s) egrilik fonksiyonu ve 7 = 7(s) burulma fonksiyonu i¢in

formiilleri,

verilen denklemlere egrinin dogal denklemleri denir, v = % parametrik skaler hizdir.
3.5. Ofset Egrileri

Ofset egriler, baz egrisinin sabit bir mesafeyle 6telenmesi sonucu elde edilen egrilerdir.
Ofset egriler klasik diferansiyel geometrinin dnemli bir konusu olmasmin yani sira
teknoloji, endiistri ve miihendislik i¢in de 6nemli bir yer tutmaktadir. Bu bdliimde,

diizlem ofset egrilerinin elde edilisine yonelik hesaplamalar sunulmaktadir.

11
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Sekil 3. 4. Diizlem egrinin teget ve normal vektorleri (Maekawa & Patrikalakis, 1993)

r = r(t) birim hizli olmayan diizlem egrisi i¢in t; < t < t, olmak iizere Serret-Frenet

tirev formiilleri,
t=—vkn, n=vkt (3.18)
sekline indirgenir, burada, v = |7 (t)| parametrik hizdir.

Diizlemde ele alinan r(t) tireteg egrisinin d ofset mesafesine 6telenmesiyle elde edilen
egri,
7(t) = r(t) + dn(t) (3.19)

seklinde tanimlanir ve #(t) egrisine, r(t) egrisinin diizlem ofset egrisi denir. Sekil 3.6.

da r = (t,t?)7T parabol egrisine ait ofset egrileri gosterilmektedir.

Sekil 3. 5.7 = (t,t?)T,—2 < t < 2 parabol egrisinin d = —0.3,—0.5, —0.8 ofset

mesafelerine gore ofset egrileri (Farouki, 1986).
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Ofset egrisinin birim teget vektorii ve normal vektorti,

i_i'"_1+lcdt (3.20)
_|1;>|_|1+Kd|’ '
n=txbh= 1+ kd txb—1+Kd (3.21
n= “Mrrd T T real ™ 21)
seklindedir.
K= % formulu ve (3.16) dan, egrilik vektorii ve egrilik fonksiyonu sirasiyla,
r
K=——bvek =—— (3.22)

1+rd " 1+xdl’
seklinde olur (Farouki & Neff, 1990).

3.5.1. Tekilliklerin siniflandirilmasi

Bu béliimde, ofset egrilerin kendisiyle kesisme durumlart incelenmektedir. Diizgiin
egrinin ofset egrileri tizerinde, diizensiz noktalar ve ofset egrisinin kendisiyle kesistigi
noktalar gibi iki tiir tekillik vardir. Diizensiz noktalar, ayrik noktalari ve sivri uglari igerir.
Ofset egrilerinin kendisiyle kesigsimleri, diigiimleri ve taknodlar1 (diigiim noktalarinin

0zel hali) kapsar.

r(t) egrisi tizerindeki bir P noktasinin komsulugunda r(t) nin baska bir noktas1 yoksa,
P ye, r(t) egrisinin ayrik noktast denir. Bu nokta, baz egrisi R yarigapl bir gember iken
ofset mesafesi d = —R durumunda ortaya ¢ikar. Ofset egrisinin sivri ug noktasi, egrinin
teget vektoriiniin sifir oldugu, diizgiin olmayan bir noktadir. t = t, deki sivri uglar,
K(t,) # 0 oldugunda adi sivri ug; k(t,) = 0 ve K(t,) # 0 oldugunda ise adi olmayan

sivri ug olarak belirlenir.

|1*‘(t)| = 0 oldugunda egri iizerinde ayrik nokta ve sivri ug¢ olusur. (3.23) denklemi

kullanilarak,

1
k(t) = _E (3.23)

bagintisina indirgenir.
Bir ofset egrisinin kendisiyle kesisimleri ise farkli parametre degerleri o # t ¢ifti igin,
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r(o) + dn(o) = r(t) + dn(t) (3.24)

denklemi ile incelendiginde ¢oziim kiimesi, ofset egrinin kendisiyle kesistigi noktalari

Verir.

Ofset mesafesinin mutlak degeri, icblikey bolgelerde minimum egrilik yarigapini
astiginda ofset egri yerel olarak kendisiyle kesisir. Egri tizerindeki iki nokta arasindaki

mesafe yerel minimum oldugunda ofset egrisi bu kez kiiresel olarak kendisiyle kesisir.

Egrilerin kendisiyle kesisimleri, endiistri ve sanayide kullanilan frezeleme teknigi
acisindan Onemli bir yer tutar. Kendisiyle kesisme durumlarinda egrilerin tiim
bilesenlerini dogru bir sekilde tespit etmek ve kirpilmis ofset egrisini olusturmak,
frezeleme i¢in oldugu kadar diger pratik uygulamalar i¢in de 6nemlidir. Kesici, kirpilmis
ofseti takip ederek fazla kesme veya oyuk agma durumlarini engeller bu yiizden de ham

maddeden elde edilecek iiriin igin hata paymi diisiirmede 6nemli bir yer tutar.
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4. GENELLESTIRILMiS OFSET EGRILER

Paralel egriler olarak da bilinen ofset egrileri, iirete¢ egrilerinden normal vektor boyunca
sabit uzakliktaki noktalarin geometrik yeri olarak tanimlanir. Ofset egrilerinin teorik
manada Ozelliklerinin incelenmesine ek olarak pratik uygulamalar igin de aktif bir
arastirma alan1 olusturdugu bilinmektedir. Bilgisayar Destekli Geometrik Tasarim
(BDGT) alaninda ofset egrileri; tolerans analizi, geometrik optik ve robot yol planlamasi
gibi ¢esitli pratik uygulamalarda yaygin olarak kullanilmaktadir (Krasauskas & Peternell,
2013.; Shen vd., 2010).

Bazi mihendislik uygulamalarinda, standart ofset egri kavraminin genisletilmesine
yonelik ihtiyaclar, arastirmacilart bu egrilerin genellestirilmis halini ¢alismaya sevk
etmistir. Bu anlamda da genellestirilmis ofset egrilerinin uygulama alaninin bir hayli
genis oldugu goriilmektedir. Ornegin Insansiz Hava Araclar1 (IHA) i¢in ¢arpismasiz ugus
rotalarmin planlanmasinda, yine araglarin hedef tespit ve giizergah takibinde ele alindigi
bilinmektedir (Mackawa & Patrikalakis, 1993). Akilli robotlarin hareket alanlarini veya
nesneler arasindaki giivenlik mesafelerini belirlemede de kullanilirken bu durumun ev igi

konfor ve giivenliginde 6nemli bir rol oynadigini séyleyebiliriz (Tseng & Lai, 2019).

NC (Numerik Kontrol) makineleri, isleme endiistrisindeki 6nemli araglardan biri olup
ham maddenin dogru bir sekilde islenmesinde ve montajinda gerekli olan frezeleme
yollarim1 belirler. Bu makineler, genellikle 2 veya 3 boyutlu frezeleme i¢in de
kullanilmaktadir. Bu siirecte genellestirilmis ofset egrileri, islemedeki karmasikligi
kolaylastirmak ve parca iiretimindeki kaliteyi artirmak i¢in 6nemli bir role sahiptir

(Patrikalakis & Maekawa, 2010).

Bunlara ek olarak tolerans bolgelerini belirlemede de islevseldir. Tolerans bolgesi, parga
geometrisindeki kabul edilebilir varyasyonlari tanimlarken, genellestirilmis ofset egrileri

bu toleranslar1 analiz etmek ve optimize etmek i¢in kullanilmaktadir (Tseng & Lai, 2019).

Lin ve Chen’in (Chen & Lin, 2014) calismasinda, diizlem egrileri basta olmak iizere, egri
ve ylizeyler i¢in genellestirilmis ofset egrilerinin tanim1 verilmis olup, genellestirilmis
ofset egriler ile ilgili analitik Gzellikler ve teoremler sunulmustur. Biz de bu tez
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calismamizda Lin ve Chen’den almis oldugumuz motivasyon ile, n. dereceden
genellestirilmis ofset egrilerin tanimin1 verecegiz. n. Dereceden genellestirilmis ofset
egrilerinin standart ofset egrileri cinsinden ifade edilmesinin iki farkli yéntemi sunulacak
olup uygulamalar ile desteklenecektir. Aymi zamanda, egrilerin kesisim durumlari,
tekilliklerinin hesaplanmasi gibi konularin, genellestirilmis ofset egriler i¢in tarafimizca

incelenisi bu boliimde yer alacaktir.

Yaptigimiz ¢alismalarin temel amaci, bu alandaki arastirma ve uygulamalara katkida

bulunarak tilkemizdeki teknolojik gelismelere katki ve fayda saglamaktir.

4.1. Genellestirilmis Ofset Egriler

Bu boliimde, degisken ofset mesafesi ve yoniine sahip genellestirilmis ofset egrileri
incelenmis olup, n. dereceden genellestirilmis ofset egrilerinin tanimi tarafimizca

verilmistir. Bu egrilere ait 6zel durumlar i¢in uygulamalar yapilmistir.

4.1.1.Genellestirilmis ofset egrilerinin tanim

Tamim 4.1.1. Bir diizlem diizgiin r = r(t) parametrik egrisi i¢in t € [0, 1] olmak {izere

degisken ofset mesafesi ve yonii ile ry(t) genellestirilmis ofset egrisi:
ro(t) =rt) +d ()t +d,(t)n (4.1)
seklinde tanimlanir, burada d, ve d,, t ye bagl fonksiyonlar olup ofset yoni d; (t)t ve

d, (t)n ve ofset mesafesinin de /d2(t) + d5(t) oldugu agiktir.

1o (t) genellestirilmis ofset egrisinin parametrik tiirevleri:

ro=r'"+dit+dt' +dn+d,n
= |r'|t + dit + di(—k|r'Dn + dyn + d,(k|r'|t)
= (|r'| + di + dyk|r' Dt + (d) — d1k|r'|)n (4.2)

seklindedir. Burada a = |r'| + d] + d,k|r'| ve B = d} — d,k|r’| kabul edilirse,
ro =at+ fn
olarak yazilir. Buradan,
ro =a't+at' +p'n+pn’

=a't+a(—«|r'|n) + 'n+ B(k|r'|t)
= (a'+ Bx|r'Dt+ (B' — ax|r'|)n (4.3)
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olmak {izere, birim teget vektorii, birim normal vektori ve egrilik fonksiyonu sirastyla,

o at + fn

ty=—2 = , 4.4
T Jaz+ p? 4

txb)+pnxb n— [t
ng =ty x b= 2EXD) +fnxb)  an—p (4.5)

/a2 + ﬁZ /a2 + ﬁZ

roxrg)b  (a'f—af’) + (a? + BH)k|r’
o= ToXTDb_ @8- af)+ (e + P 6

; (a + )2
seklinde elde edilir.

4.1.2. n. Dereceden genellestirilmis ofset egri tanimi

Bu kisimda, n. dereceden genellestirilmis ofset egrilerinin tanimi tarafimizdan verilmis

olup bunlar ile ilgili baz1 uygulamalar yapilmistir.
1, (t) baz egrisi i¢in genellestirilmis ofset egrisi denklemi (4.1) den,
r1(t) = 1o(t) +d3(D)ty + dy(O)ny

seklinde yazilir. Burada t; ve ny degerleri a; = (|rg| + d5 + dakolrol) ve By = (dy —

dskg|rp|) olmak tizere sirasiyla,
_ b+ ,31"0‘ n, = a;ny — ity
vai + By vai + Bt
dir.
1, (t) baz egrisi igin genellestirilmis ofset egrisi denklemi (4.1) den,
ry(0) = r1(t) + ds(D)t; + de(D)ny
olur ve a, = (|ry| + ds + dgkq|7r7]) ve B, = (dg — dskq|7ry]) olmak tizere,

_apty + Bomy _apny — Bty

) 2
vas + B3 vasi + B3
dir.

Benzer sekilde hesaplamalar n. adima kadar yapilirsa, n. dereceden genellestirilmis ofset

egrisinin denklemi,
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rn(t) = rn—l(t) + d2n+1(t)tn—1 + d2n+2(t)nn—1 (4‘-7)

olarak ifade edilir, a,, ve f3,, sirasiyla,

an = (Irp_1| + dons1 + dons2kn_1lrn_1D),
Pn = (doni2 — dans1kn—1lT7-1l) (4.8)

olmak iizere, t,, ve n,, degerleri

. ant(n—l) + .Bnn(n—l) n. — ann(n—l) - .Bnt(n—l) (4 9)

t )
i Vai + B " Jaz + p?

seklindedir.

4.1.3. Genellestirilmis ofset egrisi uygulamalari

Bu bolimde ¢ember, elips, parabol ve sikloid egrilerinin farkli derecelerden
genellestirilmis ofset egrileri ifade edilecektir. Bu egrilere ait a ve S degerleri
hesaplanip, grafikleri verilecektir. Ayrica Ornek 4.1.’de cember egrisinin genellestirilmis
ofset egrisine ait t(, ny vektorleri hem Serret-Frenet formiillerinden hem de (4.4) ve (4.5)

den hesaplanarak karsilagtirmasi yapilacaktir.

Ornek 4.1. Cember

r(t) = (cost, sint, 0) birim hizli ¢gember egrisi i¢in, Serret-Frenet tiirev formiillerinden

teget, normal ve binormal vektorleri sirasiyla,
t =1r'(t) = (-sint,cost,0), t' = n = (—cost,—sint,0) ve b = (0,0,1)

dir. (4.4) denkleminden gemberin genellestirilmis ofset egrisi, d; ve d, keyfi olmak

uzere,

1o(t) = (cost, sint,0) + d,(—sint, cost, 0) + d,(cost, sint, 0)
seklinde elde edilir. Burada d; = 1 ve d, = —1 segilirse, genellestirilmis ofset egrisinin
denklemi

ro(t) = (—sint, cost,0).
olup, elde edilen bu egrinin, t, Ve n, vektorleri Serret-Frenet formiillerinden,
t, = (—cost, —sint,0) ve ny = (—sint, cost, 0)

bulunur.
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Diger taraftan, gemberin genellestirilmis ofset egrisinin t, ve n, vektorleri i¢in
olur ve birim hizli bir egri oldugu i¢in k = ||t’|| = 1 dir.

di=1 ve d, =-1 i¢in, a =0 ve f =—1 olarak hesaplanir. (4.4) ve (4.5)

denklemlerinden,
t, = (—cost, —sint, 0) ve ny, = (—sint, cost, 0)
olarak bulunur.

Sonug olarak, Ornek 4.1.’de iki farkli yontem kullanilarak hesaplanan t, ve n,

vektorlerinin ayni oldugu gorilmistiir.

Cember egrisi i¢in, keyfi ofset mesafeleri yukaridaki degerlerden farkli olarak, d; = 2 ve
d, = 3 alindiginda ¢ember egrisine ve ¢cember egrisinin genellestirilmis ofset egrisine ait

grafik, Sekil 4.1°deki gibidir:

A

Sekil 4. 1. Cember egrisi (mavi) ve ¢gember egrisinin genellestirilmis ofset egrisi

(kirmiz1)

Cember egrisinin 2. ve 3. dereceden genellestirilmis ofset egrileri asagida gosterilmistir:

Cember egrisi i¢in keyfi ofset mesafeleri d; = 2 ve d, = 3 secildiginde genellestirilmis

ofset egrisinin denklemi,
1o = (4cost — 2sint, 4sint + 2cost)

seklindedir. ro(t) egrisi icin teget vektorli, normal vektdrii ve egrilik fonksiyonu
sirastyla,
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(—2sint — cost, 2cost — sint)

t, = )
° V5
(2cost — sint, 2sint + cost)
nyg = )
° V5
1
Kg = ——
°2v5

dir. Bunlar (4.7) denkleminde yerine yazilir ve ds; = 35 ved, = —2+/5 olarak

secilirse 2. dereceden genellestirilmis ofset egrisi,
r, = (—8sint — 4cost, 8cost — 4sint)
elde edilir. r{ (t) egrisine ait a; ve B, degerleri ise,
a; =25 —1ve B, = —4/5

olarak hesaplanir ve 7 (t) egrisi i¢in teget vektorii, normal vektorii ve egrilik fonksiyonu

sirastyla,

(—2cost + sint, —2sint — cost)

t, = NG )

(—2sint — cost, 2cost — sint)

n, = \/g ’

K1=_

80

dir. Bu degerler (4.7) denkleminde kullamilip, ds = 5v5 ve dg = —4+/5 olarak segilirse

cember egrisinin 3. dereceden genellestirilmis ofset egrisi,
r, = (5sint — 10cost, —5cost — 10sint)
olarak hesaplanir. 1, (t) egrisine ait a, ve 8, degerleri ise,
a, =4V5 -1,

5
Bo=—7

dir ve bu egrinin teget vektorii, normal vektorii ve egrilik fonksiyonu,
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(cost + 2sint, sint — 2cost)

t, = ’
’ V5
(sint — 2cost, —cost — 2sint)
n, = )
’ V5
_ 1
2 =125

seklindedir.

Cember egrisine ve ¢gember egrisinin genellestirilmis ofset egrilerine ait grafik Sekil 4.2
deki gibidir:

Sekil 4. 2. Cember egrisine ait baz egrisi (mavi), genellestirilmis ofset egrisi (kirmiz1),
2. dereceden genellestirilmis ofset egrisi (yesil) ve 3. dereceden genellestirilmis ofset

egrisi (siyah)

Ornek 4.2. Elips

I = {t|0 <t < 2m} olmak iizere elips egrisi,
r:l - E?

t - r(t) = (acost, bsint)

seklinde tamimlanir. |7/ (t)| = Va? sin?t +b2 cos? t oldugundan birim hizli olmayan

elips egrisi igin teget vektorii, normal vektorii ve egrilik fonksiyonu sirasiyla,
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1

t =
Va2 sin?t +b2 cos? t

(—asint, bcost, 0),

1
n= _ (bcost, asint, 0),
Va2 sin?t +b2 cos? t

ab

K =
3
(a? sin?t +b? cos? t)2

olarak bulunur.

Elde edilen bu degerler (4.1) denkleminde yerine yazilirsa, elips egrisinin genellestirilmis

ofset egrisi:

dq
Va? sin?t +b2 cos? t
d,

Va? sin?t +b? cos? t

ro(t) = (acost, bsint) + (—asint, bcost)

(bcost, asint)

seklinde olur.

a ve f degerleri ise

ab
a? sin?t +b? cos?t

a = a?sin?t +b2 cos? t + d} + d,

ab

=d,—d
B 2 L a2 sin2t +b2 cos? t

dir. a=3,b=3,d, =2ved, = 2 olarak se¢ildiginde elips egrisinin genellestirilmis

ofset egrisi,

ro(t) = (5cost — 2sint, 5sint + 2cost)

egrilik fonksiyonu sirasiyla,

_ (=5sint — 2cost, 5cost — 2sint)

V29 '

B (5cos — 2sin, 5sin + 2cos)

n, = )
0 V29

t

Ko =

N
§||H
O

2



seklinde gelir. d; = 2v/29 ve d, = —2+/29 olarak se¢ilip (4.7) denklemi tekrar yazilirsa

elips egrisinin 2. dereceden genellestirilmis ofset egrisi,
r,(t) = (—9cost — 8sint, —9sint + 8cost)
elde edilir. (4.8) ve (4.9) denklemlerinden «; ve 5; degerleri,
a; = —V29 ve B; = —2V29
olarak hesaplanr.

Elips egrisine ve elips egrisinin genellestirilmis ofset egrilerine ait grafik Sekil 4.3 de

verilmigtir:

-10
5 -10 -15

Sekil 4. 3. Elips egrisine ait baz egrisi (mavi), genellestirilmis ofset egrisi (kirmizi) ve
2. dereceden genellestirilmis ofset egrisi (yesil)

Ornek 4.3. Parabol

Parabol egrisi, [ = {t| — 2 < t < 2} olmak iizere,
r:l > E3
t - r(t) = (at, bt?,0)

seklinde ifade edilir. |r'(t)| = Va? + 4b?t? oldugudan, parabol egrisine ait teget

vektori, normal vektorii ve egrilik fonksiyonu sirasiyla,

1
t=——(a,2bt,0),
VaZ + 4b2¢2
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1
n= —(thl —a, 0) )
va? + 4b?t?

2ab
K=—"T—"™"—
(a? + 4b%t?)2
olarak bulunur. (4.1) denkleminden parabol egrisinin genellestirilmis ofset egrisi,

dq dp

ro(t) = (at, bt?,0) + ———(a, 2bt,0) + ———-—=(2bt, —a,0)
° Va? + 4b?t? Vva? + 4b?t?
seklinde hesaplanir. « ve § degerleri ise,
@A 4 d) + dy D
a=+a*+ +dq + z.m,

, 2ab
B=dy—diz + 4b2¢2

olur. a=5,b =3 ve d; =d, = V25 + 36t? olarak segildiginde, parabol egrisi ve

parabol egrisinin genellestirilmis ofset egrisine ait grafik Sekil 4.4 de verilmistir.

/\

1400
1200

< 800 1000

600
200 400

Sekil 4. 4. Parabol egrisi(mavi) ve parabol egrisinin genellestirilmis ofset egrisi

(kirmiz1)

Ornek 4.4. Sikloid

Sikloid egrisi, I = R olmak iizere,
rl - E?

t - r(t) = (at — asint,a — acost,0)
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bicimde verilir. |r'(t)| = av2 — 2cost oldugundan sikloid egrisine ait teget vektori,

normal vektorii ve egrilik fonksiyonu sirasiyla,

1
t =—— (1 — cost, sint, 0),
V2 — 2cost
1
n = —————(sint,cost — 1,0),
2 — 2cost

1

= 2v2a./(1 — cost)

dir. (4.1) denkleminden sikloid egrisinin genellestirilmis ofset egrisi,

1
ro(t) = (at — asint,a — acost, 0) + d; ———=(1 — cost, sint, 0)
g ! V2 — 2cost
1
+ d, ———=—=(sint, cost — 1,0)

2 — 2cost

olarak elde edilir. @ ve B degerleri sirasiyla,

d
a=a\/5\/1—cost+d§+72,

dq

ﬁ=d2_7

olur. Bunlara ek olarak, a = 2 ve d; = d, = /2 — 2 cos(t) olarak segildiginde bu

egriye ve onun genellestirilmis ofset egrisine ait grafik ise Sekil 4.5 de verilmistir.

Sekil 4. 5. Sikloid egrisi (yesil) ve sikloid egrisinin ofset egrisi (kirmiz1)
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4.2. Egrilerin Kesisim Durumlari

Bu boliimde, ilk olarak bir diizlem egrinin ofset egrisinin ve genellestirilmis ofset
egrisinin kendisiyle kesisimleri incelenmis olup ardindan farkli iki diizlem egrinin ofset

egrilerinin ve genellestirilmis ofset egrilerinin kendisiyle kesisimleri analiz edilmistir.
4.2.1. Diizlem egrinin ofset egrisinin kendisiyle kesisimi
Binormal vektorii b = (0,0,1) olan r(t) = (x(t),y(t)) diizlem egrisi icin, o ve t
parametrelerini segerek kendisiyle kesisim durumu (3.24) denkleminden,
r(o) +dn(o) = r(t) + dn(t)
dir.  Secilen  parametreler r(t) = (x(¢),y(t)) egrisinde  yerine  yazlip,
¥,—x

n=txhb= —)2 denklemi kullanilirsa,

(y(0), —1(0))" (y(®),—%(®)"

, d = y d
RN = e BN o oy
bagintis1 gelir ve
dy(0) dy(0)
(o) + (D) +
T R R0 1720
y(o) - =D _ iy BO (4.10)

J2(@ +3%(0) J2® + 520
esitlik sistemi elde edilir.

4.2.2. Diizlem eg@rinin genellestirilmis ofset egrisinin kendisiyle kesisimi

Diizlem egrinin ofset egrisinin kendisiyle kesisim durumuna benzer sekilde

genellestirilmis ofset egrisinin de kendisiyle kesisim durumu incelenecektir.

Binormali b = (0,0,1) olan r(t) = (x(t),y(t)) diizlem egrinin genellestirilmis ofseti

i¢in, o ve t parametrelerini segilip, (4.1) denkleminde kullanilirsa,

r(o) +din(o) + d,t(o) =r(t) + din(t) + d,t(t)
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L) T ..
esitligi ve n = 53;2_:22 vet= f;i ;2 oldugundan,

(y(0), —x(0))" +d (#(0),3(0)"
J2(@) +72(0) +J%2(0) + 72(0)

(y(&), —%(D)" +d (D), y(®)"
J2O +720 720 + 5200

bagintisina ulasilir. Diger bir deyisle, diizlemsel egrinin genellestirilmis ofsetinin

(x(0),y(0)) + dy

= (x(®,y(®) + d;

kendisiyle kesisimlerinin yeri,

d,y(o) d,x(o)
+ +
Vx2(0) +y%(0)  /x%(0) + y2(0)
d,y(t) d d,x(t)

x(0)

= , 4.11
O V2 +92(0) 2 + 92D i
ve
(o) - +
7T R0 1 52@) | R @) 320
_ y(t) dl.X(t) n dZy(t) (412)

SO 920 JTED + 920

olarak belirlenir.
4.2.3. Farkh iki diizlem egrinin ofset egrilerinin ve genellestirilmis ofset

egrilerinin kendisiyle kesisimi

Bu kisimda ise iki farkli 74(0) ve rB(t) diizlem egrilerinin ofset egrilerinin ve

genellestirilmis ofset egrilerinin kesisim durumlart sirasiyla irdelenecektir:

r4(0) ve rB(t) egrileri normal vektdér yoniinde d ofset mesafesine otelenmis ofset

egrilerinin kesisimlerinin yeri,

dy*(0) PPN O
JGHZ(@) + () JGHIDO + G50

x4(0) + (4.13)
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dx4(o) B
V@EH2(0) + (54)2(0)

- B
yE(t) — di’(®) (4.14)

VEP?2(®) + (75)2(0)

y4(o) —

seklindedir.

r4(0c) ve rB(t) egrilerinin hem normal vektdr hem de teget vektdr yoniinde

genellestirilmis ofset egrilerinin kesisimleri tarafimizca incelenmis olup, bu denklem

sistemleri,
¥A(0) + d,y* (o) N d,x%(0)
JED2(0) + 42(0)  JED?(0) + (34)%(0)
diy®(t) d,xB(t)
= xB(t) + , 4.15
g JEBZ(@®) + (B)2()  J(xB)2(0) + (3B)2 (1) (19)
d15CA(U) dzyA(U)
(o) - +
Y T TR @) 1 32@) | J72(0) +72(0)
O 43 (4.16)

JE@O +520 2O +720
olarak hesaplanmustir.

4.3. Tekilliklerin Hesaplanmasi

Bu kisimda, diizlem egrilerinin tekilliklerinin hesab1 ve ara islemler sunulmustur.

Genellestirilmis ofset egrisi i¢in tekilliklerinin hesaplanmasi tarafimizca verilmistir.
4.3.1. Diizlem egrilerin tekilliklerinin hesaplanmasi
Binormal vektérii b = (0,0,1)7 olan r(¢t) = (x(t),y(t)) diizlem egrisi i¢in

() = (x(©), (@) ve #(t) = (1), 5(1))

seklindedir. (3.10) dan,

i j ok

Fxi=@y)x ) =k v 0| =xy— &y (4.17)
x y 0

] = (D2 + )22 (4.18)
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i — %y
()2 + (5)2]2

K= (4.19)

olarak hesaplanir. Maksimum ofset mesafesi sart1 g6z 6niinde bulundurularak, (4.19) ve
(3.23) esitlenirse

Xy — &y 1
K= =__,

()2 + ()22

dl55 — %9 = —[(0? + G)2]2,
ALy — 151 — V@ + G + (3)2] = 0 (4.20)

sonucu elde edilir. Bu denklemin ¢oziim kiimesi r(t) polinom egrisine ait diizensiz

noktalarin yerini verir (Patrikalakis & Maekawa, 2010).

4.3.2 Genellestirilmis ofset egrisi icin tekilliklerinin hesaplanmasi

Diizlem egrilere ait tekil nokta hesaplamalarindan yola cikarak, genellestirilmis ofset

egrilerinin tekil nokta hesaplari tarafimizca yapilmstir.
Genellestirilmis ofset egrileri igin egrilik denklemi (4.6) dan

_ @B —ap)+ (@ +pArlr
(a + 22

Ko

dir. « = 0 ve B = 0 i¢in Kk, tanimsizdir. Bu sebeple &« = 0 ve = 0 i¢in ayr1 ayr1 durum

incelemeleri yapilacaktir:

1) a = 0 igin:

(4.8) denkleminden a = |r'| + dj + d,k|r'| dir. O halde
dox|r'| = —|r'| — di,

|| -
B d, |7’ ’

1 d,

=-——|14+=
SRR T]

ve (4.19) denklemindeki k degeri ile @ y1 tanimsiz yapan deger esitlenirse,
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fy-ky A A

K =

o L
olup, (4.18) den,
xy—m73=_$_1+ 4
[()? + ()?]2 2 [(X)? + (7)?]2

—dy[%5 — #y] = [(0)? + O + d1[(X)? + (9)?]

3

()2 + )?]7 + da[()? + (9)%] + da[45 — 9] = 0
esitligi elde edilir.
2) B = 0 i¢in:
a = 0 olma durumuna benzer sekilde, (4.2) denkleminden,
B=d,—dklr'|=0,
dik|r'| = d3,

1[d,

K=—|—
dq (7]

olup, (4.19) denklemindeki x degeri ile esitlenirse,

d;
|7’

-xy 1
. 3 4,
[(%)2 + ()?]2 2

di [y — %y] = d3[(0)? + (9)?]

di[xy — %y] — dy[(X)* + (1)*] =0
denklemi elde edilir.

4.4. Ofset Egrilerin Standart Ofset Egrisi Cinsinden Ifadesi

(4.21)

(4.22)

Bu boliimde genellestirilmis ofset egrisinin standart ofset egrisi cinsinden iki farkl

gosterimine yer verilecek olup ayrica onerme ile desteklenecektir. Ayn1 zamanda bu

yapilanlar tarafimizca, n. dereceden genellestirilmis ofset egrisine uyarlanmis olup

Kisim 4.4.2 de sunulacaktir.
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4.4.1. Genellestirilmis ofset egrisinin standart ofset egrisi cinsinden ifadesi
Genellestirilmis ofset egrisinin denklemi,

ro=r+dit+dn
olup, At + Bn eklenip ¢ikarilirsa, A ve B, t ye bagl birer fonksiyon olmak iizere,

ro=@+At+Bn)+ (d, —At+(d, — B)n

elde edilir.

r+At+Bn=r,,

(di—At+(d,—B)n=dn, (4.23)

seklinde kabul edilirse ve r; yeni bir diizgiin parametrik diizlem egri, d sabit ve ny,r; in

birim normal vekt6rii olmak tizere,

ro2r,+dn,, (4.24)

d=/(d = A)? + (d; — B)?,

_ -4  d—B
n, = d d n

olur.

(4.24) deki 1, egrisinin birinci mertebeden tiirevi alindiginda,

ri=r+A't+ At' + B'n+ Bn'
= (|r'| + A" + Bk|r'|)t + (B' — Ak|r'|)n (4.25)
elde edilir.

Genellestirilmis ofset egrisinin standart ofset egrisi cinsinden yazilabilmesi i¢in asagidaki

iki kosulun saglanmasi gerekir:
i) (dn,,r,") = 0 olmalidir yani
(di —A(r'|+ A"+ Bk|r'|) + (d, — B)(B' — Ak|r'|) = 0 dir. (4.26)

ii) (d; — A)? + (d, — B)? sabit, yani d’ = 0 olmalidur.
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(d, — A)? + (d, — B)? ifadesinin birinci mertebeden tiirevi alinip sifira esitlenirse,
2[(dy —A)(dy —A) +(d, —B)(d; —B)] =0 (4.27)
olur, (4.26) ve (4.27) denklemlerinin sifira esit olma durumundan,

(dy — A)(I7'| + A" + Bklr'|) + (d, — B)(B' — Ax|r'|)
+2[(dy — A)(d; — A') + (d, = B)(d; = B)] =0

elde edilir. Buradan,
A(r'| + dyk|r'| + dy) = B(dk|r'| — d3}) + (dq|r'| + dd] + d,d3) (4.28)
esitligi saglanmis olur.

(4.2) bagmtisindan, @ = |r'| + d] + d,x|r'| degeri d; ile, B = d; — d,k|r’'| degeri ise

d, ile genisletilip toplanirsa,
adl + ﬁdz o d1|1"| + dldi + dzdé (429)

olup (4.28) denklemindeki (d|r'| + d,d; + d,d5) ifadesiyle (ad; + fd,) ifadesinin
esit oldugu goriiliir. Bu durumda (4.28) denklemi,

aA = —fFB + ad, + fd,
seklinde ifade edilir.
Sonug olarak,
a(d; —A)+pB(d,—B)=0 (4.30)
esitligine ulagilir.

(4.30) denkleminde yer alan A ve B degerlerine iligkin dort farkli durum analizi

mevcuttur:

Da==0:

a = [ = 0 degerleri i¢in (4.26) ve (4.27) den,
(d, —A)?*+(d, — B)?*=(, (4.31)
yazilir, burada C; > 0 keyfi bir sabittir. A ve B den biri keyfi olarak segilirse yani

A = g(t) igin,

32



(dy— 9(@®)* + (dz —B)?* = Cy,
(dy —B) = +/C; — (d; — g(D)?,

B=d, +C —(dy — g(1))? (4.32)
elde edilir.

Da#x=0vepf=0:

(4.33) denkleminde f = 0 oldugundan,

gelir, a # 0 kabulinden (d; —A) =0 dir, yani d; =A ve d; = A" olur. (4.27)

denkleminden,
(d,—B)(d,—B") =0
elde edilir, burada (d, — B) # 0 oldugundan,
(d,—B')=0
gelir, yani dj = B' olur. Bu durumda,
B=d,(t)+C, (4.33)
elde edilir, burada C, sifirdan farkli keyfi bir sabittir.

Na=0veB #0:

Durum (2) ye benzer sekilde, (4.30) denkleminden,

p(d, —B) =0

olur, buradan da d, = B ved, = B’ durumu elde edilir ve bunlar (4.27) denkleminde

yerlerine koyulursa,

(di —A)(d;—A)=0
esitligine ulasilir, (d; — A) # 0 oldugundan (d] — A") = 0ve d; = A’ dir.
Sonug olarak,

A=d(t)+Cs (4.34)
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elde edilir ve C5 sifirdan farkli keyfi bir sabittir.

Na+x 0vep #0:

(4.33) denkleminden A degeri ¢ekilecek olursa:
_ B
(di—A) = ——(d, ~ B)
olur ve bu deger (4.31) de yerine koyulursa,
,82
ﬁ(dz _B)Z + (dz _B)Z = C,

(dz = B)?(a® + p?) = Ca?,

Ca
Ja + 52

elde edilir. Buradan da C sabit olmak iizere, B degeri:

|d2—B| =

Ca
B=d, + ———— (4.35)

Ny

seklinde hesaplanir. A degerini hesaplamak icin, (4.30) denkleminden (d, — B) degeri

cekilirse,
a
(d; —B) = —E(dl —4)
olur. (4.31) denkleminden,
aZ
(dy — A)? +E(d1 —A?=¢C,
CpB?
(dl_A)z = az +ﬁ2'
C
|d1 —Al = A

Ny

elde edilir, buradan da A degeri,

A=d, +——— (4.36)



olarak hesaplanir.

Yukarida ele aliman durumlar neticesinde, A ve B degerleri i¢in ry =+ d t + d,n

genellestirilmis ofset egrisinin, r, = r; + dn, standart ofset egrisi cinsinden ifadesi,

r,=r+At+ Bn, (4.37)
rl=r+<dl_%)t+(dz+d%ﬁz)n, (438)
d=+/(d, — A)?+ (d, — B)? =|C|, (4.39)

B a

(4.40)

n, = t— n
Y2+ g2 Jar+p?

seklindedir, burada r; yeni bir diizgiin parametrik diizlem egrisi, d sabit ve ny,r;in

birim normal vektoriidiir; ayrica dq, d,, A ve B ise t ye bagl fonksiyonlardir.

Genellestirilmis ofset egrisinin standart ofset egrisi cinsinden ifadesine ait farkli bir

gosterim ise asagida incelenecektir:
ro = r, + dn, standart ofset egrisi i¢in r, ve n; degerleri sirayla
rMn=r+At+ Bn

ve

n, = t+ n (4.41)

seklinde olup 7, egrisinin tiirevi alinirsa,
ri=r +At+ At + B'n+ Bn'

elde edilir. ' = |r'|t, t' = —k|r'|n ve n’ = k|r’'|t oldugundan,

ri=|r'|t+A't—k|r'|nA+ B'n+ k|r'|tB

r; = (|r'| + A" — Ak|r'Dt + (B’ + Bk|r'|)n
seklinde olup A = |r'| + A" — Ak|r'| ve w = B' + Bk|r'| olarak segildiginde,

r; =At+own (4.42)

olarak yazilir.
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Sonug olarak 7 egrisinin Serret-Frenet elemanlari:

Qw—Aw") + (A2 + w®)k|r|

, 4.43
0 9

K1:

r1, At + wn

t, = = ,
L VPt w?

An — wt

n, = ——
! VA% + w?

(4.44)

(4.45)

bagintilartyla verilir.

Genellestirilmis ofset egrisinin standart ofset egrisi denklemi (4.24) iin birinci
mertebeden tiirevi ry = r; +dn; dir. n' = k|r'|t oldugundan nj = k|ri|t; ve

|ri| = VA2 + w? den rg denklemi,
T6 =/ AZ + (l)ztl + dKlV /12 + G)Ztl
T6 = (1 + dKl)\/ 12 + O)Ztl (446)

olarak yazilir. Genellestirilmis ofset egrisinin k, egrilik fonksiyonunun standart ofset

egrisi cinsinden ifadesi (3.40) dan,

Ko = ﬁkl (4.47)
rh = tolryl = toV/22 + w?
olur.
t, ve n, vektorlerine iliskin bagintilar ise asagidaki gibidir:
A+wtiy=>0+ dkl)\/m t,

oldugundan,

to = (14 dr)t,
elde edilir. Ayrica yonden dolayt,

t, = sgn(1+dky)t, (4.48)

yazilir. Benzer sekilde normal vektorii i¢in,
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nyg==tyxXb
olur, (4.48) denkleminden,
ny = sgn(1+dk)ty X b
elde edilir, t; X b = n, den,
n, = sgn(1+ dr,)n, (4.49)
seklinde verilir.

Bu denklemlerde k, ve k; sirayla 1, ve r; egrilerinin egrilik fonksiyonlaridir.

genellestirilmis ofset egrisinin tekil noktasi r(t,),

Iro'| = 11+ drql|ry'| = 11 + di1[VA% + w?, (4.50)

bagmtisiyla verilir, burada 4 # 0 ve w # 0 dir. Ayrica r(t,) noktasindaki tegeti sifir

oldugundan,

elde edilir.

Evoliit (Mebsut) Egri:

Egriligi her noktada sifirdan farkli diizgiin ec(t) egrisinin egrilik vektorii x, ve normal

vektor alan1 n(t) olmak lizere,

B(O) = a(t) +—n(®
1

seklinde tanimlanan B(t) egrisine, a(t) egrisinin bir evoliit egrisi denir (O’Neill, 2006).
Onerme 4.4.1
Evoliit egri denklemi,

re(t) =r.(t) — p1(Ony (4.51)

olmak tizere, p; = p,(t) = Ki (k1 # 0) igin:
1

b a2
Koy a? + 2 K VAZ + w?
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ve

a A

dj —-———==B ————
? Ko @2 + B2 K1 VA? + w?

(4.53)

esitlikleri saglanir (Chen & Lin, 2014).
Ispat: (4.51) evoliit egrisi ele alinsin. Burada p; = p,(t) = Ki (k1 # 0) olmak tizere,
1
tekil r(t,) noktasinda, p; = Ki = —d olup,
1
ro(7) =11(1) + dny =71 () — piny = 7.(7) (4.54)
elde edilir. (4.37) ve (4.40) denklemlerinden,

r,(t) =r+ At + Bn,

elde edilir. Bu ifadeler (4.51) esitliginde yerine koyulup gerekli diizenlemeler yapilirsa,

AdK1+A—d1 Bd+B_d2
r+( )t+(

n=r,,
dr, ) €

dk;

d,—A(1+d d,—B(1+d
r—— ( Kl)t— 2 ( Kl)n=r€ (4.55)
dky dk;

elde edilir. Ayrica,

1 1
1'0 - K_Ono = 1"1 - K_lnl (456)

oldugu kabul edilsin. r, = r; + dn; oldugundan (4.5), (4.45) ve (4.41) denkleminin d
ile genisletilmis hali (4.56) da kullanilirsa;

1 a,—p: A W
ri+d,—A)t+(d —B)n——n—zr — n-+ t
! ! z Ko /a2 +ﬁz 1 K1,/AZ + (1)2 K11//12 + wz

esitligi elde edilir ve
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B a
dy + —— dy - ———
( +K0,/a2+ﬁ2>t+< Kow/az-i-,[?z)n

w A
At ———|t+|(B————=n
( K1VA? + w? ) < K VAZ + a)2>

yazilir. Sonug olarak;
ve

esitlikleri elde edilir.

Evoliit egrisine benzer olarak Bertrand egri ciftleri tarafimizca Onerme 4.4.2. de

incelenmistir.

Bertrand Egri Ciftleri:

M,N c E™ egrileri, sirasiyla, (I, @) ve (I,[) koordinat komsuluklar1 ile verilsin. s € [
ya  karsiblk gelen a(s)eEM ve pB(s)€EN noktalarnda MveN nin
{Vi(s),V5(s), ..., ;" (s)} Frenet r-ayaklilar1 Vs € I igin {V,(s),V, (s)} linecer bagimli ise
(M, N) egri ikilisine Bertrand egri ¢ifti denir (Do Carmo, 2016).

Onerme 4.4.2.
Bertrand egri ¢iftleri denklemi,

rp(s) =1.(s) + p1(s)ny (4.57)
icin p; = p;(s) sabit olmak tizere,

pB A prw

dy— P8y Y (4.58)
1 /a2 +'BZ 1//’{2_’_0)2
ve
A
d, + -2 P (4.59)

—— _ —p4+ ==
Ja? + p? VA% + w?
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esitlikleri saglanir.
Ispat: (4.60) Bertrand egri ¢ifti ele alinsin. Burada p; = p;(s) sabit oldugundan,

p1 = p1(s) = d gelir, o halde
ro(s) =ri(s) + dny = 1,(s) + pyny = r5(s) (4.60)

elde edilir. (4.37) ve (4.40) denklemlerinden,
r,(s) =r+ At + Bn,

dl_A dZ_B

elde edilir ve (4.57) denkleminden,

dip, + A1 — dyp1 + B(1 —
re=r +< 1P1 d( P1)> £+ < 2P1 d( P1)>n (4.61)
ulagilir. Ayrica,
Totping =1 + p1ny (4.62)

oldugu kabul edilsin. ry, = r; + dn; esitligine ek olarak (4.5), (4.45) ve (4.41)
denkleminin d ile genisletilmis hali (4.62) de yerine koyulursa,

p11 P10

an_ﬁt _
A e e T et VErar

gelir ve

_ (A_L>t+(B+L)n
KiVAZ2 + w? VA% + w?
olur. Sonug olarak

w
dl—izA— 1

Ja? + p? VAZ+ w?’

bagintilar1 elde edilir.
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Sonug olarak, genellestirilmis ofset egrisi, standart ofset egrisi cinsinden iki farkli sekilde
ifade edilebilir ve bu iki ifade birbirine denktir. Bu denklik, Onerme 4.4.1 ve Onerme

4.4.2 ile gosterilmistir.

4.4.2. n. Dereceden genellestirilmis ofset egrisinin standart ofset egrisi cinsinden
ifadesi

Bu boéliimde, n. dereceden genellestirilmis ofset egrisinin standart bir ofset egrisi olarak

ifade edilmesi, tarafimizca verilmis olup nerme ile desteklenmistir.
Genellestirilmis ofset egrisinin denklemi,
Ty =Tpo1 + dopiatn-1 + doniaMy
olmak iizere, (At,,_; + Bn,_,) eklenip ¢ikarilirsa:
rn = Tpq + Aty 1+ Bny_1) + (donsr — Atpq + (donyz2 — BNy
elde edilir, burada A ve B de t ye bagli birer fonksiyondur.
(rp1+At,y +Bn, ) =1,
(dan+1 — Atpq + (dons2 — BNy = dny (4.63)

kabul edilirse ve burada r; yeni bir diizgiin parametrik diizlem egridir, d sabittir ve

n,, r; in birim normal vektorii olmak tizere,

r,2r;+dn, (4.64)

d= \/(d2n+1 — A)?2 + (dan42 — B)?,

dz +1 A dz +2 7 B

n, =

olarak ifade edilebilir.

(4.64) den tiirev alinarak,
ri=r,_,+At,_,+At,_,+B'n,_;+Bn',_;

ry = (r'h 1| + A" + By |r' o1 Dty—1 + (B’ — Ak 1|7 1 D1y (4.65)

dir.
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n. dereceden genellestirilmis ofset egrisinin standart ofset egrisi cinsinden ifade

edilebilmesi i¢in asagidaki iki kosulun saglanmasi gerekir:
i) {(dny,r;") = 0 olmalidir. O halde,

(d2n+1 - A)(lr’n—ll + A + BKn—llr’n—lD
+(dan+2 — B)(B' — Aky_qlr'4]) =0 (4.66)

elde edilir.
i) (dype1 — A)? + (dypy2 — B)? sabit olmalidir, yani d’ = 0 olur.
O zaman,
2[(dzn+1 — A (@'2n41 — A) + (d2n42 — B)(d'2n42 = B)] =0 (4.67)
dir. (4.43) ve (4.44) denklemlerinden,

(dans1 = A" 1| + A" + Brey_1|1"n1 D) + (doni2 — BY(B' — Ak |11 1)
+ 2[(dyn1 — A (A 341 —A") + (dypi2 — B)(d' 2042 —B)] =0

olur. Buradan,

A(_lrln—ll - d2n+2Kn—1|r,n—1| - di) + B(d2n+1kn—1llrn—1| - d,2n+2)

+ (dops1 7 n-1| + dony1d'ons1 + dong2d'ony2) = 0

ve

A(lrln—ll + d2n+2Kn—1|r,n—1| + d,2n+1) = B(d2n+1Kn—1|r,n—1| - dl2n+2)

, , , 4.68
+(dons1|7 no1l + dons1d'2n41 + dons2d'2042) ( )

esitligi elde edilir.

(4.8) ve (4.9) esitliklerinden, a,, = |7 1| + dopsq1 + dons2kn_1T n-1| degeri dypiq

ile B, = dypinr — dops1Kn-11 n—1| degeri ise d,y, 5 ile genisletilip toplanirsa:

and2n+1 + ﬁnd2n+2 = d2n+1|r’n—1| + d2n+1d’2n+1 + d2n+2d,2n+2 (4-69)

elde edilir, bir diger deyisle (4.68) denklemindeki (dp,41|7 n-1l + dops1d 2ns1 +

Ayns2d 3n42) ifadesinin (a,dypns1 + Brdaons2) ifadesine esit oldugu goriiliir.
Bulunan degerler ile (4.68) denklemi ayn1 zamanda,

anA = —PnB + andyniq + Brdanas
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seklinde de ifade edilir ve

an(dzns1 — A) + Pn(dznyz —B) =0 (4.70)
bagntisina ulagilir.
(4.70) denkleminde verilen A ve B degerleri i¢in dort durum analizi mevcuttur:

Do, =B,=0:

a, = Bn = 0 degerleri i¢in (4.63) ve (4.64) durumlar1 saglanir.
(d2n+1 - A)Z + (d2n+2 - B)Z = Cl (4‘-71)

burada C; > 0 keyfi bir sabittir. Boylece A ve B den biri keyfi olarak secildiginde,
A = g(t) i¢in,

2
(d2n+1 - g(t)) + (dyn+2 —B)* = Cy,

(dzn+2 — B) = +/C; — (dy — g(D)?,

B =dgniz £/C — (d1 — g(©))? (4.72)
elde edilir.

Da, *+ 0vep,=0:

Brn = 0 dan (4.70) denklemi,

an(dznsr —A4) =0
olur, a, # 0 oldugu i¢in (dy,44 — A) = 0 gelir, yani, dy,,41 = Aved;,,; = A’ olur.
(4.67) denkleminden,

(d2ns2 —B)(d'2p42 —B') =0

elde edilir. Burada (d;,+2 — B) # 0 oldugundan,

(d'2n42 —B") =0
dirve dj,,, = B’ olur. Sonug olarak,

B =dyn2(t) + G, (4.73)

elde edilir, burada C, sifirdan farkli keyfi bir sabittir.
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Na,=0vepB, #0:

Durum (2)’ye benzer sekilde, (4.67) denkleminden,

ﬁn(d2n+2 —-B)=0

olur, buradan da d,,,, = B Ve dj,,, = B’ durumu elde edilir ve bunlar (4.61)

denkleminde yerlerine koyulursa:
(dan+1 — A)(d'2n+1 —A)=0
elde edilirve (d';p,41 —A") = 0ve d},,, = A’ olur. Buradan,
doyn1() +C3=A (4.74)
olur ve C5 sifirdan farkli keyfi bir sabittir.

Na, # 0vepB, #0:

(4.70) denkleminden A degeri ¢ekilecek olursa,

(dansy1 —A) = —% (d2n+2 — B)

n

dir. Bu deger (4.71)’te yerine konulursa,

B2
ﬁ(d2n+2 —B)? + (dans2 —B)?* = C,
n

(d2n+2 - B)Z(anz + .an) = Can2 ’

Ca,

/ 2
anz + ﬁn

olur. Buradan da C sabit olmak tizere B degeri,

|d2n+2 - B| =

Ca,

/ 2
anz + ﬁn

seklinde hesaplanir. Bu adimlara benzer sekilde A degeri igin, (4.64) denkleminden

B=dyy,+ (4.75)

(dyn42 — B) degeri cekilirse,
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an
(d2n+2 - B) = _B_ (d2n+1 - A)
n

olur. (4.65) denkleminden,

2
a
(dzn+1 —A)* + ’B_nz(dZn+1 —-A)¥=cC,

n

CBy”°
(d2n+1 _A)Z = arzl n Bn ’

Cp
|d2n+1 - A| = =

vai + Bz

gelir. Dolayistyla

(4.76)

seklinde hesaplanir.

Sonug olarak, n. dereceden genellestirilmis ofset egrisinin A ve B fonksiyonlarinin farkli

durumlar1 g6z Oniine alinarak elde edilen standart ofset egrisi,

rN=1r,1+At,_+Bn,_,, (4.77)

BnC a,C
Ty =7rp+ <d2n+1 - th1 + | donsr + — ny,_q1, (4.78)

d =+/(dans1 — A% + (dgniz — B)2 =[C], (4.79)

Bn

n, = ———

aTl
L
Vanr + B Vai + B

seklinde tanimlanir. Burada r; yeni bir diizgiin parametrik diizlem egrisi, d sabit ve

(4.80)

ny, 4 in birim normal vektoridiir; dy;, 41, d2ne2, A VE B ise t ye bagl fonksiyonlardir.

n. dereceden genellestirilmis ofset egrisinin standart ofset egrisi cinsinden ifadesine ait

farkli bir gosterim ise asagidaki sekilde incelenmistir:
r, = rq + dn, standart ofset egrisi i¢in 1, Ve n, degerleri sirayla

1'1 = Tn_l + Atn—l + Bnn_l
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ve

n, = dz"i%tn_l + %+B e (4.81)
seklindedir. Burada r; egrisinin tiirevi alindiginda,
ri=r,,+At,_, +At,_,' +B'n,_, +Bn,_,
dir. 75 = |rp_1'lth_1, g = —K-)|Tn-1'IMpq V& Ny y" = Koy |Tn—1|tr—4

oldugundan,
ry=|rp |t + Aty — K(n—1)|rn—1’|nn—1-A +B'n,_;+ K(n—1)|rn—1’|tn—1B
= (Irp-ys'| + A — Ax(n—)| -1’ Dtu—y + (B’ + BT Dy
elde edilir.

A = Irp'| + A = Akgypylrn—1'| Ve w, =B'+ Brpu-1lr,—1'| olarak kabul

edilirse;
r,1 = Antn—l + wWyNy_q (482)
yazilir ve 13 egrisi igin,

_ (An,wn - Anw;z) + (Anz + wrzl) K(n—l)lrn—lll

Kq 3 , (4.83)
(A% + wf)?
rll Antn—l + WpNp_q
1 |r1| ,—A% n w% ( )
An,_; —w,t,_
n, = nftn-1 ntn-1 (4.85)

VAZ + w?
oldugu goriiliir.

n. dereceden genellestirilmis ofset egrisinin standart ofset egrisi cinsinden ifadesine ait

Serret-Frenet vektor elemanlarina iligkin hesaplamalar ise asagida sunulmustur:
r, = r1 + dnq, n. dereceden genellestirilmis ofset egrisinin tiirevi,
r, =1 +dn;

dir. ny,_; " = K171 |tn—1 oldugundan,
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ny = k,_q|rilt,
gelir. |r}| = /A2 + w2 igin r;, denklemi,
=23 + wity + digy 22 + Wity
= (1+di)J22 + it (4.86)
olur.

Egrilik fonksiyonuna iliskin hesaplamalar i¢in (3.40) dan,

1

S — 4.87
|1+ drc1|K1 ( )

Kn

olarak yazilir. y, = t,. |ry| = ty/ A% + w2 oldugundan,
ta 22 + w2 = (1 + di Y22 + w2 ty,
t, = (1+dr)t,

elde edilir. Ayrica yonden dolay,

t, = sgn(1+dxy)t, (4.88)
seklinde ifade edilir.
Benzer sekilde normal vektorii incelenecek olursa n,, = t,, X b ve (4.88) den,

n, =sgn(1+dx,)t; X b

gelir, t; X b = n, esitliginden

n, = sgn(1 + dx,)n, (4.89)
seklinde verilir.
Bu denklemlerde k,, ve k; sirasiyla r,ve r; egrilerinin egrilik fonksiyonlaridir.
n. dereceden genellestirilmis ofset egrisi r,, nin diizensiz noktas1 r(t,):

[/l = 11+ dicy | Iry'| = 11+ dicy /23 + @3, (4.90)

olur, burada 4,, # 0 ve w,, # 0 dir. r(t,) noktasinda egrinin tegeti sifir oldugundan,
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Ky = —=
yazilir.
Onerme 4.4.3.

re(t) =r(t) — p1(Ony (4.91)

seklinde verilen evoliit egrisi i¢in, p; = p1(t) = Kl (k1 # 0) olmak tizere:
1

ﬁ‘l’l wn
dopy1 +———=A+———— (4.92)
T knaR B Bt o
ve
A
(4.93)

an n
esitlikleri saglanir.
Ispat: (4. 88) den, p; = py(¢) = Ki (1, # 0) dur. 7(¢,) tekil noktasinda, p; = i = —d
olur ve
ro(t) =r(r) +dn, =r(v) — piny =1 (1) (4.94)
elde edilir. (4.77) ve (4.80) denklemlerinden,

1'1(7,') =Th-1 + Atn—l + Bnn—lr

1
pl - Kl’
d —A d -B
n, = 2n+1 tn—1+ 2n+2

d

olur ve bu ifadeler (4.91) de yerine koyulursa,

AdKl + A - d2n+1 Bd + B - d2n+2 _
Th-1 Tt dr tp1 t dr Ny, 1="7¢
1 1

d —A(1 +dk d — B(1+dk
2n+1 ( 1) tn—1 . 2n+2 d}f 1) nn—1 — re (4.95)
1

Tn_q
dk,

elde edilir. Ayrica,
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r,——mn,=r;— ln1 (4.96)
oldugu kabul edilsin. 1, =r; +dn; esitligine ek olarak (4.5), (4.85) ve (4.81)

denkleminin d ile genisletilmis hali (4.94) de yerine yazilirsa,

1 a,—p
Ty + (dans1 — Aty + (dans, — BIn,_q — -

wn
S S— —t

An
n -1 + -1
K2 + w2 kA2 wE

esitligine ulasilir, buradan

<d + Bn >t + (d Fn )n
2 1 - — -1 2 A ————— -1
" knJaz ¥ gz ) " " a2+ gz "

A

Wn n
_ A+—)t_1+(3 )n_l
< kA2 + w2 ) kA2 + w2)

ve
w
Kn a3 + B2 K1y A2 + w?
a A
dantz + =B-—————
K a2 + B2 K1y A2 + w?
bagitilar: elde edilir.
Onerme 4.4.4.
rg(s) =1.(s) + p1(s)ny (4.97)

Bertrand egri ¢iftleri i¢in, p; = p;(s) sabit olmak tizere,

plﬁn =4 P1Wn

Appyg — —mtle = g — LR (4.98)
g VBt
ve
2
Ay + i Pirn (4.99)
az + B2 A2 + w?

esitlikleri saglanir.



Ispat: (4.97) de p; = p;(s) sabit alindiginda, p; = p;(s) = d olur, o halde,
ro(s) =1ri(s) +dny =1r,(s) + p1ny = rz(s) (4.100)
elde edilir. (4.37), ve (4.40) denklemlerinden,
r(s)=r,_4 +At,_; + Bn,_,,

_ dan+1 — A dani2 — B
n, = Ttn—l + Tnn—l

ifadeleri (4.97) esitliginde yerine koyulursa:

dyns1p1 + A1 - P1)> <d2n+2p1 +B(1-py)
t,—1t+

y y )nn_l (4.101)

Yp =7 1 +<

gelir. Ayrica,

r,+pn,=r;+pn (4.102)
oldugu kabul edilsin. r, = r; + dn,; ecsitligine ek olarak (4.5), (4.85) ve (4.81)
denklemininin d ile genisletilmis hali (4.100) de kullanildiginda,

an — Bt
1+ (dops1 — Aty + (dopsz — BNy +p4 nz >
aTl + ﬁn
A w
— 7'1 + P1n P1Wn t

esitligi saglanir, buradan,

plﬁn P10y
<d2n+1 - \/ﬁ ) th1 + <d2n+2 + m) n, ,

pl(‘)n pl/ln )
=(A—-—)t,  +|B+—|n,_,,
( K2 + w2 ) nl < JZrwz)

yani,
d plﬁn _ P1Wn
N Ry TN
A
d2n+2 + P1an —B P1ln
7+ B A%+ of

esitlikleri elde edilir.
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Sonug olarak, n. dereceden genellestirilmis ofset egrisinin, standart ofset egrisi cinsinden
yazimina iliskin verilen iki farkli gdsterimin birbirine denk oldugu Onerme 4.4.3 ve

Onerme 4.4.4. ile gdsterilmistir.
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5. KESiSIM EGRILERININ DIFERANSIYEL GEOMETRISI

Bu boliimde kesigim egrilerinin diferansiyel geometri 6zellikleri incelenecektir. Kesisim
egrileri en genel manada yiizey normalleri paralel olmayan, enine kesisen iki yiizeyin
ortak noktalarindan gegen egrilerdir (Patrikalakis & Maekawa, 2010). Kesisim egrileri,
karmasik geometrik yapilarin analiz edilmesinde kullanilirken bu egrileri daha dogru ve
verimli bir sekilde hesaplamak igin onlarin yiiksek mertebeli yaklagimina ihtiyag
duyulmaktadir. Bu yaklasim kapsaminda, kesisim egrilerinin yalnizca teget vektorlerinin
degil, ayn1 zamanda egrilik vektorlerinin de yiiksek mertebeli hesabi, egrilerin daha

ayrintili incelenmesine olanak saglamaktadir.
r = r(s) parametrik formdaki diizlem kesisim egrisi i¢in, s yay parametresi olmak {izere,
r'(s)=t (5.1)
r'"(s)=k=kn (5.2)
dir, burada t birim teget vektor ve k egrilik vektoridiir. (5.2) den,
kK2=xn-kxn=k-k=r"-1r" (5.3)
r'"'(s) =k'n+kn’ (5.4)
sonuglar1 elde edilir. Serret-Frenet tiirev formiilleri (3.33) den,
' (s) = k'n— K%t (5.5)
elde edilir.

k = 0 i¢in egri, dogru olur ve Serret-Frenet catis1 tanimlanamaz. Bu yiizden k = 0

durumunun yalnizca ayrik noktalarda meydana geldigi kabul edilir.
(5.5) denkleminde k = 0 ve k" # 0 olma durumu igin,
r'"(s) =k'n+kn'

dir ve kn’ = 0 olacagindan, (5.4) denklemi,
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r'"'(s)=«k'n (5.6)

bagmtisina indirgenir, burada (k')? = r"" - r""’ seklindedir.
(5.6) denkleminde k = k' = 0 ve k" # 0 olma durumu igin,
r®(s) =k"n+x'n
gelir ve k'n’ = 0 oldugundan,
r®(s) =k'"n (5.7)
olur, burada (k)% = r® - r® bicimindedir.

n

Benzer sekilde, (5.7) denkleminde k = k' = k"' = 0 ve k'"" # 0 durumu incelenirse,
r®(s) =k"n+«"n'
gelir ve k"'n’ = 0 oldugundan,
r®(s) =k"'n (5.8)

elde edilir ve burada, (k"")2 = r® - r® olarak gelir.

Yukaridaki adimlar genellestirilirse, k = k' = k" = - = kU™ = 0 ve k@ # 0 olmak

uzere,
rU+2(s) = kUn (5.9)
bagintisi elde edilir, ve (K(j))z = rU+2) . 0+2) geklindedir.

Diizlem egrisi i¢in ele aliman durum uzay egrileri i¢in incelenecek olursa, egrilik

fonksiyonuna ek olarak burulma fonksiyonu da degerlendirilir.

Kapali formdaki x = x(s),y = y(s),z = z(s) veya parametrik formdaki r = r(s)

kesisim egrisi bir uzay egrisi i¢in, s yay parametresi olmak iizere,
r'(s)=t (5.14)
r'(s) = k = kn, (5.15)
olur. Burada t birim teget vektor ve k egrilik vektortidiir. (5.15) den
kK2=xn-kxn=k-k=1r"-1" (5.16)

r''(s) =k'n+kn’, (5.17)
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gelir. Serret-Frenet formiilleri n' i¢in kullanilirsa,
r'"'(s) = k'n— k%t + kth (5.18)
olur. (5.18) esitliginin iki tarafi da b binormal vektorii ile skaler ¢arpim yapilirsa,
b-r'"(s) =kt

elde edilir ve burulma fonksiyonu,

(5.19)

seklinde verilir, burada k # 0 dir.

(5.15) de k = 0 i¢in birim asal normal vektorii tanimli degildir. k = 0 olan noktalarda

asal normal vektoriinii elde etmek i¢in egrinin daha yiiksek mertebeli tiirevleri dahil edilir.
(5.15) de k = 0 ve k" # 0 durumu igin,
r'"'(s) = k'n+kn’

gelirve kn' = 0 oldugundan (5.17) den,

r"'(s) =k'n (5.20)
sekline indirgenir, ve (k")? = r"".r""" olarak yazlir.
(5.17)den, k = k' = 0ve k" # 0 durumu igin,

r®(s) =k"n+«k'n’

gelir ve k'n’ = 0 oldugundan,

r®(s) =«k"n (5.21)
seklindedir, burada (k'")2 = r™®.r® bicimindedir.

Benzer sekilde, k = k' = k" = 0ve k'

# 0 i¢in,
r(S)(S) =k"n+x'"n'

elde edilir ve k"'n’ = 0 oldugundan,

r®(s) = k'"'n (5.22)
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gelir ve burada, (x"")? = r® - r® olarak gelir.

Bu adimlar genellestirilirse, k' = k" = -+ = kU™ = 0 ve &/ # 0 olmak iizere,

rU*d(s) = x/n

bagintisi yazilir ve (kU ))2 = rU+2) . (+2) geklindedir.

(5.23)

k = 0 i¢in burulma fonksiyonunun analizi, egrilik fonksiyonuna benzer bigimde yapilir.

k = 0 ve k' # 0 oldugunda, r(s)egrisinin dordiincii mertebeden tiirevi degerlendirilir.

(5.18) ve Serret-Frenet tiirev formiillerinden,

r®(s) = n(k" — k2 — k3) + bQ2x't + k1) — 3KK't

dir, burada ¥ = 0 ve k' # 0 oldugundan,

r®(s) = k"n + 2bk't

gelir. Simdi esitligin iki tarafi da b binormal vektorii ile skaler ¢arpim yapilirsa,

b.r®(s) = k" + 2K'T
elde edilir, buradan da burulma fonksiyonu,

b-r®
t= 2K’

bagintisiyla verilir.

Benzer sekilde bir mertebe daha tlirev alinirsa,

r®(s) = t(—4xx" — 3(k")?% + k* + k272) + n(k"" — 6Kk’ — 3k'T — 3KTT")

(5.24)

(5.25)

(5.26)

+b(3k" T+ 3k't' — K31 — k13 + KT") (5.27)
olur. k = k' = 0 ve k" # 0 igin burulma fonksiyonu,
. (5
_b ) ;(C,),(S) (5.28)
seklinde elde edilir.
Sonug olarak burulma fonksiyonunun genellestirilmis hali, k = k' = -+ = kU3 =0 ve

k) £ 0 olmak lizere,
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b-rU +3)(s)
= 5.29
G+ D/ (5.29)
bagintisiyla verilir (Ye & Maekawa, 1999).

Diizlem ve uzay kesisim egrileri i¢in incelenen durumlar, diizlem kesisim egrilerinin

genellestirilmis ofset egrileri igin de asagidaki sekilde ele alinmustir:
ro(s) genellestirilmis ofset egrisi i¢in, s yay parametresi olmak tizere,
ro'(s) =t (5.30)
ro(s) = ky = —Kkon, (5.31)

seklindedir, burada t birim teget vektori, k, egrilik vektoriidiir. (5.31) den,

ki =ko kog=17y 1] (5.32)
olur. (5.31) den ' (s),

o' (s) = kyng + KN (5.33)

ry'(s) = kity + k'n, (5.34)

seklinde gelir.
Genellestirilmis ofset egri tanimindan,
ro=r'"+din+dn' +d,t+d,t'
yazilir. 7' = t, n’ = kt ve t' = —kn bagmtilarindan,
ro=>0+dk+dy)t+ (d; —d,k)n
elde edilir. 1 + d,x + d, = a(s) ve d; — d,x = B(s) oldugundan,
o = a(s)t+ p(s)n (5.35)

ry = (a’(s) + ﬁ(s))t + (B'(s) —a(s)k)n (5.36)
seklindedir.
K, genellestirilmis ofset egrisinin egrilik fonksiyonu,

|1y X 1
KO T T

)

|7o'I
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Iro X 15l = B(s)a’(s) + (K — a(s)B'(s) + a®(s)x

ve

o] = Va2(s) + B2(s)

esitliklerinden,

SOLIOL, B2(s)k — a(s)B’ (S) +at (s (5.37)

(a2(s) + ﬁ’Z(S))2

seklinde elde edilir. x, = 0 ve kj # 0 igin (5.37) den,

nr

T (5) = Kong

_[BG)@'(s) + B(s)k) — a(B'(s) — a(s)r)| (a(s)n — B(s))
= 3 , (5.38)
(a2(s) + B2(s))z Va2(s) + B2(s)
bagntisina ulagilir.
(5.38) de ky = Ky = 0 ve k; # 0 igin,
re”(s) = kg )
_ |G @ () + B(s)K) — a(s)(B'(s) —a(s)K)| (als)n — B(s)P) (5.39)
(a2(s) + Bz(s))% Vaz(s) + B2(s)
seklindedir, burada (x'")? = rg4) (4)0|ur
Benzer bi¢cimde bu adimlar genellestirilirse, ko = ko = - = K(()] D=0 ve Ké * 0
olmak tizere,
ng+2)(s) — K(])
6]
_|BG)(@'(s) + B(s)k) —a(s)(B'(s) —a(s)k)| (a(s)n— B(s) )
B 3 2 2 5:40)
(a(s) + ()2 Ja2(s) + B2(s)
bagintisi elde edilir, burada (Kg])) = rg] *2), (()J *2) seklindedir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada;

e Genellestirilmis ofset egrileri ve n. dereceden genellestirilmis ofset egrileri
incelenmis ve bu egrilere ait uygulamalar yapilmstir.

e Bir diizlem egrinin ofset egrisinin ve genellestirilmis ofset egrisinin kendisiyle
kesisimi incelenmistir.

e Farkli iki diizlem egrinin, ofset egrilerinin ve genellestirilmis ofset egrilerinin
kendisiyle kesisim durumlari analiz edilmistir.

e Diizlem egrilerinin ve genellestirilmis ofset egrilerinin tekilliklerinin hesabi
incelenmistir.

o Genellestirilmis ofset egrisi ve n. dereceden genellestirilmis ofset egrisinin
standart ofset egrisi cinsinden farkli iki gdsterimlerine yer verilmis olup dnermeler
ile desteklenmistir.

e Kesisim egrilerinin diferansiyel geometri 6zellikleri incelenmis olup, diizlem egri,

uzay egri ve genellestirilmis ofset egrileri i¢in ayr1 ayr1 ele alinmustir.

Tezde agirlikli olarak genellestirilmis ofset egrileri ve n. dereceden genellestirilmis ofset
egrileri incelenmistir. Bu egrilerin, endiistri ve miihendislik problemlerine optimal

¢cozlimler iiretme noktasinda ele alindigi bilinmektedir.

Calismamizda elde edilen bulgularin, yiiksek dereceden genellestirilmis ofset egrileri
lizerine yapilacak aragtirmalara fayda sunmasmin yani sira karmasik sekil
modellemelerinde de kolaylik saglamasi Ongoriilmektedir. Ayrica ofset egrilerinin
genellestirilmis durumlarina iligkin yapilan bu analiz ve irdelemelerin literatiire katki

saglayacag diisiiniilmektedir.
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