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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler, agiklamalari ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler

O,[x]
@, [z, y]

Aciklama

n. Fibonacci sayisi

n x n Fibonacci matrisi

n X n Genellestirilmis Fibonacci matrisi

n x n Genigletilmis genellestirilmis Fibonacci matrisi

n X n Genigletilmis genellestirilmis Fibonacci matrisinin tersi
n x n Pell matrisi

n X n Pascal matrisi

n X n Pascal matrisinin tersi

n X n Birinci ¢esit genellestirilmis Pascal matrisi

n x n Ikinci gesit genellestirilmis Pascal matrisi

n X n Genisletilmis genellestirilmis Pascal matrisi

n x n Fibonomiyel Pascal matrisi

n x n Fibonomiyel Pascal matrisinin tersi

n X n Birinci ¢esit genellestirilmis Fibonomiyel Pascal matrisi
n x n Genellestirilmis Fibonomiyel Pascal matrisinin tersi

n x n Ikinci gesit genellestirilmis Fibonomiyel Pascal matrisi

n X n Genigletilmis genellestirilmis Fibonomiyel Pascal matrisi



1. GIRIS

Call ve Vellaman, Pascal matrisini ve Pascal matrisinin tersini tanimlamis, ayrica
Pascal matrislerinin genellestirilebilecegini gostermislerdir. Pascal matrisinin
tamsay1 kuvvetiyle ilgili 6zellikler verilmis olup, Pascal matrisinin kuvvetinin reel

say1 olmasit durumunu incelemislerdir [1].

Lee ve Cho, Pascal matrisinin, Fibonacci matrisinin ve Pell matrisinin
genellestirmelerinden bahsetmisglerdir. Birinci ve ikinci ¢esit genellestirilmis Pascal
matrisi ile genisletilmis genellestirilmis Pascal matrisini tanimlamislar ve bu
matrisler arasindaki iliskiyi incelemislerdir. Pascal matrislerinin, Fibonacci ve Pell
matrisleri yardimiyla carpanlara ayrilabilecegini gostermislerdir. Urete¢ fonksiyonu
ve Riordan methodundan bahsetmis olup bunlarin ¢arpanlarini  bulmuslardir.

Kombinatoryel 6zdeslikleri géz oniine almiglardir [2].

Tuglu ve Koger, Fibonomiyel katsayisini ve Fibonomiyel katsayilar yardimiyla da
Pascal matrisini tanmimlamiglardir. Fibonomiyel katsayili Pascal matrisi ile ilgili
ozellikler verilmistir. Binom ac¢ilimin1  Fibonomiyel katsayilar yardimiyla
tanimlamistir.  Fibonomiyel Pascal matrisinin, Fibonacci matrisi yardimiyla

carpanlara ayrilabilecegini gdstermiglerdir [3].

Zhizheng, Pascal matrisini genellestirmislerdir. Bu matrisleri birinci ve ikinci g¢esit
genellestirilmis  Pascal Matrisi olarak tanimlamis ve faktorize etmislerdir.
Genellestirilmis Pascal matrisini, eklemeli matrisler yardimiyla carpanlara
ayirmiglardir. Simetrik genellestirilmis Pascal matrisinden bahsetmisler ve Cholesky
carpanlamasin1 vermislerdir. Birinci ve ikinci ¢esit genellestirilmis Pascal

matrislerinin tersini ve determinantlarin1 vermislerdir [4].

Zhizheng ve Maixue, genisletilmis genellestirilmis Pascal matrisini iki farkli yolla
elde etmislerdir. Birincisi alt liggensel matris ®,[x,y], digeride simetrik matris

U, [x,y]'dir. ®,[z,y] genisletilmis genellestirilmis Pascal matrisinin, 6zel eklemeli



matrisler yardimiyla ¢arpanlarina ayrilabilecegini ve ¥, [x,y] simetrik genisletilmis
genellestirilmis Pascal matrisinin ise ©,[zy]®l[y, %] veya ®,[z,y]Pl[4]'e esit
oldugunu gostermislerdir. W, [z, y] matrisinin tersini, ®,[x,y], ®,[z,y], .|z, ]

ve W, 1[x,y] matrislerinin determinantlarin1 vermislerdir [5].
Krot, Fibonomiyel katsayilarin tanimini ve 6zelliklerini vermislerdir [6].

Cheon ve Kim, sirasiyla Stirling sayilarinin birinci g¢esidi s(n, k) ve ikinci cesidi
S(n, k) dan Pascal tipli matrisleri elde etmislerdir. Bu matrisleri, Pascal matrisleri ile
carpanlarina ayirmiglardir. Vandermonde matrisinin, LDU-¢arpanlarini elde
etmislerdir. Bundan baska bazi iyi bilinen kombinatorel 6zdesliklerin, Stirling
sayilarinin matris gosteriminden elde edilecegini belirtmislerdir. Bu matrislerin bir

veya iki degiskenle genellestirilebileceginden bahsetmislerdir [7].

Biz bu makalenin ilk boéliimiinde; Pascal matrisinin tammmini verdik ve Pascal
matrisinin tersini tanimladik. Pascal matrisini, birinci ve ikinci ¢esit olarak
genellestirdik. Genellestirilmis Pascal matrislerini x ve y degiskenlerine bagl olarak
genislettik. Bu matrisler arasindaki iliskiyi verdik. Fibonacci sayilari yardimiyla
Fibonacci matrisini, Pell sayilar1 yardimi ile de Pell matrisini tanimladik. Fibonacci
ve Pell matrislerini, * ve y degiskenlerine bagli olarak genellestirdik. Pascal
matrislerinin, Fibonacci ve Pell matrisleri yardimiyla carpanlara ayrilabilecegini

gosterdik.

Ikinci boliimde Fibonomiyel kaysayilarni ve Fibonomiyel katsayilar yardimiyla
Pascal matrisini tanimladik. Fibonomiyel Pascal matrisini © ve y degiskenlerine
bagli olarak genellestirdik. Fibonomiyel katsayilart kullanarak, Binom agilimini
tanimladik. Genisletilmis genellestirilmis Fibonomiyel Pascal matrisleri, birinci ve
ikinci ¢esit genellestirilmis Fibonomiyel Pascal matrisleri ile Fibonomiyel Pascal
matrisleri arasindaki iliskiyi verdik. Fibonomiyel Pascal matrisinin, Fibonacci

matrisi yardimiyla ¢arpanlarina ayrilabilecegini gosterdik.



2. TANIM VE ON BILGILER

2.1. Tamim

Fy =1, F5, = 1olmak lizere n > 2 igin

Fn - Fn—l + Fn,—2

indirgeme bagintis1 yardimiyla tanimli sayilara Fibonacci sayilar1 denir. Buna gore

ilk onbes Fibonacci sayilar1 asagida verilmistir.

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610.

2.2. Tanim

n. Fibonacci sayis1 F}, ve

Fijy1, i—7+120
fij = (2.1)

0, diger durumlarda

olmak tizere n x ntipindeki F,, = (f;;) matrisine Fibonacci matrisi denir. n = 5 ve

n = 10i¢in Fibonacci matrisleri

FL 0 0 0 0 10000
B K 0 0 0 11000
Fs=|F F F, 0 0| =[21100
F, F;, b Fi 0 32110
B R P B R, |53 21 1] .




KR 0O O O 0O O O 0 0 o0
K FF 0 0 O O O O 0 O
Fs, F, F 0 0 O O 0 0 0
F, F3 F, I 0 0 0 0 0 0
Fy = Fs F, F3 F, FF 0 0 0 0 O
Fs Fy Fy, F3 F» F; 0 0 0 O
F, Fg Fs F, F35 F, F4 0 0 O
Fy F, Fg Fy F, F35 F, Fy 0 0
Fy Fy F; Fg Fy Fy, F3 F, F; 0
| Fwo Fy Iy Fr ks F5 Fy I3 By 1) o
(1 0 0 0 00 0 0 0 O]
1 1 0 0 O 0 0 0 0 O0
2 1 1 0 0 0 0 0 0 O
3 2 1 1 000000
B 5 3 2 1 1 0 0 000
- 8 5 3 2 1 1 0 0 0 O
13 8 5 3 2 1 1 0 0 O
21 13 8 5 3 2 1 1 0 O
34 21 13 8 5 3 2 1 1 O
_55 34 21 13 8 5 3 2 1 1_ 10X 10
bigimindedir.

Fibonacci matrisleri asagidaki gibi = ve y degiskenlerine bagli olarak genellestirmek

mumkindur.

Fijnx'™, i—j+1>0
[z, j) = (2.2)
0, diger durumlarda

olmak ftizere n xn tipindeki F,[z] = ( f(x;i, j)) matrisine genellestirilmis
Fibonacci matrisi denir.
Fijpa’™yi=, i—j+1>0

f(z,y54,5) = (2.3)
0, diger durumlarda



olmak tizere n x n tipindeki F,[z,y] = ( f(z,y;1, j)) matrisine genisletilmis

genellestirilmis Fibonacci matrisi denir.

n = 5 i¢in genisletilmis genellestirilmis Fibonacci matrisi

1 0 0 0 0

Ty 1 0 0 O

222y xy 1 0 O

333 22%y%  xy 1 0
| 5xtyt 3a3yd 220%y? wy 1] 5x5

olup, Es. 2.3 de y = 1 segilirse,

1 0 0 0 0

T 1 0O 0 0

222 x 1 0 0

322 222 z 1 0
|5zt 323 227 x 1],

genellestirilmis Fibonacci matrisi ve Es.2.3 de x =y =1 secilirse Es. 2.1 deki

Fibonacci matrisi elde edilir.
2.1. Teorem

Fnlz,y], Es. 2.3 deki genisletilmis genellestirilmis Fibonacci matrisi olmak iizere,

1, i=3j
f/(xvyaiaj): _17 1§Z_]§2

0, diger durumlarda

seklinde tanimlanan F) [z, y] = ( f(x,y,1, j)) matrisi, genisletilmis genellestirilmis

Fibonacci matrisi F, [, y] nin tersidir [3].



2.3. Tamim

a1 = 1, as = 2 olmak lizere n > 2 igin

Qp = 2an—1 + an—9

indirgeme bagintis1 yardimiyla tanimli sayilara Pell sayilar1 denir. Buna gore ilk

onbes Pell sayilar1 asagida verilmistir.

1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985, 2378, 5741, 17223, 40187, 97597, 235381.

2.4. Tanim

n. Pell sayis1 a,, ve

ai—jt1, t—j+1=>0
Sij =
0, diger durumlarda

ile taniml1 n x ntipindeki S,, = (s;;) matrisine Pell matrisi denir. n = 10 i¢in Pell

matrisi
[ 1 0O 0 0 0 0 0 00 0]
2 1 0 0 0 0 0 000
5 2 1 0 0 0 0 00 0
2 5 2 1 0 0 0 000
- 29 12 5 2 1 0 0 0 0 0
70 29 12 5 2 1 0 0 0 0
69 70 29 12 5 2 1 0 0 0
408 169 70 29 12 5 2 1 0 0
985 408 169 70 29 12 5 2 1 0
2378 985 408 169 70 29 12 5 2 1

bi¢imindedir.



3. PASCAL MATRISLERI

3.1. Tanim

1 <14,5 < nigin,

olmak iizeren x ntipinden P,, = (p;;) matrisine Pascal matrisi denir.

Ornek

n = 5 ve n = 10 i¢in Pascal matrisi

() o 0o 0 o0
(6) 1) 0o o o0
po= () () () 0 o0
) () G) () o
) () G G) (D)
(1 0 0 0 O]
1100 0
= |1 210 0
1 3310
(1 4 6 4 1],

bigimindedir.
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—

1
6

21

)
15

35

1 5 10 10
1 6 15 20
1 7 21 35

oS O O

S O

7
28

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

8

56

1 8 28 56 70

Py

bi¢imindedir.

3.1. Teorem

1 <14,5 < nigin,

.nJ .Z
Al A\
B Y

—~

i
||

s cen

N———
= R
A o
-

—
_

N—
N———
Il
=
=y

(gij)nxn matrisi Pascal matrisinin tersidir, yani

seklinde tanimlanan (),

= Pl dir.

@n



fspat
(Pn,Qn)ij = Zpikaj = 61’]’
k=1

oldugunu gostermeliyiz.
1 =] 1ise
n
(PaQn)ii = sz'kai = piigii = 1
1< ise

P Qn szka] — Zplekj + Z Pikdk; = 0

k=i+1
J <1 ise
1 = j + [ olsun.
!
(PuQn)ij = Z Djtl,j+kj+k.j
k=0
! , .
-1 kE—1
I G
k=0 g
o +I=1)! l i
(j— D! Zl_ lkl - 1)
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1 <14,5 <n i¢in, n X n tipinde L,, ve M,, matrisleri

L= ) b= (1) - (1) - (1) (3.
My = (mig), mi = (1) =2(%) = (1) (3.2)
seklinde tanimlansin [2].

3.2. Teorem

n X n tipinden P,, F,, ve L, matrisleri sirastyla Pascal matrisi, Fibonacci matrisi ve

Es. 3.1 ile tanimli matrisler olmak tizere,
b, = F,L,

dir [2].

3.3. Teorem

n X n tipinden P,, S, ve M, matrisleri sirasiyla Pascal matrisi, Pell matrisi ve Es.

3.2 ile tanimli matrisler olmak iizere,

dir [2].
Ornek
1 000 1 00 0 1 000
1110 0 0 1 00| |1 10 0]_
Falb=1o 1 1 ol 21 11 0|1 2 1 0] =1
3 21 1|l -1 0 2 1 1 3 3 1
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1 00 0]l[1T 0 00 1 000

2 1.0 0]l -1 1 00 1 100
S4M4_5210—2010_1210_P4

12 5 2 1| -2 -2 1 1 1 3 3 1

Teorem 3.2, Teorem 3.3 ve Ornek 3.2, bize Pascal matrislerinin Fibonacci, Pell

matrisleri yardimiyla ¢arpanlara ayrilabilecegini gostermektedir.
3.2. Tanim

1<14,5<n igin,

P, (x4, j) = - (3.3)

olmak tiizere n x ntipinden P,[z]= (Pn(ac;i, j)) matrisine  birinci  ¢esit

genellestirilmis Pascal matrisi denir [4].

O, (3, j) = - (3.4)

olmak {izere n x ntipinden 6,[z] = (@n(x;i, j)) matrisine  ikinci ¢esit

genellestirilmis Pascal matrisi denir [4].

iy (171) P>
- 1) =
P, (7, y51, §) = (3.5)
0, j>i

olmak tizere n X ntipinden &,[z,y] = (Cbn(x,y;i, j)) matrisine genisletilmis

genellestirilmig Pascal matrisi denir [5].
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Ornek

n = 5 i¢in birinci ¢esit genellestirilmis Pascal matrisi, ikinci g¢esit genellestirilmis

Pascal matrisi ve genisletilmis genellestirilmis Pascal matrisi sirasiyla,

1 0 0 0 0
T 1 0 0 0
Pifz]= 2> 2 1 0 0
2 322 3x 1 0
Lzt 4a® 62 4z 1],
22 0 0 0 0
2zt 0 0 0
Os[z] = | 2* 22° 20 0 0
x® 328 327 ot 0
20 AxT 628 429 210 55

[ 1 0 0 0 07
Ty y? 0 0 0
Ps[a, y] = | *y* 2xy° ¢ 0 0
2y 322yt 3z " 0
a:4y4 451732/5 6$2y6 4scy7 y8 Jaus

dir.

Bu matrisler arasindaki iligki,

(I)n[L 1] = Pn[l] - Pn - @n[l] = @n

(I)n[_lal]:Pn_len:@n[_l]

bigimindedir.



3.4. Teorem

Her z,y € Rigin,
Polz]Ply] = Pyl + ]
dir [1].

Ispat

z,y € R igin P,[z]P,[y] = ( Co(z,y;1, j)) olsun. Matris ¢arpimindan

inft—1 i k—1
i =3 (17 (500)

olur. Her, 7, k pozitif tamsayilar i¢in

()G =062

esitligi gbzoniine alinarak,

Cn(z,y;1,J) = (l ) xz‘ky’“‘J(Z J.)
J—1)~ k—j

) O

= B +yi,))

bulunur. Boylece
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Pn[x]Pn[y] = P,,,,[.r + 3/]
elde edilir.
3.5. Teorem

P,[x], n x ntipinde birinci ¢esit genellestirilmis Pascal matrisi ve P,, Pascal matrisi

olmak {izere her j, k € Z ve k # Oigin
a) P] = Py[j]

Pl = (m.11)

dir [17.

Ornek

4 x 4 tipinden P, Pascal matrisinin 5. kuvvetini hesaplayalim.

100 0 1 0 0 0
5 1 100 5 1 0 0
1 1 210 25 10 1 0
1 3 3 1 125 75 15 1

dir. Oysa birinci ¢esit genellestirilmis Pascal matrisinde x = 5 alinirsa

1 0 0 0
5 1 0 0
Pi[5] = 25 10 1 0
125 75 15 1

olup, Py[5] = P} oldugu goriiliir.



Ornek

P[] matrisinin 5. kuvvetini bulalim.

1 0
.o
Py[} =

( 4[5]) 68
25 5
64 48

| 125 25

1 0

R

116 8

| 64 48

seklindedir.

Ornek

Cn|5

—_ o O

—_
[\]

]
ot

_ o O O

Pg|+5] matrisinin 10. kuvvetini bulalim.

10 16
(Ps[f—o]) i

64
1000

256
| 1000

64
| 256

10

48
100

o = O

256

0 0
0 0
1 0
12
o 1
96 16
100 10
0 0
0 0
1 0
12 1
96 16

10

15
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4. FIBONOMIYEL KATSAYILI PASCAL MATRISLERI

Bu boliimde, Fibonomiyel katsayilar1 kullanilarak tanimlanan ve Pascal matrislerinin

bir genellestirilmesi olan matrislerin yapis1 incelenecektir.

4.1. Tanim

n > k dogal sayilari i¢in F},, n. Fibonacci sayisini gostermek iizere

>

(n) _ F.F, ... Fy _ HFn—z‘H @.1)
k), " (FuiForo R)(FF ) HTF '
ve

(g)f B (Z)f =1, n <k igin (Z)f ~0

biciminde tanimli sayilara Fibonomiyel katsayilar denir [3].

[n] | = FnFn—l---Fl veE [O] !

F F

Il
—_

olmak tizere Es. 4.1
(n) _ [n],!

kE/r [n— k]f! [k],!
bi¢iminde de ifade edilebilir.

Ozellik

Fibonomiyel katsayilarin indirgeme bagintisi



n n—1 n—1
—F Foye
(k)f ’““( k )f+ ’ 1(/4—1)?

seklindedir [3].
Ozellik
Her 4, 7, k dogal sayilari igin

i\ [k i\ [i—j
(k)(y) B (g)(kz —j)f
dir.
Ozellik

a) (Z) - (n " k) (Simetri Ozelligi)

o), =5 (")

dir [6].

17

Es. 4.1 deki Fibonomiyel katsayilarin tanimini, polinomlar i¢in de genellestirmek

i Fo_iyi(x)

miimkiindiir.
4.2. Tanim
(n) _ F.(x)F,_1(x)... Fi(x)
k/ s F i (x)Fyp-1(z)... Fy () F(2) Fy—q(x)... Fi(x)

n [n]mq!
(k>ﬂ ~ =KL AL
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bi¢giminde de tanimlanir [12].

Ozellik
n n—1 n—1
= F_ F,_
(k)m) k 1@)( k ) + kﬂ(x)(k— 1)
Fl(x) (z)
seklindedir [12].

Simdi, Fibonomiyel katsayilar yardimiyla Pascal matrisini tanimlayalim.
4.3. Tanim

1<, 5< nve (;) Fibonomiyel katsayisini gdstermek iizere
F

olmak iizere n x n U, = (u;;) matrisine Fibonomiyel Pascal matrisi denir [3].
Ornek

n = 5 i¢in Fibonomiyel Pascal matrisi

-(8)f ! ) 0 0] (1 0 0 0 0]
), ), 0o o 0 e
=), (1), (), 0o o0 =1 110 0
G, (), 6, 6, o L
O, M, G, G, O, "

bi¢imindedir.
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4.1 Fibonomiyel katsayili Pascal matrislerinin 6zellikleri

4.1. Teorem
b =1 ve n > 2i¢in

n—lb n—1
_Zli(i—1>f

olmak iizere,

seklinde tanimlanan V,, = (vjj)nx, matrisi, U,

matrisinin tersidir, yani V,, = U, ! dir [3].

fspat
n
Vn)ij = Zuisvsj olsun.
s=1

1= ise

n

(U V0)ii = E UjsVsi = UV5; = 1
s=1

1< j ise

(UnVi)ij E UisVsj = E UisVsj + E UisVs; = 0

s=i+1

= (uij)nxn Fibonomiyel Pascal
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Jj < iise, ozaman

(UnVn)ij = Zuisvsj
s=1

o [Z — 1]f! by by bl‘,j+1

- [j—uf!( =g, " [z‘—j—uf!mf!*'“ " [z‘—ju)
. 2—1 b Z—] b¢,j+1[i—j]f!
-1, Z—J]'( [i —Jl, S [i — 4], )

- u—i_lz—!.ﬂf(b(ﬁ‘?% o (i25))
N [J—ll_'[lz—J] '(;ibk<;_3) b ’H(i_j)f)

= 0

buluruz. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Ornek

n = 41i¢in U4 Fibonomiyel Pascal matrisinin tersi

0
bl(g)f 01 1 0 00
v o~ |G ), 0 0 | |-1 1 00
bs(0), (), b)), O oo e
0:(0), Bs(1), &(), b(5), S

seklindedir.
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4.4. Tanim

1 <14,5 < nigin,

#()) iz
? F

0, >

Un(z;1,5) =

olmak {izeren x ntipinden U,[x] = (Un(:z:; i, j)) matrisine  birinci  gesit

genellestirilmis Fibonomiyel Pascal matrisi denir.

Ornek

n = 61i¢in birinci ¢esit genellestirilmis Fibonomiyel Pascal matrisi

(), 0 0 0 0 0
A, (), 0 000
N I O R .
xg(o)f 5’72(1)f xl(z)f xo(s)f 0 0
wi(y), 2*(1), 2°(5), «'(5), «°@%), O
2°(0), «'(7), 2*(), (3), +'(3), 2°(3),]
[ 1 0 0 0 0 O]
T 1 0 0 0 0
B 2 1 0 0 0
- 3 222 22 1 0 0
zt 323 62° 3 1 0
| 2° 5zt 152% 152% bz I
bi¢imindedir.
4.5. Tanim

1 <14,5 < nigin,
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olmak tiizere n xn tipinden V,[x] = (Vn(x;i, j)) matrisine genellestirilmis

Fibonomiyel Pascal matrisinin tersi denir.
Ornek

n = 41i¢in genellestirilmis Fibonomiyel Pascal matrisi'nin tersi

bi(p), 2 0 0 0
N L O R I
T @), w() b o
(), (), B() e n(l) ]
! 0 0 0
_ -z 1 0 0
o 0 —=z 1 0
| P 0 —2z 1],,
seklindedir.

Fibonomiyel katsayilar kullanarak, Binom agiliminin benzeri

n

(z+,9)" = Z(:)ﬁx"“yk

k=0

seklinde tanimlanmistir [6]. Buna gore
@+,9) =(),2+ (), y=o+y

(@+,9)° =)+ (), ey+ () v =2 +ay + ¢



@+, = (), + (), 2’y + (3), o + (3),4* = 2° + 20°y + 229 + ¢/

bigimindedir.
4.2. Teorem

Her z,y € Rigin

esitligi gecerlidir.
fspat

U, [2]Un[y] = (Cn(x, vii, j)) olsun.

- Ay N A
Colz,y;1,§) = Z(k—l) z k(j_1> Y

k=1

_ Z(Z ) (l j) J}Z_kyk_J
k=1 J = 1 F k— J F

bulunur. Boylece



24

elde edilir.
Ornek
n = 4igin,
1 0 0 O 1 0 0 O
x 1 0 O y 1 0 0
UslalUaly] = 22 x 1 0|y v 1 0
|23 227 22 1] [yP 29 2y 1
[ 1 0 0 0
B x+y 1 0 0
- 2 + zy + > x+y 1 0
|23+ 22%y 4+ 22y + P 2 +ay+vt) 2@ +y) 1],
i 1 0 0 0
(x+ ,y) 1 0 0
| @+ey)? (@) 1 0
_(x+fy)3 2(.T—|—}.y)2 2(%—1—}_ y) 1 4x4
== U4 [.CE + F y]
seklindedir.
4.6. Tanim

1 <14,5 < nigin,

xiti2 (;j) , 1>
M, (z;1,5) = .
0, j>1

olmak tizere n xn tipinden M,[z|= (Mn(a:;z', ])) matrisine ikinci ¢esit

genellestirilmis Fibonomiyel Pascal matrisi denir.
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Ornek

n = 4ig¢in ikinci ¢esit genellestirilmis Fibonomiyel Pascal matrisi

(g)fxo 0 0
' ),z (3,2 (G2 o
0 G 0 ()0
[ 1 0 0 0
_ r ozl 0 0
o 2 B ozt 0
|23 22t 220 28,

seklindedir.
4.7. Tanim

1 <14,5 < nigin,

(i) @y iz
b, (z,y;1,7), = . (4.2)
0, j>i

olmak tizere n x n tipinden @,[x,y], = (@n(:zz,y;i, j)f> matrisine genisletilmis

genellestirilmis Fibonomiyel Pascal matrisi denir.
Bu matrisler arasindaki iliski
S, [z, 1], = Uy [z]

P,[1,y], = Myly]
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?,[1,1], =U,

I
=
=
I
=
=
[
B

Pylz, — 1], = Un[ — ]
bigimindedir.
4.2 Fibonomiyel Katsayih Pascal Matrislerinin Carpanlamasi

Simdi Fibonomiyel katsayilar yardimiyla Es. 2.1 deki L,, matrisine benzer sekilde

L, [F] matrisini

(), = (520) - (G21) - (G2h),

seklinde tanimlayalim. L, [F]| matrisinin tanimindan

(L”[j:]) =1 (L”[JT])zl =9, (L”[F])m =L

11

7> 2 igin

(Ln []—"]) =0,
1j

J > 3igin

(LalF1), =0,
2j

1> 3 i¢in



27

dir. L,[F] matrisini asagidaki sekilde genellestirebiliriz.

() (G2, )
(i), = (), - (9),- (), ) e

4.3. Teorem

z,y € R—{0} igin

Pl yl, = Fulz,y] Ln[F; 2, 9]

dir.

Ispat

Folz, y] matrisinin tersi 7, [z, y] dir.

Fz,y] &, yl, = Lu[F;x,y] oldugunu gosterelim.

j > 2igin

(fﬁl[xay])ll(@n[x,y]J =1

11

veE



3

(}—’;l[x’yl)ik ((p"[w’y]f)kl - (Ln[}";x,y])ﬂ

k=1

1>3 ve j>2 i¢in

zn:(fnl[%y])ik (dsn[x,y]f)kj = (Ln[f;x,y])

k=1 &
Boylece

Fz, v Dy x,y], = Ly|F;z,y]

elde edilir.
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Ornek

n =4 igin,

Fale, y|lLy[Fiz,y] =

seklindedir.

4.1. Sonug

z € R — {0} igin

U,lz] = Flx|L,[F; x]

esitligi gecerlidir.

4.2. Sonug

U, = FL,|F]

esitligi gecerlidir.

4.4. Teorem

Ty
222y
_3x3y3

2

2(1)’2y2

—_— o O

Ty

= o O O

o O O

<
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po— (1) (1) (i1
u=\j1), i), T\,

olmak iizere n x n tipinde matris R,[F| = (r;;) olsun. Bu durumda

Un - Rn [f] ‘Fn
dir.

fspat

U, F, ' = R,[F) oldugunu gésterirsek ispat tamamlanmis olur. i > 1igin

n

D UsFR = (), <1+ (), x (=) + (), x (=1
k=1

= 1-F_1—-F_1F >

= R,[F;i,1]

¢t > 1vej > 2i¢in
> Ukt = (zj) x1+(1—71) ><(_1)+(;.ﬂ) x (—1)
=1 F ) F : F

= (1) - (5), - (9),
=  R,|F;i, g

Boylece istenilen gosterilmis olur.

Ornek
1 0 0 0]t 0 0 0 1 000
0O 1 0 0|1 1 0 0 1 100
Rl 7|4 -1 0 1 0 2110_1110_U4
-3 -1 1 1|13 2 1 1 1 2 2 1

30
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seklindedir.
4.5. Teorem
[ 1 1 1 i
x (x+,1) ... (x4 ,n—1)
Vi(F,x)=| 2> (z+,.1)? ... (¢4 ,.n—1)
|z (D) L (=1

seklinde taniml1 matris bir n X n tipinde Vandermonde matrisi olmak iizere
UVl F,2) = Vol (F. (2 + 1)

dir.

fspat

i1
Vo (F, ) matrisinin tanimindan (Vn(}', x)) = (:1: +,.(j— 1)) olup,

v

(0 vatz) = k;(;iill)f(wﬂU—l))’“‘l
- :(T)F(wﬂu_n)’“

bulunur. Boylece
Un- ValF,2) = Vo (F, (@ + 1)

elde edilir.



Ornek

n = 4 olarak alirsak, o zaman

1 00 0][1 1 1 1
B 1 10 0z x+,1 x+,2 r+,3
UValFor) = 10 1 1 ol|a® @+.1)? (@+4.2?° (z+.3)
1 2 2 1] |23 (24,13 (24,23 (x+,3)3
! 1 1 1
(z+,1) (z+,2) (z+,3) (z+,4)
- (x+,1)? (z+,2)? (x+,3)* (v+,4)
+,17 (@+,2° (@+.3)° (@+,.4°]

elde ederiz.
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