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SİMGELER VE KISALTMALAR

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur.

Simgeler  Açıklama

      . Fibonacci sayısıJ 88

Y8    Fibonacci matrisi8 ‚ 8

Y8ÒBÓ 8 ‚ 8    Genelleştirilmiş Fibonacci matrisi

Y8ÒBß CÓ   8 ‚ 8Genişletilmiş genelleştirilmiş Fibonacci matrisi

Y8
w [ ]    Bß C 8 ‚ 8Genişletilmiş genelleştirilmiş Fibonacci matrisinin tersi

W 8 ‚ 88     Pell matrisi

T 8 ‚ 88      Pascal matrisi

U 8‚ 88      Pascal matrisinin tersi 

T ÒBÓ 8 ‚ 88       Birinci çeşit genelleştirilmiş Pascal matrisi

K8[ ]      İkinci çeşit genelleştirilmiş Pascal matrisiB 8 ‚ 8

F8[ ]     Genişletilmiş genelleştirilmiş Pascal matrisiBß C 8 ‚ 8

Y 8 ‚ 88      Fibonomiyel Pascal matrisi

Z 8 ‚ 88      Fibonomiyel Pascal matrisinin tersi

Y ÒBÓ8     8 ‚ 8 Birinci çeşit genelleştirilmiş Fibonomiyel Pascal matrisi

Z ÒBÓ8     8 ‚ 8 Genelleştirilmiş Fibonomiyel Pascal matrisinin tersi

Q ÒBÓ8     8 ‚ 8 İkinci çeşit genelleştirilmiş Fibonomiyel Pascal matrisi

Q8ÒBß CÓY     Genişletilmiş genelleştirilmiş Fibonomiyel Pascal matrisi8 ‚ 8
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1. GİRİŞ

Call ve Vellaman, Pascal matrisini ve Pascal matrisinin tersini tanımlamış, ayrıca

Pascal matrislerinin genelleştirilebileceğini göstermişlerdir. Pascal matrisinin

tamsayı kuvvetiyle ilgili özellikler verilmiş olup, Pascal matrisinin kuvvetinin reel

sayı olması durumunu incelemişlerdir [1].

Lee ve Cho, Pascal matrisinin, Fibonacci matrisinin ve Pell matrisinin

genelleştirmelerinden bahsetmişlerdir. Birinci ve ikinci çeşit genelleştirilmiş Pascal

matrisi ile genişletilmiş genelleştirilmiş Pascal matrisini tanımlamışlar ve bu

matrisler arasındaki ilişkiyi incelemişlerdir. Pascal matrislerinin, Fibonacci ve Pell

matrisleri yardımıyla çarpanlara ayrılabileceğini göstermişlerdir. Üreteç fonksiyonu

ve Riordan methodundan bahsetmiş olup bunların çarpanlarını bulmuşlardır.

Kombinatöryel özdeşlikleri göz önüne almışlardır [2].

Tuğlu ve Koçer, Fibonomiyel katsayısını ve Fibonomiyel katsayılar yardımıyla da

Pascal matrisini  tanımlamışlardır. Fibonomiyel katsayılı Pascal matrisi ile ilgili

özellikler verilmiştir. Binom açılımını Fibonomiyel katsayılar yardımıyla

tanımlamıştır. Fibonomiyel Pascal matrisinin, Fibonacci matrisi yardımıyla

çarpanlara ayrılabileceğini göstermişlerdir [3].

Zhizheng, Pascal matrisini genelleştirmişlerdir. Bu matrisleri birinci ve ikinci çeşit

genelleştirilmiş Pascal Matrisi olarak tanımlamış ve faktörize etmişlerdir.

Genelleştirilmiş Pascal matrisini, eklemeli matrisler yardımıyla çarpanlara

ayırmışlardır. Simetrik genelleştirilmiş Pascal matrisinden bahsetmişler ve Cholesky

çarpanlamasını vermişlerdir. Birinci ve ikinci çeşit genelleştirilmiş Pascal

matrislerinin tersini ve determinantlarını vermişlerdir [4].

Zhizheng ve Maixue, genişletilmiş genelleştirilmiş Pascal matrisini iki farklı yolla

elde etmişlerdir. Birincisi alt üçgensel matris [ ], diğeride simetrik matrisF8 Bß C

R F8 8ÒBß CÓ Bß C'dir. [ ] genişletilmiş genelleştirilmiş Pascal matrisinin, özel eklemeli
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matrisler yardımıyla çarpanlarına ayrılabileceğini ve  simetrik genişletilmişR8ÒBß CÓ

genelleştirilmiş Pascal matrisinin ise [ ] [ ] veya [ ] 'e eşitK F F8 88 8
X X"

B B
CBC Cß Bß C T Ò Ó

olduğunu göstermişlerdir.  matrisinin tersini, [ ], [ ]R F F R8 8 88
"ÒBß CÓ Bß C Bß C ß ÒBß CÓ

ve  ,  matrislerinin determinantlarını vermişlerdir [5].R8
"ÒB CÓ

Krot, Fibonomiyel katsayıların tanımını ve özelliklerini vermişlerdir [6].

Cheon ve Kim, sırasıyla Stirling sayılarının birinci çeşidi  ve ikinci çeşidi=Ð8ß 5Ñ

WÐ8ß 5Ñ dan Pascal tipli matrisleri elde etmişlerdir. Bu matrisleri, Pascal matrisleri ile

çarpanlarına ayırmışlardır. Vandermonde matrisinin, LDU-çarpanlarını elde

etmişlerdir. Bundan başka bazı iyi bilinen kombinatörel özdeşliklerin, Stirling

sayılarının matris gösteriminden elde edileceğini belirtmişlerdir. Bu matrislerin bir

veya iki değişkenle genelleştirilebileceğinden bahsetmişlerdir [7].

Biz bu makalenin ilk bölümünde; Pascal matrisinin tanımını verdik ve Pascal

matrisinin tersini tanımladık. Pascal matrisini, birinci ve ikinci çeşit olarak

genelleştirdik. Genelleştirilmiş Pascal matrislerini  ve  değişkenlerine bağlı olarakB C

genişlettik. Bu matrisler arasındaki ilişkiyi verdik. Fibonacci sayıları yardımıyla

Fibonacci matrisini, Pell sayıları yardımı ile de Pell matrisini tanımladık. Fibonacci

ve Pell matrislerini,  ve  değişkenlerine bağlı olarak genelleştirdik. PascalB C

matrislerinin, Fibonacci ve Pell matrisleri yardımıyla çarpanlara ayrılabileceğini

gösterdik.

İkinci bölümde Fibonomiyel kaysayılarını ve Fibonomiyel katsayılar yardımıyla

Pascal matrisini tanımladık. Fibonomiyel Pascal matrisini  ve  değişkenlerineB C

bağlı olarak genelleştirdik. Fibonomiyel katsayıları kullanarak, Binom açılımını

tanımladık. Genişletilmiş genelleştirilmiş Fibonomiyel Pascal matrisleri, birinci ve

ikinci çeşit genelleştirilmiş Fibonomiyel Pascal matrisleri ile Fibonomiyel Pascal

matrisleri arasındaki ilişkiyi verdik. Fibonomiyel Pascal matrisinin, Fibonacci

matrisi yardımıyla çarpanlarına ayrılabileceğini gösterdik.
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2. TANIM VE ÖN BİLGİLER

2.1. Tanım

J œ " J œ " 8  #" #,  olmak üzere  için

J œ J  J8 8" 8# 

indirgeme bağıntısı yardımıyla tanımlı sayılara Fibonacci sayıları denir. Buna göre

ilk onbeş Fibonacci sayıları aşağıda verilmiştir.

"ß "ß #ß $ß ß )ß "$ß #"ß $%ß &&ß )*ß "%%ß #$$ß $((ß '"!Þ 5         

2.2. Tanım

8Þ JFibonacci sayısı ve8

0 œ
J 3  4  "   !

!ß
34

34"ß
Ú
ÛÜ diğer durumlarda

               (2.1)

olmak üzere tipindeki  matrisine Fibonacci matrisi denir.  ve8 ‚ 8 œ Ð0 Ñ 8 œ &Y8 34

8 œ !1 için Fibonacci matrisleri

Y5 œ œ

J ! ! ! ! " ! ! ! !
J J ! ! ! " " ! ! !
J J J ! ! # " " ! !
J J J J ! $ # " " !
J J J J J & $ # " "

Ô × Ô ×Ö Ù Ö ÙÖ Ù Ö ÙÖ Ù Ö ÙÖ Ù Ö Ù
Õ Ø Õ Ø

"

# "

$ # "

% $ # "

& % $ # " &‚& &‚&
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Y"!

"

# "

$ # "

% $ # "

& % $ # "

' & % $ # "

( ' & % $

œ

J ! ! ! ! ! ! ! ! !
J J ! ! ! ! ! ! ! !
J J J ! ! ! ! ! ! !
J J J J ! ! ! ! ! !
J J J J J ! ! ! ! !
J J J J J J ! ! ! !
J J J J J J

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

# "

) ( ' & % $ # "

* ) ( ' & % $ # "

"! * ) ( ' & % $ # " "!‚"!

J ! ! !
J J J J J J J J ! !
J J J J J J J J J !
J J J J J J J J J J

œ

" ! ! ! ! ! ! ! ! !
" " ! ! ! ! ! ! ! !
# " " ! ! !

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

! ! ! !
$ # " " ! ! ! ! ! !
& $ # " " ! ! ! ! !
) & $ # " " ! ! ! !
"$ ) & $ # " " ! ! !
#" "$ ) & $ # " " ! !
$% #" "$ ) & $ # " " !
&& $% #" "$ ) & $ # " "

"!‚"!

biçimindedir.

Fibonacci matrisleri aşağıdaki gibi  ve değişkenlerine bağlı olarak genelleştirmekB C

mümkündür.

0ÐBà 3ß 4Ñ œ
J B ß 3  4  "   !

!ß

Ú
ÛÜ

34"
34

diğer durumlarda
                             (2.2)

olmak üzere  tipindeki  matrisine genelleştirilmiş8 ‚ 8 ÒBÓ œ 0ÐBà 3ß 4ÑY8 Š ‹
Fibonacci matrisi denir.

0ÐBß Cà 3ß 4Ñ œ
J B C ß 3  4  "   !

!ß

Ú
ÛÜ

34"
34 34

diğer durumlarda
         (2.3)
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olmak üzere  tipindeki  matrisine genişletilmiş8 ‚ 8 ÒBß CÓ œ 0ÐBß Cà 3ß 4ÑY8 Š ‹
genelleştirilmiş Fibonacci matrisi denir.

8 œ &  için genişletilmiş genelleştirilmiş Fibonacci matrisi

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

" ! ! ! !
BC " ! ! !

#B C BC " ! !

$B C #B C BC " !

&B C $B C #B C BC "

# #

$ $ # #

% % $ $ # #
&‚&

olup, Eş. 2.  de  seçilirse$ C œ " ß

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

" ! ! ! !
B " ! ! !

#B B " ! !

$B #B B " !

&B $B #B B "

#

$ #

% $ #
&‚&

genelleştirilmişFibonacci matrisi ve Eş. 2.3 de  seçilirse Eş. 2.1 dekiB œ C œ "

Fibonacci matrisi elde edilir.

2.1. Teorem

Y8ÒBß CÓ, Eş. 2.3 deki genişletilmiş genelleştirilmiş Fibonacci matrisi olmak üzere,

0 Bß Cß 3ß 4 œ

"ß 3 œ 4

 "ß " Ÿ 3  4 Ÿ #

!ß

w ( )  

diğer durumlarda

ÚÝÝÝÝÛÝÝÝÝÜ
şeklinde tanımlanan [ ] ( )  matrisi, genişletilmiş genelleştirilmişY8

w wBß C œ 0 Bß Cß 3ß 4Š ‹
Fibonacci matrisi [ ] 'nin tersidir [3].Y8 Bß C
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2.3. Tanım

+ œ " + œ # 8  #" #,   olmak üzere  için

+ œ #+  +8 8" 8# 

indirgeme bağıntısı yardımıyla tanımlı sayılara Pell sayıları denir. Buna göre ilk

onbeş Pell sayıları aşağıda verilmiştir.

"ß #ß &ß "#ß #*ß (!ß "'*ß %!)ß *)&ß #$()ß &(%"ß "(##$ß %!")(ß *(&*(ß #$&$)"Þ 

2.4. Tanım

8Þ + Pell sayısı  ve8

= œ
+ ß 3  4  "   !

!ß
34

34"
Ú
ÛÜ diğer durumlarda

ile tanımlı tipindeki  matrisine Pell matrisi denir.  için Pell8 ‚ 8 W œ Ð= Ñ 8 œ "!8 34

matrisi

W œ

" ! ! ! ! ! ! ! ! !
# " ! ! ! ! ! ! ! !
& # " ! ! ! ! ! ! !
"# & # " ! ! ! ! ! !
#* "# & # "
(! #* "# &
"'* (! #* "# &
%!) "'* (! #* "

"!

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

0 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0

2 1 0 0 0
# &

*)& %!) "'* (! "# &
#$() *)& %!) "'* #* "# &

2 1 0 0
29 2 1 0
70 2 1

biçimindedir.
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3. PASCAL MATRİSLERİ

3.1. Tanım

" Ÿ 3ß 4 Ÿ 8 için,

: œ
ß 3   4

!ß 4  3

34

3"
4"

ÚÝÛÝÜ
Š ‹

olmak üzere tipinden  matrisine Pascal matrisi denir.8 ‚ 8 T œ Ð: Ñ8 34

Örnek

8 œ & 8 œ "! ve  için Pascal matrisi

T œ

! ! ! !

! ! !

! !

!

œ

" ! ! ! !
" " ! ! !

&

!
!

" "
! "

# # #
! " #

$ $ $ $
! " # $

% % % % %
! " # $ %

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø
" # " ! !
" $ $ " !
" % ' % "

&‚&

biçimindedir.
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T œ

! ! ! ! ! ! ! ! !

! ! ! ! ! ! ! !

! ! ! ! ! ! !

! ! ! ! ! !

10

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰

!
!
" "
! "
# # #
! " #
$ $ $ $
! " # $
% % %
! " #

% %
$ %

& & & & & &
! " # $ % &
' ' ' ' ' ' '
! " # $ % & '
( ( ( ( ( ( ( (
! " # $ % & ' (
) ) ) ) ) )
! " # $ % &

ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰

! ! ! ! !

! ! ! !

! ! !

! !ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰
Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

) ) )
' ( )

* * * * * * * * * *
! " # $ % & ' ( ) *

!

œ

" ! ! ! ! ! ! ! ! !
" " ! ! ! ! ! ! ! !
" # " ! ! ! ! ! ! !
" $ $ " ! ! ! ! ! !
" % ' % " ! ! ! ! !
" & "! "! & " ! ! ! !
" ' "& #! "& ' " ! ! !
" ( #" $& $& #" ( " ! !
" ) #) &' (! &' #) ) " !
" * $' )% "#' "#' )% $' * "

10 10‚

biçimindedir.

3.1. Teorem

" Ÿ 3ß 4 Ÿ 8 için,

; œ
Ð  "Ñ ß 3   4

!ß 4  3

34

34 3"
4"

ÚÝÛÝÜ
Š ‹

şeklinde tanımlanan  matrisi Pascal matrisinin tersidir, yaniU œ Ð; Ñ8 34 8‚8

  dir.U œ T8 8
"
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İspat

ÐT U Ñ œ : ; œ8 8 34 35 54 34

5œ"

8" $

olduğunu göstermeliyiz.

3 œ 4 ise

ÐT U Ñ œ : ; œ : ; œ "8 8 33 35 53 33 33

5œ"

8"

3  4  ise

ÐT U Ñ œ : ; œ : ;  : ; œ !8 8 34 35 54 35 54 35 54

5œ" 5œ" 5œ3"

8 3 8" " "

4  3  ise

3 œ 4  6 olsun.

ÐT U Ñ œ : ;

5 œ !

œ Ð  "Ñ

5 œ !

4  6  " 4  5  "

4  5  " 4  "

œ Ð  "Ñ
Ð4  6  "Ñx 6x

Ð4  "Ñx6x Ð6  5Ñx5x

œ Ð  "Ñ
4  6  " 6

4  " 5

œ !

8 8 34 46ß45 45ß4

6

6
5

5œ!

6
5

5œ!

6
5

"

" Œ Œ 

"

Œ  Œ "
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" Ÿ 3ß 4 Ÿ 8 8 ‚ 8 P Q için, tipinde  ve   matrisleri8 8

P œ Ð6 Ñ 6 œ   Þ8 34 34
3" 3# 3$
4" 4" 4",      (3 1)Š ‹ Š ‹ Š ‹

Q œ Ð7 Ñ 7 œ  #  Þ8 34 34
3" 3# 3$
4" 4" 4",        (3 2)Š ‹ Š ‹ Š ‹

şeklinde tanımlansın [2].

3.2. Teorem

8 ‚ 8 T Ptipinden ,  ve  matrisleri sırasıyla Pascal matrisi, Fibonacci matrisi ve8 8 8Y

Eş. 3.1 ile tanımlı matrisler olmak üzere,

T œ P8 8 8 Y

dır [2].

3.3. Teorem

8 ‚ 8 T W Qtipinden ,  ve  matrisleri sırasıyla Pascal matrisi, Pell matrisi ve Eş.8 8 8

3.2 ile tanımlı matrisler olmak üzere,

T œ W Q8 8 8 

dır [2].

Örnek

Y4 4P œ œ T

" ! ! ! " ! ! ! " ! ! !
" " ! ! ! " ! ! " " ! !
# " " !  " " " ! " # " !
$ # " "  " ! # " " $ $ "

=

Ô ×Ô × Ô ×Ö ÙÖ Ù Ö ÙÖ ÙÖ Ù Ö Ù
Õ ØÕ Ø Õ Ø %
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W Q œ œ œ T

" ! ! ! " ! ! ! " ! ! !
# " ! !  " " ! ! " " ! !
& # " !  # ! " ! " # " !
"# & # "  #  # " " " $ $ "

% % %

Ô ×Ô × Ô ×Ö ÙÖ Ù Ö ÙÖ ÙÖ Ù Ö Ù
Õ ØÕ Ø Õ Ø

Teorem 3.2, Teorem 3.3 ve Örnek 3.2, bize Pascal matrislerinin Fibonacci, Pell

matrisleri yardımıyla çarpanlara ayrılabileceğini göstermektedir.

3.2. Tanım

" Ÿ 3ß 4 Ÿ 8 için,

T ÐBà 3ß 4Ñ œ
B ß 3   4

!ß 4  3

8

34 3"
4"

ÚÝÛÝÜ
Š ‹

          (3.3)

olmak üzere tipinden matrisine birinci çeşit8 ‚ 8 T ÒBÓ œ T ÐBà 3ß 4Ñ8 8Š ‹
genelleştirilmiş Pascal matrisi denir [4].

K8

34 3"
4"

ÐBà 3ß 4Ñ œ
B ß 3   4

!ß 4  3

ÚÝÛÝÜ
Š ‹

               (3.4)

olmak üzere tipinden [ ]  matrisine ikinci çeşit8 ‚ 8 B œ ÐBà 3ß 4ÑK K8 8Š ‹
genelleştirilmiş Pascal matrisi denir [4].

F8

34 34# 3"
4"

ÐBß Cà 3ß 4Ñ œ
B C ß 3   4

!ß 4  3

ÚÝÛÝÜ
Š ‹

                        (3.5)

olmak üzere tipinden [ ]  matrisine genişletilmiş8 ‚ 8 Bß C œ ÐBß Cà 3ß 4ÑF F8 8Š ‹
genelleştirilmiş Pascal matrisi denir [5].
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Örnek

8 œ & için birinci çeşit genelleştirilmiş Pascal matrisi, ikinci çeşit genelleştirilmiş

Pascal matrisi ve genişletilmiş genelleştirilmiş Pascal matrisi sırasıyla,

T ÒBÓ œ

" ! ! ! !
B " ! ! !

B #B " ! !

B $B $B " !

B %B 'B %B "

&
#

$ #

% $ #
&‚&

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

K&

#

$ %

% & '

& ' ( )

' ( ) * "!
&‚&

[ ]B œ

B ! ! ! !

B B ! ! !

B #B B ! !

B $B $B B !

B %B 'B %B B

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

F&

#

# # $ %

$ $ # % & '

% % $ & # ' ( )
&‚&

[ ]Bß C œ

" ! ! ! !

BC C ! ! !

B C #BC C ! !

B C $B C $BC C !

B C %B C 'B C %BC C

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

dir.

Bu matrisler arasındaki ilişki,

F8 8[ ]Bß " œ T ÒBÓ

F K K8 8 8 8 8[ ] [ ]"ß " œ T Ò"Ó œ T œ " œ

F K8 8 88
"[ ] [ ] "ß " œ T œ U œ  "

biçimindedir.
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3.4. Teorem

Her için,Bß C − ‘

T ÒBÓT ÒCÓ œ T ÒB  CÓ8 8 8

dır [1].

İspat

Bß C − T ÒBÓT ÒCÓ œ G ÐBß Cà 3ß 4Ñ Þ‘  için olsun  Matris çarpımından8 8 8Š ‹

G ÐBß Cà 3ß 4Ñ œ B C
3  " 5  "

5  " 4  "
8

5œ"

8
35 54" Œ  Œ 

olur. Her   pozitif tamsayıları için3ß 4ß 5

Œ Œ  Œ Œ 3 5 3 3  4

5 4 4 5  4
œ

eşitliği gözönüne alınarak,

G ÐBß Cà 3ß 4Ñ œ B C
3  " 3  4

4  " 5  4

œ B C
3  " 3  4

4  " >

œ ÐB  CÑ
3  "

4  "

œ T B  C 3ß 4

8

5œ"

8
35 54

>œ"4

84
34> >

34

8

Œ  Œ "

Œ  Œ "

Œ 
( ; )

bulunur. Böylece
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T ÒBÓT ÒCÓ œ T ÒB  CÓ8 8 8

elde edilir.

3.5. Teorem

T ÒBÓ 8 ‚ 8 T8 8, tipinde birinci çeşit genelleştirilmiş Pascal matrisi ve , Pascal matrisi

olmak üzere her ve için4ß 5 − 5 Á !™

a)T œ T Ò4Ó8
4

8

b) T œ T8
4

8
4
5

5Š ‹ ‘

dir [1].

Örnek

% ‚ % T &Þtipinden  Pascal matrisinin  kuvvetini hesaplayalım.%

T œ

" ! ! ! " ! ! !
" " ! ! & " ! !
" # " ! #& "! " !
" $ $ " "#& (& "& "

%
&

&Î ÑÐ ÓÖ ÙÐ Ó
Ï Ò

Ô × Ô ×Ö ÙÖ Ù Ö Ù
Õ Ø Õ Ø

=

dir. Oysa birinci çeşit genelleştirilmiş Pascal matrisinde  alınırsaB œ &

T Ò&Ó œ

" ! ! !
& " ! !
#& "! " !
"#& (& "& "

%

Ô ×Ö ÙÖ Ù
Õ Ø

olup,  olduğu görülür.T Ò&Ó œ T% %
&
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Örnek

T Ò Ó &Þ%
%
&  matrisinin  kuvvetini bulalım.

Œ  ‘
Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø
Ô ×Ö ÙÖ Ù
Õ Ø

T œ

" ! ! !

" ! !

" !

"

œ

" ! ! !
% " ! !
"' ) " !
'% %) "# "

%
%
&

&
%
&

"' )
#& &

'% %) "#
"#& #& &

&

şeklindedir.

Örnek

T Ò Ó "!Þ'
%
"!  matrisinin  kuvvetini bulalım.

Œ 

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø
Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

T Ò Ó œ

" ! ! ! !

" ! ! !

" ! !

" !

"

œ

" ! ! ! !
% "

&
%
"!

"!

%
"!

"' )
"!! "!

'% %) "#
"!!! "!! "!

#&' #&' *' "'
"!!! "!!! "!! "!

"!

! ! !
"' ) " ! !
'% %) "# " !
#&' #&' *' "' "
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4. FİBONOMİYEL KATSAYILI PASCAL MATRİSLERİ

Bu bölümde, Fibonomiyel katsayıları kullanılarak tanımlanan ve Pascal matrislerinin

bir genelleştirilmesi olan matrislerin yapısı incelenecektir.

4.1. Tanım

8   5 J ß 8Þ doğal sayıları için   Fibonacci sayısını göstermek üzere8

Š ‹ $8 J J áJ J

5 ÐJ J áJ ÑÐJ J áJ Ñ J
œ œ

Y

8 8" " 83"

85 85" " 5 5" " 33œ"

5

            (4.1)

ve

Š ‹ Š ‹ Š ‹8 8 8

! 8 5
œ œ " 8  5 œ !

Y Y Y

,   için 

biçiminde tanımlı sayılara Fibonomiyel katsayılar denir [3].

Ò8Ó x œ J J áJ Ò!Ó x œ "
Y Y

8 8" " ve 

olmak üzere Eş. 4.1

Š ‹8 Ò8Ó x

5 Ò8  5Ó x Ò5Ó x
œ

Y

Y

Y Y

biçiminde de ifade edilebilir.

Özellik

Fibonomiyel katsayıların indirgeme bağıntısı
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Š ‹ Œ  Œ 8 8  " 8  "

5 5 5  "
œ J  J

Y
Y Y

5" 85"

şeklindedir 3 .Ò Ó

Özellik

Her  doğal sayıları için3ß 4ß 5

Œ  Œ  Œ  Œ 3 5 3 3  4

5 4 4 5  4
œ

Y Y Y Y

dir.

Özellik

a) (Simetri Özelliği)Š ‹ Š ‹8 8

5 8  5
œ

Y Y

b) J œ J
8 8  "

5 5
85 8Š ‹ Œ 

Y
Y

dir [6].

Eş. 4.1 deki Fibonomiyel katsayıların tanımını, polinomlar için de genelleştirmek

mümkündür.

4.2. Tanım

Š ‹8 J ÐBÑJ ÐBÑáJ ÐBÑ J ÐBÑ

5 J ÐBÑJ ÐBÑáJ ÐBÑJ ÐBÑJ ÐBÑáJ ÐBÑ J ÐBÑ
œ œ

Y ÐBÑ

8 8" " 83"

85 85" " 5 5" " 33œ"

5$   

Š ‹8

5 Ò8  5Ó x Ò5Ó x
œ

Ò8Ó x

Y

Y

Y YÐBÑ

ÐBÑ

ÐBÑ ÐBÑ
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biçiminde de tanımlanır [ ]."#

Özellik

Š ‹ Œ  Œ 8 8  " 8  "

5 5 5  "
œ J ÐBÑ  J ÐBÑ

Y
Y Y

ÐBÑ
ÐBÑ ÐBÑ

5" 85"

şeklindedir 12 .Ò Ó

Şimdi, Fibonomiyel katsayılar yardımıyla Pascal matrisini tanımlayalım.

4.3. Tanım

" Ÿ 3ß 4 Ÿ 8 ve Fibonomiyel katsayısını göstermek üzereŠ ‹34
Y

? œ

3   4

! ß 4  3

34

3"
4"

ÚÝÛÝÜ
Š ‹

Y

,

 

olmak üzere  matrisine Fibonomiyel Pascal matrisi denir [3].8 ‚ 8 Y œ Ð? Ñ8 34

Örnek

8 œ & için Fibonomiyel Pascal matrisi

Y œ œ

! ! ! !

! ! !

! !

!

" ! ! ! !
"

&

!
!
" "
! "
# # #
! " #
$ $ $ $
! " # $
% % % % %
! " # $ % &‚&

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

Y

Y Y

Y Y Y

Y YY Y

Y YY Y Y

" ! ! !
" " " ! !
" # # " !
" $ ' $ "

&‚&

biçimindedir.
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4.1 Fibonomiyel katsayılı Pascal matrislerinin özellikleri

4.1. Teorem

, œ " 8   #"  ve   için

, œ  ,
8  "

3  "
8 3

3œ"

8"" Œ 
Y

olmak üzere,

@

, ß 3   4

!ß 4  3

34

34"
3"
4"

=

ÚÝÛÝÜ
Š ‹

Y

şeklinde tanımlanan  matrisi,  Fibonomiyel PascalZ œ Ð@ Ñ Y œ Ð? Ñ8 34 8‚8 8 34 8‚8

matrisinin tersidir, yani  dir [3].Z œ Y8 8
"

İspat

ÐY Z Ñ œ ? @8 8 34 3= =4

=œ"

8" olsun.

3 œ 4 ise

ÐY Z Ñ œ ? @ œ ? @ œ "8 8 33 3= =3 33 33

=œ"

8"

3  4 ise

ÐY Z Ñ œ ? @ œ ? @  ? @ œ !8 8 34 3= =4 3= =4 3= =4

=œ" =œ" =œ3"

8 3 8" " "
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4  3 ise, ozaman

ÐY Z Ñ œ ? @

œ ,  , á
3  " 4  " 3  " 4

4  " 4  " 4 4  "

 ,
3  " 3  "

3  " 4  "

œ 
Ò3  "Ó x , ,

Ò4  "Ó x Ò3  4Ó x Ò3  4  "Ó xÒ"Ó

8 8 34 3= =4

=œ"

8

" #

34"

" #

"

Œ  Œ  Œ  Œ 

Œ  Œ 

Œ

Y Y Y Y

Y Y

Y

Y Y Y Y

  

x Ò3  4Ó x
á 

,

œ á 
Ò3  "Ó x , Ò3  4Ó x

Ò4  "Ó xÒ3  4Ó x Ò3  4Ó x Ò3  4Ó x

, Ò3  4Ó x

œ , á  ,
Ò3  "Ó x

Ò4  "Ó xÒ3  4Ó x ! 3

3  4 3  4

34"

" 34"

34"

Y

Y Y

Y Y YY

Y

Y

Y Y Y



Œ 

Œ Œ  Œ "  4

œ ,  ,
Ò3  "Ó x

Ò4  "Ó xÒ3  4Ó x 5  " 3  4

3  4 3  4

œ !

Y

Y

Y Y Y Y



Œ Œ  Œ  "
5œ"

34

5 34"

buluruz. Böylece teorem ispatlanmış olur.

Örnek

8 œ % Yiçin Fibonomiyel Pascal matrisinin tersi%

Z œ

, ! ! !

, , ! !

, , , !

, , , ,

" ! ! !
 " " ! !

!  " " !
" !  # "

%

"
!
!

# "
" "
! "

$ # "
# # #
! " #

% $ # "
$ $ $ $
! " # $

%‚%

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰

Ô ×Ö ÙÖ Ù
Õ Ø

Y

Y Y

Y Y Y

Y YY Y

=

şeklindedir.
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4.4. Tanım

" Ÿ 3ß 4 Ÿ 8 için,

Y ÐBà 3ß 4Ñ œ

B ß 3   4

!ß 4  3

8

34 3"
4"

ÚÝÛÝÜ
Š ‹

Y

olmak üzere tipinden  matrisine birinci çeşit8 ‚ 8 Y ÒBÓ œ Y ÐBà 3ß 4Ñ8 8Š ‹
genelleştirilmiş Fibonomiyel Pascal matrisi denir.

Örnek

8 œ ' için  birinci çeşit genelleştirilmiş Fibonomiyel Pascal matrisi

Y ÒBÓ œ

B ! ! ! ! !

B B ! ! ! !

B B B ! ! !

B B B B

B B

'

! !
!

" !" "
! "

# " !# # #
! " #

$ # "$ $
! " #

% $% %
! "

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰

Y

Y Y

Y Y Y

Y Y Y Y

Y Y

3 30
3 0 0

B B B

B B B B B B

œ

" ! ! ! ! !
B " ! ! ! !

B B " ! ! !

B #B #B " ! !

B $B 'B $B " !

B &B "

#
#

& % $& &
! " #

#

$ #

% $ #

& %

ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

4 4 41 0
3 4

5 5 5 52 1 0
3 4 5

Y YY

Y Y Y YY Y

0

&B "&B &B "$ #
'‚'

biçimindedir.

4.5. Tanım

" Ÿ 3ß 4 Ÿ 8 için,
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Z ÐBà 3ß 4Ñ

, B ß 3   4

!ß 4  3

8

34"
3"
4"

34

=

ÚÝÛÝÜ
Š ‹

Y

olmak üzere  tipinden  matrisine genelleştirilmiş8 ‚ 8 Z ÒBÓ œ Z ÐBà 3ß 4Ñ8 8Š ‹
Fibonomiyel Pascal matrisinin tersi denir.

Örnek

8 œ % için genelleştirilmiş Fibonomiyel Pascal matrisi'nin tersi

Z ÒBÓ œ

, B ! ! !

, B , B ! !

, B , B , B !

, B , B , B , B

œ

" ! !

%

"
!
!

!

# "
" "
! "

" !

$ # "
# # #
! " #

# " !

% $ # "
$ $ $ $
! " # $

$ # " !

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰

Ô ×Ö ÙÖ Ù
Õ Ø

Y

Y Y

Y Y Y

Y YY Y

!
 B " ! !

!  B " !

B !  #B "$
%‚%

şeklindedir.

Fibonomiyel katsayılar kullanarak, Binom açılımının benzeri

ÐB  CÑ œ B C
8

5Y

Y

8

5œ!

8
85 5"Š ‹

şeklinde tanımlanmıştır . Buna göre[6]

ÐB  CÑ œ B  C œ B  CY
Y Y

ˆ ‰ ˆ ‰" "
! "

ÐB  CÑ œ B  BC  C œ B  BC  C
Y

Y Y Y

# # # #
! " #

# # # #ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰
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ÐB  CÑ œ B  B C  BC  C œ B  #B C  #BC  C
Y Y YY Y

$ $ $ $ $
! " # $

$ # # $ $ # # $ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰

biçimindedir.

4.2. Teorem

Her içinBß C − ‘

Y ÒBÓY ÒCÓ œ Y ÒB  CÓ8 8 8 Y

eşitliği geçerlidir.

İspat

Y ÒBÓY ÒCÓ œ G ÐBß Cà 3ß 4Ñ8 8 8Š ‹ olsun.

G ÐBß Cà 3ß 4Ñ œ B C
3  " 5  "

5  " 4  "

œ B C
3  " 3  4

4  " 5  4

œ B C
3  " 3  4

4  " >

œ
3  "

4  "

8

5œ"

8
35 54

5œ"

8
35 54

>œ"4

84
34> >

"Œ  Œ 

"Œ  Œ 

Œ  Œ "

Œ 

Y Y

Y Y

Y Y

Y

  

    

   

ÐB  CÑ

œ Y ÒB  CÓ

Y

Y

34

8
34

Š ‹    

bulunur. Böylece
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Y ÒBÓY ÒCÓ œ Y ÒB  CÓ8 8 8 Y

elde edilir.

Örnek

8 œ % için,

Y ÒBÓY ÒCÓ œ

" ! ! ! " ! ! !
B " ! ! C " ! !

B B " ! C C " !

B #B #B " C #C #C "

œ

" ! ! !
B  C " ! !

B  BC  C B  C " !

B  #B C  #BC  C #ÐB  BC  C Ñ

% % # #

$ # $ #

# #

$ # # $ # #

Ô ×Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ ØÕ Ø
Ô ×Ö ÙÖ Ù
Õ Ø#ÐB  CÑ "

œ

" ! ! !
ÐB  CÑ " ! !

ÐB  CÑ ÐB  CÑ " !

ÐB  CÑ #ÐB  CÑ #ÐB  CÑ "

œ Y ÒB  CÓ

%‚%

#

$ #
%‚%

%

Ô ×Ö ÙÖ Ù
Õ Ø

Y

Y Y

Y Y Y

Y

şeklindedir.

4.6. Tanım

" Ÿ 3ß 4 Ÿ 8 için,

Q ÐBà 3ß 4Ñ œ

B ß 3   4

!ß 4  3

8

34# 3"
4"

ÚÝÛÝÜ
Š ‹

Y

olmak üzere  tipinden  matrisine ikinci çeşit8 ‚ 8 Q ÒBÓ œ Q ÐBà 3ß 4Ñ8 8Š ‹
genelleştirilmiş Fibonomiyel Pascal matrisi denir.
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Örnek

8 œ % için ikinci çeşit genelleştirilmiş Fibonomiyel Pascal matrisi

Q ÒBÓ œ

B ! ! !

B B ! !

B B B !

B B B B

œ

" ! ! !

B B ! !

B B B !

B #B

8

!
!

!

" "
! "

" #

# # #
! " #

# $ %

$ $ $ $
! " # $

$ % & '

#

# $ %

$

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰
ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰

Ô ×Ö ÙÖ Ù
Õ Ø

Y

Y Y

Y Y Y

Y YY Y
%‚%

% & '
%‚%#B B

şeklindedir.

4.7. Tanım

" Ÿ 3ß 4 Ÿ 8 için,

Q8

3"
4"

34 34#

ÐBß Cà 3ß 4Ñ œ

B C ß 3   4

!ß 4  3

Y

Y

ÚÝÛÝÜ
Š ‹

    (4.2)

olmak üzere  tipinden  matrisine genişletilmiş8 ‚ 8 ÒBß CÓ œ ÐBß Cà 3ß 4ÑQ Q8 8Y YŠ ‹
genelleştirilmiş Fibonomiyel Pascal matrisi denir.

Bu matrisler arasındaki ilişki

Q8 8ÒBß "Ó œ Y ÒBÓY

Q8 8Ò"ß CÓ œ Q ÒCÓY
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Q8 8 8 8 8Ò"ß "Ó œ Y œ Y Ò"Ó œ Q Ò"Ó œ Q
Y

Q8 8ÒBß  "Ó œ Y Ò  BÓY

biçimindedir.

4.2 Fibonomiyel Katsayılı Pascal Matrislerinin Çarpanlaması

Şimdi Fibonomiyel katsayılar yardımıyla Eş. 2.1 deki  matrisine benzer şekildeP8

P Ò Ó8 Y  matrisini

Š ‹ Œ  Œ  Œ P Ò Ó œ  
3  " 3  # 3  $

4  " 4  " 4  "
8

34
Y

Y Y Y

şeklinde tanımlayalım.  matrisinin tanımındanP Ò Ó8 Y

      

Š ‹ Š ‹ Š ‹P Ò Ó œ "ß P Ò Ó œ !ß P Ò Ó œ "ß8 8 8
"" #" ##

Y Y Y

4   #  için

Š ‹P Ò Ó œ !8
"4

Y ,

4   $ için

Š ‹P Ò Ó œ !8
#4

Y ,

3   $  için

Š ‹ Š ‹P Ò Ó œ  " P Ò Ó œ !8 8
3" 3#

Y Y ve
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dir.  matrisini aşağıdaki şekilde genelleştirebiliriz.P Ò Ó8 Y

Š ‹ Š ‹ Š ‹ Š ‹Œ P Ò à BÓ œ   B8
34

3" 3# 3$
4" 4" 4"

34Y
Y Y Y

    

Š ‹ Š ‹ Š ‹ Š ‹Œ P Ò à Bß CÓ œ   B C8
34

3" 3# 3$
4" 4" 4"

34 34#Y
Y Y Y

    

4.3. Teorem

Bß C −  Ö!×‘ için

Q Y Y8 8 8ÒBß CÓ œ ÒBß CÓ P Ò à Bß CÓY

dır.

İspat

Y Y8 8
"ÒBß CÓ ÒBß CÓ matrisinin tersi  dir.

Y Q Y8
"

8 8ÒBß CÓ ÒBß CÓ œ P Ò à Bß CÓ olduğunu gösterelim.
Y

4   2 için

Š ‹Y8
"

"4
ÒBß CÓ œ !

  

Š ‹ Š ‹Y Q8
"

"" ""
8ÒBß CÓ ÒBß CÓ œ "

Y

ve

Š ‹ Š ‹ Š ‹"P Ò à Bß CÓ œ " œ ÒBß CÓ ÒBß CÓ ß8 8
"" "5 5"

5œ"

8

8
"Y Y Q

Y



28

4   2 için

Š ‹ Š ‹Q Y8
"4 "4

8
"ÒBß CÓ ! ÒBß CÓ

Y
=   =0

olup,

"Š ‹ Š ‹ Š ‹
5œ"

8

8
"

"5 54 "4
8 8Y Q YÒBß CÓ ÒBß CÓ œ ! œ P Ò à Bß CÓ ß

Y

4   $  için   

Š ‹ Š ‹ Š ‹Y Y Y8 8 8
" " "

#4 #" ##
ÒBß CÓ œ ! ÒBß CÓ œ  " ÒBß CÓ œ ",  ,

olup,

"Š ‹ Š ‹ Š ‹
5œ"

8

8
"

#5 5" #"
8 8Y Q YÒBß CÓ ÒBß CÓ œ ! œ P Ò à Bß CÓ

Y

3 œ $ß %ß ÞÞÞß 8  için

"Š ‹ Š ‹ Š ‹
5œ"

8

8
"

35 5" 3"
8 8Y Q YÒBß CÓ ÒBß CÓ œ P Ò à Bß CÓ

Y
 

i 3  ve   2  için  4  

"Š ‹ Š ‹ Š ‹
5œ"

8

8
"

35 54 34
8 8Y Q YÒBß CÓ ÒBß CÓ œ P Ò à Bß CÓ

Y
 

Böylece

Y Q Y8
"

8 8ÒBß CÓ ÒBß CÓ œ P Ò à Bß CÓ 
Y

elde edilir.
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Örnek

8 œ %  için,

Y Y% % # #

$ $ # #

#

# # %

$ $ & '

#

# # $ %

$ $

ÒBß CÓP Ò à Bß CÓ œ

" ! ! !
BC " ! !

#B C BC " !

$B C #B C BC "

" ! ! !

! C ! !

 B C ! C !

 B C ! BC C

œ

" ! ! !

BC C ! !

B C BC C !

B C #

Ô × Ô ×Ö Ù Ö ÙÖ Ù Ö Ù
Õ Ø Õ Ø
Ô ×Ö ÙÖ Ù
Õ Ø

 

B C #BC C

œ ÒBß CÓ

# % & '
%‚%

%Q
Y

şeklindedir.

  

4.1. Sonuç

B −  Ö!×‘ için

Y ÒBÓ œ ÒBÓP Ò à BÓ8 8 8Y Y

eşitliği geçerlidir.

4.2. Sonuç

Y œ P Ò Ó8 8 8Y Y

eşitliği geçerlidir.

4.4. Teorem
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< œ  34
3" 3" 3"
4" 4 4"Š ‹ Š ‹ Š ‹

Y Y Y

olmak üzere tipinde matris  olsun. Bu durumda8 ‚ 8 V Ò Ó œ Ð< Ñ8 34Y

Y œ V Ò Ó8 8 8Y Y 

dir.

İspat

Y œ V Ò Ó 3   "8 88
"Y Y  olduğunu gösterirsek ispat tamamlanmış olur. için

" ˆ ‰ ˆ ‰ ˆ ‰
5œ"

8

35 5"
" 3" 3" 3"

! " #

3" 3" 3#

8

Y J œ ‚ "  ‚ Ð  "Ñ  ‚ Ð  "Ñ

œ "  J  J J

œ V Ò à 3ß "Ó

Y Y Y

Y

 ve için3   " 4   #

" Š ‹ Š ‹ Š ‹

Š ‹ Š ‹ Š ‹
5œ"

8

35 54
" 3" 3" 3"

4" 4 4"

3" 3" 3"
4" 4 4"

8

Y J œ ‚ "  ‚ Ð  "Ñ  ‚ Ð  "Ñ

œ  

œ V Ò à 3ß 4Ó

Y Y Y

Y Y Y

Y

Böylece istenilen gösterilmiş olur.

Örnek

V Ò Ó œ œ œ Y

" ! ! ! " ! ! ! " ! ! !
! " ! ! " " ! ! " " ! !
 " ! " ! # " " ! " " " !
 $  " " " $ # " " " # # "

4 4Y Y

Ô ×Ô × Ô ×Ö ÙÖ Ù Ö ÙÖ ÙÖ Ù Ö Ù
Õ ØÕ Ø Õ Ø %
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şeklindedir.

4.5. Teorem

Z Ð ß BÑ œ

" " á "
B ÐB  "Ñ á ÐB  8  "Ñ

B ÐB  "Ñ á ÐB  8  "Ñ
ã ã ã

B ÐB  "Ñ á ÐB  8  "Ñ

8
# # #

8" 8" 8"
8‚8

Y

Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

Y Y

Y Y

Y Y

şeklinde tanımlı matris bir tipinde Vandermonde matrisi olmak üzere8 ‚ 8

Y Z Ð ß BÑ œ Z ß ÐB  "8 8 8Y YŠ ‹Y
)

dir.

İspat

Z Ð ß BÑ Z Ð ß BÑ œ B  Ð4  "Ñ8 8
34

3"

Y Y matrisinin tanımından    olup,Š ‹ Š ‹Y

Š ‹ Š ‹"Œ 

"Œ  Š ‹

Š ‹a b

Y Z Ð ß BÑ œ B  Ð4  "Ñ
3  "

5  "

œ B  Ð4  "Ñ
3  "

5

œ Z ß ÐB  "

8 8
34

5œ"

3 5"

5œ!

3" 5

8
34

 . 

)

Y

Y

Y

Y

Y

Y

Y

bulunur. Böylece

Y Z Ð ß BÑ œ Z ß ÐB  "8 8 8. )Y YŠ ‹Y

elde edilir.
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Örnek

8 œ % olarak alırsak, o zaman

Y Z Ð ß BÑ œ

" ! ! !
" " ! !
" " " ! B ÐB  "Ñ ÐB  #Ñ ÐB  $Ñ
" # # "

" " " "
B B  " B  # B  $

B ÐB  "Ñ ÐB  #Ñ ÐB  $Ñ

œ

" " " "
ÐB  "Ñ ÐB

4 4 Y

Ô ×Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ ÙÖ Ù
Õ ØÕ Ø
Ô ×Ö ÙÖ ÙÖ Ù
Õ Ø

Y Y Y

Y Y Y

Y Y Y

Y

# # # #

$ $ $ $

 #Ñ ÐB  $Ñ ÐB  %Ñ

ÐB  "Ñ ÐB  #Ñ ÐB  $Ñ ÐB  %Ñ

ÐB  "Ñ ÐB  #Ñ ÐB  $Ñ ÐB  %Ñ

œ Z ß ÐB  "

Y Y Y

Y Y Y Y

Y Y Y YY

Y

# # # #

$ $ $ $

%‚%

%Š ‹Y )

elde ederiz.
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