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SIMGELER ve KISALTMALAR
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Kisaltmalar
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DD Diferansiyel Denklem

SN Sabit Nokta

Vi



1. GIRIS

Sabit Nokta Teorisi, Unli Banach Sabit Nokta Teoremi Banach (1922) ile 1922
yilindan bu yana birgok aragtirmacinin ¢alismalarini etkilemistir. Konu alaninda genis
bir literatlir birikimi olusmustur ve su anda da ¢ok aktif bir aragtirma alanidir. Sabit
nokta teoremleri matematiksel modellerin(integral ve kismi denklemler, varyasyonel
esitsizlikler, vb.) c¢oziimlerinin varligmmi ve tekligini kanitlamak i¢in ¢ok Onemli
araclardir. Bu teoride bazi Oonemli temel matematiksel yaklasimlar bulunmaktadir.
Herhangi bir T: X — X donilistimii i¢in varlik (bir veya daha fazla sayida sabit noktanin
varligl) Tx = x kosulunu saglayan x € X bulunmasi durumunda s6z konusudur. Banach
biiziilme prensibi de sabit noktanin varligini tespit eden en temel ve basit sonuglar
gosterir. Herhangi bir noktanin sabit nokta oldugunu gdstermek icin ona iterasyon

yontemi ile yaklagmak belli bir dogrulukla ger¢eklesmelidir(Samet vd., 2012).

Bu metod degiskenli esitsizlikler, optimizasyon, ve yaklasim teorisi gibi ¢esitli alanlara
da uygulanabilmektedirler. Ozellikle diferansiyeller ile ilgili sabit nokta teoremleri
konusunda da calisilmaktadir (6rn., Abbas vd. 2011; Abbas ve Jungck, 2008; Karapinar
vd, 2012; Salimi vd., 2012; Samet vd. 2012). Buzllme-tip kosullar1 sabit nokta

teorisinin, iyi bilindigi sekilde, olmazsa olmazlaridir.

1922 yilinda Banach (1922) tarafindan yayimlanan bu Onemli arastirma; Banach
teoremi olarak adlandirilan teorem ile biiziilme-tip doniigiimler i¢in ilk 6nemli sabit
nokta sonuclarini igermektedir. Ardindan 1968 yilinda Kannan (1968) yilinda yeni tip
bir tiir biizilme doniisimi iizerinde c¢alismistir. O zamandan beri, biiziilme
esitsizliklerinin ¢esitli tiplerinin doniisiimleri 1ile 1ilgili bircok sonug¢ ortaya
konmustur(Gnana  Bhaskar ve  Lakshmikantham, 2006; Branciari, 2002;
Lakshmikantham ve Ciric, 2009; Nieto ve Rodriguez-Lopez, 2005). Cok yakin zamanda
Samet vd. (2012) a- Y biiziilme doniisiimii adinda yeni bir kategoride buziilme-tip
dontlistimii tanitmistir. Bu ¢alismada Samet vd. (2012) literatiirdeki mevcut sabit nokta
sonuglarin1 Ozellikle de Banach Biiziilme prensibini genisletip genellestirmislerdir.
Salimi vd. (2013) ve Karapmar ve Samet (2012) a- ¥ bizilme-tip doniisiimiini
genellestirmis, calismalarinda bu genellestirilmis biizlilme sinifi i¢in farkli sabit nokta

teoremlerini ispatlamiglardir.



Diferansiyel denklemlerle ilgili ilk calismalar, 17. yilizyilin ikinci yarisinda Newton ve
Leibnitz ile baslamistir. Bernoulli kardesler, Euler, Clairaut, Lagrange, D’Alembert,
Charbit, Monge, Laplace, Chrystal, Cauchy, Jacobi, Ampere, Darboux, Picard, Fusch ve
Frobenius gibi matematikgiler teoriyi ileri seviyelere tasimistir. Diferansiyel
denklemlerin belli sartlar altinda ¢oéziimleri olup olmadiginin ispati, varlik teoremi
olarak adlandirilir ve ilk olarak Cauchy tarafindan c¢alistlmistir. Diferansiyel
denklemler; fonksiyonlar teorisi, diferansiyel geometri, mekanik, astronomi ve
fizikokimya ile yakindan ilgilidir. Bu denklemlerin ¢oziimleri farkli sekillerde
aranmistir. Analitik ¢oziimlere ulasilamadiginda, niimerik ¢oziimler kullanilmistir.
Diferansiyel denklemler, fiziksel olaylar ve matematiksel modelleme problemlerinde

yaygin olarak kullanilmaktadir(Giileg, 2014).

o= (L1)

Yukarida verilen diferansiyel denklem sisteminde Cauchy, sag tarafin (tg,xg)
noktasiin komsulugunda analitik olmasi1 durumunda, x(t,) = x, baslangi¢ kosulunu
saglayan tek bir ¢oziimiin var oldugunu kanitlamistir. Ayrica, bu ¢oziimiin t;,” mn
komsulugunda yakinsak bir kuvvet serisi olan x(t) = Y2, a;(t — t,)" seklinde ifade

edilebilecegini gostermistir(Duman, 2019).

Peano, Cauchy Probleminin ¢o6ziimiiniin varligiyla ilgili olan teoremi, yukaridaki
sistemin sag tarafindaki fonksiyonun (¢, x,) noktasinin komsulugunda siirekli olmasi
kosulunu kullanarak ispatlamistir. Lipschitz kosulunun uygulamalar1 ve ardindan
Picard’ in daha zayif kosullar altinda sonradan Picard-Lindel6f Varlik ve Teklik

Teoremi olarak bilinecek olan problemin ¢ézlimiiniin var oldugunu gostermistir :

Yo(®) = Xo, Yns1(®) = Xo + J, f(5,¥n(e)ds , m 20 (12)

Sonra da Arzela-Ascoli Teoremi yardimiyla Peano Teoremi'nin farkli bir ispatini

verilmistir(Duman, 2019).

stnirhdir ve pratik durumlarda ortaya ¢ikan daha karmasik ADD 'ler i¢in dogrudan
uygulanabilir olmayabilir. Bu arastirmada Banach Biiziilme Prensibi, Sabit Nokta
Teoremleri, Schauder Teoremi ve Picard Teoremi kullanilacaktir. S6z konusu teoremler,

adi diferansiyel denklemlere uygulanacaktir. Amag, farkli sabit nokta teoremlerinin,

2



ADD ¢oziimlerinin varligi ve tekligi teoremlerini baslangic veya sinir kosullarinda

uygulaniginin nasil oldugunu vurgulamaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Motivasyon

Bu boliimde, bu tezin tamaminda kullanilan Sabit Nokta Teorisi i¢in gerekli olan bazi
kavramlar ve bu arastirmadaki calismanin temelini olusturan Onemli tanimlar

listelenmektedir.

2.1.1. Metrik uzay

X' in bos olmayan bir kiime oldugunu varsayalim. O zaman:

d: X x X - R?

(x,y) » d(x,y)
d fonksiyonu asagidaki kosullari sagliyorsa, X izerinde bir metrik olarak kabul edilir:
Ddx,y)=0x=y
2)x,y €X =2d(x,y) =d(y,x)
3 x,y,z €X =>dx,y) <dx,z)+d(zy)
Oyleyse, (X,d) ikilisine de metrik uzay denir(Tas, 2017). X kiimesi gecerli nesnelerin
evrenini belirtir. Bunun n = |U| biyiikligiindeki sonlu bir alt kiimesi U, aranan
nesnelerin kiimesidir. U'ya sozliik, veritabani veya basit¢e nesneler veya dgeler kiimesi
denir. Burada d nesneler arasindaki "mesafenin" 6lgiistinii belirtir (yani mesafe ne kadar

kiigiikse nesneler o kadar yakin veya benzerdir). Uzaklik fonksiyonlar1 gosterildigi gibi

yukaridaki 6zelliklere sahiptir(Chavez vd., 2001).

2.1.2. Cauchy dizisi

(X, d) metrik uzaydaki bir dizi {x,} verilsin ve bu dizi eger asagidaki kosul sagliyorsa
bir Cauchy dizisi olarak adlandirilir(Tas, 2017).

Ve > 0igin Vn,m > Ne vardir Ki d(x,, X,,) < € olacak sekilde bir INe >

0 dogal sayisi var. (2.1)

(Ayrica; seklinde de gosterilebilir. vn,m — oo icin d(x,, x,) — 0 (2.2)
4



2.1.3. Normlu vektor uzayi

Tim vektor uzaylar1 reel olarak kabul edilsin. X bir vektdr uzayr olsun. ” . ” ile

tanimlanan doniistim

Il.ll: X —>R*

x| x|l

ile gosteriliyor ve asagidaki kosullar1 sagliyorsa bu doniisiime bir norm denir. Her

x,y € XveleRigin

e [[x|[=0

e |x||=0ex=0

o VAER VxeX: || Ax|=|21]] x|l
e Vx,yeX: [[x+yll<lixI[+llyll

elde edilir(Coleman, 2012). X normlu bir vektor uzay1 olsun, o zaman norm tarafindan

verilen uzaklik su sekilde ifade edilebilir:
d:XxX — R*

(xx,y)—dx,y)=llx—y I

Herhangi bir normlu vektdr uzayr bu metrik ile tam oluyorsa buna Banach uzay:

denir(Ankara, 2024a).

2.1.4. Disbiikeylik (Konvekslik)

Herhangi bir C kiimesinde bu kiimeden alinan herhangi iki noktay:r birlestiren dogru
parcasi kiimenin ig¢inde kaliyorsa yani, asagidaki verilen 6zelligi saglayan (C < X))

kiimesine digbiikey(konveks) kiime denir(Uysal, 2010).

Vte[0, 1], V(x, y) € C? tx+(1—-t)y€eC. (2.3)



2.1.5. Bizilme (Contraction)

(X,d) ile verilen bir metrik uzay ve T: X —» X doniisiimii verilsin. Bu doniisiimiin
Lipschitz doniisiimii olmasi igin "gerek ve yeter sart" her x,y € X icin K = 0igin

asagidaki kosulun saglanmasidir:
d(Tx,Ty) < Kd(x,y)
e K < 1oldugunda T ‘ye biiziilme doniisiimii denir.
e K <1iseT ‘ye genislemeyen doniisiim denir.
e Herx,y € Xigin
d(Tx,Ty) < d(x,y) (2.4)
oluyorsa T ¢ ye biiziilebilir doniisiim denir(Akyiiz, 2018).

2.1.6. Duzgln yakinsama

(X, d) bir metrik uzay, A, X'in bir alt kiimesi ve {x,}, X tizerinde tanimlanmis olan bir
dizi olsun. Bu durumda, eger {x,} dizisi A Uzerinde x’ e yakinsiyorsa, asagidaki gibi
ifade edilir(Akylz, 2018).

Ve > 0,3Ne,Vn € N icinn > Ne vardir 6yleki Vx € A = d(x,,x) < ¢ (2.5.1)

F herhangi bir kime ve (X,d) herhangi bir metrik uzay olsun. F’den X’e giden
fonksiyonlar kiimesini F(F, X) olarak gosterilsin. Her f,g € F(F,X) igin,
df,g) = sup{min{d(f(x),g(x)), 1}:x € F} (2.5.2)

ile (F(F,X),d) bir metrik uzay1 olur. Bu d metrigindeki bir (f,), dizisinin bir
f fonksiyonuna yakinsamasi olan ve asagidaki gibi gosterilen yakinsamaya diizgiin

yakinsama denir(Nesin, 2024).

Ve > 0,3Ne, Vn € N icinn > Ne vardir 6yle ki vVx € A = d(fn(x),f(x)) <¢e (25.3)



2.1.7. Essiireklilik ( Equicontinuity )

x € X noktasina essirekli bir nokta denir Her € > 0, en az bir § > 0 vardir ki
d(f n(x),f n(y)) <,forally € Bs (x),andforalln € N.

{x,}'nin, R'den | araligina tanimlanan bir fonksiyon dizisi oldugunu verilsin. Asagidaki

durumu saglayan {x,, } dizisinin esstirekli oldugunu sdylenir(Mangang, 2014):

Vx €,Ve > 0,38 >0,vyn € N,Vy € ligin |[x —y| <& = |f,(x) — fr(¥)] < £.(2.6.1)
2.1.8. Adi diferansiyel denklemler

Bilinmeyen bir fonksiyonun bagimsiz bir degiskene gore tiirevini/lerini igeren
denklemlere adi diferansiyel denklem denir(Ankara, 2024b).

I kiimesi R 'de bir agik kiime(aralik, yuvar) olarak verilsin. Bu kiime tizerinde tanimli

x = x(t) fonksiyonu igin
F(t,x,x',x",x"", ...,x(”)) =0 (2.6.2)

bir adi diferansiyel denklem belirtir. Bir bagimsiz ve bir bagimli degiskenden

olusuyorsa 1. mertebeden adi diferansiyel denklem adii alir ve asagidaki sekillerde

gosterilebilir:
x' = f(t,x)yada" = f(t,x)yada F(t,x,x') = 0 (2.6.3)
dx

Pl f(t,x) seklinde gosterim her iki tarafin integrali alindiginda bu denklemin

¢oziimiiniin bulunabilecegine dair ipucu verir. k keyfi bir sabit olmak tzere
x(t) = [f®)dt +k (2.6.4)

seklinde ¢oziim bulunur. x(ty) = x, baslangi¢ kosulunu saglayan bir sonu¢ bulmak
icin k =ty — x(t,) degeri yerine yazilir.Baslangi¢ kosullar1 verilmezse elde edilen
¢oziime genel ¢oziim olurken, verilen kosullara gore yapilan ¢oziim de 6zel(kismi)

¢cozim olur.

F(t) fonksiyonu ve i = 1,2, ..., n; a;(t) sifirdan farkl katsayilara sahip fonksiyonlari |

acik araliginda siirekli olmak iizere;



a,(Ox™ () + a1 (Ox@ V(@) + 4 ao(D)x(t) = F(b) (2.6.5)

denklemi n. mertebeden lineer degisken katsayili diferansiyel denklem olur. F(t) = 0

oldugunda homojenlik 6zelligini almis olur. Yani
a, (O)x™(t) + a1 (O™ () + -+ ag(H)x(t) =0 (2.6.6)

denklemi n. mertebeden lineer homojen degisken katsayili diferansiyel denklem olarak

adlandirilir(Tektag ve Akdogan, 2000).

X Banach uzay1 ve U € X,0 € = (a,b) ve K € C(I X U,X) — K vektor alan1 olmak

tzere

x(t) = K(t,x(t)) (2.6.7)
adi diferansiyel denklemi yine baslangi¢c deger kosulu ile verilebilir ve bu durumda
x(t) =x + | tl; f (S, x(s))ds seklinde verilen bir integral esitligi ile ¢oziim aranir

(UCSD, 2024).
2.1.9. Cauchy problemi

Bu problem, belirli bir baslangi¢ kosulunu saglayan bir ¢oziim arandiginda bir
diferansiyel denklem iceren bir problem olarak tanimlanir. Bu kosul, DD 'in dogasina

bagli olarak birkag farkl sekil alir.

I, R X R™ kiimesinin bir agik kiimesi ve f:U — R™ 'nin bir fonksiyon olarak kabul

edilsin.
Birinci dereceden diferansiyel denklem asagidaki sekilde verilir:
x'(t) = f(t,x) (2.7.1)

(t,x(t)) € Uiginve (ty, xo) € U noktasiigin karsilik gelen Cauchy probleminin

cozumlerix = x (t) degerlerinin aranmasidir.

(to,xo) € U ve t, € I baslangig¢ kosulu ile R agik araligi | icin Cauchy probleminin

¢6zUmi diferansiyellenebilir bir fonksiyondur, x: R — R ile burada:

e Herbirt € Iligin (t,x(t)) € U,



e Herbirt € Tiginx (t) = f(t,x(t)),
* x(t) = Xo

kosullar1 saglanmalidir. Asagidaki durumlarda bir x : Rt — R fonksiyonu Cauchy

probleminin bir ¢ozimadur:
e Fonksiyon sireklidirvevt € R*, (t,x(t)) € R* x R.

e Cauchy probleminin x ¢oziimiine problemin integrali denir ve asagidaki gibi

gosterilir (Duman , 2019):

vt € R, x(t) = x, + f;f(s,x(s))ds (2.7.2)

2.1.10. CO6zUmUnN varhg:

Adi diferansiyel denklem olarak x" = f(t,x) ve baslangi¢ deger kosulu olarak da

x(to) = b verilsin. f:U — R™ siirekli ve (to,b) € U sabitler olsun. Gézimiin x(t) =
b + ftt; f (S, x(s))ds integraline denk oldugu bilindigine gore, "yaklagik" ¢dziimler

dizisi olusturmak bir ¢6ziim olabilir. Bu dizideki yaklasimlar, bu dizinin veya bir alt

dizinin bir seye yaklastiginin gosterilmesi, yani limit tam bir ¢6ziim olabilir.

Yaklasik ¢oziimler olusturmanin bir yolu Picard iterasyonudur. Bunun igin, baslangi¢
degeri denklemdeki x yerine konulur, sag taraftan elde edilen degeri tekrar x yerine
yazilir ve bu sekilde devam edilir. Yani, x; (t) = b olarak baslar ve p > 1 igin

X,+1(t), x, cinsinden su sekilde yinelemeli olarak verilir:

t
X,01(0) = a + fto f (s, xp(s)) ds. (2.8)
(Cozlimiin varligin1 gostermek igin bazi tanim ve teoremler asagidaki gibi verilmistir.

Tamm 2.1.10.1:  f,:U - R™ fonksiyonlar dizisi, her t €U ve her p€N igin

| fp(t)| < H olacak sekilde bir H > 0 varsa, diizgiin olarak sinirlidir.

f,:U > R™ fonksiyonlar dizisi, her ¢ > 0 igin |f,(t;) — f,(t2)| <& oldugunda

|t; — t;| < o olacak sekilde bir o > 0varsa, dizgiin olarak essiirekli oldugu



bilinmektedir. Ayrica diizgiin yakimsaklik tanimi1 da benzer sekilde tanim olarak

verilmigtir.
Tanmmm 2.1.10.2: «a € R™ ve p > 0 olarak verilsin. {w € R™||w — a| < p} olarak

verilen kiimeye a merkezli, p yarigcaplh agik yuvar denir ve B(a, p) ile gosterilir.

Teorem 2.1.10.3(Arzela-Ascoli):  Diizgiin smrl ve diizgiin essiirekli olan f,: U —

R™ fonksiyonlar dizisinin, kompakt (kapali ve sinirli) kiimelerde diizgiin yakinsayan bir

alt dizisi vardir.

Teorem 2.1.10.4 (Uniform Yakinsama): Eger f,: U — R"™ slrekli fonksiyonlar dizisi

f:[a, b] = R™ fonksiyonuna duizgiin olarak yakinsiyorsa, o zaman

limyo [, f,(s)ds = [ f(s)ds (2.9)

esitligi saglanir.

Teorem 2.1.10.5 (Cauchy-Peano): f:[ty — a,ty + a] X B(a, p) fonksiyonunun

strekli ve ile H > 0 sinirli olsun. Bu durumda, adi diferansiyel denklemin bir ¢6ziim
icerir ve bu ¢ozumi [ ty — 9, to + 9] araliginda vardir. Burada, 9 = min {a, Ep} olarak
verilmistir(Grant , 2024).

Cozlimiin tekligine gegmeden sabit nokta teorisi konusundaki temel teoremler asagida

verilmistir.

2.2. Sabit Nokta Teoremi

Bu kisimda, sabit nokta teorisi hakkinda genel bir agiklama yapilarak topolojik, ayrik ve
metrik sabit nokta teorisi temelleri O6zetlenmistir. Daha sonra, metrik sabit nokta
teorisini tek degerli ve kiime degerli doniisiimler agisindan nasil gelistigi hakkinda bilgi

verilmistir.
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2.2.1. Metrik Uzayda sabit Nokta Teoremleri

2.2.1.1. Banach teoremi

(X, d) tam metrik uzay T: X — X bir biiziilme doniisiimii olsun. O halde f doniisiimii bir

sabit noktaya sahiptir. Teoremin ispat1 asagidaki sekilde verilebilir. (X, d) tam metrik

uzay icin T: X — X biizilme dontisiimii oldugunda
e T igcin tek bir SN yani x vardir.
e Her biriicin x, € X igin Tllll?o T™(xy) = x.
kosullarinin saglandigi gosterilince ispat biter.
Varlik igin x, € X ve (x,), dizisi verilsin.
d(Xp, Xn41) = d (T(Xp-1 ), T(xp ) < Kd (Xpq, %n)
dogal sayilar kullanilarak n sayisina kadar islem tekrarlanirsa
d(Xn, Xpr1) < K"d (%0, 1)
elde edilir. n=20g¢in
d(xg, %) < K°d(xy, %)
dogrudur. n igin ve n + 1 icin gosterilirse:
d(Xps1, Xne2) = A(T (), T (Xn11)) < Kd (O, Xp41)
d(Xn+1, Xn42) < K(K™d(x,%1))
d(Xns1) Xne2) < K™ d(x0, x1)
(x,,)ndizisinin Cauchy dizisi oldugunu gdsterelim.
Herp,q € N, Vq > pigin;
d(xp, xq) < d(2p, Xp11) + d(2p41,%g)

d(xp, %) < d(Xp, Xp11)d(Xps1, Xps2) + - d(xg-1,%4)

d(xp,x5) < KPd(xg,%1) + KP*1d(xg, 1) + -+ K97 d (¢, 1)

11
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d(-xp; xq) S d(XO,Xl)[Kp + Kp+1 + eee + Kq—l]

KP—-K1

KP
o S d(xo,xl)ﬁ <e. (2.12)

d(xp,xq) = d(xg, x1)

X tam oldugunda {x,, },,'nin bir Cauchy dizisi oldugu agiktir ve

lim(x, —x4) = 0.

n—-oo

SN x = lim(x,,) biciminde vardir. O halde verilen dizi T déniisimii ile asagidaki
n—-oo

Ozellikleri sagliyor olarak kabul edilsin. Yani
Xn+1 = TXp

limx,,, = limTx, = x = limx, (2.13)
n—-oo n—-oo

now
verilsin. x = Tllii?o(x") olur, ¢tinkl T sdreklidir. Bu durumda; x = Tx olur. Bu durumda
da x, T 'nin bir SN 'si olarak kabul edilir.

SN 'nin tekligi: x4, x, iki sabit nokta olsun, burada x; # x, verilsin.

Eger x,bir SN ise, 0 zaman x; = Tx;.

Egerx, bir SN ise, 0 zaman x, = Tx,. Bu durum iki noktanin esit olmamasiyla ilgilidir

celiskilidir.

Banach Teoremi(ayn: zamanda Banach-Caccippoli olarak da bilinir) igin verilen ispat,
verilen biiziilme doniisiimii i¢in bu donilisiimiin tek sabit noktasinin nasil bulunacagini
gosterir. Bu yontemde herhangi bir x, € X baslangi¢ noktasi segilir ve n € N igin x,, =
T( x,-1) seklinde bir iterasyon dizisi tanimlanir. lim,,_,,, x, = x oluyorsa T(x) = x

olur.

Edelstein, 1962 yilinda tam metrik uzaylar i¢in biiziilme kosulunu K = 1 i¢in saglayan
biiziilme doniisiimlerini tanimlamigtir. 1962 yilinda Rakotch, monoton azalan ve [0, 1)
araliginda deger alan fonksiyonlar yardimiyla sabit noktanin varligini ve tekligini

ispatlamistir. 1968 yilinda Kannan, Banach biiziilme ilkesinin disina ¢ikarak

d(T(x), T(y) = K[d(x,T(x)),dy,T»))] (2.14)
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kosulunu saglayan doniistimlerin siirekli olmasinin gerekmedigini ispatlamigtir. Burada

0<KC< % olarak alinmistir.

1969 yilinda, yari-siirekli fonksiyon ve 6zel tanimli biiziilme kavrami1 Boyd ve Wong
tarafindan tanitilmig ve bunun Rakotch teoreminin bir genellemesi oldugunu
ispatlanmistir. Meir ve Keeler, Banach ve Edelstein teoremlerini genelleyerek Meir-
Keeler -biiziilme doniisiimiinii tanimlamislardir. 1972 yilinda Chatterjee, Kannan sabit
nokta teoremini degistirerek, yeni ve genel kosulu saglayan teoremi ispatlamistir.
Zamirescu, Banach, Kannan ve Chatterjee teoremlerini birlestirirken, Ciri¢ ve ardindan
Reich, Hardy-Rogers, vd. Biiziilme kosullarinda degisiklikler yaparak yeni tipte
biiziilmeler bulmaya ve yeni sabit nokta teoremleri ortaya atip ispatlamaya devam

etmistir(Cit, 2021).

Rhoades ve Meszaros tarafindan yazilan makalelerin ardindan Branciari 2002 yilinda
(X, d) metrik uzay: iizerinde integral kosulu ile verilen bir biiziilme doniistimii i¢in
sabit noktalarin varligin1 Boyd ve Wong' un kullandiklar1 yonteme benzer bir yaklagim

ile ispatlamustir.

fod(Ta,Tb)f(t)dt < Kfod(a;b) f(t)dt (215)

(X, d) tam metrik uzayinda K € (0,1), T: X — X fonksiyonu ve her a,b € X igin f eger
[0,00) (Uzerinde tanimli ve bu araligin tiim kompakt alt kiimeleri {izerinde Lebesgue
anlaminda integrallenebilir, negatif olmayan ve her 7 > 0 igin [ OT f(t)dt > 0 oluyorsa

T doniistimiiniin bir sabit noktas1 vardir.

(X, <) kismen sirali bir kiime olsun ve L: X X X — X bir fonksiyon olsun. L 'nin
L(a, b), a icin monoton artan ve b i¢cin monoton azalan bir oluyorsa, yani a,b € X her

icin
1l.a4,a, € Xigina; < a,ikenL(ay,b) < L(ay, b)

2. by, b, € X icin by < b, iken L(a, by) = L(a, by)
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oluyorsa karigik monoton 6zelligine sahip oldugunu sdylenir. Bu 6zellik yardimiyla,
L(a,b)=a ve L(b,a)=b esitliklerini saglayan a,b € X X X elemanina, L 'nin eslenik
sabit noktas1 denir. Bu 6zellikler yardimiyla Gnana Bhaskar ve Lakshmikantham (2006)

sabit nokta teoremini su sekilde vermistir:

(X, d) tam metrik uzay ve L: X X X — X siirekli bir fonksiyon olsun. Eger her
(a,b),(c,m) € X x Xicin

a((a,b), (¢, m))d(L(a, b), L(c,m)) < 5(d(a, b)+d(c,m))

verilsin. Her (a, b), (c,m) € X x Xi¢in a((a, b), (c,m)) = 1 oldugunda
a(L(a, b),L(b, a)), (L(c,m),L(m,c)) = 1olur. ay, by € X igin
a((ao, bo), L(ag, bo), L(by, ao)) >1ve a(L(bo. ao), L(ag, bo), (ao, bo)) = 1 vardir. L

stireklidir. Tiim bu kosullar saglandiginda L bir eslenik sabit noktaya sahiptir.

Lakshmikantham ve Ciri¢(2009), 2009 yilinda yukaridaki teoremin kosullarina yeni bir
¢ fonksiyonu ve dizilerin azalmayan ve artmayan olma durumlarini da eklemislerdir.
Nieto ve Rodriguez-Lopez(2005) kismi sirali kiime iizerinde diziler yardimiyla sabit

noktanin varligini incelemislerdir.

2.2.1.2. Picard-lindel6f teoremi

filto—a,ty+ a]l X B(a,p) — R™ fonksiyonunun sirekli ve ile H > 0 sinirli olsun.

Her t € [tyg — a,ty + a] icin  f(t,*) Lipschitz sabiti ile Lipschitz strekli olsun.
Obhalde ¥ = min {a, 5} alindiginda verilen adi diferansiyel denklem igin [ £ty — a, ty +

«] araliginda tekil bir ¢6ziim vardir(Grant , 2024).

Teoremin ispatina gegmeden Once bazi 6nemli ifadelerden bahsedilmelidir.

Herhangi bir t € [ tg — a, tg + a] icin, f(t,*) fonksiyonu B(a, p) Uzerinde Lipschitz

kosulunu sagliyorsa bu araliktan alinan herhangi iki eleman x ve y olmak Uzere,

[ f&x) = f&y) | = Llx = y]| (2.16)

kosulunu saglayacak sekilde noktalardan bagimsiz bir L pozitif sayisinin vardir.
14



Burada hert € [ tg — a,ty + a] ve x € B(a, p) icin H = sup{||f (¢, x)||} < o olur.

Eger [ty —a,typ+ a]l X B(a,p) arahiginda f ‘nin x ‘e gore kismi tiirevi varsa

yukaridaki  Lipschitz  kosulu  gergeklenir. f:[ty — a,ty + a] X B(a,p) — R"

fonksiyonu sirekli ve x: [ tg — a, tg + a] = R™

Fonksiyonunun baglangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimii olabilmesi igin
t
x(t) = x, + ftof(u,x(u))du (2.17)

denkleminin de bir ¢6ziimii olmasidir.
Eger

x'(t) = f(tx(t))
x(t) = X

denklem sisteminin ¢6ziimii fonksiyon dizileri yardimiyla araniyorsa

x(ty) = x

ilk verilen yaklagim ¢6ziimii olmak iizere
t
x,(£) = xo + [, f(u, xp-1(w))du (2.18)

seklinde aranir.

f surekli ve 9 = min {a,ﬁ} olsun. Ohalde BDP’ nin B(a,p) Uzerinde bir ¢6zimi
vardir. f slrekli ve Lipschitz kosulunu sagliyorsa |[ty— a,tg+ a] Uzerinde

min {i, a, ;p} sayisindan daha kiiciik pozitif bir say1 i¢in tek bir ¢6ziim vardir. Hatta

benzer durum 9 icin de gegcerlidir.

f fonksiyonu yukarida verilen tanim kiimesi iizerinde siirekli oldugundan ayn1 zamanda
diizgiin sureklidir. Yani, bir € > 0 icin u(e) > 0 sayist vardir oyle ki |t — t1] < u(e) ve
llx — x1|| < u(e) kosulunu saglayan noktalar igin ||f(t,x) — f(t1,x1)|| < & saglanir.
min {i,a,ﬁ} >v>0 ve X={x[to—aty+al->B(ap)} ile strekli
fonksiyonlar kiimesi segilsin.

t
Tx(t) = x4 + ftof(u,x(u))du (2.19)
15



donilisiimii altinda t ‘yi igeren araligin goriintiisiiniin x ‘i igeren araligin alt

kiimesi oldugu soyle gosterilebilir. [ ty — @, ty + a] araligindan segilen bir t igin

IO = ol = || | £ x0)du

< [ I1f (u x|

t

< f sup {||f (w x@)|}

to
< sup {||f (w x@)|[}It — tol
< H|t — t,] SHVSH£=p

oldugundan istenen saglanmis olur. Ayrica verilen fonksiyon siirekli oldugundan

T (x)(t) de verilen degerler i¢in siireklidir.

IT@@® - T = j £ (%)) du — j £ (1w y(w)du
to to

t

= ||| (rGex) - £ y)) du

to

t

j Llx(w) — y(u)|du

to

AN

t
<L f sup [1x(6) — y(©)lldu

to
< L|t — tolsup [lx(6) —y (@Ol

< Lvsup ||x(t) — y(®)||
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1
< 5sup llx(®) =y @l

sonucu yine her t € [ty — a,to + a] i¢in elde edilir. SNT yardimiyla ¢6ziimiin

varlig1 ve tekligi boylece ispatlanmis olur.
f surekli ve 9 = min {a,ﬁ} olsun.t € [ty — a, ty + a] icin
Xo = Xo(t)
%, () = %o + f, f(w %0 (W) du (2.20)

Fonksiyonu

t
1 (6) = xoll = || [ £ (%0 ))

t
< f”f(u, Xo (u))”du

p
<H|t—-t)| <H—=
| ol H p

sureklidir.
X, () = xo + ftz £, %, (w))du (2.21)

olarak almirsa yine verilen tamim arahiginda siirekli bir fonksiyon elde edilir. Islem

benzer sekilde tekrarlanarak
t
X (6) = %o + J, f(w xp_1(w)du (2.21)

n € N igin fonksiyon streklidir. (x, (t)), ile verilen fonksiyon dizisinin verilen

kapal1 aralikta siirekli oldugu agiktir.

”xn+1(t) - xn(t)” = f (f(u' xn(u)) - f(u' xn—l(u))) du
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<3 [0 0) = £ 1))

t
<1 f 1 (6) = 21 (©)
to

n € N icin |[x,41(t) — x, (D] < pmt;%l)n Ifadesi dogrudur.

n €N igin |x,|| = |lxo + (x1 — x¢) + (x3 —x1) + -+ (%, — x,_1)|| dizisinin
diizgiin yakinsadigr ve Z,"{;O% = el® ifadesinden agiktir. Yani, n € N igin
I, (t) — x(O)I| < € olur.

|7t x,(8) — Tt ()] < Lllxa(8) — (O] (2.22)
saglandigindan ve n € N i¢in diizgiin yakinsaklik yardimiyla ||x,(t) — x(t)|| S%
oldugundan

IT(t,x, () - Tt x(0)|| < & (2.23)

elde edilir. Dolayisiyla fonksiyon dizisi de diizgiin yakimsaktir. x,(t) = x, +
ft Z f(w x(w))du oldugundan T (t, x(t)) = x'(t) elde edilir. Varhg: gésterilen bu

ifadenin tekligi de kolayca ispatlanir(Duman, 2019).

3. KURAMSAL TEMELLER

3.1. Bir Topolojik Uzayda Sabit Nokta Teoremi

Bu kisimda topolojide yaygin olarak kullanilan Brouwer SN Teoreminden

bahsedilecektir.
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3.1.1. Brouwer sabit nokta teoremi

Brouwer teoremi Nash dengelerinin varligin1 géstermek basta olmak iizere, oyun teorisi,
diferansiyel denklemler, diferansiyel geometri, cebirsel topoloji gibi asagidaki alanlarda

uygulamaya sahiptir.
1911 yilinda, sonlu boyutta simpleksler i¢in verilen Brouwer SNT, Banach uzaylarina

1930 yilinda Schauder SNT adiyla genellestirildi. Ilerleyen yillarda ise topolojik vektdr

uzaylar1 da dahil olmak iizere birgok kompakt ve konveks kiime i¢in ifade edildi.

e R™uzayinda kapali konveks bir kiime X alinirsa, T: X — R™ fonksiyonu surekli ve
T(X) € X oluyorsa T doniisiimiiniin burada bir sabit noktasi vardir.

e R uzayinda kapali bir aralik [0,1] alinirsa, T: [0,1] = [0,1] fonksiyonu stirekli ve
T(X) < X oluyorsa T doniistimiiniin burada bir sabit noktasi vardir.

e B={(xy):l(x,y)|l <1} < R? olmak lizere T:B — B doniisiimiiniin yine B
kiimesinde bir sabit noktas1 vardir.

e B"={x:||x]| <1} €S R"icinT: B™ —» X S R" siirekli doniistimii i¢in B™ kiimesinde

bir sabit noktas1 vardir(Durak, 2021).

B™ = {x:||x|]| < 1} € R™i¢in E € B™ verildiginde R: B™ — E siirekli doniisiimii var ve

her x € E: R(x) = x oluyorsa R doniisiimiine geri ¢ekme(retraction) denir.

S 1 = {x:||x|| = 1} € R™ kiimesi B™ de geri ¢ekme olmaz. Bu ifadenin ispati cebirsel
topoloji yardimiyla kolayca verilebilir. B™ Uzerinde verilen Brouwer SNT ispati
asagidaki gibidir: €2, B™ den S™1* e taniml1 geri ¢ekme fonksiyonlarinin bir sinifi

olsun. f: B™ - B™, C? smifindan olan geri ¢gekme doniisiimleri T (x) tanim yardimiyla

llxll* = ¢x, £ () = VIxlI? = €, FOON2 + (1 = lIx[D)lx = F()II2
llx = FCOII?

T(x) =

R(x) =T(x)f(x) + (1 =T(x))x
seklinde verilir. Oysa bu S™"™1 = {x:||x|| = 1} € R™ kiimesi B™ de geri ¢ekme olmaz,
ifadesine aykinidir. R(x), S™ 1 ile (f(x),x)’ in kesisim noktasindadir. f:B™ — B"

surekli olsun. f;: B™ —» B™ dizisi yine C? siifindan almsin. Bu fonksiyon dizisi f
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fonksiyonuna diizgiin yakinsak olur. x;, f; fonksiyonlarinin sabit noktalarin1 géstermek

Uzere her biri x € B™ noktasina yakinsak bir alt diziye sahiptir.

If ) = xll < M1fCe) = FCeDll + 1 (i) = fiCed Il + llx; — x| 3.1)
i = oo iken f(x) = x olur(Pata, 2019).

3.1.2 Schauder-tychonoff teoremi

Oncelikle bu teoremin ispatinda yararlanilacak bilgiler sirasiyla verilecektir.

e Sonlu boyutlu bir X reel Banach uzayi ve D € X araliksiz kompakt konveks alt
kiimesi verilsin. Bu durumda her f: D — D sirekli fonksiyonu bir sabit noktaya
sahiptir.

Burada X, baz1 n € N icin R™’e homeomorfik oldugundan genel olarak X = R™ ve

D < B™ aliir. x € B™ igin {x — D} kiimesinin minimum normu alindiginda I(x) € D

bu normun tekil noktasi olur. Her x € D igin [(x) = x oldugu agiktir. [ strekli bir

dontisiim oldugundan n — oo igin

llx = 1Ol < llx = L)l < Hlx = x|l +inf jpnll — dll = [lx = LI

x, = xile elde edilir. Bu dizi yardimiyla elde edilen x — I(x;,) minimum dizisi ve

[(x,) = l(x) yakinsakligi tanimlanir. g(x) = f(I(x)) tanimlanirsa g surekli olur. Her

x € Dicin Brouwer Teoreminden g(x) = x = f(x) oldugu agiktir. Boylece ispat

tamamlanir. Verilen teoremin direkt iki uygulamasi Frobenius ve cebirin temel

teoreminde gorulebilir.

e V,,V,, ..., V,, kimeleri bir X lokal kompakt Hausdorff uzayinin agik alt kiimeleri,

Kk € X kompaktvexk cV, UV, U ..UV, olsun.Herx ekveid=12,..,n
icin 8, c C(X),0 < 6, <1 olmak uzere

0:(x) +0,(x)++6,(x)=1

olur. 64,0, ...,0,, doniisimleri {V,,V,,...,V,} a¢ik ortiisii ile x i¢in birim pargalanisi

olur.

Bu ifade Urysohn lemmasiin direkt bir sonucudur. ¥ € X kompakt kiimesi i¢in birim

parcalanigt X yerel kompakt degilken aranabilir. Teoremin ifadesi asagidaki sekildedir.

X yerel kompakt uzay, k c X bostan farkli ve konveks, k, € k kompakt olsun. Surekli

f: Kk = Ky doniisiimii ile f(x) = x olacak bigimde x € k, vardir.
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Ispat: X iizerindeki yar1 normlarin ailesi tarafindan iiretilen yerel taban £ olsun. Uef ve
X1, X3, e, Xy € Ko kompakt  kiimesi icin ko c Uj_;(x2 +0)  yazlu.
01,05, ..., 0,€ C(xy) doniisiimleri {x; + U} ac¢ik ortiisii ile k, igin birim parcalanisi olur.
Her x € x icin Y5_,0,(f(x)xy = fy(x) yazilirsa buradan da fi5(k) C Ky =
co({xy, x5, ..., Xp}) C K Ve xy € Ky varh@indan fi5(x) = x5 bulunur. 8, (f (xy)) =0
ve (x3 = f(xy)) € U icin

xy = f (xw) = folxs) = f(xp) = Li=101(f () (xa — f(xw)) € O

elde edilir. ky kompakt oldugundan

Naceplf (x5)): U € B, U € M} € Ky

kiimesi bir x* elemana sahiptir. Parcalanisa P denirse o € P ve &€ > 0 igin
V={xeX:io(x)<e}€eP

secilsin. f, x tizerinde siirekli ve M < V ise her x — x* € 2M, x € K igin
fe)—fx*) ev

olur. Eger U € B, U ¢ M de oluyorsa

xF—f(x)eMmcV

‘dir. Verilen bu ifadeler yardimiyla

xg—x¥=x5—flxg) + flxy) —x¥* € U+ McM+M=2M

ve buradan

flw) +f(x*) eV

elde edilir.

e(x® — f(x™) < o(x™ = f(xw)) + o(f (xy) — f(x™)) < 2¢

o Ve ¢ icin herhangi bir secim yapilabileceginden, her g icin o(x* — f(x*)) = 0 olur ve
buradan da x* = f(x*) bulunur. Béylece ispat tamamlanmus olur(Pata, 2019).

3.1.3 Leray-schauder prensibi

X 'in Banach uzayi olarak kabul edildigini ve K < X'in digbiikey ve kapali altkiime
(U € K) K'de bir agik sinirli kiime ve Q, € U'm sabit bir eleman oldugunu varsayalim,
T:U - K operatdriiniin siirekli, tam oldugunu ve sinir kosulunu sagladigini varsayalim:
Q # (1—-2A)Qy +AT(Q), Q edu, 1e(0,1) (3.2)
O zaman T en az U'da 1 SN 'yi kabul eder(Pata, 2019).
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4, MATERYAL ve YONTEM

a — P bizilme-tip doniisiimler, Samet ve digerleri tarafindan tanitilan yeni bir
kategoridir.( Samet vd., 2012). Samet ve vd, Banach bizilme prensibini igeren
literatiirde bulunan sabit nokta sonuglarini genellestirdi ve genisletti. Salimi vd. (2013)
ve Karapinar ve Samet(2012), a« — buzllme-tip doniisiimleri genellestirerek ve bu
genellestirilmis bliziilme doniisiimleri siifi igin ¢esitli sabit nokta teoremleri elde
ettiler. Bir¢ok c¢alisma artan olmayan bir doniisiim i¢in a — i buzllme-tip doniisiim
tizerinde durmustur: her t € (0,400)icin Y:[0,+00) — [0,4+00) donlsiimii
Yo Y (t) < oo olur. Burada, );2,y™(t) serisinin yakinsakhigmi ve i igin
azalmayan kosulu kisitlayicidir ve bdyle bir doniisiimiin hemen hemen her yerde
diferansiyellenebilir oldugu asikardir ve ,;2,y" (t) serisinin yakinsakligi ve
azalmayan olma kosulu ¥: [0, +00) — [0,+00) doniisiim ailesinin 6nemini vurgular.
Bu kisimda, Farajzadeh vd. (2014) tarafindan ortaya konan sonuglara deginilecektir.
Calismalarinda sirasiyla, [0, +00) zerinde verilen yeni donlsiim ailesini tanitilmis ve
tam metrik uzaylardaki donilisimler i¢in sabit nokta teoremleri bu yeni ailenin
ozellikleri yardimiyla ispatlar verimistir . Elde edilen sonuglar, kismen sirali tam metrik
uzaylarda sabit nokta teoremlerine uygulanmis ve adi diferansiyel denklemlere olan

uygulamalar1 da verilmistir.

Lemma 4.1 :(Samet vd., 2012). y: [0, +o0) — [0, 4+00) verilsin. Eger ¢ artan degilse,
0 zaman her t € (0, +o0) icin, lim,_,, Y™ (t) = 0ise Y(t) < tolur.

Not 4.2: ¢: [0, 4+) — [0, +00) azalmayan igin Y (t) < t ise, her t € (0,+o0) igin
P(0) = 0 oldugu kolayca goriliir.

Tamm 4.3: (Samet vd., 2012). T: X — X ve a: X X X — [0, 4+00) verilsin. Eger, her
x,y € X i¢in, a(x,y) = 1 oldugunda a(Tx,Ty) = 1 olursa T'ye a —gegisli denir.
Samet vd.(2012), a — ¥ —bizllme-tip donilisiim su sekilde vermistir: Y € ¥; ve

Y, ={ | ¥:[0,+00)=> [0, +0) artan olup Yo, Y™ (t) < o0, Vt € (0,+ 00)}.

kosulu saglanmalidir.
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Tamim 4.4:(Samet vd., 2012). (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun.
Egera: X X X — [0,+00) ve i: [0,+00) — [0, +00) olmak Uzere, p € ¥; ve her
x,y € Xicin

a(x,y)d(Tx, Ty) < P(d(x,y)) (4.1)

kosulu saglayan a ve ¥ fonksiyonlari mevcutsa T'ye bir a — 1y —biiziilme doniisiimii
denir.Bu ¢aligmada, yazarlar, tam metrik uzaylarda a-gecisliligi saglayan dontisiimler

i¢in sabit nokta teoremlerinin varligini saglamislardir.
Sonra, Salimi ve digerleri (Salimi vd., 2013), a-uygunlugun kavramini degistirdiler.

Tammm 4.5: (Salimi vd., 2013). T:X - X ve a,n: X XX — [0,+00) verilsin. Her
x,y € X icin, a(x,y) = n(x,y) ise a(Tx,Ty) = n(Tx,Ty) oldugunda T'nin n'ye

gore @ —uygun oldugunu soylenir.
Not 4.6: Eger her x,y € X icin, n(x,y) = 1 olursa, Tanim 5, Tanim 3'e indirgenir.

Salimi ve digerleri(Salimi vd., 2013), i € ¥, icin genellestirilmis a — 1 —buzilme-
tip doniisiimlerin sabit nokta teoremlerinin varligin1 ispatlamiglardir. Ayrica, Y
azalmayan ve siirekli bir doniisim ve Y (0) = 0 oldugunda, genellestirilmis a —

Y —bizulme-tip doniisiimlerin sabit nokta teoremlerini de saglarlar.

Bu ¢aligmada, [0,4o0) Uzerinde 1 i¢in azalmayan kosulu olmadan ve tam metrik
uzaylarda a — i —buzllme-tip doniisiimler i¢in sabit nokta teoremlerini bu yeni aile
ozellikleri kullanarak kanitlanmistir. Sonuglar kismen sirali tam metrik uzaylarda sabit
nokta sonuglarini elde etmek ve dogrusal olmayan diferansiyel denklemlere uygulama

vermek i¢in kullanilmistir.

Simdi yeni bir doniisiim ailesi olarak ¥, verilsin ve ¥ € ¥, icin a — 1 —bizllme-tip

doniisiimler i¢in sabit nokta sonuglarina bakalim.

¥,'yi, P : [0,400) = [0,400) olacak sekilde tanimlanan doniisiimlerin ailesi olarak

gosterilsin, bu durumda
(i) Y sagdan st yari siirekli bir doniisiimdiir;
(i) Her t € (0,4+o0) iginyY(t) < tolur;

(iii) Y (0) = 0 d.
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Not 4.7: Lemma 1'e gore, her y icin ¥;, her t € (0,+o) icin ¥ (t) < t'a sahiptir ve
Not iki' den, ¥ (0) = 0 elde edilir.

Not 4.8: Her azalmayan donilisim neredeyse her yerde diferansiyellenebilir oldugu

diistiniiliirse, azalmayan olma kosulu siireklilige yakin ve kisitlayicidir.

Ornek 4.9: f(x) = |x] fonksiyonu, sagdan iist yar1 siirekli ve azalmayan ancak siirekli

olmayan bir fonksiyondur.
Ornek 4.10: ¢ : [0,+o) — [0, +); tanimlansin ve su sekilde olsun:
t=0iciny()=1t>0iciny(t)=0 (4.2)

Y'nin sagdan st yar1 stirekli oldugu ve her t € (0, 400) i¢in Y(t) < t oldugu goriiliir.

Ayrica, Y azalmayandir.

Ornek 4.11: ¢ : [0,4+%) > [0,+00) donisimi t € Niciny(t) = 1/,; diger
durumlarda ¥(t) = 0 olarak tanimlansin. O halde, Y sagdan ist yari siirekli, her

t € (0,40)iciny(t) < tvey(0) = 0'dir. Ayrica, azalmayandir.

Simdi Y € ¥, igin a —uygun doniisiimlerin sabit nokta teoreminin varlig1 asagida

kanitlartyla beraber verilmistir.

Teorem 4.12: (X, d) bir tam metrik uzay olsun ve y € ¥, verilsin. Eger T: X - X

asagidaki kosullar1 saglayan bir doniigiim ise:

e T n'ye gore a —uygun;

o x,y € Xvea(x,y)= n(x,y)ise, d(Tx,Ty) < tlJ(d(x,y));

e x, € Xicin, a(xy, Txy) = n(xq, Txy);

e T surekliyada{x,} X'de ne N icin her a(x,, x,4+1) = 1n(xp, Xn41) kosulunu
saglayan bir dizi ise ven — oo iginx,, — x € X olarak, ve her n€ N icin

a(xp,x) = n(x,, x) elde edilir. O zaman, T'nin bir sabit noktas1 vardir.

Ispat. x, € X oldugundan, x; = Tx, olan bir x; bulunur. Bundan dolay1, X'de c

dizisi su sekilde olusturabilir: x,,; = Tx,, Vn €N

Eger bazi n € N igin x,,,1 =x,, ise, T'nin bir sabit noktas1 vardir.
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O halde x, # x,4; oldugu varsayilirsa, her n € N igin. a(xg,x;) = a(xg,Txg) =

n(xy, Txy) ve T, ' ye gére a —uygun oldugu i¢in,
a(xy,x2) = a(Txo, Txy) = N(Txo,Tx1) = 1(x1,X2). (4.3)

elde edilir. Yukaridaki siirec devam ettirilerek, Vn € Nicin  a(x,, xp41) =

N(Xp Xne1) €lde edilir. (ii) kullanilarak, her n € N igin,

d(xp, Xp41) = d(Txp_q,Txy) < lp(d(xn—lr xn)) (4.4)

elde edilir. Buradan her t € (0,+o0) i¢in ¥ (t) < t oldugundan hern € N igin,

A Xpe1) < PA -1, %)) < d(Xp-1, %) (4.5)
olur. {d(x,, x,+1)} artmayan bir dizidir. O halde 6yle bir ¢ > 0 vardir ki;

limp_eo d(Xp, Xp41) = € (4.6)
¢ =0 oldugu sonucuna varmak igin ¢ > 0 segilirse; 1 sagdan st yar1 siirekli
oldugundan (9) kullanilarak;

¢ = lim, eosup d(xy, Xp1) < limyosup P (d(x,—1, %)) <¥(c) < c,

olur ki bu da ¢eligkidir. Bu ytizden

lim,,_, 0 d (X, Xp4+1) = 0 oldugu bulunur. Her k € N icin bir n;, € N vardir ki,

d(xnkr xnk+1) S Zik

saglanir. Buradan Z,‘f:ld(xnk,xnkﬂ) < oo elde edilir. {x,, } bir Cauchy dizisidir ve

baz1 x € X i¢in yakinsaktir. T’ nin stirekliliginden;

im0 X, 41 = liMy o TXp, 11 = Tx 4.7)
elde edilir. Yani T x sabit noktasina sahiptir. Diger yandan, her k € N igin

(X Xnyer1) 2 (X Xpyt1)

ve {xy, } dizisinin x" e yakinsak olmasindan, her k € N igin

a(xp,,x) = 1n(xp,,x)
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olur. (ii)’ yi kullanarak her k € N igin

d(Tx,x) < d((Tx,Txp, ) + d(Txy, ,x) < l/)(d(xnk,x)) + d (Xp,41,%)
bulunur. ¥ sagdan iist yari siirekli oldugundan,
limy,-, osup Y(d (%, x)) <P(0) =0 (4.8)

bulunur. k — oo olarak limit amnirsa, bu d(Tx,x) = 0 ve buda Tx = x'yi saglanmis

olur.

Teorem 4.13: Teorem 12'nin tiim hipotezlerinin saglandigini1 varsayalim. Her x,y € X
icin, a(x,z) = n(x,z) ve a(y,z) = n(y,z) olan bir z € X oldugunu varsayalim. O

zaman, T'nin essiz bir sabit noktas1 vardir.

Sonu¢ 4.14: (X,d) tam bir metrik uzay ve Y € ¥, olsun. T : X — X, asagidaki

kosullar1 saglayan bir & — Y —buzllme dontisiimiiyse asagidaki kosullar1 saglar:
(i) T, @ —uygun;
(if) xo € X olmak Uzere, a(xq, Txy) = 1 olsun;

(iii) T surekli veya X'de x,, = x oldugunda, n — oo igin a(x,,x) = 1ve a(x,, x) =

1 olacak sekilde bir dizi {x,} varsa, a(x,,x) = 1Vn € N;

(iv)Vx,y € X igin, a(x,z) = 1vea(y,z) = 1olanbirz € X bulunmaktadir.

O zaman, T'nin essiz bir sabit noktasi vardir.

Bhaskar ve Lakshmikantham, eslenmis sabit noktalarin tanimini verdiler.

Tanim 4.15: F: X X X — X donilisiimi verilsin. Eger (x,y) € X X X,
Flx,y)=x, Fly,x)=y (4.9)
oluyorsa F'nin eslenmis bir sabit noktasidir denir.

Not 4.16: F: X X X — X verilen bir doniisiim olsun. 7: X X X — X X X doniisiimii
verilsin.

T(x,y) =(F(x,y),F(y,x)) V(x,y) € X X X. (4.10)

Bu nedenle, (x, y) F'in eslenmis sabit noktasi ise, (x, y) T'nin sabit noktasidir.
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S'te goriilen benzer kaniti kullanarak, i € ¥, varsayarak eslenmis sabit nokta

sonuglarimni elde ederiz.

Teorem 4.17: (X,d) tam bir metrik uzay ve F : X x X — X verilen bir doniisiim
olsun. Y € ¥, ve a:X? x X? - [0,+) bir fonksiyon var oldugunu varsayalim,

Oyle ki her (x,y), (u,v) € X igin

a((,y), w1)d(F(x,y), Fwv) < s9(d@xw) +d(,v)) (4.12)
Ayrica,

(i) V(x,¥), (,v) € X x X igin a((x,y), (w,v)) = 1ise

a((F(xy), F(y, %)), (F(w,v), F(v,u))) = 1;

(i) X x Xde (%,Tx); (%Y%) € X xX var olduunu ve
a((xo, Y0 ), (F (%0, %0 ), F(¥0, %0))) = 1,a((F(¥o,X0), F(x0,¥0)), Vo, %0)) = 1;
(iii) F siirekli.

O zaman, F'nin bir eslenmis sabit noktas1 vardir.

Teorem 4.18: (X,d) tam bir metrik uzay ve F: X X X — X verilen bir donilisim
olsun. Y € ¥, ve a:X? x X? — [0,+) bir fonksiyon var olduunu varsayalim,

oyle ki her (x,y), (u,v) € X igin

a((x, v), (u, v))d(F(x, v), F(u, v)) < %tlJ(d(x, u) +d(y,v)) (4.12)
MO V(,y),(uv) e X xXicina((x,y),(u,v)) = 1ise
a((F(x,y), F(y,x), F(w,v),F(v,u))) = 1

(ii) X X X'de (x0, Txp); (X0, Y0) € X X X var oldugunda
a((x0, Y0 ), (F(x0,Y0 ), F(¥0,%0))) = 1, a((F(¥0,x0), F(X0,¥0)) Vo, X)) = 1

(iii) Eger {x,,} ve {y,} X ‘de asagidaki 6zellikleri saglayan diziler olsun;

(% Yn)s (ns1,Yne1)) 2 L a((Uns1, ¥ns1), O X)) 2 1, n—> oo iken x, — x

ve y, = yicin,a((xy, y), (%,y)) = La((y,x), Onx,)) = 1

vn € N i¢in saglanir. Bu durumda, T'nin bir eslenmis sabit noktas1 vardir.
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Teorem 4.19: Teorem 17'nin (sirastyla, Teorem 18'in) tiim varsayimlarinin saglandigini
varsayalim. Her (x,y),(w,v) € X X X icin, X X X icinde (z,z;) € X X X boyle
bir ¢ift var ki

a((6, ), (z1,22)) = 1,a((22,21), (v, %)) = 1,
a((w,v),(21,22)) 2 La((z2,z1), (v,uw) = 1
O zaman, F'nin essiz bir eslenmis sabit noktas1 vardir.

Yukarida verilenler yardimiyla bazi sonuglara gidilmesi miimkiin olmustur. Bu sonuglar

asagida listelenmektedir.

Teorem 4.20: (X, d) tam bir metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim olmak {izere her

x,y € Xicink € [0,1) olmak Uizere
d(Tx,Ty) < kd(x,y)
saglansin. O halde T'nin bir essiz sabit noktasi vardir.

Teorem 4.21: (X, <) kismen siral1 bir kiime olsun ve X'te bir metrik d ve (X, d) metrik
uzaymin tam oldugunu varsayalim. T : X — X surekli ve <'ye gore azalmayan bir

dontisiim olsun. Asagidaki kosullarin saglandigini varsayalim:

()x,y € Xvex < yicind(Tx,Ty) < k(d(x,y)) olacak sekilde k € [0,1) var;
(if)x, € X olacak sekilde x, < Tx, var olsun;

(iii) T surekli olsun.

O halde, T'nin bir sabit noktas1 vardir.

Theorem 4.22: (X,<) kismen sirali bir kiime olsun ve X'te bir metrik d ve (X,d)
metrik uzayinin tam oldugunu varsayalim. 7 : X — X sirekli ve <'ye gore azalmayan

bir doniisiim olsun. Asagidaki kosullarin saglandigini varsayalim:

()x,y € Xvex < yicind(Tx,Ty) < k(d(x,y)) olacak sekilde k € [0, 1) var;
(if) xo € X olacak sekilde x, < Tx, var olsun;

(iii) eger {x,} dizisi X’ de azalmayan ve n — oo iken x,, —» x oluyorsa, Vn € N igin

X, =< x olur. O halde, T'nin bir sabit noktas1 vardir.

28



Teorem 4.23: Teorem 21 (sirastyla, Teorem 22) ° nin tiim kosullar1 saglansin. Her
x,y € X icin oyle bir z € X vardir ki x < z ve y < z saglansin. O halde, T'nin bir

sabit noktas1 vardir.
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5. ARASTIRMA ve BULGULAR

Yukarida verilen arastirma verileri yardimiyla, yeni bir biiziilme tipi doniisiim kavrami
tanitilmis ve bu doniisiimler i¢in tam metrik uzaylarda sabit nokta teoremlerinin nasil
ifade ve ispat edildigine yer verilmistir. Kullanilan ¢alismalar, Banach biiziilme ilkesini
temel alarak, sunulan teoremler mevcut literatiirdeki bir¢ok sonucu genisletmis,
genellestirmis ve iyilestirmistir. Ayrica, elde edilen sonuclarin pratik kullanimini
gostermek i¢in gesitli 6rnekler ve adi diferansiyel denklemlere uygulamalar sunulmasi

verilen bilgilerin islevselligini gostermektedir.

5.1. Adi diferansiyel denklemlere uygulamalar

Asagidaki adi diferansiyel denklem, Samet vd. tarafindan segilmistir. C([0,1]) ile [0,1]
lizerinde taniml tlim stirekli fonksiyonlar kiimesi gosterilsin ve d : C([0,1]) X

C([0,1]) = R olacak sekilde asagidaki gibi tanimlansin:
d(x,y) = llx =yl = max{|x(®) —y(®)| : t € [0,1]} (5.1)

(C([0, 1]), d) bir tam metrik uzaydir. Ikinci dereceden diferansiyel denklemin sinir

deger problemi asagidaki gibi tanimlanir:

2

—% = f(t,x(t)),t € [0,1]

x(0) = x(1) = 0 burada f: [0,1] X R — R surekli bir fonksiyondur. Green
fonksiyonu, ile iliskilendirilmis ve asagidaki gibi tanimlanmistir:
G(t,s)={t(1—5),0<t<s<1;

s(1-¢t),0<s<t<1}

Asagidaki kosullarin saglandigini varsayalim:

(i) ¢ : R? > Rolacak sekilde bir fonksiyon var ki, tim t € [0,1] ve tim a,b € R
icin ¢(a,b) = 0 oldugunda,

If(ta) = f(t,b)| = 8Y( (a—b)),

max
abeR,¢p(ab)=0
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olur(buraday € ¥,'dir);

(i)t € [0,1]igin birx, € C(]0,1]) varki, hert € [0,1]igin

1
& (xo(0), f Gt 5)f (5, %0() )ds) = 0
0

(i) t € [0,1] icin, timx,y € C([0,1]) icin $(x(t), ¥(t)) = O gegerlidir

o(f, G(t,)f(5,x(5)), [ G(t,)f (5, ¥(s) )ds) = 0 (5.2)

(iv) Eger {x,} bir C(]0,1]) icindeki bir dizi ise ve Vn € N i¢in ¢(xp,, xp41) = 0 ve

x,— x € C([0, 1]) olarak geliyorsa, 0 zaman Vn € N i¢in x,, < x ise ¢(x,,x) =0 olur.

Asagidaki teoremin kanit fikri Samet vd., (2012) ¢aligmasindan alinmis olup ona gore

farkliliklar igerir.
Teorem 5.1: (i)—(iv) kosullar1 altinda, C 2 ([0, 1]) icinde bir ¢6ziime sahiptir.

Sonu¢ 5.2: C([0,1]) ile [0,1] tizerinde tanimli tim sirekli fonksiyonlar kimesi

gosterilsin ve
(i) f: C(0,1]) x R = [0, ) siirekli ve azalmayandir.

(i) ¢ : R? > Rolacak sekilde bir fonksiyon var ki, tim t € [0,1]ve tim a,b € R
icin ¢(a,b) = 0 oldugunda,

If(t,a) — f(t,D)| < 8yYp(maxypergp(an)=o (@— D))
olur(buraday € ¥,'dir); (iii) t € [0, 1] icin bir x, € C([0,1]) var ki,
x0(t) < [y G(t,)f (5, %0(s) )ds) (53)

olur, o halde C 2 ([0, 1]) icin tekil bir ¢dziime sahiptir.
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6. TARTISMA VE SONUC

Sonug olarak, bu tez ¢aligsmasi, yeni bir biizlilme tipi doniisiim kavraminin
tanitilmasiyla, tam metrik uzaylarda sabit nokta teoremlerinin nasil ifade ve ispat
edildigini detaylandirmis ve Banach biiziilme ilkesi yardimiyla bu sonuglarin nasil
genisletilebilecegini gostermistir. Bu ¢alisma, sadece teorik agidan 6nemli katkilar
saglamakla kalmamis, ayn1 zamanda elde edilen sonuglarin pratik uygulamalarini da

gostermistir. Ozellikle:

1. Teorik Katkilar: Bu tezde tanitilan yeni biiziilme tipi doniistim kavrami, metrik
uzaylarda sabit nokta teorisine yeni bir perspektif kazandirmistir. Bu yeni
kavram, Banach biiziilme ilkesine alternatif veya tamamlayici nitelikte olup,
literatiirde mevcut olan diger sabit nokta teoremlerinin genellestirilmesine imkan

tanimaktadir.

2. Uygulama Alanlar: Elde edilen teorik sonuglarin ¢esitli mithendislik, ekonomi
ve biyoloji gibi disiplinlerdeki pratik problemlere uygulanabilirligi
gosterilmistir. Ozellikle dinamik sistemlerin kararlilig1, optimizasyon
problemleri ve niimerik analizde bu sonuglarin nasil kullanilabilecegi

detaylandirilmistir.

3. Yontemsel Gelismeler: Banach biiziilme ilkesi kullanilarak genisletilen
sonuglar, sadece klasik metrik uzaylar i¢in degil, ayn1 zamanda daha genel
uzaylar i¢in de gecerlidir. Bu durum, sabit nokta teorisinin kapsamini

genisletmekte ve daha karmasik sistemlerde uygulanabilirligini artirmaktadir.

4. Gelecek Arastirma Yonleri: Bu ¢aligmada ortaya konulan yeni yaklagimlar ve
elde edilen sonuglar, gelecekte yapilacak arastirmalar i¢in genis bir perspektif
sunmaktadir. Ozellikle, bu tiir biiziilme tiplerinin diger matematiksel yapilar
tizerinde nasil genellestirilebilecegi ve farkli sabit nokta teoremleri ile nasil

iligkilendirilebilecegi konusunda daha fazla ¢calisma yapilmasi gerekmektedir.

5. Literatiire Katki: Tez calismasi, Tiirkce literatiirde bu alanda yeni ve 6nemli

bir kaynak olarak yerini almistir. Bu, hem yerli aragtirmacilar i¢in referans
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olabilecek nitelikte bir ¢calisma ortaya koymakta, hem de bu alanda yapilacak

olan gelecekteki arastirmalara temel olusturmaktadir.

Bu ve benzeri ¢alismalarin artarak devam etmesi, sabit nokta teorisinin ve biiziilme tip
dontigiimlerinin daha genis bir perspektifte ele alinmasina ve daha kapsamli sonuglarin
elde edilmesine olanak saglayacaktir. Bu durum, hem teorik matematik hem de

uygulamali bilimler agisindan 6nemli bir potansiyele sahiptir.

33



KAYNAKLAR

Abbas, M. and Jungck, G. (2008) “Common fixed point results for noncommuting
mappings without continuity in cone metric spaces”, Journal of Mathematical

Analysis and Applications, vol. 341, no. 1, pp.416-420

Abbas, M., Babu, G. V. R. and Alemayehu, G. N. (2011) “On common fixed points of
weakly compatible mappings satisfying generalized condition (B)”, Filomat, vol.
25, no. 2, pp. 9-19.

Agarwal, R. P., Arshad, S., O’Regan, D., & Lupulescu, V. (2013). A Schauder fixed
point theorem in semilinear spaces and applications. Fixed Point Theory and
Applications, 2013, 1-13.

Ankara Universitesi, “Normlu Uzaylar ve Banach Uzay1”,

https://acikders.ankara.edu.tr/pluginfile.php/1661/mod resource/content/1/07hafta.
pdf

Son erisim tarihi: 01.06.2024

Ankara Universitesi, “Adi Diferansiyel Denklemler-Tanimlar ve Kavramlar”,

https://acikders.ankara.edu.tr/pluginfile.php/61534/mod resource/content/1/Tan%C

4%B1mlar-Kavramlar.pdf

Son erisim tarihi: 01.06.2024

Akyiiz, E. (2018) “Biiziilme Déniisiimleri Icin Bir Genel Sabit Nokta Teoremi Ve
Kuadratik Integral Denklemlere Uygulamasi” Kuwrikkale Universitesi, Fen

Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, Kirikkale, s.1, s.6, .

Branciari, A. (2002) “A fixed point theorem for mappings satisfying a general
contractive condition of integral type”, International Journal of Mathematics

and Mathematical Sciences, vol. 29, no. 9, pp. 531-536.

Cit, S. (2021), “Vektdr Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri”, Gazi Universitesi,
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, Ankara, s.1, s.6, .

34


https://acikders.ankara.edu.tr/pluginfile.php/1661/mod_resource/content/1/07hafta.pdf
https://acikders.ankara.edu.tr/pluginfile.php/1661/mod_resource/content/1/07hafta.pdf
https://acikders.ankara.edu.tr/pluginfile.php/61534/mod_resource/content/1/Tan%C4%B1mlar-Kavramlar.pdf
https://acikders.ankara.edu.tr/pluginfile.php/61534/mod_resource/content/1/Tan%C4%B1mlar-Kavramlar.pdf

Durak, O. (2022) “Brouwer Sabit Nokta Teorisi ve Uygulamalar1”, Necmettin Erbakan
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, Konya, s.1, .6,

Duman, O. (2019) “Diferansiyel Denklemlerin Cozlimlerinin Varlig ve Tekligi ile ilgili
Teoremler”, Istanbul Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim

Dali, Istanbul, s.1, 5.6, 5.11, 5.16-24.

Geng, S. (2021) “Modiiler Metrik Uzaylar Ve Bazi Sabit Nokta Teoremlerinin
Uygulamalar”, Necmettin Erbakan Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisu,

Matematik Anabilim Dali, Konya, s.1, s.6, .

Gileg, E. (2014) “: Adi Diferansiyel Denklemlerin Sayisal Coziimleri”, Bahgesehir
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim Dali, Istanbul, s.3,

s.6, .

Gnana Bhaskar, T. and Lakshmikantham, V. (2006) “Fixed point theorems in partially
ordered metric spaces and applications”, Nonlinear Analysis: Theory, Methods &
Applications, vol. 65, no. 7, pp. 1379-1393.

Grant,C.P.,“Theory of Ordinary Differential Equations”,
https://www.math.utah.edu/~treiberg/GrantTodes2008.pdf

Son erisim tarihi: 01.06.2024

Karapinar, E. and Samet, B. (2012) “Generalized a—y-contractive type mappings and
related fixed point theorems with applications”, Abstract and Applied Analysis,
vol. 2012, Article ID 793486, 17 pages.

Lakshmikantham, V. and Ciric, L. (2009 ) “Coupled fixed point theorems for nonlinear
contractions in partially ordered metric spaces”, Nonlinear Analysis, vol. 70, no.
12, pp. 4341-4349.

Mangang, K. B. (2014) “Equicontinuity and Minimality of Limit function of asequence

of maps”, Journal of the Indian Mathematical Society, s.3.

Nesin, A., “Analiz 4”, https://nesinkoyleri.org/wp-content/uploads/2019/05/alinesin-
analiz_4.pdf ,

Son erisim tarihi: 01.06.2024

35


https://www.math.utah.edu/~treiberg/GrantTodes2008.pdf
https://nesinkoyleri.org/wp-content/uploads/2019/05/alinesin-%20%20analiz_4.pdf
https://nesinkoyleri.org/wp-content/uploads/2019/05/alinesin-%20%20analiz_4.pdf

Nieto, J. J. and Rodriguez-Lopez, R. (2005) “Contractive mapping theorems in
partially ordered sets and applications to ordinary differential equations”, vol.
22, no. 3, pp. 223-239.

Salimi, P., Latif, A. and Hussain, N. (2013) “Modified a-¢-contractive mappings with
applications”, Fixed Point Theory and Applications, vol. 2013, article 151.

Samet, B., Vetro, C. and Vetro, P. (2012) “Fixed point theorems for a- -contractive
type mappings”, Nonlinear Analysis, vol. 75, no. 4, pp. 2154-2165.

Tas, N. (2017) “Sabit Nokta Teoremleri ve Cesitli Uygulamalar”, Balikesir

Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, Balikesir, s.3.

Tektas, M. ve Akdogan, E. (2000) “Diferansiyel Denklemler ve Elektrik-Elektronik
Devre Uygulamalar”, Marmara Universitesi, Teknik Bilimler Meslek
Yiiksekokulu, Yayin No:3, istanbul, s.1-3, 33.

UCSD, “Ordinary Differential Equations in a Banach Space”,
https://mathweb.ucsd.edu/~bdriver/240A-C-03-04/Lecture_Notes/Older-
Versions/part4.pdf

Son erisim tarihi: 01.06.2024
Uysal, G. (2010) “Konvekslik ve Optimizasyon Uzerine”, Sakarya Universitesi, Fen

Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali, Sakarya, s.12.

36


https://mathweb.ucsd.edu/~bdriver/240A-C-03-04/Lecture_Notes/Older-%20%20%20%20%20%20%20Versions/part4.pdf
https://mathweb.ucsd.edu/~bdriver/240A-C-03-04/Lecture_Notes/Older-%20%20%20%20%20%20%20Versions/part4.pdf

