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OZET

GENELLESTIRILMIS SAYISAL SEMIGRUPLAR VE OZEL
SINIFLARI

Mohammad ZMMO
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Nesrin TUTAS
Haziran 2024, 75 sayfa

S C N bir monoid olmak iizere, N¢\ S sonlu ise, S bir genellestirilmis sayisal
semigrup olarak bilinir. Genellestirilmis sayisal semigruplar, klasik sayisal semigrup-
lar teorisinde 6nemli yer tutan Frobenuis problemine daha genel bir ¢erceve sunar
ve sayisal semigruplarin daha karmagik yapilarini icerir. Bu nedenle, genellestirilmis
sayisal semigruplar, 6nemli bir analiz ve kegif saglar.

Bu tezde, genellestirilmig sayisal semigruplarin gesitli siniflarinin tanitilmasi,
ozelliklerinin aragtirilmasi, bu siiflarin birbirleri arasindaki iligkilerin belirlenmesi
ve analiz edilmesine odaklanilmigtir. Bu yeni yapilarla ilgili bagta genellestirilmis
miikemmel sayisal semigruplar olmak tizere genellegtirilmis aralikli (sparse), yogun
(dense), tam yogun sayisal semigruplar ve genellegtirilmig sayisal semigrubun aritme-
tik geniglemeler kiimesi tanimlanip Frobenius elemani, Apery kiimesi, iirete¢ kiimesi
ve cinsi gibi ozellikler incelenmisg ve her simif i¢in ilging 6rnekler verilmigtir.

Ny’de liggen ve pramitsel sayisal semigruplarin minimal lirete¢ kiimeleri bagta
olmak iizere baz1 6zelliklerinin tanitilmasi ve {iggen sayisal semigruplarin iki genel-
lemesi olan n-inci B-Pascal ve 6-gonal sayisal semigruplari incelenerek klasik sayisal
semigrup ailelerine katkida bulunmak amaclanmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Artimetik Geniglemeler, Genellestirilmis Miikem-
mel Sayisal Semigrup, Genellestirilmig Sayisal Se-
migrup, Pascal Ucgeni, Polygonal Sayi.
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ABSTRACT

GENERALIZED NUMERICAL SEMIGROUPS AND SPECIAL
CLASSES

Mohammad ZMMO
PhD Thesis in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Nesrin TUTAS
June 2024, 75 pages

If S C N¢ is a monoid and N$\ S is finite, S is known as a generalized numeri-
cal semigroup. Generalized numerical semigroups provide a more general framework
for the Frobenuis problem, which is important in classical numerical semigroup the-
ory, and contain more complex structures than numerical semigroups. Therefore,
generalized numerical semigroups provide important analysis and discovery.

This thesis focuses on introducing various classes of generalized numerical
semigroups, investigating their properties, determining and analyzing the relation-
ships between these classes. Regarding these new structures, generalized perfect
numerical semigroups, generalized sparse, dense, fully dense numerical semigroups,
and the arithmetic extensions of the generalized numerical semigroup are defined.
Properties such as the Frobenius element, Apery set, generator systems, and genus
have been examined, and interesting examples have been provided for each class.

It will contribute to the classical numerical semigroup families by introducing
some properties of triangular and pyramidal numerical semigroups in Ny, especially
the minimal generator systems, and examining the n-th $-Pascal and #-gonal numer-
ical semigroups, which are two generalizations of triangular numerical semigroups.
KEYWORDS: Arithmetic Extensions, Generalized Numerical Semigroup, Gen-

eralized Perfect Numerical Semigroup, Pascal’s Triangle, Polygo-
nal Number.
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ONSOzZ

Bu calisgmanin sonuclari, genellestirilmis sayisal semigruplarin gesitli siif-
larinin 6nemli matematiksel 6zelliklerini vurgulamakta ve bu siiflarin say1 teorisi,
cebir ve diger matematiksel alanlar tizerindeki etkilerini ortaya koymaktadir. Ayrica,
calisma, genellestirilmis sayisal semigruplar ve bu semigruplarin simiflar1 hakkinda
gelecekteki arastirmalar igin bir temel olusturarak, bu alanda daha derinlemesine
calismalar saglamay1 amaglamaktadir.

Bu tez Girig, Kaynak Taramasi, Bulgular ve Sonug¢ olmak iizere dort ana
boliimden olusmaktadir. Giris ve kaynak taramasi boliimlerinde: bu tez konusuyla
baglantili olarak klasik sayisal semigruplar ve genellegtirilmisg sayisal semigruplar ile
ilgili literatiir caligmalarinda elde edilmis genel bilgiler kisaca ifade edilmigtir.

Bulgular kismi iki alt boliimden olugsmaktadir, bu altbéliimlerin amaglari:

o N¥’de genellestirilmis aritmetik sayisal semigruplar, genellestirilmis miikem-
mel sayisal semigruplar, genellestirilmis yogun ve tam yogun sayisal semig-
ruplarin tamitilip 6zelliklerini incelenmesi,

e Njy’de iiggen ve pramitsel sayisal semigruplarin minimal liretec kiimeleri basta
olmak tiizere baz 6zelliklerinin tanitilmasi ve ticgen sayisal semigruplarin iki
genellemesi olan n-inci $-Pascal sayisal semigruplar ve f-gonal sayisal semig-
ruplarin incelenmesidir.

Savag nedeniyle iilkemden ayrilmak zorunda kaldigim igin kaybettigim haya-
limi tamamlama sansini saglayan Tiirk devletine, kardeg Tiirk halkina ve Akdeniz
Universitesi'ne derin bir tesekkiir borcluyum. Bu calismanin hazirlanmasinda bilgi
ve tecriibeleriyle beni aydinlatan, zor durumlarda motivasyonumu yiikselten ve yar-
dim eden, her agamasinda yardimlarini esirgemeyen ve degerli zamanlarini ayira-
rak ¢alismanin tamamlanmasini saglayan saygideger hocam Sayimn Prof. Dr. Nesrin
TUTAS’a sonsuz tegekkiirlerimi sunarim. Ayrica, saygideger hocamlarim Prof. Dr.
Mustafa ALKAN’a ve Dog¢. Dr. Sevda SEZER’e tezimi iyi bir gekilde tamamlamak
icin verdikleri tavsiyeler ve ilgi i¢in derin bir tesekkiir bor¢luyum. Bana yardim
etmekten c¢ekinmeyen ve iiniversitede kardesglerim gibi olan meslektaglarim Dr. Ni-
hal GUMUSBAS ve Dr. Naci ER’e de tegekkiirlerimi sunarim. Rahmetli babam,
bagta dualariyla olmak iizere her zaman yanimda olan anneme, mezuniyet animi
sabirla bekleyen sevgili esim Ensaf NAMMOURA’ya ve tiim kardeglerime tegekkiir
ediyorum. Bana destekte bulunan Fatma HLIWA, Wessam ZEMMO ve Muhammed
NEMMURA'ya tegekkiirlerimi iletmek istiyorum. Antalya’daki ikinci ailem Rama-
zan KALKEN, Ahmet PEHLIVAN ve ailelerine tesekkiirlerimi sunmak istiyorum.
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Frobenius elemani
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: Sayisal semigrup S’nin izole bogluklar:
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GIRIS M. ZMMO

1. GIRIS

Sayisal semigruplar, pozitif tam sayilar kiimesi tizerinde taniml bir cebirsel
yapidir. Temelde, bir sayisal semigrup, bir veya daha fazla pozitif tam sayimnin top-
lamlar1 kiimesini ifade eder. Bu semigruplar, say1 teorisindeki gesitli problemlerin
¢oziimiinde 6nemli rol oynar.

Sylvester ve Frobenius'un ¢aligmalari, say1 teorisi alaninda 6nemli bir yere
sahiptir.  Sylvester vd.| (1884) bir N pozitif tamsayisinin aralarinda asal olan iki
pozitif tamsayinin pozitif katlari cinsinden yazilabildigini iddia etmigtir.

Frobenius ise bu konuyu genellestirerek, aralarinda asal olan pozitif tam-
sayllarin pozitif katlar1 cinsinden yazilamayan en biiyiik pozitif tamsayiy1r bulma
problemini ele almigtir. Bu problem, Frobenius problemi olarak bilinir. Frobenius
problemi, belirli bir aralikta, aralarinda asal olan tamsayilarin pozitif katlar1 cin-
sinden yazilamayan en biiylik tamsayiy1 bulma problemidir. Bu problemin ¢éziimii
genellikle sayisal semigruplar ve ilgili matematiksel kavramlarla ele alinir. Sayisal
semigruplar, bu tiir problemlerin ¢6ziimiinde 6nemli bir rol oynar ve bu alandaki
calismalar Frobenius problemi ve benzeri problemlerle ilgilenen matematikg¢iler ta-
rafindan yapilmigtir.

Sayisal semigruplar, matematikte temel kavramlardan biridir ve gesitli alan-
larda genis bir uygulama alanina sahiptir. Ancak, geleneksel olarak tanimlanan sayi-
sal semigruplar, baz1 durumlarda yetersiz kalabilir. Bu baglamda, ilk kez |Failla vd.
(2016) makalesinde de tanimlanan genellestirilmig sayisal semigruplar, say1 teorisi,
cebir ve matematigin bir ¢ok alaninda genis uygulamalara sahiptir ve sayisal semig-
ruplardaki bazi kisitlamalar: ortadan kaldirabilirdir. Ayni1 makale, genellegtirilmig
sayisal semigruplarin sistemli bir gekilde incelenmesinin baglangicini temsil eder. Sa-
yisal yarigruplarla ilgili genig literatiirii dikkate alarak, hangi sonuclarin yeni genel
baglama uygun oldugunu incelemek oldukca ilgingtir.

Cisto (2020))'nun makalesinde, simetrik, pseudo-simetrik ve sirali genellegti-
rilmig sayisal semigruplar gibi belirli siniflara ve genellegtirilmis sayisal semigrubun
temel Ozelliklerine odaklanilmigtir. Bu baglamda, minimal iireteg sisteminin karakte-
rizasyonu sunulmus ve 6ne ¢ikan en 6nemli sorun olan Frobenius elemaninin tanimina
0zel bir vurgu yapilmistir.

Frias ve Rosales (2019)’in makalesinde miikemmel sayisal semigrup kavrami
tanimlanmigtir. Bu sayisal semigruplar topolojiden gelen, tam olarak miikemmel bir
kiime kavramindan gelir. |Moreno-Frias ve Rosales (2020)’in makalesinde, yazarlar
gbmiiliis boyutu ii¢ olan tiim miikemmel sayisal semigruplar: karakterize etmisler-
dir. |Smith| (2022)’in makalesinde, bir sayisal semigrubun izole bogluklar: tizerine
bazi 6zellikleri ve izole bogluklar kiimesi ile Apéry kiimesi arasindaki iligkileri arag-
tirilmigtar.

Bu tezde, genellestirilmis miitkemmel sayisal semigruplar: basta olmak iizere
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GIRIS M. ZMMO

genellestirilmis sayisal semigruplarin incelenmesi ve bu yapilarin 6zel smiflarinin
ayrintili bir analizi sunulmaktadir. Ayrica, bu yapilarin matematiksel 6zellikleri ve
gesitli ornekleri iizerinde durulmustur.

Genellestirilmig sayisal semigruplar, Frobenuis problemine daha genel bir cer
geve sunar ve semigruplarin daha karmagik yapilarini igerir. Bu gergeve altinda, Fro-
benuis problemi, genellestirilmis sayisal semigruplarin 6zelliklerini ve davraniglarini
inceleyerek daha kapsaml bir gekilde ele alinabilir. Boylece, genellestirilmis sayisal
semigruplar, Frobenuis problemi gibi 6nemli matematiksel sorunlarin ¢oziimiinde
analiz ve kesif i¢cin 6nemli bir ara¢ saglar.

Bir sayisal semigrubun aritmetik geniglemesi, semigrubun elemanlarini belirli
bir aritmetik kurala gore genigleterek yeni bir yapi olusturmay1 ifade eder. Genelleg-
tirilmis sayisal semigruplarin aritmetik geniglemesi ise bu kavramin daha genel bir
formunu temsil eder ve semigruplarin genislemesiyle ilgili daha karmasik matematik-
sel yapilar1 igerebilir. |Ojeda ve Rosales| (2020))’da semigruplarin yapisidaha genig bir
kapsamda incelenmis ve ¢esitli matematiksel problemler daha etkili bir gsekilde elde
edilmigtir. Bu tezde, genellegtirilmis sayisal semigruplarin aritmetik genislemeleri
kavrami tlizerine odaklanarak, bu genislemelerin matematiksel 6zelliklerini incelen-
migtir.

Bu tezin hedefleri arasinda genellegtirilmis sayisal semigruplarin ¢aligilmasi
yanisira klasik sayisal semigruplar teorisinde katki sunacak yeni aileler iiretmek de
yer almaktadir. Bu hedef dogrultusunda, ¢okgen sayisal semigruplar incelenmistir.
Bir dogal say1, uygun n € N icin ilk n dogal sayinin toplamiysa, bu sayiya iiggen say1
denir ve T,, ile gosterilir. [Robles-Pérez ve Rosales (2018))’da bir tiggen sayisal semig-
rup tanimlanmig ve bazi 6zellikleri incelenmigtir. Bu tezde, Robles-Perez tarafindan
yapilan ¢aligmadan ilham alarak, bir tiggen sayisal semigrubun iki genellestirmesi ele
alinmigtir. Bu genellegtirmeler, iiggen semigrubun yapisal 6zelliklerini genisleterek,
daha genel bir ¢erceve sunar. Bu genellestirmelerin minimal iireteg sistemini ve diger
matematiksel 6zelliklerini detayl bir sekilde incelemek amaclanmistir. Ayrica, genel-
legtirilmis cokgen sayisal semigruplar tanitilarak, bu yapilarin gesitli ilging érneklerle
zenginlestirilmesi hedeflenmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde sayisal semigruplar ve genellegtirilmis sayisal semigruplar yapi-
larinin bulgular boliimiinde kullanilacak temel kavramlar: kisaca tanitilacaktir.

2.1. Sayisal semigruplarin temel kavramlar:

Sayisal semigruplarin cebirsel geometri ve kodlama teorisi gibi matematigin
bir ¢ok dalinda uygulamasi vardir. Bu boliimde, semigrup yapisinin temel kavramlar:
ve genel ozellikleri kisaca verilecektir.

Bu galigma boyunca N ile pozitif tamsayilar kiimesi , Ny ile de NU{0} kiimesi
gosterilecektir.

Bu boliimdeki 6nerme ve teoremlerin ayrintili ispatlari igin  |Rosales ve
Garcia-Sanchez| (2009)) kitab1 kaynak olarak verilir.

Tanim 2.1. S bir kiime, “x”, S iizerinde bir ikili islem ve S bu iglem ile birlesme
ozelligine sahip ise S ye bir semigrup denir. S semigrubunun “x” iglemine gore birimli
ise, S ye bir monoid denir. S monoidinin bogtan farkli bir altkiimesi ayni iglem ile
birlikte bir monoid ise bu alt kiimeye S nin bir altmonoid denir.

Ny 1n “+” iglemi ile bir monoid oldugu kolayca gortilebilir.

Tanim 2.2. S C Nj olmak iizere, 0 € S ve S nin tiimleyeni sonlu ise, S ye sayisal
kiime denir. S # Nj ise, S ye has sayisal kiime denir. S C Ny bir monoid ve Ng\S
sonlu kiime ise, S ye sayisal semigrup denir. S sayisal semigrubunun bostan farkl
bir altkiimesi ayni iglem ile birlikte bir sayisal semigrup ise bu alt kiimeye S nin bir
alt sayisal semigrubu denir.

Ny, bir sayisal semigruptur.

Ornek 2.3. S = {0,2,4,6,8, —} kiimesini dikkate alalim, burada “—”, 8’den biiyiik
biitiin dogal sayilar S’ye ait oldugunu ifade eder. S bir sayisal semigruptur. Ancak
T = {1, 3,—} bir sayisal semigrup degildir.

Tanim 2.4. S bir sayisal semigrup olsun.

1. H(S) := Np\S kiimesine S nin bogluk kiimesi, elemanlarina S nin bogluklari,
bu kiimenin eleman sayisina S nin cinsi denir. S nin cinsi ¢(5) ile gosterilir.

2. S ye ait olmayan en biiylik tamsayiya S’nin Frobenius sayisi denir ve F'(.S)
ile gosterilir.

3. Her n € Ny icin £ +n € S olacak gekilde en kiiciik « tamsayisina S nin énderi
(conductor) denir ve ¢(5) ile gosterilir.

3



KAYNAK TARAMASI M. ZMMO

4. S sayisal semigrubunun ¢(S) den kiigiik elemanlarina S nin kiigiik elemanlari
denir.

5. x ¢ Sveher s € S\ {0} igin x+s € S ise, x sayisina pseudo-Frobenius sayisi
denir ve pseudo-Frobenius sayilarin kiimesi PF(S) ile gosterilir. PF(S) nin
eleman sayisina S’nin tipi denir ve ¢(.5) ile gosterilir.

7

Aksi belirtilmedikce, bundan sonra “|.|” sembolii, kiimenin eleman sayisin

gosterecektir.

Tanmimdan F(S) = ¢(S) — 1, F(S) € PF(S) ve g(5) = |No\5| dir.
Tanim 2.5. S bir sayisal semigrup ve A, S nin bogtan farkh bir altkiimesi olsun. S
iginde A y1 kapsayan sayisal semigruplarin kesigimine S iginde A tarafindan iiretilen
say1sal altsemigrup denir ve (A) ile gosterilir.

Bir S sayisal semigrubunda A tarafindan iiretilen altsemigrubun

<A> = {/\1(11 + ...+ )\nan ne N, )\1, 7/\n € No,al, ey Oy € A}

oldugu gosterilebilir.

Tanim 2.6. S bir sayisal semigrup, A C S olmak iizere (A) = S ise S ye A
tarafindan iiretilen sayisal semigrup, A kiimesine S nin bir iireteg sistemi denir. A,
S nin bir iireteg sistemi ve A nin hicbir 6zalt kiimesi S icin bir iirete¢ sistemi degilse,
A ya S nin minimal iireteg sistemi denir.

Teorem 2.7. A bir kiime ve S bir sayisal semigrup olmak tzere,

1. ¢ # A C N igin < A > mn bir saysal semigrup olmas i¢in gerek ve yeter-
kosul obeb(A) =1 olmasidar.

2. ¢ # A C Ny asikar olmayan alt monoid ise A, Ny wn bir saysal alt semigru-
buna izomorftur.

3. A C Ny alt monoid ve S* := S\{0} olmak iizere
S*+ 8= {s;+55:5,5 €5}
tansmlayalim. Bu durumda, S*\(S* 4+ S*), S nin bir dreteg sistemidir
Tanim 2.8. S bir sayisal semigrup ve 0 # n € S olsun. Bu durumda,
Ap(S;n)={se€ S:s—n ¢S}

kiimesine S’de n’nin Apéry kiimesi denir.
4
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Onerme 2.9. Her i € {0,...,n — 1} i¢in w(i) = i (modn) olacak sekilde S 'nin en
kiigiik elemant w(i) olmak tzere Ap(S,n) = {0 = w(0),w(1),...,w(n — 1)} dir.

Tanim 2.10. S bir sayisal semigrup ve {n; < ny < ... <n,}, S nin minimal iireteg
sistemi olsun. n; sayisina, S nin kathihg (multiplicity), minimal iireteg sisteminin
eleman sayisi olan r sayisina S nin gomiiliis boyutu (embedding dimension) denir
ve sirasiyla m(S) ve e(S) ile gosterilir. Eger e(S) = m(S) ise, S maksimum gémme
boyutuna sahip denir.

Onerme 2.11. S = (a,b) bir saysal semigrup olsun. Bu durumda,

1. F(S)=ab—a—b,
2. g(8) = 25,

3. Ap(S,a) ={0,b,2b,...,(a — 1)b} dir.

Onerme 2.12. S bir sayisal semigrup ve 0 #n € S olsun. Bu durumda,

1. F(S) = (maksAp(S,n)) —n dir.

2 g(8) =1 ¥ w25t din
weAp(S,n)

Onerme 2.13. S bir sayisal semigrup olsun. Her s € S i¢in s = kn + w olacak
sekilde tek tirli belirli (k,w) € N x Ap(S,n) vardur.

Teorem 2.14. Her sayisal semigrup tek tirli belirli minimal irete¢ sistemine sa-
hiptir ve bu sistem sonludur.

Tanim 2.15. Kendisini kapsayan herhangi iki semigrubun kesigimi olarak yazila-
mayan S semigrubuna indirgenemez niimerik semigrup denir. Indirgenemez ve Fro-
benius sayisi1 tek tamsay1 (¢ift tamsayi, sirasiyla) olan niimerik semigruba simetrik
semigrup (pseudo-simetrik, sirasiyla) denir.

Onerme 2.16. S bir sayisal semigrup olsun. Bu durumda,
1. S simetrik ancak ve ancak g(S) = F(ST)H dir.
FS)+2 4o

2. S pseudo-simetrik ancak ve ancak g(S) = =%

Onerme 2.17. S bir sayisal semigrup olsun. Bu durumda,

1. S simetrik ancak ve ancak PF(S) = {F(S)} dir.

2. S pseudo-simetrik ancak ve ancak PF(S) = {F(S), F(S)/2} dir.
)
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Onerme 2.18. S bir sayisal semigrup olsun. Bu durumda,

1. m(S) = min(S \ {0}) dir.
2. e(S) <m(S) dir.

Ornek 2.19. S = {0,5,7,9,10,12, 14, —} olsun. Bu durumda, Ap(S,5) = {0,7,9, 16,
18} dir. {Ap(S,m(S)\{0}}u{m(S)} = {5,7,9, 16,18}, S’nin minimal olmayan bir
tireteg sistemidir. S’nin minimal treteg sistemi {5, 7,9} dir.

Tanim 2.20. S sayisal bir semigrup olsun. Eger her z,y,2 € Sicin z >y > z =
x+y—z € Sise, S’ye bir Arf sayisal semigrubu denir.

Eger her z,y € S\ {0} i¢in z +y — m(S) € S ise, S maksimum gémme
boyutuna sahiptir.

Onerme 2.21. Her Arf sayisal semigrup maksimum gémme boyutuna sahiptir.

Tanim 2.22. S bir sayisal semigrup olsun. Bu durumda, S yi igeren iki sayisal
semigrubun kesigimi olarak ifade edilemiyorsa S’ye bir indirgenemez sayisal semigrup
denir. Eger S indirgenemez ve F(S) tek ise, S’ye simetrik sayisal semigrup denir.
Eger S indirgenemez ve F'(S) ¢ift ise, S’ye bir pseudo-simetrik sayisal semigrup
denir.

Frias ve Rosales (2019) miikemmel sayisal semigrup kavramim tanmmladilar.
Bu, sayisal semigruplar topolojiden gelen, tam olarak miikemmel kiime kavramindan
gelir.

Tanim 2.23. S C Nj bir sayisal semigrup ve h € H(S) olsun. Eger {h—1,h+1} C S
ise, h’ye S’nin bir izole boglugu denir.

Tanim 2.24. S C Nj bir sayisal semigrup olsun. Eger S’nin hi¢ bir izole boglugu
yoksa, S ye bir miikemmel sayisal semigrup denir.

Moreno-Frias ve Rosales (2020) makalesinde, yazarlar gomiiliis boyutu iig
olan tiim miikemmel sayisal semigruplar1 karakterize etmislerdir.  [Smith| (2022)
makalesinde, yazarlar bir sayisal semigrubun izole bosluklar: iizerine baz1 6zellikleri
aragtirmiglar ve izole bosluklar kiimesi ile Apéry kiimesi arasindaki iligkileri sergile-
miglerdir.

Ornek 2.25. S = {0,5,7,10, =} olsun. 6 € H(S) bir izole bosluktur, bu yiizden
S bir mitkemmel sayisal yarigrup degildir. Diger yandan, N = {0,4,5, —} izole bir
bosluga sahip degildir ve N bir miikemmel sayisal semigruptur..

Tamim 2.26. S bir sayisal semigrup ve her s € S\ {0} igin {s+1,s —1} NS # &
ise, S’ye bir yogun(dense) sayisal semigrup denir.

6
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Ornek 2.27. S = (3,4) = {0,3,4,6, =} yogun bir sayisal semigruptur.

Tanim 2.28. S ve T iki sayisal semigrup olsun. Eger S C T ise, T’ye S’nin genis-
lemesi denir. Eger S C T ve

T={xeNy:dixeSi=12,.,n}

olacak sekilde dy, ds, ..., d,, pozitif tamsayilar1 varsa T"ye, S’nin aritmetik geniglemesi
denir.

Eger S bir sayisal semigrup ve d pozitif bir tamsay: ise,

%::{xGNO:deS}

Np’in bir altmonoididir. N'\ % sonlu ve her z,y € % icin dz,dy € S dir. Bu durumda
dr +dy = d(x +y) € S oldugundan x +y € % dir. Dolayisiyla, %, Ny i¢inde bir
sayisal semigruptur.

Tanim 2.29. % semigrubuna S’nin d ile boliimii denir.

Lemma 2.30. Rosales ve Garcia-Sanchez (2009), S # Nq bir sayisal semigrup
olsun. Bu durumda, % = Ny ancak ve ancak d € S dir.

Tanim ve Lemma dan, 7', S’nin bir aritmetik geniglemesi olmasi
i¢in gerekli ve yeterli kogul T' = d—slﬂ%ﬂ...ﬂ% olacak sekilde {d;, ds, ...,d,,} € Ng\.S
pozitif tamsayilarinin olmasidir.
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3. MATERYAL VE METOT
3.1. Genellestirilmis sayisal semigruplarin temel kavramlari

Bu boliimiin amaci, bir genellegtirilmis sayisal semigrubun temel 6zelliklerini
incelemektir.

Bu boéliimde, R¥deki standart taban vektorleri ey, e, .., eq ile gosterilecektir
(vani, i = 1,...,d igin, e;, i-inci bilegeni 1 ve diger bilegenleri sifir olan vektordiir).
Eger A C Nd ise, (A) = { a1 + ... + A\ : Ai, oo Ay € Noyay, ... a, € A;n € N}, A
kiimesi tarafindan iiretilen N¢'nin alt monoididir. Ayrica, z € N¢ nin, i'nci bilegeni
genellikle 2 ile gosterilir. N¢ iizerindeki dogal kismi siralama < ile gosterilir, yani
z,y € N&, 2 < y ancak ve ancak her i = 1,....d i¢in 2 < y@ dir.

Tamim 3.1. S C N? bir monoid olmak iizere, S’'nin bogluk kiimesi H(S) = NI\ S
sonlu ise, S’ye bir genellestirilmis sayisal semigrup denir. Ayrica NI\ S’nin eleman
sayisina S'nin cinsi denir ve g(s) = |H(S)| ile gosterilir.

Tamim sayisal semigrup kavraminin dogal bir genellemesidir.

Aciklama 3.2. Sayisal semigruplar ve genellestirilmis sayisal semigruplar arasin-
daki en onemli fark nedir diye disindigimizde, Frobenius sayist, Apéry kiimesi ve
katlilik gibt kavramlar hemen ortaya ¢ikar. Bu kavramlar kullanian siralamaya gore
degisir. Ornegin, Ny’ nin dogal bir tam siralamasi varder, N¢ ise yalnizea kismi bir
dogal siralamaya sahiptir.

Simdi bu boliimde kullanilmig tiim siralamalar agagidaki gibi sunuyoruz.

Tanim 3.3. <,,, NInin elemanlar1 iizerindeki tam siralama agagidaki iki kogulu
saghyorsa tek terimli siralama (monomial order) denir:

1. Eger v,w € N, v <, w ise, her v € N¢ i¢in v + u <., w + u.

2. Eger v € Nd ve v # 0 ise, 0 <,, v.
Tamim 3.4. <, Nd'nin elemanlar iizerindeki tam siralama agagidaki iki kogulu sag-

liyorsa gevsetilmis tek terimli siralama (relaxed monomial order) denir:

1. Eger v,w € Nd, v < w ise, her u € N? igin v < w + w.

2. Eger v € N¢ ve v # 0 ise, 0 < v.

Ornek 3.5. o, 3 € N¢ olsun. 8 — a 'nin sifirdan farkh ilk koordinati (sol taraf-
tan) pozitifse, @ < f tammlayalim. Bu siralamaya sozliik siralamasi (lexicographic
siralama) denir. Bu siralama bir gevsetilmis tek terimli siralamasidir.

8
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Ornek 3.6. <,,, N¢ iizerinde tek terimli bir swralama, u = (uy,us,...,ug) icin
min(u) = min {uy, us, ..., ug} olsun. Bu durumda,

1. Eger min(u) < min(v) veya

2. Eger min(u) = min(v) ve u <,, v

kosullar1 saglanirsa v < v diyelim. Bu durumda, < siralamasi bir gevsetilmis
tek terimli siralamasidir. Genel olarak <’nin tek terimli bir siralama olma-
digim kanitlayabiliriz. Ornegin, <,,, N3’te bir lexicographic siralama olmak
lizere (3,1,1) < (2,7,8) olur, ama (3,1,1)+(0,2,2) £ (2,7,8)+(0,2,2), yani

tek terimli bir siralama olamaz.

Lemma 3.7. |Cisto (2020) S, Ng nin bir altmonoid olsun. O halde S*\(S* 4 S*),
S’nin bir dreteg sistemidir. Ustelik, S nin her treteg sistemi S*\(S* + S*) % i¢erir.

Lemma 3.8. S C N¢, bosluk kiimesi H(S) = {hi, ha, .., hy—1,h} ve cinsi g olan bir
genellestirilmis sayisal semigrup ve h, N3 deki dogal kisma siralamaya géire H(S) 'nin
maksimal elemany olsun. Bu durumda, S = S U {h} bir genellestirilmis sayisal
semigruptur. S', H(S") = {h1, ha, .., hy—1} ve g — 1 cinsine sahiptir.

Ispat. S" = (SU{h}) olsun. Bu durumda, S C S’ = (S U {h}) oldugundan S’ bir
genellegtirilmiy sayisal semigruptur ve H(S) 2 H(S’) diir. S, g — 1 cinsine sahip
oldugunu gosterelim. h; € S" = (SU{h}) , j € {1,2,..,9—1} ve h; € H(S)
oldugunu kabul edelim. Bu durumda, g, € S i¢in h; = >, p,g9x + Ah dir. Eger
A = 0ise, h; € S olurdu (geliski). Eger A # 0 ise, h; > h olurdu, H(S)de, h'nin
maksimumluguyla celisir. Dolayisiyla, j € {1,2,...,g — 1} i¢in h; ¢ S* dur. O halde,
H(S,) = {hl,hg,..,hg_l} dir. ]

Onerme 3.9. Her genellestirilmis saysal semigrup, sonlu bir ireteg sistemine sa-
hiptar.

Ispat. S C N¢ bir genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Iddiay1 S ’nin cinsi g
lizerinde tiimevarimla kanitlayabiliriz. Eger ¢ = 0 ise, S = N¢ | standart taban
vektorler {ey, e, .., €4} tarafindan iiretilir. S C N&, cinsi g+1 olan bir genellestirilmisg
sayisal semigrup ve h, N¢'deki dogal kismi siralamaya gore H(S) ’de bir maksimal
eleman olsun. Lemma ye gore §' = SU{h}, N¥de cinsi g ve sonlu olarak iiretilmis
olan bir genellegtirilmis sayisal semigruptur. G(S5’), S’ igin sonlu bir iireteg sistemi
olsun. O halde, h € G(5’) dir. Dolaysiyla, G(S") € SU{h} 6yleg; € S,i=1,2,....;s
varki G(S") = {491, 92, .-, gs, h} olarak ifade edebiliriz. Simdi, B = {g¢, ..., g5, h+g1, h+
92, -y h+ gs, 2h, 3h} olsun. Bu durumda, H(S)’de hA'nin maksimumlugundan B C S
olur. Ayrica B, S’nin i¢in bir iireteg sistemi olur. Dolayisiyla, S sonlu iretilir. [

Sonug 3.10. Her genellestirilmis sayisal semigrup, sonlu bir minimal treteg siste-
mine sahiptir.
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Ispat. Lemma ’a gore, her genellegtirilmis sayisal semigrup, sonlu bir treteg
sistemine sahiptir. O da her tireteg sisteminde bulunan S*\ (S*+.5*) i¢in de saglanir.
O halde, béyle bir iireteg sistemi sonludur. m

Cinsi g olan tiim S C N genellestirilmis sayisal semigruplar1 kiimesini S, 4
ve bu kiimenin eleman sayisin N, 4 = |S, 4| ile gosterelim.

Tamim 3.11. ¢t € NZ ve <, N¢ de tamimlanan dogal kismi siralama olsun. Bu du-
rumda,
m(t):={n eNi:n <t}

tanimlanir.

Agiklama 3.12. Her t € N¢ i¢in w(t) kiimesinin sonlu oldugunu, koseleri t olan

dikdortgenin tamsayr noktalary kiimesini temsil ettigini ve koordinat eksenlerindeki
noktalar: (11,0, ..,0), (0,t2,0,..,0),..., (0,...,0,tD) olduguna dikkat edelim.

Eger s ¢ 7(t) ise s, t’den daha biiyiik en az bir bilegene sahiptir.

Lemma 3.13. S C N¢ bir monoid olsun. Bu durumda, S bir genellestirilmis saysal
semigruptur, ancak ve ancak t € N vardwr yle ki tiim s & (t) i¢in s € S olur.

Ispat. (:=) S C N bosluk kiimesi H(S) = {hi, hy, ..., h,} olan bir genellestirilmis
sayisal semigrup olsun. t® € Ny, i € {1,...,d} icin H(S)'deki elemanlarm i-inci
koordinatinda goriinen en biiyiik say1 olsun. Yani, t®) = max{hgi), hg),..., hgi)}
olacak sekilde t = (t( ¢ . ¢+@) € N¢ alnirsa istenen olur.

(«<:) Her s ¢ w(t) icin s € S olacak sekilde bir ¢+ € N& olsun. Bu durumda,
h € NI\ S ise, h € 7(t), yani (N\S) C 7 (t) ve 7(t) sonlu bir kiime oldugundan, S
genellegtirilmis bir sayisal yar1 gruptur. O

Onceki lemma, N¢’deki bir genellestirilmis sayisal semigrup icin bir iiretecler
sisteminin karakterizasyonunu kanitlamak igin yararh bir ara¢ saglar. Asagida, basit
olan d = 2 6zel durumu i¢in bir teorem veriyoruz.

Teorem 3.14. |Cisto (2020) d > 2 i¢in S = (A) C N, bir A kiimesi tarafindan
tretilen bir monoid olsun. O halde S, bir genellestirilmis sayisal semigruptur ancak
ve ancak A kiimesi asagqidaki kosullary saglar:
1. Her j =1,2,...d igin obeb(agj),agj), ..,ag)) =1 olacak sekilde agj)el, agj)eg, s
a,(ﬂg)ej € A ver; € N vardwr (yani 1 < i < Tj igin agj
semigrup tretir).

) elemanlar bir sayrsal

2. Herik, 1 <i<k<di¢inxy = ei+nl(-k)ek ve Ty = € +n,(f)ei olacak sekilde

Tik, Tgi € A vardwr (burada nz(»k), n,(f) e Ny dir ).
10
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Sonug 3.15. |Cisto (2020) S = (A) C N2, A kiimesi tarafindan dretilen bir monoid
olsun. O halde S, bir genellestirilmis sayisal semigruptur ancak ve ancak A kiimesi
asagidakt kosullary saglar:

1. n € N\{0} i¢in obeb(ay, ..., a,) = 1 olacak sekilde (0, ay), (0, az),..., (0,a,) €

A vardwr (yani ay, ..., a, bir sayisal semigrup tretir).

2. m € N i¢in obeb(by, ...,by) = 1 olacak sekilde (by,0), (bs,0),..., (by,0) € A
vardir (yani by, ..., by, bir saysal semigrup dretir).

3. (r1,1),(1,7m) € A olacak sekilde r1,r9 € N vardar.

[k olarak d = 2 durumunu inceliyoruz. S C N2, A tarafindan iiretilmis bir

genelle§t1rllm1§ sayisal semigrup olsun. Bu durumda, obeb(oz1 ,agl), ey agl)) =1ve
obeb(a1 : aéQ), al )) = 1 olacak sekilde

agl)el, agl)el, .. ﬁ,l)el, ag )62, agz)eg, e (2)62 €A
vardir.

S =< ag ),a(l), o g .,aﬁl) > ve Sy =< ag ),a(22), .. ( ) > olsun. Dolayisiyla,

sunu elde ederiz,
= {Sl X SQ} U {H(Sl) X SQ} U {Sl X H(SQ)} U {H(Sl) X H(SQ)} .
Eger z € S; ve y € Sy ise, (2,0),(0,y) € S ve (z,y) € S1 X Sy C S.

Burada, Weierstrass semigrubunun genellestirilmesinde H(S;) x H(S2)nin
onemli bir role sahip oldugunu (treticileri igerir) not ediyoruz, detaylh bilgi i¢in
(Beelen ve Tutag|2006; [Kim/|1994; Matthews| 2003, [2004)).

Sonug 3.16. S C N¢, bir genelle§tirilmi§ sayisal semigrup ve A, S'nin sonlu bir

treteg sistemi olsun. Teoremin gosterimi ile, S;, {a1 ,aé ), .. ag)} tarafindan

tretilen sayisal semigrup ve j = 1 . d igin FU) , S;j'nin Frobenius sayist olsun.

d . A

v0) = ZF(i)n?) + FU) olmak dizere v = (v, 0@, .. v @) € N¢ tansmlayalm. Bu
2]

durumda, H(S) C w(v) dir.

Ispat. Cisto| (2020)’daki Teorem 2.1.10’un ispatindan elde edilir. O

Ornek 3.17. S C N2, bosluk kiimesi H;(S) = {(1,0), (2,0), (2,1)} olan bir genel-
lestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda, S’nin minimal iireteg sistemi {(0, 1),
(1,1), (3,0), (4,0), (5,0)} dir. FO =2, F® =0, p{" =0, n{¥ =1 dir. Dolayisiyla,
v = (F(Q)nél) + F), F(I)n?) + F®) = (2,2) dir.

11
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Ornek 3.18. S € Ni, A = {(1,0,0,0), (1,0,0,1),(0,1,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,0),
(0,0,2,1),(0,0,0,2), (0,0,1,3), (0,0,0,5)} tarafindan iiretilmis bir sayisal semigrup
olsun. Bu durumda, S genellestirilmis bir sayisal semigrup ve bogluk kiimesi H(S) =
{(0,0,0,1), (0,0,0,3), (0,0,1,1)} dir.

Teorem kosullarinin karsilandigimi dogrulayalim. Onceki Teoremin 1.
kogulunda agiklanan tretegler {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0),(0,0,0,2), (0,0, 0,
5)} dir. Teoremin 2. kosulu ile ilgili A'nin

(nél)7 ]'7 07 0)7 (17 ng2)7 07 O)? (17 07 n53)7 0)7 (nél)i O) 17 0)7 (17 07 07 n:([4))7 (ngll)7 07 07 1))
(0’ 1, ng3)’ 0)’ (07 ng2)7 L, 0)7 (07 L, 0, n;4)), (07 nf), 0, 1)7 (Ou 0,1, ng4))7 (0; 0, 714(13), 1)

elemanlarin her birinden en az bir elemani icerdigini dogrulamamiz gerekir. Teore-
min 2. kogulunda agiklanan iretegler {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (1,0,0,1),
(0,1,0,1), (0,0,2,1)} dir. A" = ANJ{(0,0,1,3)} kiimesi tarafindan tiretilen S’, S
"den farkli bir genellegtirilmis sayisal semigruptur.

[Sekil 3.1Jde v noktasi siyahla isaretlenmigtir, kirmiz1 alandaki negatif olma-
yan tamsayilari m(v)’deki elemanlar1 temsil eder. S’nin bosluklar: kirmiziyla isaret-
lenmigtir ve hepsinin kirmizi alanda yani 7(v) iginde oldugunu gostebiliriz. Ayrica
kirmizi alanin digindaki tiim noktalar S’dedir. Lemma e bakimiz, v' = (2,1)
i¢in |7(v')| < |7 (v)| dir. Bir sonraki érnekte gosterecegimiz gibi, bu her zaman dogru
degildir.

Ya

4

3

2 .

1 ®
> &

O | 92 3 4 ¢

Sekil 3.1. Ornek ’deki genellestirilmis sayisal semigrup

Ornek 3.19. S C NZ, G(S) = {(2,0), (0,2), (3,0), (0,3), (1,4), (4,1)} tarafindan
iiretilen bir altmonoid olsun. Bu durumda, S bir genellestirilmis sayisal semigrup
ve S’nin bogluk kiimesi H(S) = {(0,1), (1,0), (1,1), (1,2), (1,3), (1,5), (2,1),

12
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(3,1), (5, 1)} dir. FO =1, F@ = 1, n{’ = 4, n{? = 4 dir. Dolayisiyla, v =
(FOp{) 4 FO pORD 4 p@)Y = (5 5) dir. Bu durumda, [Sekil 3.2| gosterdigi
gibi, m(w), S’nin her boslugu igerecek ve |r(w)| < |7 (v)| olacak sekilde bir w € NZ
elemaninin mevcut olmadigini iddia edebiliriz.

=T

[l o S oS B SN k) 4
»

O 1 2 3 4 5 6 7

Sekil 3.2. Ornek daki genellestirilmis sayisal semigrup

S = (A), A C N¢ tarafindan iiretilen bir monoid olsun. Her j = 1,2,...n
icin, A; C Nd=! A'nmn elemanlarmin j-inci bilesenin ¢ikarilmasi ile elde edilen kiime

olsun. O halde (Teorem [3.14]iin 2. kogulu) agagidaki ifadeye denktir:
Her j =1,2,...,d icin, (A;) C Nd~! dir.

Bu béliimde, tiim genellestirilmis sayisal semigruplarin Nd’nin sonlu olarak
iiretilmig altmonoidleri oldugunu gérdiik. Ny’nin altmonoidlerinden ve N&'nin alt-
momoidinin d > 1 i¢gin gok biiyiik bir farkin1 vurgulayabiliriz. Teorem [2.7/de Ny’nin
her alt monoidinin bir sayisal semigruba izomorf oldugundan bahsetmistik. Ozellikle
Np’nin tiim alt monoidleri sonlu olarak iiretilmistir. Bu Nd’de dogru olamaz, ¢iinkii
d > 1 icin Nd'nin tiim alt monoidleri sonlu olarak iiretilmemistir ve N¢'nin sonlu
olarak iiretilmig tiim alt monoidleri (afin semigruplar olarak adlandirihir) genellegti-
rilmig sayisal semigruplar degildir.

Ornek 3.20. S = {(v,y) € N2 : © > 2,y € Ny}, N¥nin bir altmnoididir ancak
sonlu olarak iiretilmemistir, ¢iinkii {(2,y) € N3 : y € No} C §* \(S* + S*) dir.
T C N2, {(2,0), (0,3), (1,4)} tarafindan iiretilmig bir altmonoid olsun. Bu durumda,
T C N2mnin sonlu olarak iiretilmig bir alt monoididir, ancak genellestirilmig bir
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sayisal semigrup degildir, clinkii,
{(2n+1,0) € NJ : n € N} C N)\T

dir.

Tanim 3.21. S C N¢ bir genellestirilmis sayisal semigrup olmak fizere
PF(S)={x€ H(S):her se€ S\ {0} igmax+s€ S5}

kiimesine S'nin pseudo-Frobenius elemanlar: kiimesi denir ve |PF(.S)| sayisina S'nin
tipi denir. S'nin tipi £(S) ile gosterilir.

S C N bir monoid ise, a <, b < b —a € S, Z¥de, S’nin bir kismi
siralamadair.

Onerme 3.22. |Cisto (2020) S C N¢ bir genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu
durumda, PF(S), <;’ye gore H(S) deki maksimum elemanlarn kimesidir.

Tamim 3.23. S C N¢ bir genellestirilmis sayisal semigrup olmak iizere
SG(S)={x € H(S) :her s € S\ {0} i¢in 2z, z+s€ S5 }

kiimesine S’nin 6zel bogluklar1 kiimesi denir.

Agiklama 3.24. SG(S) C PF(S) dir. Fakat esitlik genel olarak dogru degildir.

Ornegin, S = NIN{(0,1),(1,0),(2,0)} olsun. Bu durumda, PF(S) = H(S) dir.

Ama SG(S) = {(0,1),(2,0)} dir.

Onerme 3.25. S C N¢ bir genellestirilmis sayisal semigrup ve x € H(S) olsun. Bu
durumda, S U {x} bir genellestirilmis sayisal semigrup ancak ve ancak x € SG(S).

Ispat. SG(S) tanmimindan kolayca elde edilir. O

Tanmim 3.26. S C N bir genellegtirilmis sayisal semigrup olsun. Onu igeren iki
sayisal semigrubun kesigimi olarak ifade edilemiyorsa S’ye bir indirgenemez genel-
lestirilmis sayisal semigrup denir.

Onerme 3.27. |Cisto (2020) S C N¢ bir genellestirilmis saysal semigrup olsun. Bu
durumda, S indirgenemez ancak ve ancak |SG(S)| =1 dir.

Onerme 3.28. |Cisto (2020) S C N¢ bir genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu
durumda, S indirgenemez ancak ve ancak her h € H(S) i¢in 2h # f, f —h € S
olacak sekilde f € H(S) vardir.

Onerme 3.29. |Cisto (2020) S C N& bir indirgenemez genellestirilmis saysal se-
14
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migrup ve SG(S) = {f} olsun. Bu durumda, asagidaki durumlardan yalnizca biri
saglanar:

1. f'nin tek olan bir bileseni varsa, PF(S) = {f},
2. f’nin tim bilesenleri ¢ift ise, PF(S) = {f, %} dir.

Teorem 3.30. |Cisto (2020) S C N¢ bir genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu
durumda, asagidaki ifadeler denktir:

1. |PF(9)| =1.
2. PE(S)={f}, ['nin en az bir bileseni tektir.
3. Her h € H(S) i¢in f — h € S olacak sekilde f € H(S) vardr.

Teorem 3.31. Cisto (2020) S C N& bir genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu
durumda, asagidaki ifadeler denktir:

1. PF(S)={f,1}.

2. f’nin tim bilesenleri ¢ift ve her h € H(S) i¢in h # % , [ —h €S olacak
sekilde f € H(S) vardur.

Tamim 3.32. S C N¢ bir genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Teorem un
esdeger ifadelerinden birini saghyorsa S’ye simetrik genellegtirilmig sayisal semigrup
denir. Teorem [3.3T]in egdeger ifadelerinden birini saghyorsa S’ye pseudo-simetrik
genellestirilmis sayisal semigrup denir.

Her iki durumda da S indirgenemezdir.

Onerme 3.33. S C Né bir genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda, her
i€ {l1,2,...,d} i¢in S; = {s € Ny : se; € S}, Ny tzerinde bir sayisal semigruptur.

Ispat. S; bir monoiddir, iistelik Ny’de sonlu tiimleyene sahiptir, aksi takdirde S’de
olmayan sonsuz sayida eleman vardir. O

Tanim 3.34. S C N¢ bir genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Onerme ’de ve-

rilen sayisal semigrup 5;, S'nin i-ekseni semigrubu olarak adlandirilir. S;'nin 6nderi
d

(conductor) ¢; ile gosterilir. Ayrica, w(S) = Y ¢;e; elemani S'nin énderi (conductor)

=1
olarak adlandirilir.

Onerme 3.35. S C N¢ bir genellestirilmis saysal semigrup olsun. O halde, N& deki
dogal kismi siralamaya gére w(S) < s olan her s € N¢ i¢in, s € S ve s, S’nin
manimal treteci degildir.

15
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. d . .
Ispat. w(S) < sile s = > s%e; olsun. Bu durumda, her i € {1,2,...,d} i¢in s > ¢
i=1

dir. Ozellikle, her i icin s € S, dir. O halde, se; € S dir. Sonucta s, S’nin minimal
iireteci degildir ¢iinkii S’deki elemanlarin toplamidir. O

Onerme 3.36. f € N¢ olsun. Bu durumda, (N¢\ 7(f)) U {0} bir genellestirilmis
saysal semigruptur.

Ispat. S = (N¢\ 7(f)) U {0} olsun. Bu durumda, S nin bir monoid oldugunu ka-
nitlamak istiyoruz. Ilk olarak 0 € S dir. z,y € S sifirdan farkl iki eleman olsun.
Bu durumda, z,y ¢ S ise, z +y € n(f) dir. Ozellikle N¢’deki kismi siralamaya gore
r<z+y<fvey<z+y<fdir yani z,y € 7(f) dir. Fakat bu bir ¢eligkidir.
Dolayisiyla, = +y € S, yani S bir monoiddir. N¢ \ S = 7(f) sonlu bir kiimedir. [J

Tanim 3.37. f € Nd olmak iizere S = (NZ\ 7(f))U{0} sirali genellestirilmis sayisal
semigrup olarak adlandirilir. ¢(S) = |7 (f)| saysina, S’nin 6nderi denir.

Gosterim 3.38. S = (NZ\ 7(f))U{0} siral genellestirilmig sayisal semigrup olsun.
Bu durumda, S’nin Frobenius elemani f ise, S bir Frobenius genellegtirilmis sayisal
semigup ve her i € {1,2,...,d} icin S; = {0, f? +1,—}, 6nderi f@ + 1 olan bir
i-ekseni semigruptur. Ozellikle, {f® +1, f® +2, .. 2f® 41} kiimesi S;'nin minimal
iireteg sistemidir.

Teorem 3.39. Cisto (2020) S = (N2 \ 7(f)) U {0} swralv genellestirilmis saysal
semigrup olmak tzere heri € {1,2,...,d} igin,

A = {k;e + S njej ki € {fD +1, fO 12,29 41} n; € {0,1, .., f(j)}}
i#]

d

olsun. Bu durumda, G = |J A;, S 'nin bir minimal trete¢ sistemidir.
i=1

Gosterim 3.40. Teorem [3.39[deki A; kiimelerini diigiinelim. Bu durumda, her
i€{1,2,...,d} icin,

A= (FO+ DD +2)-(fD + 1) = [n(f)

dir. Gorsel olarak, S’nin minimal {iretegleri 7(f)nin d tane kopyalarina boliiniir,
ozellikle A; = (f@ + 1)e;+ w(f) dir.

Tanim 3.41. a € Nve S = {(aW, ..., a?) e N¢: o + ... + o > a} U{0} olsun.
Bu durumda, S’ye a-semplektik genellestirilmis sayisal semigrup denir.

Onerme 3.42. S C N¢ bir a-semplektik genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu
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durumda,

dir.

Ispat. Tamm [3.41[den aciktir. O

Gosterim 3.43. S C N¢ bir a-semplektik genellestirilmig sayisal semigrup olsun.
Bu durumda, G; = {(a(l), ey eNd: a4+ 4 ald = 1} ise,

H(S) = UG oyleki G| = < ”dd__ll )

dir. Dolayisiyla,

o) =11 = 3 (P57 )= (3 ) -

dir (son egitlik tiimevarimla ispatlanir).

d
= (xW .. 2@) € N¢ olmak iizere |z| = Y 2 tammlayalim. Bu durumda,
i=1
eger S C N bir a-simplektik genellestirilmis sayisal semigrup ise, z € S ancak ve

ancak |z| > a dir.

Teorem 3.44. |Cisto (2020) S C N¢ bir a-simplektik genellestirilmis saysal semig-
2a+1

rup ve Gy = {zx € N : |z| = k} olsun. O halde A= |J Gy kiimesi S 'nin minimal
k=a+1

tretecleri kiimesidir.

Tamim 3.45. T' C Ny bir sayisal semigrup olsun. Bu durumda, S = {z € N¢ : |z| €
T}, S'nin N&’de bir genellestirilmig sayisal semigrup oldugunu kanitlamak kolaydir.

S’ye T-geridi genellegtirilmis sayisal semigrup denir.

Gosterim 3.46. S C N{ bir T-geridi genellegtirilmis sayisal semigrup olsun. Bu
durumda,

H(S)={x €Nj: |2| ¢ T}
Ustelik eger x € N¢ ise, x € S ancak ve ancak |z| € T dir.

Tanim 3.47. S C NZ bir monoid ve n € S olsun. s — n, Z{ 'deki fark olmak iizere
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n’ye gore S'nin Apéry kiimesi
Ap(S;n) ={se€ S:s—n ¢S}
ile tanimlanir.

Tanim 3.48. S C N¢, bir genellestirilmis sayisal semigrup ve < , N¢'de gevsetilmis
bir tek terimli siralama olsun. Bu durumda,

1. F(S)<, < 'ye gore H(S)deki en biiyiik eleman1 S’nin Frobenius elemamn
olarak adlandirilir.

2. m(9)<, <’ye gore S\{0} 'nin en kiigiik eleman1 S’nin katlilig1 denir.

3. U(9)<, <'ye gore F(S)<’den biiyiik minimal iiretegler kiimesidir.

Onerme 3.49. |Fuilla vd. (2016) S C N4, bir genellestirilmis saysal semigrup,
Néde bir gevsetilmis tek terimli siralama ve h bir minimum dreteci olsun.

1. T = SU{F(S)<} kiimesi bir genellestirilmis saysal semigrup ve F(S)< €
U(T)< dir.

2. T = S\{h} kiimesi bir genellestirilmis saysal semigruptur. Ayrica, <, N&
de bir gevsetilmis tek terimli siralama ve h € U(S)< de ise, F(T)< = h dir.

Lemma 3.50. |Failla vd.| (2016) S C N2, A tarafindan iiretilen bir altmonoid ve <,
N¢ dizerinde gevsetilmis tek terimli siralama olsun. Bu durumda, m(S)s € A dur.

Sonug 3.51. |Failla vd.| (2016) S C N bir genellestirilmis saysal semigrup ve <,
Ndde bir gevsetilmis tek terimli siralama olsun. O halde S\{m(S)<} bir genelles-
tirtlmis sayisal semaigruptur.

Onerme 3.52. |Fuilla vd. (2016) S C N¢, A tarafindan idiretilen bir genellestiril-
mis sayisal semigrup ve v € A olsun. Bu durumda, S\{v}, (A\{v}) U{g +v|g €
A\{v}}U {2v, 3v} tarafindan dretilir.

Onerme 3.53. |Cisto| (2020) S C N¢ genellestirilmis bir saysal semigrup ve f €
H(S) olsun. Bu durumda, <, N&'de gevsetilmis bir tek terimli siralamaya gére
F(S)< = f ancak ve ancak f, N& deki dogal kismi siralamaya gore H(S) nin maksi-
mumudur.

Tanim 3.54. S C N¢ bir genellestirilmis sayisal semigrup ve f € H(S), Onerme
3.53| gibi olsun. Bu durumda, S’ye Frobenius genellesgtirilmig sayisal semigrubu denir
ve (S, f) ile gosterilir.
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Gosterim 3.55. Her sayisal semigrup, bir (S, f) Frobenius genellegtirilmis sayisal
semigrubudur (buradaki f, S’nin Frobenius elemanidir).

Ornek 3.56. S = N2\ {(1,0)} olsun. Bu durumda, 4 = {(2,0), (3,0), (1, 1), (0,
dir. <, bir lexicographic siralama olmak iizere F/(S)<x = (1,0) ve (1,1) € U
dir. 8" = S\{(1,1)} = N2\ {(1,0),(1,1)} olsun. Bu durumda, {(2,0), (3,0), (0,1),
(3,1), (4,1), (1,2), (2,2), (3,3)}, S”nun bir {ireteg sistemidir. (3,0) + (0,1) = (3,1)
oldugundan (3,1), S”'niin bir minimal iirete¢i degildir.

’de cinsi ¢ < 3 igin, |Cisto| (2020)’den faydalanarak, S C N2
genellestirilmis sayisal semigruplar kiimesini S o ile gosterip elemanlari liste ha-
linde veriyoruz ve N,o = |S,»| yi hesapliyoruz. Ikinci siitundaki elemanlar H(S)
'deki elemanlar ve iiciincii siitundaki elemanlar G(S)’ nin elemanlaridir. Ikinci sii-
tundaki kalin karakterli elemanlar, lexicographic siralamaya gore S'nin Frobenius
elemanlardir. Bu durumda, Nos =1, Nijo = 2, Noy = 7 ve N3 = 23 tiir.
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Cizelge 3.1. Cinsi g < 3 olan genellestirilmis sayisal semigruplar
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliim esas olarak iki ana altboliimde incelenebilir. Tlk olarak, d > 2 icin
N¢ iizerinde genellestirilmig sayisal semigruplarin yeni ézel simiflart ve ézellikleri ince-
lenecektir. Tkinci olarak, Ny fizerinde {icgen sayisal semigruplari ve piramitsel sayisal
semigruplarin belirli 6zellikleri aragtirilacak ve bu iki siniftan yararlanarak iiggen sa-
yisal semigruplarin iki genellemesi tanimlanip 6nemli 6zellikleri incelenecektir.

4.1. S C N4 Genellestirilmis Sayisal Semigruplar

d > 2 i¢in N¢ iizerinde genellestirilmis sayisal semigruplarin basta genellesti-
rilmig mitkemmel sayisal semigruplar1 olmak iizere genellegtirilmis aralikli (sparse),
yogun (Dense), tam yogun sayisal semigruplar ve genellegtirilmis sayisal semigrubun
aritmetik geniglemeler kiimesi tanimlamip bazi 6zelliklerini incelenecektir. Ayrica,
elde edilen sonuglar bazi ilging 6rneklerle zenginlestirilecektir.

4.1.1. Genellestirilmis miikemmel sayisal semigruplar

N¢ iizerinde bir genellegtirilmis sayisal semigrubun izole bosluklari tanimla-
nip, genellestirilmis miitkemmel sayisal semigruplarin bazi 6zel siniflar1 ve 6zellikleri
incelenecektir.

Tanim 4.1. S C N¢ bir genellestirilmig sayisal semigrup, d > 1 ve h € H(S) olsun.
Eger her j € {1,...,d} i¢in

{h—ej, h+€j}mNgC5

ise, h’ye S’nin bir izole boglugu denir ve S’nin izole bogluklar1 kiimesi iso(S) ile
gosterilir. Eger iso(S) bos kiime ise, S’ye N&’de bir genellestirilmis mitkemmel sayisal
semigrup denir.

[lk olarak d = 2 durumunu inceliyoruz. S C N2, bosluk kiimesi H(S) = N2\ S
olan bir altmonoid ve h = (i, 7) € H(S) olsun. Bu durumda, {(i,j—1), (¢, j+1), (i —
1,7),(i+1,7)} NN C S ise, h, S’nin bir izole boglugudur.

Ornek 4.2. S C N2, H(S) = {(1,0),(1,1), (0,1)} bosluk kiimesine sahip bir genel-
lestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda, G(S) = {(0,2), (0,3), (1,2), (1, 3),
(2,0), (2,1), (3,0), (3,1)}, S'nin minimal iirete¢ sistemidir. Her h € H(S) igin
h bir izole bogluk olmadigin kolayca goriilebilir. Dolayisiyla, S bir genellestirilmis
miikemmel sayisal semigruptur.

Aciklama 4.3. Ornek ’de verilen S semigrubu izole bosluklara sahip degildir
ancak S’nin bilesenleri Sy ve Sy olan sayisal semigruplary izole bosluklara sahiptir.
Dolayswyla, bir genellestirilmis sayisal semigrup S, bilesen semigruplary (S ve Ss)
mikemmel olmasa da mikemmel olabilir.
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Tamim 4.4. S C N¢ bir monoid ve n € S olsun. s — n, Z¢ 'deki fark olmak iizere
n’ye gore S'nin A-Apéry kiimesi

A-Ap(Sn)={se S:s—ne H(S)}
ile tanimlayalim.

Aciklama 4.5. Tanim ’den Apéry kimesi Ap(S,n) sonsuz bir kiime ve Tanim
[{-4'den A-Ap(S,n) sonlu bir kiime oldugu gériilebilir.

Ornek 4.6. S = N2\{(1,0), (1,1)} = ((0,1),(1,2),(2,0), (3,0)) olsun. Bu durumda,
a0 = {500

A-Ap(S, (1,3)) = { (2,3),(2,4) }.

Ornek 4.7. S C N2, bogluklar kiimesi H(S) = {(0,1), (1,0), (1,1), (1,2), (1,3),
(1,5), (2,1), (3,1), (5,1)} olan bir genellegtirilmis sayisal semigrup olsun. Bu du-
rumda, G(S) = {(2,0), (0,2), (3,0), (0,3), (1,4), (4,1)}, S’nin minimal {ireteg
sistemidir. (1,5), (5,1) € H(S), S’nin izole bosluklaridir. Bu nedenle, S, bir ge-
nellegtirilmig mitkemmel sayisal semigrup degildir. [Sekil 4.1fde mavi renkli noktalar
S’nin elemanlari, kirmiz renkli noktalar S’nin bosgluklari, siyah renkli noktalar S’nin
izole bosluklaridir.

B @ L] L] [ ] L] L] [ ]
LR [ ] ] L] L] [ ] L]
a4 » L] - L] L] - L]
i{m . - ] - L] -
2. L] L] L] ] L] [ ]
141 @ L . L] ] . L]
0 L - L] L L] L] -

o 1 3 4 6

Sekil 4.1. Ornek ’deki genellestirilmis sayisal semigrup

Ornek 4.8. S C N2, minimal iireteg sistemi G(S) = {(0,2), (0,5), (3,0), (4,0),
(1,4), (4,1)} olan bir genellegtirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda,

(0,1),(0,3),(1,0), (1, 1), (1,2),(1,3),(1,5), (1,7), (2,0),
H(S) =4 (2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(2,7),(2,9), (2,11),
(3,1),(3,3), (5,0), (5,1),(5,2),(5,3), (6, 1), (6,3), (9,1), (9, 3)
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(0,0),(3,0),(4,0),(0,5),(1,4),(1,9),(2,8),(2,11),
Ap(S,m(S) ):{ (3.5), (4.1)(5.4), (5,5). (6.5), (9,5), (7. 1), (8. 1 }
U{(n,0),(m,1):n>6,m > 10},

0,5),(1,4),(1,9),(2,8),(2,11),
A-Ap(S,m(S)<) = { 850, 6.4).5.50.6.5.0.5) }
dir. S’nin Frobenius elemam F(S) = (9, 3)’tiir. {(9, 2), (8,3)}NNZ C S oldugundan,
F(S)<'nin S’nin bir izole bogluk oldugunu elde ederiz. de yesil renkli
noktalar S’nin minimal iiretegleri, mavi renkli noktalar S’nin elemanlari, kirmiz
renkli noktalar S’nin bogluklaridir, siyah renkli noktalar S’nin izole bogluklar1 ve
mor renkli noktalar Ap(S, (0,2))nin elemanlaridir.
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Sekil 4.2. Ornek ’deki genellegtirilmis sayisal semigrup

Teorem 4.9. S = ((a,0),(1,0),(0,1),(2,0)) bir genellestirilmis sayisal semigrup
olsun; burada a,b € N, a tek ve b > 2 dir. O halde lexicographic siralamaya gore
F(S)x=(a—2,b—1) ve S bir genellestirilmis mikemmel sayisal semigruptur.

Ispat. Oncelikle (a —2,b—1)’in H(S) nin en biiyiik eleman1 oldugunu gésterecegiz.
(a—2,b—1) € Sise, (a—2,0—1) = a(a,0)+5(1,0)+v(0,1)+A(2,0) olacak sekilde «,
B, v, A € Ny vardir. Bu durumuda, o > 0 veya § > 0 ise, a = —22242 ~

a—1
b= —g—ﬂ < 0, ancak bunlar a,b > 0 ile celigsiyor. « = § = 0 ise, 2A 4+ 2 = a, a tek

oldugundan bu bir ¢eligkidir.

Farz edelimki, h = (b, h(?)) € H(S) ve lexicographic siralamaya gore (a —
2,b—1) < h. O halde, (A", h®)—(a—2,b—1) = (R —a+2, h® —b+1). Buradan,
23
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i) R —a+2 = 0ise, W = a -2 ve h® > b — 1 dir. Dolayisiyla,
h=(a—2,0)+(0,h?) € S dir.

i) A > a — 2 ise, (b 0) € S ve h = (hV,0) + (0,h?) € S dir.

Her iki durumda da ¢eligki elde edilir. Simdi A (S) nin higbir elemanin izole
nokta olmadigini gosterecegiz. Agagidaki kiimeyi tanimlayalim,

K={(zt):1<z<a—-2,0<t<b—1veuxtek}.

h = (bW, h?) € H(S) ve h ¢ K olsun. h"’in ¢ift olamayacagimi dikkat edelim.
Dolayisiyla, A" > a — 2 ve h® > b — 1 olacak bigimde h = (h(V,0) + (0,r?)
yazilabilir ve F(S); < h dir. Fakat bu bir geligkidir. O halde, H(S) C K dir.
K C H(S) oldugunu agiktir. Dolayisiyla, H(S) = K dir.

h € H(S), S’nin bir izole bosluk oldugunu varsayalim. A" + 1 cift say
oldugundan, (h) 41, h?) € S ve (hM), h®) +1)’den en az biri H(S)nin bir eleman
oldugunu goriilebilir. Fakat bu bir ¢eligkidir. O]

Sonug 4.10. a,b € N, a tekve b > 2 i¢in S = {(a,0), (1,b), (0,1), (2,0)) bir genelles-
tirilmis saysal semigrup ve < lexicographic siralama olsun. Bu durumda, Asagidaki
ifadeler saglanar:

1. m(8)< = (0,1), g(S) = b(*7%).
. Ap(S,m(9)<) = {(0,0), (2k,0), (2k — 1,b), (a +n,0) : 1 <k < %L n e Ny} .
. A-Ap(S,m(S)<) = {(2k —1,b) : 1 < k < %}

. S bir simetrik genellestirilmis sayisal semigruptur.

2
3
4. PF(S) = 5G(S) = {F(5)<}.
5
6

. (S, F(S)<) bir Frobenius genellestirilmis sayisal semigruptur.

Ispat. Teorem , Onerme ve Teorem ’dan elde edilir. O

Ornek 4.11. S C N2, minimal iireteg sistemi G(S) = {(2,0), (13,0), (0,1), (1,8)}
olan bir genellegtirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda,

1. m(S)< = (0,1), g(S) = 48.
2. HS)={(x,t) : 1 <x<11,0 <t <7vex tek}.
3. Ap(S,m(S)<) ={(0,0),(2k,0), (2k — 1,8),(13 4+ n,0) : 1 < k < 6,n € Ng}.

4. A-Ap(S,m(S)<) = {(2k —1,8) : 1 < k < 6}.
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5. PF(S) = SG(S) ={(11,7)}.
6. S bir genellestirilmis miikemmel sayisal semigruptur.
7. S bir simetrik genellestirilmis sayisal semigruptur.

8. (S, F'(5)<) bir Frobenius genellestirilmig sayisal semigruptur.

Sekil |.11fde yesil renkli noktalar S’nin minimal tiretecleri, mavi renkli nok-
talar S’nin elemanlar1, kirmiz renkli noktalar S’nin bogluklari ve mor renkli noktalar

Ap(S, (0,2)) nin elemanlaridir.
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Sekil 4.3. Ornek ’deki genellestirilmis sayisal semigrup.

Teorem 4.12. S = ((a,0),(a+1,0),(0,1),(1,b)) bir genellestirilmis sayisal se-
migrup olsun; burada a,b € N, b > 2°dir. O halde lexicographic siralamaya gére
F(S)s = (a®>—a—1,b—1) ve S bir genellestirilmis mikemmel saysal semigruptur.

Ispat. (a*>—a—1,b—1)’in H(S)nin en biiyiik eleman1 oldugunu gésterecegiz. Once-
likle, (a®* —a—1,b—1), H(S) nin bir elemam oldugunu gosterelim. S; =< a,a+1 >
ve Sy = Ny ise, S = S; x Sy bigimde yazlabilir. Eger (a> —a — 1,0 — 1) =
(a> —a—1,0)+ (0,b—1) € Sise, (a*> —a—1,0) € Svea’—a—1€ S dir.
Onerme ’den F(S)) = (a)(a+1)—(a)—(a+1)=a*—a—1¢ S dir. Fakat bu
bir geligkidir. Teorem [4.9fun ispatindaki gibi (a®> —a —1,b—1), H(S) nin en biiyiik
elemani ve S’nin bogluklar kiimesi agagidaki gibi oldugunu gosterilebilir.

a—1
H(S) = | H;(S) dyleki,
=1
Hy(S) = {(z,y) :x=a’—ia—i+j—1,0<y<jb—1,1<j<i},
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h € H(S), Snin bir izole bosluk oldugunu varsayahm. h(Y) € H(S;) ve (hM) A2 £
1)’den en az birinin H(S5) nin bir elemani oldugunu goriilebilir. Fakat bu bir ¢eligki-
dir. O

Sonug 4.13. a,b € N, a tek ve b > 2 i¢in S = ((a,0),(a+1,0),(0,1),(1,b)) bir
genellestirilmis sayisal semigrup ve < lexicographic siralama olsun. Bu durumda,
1. g(S) = 2(a® — a) dir.

2. S'nin m(S) 'ye gore Apéry kiimesi:

a—1
Ap(S,m(S)<) = U {(¢® —ia—i+j—1,5b): 1 <j <i}
i=1
U{(0,0),(s,0): s € {(a,a+1)}.
dir.
3. S'nin m(S) ye gore A-Apéry kimesi:
a—1
A= Ap(S,m(8)<) = U {(¢® —ia—i+j—1,5b): 1 < j<i}
i=1

dir.

Ispat. 1) Teorem [4.12[den

7 ba— pa—1
9(5) = 21215— ZZ +Z——Zl t3Xi=g (a —a)
i=1j
dir. 2 ve 3 durumlar1 Teorem [.12/den kolayca elde edilir. O

Ornek 4.14. S C N2, minimal iiretec sistemi G(S) = {(6,0), (7,0), (0,1),(1,5)}
5

olan bir genellegtirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda, H(S) = |J H;(S) dir.
i=1

Burada,

(S):{(ZE, y):x=29 0<y<d4}
{(z,y) 2 =22,0<y <4} U{(z,y):2=23,0<y <9}
(S):{( y):x=15,0<y <4}U{(z,y) :2=16,0<y <9}
U{(z,y):x=17,0 <y < 14}
H3(S)={(z,y) :2=8,0<y<4}U{(z,y):2=9,0<y <9}
U{(z,y) :x=10,0<y <14} U{(z,y):x=11,0<y <19}
H3(S)={(z,y) :x=1,0<y <4}U{(z,y):2=2,0<y <9}
U{(z,y):x=3,0<y <14} U{(z,y):x=4,0<y <19}
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U{(z,y):x=50<y<24}

dir. Sonug [4.13[ten ¢g(S) = 175 dir. S genellegtirilmis mitkemmel sayisal semig-
rubu [Sekil 4.4 te gosterilmistir. [Sekil 4.4teki yesil renkli noktalar S’nin minimal

iiretecleri, mavi renkli noktalar S’nin elemanlar1 ve kirmizi renkli noktalar S’nin
bosluklaridir.
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Sekil 4.4. Ornek ’teki genellestirilmis sayisal semigrup

Teorem 4.15. Her S = (N¢\ 7(f))U{0} swral genellestirilmis sayisal semigrup bir
miikemmel sayisal semigruptur.

Ispat. S = (Nd\ 7(f)) U {0} bir sirali genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu
durumda, Teorem ve Onerme [3.36/dan H(S) = n(f) \ {0} dir. Her h =
(R MY e H(S) icin {(AhM +1, M), (AW AW +1), (A —1, M), (A, A — 1)}
elemanlardan en az biri S’nin bir boslugu olugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla,
S’nin hig bir izole boslugu yoktur. O]

Sonug 4.16. S = (NI \ 7(f)) U {0} swral genellestirilmis saysal semigrup olsun.
Bu durumda, lexicographic siralamaya gore F(S)< = f dir.

Ispat. Teorem ve Teorem [.15[den elde edilir. O

Ornek 4.17. f = (2,2) olsun. Bu durumda,

m(2,2) = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(2,0), (1, 1), (1,2),(2,1), (2,2)}
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dir. S = (N¢\ 7(2,2)) U {0}'m minimum iiretegleri kiimesi A; U Ay Oyke ki:

e A ={(3,0),(4,0),(5,0),(3,1),(4,1),(5,1),(3,2),(4,2),(5,2)}.
o Ay ={(0,3),(0,4),(0,5),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5)}.

[Sekil 4.5[de yesil renkli noktalar S’nin minimal tiretecleridir, kirmiz1 renkli noktalar

S’nin bogluklaridir ve mavi renkli noktalar S’nin elemanlaridir.
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Sekil 4.5. Ornek ’deki genellestirilmis sayisal semigrup.

Onerme 4.18. Her a-semplektik genellestirilmis sayisal semigrup bir genellestiril-
mas mikemmel sayisal semigruptur.

Ispat. S C N bir a-semplektik genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda,
h= RV, h® . hD) e H(S) olsun. Bu durumda, her j € {1,...,d} igin h —¢; =
(RY AP A D) —e; < a dir. O halde, her j € {1,...,d} igin

{h—e;} NNI C H(S)
dir. Izole bosluk tanimindan h = (A, h®), .. h(D) izole degildir. H

Ornek 4.19. ¢ = 3 ve d = 2 olsun. N&deki 3-semplektik genellestirilmis sayisal
semigrup:

NG\ {(0,1),(0,2),(0,3), (1,0), (1, 1), (1,2),(2,0), (2, 1), (3,0)}
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dir ve

dir. [Sekil 4.6[{da kirmiz1 noktalar genellestirilmis sayisal semigrubun bogluklari, yesil
noktalar minimal iiretecleri ve mavi noktalar S’nin minimal olmayan elemanlaridir.
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Sekil 4.6. Ornek ’daki genellestirilmis sayisal semigrup.

Ornek 4.20. T = (4,5, 7) bir sayisal semigrup ve S C N¢ bir T-geridi genellestirilmis
sayisal semigrup olsun. Bu durumda,

B (1,0, (2.0), (3.0), (6,0), (0, 1), (1, 1), (2, 1), (5, 1),
H(S)‘Ng\{ (0,2), (1,2), (4,2), (0,3), (3,3, (0, 6), (1,5), (2,4) }
cs) :{ (4,0), (3. 1), (2,2), (0,4), (1,3), (5,0), (4,1, (3,2), (0, 5), (1, 4), }
(2.3),(7.0), (6.1). (5.2). (4,3). (0.7). (1.6). (2,5), (3.4)

dir. T' C Ny bir miikemmel sayisal semigrup degildir ve de goriildiigii gibi
S C N¢ de bir miikemmel genellegtirilmis sayisal semigrup degildir.

Ornek 4.21. 3 < a € N, a tek ve S =< (a,0),(0,a),(2,0),(0,2), (1,1) > bir ge-
nellegtirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda, h = (2,1) nin, S igin bir izole
bogluk oldugunu goérmek kolaydir. Dolayisiyla, S bir genellegtirilmis miikemmel sa-
yisal semigrup degildir.
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Sekil 4.7. Ornek ’deki genellestirilmis sayisal semigrup.

Ornek 4.22. S C N, minimal iiretec sistemi A = {(1,0,0,0), (1,0,0,1), (0,1,0,0),
(0,1,0,1), (0,0,1,0), (0,0,2,1), (0,0,0,2), (0,0,1,3), (0,0,0,5)} olsun. O halde.
H(S) =1{(0,0,0,1), (0,0,0,3), (0,0,1,1))} dir. Dolayisiyla, iso(S) = {(0,0,0,1), (0,
0,0, 3)} ve S mikkemmel degildir.

Onerme 4.23. S C N¢ bir genellestirilmis saysal semigrup ve gevsetilmis tek terimli
siralamaya gore Frobenius elemany F(S). = (zM,... 2D) olsun. Bu durumda,
F(S)< nin, S’ nin bir izole boslugu olmasu i¢in gerekli ve yeterli kosul

{F(S)s—e;:1<j<d}nNNicCS (4.1)

olmasaidar.

Ispat. (:=) F(S)<’nin, S’nin bir izole boslugu oldugunu varsayalim. izole bosluk
tanimindan {F(S)< +e;:1<j <d} NN C S dir. Dolayisiyla, iddia dogrudur.

(«:) F(S)<, S’nin Frobenius elemani ve ( in dogru oldugunu varsayalhim. Eger
{F(S)<+e¢;:1<j<d}nNNIC S dogru degilse, baz1 j < d igin F(S)< + e; bosluk
olmahdir. Fakat bu Frobenius tanimiyla bir geligkidir. Bu nedenle, F'(S)<, S’nin bir
izole boslugudur. O]

Asagidaki Sonucg, Onerme den elde edilir.

Sonug 4.24. S C N2, gevsetilmis tek terimli siralamaya gére Frobenius elemana
F(S)< = (a,b) olan bir genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda, F(S)<,
S nin bir izole noktasi olmasu i¢in gerekli ve yeterli kosul {(a,b—1), (a—1,b)}NNZ C
S olmasidar.
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Ornek 4.25. S C N2 bosluk kiimesi H(S) = {(1,0), (2,0), (5,0), (0,1), (1,1), (2,1),
(3,1, (5.1), (6,1), (9,1), (1,2), (2.2), (5,2), (0,3), (L,3), (3,3). (2.4), (1,5). (2.6).
(1,7)} olan bir genellegtirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda, G(S) = {(3,0),
(4,0), (0,5), (0,2), (1,4), (4,1)}, S’nin minimal iireteg sistemidir. Gevsetilmis tek
terimli siralamaya goére Frobenius elemani F(S)y = (a,b) = (3,3) dir. {(a,b —
1),(a—1,b)} ={(2,3),(3,2)} NN2 C S oldugundan F(S)< = (3,3), S’nin bir izole
noktasidir.

Ornek 4.26. S C NJ minimal iireteg sistemi

N

S’nin bogluklar kiimesi, iso(S) = {(1,1,7),(1,6,1),(6,1,1)} ve lexicographic sira-
lamaya gore F'(S)< = (6,1,1) dir. {(5,1,1),(6,0,1), (6,1,0)} NN3 C S oldugundan,
(6,1,1), S'nin bir izole boslugudur. [Sekil 4.8]de yesil olan noktalar S’nin iiretecleri
ve mavi noktalar S’nin elemanlarimi temsil eder. [§ekil 4.9/de kirmiz1 olan noktalar
S’nin bogluklar1 ve siyah noktalar S’nin izole bogluklarini temsil eder. S bir genel-
lestirilmis miikemmel sayisal semigrup degildir.

Onerme 4.27. S C N¢ bir genellestirilmis saysal semigrup ve h = (zW, 2@ 2 @),
S nin bir boslugu olsun, burada x99 - £U2) ... 20 £ 0 1 <r < d . Eger h, S’nin
bir izole boslugu ise, {ej,, €y, ..., e; } T H(S) dir.

Ispat. 1 < k < r igin, varsayima gore xU¥) # (0’a sahibiz. Eger h € iso(S) ise,
{2, 2@ 20D 206 41 20D @) ANE € S dir. Dolayisiyla,

(x(l), 2Dy — (M U g Uk) p gkt 7:,E(d)) =e;, € H(S)
GI'}ES) gfg
dir, aksi halde h ¢ H(S) olurdu. O

Tanmim 4.28. S C N¢ | A tarafindan iiretilen bir genellegtirilmis sayisal semig-

rup olsun ve S = < agk),agk), ey agk) > dir, burada agk)ek, .. .,agk)ek € A ve

31



BULGULAR VE TARTISMA M. ZMMO

ged(@?, ... ey =1, k=1,...,d dir. Her k icin

I, = {a::(x(l),...,ac(dl)) GNg_l : her z € S i¢in }

T = (w(l)’ L. ,x(kfl)7 Z,.T(k), . ’x(dfl)) c S
kiimesi tanimlanir.

Onerme 4.29. I, Ng_l tizerinde bir genellestirilmas sayisal semigruptur.

Ispat. I, ¢ N&7! dir ve "+" islemi S iizerinde birlesmeli oldugundan, Ij, iizerinde de
birlesmelidir. x,y € I} olsun. Bu durumda, her s € Sk, icin

oldugunu gosterecegiz. s = z + t olacak gekilde z,t € Sj vardir. Dolayisiyla, £ =
(W, a® D W @) e Sveg = (yW, .. y* Y W yld) e S
dir. S genellegtirilmig bir sayisal semigrup oldugundan, =+ ¢y = v € S oldugunu elde
ederiz. O halde, v +y € I, dir. Bger a = (2,23 .. 2(47D) ¢ NI™N T} ise,
= (W, 20D gy 2R 2@ED) ¢ G olacak sekilde w € S, vardir burada

Dolayisiyla, & € H(S) ve H(S) sonlu oldugundan H(I;)nin sonlu bir kiime oldu-
gunu elde ederiz. O halde I, Ng’I iizerinde bir genellestirilmis sayisal semigrup-
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Sekil 4.9. Ornek ’daki genellestirilmis sayisal semigrubun bosgluklar:

tur. 0
Onerme 4.30. S C N¢ bir genellestirilmis sayisal semigrup ve h = (x® .. 2@),

S’nin bir boslugu olsun. O halde, h, S’nin bir izole boslugu olmas: i¢in asagidaki
kosullar saglanacak sekilde 1 < k < d vardr:

1. (2@, =D D) @y e I dar

2. Her j =1,2,...,d i¢in ¢; +2®e, € S dur.

3. 2% ¢ iso(Sy) dar.

Ispat. 1) den ve h € H(S) oldugundan,

h= (M, 2@y = (O . 2®D 0 D @Dy, 2® 0 0).

es

Bu durumda, z®e, ¢ S dir. Aksi takdirde o € S dir. O halde, z® ¢ S di.
z®) € iso(S)) oldugundan, {z¥) £ 1} NNy C Sy dir. Dolayisiyla,

(@ W1 @) = (2O D 0, 0® 2@y (0,. . 2B £, 0)
S’nin elemanidir.
Benzer sekilde,

{@Wx1,...2® @y @W @ W D 1)INNic S
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dir. Aslinda ikinci koguldan gunu elde ederiz: ¢t = (az(l) +1,...
t= (W, . a® Y 0,2® @Dy (21, 2W 0 0)e S

dir. Diger elemanlar i¢in de iddia gegerlidir, kanit ayni argiimani kullanarak ortaya

gikar. Dolayisiyla, h, S’nin bir izole boglugudur. m
Onerme 4.31. S C N¢ bir genellestirilmis saysal semigrup ve h = (x| z(@),

S’nin bir boslugu olsun. O halde, h, S’nin bir izole boslugu olmasi i¢in asagidaki
kosullar saglanacak sekilde 1 < k < d vardr:

1. (x(l), oy et ,x(d)) ¢ I.
2. {m(k)ek, (a:(k) — 2) ek} C S.
3 (xM, L 2k 0 2k 2 @) € iso(S).
Ispat. 1) den, (z®, ... a®=D g®ED @) e H(I,) ve
(z®, .zt ¢ gD @) ¢ S

olacak gekilde t € Sy vardir. Dolayisiyla,

(x(l), - ,a:(k_l), t, x(’”l), - ,x(d)) — tep = (x(l), S ,a:(kfl), 0, x(k“), e ,x(d))
N —~ T
cH(S) €S

H(S) nin elemanidir. Buradan,

{(z® £1,...,2%D 0 2k 2@y (MW 2@ L1, 2k 0 gk (@),

o (@M 2@ g kD @) (W) D D @A
Nj
tiglincl koguldan S’de oldugunu gorebiliriz ve agagidaki ifadeleri saglanir:

(x® £ 1,2@, . 2F0 0, 20D @) 4 aWep = (20 £1,2@) . 2@) € S,
(xW, 2@ £ 1, 2®:D 0, 2D 2 @) 4 pWep = (2 2@ £1, .. @) e S

(zM, 2@ 2*=D 0 a0 @D 4 1) aWe = (2™ 2@ 2@ £ 1),
(zM, . a®=D 1 gD @) o pRey = (20 p®) 41 2D @Dy e g

dir. Benzer sekilde (:c(’“) — 2) er € S oldugundan,

(x® . pt=D 1 gtD ,x(d))—l—(:zz(k) —2) e = (a0, a®—1 g*FD (@)
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S nin elemanidir. Dolayisiyla h, S’nin bir izole boglugudur. O]
Onerme 4.32. 5;,5, C N¢ genellestirilmis sayisal semigruplar olsun. Bu durumda,
is0(S1 N Sy) Ciso(Sy) Uiso(Ss)

dir.

Ispat. h € iso(S; N Sy) olsun. O halde, iddia su sekilde kanitlanabilir:
h6i50<51ﬁ52) = hEH(SlﬂSQ) Ve{hzl:ej 01 S] Sd}ﬂNgCSlmSQ

= he H(S)UH(S,) ve
{hte;:1<j<d}nNN{CS;, i=1,2ign

= h € iso(S1) Uiso(Ss).

Aciklama 4.33. [ki genellestirilmis saysal semigrup S, ve Sy icin, Sy U Sy nin
bir genellestirilmis sayisal semigrup olmayabilecegi bilinmektedir. Sy, .S; yi genelles-
tirilmis sayisal kiimeler (N&’nin 0 igeren ve Nd’de timleyeni sonlu olan alt kiimesi)

olarak digtinirsek, H(S; U Se) = H(S1) N H(Sy) ve

h € iso(S1) Niso(S2) = h € H(S;USy) Niso(Sy) Niso(Ss)
={hte:1<j<d}NNICS;, i=1,2
= h € iso(S; U Ssy).

Dolayisiyla, iso(S1) Niso(Sy) C iso(S; U Sy) dir.

Teorem 4.34. S;, S, C Nd Iki genellestirilmis mikemmel saysal semigrup olsun.
Bu durumda, S NSy bir genellestirilmis mikemmel sayisal semigruptur.

Ispat. 1ki genellestirilmis sayisal semigrubun kesisiminin yine bir genellestirilmis sa-
yisal semigrup oldugu bilinmektedir. Ispatin kalan1 Onerme [4.32/den elde edilir. [

N&’de Teorem in tersi dogru degildir, Ornek 1 inceleyiniz.

Ornek 4.35. S; C N2, bosluklar kiimesi H(S;) = {(0,1), (1,0), (1,1), (1,2), (1,3),
(1,5), (2,1), (3,1), (5,1)} olan bir genellestirilmig sayisal semigrup olsun. Bu du-
rumda, (1,5), (5,1) bosluklar izole oldugundan S; bir genellegtirilmis mitkemmel
sayisal semigrup degildir.

Sy C N2, bosluklar kiimesi H(S;) = {(1,0), (2,0), (5,0), (0,1), (1,1), (4,1),
0,2), (2,2), (3,2), (2,3), (1,4), (0,5)} olan bir genellestirilmis sayisal semigrup
olsun. Bu durumda, (5,0), (0,5), (1,4), (4,1) € H(S2) bosluklar: izole oldugundan S
bir genellegtirilmis miikemmel sayisal semigrup degildir. Artik S; NSy bosluklarindan
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higbirinin izole olmadigini géstermek kolaydir. Dolayisiyla S;M.S; bir genellegtirilmig
miikemmel sayisal semigruptur.

4.1.2. Genellegtirilmis aralikli (Sparse) sayisal semigruplar

Bu boliimde S € Ny Aralikli (Sparse) sayisal Semigruplarin tanimini suna-
cagiz. Sonra S C N¢ Genellestirilmis Aralikli (Sparse) sayisal semigruplarini tanim-
layacagiz. N "de genellestirilmis aralikli sayisal semigruplarin yapisinin belirlenmesi
i¢in gerekli altyapi olusturulup, genellestirilmis Miikemmel sayisal semigruplar ile
iligkisi kurulacaktir.

Ny da bir aralikli sayisal semigrup su sekilde tanimhdir: S C Ny, bir sa-
yisal semigrup, bosluk kiimesi H(S) = {hq, ho, ..., hy} ve Onderi ¢(S) olsun. Her
i€42,3,...,9} i¢gin h; — h;_1 < 2 ise, S’ye bir aralikh sayisal semigrup denir. Refe-
rans olarak (Munuerav Torres 2009) verilir.

Ornek 4.36. S = {0,2,—} bir aralikli sayisal semigruptur. H(S) = {1}, S’nin
bosluk kiimesi ve h = 1 boglugu S’nin bir izole noktasi oldugundan .S, bir miikemmel
sayisal semigrup olamaz.

Tanim 4.37. S C N¢ bir genellestirilmis sayisal semigrup, <, N& {izerinde bir gevse-
tilmis tek terimli siralama (relaxed monomial order), H(S) = {hy < hy = ... X hy},

S'nin bosluk kiimesi olsun. f; = (h“) n? h(d)) e,

j ) j PIRERN j
|hy| = <

)

ile tamimlansin. Bu durumda, her i € {2,3,..., g} icin |h; — h;_1| X 2=(2,2,...,2)
ise, S’ye bir genellestirilmig aralikli sayisal semigrup denir.

(1) (2) (d)

Ornek 4.38. S C N2 bosluk kiimesi H(S) = {(0,1), (1,0), (1,1), (1,2), (1,3),
(2,1), (3,0)} bir genellegtirilmig sayisal semigrup olsun. Bu durumda, gevsetilmisg
tek terimli siramaya gore H(S) = {h; = (0,1) < he = (1,0) < hy = (3,0) < hy =
(1,1) 2 hs =(1,2) < hg = (1,3) = hy = (2,1)} dir. Bu durumda,

|ho = ha| = [(1,0) = (0, D[ = [(1, =D = (1,1) =2 (2,2)
|hs = ha| = (3,0) = (1,0)] = [(2,0)] = (2,0) = (2,2)

dir. Aynl §ek11de |h4 - h3| = (272)a |h5 - h4| = (272>a |h6 - h5| = (2a2)7 |h7 - h6| =
(2,2) dir. Dolayisiyla, S bir genellegtirilmis aralikli sayisal semigruptur.

Onerme 4.39. Her genellestirilmis mikemmel sayisal semigrup bir genellestirilmis
aralikly saypsal semigruptur.

Ispat. S C N¢ bir genellestirilmis miikemmel sayisal semigrup olsun. Bu durumda,
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S’nin hig izole noktasi yoktur. Yani, her h = (:(V,i® ... i) . i) e H(S) icin h,
S’nin bir izole noktasi olamaz. 1zole noktasinin tamimindan en az bir j € {1, 2, ..., d}
igcin {(iM,i@,...i0) —1,..,i@), (W i@ i@ 41, i} NN ¢ S dir. b =
(D,6@, i — 1, i D) ve b = (M, i®, . i0) 4+ 1,...,i@) olsun. O halde, asa-
gidaki gibi 3 durum vardir.

1) b € H(S) dir. Bu durumda, b’ < h ve

’h—h' — 100,01 ,0,..0|l=(00..010..0]=2
~ ~
J J
dir.
2) b € H(S) dir. Bu durumda, h < h" ve
h —h’: 0,0,,0, 1,00 || = {0,0,.,0, 1,,0,...0| %2
J J
dir,

3) ', h" € H(S) dir. Bu durumda, i’ <h =2 h" ve |h—h'| 22, |h" — h| < 2 dir.

Yukaridaki durumlarda genellegtirilmig aralikli sayisal semigrup kosulu saglanir. Do-
layisiyla S C N4 bir genellestirilmig aralikli sayisal semigruptur. O]

Sonug 4.40. S = ((a,0),(1,b),(0,1),(2,0)) bir genellestirilmis sayisal semigrup
olsun; burada a,b € N, a tek ve b > 2°dir. O halde, S bir genellestirilmis aralikl
sayisal semigruptur.

Ispat. Teorem ve Onerme dan elde edilir. O]

Sonug 4.41. S = ((a,0), (a + 1,0),(0,1), (1,b)) bir genellestirilmis sayisal semigrup
olsun; burada a,b € N, b > 2°dir. O halde, S bir genellestirilmis aralikly sayisal
semaigruptur.

Ispat. Teorem ve Onerme [4.39/dan elde edilir. O

Ornek 4.42. S C N2 bosluk kiimesi H(S) = {(1,0), (1, 1), (0, 1)} olan bir genellesti-
rilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda, G(S) = {(0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3), (2,0),
(2,1), (3,0), (3,1)} S’nin minimal treteg sistemidir. Her h € H(S) i¢in h, S’nin bir
izole noktasi degildir. Dolayisiyla, S bir genellestirilmig miikemmel ve aralikli sayisal
semigruptur.
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Ornek 4.43. S C N2, minimal iiretec sistemi G(S) = {(0,2), (0,3), (2,0), (3,0),
(1,2), (2,1)} olan bir genellegtirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda, programi
kullanarak H(S) = {(0,1), (1,0), (1,3), (1,1), (3,1)} dir. Gevsetilmis tek terimli
siralamaya gore H(S) = {h; = (0,1) < hy = (1,0) < hy = (1,1) < hy = (1,3) =
hs = (3,1)} dir. Genellegtirilmig aralikli sayisal semigrup kosulu kontrol edilerek S
nin bir genellegtirilmig aralikh sayisal semigrup oldugu goriiliir.

{(0,1), (0,3), (1,0), (1,1), (1,2), (1,3), (1,5), (1,7), (2,0), (2,1) (2,2), (2,3),

(
(1,4), (4,1)} olan bir genellegtirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda, H(S) =
) (
,6),(2,7), (2,9), (2,11), (3,1), (3,3), (5,0), (5,1), (5,2), (5,3), (6,1), (

(2,5), (2
(9,1), (9,3)} dir. Gevsetilmis tek terimli siralamaya gore
H(S) ={(0,1) 2(0,3) = (1,0) 2(2,0) = (5,0) = (1,1) = (1,2)
<(1,3) < (1,5) < (1,7) < (2,1) < (3,1) < (5,1) < (6,1)
=(9,1)=2(2,2) 2(2,3) 2(2,4) 2(2,5) 2(2,6) = (2,7)
2(2,9) = (2,11) = (5,2) = (3,3) = (5,3) = (6,3) < (9,3)}

dir. (2,11) < (5,2) igin [(5,2) — (2,11)| = (3,9) > (2,2) oldugundan S bir genelles-
tirilmig aralikli sayisal semigrup degildir. Bakimz [Sekil 4.10]

16 1

14 1

12 A1
10 1

( F N AR JENREEN RN NNNN]
“EN AN RN R RN NRENDRE NN NN.]
SoEsESESOESOOOAEED
@S EEEEEEESEGESAEES
[ E N NN R RN NN N NNNREDNN,]
ER AN RN R R NN ERNRERENDERN]
SN EEESROOOEEODEED
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Sekil 4.10. Ornek M’teki genellestirilmis sayisal semigrup

4.1.3. Genellestirilmis yogun (Dense) ve tam yogun sayisal semigruplar

Bu béliimde Ny’deki tanimlanan yogun sayisal semigruplar: hatirlatarak ge-
nellegtirilmis yogun (dense) ve tam yogun sayisal semigruplari incelenecektir. Ny’deki
yogun sayisal semigruplar hakkinda detayl bilgi igin bkz (J Carlos vd./2021).
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Tanim 4.45. S C Ny bir sayisal semigrup olmak iizere her s € S\ {0} i¢in
{s+1L,s=1}NS#0
ise, S’ye yogun sayisal semigrup denir.

Onerme 4.46. 6 = {0,m(S),m(S) +1,—} bir saysal semigrup olsun. Bu du-
rumda, 0 hem aralkly hemde yogun bir sayisal semigruptur.

Ispat. Tanmimlardan aciktir. O]

Ornek 4.47. § = {0,3,—} = (3,4,5) semigrubu hem araliklh hemde yogun bir
sayisal semigruptur.

Onerme 4.48. §’dan farkl her aralikly sayisal semigrup yogun degildir.

Ispat. S # 6 bir aralikli sayisal semigrup olsun. S 'nin yogun bir sayisal semigrup
oldugunu farz edelim. S # § oldugundan, dyle bir h € H(S) var ki h = m(S) dir. S
yogun oldugundan, h # m(S)+1 dir. h # m(S)+ 1 olacak bigimde en kii¢iik bogluk
olsun. Bu bogluktan énceki bogluk m(S) — 1 dir. Bu bogluklar ardigik bogluklar
ve onlarin farki 2 den biiyiik oldugundan, S’nin aralikhigi ile gelisir. Dolayisiyla, S
yogun bir sayisal semigrup degildir. O

Onerme 4.49. §’den farkl her yogun sayisal semigrup aralikle degildir.

Ispat. S # & bir yogun sayisal semigrup olsun. S’nin aralikli bir sayisal semigrup
oldugunu farz edelim. Bu durumda, her i € {2,3, ..., ¢} i¢in h; —h;_; < 2 dir. Demek
ki ardigik her iki boglugun farki ya 1 ya 2 dir. 1 ise, S # 9 ile ¢eligir ve 2 ise, S’nin
yogunlugu ile celisir. Dolayisiyla, S aralikli bir sayisal semigrup degildir. ]

Tanim 4.50. S C N¢ bir genellegtirilmis sayisal semigrup olmak {izere her
s =(sW 5@ . s@) e S\ {0} icin

{(s(l), s 1 @Dy (W0 s(d)} NS # o (4.2)
kogulu en az bir j € {1,2,...,d} i¢in saglanirsa, S’ye genellestirilmis yogun sayisal

semigrup denir. Her j € {1,2,...,d} i¢in ([4.2) saglanirsa, S’ye genellegtirilmis tam
yogun sayisal semigrup denir.

Ornek 4.51. S C NZ, bir genellegtirilmis sayisal semigrup ve minimal iireteg sis-

temi G(S) = {(0,2), (0,3), (2,0), (3,0), (1,2), (2,1)} olsun. Bu durumda, S bir

genellestirilmis yogun sayisal semigruptur.

Ornek 4.52. S C N2 minimal iirete¢ sistemi G(S) = {(0,2), (0,5), (2,0), (3,0),
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(1,3), (2,1)} bir genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda, s = (0, 2) i¢in

{(sW+1,5),(sW-1,s)} NS ={(1,2),(-1,2)}nS =2
{(sW,sP +1),(sW,s@ 1)} NS ={(0,1),(0,3)}nS =2

oldugundan, S bir genellegtirilmig yogun sayisal semigrup degildir.

Ornek 4.53. S C NZ, bir genellegtirilmig sayisal semigrup ve minimal iireteg sistemi
G(S) = {(0,2), (0,3), (2,0), (3,0), (1,2), (2,1),(1,1)} olsun. Bu durumda, S bir
genellestirilmis tam yogun sayisal semigruptur.

Ornek 4.54. S C NZ, bir genellegtirilmis sayisal semigrup ve minimal iireteg sis-
temi G(S) = {(0,2), (0,3), (2,0), (3,0), (1,2), (2,1)} olsun. Bu durumda, S bir

genellestirilmis tam yogun sayisal semigrup degildir.

Onerme 4.55. Her genellestirilmis tam yogun sayisal semigrup bir genellestirilmis
yogun saysal semigruptur.

Ispat. Tanimlardan aciktir. O]

4.1.4. Genellestirilmis sayisal semigrubun aritmetik geniglemeleri

Bu boliimde, Ny’'de bir sayisal semigrubun aritmetik geniglemeler kiimesinin
kavramlarindan faydalanarak, N@’de genellestirilmis sayisal semigrubun aritmetik
geniglemeleri tanimlanip bazi1 6nemli 6zellikleri incelenecektir.

= (2W, 2@, . 2@) y = (yW,y?, . y@) € N¢ icin

Ty = (:c(l)y(l) 2@y, ...,x(d)y(d))
dir.

Onerme 4.56. S bir genellestirilmis sayisal semigrup ve § = ((5(1), 6@ (5(d)) € N¢
15€,

S
g::{xeNg:(SxES}
bir genellestirilmis sayisal semigruptur.

Ispat. (0,0, ...,0) € % ve % , + iglemine gore birlesme 6zelligine sahiptir. S bir genel-
N——

d tane
lestirilmis sayisal semigrup oldugundan Ng\% sonludur ve her z = (x(l), @ x(d)) ,
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Yy = (y(l),y(2), ...,y(d)) € Ng igin

dir.
5 + 8y (5(1)x(1) 5Pz 5Dz 4 (5<”y(”,5<”y(2>,...,6<d)y(d>
— (5(1) 1) 4 5(1) 5(2 e)) _|_ 5@ oy 6Dy 4 5(d)y(d))
= (61 ( (1) y(l ) 5(2 ( ) 442 )) 0@ (x(d) + y(d)))
=0(z+y) es
dir. Dolaywsiyla, z +y € % S dir. O halde, 2 =, N&'nin bir altmonoididir. O]

Tanim 4.57. 2 =’ya 0’ya gore S'nin boliimi denir.

(")nerme 4.58. S bir genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda, 6 =
(6W, 6@ . 6Dy e N olmak iizere

1. 5=

5 = S ancak ve ancak § = (1,1,...,1) dir.
~——

d tane

2. % = N4 ancak ve ancak heri € {1,2,...,d} icin Ve, € S dir.

Ispat. 1) Kabul edelim ki § = (1,1, ..., 1) olsun,
% = {(x(l)’g;@)7 ...,x(d)) c Nsl S (1,1,...,1). (:U(l),x(2), ...,:B(d)) c S}
=NinsS=S¢

elde edilir. Karsit olarak, 2 = S olsun. Bu durumda, z = (¢, 2®, .. z@) € 2 =5
ise, dx € S dir. s € S ise, Oyle y € S var ki s = dy dir. S bir genellegtirilmis sayisal
semigrup ve her i € {1,2,...,d} igin 6@ £ 0 oldugundan, Teorem ’den her
i €{1,2,...,d} icin 6 = 1 olmaldur.
2) % = N¢ olsun. Bu durumda, her i € {1,2,...,d} igin ¢; € NI = % dir
ve e;0 = €;(6M, 6@ .. 6@) = ¢,6% € § dir. Kargit olarak, her i € {1,2,...,d}
icin ;0% € S ve z = (x(l),x@), ...,x(d)) € NZ olsun. S bir genellestirilmis sayisal
semigrup oldugundan, her ¢ € {1,2,...,d} i¢in 2®e;6% € S dir. O halde, 6z =
We 6™ 4+ 2@e0d@ + 4+ 2@Dey5 € S ve z € % dir. Dolayisiyla, Nd C % dir.
Béylece, 2 C N? oldugundan 2 = N dir. []

Sonug 4.59. % =N ise § € S dir.

Tanim 4.60. S, T C N¢ iki genellegtirilmig sayisal semigrup olsun. Bu durumda,
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1. § C T ise, T"ye S’nin bir geniglemesi denir.

2. T, S’nin bir genislemesi ve sonlu sayida 41, ds, ..., 64 € Ny varsa ki

T = {ac = (x(l),x@), ...,a:(d)) eNt:dzeSi=1,2, ,n}

oluyorsa, T’ye S’nin bir aritmetik geniglemesi denir.

Onerme 4.61. T, S C N¢ ve S bir genellestirilmis saysal semigrup, S C T olmak
tizere T', S'nin bir aritmetik genislemesi olmasi icin gerekli ve yeterli kosul T =
% N % N...N % olacak sekilde {81, 0s, ...,04} C NINS olmasidar.

Ispat. Sonuc ve Tanim [4.60[den elde edilir. O]

S bir sayisal semigrup olmak iizere ve 1, s, ..., 6, € N? olsun. O halde

S({51,52, ,671}) = {CU S Ng g (5zZE € S,Z = 172, ..,n}

n

tammlayalim. Bu durumda S ({61, 05, ..., 0, }) = (£ dir.

K3

i=1
Simdi,
®(S) = {S(X): X CNj\ S} (4.3)
tanimlayalim.
Teorem 4.62. S C N¢ bir genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda
B(S) = {S(X) : X TN\ S ve X = msg((X))}
dir, burada X = msg((X)), X ’in treteclerinin minimal sistemidir.

Ispat. A = {S(X): X CN¢\ S } olsun. Bu durumda (’den A C 9(9) dir.
Simdi S € ®(S) ise, (S5) tammindan S = S(X) = % N 52 N..N % olacak sekilde

X ={x1, 29, ..., } C NI\ S vardir. Y = {y1, yo, ..., Ym } = msg((X)) olsun. O halde
Y C X olur. Dolayisyla S(X) C S(Y) dir. Clinkii, z € S(X) ise, heri € {1,2,...,n}

i¢cin x € % dir. Boylece her j € {1,2,...,m} igin = € % ve x € S(Y) dir.
Diger yandan, eger y € S(Y) ise, her j € {1,2,...,m} icin yy; € S ve

z; € (Y1,Y2, ..., Ym) oldugundan yz; € S olur. Dolayisiyla y € S(X) dir. Yani,
S(X)=S8() € A du. O

®(S) C N¢ ve kiime kapsama bagintisina gore kismi siralidir.
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Tanim 4.63. S C N¢ bir genellestirilmis sayisal semigrup ve
T = (x(l),x@), s x(d)) cNi\ S

olsun. Bu durumda, {2z = (22, 22®, ... 22¥) | 3z = (321, 32®), ..., 32¥)} C
S ise, x’e S’nin temel boglugu denir ve S’nin temel bogluklarn kiimesi FG(S) ile
gosterilir.

<, gevsetilmig tek terimli siralama olmak iizere S # N& olmasi koguluyla
F(S)< € FG(S) dir.

Lemma 4.64. S C N¢ bir genellestirilmis sayisal semigrup ve x, S nin bir boslugu
olsun. Bu durumda, x € FG(S) ancak ve ancak {kx : k € N\ {1}} C S dir.

Ispat. © = (21,7, ...,24) € FG(S) olsun. Bu durumda her k > 2 igin k = 2a + 3b
olacak bi¢imde a, b € Ny vardir. O halde, kx = 2ax+3bx dir. 2z, 3z € S oldugundan,
kx € S dir. Kargit olarak, her k € N\ {1} ise, {2z,3z} C S olur. Yani, z € FG(S)
dir. ]

S C N¢ genellegtirilmig sayisal semigrubun aritmetik geniglemeler kiimesi
lizerine ornekler:

Ornek 4.65. S C N2, bogluk kiimesi H(S) = {(1,0), (1,1), (1,2)} ve minimal iireteg
sistemi kiimesi G(S) = {(0,1),(1,3),(2,0),(3,0)} olan bir genellegtirilmis sayisal
semigrup olsun. Bu durumda, § € N*\ S i¢in sadece ¢ = (1,2) vardr.

T = (21,22) € N2 : (1,2). (x1,22) € S}
(21, 79) € N2 : (21,229) € S}
NeNA(1,0),(1,1)}

iy — i
{

dir. Dolayisiyla, % cinsi 2 olan bir genellestirilmis sayisal semigruptur.

Gosterim 4.66. |Cizelge 3.1fdeki cinsi 3 olan biitiin genellegtirilmis sayisal semig-

ruplar i¢in onceki 6rnek gibi % yi hesapladigimizda aym tablodaki cinsi 2 olan ge-

nellestirilmis sayisal semigruplar: elde edilir.

Ornek 4.67. S C N2, bosluk kiimesi H(S) = {(0,1),(1,0),(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),
(3,1), (1,5), (5,1)} ve minimal iirete¢ sistemi kiimesi G(5) = {(2,0), (0,2), (3,0),
(0,3), (1,4), (4,1)} olan bir genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda,
her 6 € N*\ S i¢in £ hesaplanirsa
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5= NNA(1,0), (1, 1)}
S5 = N0, 1), (1, 1)}
a3 — Ng\{(lu O)? (17 1)}
S = NAN{(0,1), (1,1}
%5) - Ng\{<1’ O)? (17 1)}
2= NN {(0,1), (1, 1)}

kiimeleri elde edilir. Dolayisiyla,

M= M2\ {10, (1D} N M A{0,1), (1, 1)})

JEN2\S
= N3\ ({(1,0), (1, 1)} U {(0,1),(1,1)})
=N\ A(1,0),(0,1), (1, 1)}

dir. Cinsi 3 olan bir genellestirilmis sayisal semigruptur.

Ornek 4.68. S C N2, bogluk kiimesi H(S) = {(1,0),(2,0), (5,0), (0,1), (1,1),

1
(2,1), (2,2), (3,1),(5,1), (6,1), (9,1), (1,2), (2,2), (3,2),(0,3), (1,3), (3,3), (3,3),
(2,4), (1,5), (( 6), (1,7)} ve minimal iirete¢ sistemi kiimesi G(S) = {(3,0), (4,0),

(0,5), (0,2), (1,4), (4,1), (2,3)} olan bir genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu
durumda, her § € NZ\S i¢in:

ey = NoNA(0,1),(1,1), (3, 1), (1,0)}

1_2) - Ng\{<]" O>7 (27 0)7 (57 O)’ (07 1)7 (17 ]')7 (2’ )’ (57 1)7 (27 3)’ (2’ 2)}

o = NNA(1,0), (1,1),(1,2),(1,3)}

SN A(0,1),(1,1),(3,1))

dir. Dolayisiyla,

n - N\{ (1,0),(2,0),(5,0),(0,1),(1,1),(2,1),(5,1), }
SEN2\ S 0 (273)7( 72>a( 71)7( 72)a( 73)
dir. Cinsi 12 olan bir genellegtirilmis sayisal semigruptur.
Onerme 4.69. S C N¢ Frobenius elemans F(S)< = (fO, f@ .. f D) € N olan

bir genellestirilmis sayisal semigrup ve {ey, es, ..., eq} , R% 'nin dogal tabany olsun. Bu
durumda, en az bir i < d var kz e; €S, e; f® §é S ve e; ¢ F dir. Ozel olarak,

keN, iy, g, ... i, < d var ki F(S C NINA{ei, €igs oor iy, (1,150 )} dir.

Ispat. F(S) € H(S), oldugundan e;f ¢ S. Ispatm kalan kismi Tanim ve
Onerme | den elde edilir. O

Ornek 4.70. S C N2, bosluk kiimesi H(S) = {(0,1), (1,0), (1,1),(1,2), (2, 1), (1, 3),
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(5,1), (1,2)} olan bir genellestirilmis sayisal semigrup olsun. Bu durumda, gevse-
tilmig tek terimli siralamaya gore F'(S)< = (f1, f2) = (5,1) dir. (5,0) ¢ H(S) ve
(0,1) € H(S) oldugundan 35~ = gy = N\ {ez, (1,1)} dir.

Ornek 4.71. S C N2, bosluk kiimesi H(S) = {(0,1), (2,0), (5,0), (0,1), (1,1),
2.1), (3,1), (5,1), (6,1), (9,1), (1,2), (2,2), (5,2), (0,3),(L,3), (3,3), (2,4), (1,5)
(2,6), (1,7)} olan bir genellestirilmig sayisal semigrup olsun. Bu durumda, gevse-
tilmig tek terimli suralamaya gore F(S)< = (f1, f2) = (3,3) dir. (3,0) ¢ H(S) ve
(0,3) € H(S) oldugundan W = (3% = Nz\ {e1, (1,1)} dir.

Ornek 4.72. S C N} iireteg kiimesi;

(1,0,0), (
(1,0,2),(
H(S)=q (1,1,3),(
(1,4,1),(
(6,1,1)

dir. Her § = (01,02,03) € N3\S i¢in £ := {z € N} :dz € S} hesaplanabilirdir.
Ornegin; 0 = (3, 1,2) i¢in

iltn

{x e N3 : 0z € S}
{(:Clax27x3) S N3 ( ) 7 ) (x17$27x3) € S}
{(z1, 9, 23) € N3 : (321, 39, 23) € S}

No\ {(0,1,0), ( 0,1),(1,1,1)}

dir. Gevsetilmig tek terimli siralamaya gore F(S)< = (fi, fo, f3> (6,1,1) dir.

(67070) ¢ H( )7 (0’ 170)7(0707 ]-) S H(‘S) Oldugundan ﬁ - (6,1 NQ\{e% €3,
(1,1,1)} dir.
Acgiklama 4.73. S C N¢ Frobenius eleman: F(S)s = (fU, f@, .. f@) ¢ Nd

olan bir genellestirilmis sayisal semigrup, {ey,es, ..., ed}, R nin dogal tabani ve
I ={i1, i, ...,ix} C {1,2,...,d} olmak tizere

o j¢ 1 icine; € T:Zk vel <i; $14 $digin f(ij)el-j + flde; € S,

o Hera;; € N\ {1} igin a;, f € S ise,

NG\ {eirs o €is (11,0, 1)} C gy dir
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4.2. Uggen Sayisal Semigruplarin Genellemeleri

Ny iizerinde ii¢ggen sayisal semigruplar1 ve piramitsel sayisal semigruplarin
baz1 ozellikleri arastirilip bu 6zelliklerden faydalanarak tiggen sayisal semigruplarin
iki genellemesi tanitilacak ve 6nemli 6zellikleri incelenecektir.
4.2.1. Uggen sayisal semigruplari

Bir dogal say1, uygun bir n € N i¢in ilk n dogal sayilarin toplamiysa, bu

dogal sayiya bir ucgen say1 denir ve T, ile gosterilir. Bu béliimde tiggen sayisal
semigruplarin tanimini hatirlayacagiz ve ilgili baz1 6zellikleri sunacagiz.

Kolayca goriilebilir ki 7,, = > i = @ dir.
i=1

Tanim 4.74. T, n—inci iliggen say1 olmak iizere
S(n) == (Thix : k € Np)
tanimlanir.

Onerme 4.75. S(n) bir saysal semigruptur.

Ispat. Oncelikle S(n) kiimesini ele alalm. d € Ny, her k € Ny i¢in d | p(2,n + k)
olsun. Bu durumda,

2
a1 p2n)=Cln+1,2) ="
2
2
d|p(2,n+1):C’(n+2,2):%
245 6
d|p(2,n+2):C’(n+3,2):%

dir. Bu durumda,

d|[p2,n+1)—p2,n))=n+1
d|[p2,n+2)—p2,n+1)]=n+2

dir. Dolayisiyla, d | [(n +2) — (n+1)] = d | 1 dir. Ny \ S(2,n) sonlu ve (S(2,n),+),
Np \ S(2,n) nin bir altmonoid oldugundan, (S(2,n), +) bir sayisal semigruptur. [

Tanim 4.76. T,,, n-inci iiggen say1 olsun. Bu durumda, S(n)’ye n’inci tiggen sayisal
semigrup denir.

Ucgen bir sayisal semigrubun Frobenius eleman: her n € Nicin [Robles-Pérez
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ve Rosales| (2018])’de oldugu gibi agagidaki formiille hesaplanabilir:

3 2_aq
3n°4+6n°—3n—10 n tek

F(S(n))Z{ o 4 Gnd . (4.4)
sndronron=d iy

dir.

Onerme 4.77. n € N ve S(n), n’inci ig¢gen sayisal semigrup olsun. Bu durumda,
asagidaki ifadeler saglanur:

1. Herr € N igin F(S(2r +1)) = 6r3 + 1572 + 9r — 1 dir-
2. Herr € N igin F(S(2r)) = 6r® +9r* + 3r — 1 dir.
3. Herr € N icin F(S(n)) tek sayidr.

Ispat. ( "den:

1. F(S(2r +1)) = 3@el0@reP5@ri) 10 _ 6,8 4 1502 4 97 — 1 dir.

2. F(S(2r)) = 2CH0QUH6EN 4 _ 6,3 | 9,2 1 3 — 1 dir.

3. n tek ise, n = 2r+1 olacak gekilde r € N vardir. Bu durumda, F(S(2r+1)) =
6r3 +15r2 +9r — 1 =3r (r + 1) (2r + 3) — 1 tektir. n ¢ift ise, n = 2r olacak
sekilde r € N vardir. Bu durumda, F(S(2r)) =3r (r+ 1) (2r +1) — 1 tektir.

O

Onerme 4.78. Her n € N i¢in S (n) tggen sayisal semigruplary indirgenemezdir.

Ispat. Kanit, indirgenemez sayisal semigrubun tanimindan aciktir. [

Sonug 4.79. Her n € N\ {1} i¢in S(n) dcgen sayisal semigruplary simetriktir.

Ispat. Onerme ve Onerme K.78den elde edilir. O

Sonug 4.80. Her n € N\ {1} i¢in S(n) bir d¢gen saysal semigrup olsun. Bu du-
rumda,

3 2_a,
3n —|—6n8 3n—6 .n tek

9(S(n)) =

3n34+9n%46n .
SR gift

dir.
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Ispat. g(S(n)) = 2EGmL _

3 2_a
{ 3n°+6n“—3n—>6 .n tek
2

3n3+ Qn% +6n

< , n gift

dir. O

Sonug 4.81. Her n € N\ {1} i¢in S(n) bir t¢gen sayisal semigrup olsun. Bu du-
rumda, PF(S(n)) = {F(S(n))} ve t(S(n)) =1 dir.

Ispat. Onerme ve Sonug 1.80[den elde edilir. O

Ornek 4.82. n = 5 icin S(5) = (15,21, 28) bir iicgen sayisal semigruptur. S(5)’in
bosluklar kiimesi H(S(5)) = {1, 2, 3,4,5,6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 16, 17, 18, 19,
20, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 29, 31, 32, 33, 34, 35, 37, 38, 39, 40, 41, 44, 46, 47, 48, 50, 52,
53, 54, 55, 59, 61, 62, 65, 67, 68, 69, 74, 76, 80, 82, 83, 89, 95, 97, 104, 110, 125} dir.
n tek oldugundan F(S(5)) = w = 125 ve g(5(5)) = w =63
tir. Ayrica PE(S(n)) = {F(S(n))} = {125} tir.

Onerme 4.83. Ucgen saisal semigruplar S(n), bir Arf saysal semigrubu degildir.

Ispat. Farz edelimki S(n) = (T, : k € Ng) bir Arf sayisal semigruptur. o = T}, ,
B =T, € S(n) olsun. Bu durumda,

0< 2n+2)(n+1) n(n+1) o< (n+1)(n+4)

2 2 - 2

=T,+2(n+1)T; dir.

n € {2,4} i¢in T,,+2(n+1)T; € S(n) dir. Aksi takdirde T,,+2(n+1)Ty € S(n)
dir. O

Onerme 4.84. S, = (T, Thi1, Try2) bir tiggen sayisal semigrup olsun. Bu durumda,
a € N ve < lezicographic siralama ise, S = ((T,,,0), (Ty41,0), (Th12,0),(0,1), (1, a))
genellestirilmis sayisal semigrubun Frobenius elemana

3n34-6n2—3n—10 a — 1) n tek

(S = 5 gn?
(S(n))< {(W’G_l)’ n ¢ift
dir.

Ispat. ntek ise, (w, a—1), H(S(n)) nin elemam ve n ¢ift ise, (

1), H(S(n))nin eleman: oldugunu gosterelim.

3n34+9n?4+6n—4
4

S1 = (T, Thi1, Thio) ve So = Ny ise, S = S; x Sy olarak yazilabilir. Eger n tek ve

(3n3+6n24—3n—10’ a— 1) _ <3n3+6n24—3n—10’ O) + (0’ a— 1) € S ise, (3n3+6n24—3n—107 0) cS
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3 2_ _ . 3 2_ _ . .
ve 340 =3n=10 ¢ G, dir. Fakat ( ’den Sntbn-=3n=10 G\ ’in Frobenius elemani

oldugundan bir geligki elde edilir. Dolayisiyla, (w, a—1) ¢ S dir. n tek

1
w,a — 1), lexicographic siralamaya gore S’de olmayan en biiyiik

eleman oldugundan F(S(n))< = (W#, a — 1) dir. n ¢ift ise, benzer gekilde

F(S(n))< = (w, a — 1) oldugunu gosterilebilir. O

ise, (

4.2.2. Piramitsel sayisal semigruplari

r .I '
bai / e ien
! ‘( i ]
| ] ‘ . . ¢ L ] b [ ]
‘» * 9 p * 2 e
P > 9 * e ¢ e
1 4 10 20
_ -:_:_’l'f -\l.
° @ %
1 4 10 20

Sekil 4.11. Pramitsel sayilari

Nekil 4.12de ticlincli kdgegen iizerindeki 1,4, 10, 20, 35, ... sayilar1 piramitsel
sayilardir. Geometrik olarak ile temsil edilir. n—inci piramitsel say1 t.,
ile gosterilir ve

ten = C(n + 27 3)
ile hesaplanir, burada C(n + 2,3), n + 2 elemanl bir kiimenin 3 elemanh alt kii-

melerinin sayisidir. |Robles-Pérez ve Rosales| (2018))’da bir tiggen sayisal semigrup
tanimlanmis ve bazi 6zellikleri incelenmistir.

Onerme 4.85. te,, n—inci piramitsel sayr olmak tizere

S = <t6n+k ke NO> = <ten,ten+1,t6n+2, >

ile tamamlanan S, bir sayisal semigruptur.
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Ispat. Oncelikle S, kiimesini ele alalim. d € Ny, her k € {0,1,2,3} igin d | ¢
olsun. Bu durumda,

En+k

34+ 3n2+2
d|{ten=c<n+273>=W},
346n?+11 6
d|{ten+1:C(n+3,3):n i ”; nt }
34902 +26 24
d|{ten+220(”+4,3):n+ng n + }7
3 4+12n2 447 60
d| {ten+3:C(n+5’3):n - ; - }
dir. Dolayisiyla,
1 3
d|[te,., —te, = §n2+§n—i—1],
1 5
d‘[t€n+2_t€n+1:§n2+§n+3]7
1 7
d | [ten,s — tensn = =0 + =1 + 6]

2 2

dir. Bu durumda,

1 1
d|[(§n2+gn+6)—(§n2+gn+3):n—l—S],

15 5 15 3

— - —(= - 1) = 2
d|[(2n ~|—2n+3) (2n +gnt ) =n+2]

dir. Bu durumda,
d|[(n+3)—(n+2)=1]

dir. obeb {te,, ten s tenastens } = 1 Ve obeb {te, te, 1 tenyss -} = 1dir. Ng\ S, sonlu
ve (Sn,+), Ng \ S,'nin bir altmonoidi oldugundan, (.S, +) bir sayisal semigruptur.
0

Tanim 4.86. t.,, n—inci piramitsel say1 olmak iizere S,, := <ten+k k€ NO>

ye n—inci piramitsel semigroup denir.

Nekil 4.11]de gosterildigi gibi t. , her kenar1 n tane top iceren piramitteki top
sayisidir. Teorem [4.85/dan S, bir sayisal semigrup ve Onerme [2.18den her sayisal
semigrubun e(S,) < m(S,) esitsizligi saglanir. Dolayisiyla e(S,,) < m(S,) = C(n +
2,3) = t,, dir.

Simdi amacimiz S,, 'nin {irete¢ kiimesini bulmak ve e(S,,) sayisim kiigtiltmektir.
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Onerme 4.87. n,r € N olmak dizere asagidaki esitlikler saglanir:

1.t Ay, + Aty ),

e2(n+r) = En+r

2.t = Gte,,, +te,, oy Ften,, . dir

€2(n+r)+1

Ispat. t., = C(n+2,3) oldugundan

(n+rP+3n+r)?+2(n+r)
6
(n+r)P+6n+r)P+1l(n+r)+6
6

te,., =Cn+r+23) =

En+r

t =C(n+r+3,3) =

3n+7r)24+9n+r)+6
En+tr 6
(n+7r)3—(n+r)
6

En+r+1

=1

t =C(n+r+1,3) =

En4r—1

dir. O halde

t

_ O + 1) +2,3) — Motz )
_ 4[(n+7‘)3+3( n+r)2+2(n+’r)] +4[(n+7")3—(n+7")] — 4t

6 6 En+tr

62(n+7‘)

+ 4t

Entr—1
dir.

t _ C(Q(?’L + ’l“) + 3’ 3) _ (2(n4r)+3)+2(ntr)+2)+(2(ntr)+1)

82(77,4»7‘)4»1

6
_ 4(n+r)34+12(n+r)2+8(n+r) + 4(n+r)34+12(n+r)2+14(n+r)+6

6 6
_ (n47r)34+6(n+r)2+11(n+r)+6 3(n+7)2+6(n+r)+3(n+r)
= 4t€n+r + G _|_ 5 )
3 2 n+r)3—(n+r
— Aty Ate. .+ 2(n+r) +6(n6+r) ta(ntr) | [(n+r) - (n+)]
=4t tte, iy T2, Fte,

- 6t6n+r + t€n+r+1 + ten«krfl

dir. O
Sonug 4.88. Her k € N ver € NN (0,n) igin k = 2r veya k = 2r 4+ 1 ise,

besnin € (tenstensys oo tean)
dir.

Onerme 4.89. n bir pozitif tamsay: ve S, bir piramitsel sayisal semigrup olsun. Bu
durumda,

{te, :ke{n,n+1,...,2n}}
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Sy ‘nin bir treteg sistemidir.

Ispat. Her i € N igin, r € NN ((i — 1)n,in) olsun. Her k = 2r veya k = 2r + 1 icin i
lizerinde tiimevarim yontemi kullanarak ., ., 'nin, {tenq leps ooy t62n} nin bir lineer
bilegimi oldugunu gosterelim. Sonug [.88de i = 1 i¢in iddiamizin dogru oldugunu
gosterildi. Simdi ¢+ > 1 ve w < ¢ igin iddianin dogru oldugunu kabul edelim ve
re€ NN ((in, (i + 1) n) segelim. j € {0,1,...,n — 1} igin r = in + j yazilabilir.

¢ e, A,y ik=2r, r=in+j
EE T 6teny Ftensriy Tl Jk=2r+1, r=in+j
_ 4ten+in+g‘ + 4t€n+in+j4 ;k = 2T7 r=1n ‘|’j
6t€n+in+j + t6n+in+j+1 + ten+in+j71 sk=2r+1, r=in+j
= {4te(i+1>n+j + t6<i+1>n+g>1 sk=2r, r=in+j
6te(i+1)n+j + te(i+1)n+j+1 + te(i+1)n+j—1 ;k =2r + 17 r=1in +]

yazilabilir. (i +1)n = 2n+ (i — 1)n yazildigindan ve a € {j — 1, j,j + 1} olmak tizere

te(i+l)n+a T 4 te2n+(i7 1)n+a

yazilabilir. Yani, a € {j — 1,7, + 1} igin ¢ t

olarak yazilir

. e
eaninr Leans(iotymia DL bir lineer bilegimi

t62n+k S <te2n+(i—1)n+j—17t62n+(i—l)n+j7 t‘32n+(i—1)n+]’+l>
Deger yandan, j < n — 1 oldugundan, j —1,7,7+1 < n ve

(t—1n+j—-1<(i—1)n+n=1in
(i—1n+j<(@E—-1n+n=1in
(i—1n+j+1<(i—1)n+n=1in

in—1

dir. in cift ise, r = T alinirsa ve in tek ise, r = *>= almirsa, uygun w < i icin r €
=t olan

NN ((w = 1)n, wn) elde edilir. Téimevarim hipotezine gore t. ., . =te, (1.
tiim piramitsel sayilar, t., .., , ..., te,, N0 lineer bilesimi olarak yazilmis olur. O

Sonug¢ 4.90. n € N ve S,, n'ye gore bir sayisal semigrup olsun. Bu durumda,
e(Sp) <n+1 dir.

Onerme 4.91. n > 2 bir ¢ift pozitif tamsay: olsun.

tektir.
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2. n=2(mod4) ise, te,,te, 1 ten,, Cift sayilar ve t., , bir tek sayidor.

Ispat. 1) n = 0(mod4) oldugundan n = 4\ olacak sekilde bir A € N vardir. Bu
durumda, t,, = t,,, = SXHEEN qip )\ = 1 igin, t,, = B — 90 Gifttir. A =i
icin, t.,, bir cift say1 oldugunu kabul edelim ve A = 7 + 1 igin ¢ bir ¢ift say1
oldugunu gosterelim.

€4(i+1)

_ 640415 +48(i+ 1)2+8(i+1) _ 6493 4+48i%+8i+192i1+288i+120
t64(i+1) - '26 ] - 6
— te4i + w — t64i +§212 + 48Z + 29
Gift Gift
cift
. o o (AX)3H6(AN)2H11(AN+6  _ 64M34+96A2 444046 - — 1 i _
gir.gﬁtefifﬁ_ tesnss = 5 = 5 dir. A = 1igin, t,, =
19644446 _ :
5 = 35 tektir.
A =i igin t,., bir tek say1 oldugunu kabul edelim ve t., . . tek bir say1
oldugunu gosterelim.
¢ _ 64(i4+1)34+96(i+1)2+44(i+1)46
€4(i+1)+1

6
_ 644°4192i%4+192i+64+96i2+192i+96+44i+50

6
— 64i°496i2+44i+6 | 192i%4384i+204

6 6
= tey.y + 320° +64i + 34
N~~~ .
e cift
tek

dir.
2) n = 2 (mod4) oldugundan, n = 4\ + 2 olacak geklinde bir A € N vardir.

P— o (A42)343(40+2)242(4042) _ 64A34+1440241040+24 dir
en T Ye4xy2 T 6 - 6 .

A = 1icin ., = SO — 56 cifttir. \ = i igin ¢
kabul edelim ve ¢

bir ¢ift say1 oldugunu

€4i42

eaiip1yse PIT Gift say1 oldugunu gésterelim:

64(i + 1)% + 144(i + 1)® + 1047 + 24
te. . =
4(i+1)+2 6
64d° +192i% + 1927 + 64 + 14442 + 2883 + 144 + 104i + 104 + 24
B 6
| 64i% + 1444% + 1047 + 24 N 19242 + 480i + 312

6 6
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= teso +320° +80i + 52
cift ;frt
Gift
dir. t,, ,, = "HOHINE o) qyugundan,

_ o (AA2)346(40+2)2+11(4A+2)+6  _ 64X3+192024+188A+60 7: _ : _
tearpnrpr — 5 = G dir. A = 1 i¢in t., =
Ww = 84 ifttir A = ¢ i¢in ¢, ., bir ¢ift say1 oldugunu kabul edelim
ve t bir ¢ift say1 oldugunu gosterelim.

€l4(i+1)+2]+1

" _ 64(i+1)3+192(i+1)2+188(i+1)+60
e

[4Gi+1)+2]+1 6
_ 64i3+192i2+192i464+192i4+384i4192. + 188i4-1884-60

. 6
_ 6443419242 4188i+60 + 192i24-576i%+444
= 5 g
=t + 32 4+ 96i + 74
vV
Gift

€(4i42)+1

Gift

-~

Gift

. 3 2
dir. ¢ _ n°4+9n“4+26n+24

enys = 5 oldugundan,

y (A2 +9(4N+2)? +26(14X 4 2) + 24

CAr+2)+2

64N3 4 24072 + 192\ + 224
6

dir. A = 1 icin ¢., = WM = 120 ¢iftir A = ¢ i¢in t¢ .., ., Gift oldugunu

kabul edelim ve t, ¢ift oldugunu gosterelim
[4(i+1)+2]4+2

_ 64(i+1)34+240(i+1)%+192(i+1)+224

t€[4(i+1)+2]+2 - 6
_ 644°4192i%4+192i+64+240:%+480i4-240+192i+416

6
o -2 .
= Tequyno + 320 + 1120 4 80
Gift ift
cift
dir. t,,,, = WH2HATEO o) qygundan,
(4N +2)% + 12(4X + 2)* + 47(4X + 2) + 60
t€(4>\+2)+3 = 6
64X +288)% + 428) + 162
B 6
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dir. A = 1 icin to = 842884428162 _ 157 tektir. A\ = i icin ¢

6
kabul edelim ve ¢ tek oldugunu gosterelim:

elaias ek oldugunu

€l4(i+1)+2]+3

¢ _ 64(i+1)3+289(i+1)%+428(i+1)+162
€l4(i+1)+2]+3 ) 6
— 64i°4288i°+ 4284162 | 192i+768i+780

6 6
) .
= oy + 3202+ 1280 + 130
tek gt
tok
dir. ]

Onerme 4.92. n > 3 tek bir pozitif tamsayr olsun.

1. n=1(mod4) ise, t., tek vet., , ¢ifttir.

2. n = 3(mod4) ise, te,,te,., cift saylar ve t., ., tek sayidor.

Ispat. Onerme in ispat1 gibi elde edilir. O

Ornek 4.93. 1Sy = (tey,tey,...) = (te,) = (1) = Ny dir, e (S;) < 3 tiir.

2. Sy = (tegylegs ) = (tegylegs tey, tes) = (4,10,20,35) dir ve e (S3) <2+4+2=14
tur.

3. 93 = (teg, teys o) = (teg, ey, tes, teg, ter) = (10,20, 35,56, 84) diir ve e (S3) <

342 =25 tir.
(2) ve (3)’te 20, 10.2 oldugundan Sy = (4, 10, 35), S5 = (10, 35, 56, 84) ve e (Sy) = 3,
e (Sg) = 4 tir.

Onerme 4.94. Her n € N i¢in S, bir piramitsel sayisal semigrup olsun. Bu du-
rumda, S, indirgenemazdir.

Ispat. Kamit, indirgenemez sayisal semigrubun tanimindan aciktir. O

Onerme 4.95. Her n € N i¢in S, bir piramitsel sayisal semigrup olsun. Bu du-
rumda, F(S,) tek sayidor.

Ispat. Robles-Pérez ve Rosales| (2018)’de Onerme 12’den her n € N icin
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((%53) te, + b,y + (2 te, :n = 6k
(n = Doy + (552) tepss + (%55) tenss — te, ;n=0k+1
(n = Dtenyy + (%52) tenss enss — ben ‘n = 6k + 2
F(Sn) = 4 (%52) tensy + (%58) tesn + (R + Dte, oy — te, ;n=06k+3
(%) tenn + (582 tepyy + (n+2)te, —te,yy ;n=0k+4
(n+Ate,y + () ey, + (B, —teyy sn=06k+5

\

dir. Her 1 = 0,1,2,3 i¢in ., = (”+§+2) uygulanarak

4
36

1,4, 13,3, 97,2 1
6 TN T30 — 3

1,4, 37,3 1692 41
3670 TN T 3t ig

F(Sn> - 11 373, 2

36 36 18

\

1,4 5.3 265 2 43,
. tant + 5Ent+En 1

=N —

=Znt+2n® + 3802 + 170+ 8

£n4+i’—gn3+@n2—ﬁ 19

11,4 4 233 3252 , 124
36n~|—9n+36n~|—9n~|—6

'n = 6k

in=6k+1
in = 6k + 2
in =06k+3
in =6k +4
:n =06k+5

elde edilir. Simdi n = 6k icin F(S,) = 396k* + 540k® + 265k* + 43k — 1 olur, k ¢ift

ise k = 2r olacak bigimde r € N vardir. O halde,

F(S,) =396(2r) + 540(2r)% + 265(2r)% + 43(2r) — 1
= 6336r" + 4320r" 4+ 1060r° + 86r — 1

tektir

k cift ise k = 2r olacak big¢imda r € N vardir.

F(S,) =396(2r + 1) 4+ 540(2r + 1)3 +265(2r + 1) +43(2r +1) — 1

= 6336r" + 16 992r® 4 17 044r> 4 75547 4 1243

tektir

Diger durumlar i¢in benzer sekilde ispat elde edilir.

]

Sonug 4.96. Her n € N i¢cin S, bir piramitsel sayisal semigrup olsun. Bu durumda,

Sy bir simetrik sayisal semigrubudur.
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Ispat. Onerme ve Onerme 4.95[den elde edilir. O

Sonug 4.97. Hern € N i¢in S, bir piramitsel sayisal semigrup olsun. Bu durumda,
Sy, ‘nin cinsi
(11 4+ —l—%nQ%—%n ;n = 6k

n4+ 13713—{—97712——71—E n=6k+1

18 6

gn4+37n3+169 2+§—én—4 0 =6k +2

72 3
9(Sh) = 11 4—1—4n3—|—373 2+17n—l— ‘n = 6k 43
Dnt4+ 8p3+ B —Hn -8 ;n=0k+4
Bt B8t + 3802+ 8n4 1 in=06k+5
\
dir.
Ispat. Onerme Ve Onerme ’ten elde edilir. O

Sonug 4.98. Hern € N i¢in S, bir piramitsel sayisal semigrup olsun. Bu durumda,
PF(S,) ={F(S,)} ve t(S,) =1 dir.

Ispat. Sonuc ve Onerme [2.17[dan elde edilir. n
Ornek 4.99. Sy = (teg,tegs terg>ter,) = (120,165,220,286) bir piramitsel sayisal
semigruptur. F'(Sg) = 2619 ve g(Sg) = 1310 dir. Ayrica PF(Ss) = {F(Ss)} =
{2619} dur.

4.2.3. Ucgen sayisal semigruplarin iki farkli genellemesi

Bu boliimde tiggen sayisal semigruplarin iki farkli genellemesi tanimlanip mi-
nimal tireteg sistemleri bagta olmak iizere baz1 6zellikleri aragtirilmigtir.

[-Pascal sayisal semigruplari:

Bu béliimde Ny tizerinde §—Pascal sayisal semigruplari: tanimlanacak ve bun-
larin minimal iireteg sistemleri gibi ilgili baz1 6zellikleri sunulanacaktir.

ckil 4.12/deki Pascal iicgenini ele alalim. Ucgenin sol kenari yalnizca "1"
sayisindan olusur.

e Birinci paralelin kosegendeki sayilar dogal sayilardir.
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1 10 10 5 1
1 1520 15 6 1
1 21 35 35 21 7 1

Sekil 4.12. Pascal ii¢geni

e Birinci kosegene paralel ikinci kogegendeki sayilar 1,3,6,10,15,21,... olup
bunlara ti¢ggen sayilar (2—Pascal sayilar) denir.

o Uciincii kosegendeki sayilar 1,4, 10,20, 35, ... olup bunlara piramitsel sayilar
(3—Pascal sayilar1) denir.

Tanim 4.100. Genel olarak, bir tiggenin sol kenarindan S’ninci kégegeninde goriinen
sayilara [(-Pascal sayilar1 denir.

Pascal tiggenindeki késegen say1 5 ve bunun n’inci terimi p(/3,n) olsun. Bu
durumda her § € N ve n € N igin

p(B,n) =C(n+p—1,5)
oldugu goriilebilir.

Aciklama 4.101. p(2,n) = C(n+1,2) = 2 — 70 we p(3,n) = C(n +2,3) =

2
w =T, dir. Binom katsayilarinin tamsay: olduguna dikkat edelim.

Tamm 4.102. S(f,n) := (p(B,n + k) : k € Ny) tanimlayalim.

f lizerinde tiimevarim kullanarak, herhangi bir § > 2 i¢in S(/3,n) nin bir
sayisal semigrup oldugunu kanitlayacagiz. Oncelikle S(2,n) ve S(3,n)nin sayisal
semigruplar oldugunu gosterecegiz.

Teorem 4.103. 2 < g € Ny i¢in S(B,n) bir saysal semigruptur.

Ispat. = 2icin Onerme ve f = 3 icin Onerme den ispat elde edilir. Iddia
B = r i¢in dogru oldugunu varsayalim ve = r + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.
S = ri¢in dogru oldugundan, her k € Ny igin d | p(r,n+k) ise, d = 1 dir. Her k € N,
icin d; € N, dy | p(r +1,n+ k) olsun . Bu durumda d; = 1 oldugunu gosterelim.
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Her f,t € N i¢in kombinasyonlarin 6zelliklerinden biri :

C(f+1Lt+1)=C(f,t+1)=C(f,1) (4.5)
dir.

di | pr+1,n)=Cn+rr+1),

di | pr+1l,n+1)=Cn+r+1,r+1)
oldugundan,

di | [C(n+r+1,r+1)—C(n+rr+1)]
dir. Bu durumda, (’den,
dy | C(n+rr) (4.6)

elde edilir. dy | p(r+1,n+1) = Cn+r+1,r+1)ved; | p(r+1,n+2) =
C(n+r+ 2,7+ 1) oldugundan,

di | [C(n+r+2,r+1)—C(n+r+1,r+1)]
dir. Bu durumda, ( [4.5)’den,

di | Cln+7r+1,7) (4.7)
elde edilir. Benzer sekilde devam ederek ( [4.6) ve ([4.7) gibi 8 = r durumundaki
iligkilere geri doniiyoruz. Bu nedenle d; = 1 dir. Ny \ S(3,n) sonlu oldugundan ve
(S(B,n),+), Ng’nin bir altmonoidi oldugundan, S(3, n) bir sayisal semigruptur. [

Tanim 4.104. S(5,n)’ye f-Pascal sayisal semigrup denir.

Tanim 4.105. 2 < 3 € Ny olmak {izere

AB,n) © ={p(Bn+k):ke{0,1,2,. .. 6},
L(B;n) = = (A(B,n))

kiimelerini tanimlayalim.

Asagidaki sonuc, Teorem [4.103] Onerme ve Onerme [4.85/dan elde
edilir.

Sonug 4.106. L(5,n) bir sayisal semigruptur.

Tanim 4.107. n > 2 olmak iizere aj,as...,a, € N dyle ki obeb(ay,...,a,) = 1
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olsun. Her i = 1,...,n icin d; = obeb{ay, ..., a;} olsun. Her i = 2,...,n igin ' negatif

a;_ . P . . . . ..
d‘?ll, T 1} kiimesinin bir lineer bilegimi ise, aq,as...,a,
i— i—

olmayan bir tamsayisi {

ye teleskopik dizi denir ve (ay, as..., a,)’ye teleskopik sayisal semigrup denir

Robles-Pérez ve Rosales (2018)’d¢. Onerme 5°te (T, Thi1, Tnia), (Tryz, Tni1, Th)
dizilerinin teleskopik oldugunu ve Onerme 10’da (7.,, T, .., ¢, .., Te,,,) dizisinin

€n) T E€nt1) T E€nt27) T Ent3

teleskopik ancak ve ancak r € {0, 1,2,3} i¢in n = r (mod 6) oldugu gosterilmistir.
Simdi § = 4 durumunda teleskopik dizileri inceleyelim:
k € N icin n = 24k olsun. Bu durumda,
p(4,n) = p(4,24k) = C(24k + 3,4) = 6k(1 + 24k)(1 + 12k)(1 + 8k)
p(4,n+1) = p(4,24k+1) = C(24k+4,4) = (1+24k)(1+12k)(1+8k)((1+6k)
p(4,n+2) = p(4,24k+2) = C(24k+5,4) = (1+12k)(1+8k)(1+6k)(5+24k)
p(4,n+3) = p(4,24k+3) = C(24k+6,4) = 3(1+8k)(1+6k)(5+24k)(1+4k)
p(4,n+4) = p(4,24k+4) = C(24k+7,4) = (1+6k)(5+24k)(1+4k)(7+24k)

p(4,n45) = p(4, 24k+5) = C(24k+8,4) = 2(5+24k) (1+4k) (7+24k) (1+3k)

dir.
n = 24k igin: obeb {p(4,n),p(4,n + 1)} = (1 + 24k)(1 + 12k)(1 + 8k)
n = 24k + 1 icin: obeb{p(4,n),p(4,n + 1)} = (1 + 12k)(1 + 6k)(1 + 8k)
n = 24k + 2 igin: obeb {p(4,n),p(4,n + 1)} = (5 + 12k)(1 + 8k)(1 + 6k)
n = 24k + 3 igin: obeb {p(4,n),p(4,n + 1)} = (54 24k)(1 + 6k)(1 + 4k)
n = 24k + 4 i¢in: obeb{p4,n),p(4,n+ 1)} = (5 + 24k)(1 + 4k)(7 + 24k)
n = 24k + 5 i¢in: obeb {p(4,n),p(4,n + 1)} = 2(1 + 4k)(1 + 3k)(7 + 24k)
dir.
n = 24k i¢in: d; = obeb {p(4,n),p(4,n+1),p(4,n+2),p(4,n+3)} =1+ 8k
dir.
pdn+4) = (1+ 4/@).]9(4+1+2) (24 4/@).p(4+1+3)
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oldugundan, p(4,n + 4), {p(;l;"), p(4’d”1+1), p(4’d"1+2), (4 "+3 } nin bir lineer bilesimidir.
Benzer sekilde,

dy = obeb {p(4,n),p(4,n+ 1),p(4,n+2)} = (1 + 12k)(1 + 8k)

p(4n+3) p(p,n+2) 5 p(4,n43) rp4 4n+1) p(4n42) s s 1
ve Brs = 3(1+ 4k). B oldugundan, Brg=, {F2F ) , P52 nin bir

lineer bilegimidir.

ds = obeb {p(4,n),p(4,n + 1)} = (1 + 24k)(1 + 12k)(1 + 8k)

(4,n+2) p(4 n+1) v (4,n+2) (4, n) (4 n+1
I{e “fﬁmd (54 24k).2424D oldugundan, 1f12k et AR P D Y nin bir
ineer bilesimidir.

Yukaridan, (p(4,n),p(4,n+1),p(4,n+2),p(4,n + 3),p(4,n + 4)) bir teleskopik di-
zisidir.

Benzer sekilde, n = 24k+1, n = 24k+2, n = 24k+3, n = 24k+4 i¢in (p(4,n), p(4,n+
1), p(4,n+2), p(4,n + 3), p(4,n + 4)) bir teleskopik dizisidir.

Buradan agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.108. (p(4,n),p(4,n+1),p(4,n+2),p(4,n + 3),p(4,n + 4)) bir teleskopik
saynsal semigruptur.

Bilgisayarda yapilan hesaplamalar sonucunda asagidaki iddia ortaya ¢ikmistir.

Iddia 1. (p(B,n+ k) ke€{0,1,2,...,5}) dizisi teleskopik ancak ve ancak
re{0,1,2,...,0} i¢in n =r (mod B!) dir.

Cokgen (0-gonal) sayisal semigruplar :

Bu béliimde Ny tizerinde gokgen sayisal semigruplar: (f-gonal) tanimlayacagiz
ve ilgili baz1 ozellikleri sunacagiz.

Tanim 4.109. Cokgen say1, diizenli bir ¢cokgende diizenlenmis noktalar olarak temsil
edilen bir sayidir.

Cokgen sayilar, [Sekil 4.13[de gosterildigi gibi diizgiin bir 6—gonal’deki nok-
talarin sayisi sayilarak geometrik olarak tanimlanabilir. § > 3 icin, bir #-gonal say,
grafikteki normal §-gonallerden birinin igindeki toplam nokta sayisidir. ¢(6, n), n’inci
f-gonal sayiy1 gostersin. ¢(6,0) =0, ¢(0,1) = 1 ve q(0,2) = 0 varsayalim. 6 = 3 i¢in
gokgen sayilara liggen sayilar, § = 4 igin kare sayilar, § = 5 i¢in beggen sayilar denir.

f-gonal’ler ve buna bagh olarak ¢(6,n)nin degerleri agagidaki gibi olugtu-
rulmustur. Taban noktasi adi verilen bir tepe noktas: belirleyerek baslyoruz. ilk n
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Sekil 4.13. 6-gonal sayilarinin temsili

diizenli #-gonal zaten insa edildigini, boylece en digtaki #-gonal her bir kenarmin
artik uzunluk n noktalarina sahip oldugunu varsayalim. (n+ 1) inci #-gonal olugtur-
mak i¢in, 6nce taban noktasina bagh iki kenari bir nokta uzatiriz ve sonra onceki
kenarlara paralel kenarlar ekleriz, boylece her (dig) kenar artik n + 1 nokta olur.
Tabloya ekledigimiz toplam nokta sayisi 1 + (k — 2)n dir. Boylece

qg@,n+1)=q(0,n)+ (k—2)n+1 (4.8)
dir.

n = 0igin ¢(0,1) =1 = q(A,0) + (0 — 2).0 + 1 oldugundan, ( 4.8) gegerli
olduguna dikkat edelim. Baz1 A, B ve C sabitleri i¢in ikinci dereceden bir ¢ (0, n) =
An? + Bn + C polinomuyla kargilanir. ¢ (0,0) = 0 oldugundan, C' = 0 olmahdr.
q(6,1) = 1 oldugundan, 1 = A+ B dir. (#,2) = 6 oldugundan, § = 4A + 2B dir.

A+ B=1,4A+ 2B = 0 lineer sistemi ¢oziimi A = 2‘%774 ve B = % dir.O
halde, # € N igin n’inci 6-gonal sayimin formiilii:

(0 —2)n* — (0 — 4)n n(n —1)

q(0,n) = 5 = (0 — Z)T +n (4.9)
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dir.

Onerme 4.110. ¢(6,n) herhang: bir § € Ny i¢in pozitif bir tam sayidar.

Ispat. n =2r 4+ 1, r € Ny olsun. Bu durumda,

g(6,n) = (0 —2)" = (9 —2)ZHNED | 9p 4

=0-2)r2r+1)+2r+1

dir. # > 3 ve r = 0 durumunda ¢(f,n) = 1 oldugundan ¢(f,n) € N dir. ]

(’dan, n’inci § — gen say1 da asagidaki gibi liggen sayilar T, ile ilgilidir.

g0,n) =(0-2)"20 4t n=0-2)T, 1 +n=(0-3)T, 1 +T, (410)

dir.

Onerme 4.111. k € Ny icin, ¢(0,n+k+1) —q(0,n+k) = (0 —2) (n + k) + 1 dir.

fspat.
q(@, n -+ k + 1) — q(@, n + k) = (9 — B)Tn+k + Tn+k+1 — (9 e B)Tn+k71 — T’rL+k
= (0 —4) T + Togrrr — (0 — 3) Tk
_(0—1) (n+ k)(r;+ k+1) N (n+kz+1)2(n+k+2)
(n+k—1)(n+k)
(6-3) 5

=0 -2)n+(0-2)k+1
=0-2)(n+k)+1

dir. O]

Onerme 4.112. n € N ve 3 < 6 € N i¢in
Obeb{Q<97n)7Q<67n+ 1)7 ce >Q(97n +6 — 1>} =1

dir.

Ispat. @ iizerinde tiimevarim yontemini kullanarak ispati elde edelim.

0 = 3 igin d = obeb{q(3,n),q(3,n+1),q(3,n + 2)} olsun. Bu durumda, d | ¢(3,n),
d| q3,n+1)ved]| qB3,n+2) dir. O halde, d | [¢(3,n + 1) — ¢(3,n)] ve d |
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[q(3,n+2) —q(3,n+1)]

dir. Onerme |4.111{den,

q3,n+1)—¢q(3,n) = n+1

Q(37 n+ 2) - q(37 n

+1) = n+2

dir. Dolaysiyla, d | [(n +2) — (n + 1)] ve d = 1 dir. Simdi iddianin § = r i¢in dogru
oldugunu varsayalim. O halde,

obeb {q(r,n), q(r,n

dir. # = r + 1 igin ( 4.10)

+1),...,9r,n+r—1} =1

ve Onerme [4.111fden,

obeb{q(r+1,n),q(r+1,n+1),....qr+1,n+r)} =1

dir.

Teorem 4.113. Her 6 €
Tuptur.

Ispat. Toplama iglemine

sonludur. Onerme [4.112

]

N igin, S'(6,n) = (q(0,n + k) : k € No) bir sayisal semig-

eére, S (0,n), No'nin bir altmonoididir ve Ny \ S'(6,n)
[den, S'(6,n) iirete¢ kiimesinin elemanlarmin en biiyiik

ortak béleni 1'dir. Dolayisiyla, S’ (6, n) bir sayisal semigruptur. O

Tanim 4.114. S'(6,n) C

Ny kiimesi #-gonal sayisal semigrup olarak tanimlanir.

2

Ornek 4.115. n € Ny icin T}, = Yok = @ = 2240 pinci tiggen say1 olmak
k=1

iizere S'(3,n) := (Thyp : k € Ng) bir iicgen saysal semigruptur. Ornegin S'(3,3) :=
<T3+k ke N()) = <T3,T4,T5, > dir.

Sayisal semigruplarm ézelliklerinden e(S'(3,n)) < m(S'(3,n)) = T, = 2+ oldu-

gunu biliyoruz.

Simdi, amacimiz e(S'(3,n

2

))’'nin sinirmi kiigtiltmektir.

Onerme 4.116. 0 > 3 ve pozitif bir tamsay: olsun. Bu durumda,

1. q0,2(n+71)) =3¢0,(n+7)) +q@n+r—1)+ (0 —3)[2(n+7r) + 1],

2. q(0,2(n+r)+1)=3¢0,(n+7))+q@,n+r+1)+ (20 —6)(n+71)

dir.

Ispat. q(0,n) =

n((0—2)n—(0—4
2

) oldugundan,
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q0,2(n+71)) = 2(7”“”)[(9*2)(§(n+r)7(074)]

_ 4(n+1)%(0—2)—2(0—4) (n+r)
2

_ 3(0—2)(n+7)2+(0—2)(n+71)2=3(0—4) (n+7)+(0—4) (n+1)
2

= 3q(6, (n + r)) + E2E"LOAmir)

q(e’ n4+r— 1) o (n—l—r—l)[(0—2)(2n+r—1)—(0—4)]

(n4+r)[(0—2)(n+r)+0—4)] n (n+r)(—40+12)4260+6
2 2

+(n+r)[(972)§n+r)+6‘74)] + (2976)(f§(n+r)+1)

n+r)[(0—2)(n+r)+0—
_ (nn)[( 2)§+)+ 4)]_(9_3)(2(71_1_70)_1)

oldugundan, (9*2)("”)22*(9’4)("”) =q@,n+r—1)+(0—-3)2(n+r)—1) dir.

Dolaysiyla, q(0,2(n+1r)) =3q(@,(n+7r)) +q@,n+r—1)4+ (0 —3)[2(n+r) + 1]
dir.

a0, 2(n +7) + 1) = A=t )-0-4)

_ 2(n41)[(0—2)(2(ntr))—(0—4)] + 4(6—2)(n+r)+2

= (0,2(n+ 1) + 200~ 2)(n+7) +1

= 3q(0,(n+r))+q@,n+r—1)
+(0—-3)2n+r)—1)+20—-2)(n+r)+1

= 3q(0,(n+7r))+q@,n+r—1)
+2(n+7r)(20 —5) —0+4

= 3¢(0, (n+ 7)) + (9— 2)(n+r)2+(259—12)(n+r)+2

dir.

q(@,n—l—r—l— 1) _ (n+r+1)[(972)(2n+r+1)7(974)]
_ (n4r)[(0-2)(n+r)+2] + (9—2)(721-1—7“)-1—2

2
(0=2)(n+r)? | O(nt+r)+2
27’1 T + n 27"
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dir. Dolayisiyla,
q0,2(n+r)+1) =3¢, (n+7r))+q@,n+7r+1)+ (20 —6)(n+r) dir. O

Onerme 4.117. n bir pozitif tamsay ve S(n), n’ye gore direte¢ kiimesi G(n) olan
bir d¢gen sayisal semigrup olsun. Bu durumda, G(n) C{Ty : k€ {n,n+1,...,2n}}
dir.

Ispat. Her i € N igin 7 € NN [i,in[ olsun. Tiimevarim yoéntemi kullanarak k = 2r
veya k = 2r + 1 i¢in Top ik, [Tn, Tnat, ---, Top) 'nin lineer bilegim oldugunu gosterelim.
Once i = 1 durumunu inceleyelim. Onerme M’dan 0 = 3 oldugu i¢in Th(1py =
3 tr + Tingr)—1 Ve Tomgry41 = 3Tngr + Tingr)+1 dir. Bu durumda » € NN [1,n/,
k =2r veya k = 2r + 1 i¢in Top 1k, [T, T, -, Ton) nin lineer bilegimidir.

Simdi ¢ > 2 ve her pozitif tamsay1 w oyleki w < 4 i¢in varsayimiz dogru oldugunu
kabul edelim. Bu durumda, »r € NN [i,in], r =in+j , 7 €{0,1,2,...,n — 1} igin
3T it 1yn+s + Liirtyntj—1; k = 2r
T2n+k ==
3T iv1yntj + Tivnrjr; B =2r+1
olacak gekilde yazilabilir. (i+1)n = 2n+ (i —1)n yazihsindan ve a € {j — 1,7,7 + 1}
icin Tiit1ynta = Tont(i—1)n+ae yazilabilir. Bu durumda, 75,41 , To,4(i—1)» nin lineer
bilesimi olarak yazilir. j € {0,1,2,...,n — 1} oldugu i¢in j — 1,j,7 + 1 < n ve
(t—D)n+a < (i—1)n+n = in dir. in ¢ift ise in = 2r ve in tek ise in = 2r+1 olacak
bicimde yazilabilir. Iki durumda w < i ¢in r € NN [w,wn| dir. O halde Tlit1nta =

Topi (i—1)n+a biitlin ticgen sayilar 15, T}, 41, ..., To, 'nin lineer bilegimidir. O

Sonug 4.118. n € N wve S(n), n’ye gore bir dcgen sayisal semigrup olsun. Bu
durumda, e(S(n)) <n-+1 dir.

Ornek 4.119. S(3) := (Tyyp : k € No) = (Ty, Ty, Ty, Tg) ve e(S(3)) < 4 tiir.
Sonug 4.120. Her 4 < 6 € N igin S (0,n), 0-gonal saypsal semigrubu iireteg

kiimesi {Ty: k€ {n—1,n+1,...2n+1}} olan saysal semigrubu ile aynidur ve
e(S'(0,n)) < n+3 tir.

Ispat. Her 4 < 0 € N icin ¢(0,n) = (0 — 3)T,,_, + T}, oldugundan ispat aciktir. [
Ornek 4.121. 6 =4 ve n = 3 icin
G4,3) =To + T, =3+6=9=3

q(4,4) =Ts + Ty =64 10 = 16 = 42
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q(4,5) =Ty + Ts = 10 4 15 = 25 = 52
q(4,6) =Ts + Ty = 15+ 21 = 36 = 6°

dir. Dolayisiyla, S'(4,3) iin {Ty, T3, Ty, Ts, Ts, T+ } iicgen sayilari cinsinden yazilabilir
ve e(S'(4,3)) < 6 dir.

Ornek 4.122. § = 5 ve n = 4 icin ¢(5,n) = (0 = 3Ty + T, = 2Toy + T,
oldugundan,

4(5,4) = 213 + Ty = 22, 4(5,7) = 2T + Tr = 70,
q<5, 5) = 2T4 + T5 = 35, q(5, 8) = 2T7 + Tg = 927
q(5, 6) = 2T5 + T6 = 517 q(5, 9) = 2T8 + Tg = 116.

dir. Dolaysiyla, S'(5,4) iin {T3, Ty, Ts, Ty, Tt, T, Ty} iicgen sayilar cinsinden yazi-
labilir ve e(S'(5,4)) < 7 dir.

Agagidaki Sonug [£.112]den elde edilir.
Sonug 4.123. n € N ve 3 < 0 € N i¢in,
B(@,n)=(q(@,n+k):ke{0,1,2,...,60 —1})
bir sayisal semigruptur.

Teorem 4.124. 0 > 3 i¢inn > 30 — 3 ise, {q(0,n+k): ke {0,1,2,...,0 —1}},
B(0,n) 'nin minimal treteg sistemidir.

Ispat. 0 ve k iizerinde tiimevarim kullanarak, her 6 > 3 ve n > 30—3 icin B(#, n)nin
son elemaninin ilk elemaninin iki katindan kii¢iik oldugunu gosterecegiz. Bagka bir
deyisle, her 8 > 3 ve n > 30 — 3 i¢in sunu gosterecegiz;

2q(0,30 +k—3)—q(0,30 +k—4) >0, ke€{0,1,2,...,0 —1}.
Ik olarak, k iizerinde tiimevarim kullanilarak, eger k = 0 ise,

2q (6,30 —3) —q (6,40 —4) = (0 —1) (0> =40 +6) > 0
dir.

Simdi iddianin herhangi bir & # 0 i¢in dogru oldugunu varsayalim ve bunun
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k + 1 i¢in de dogru oldugunu kantlayalim. Yani,
2q(0,30 —2+k)—q(0,40 —3+k)>0
oldugunu gostermeliyiz. Varsayimdan, 2q (6,30 — 3 + k) — q (0,40 — 4 + k) > 0 dir.

Ty = (30 — 3 + k) (0k — 2k — 100 + 36 + 10)
Ty = (40 — 4+ k) (0k — 2k — 130 + 46° + 12)

olmak tizere T} > 15 dir.

Ty = (30 — 3+ k) (0k — 2k — 100 + 36° + 10)
= (30 — 2+ k) (0k — 2k — 106 + 36* + 10)
— (0k — 2k — 106 + 36* + 10)
= (30 — 2+ k) (0k — 2k — 90 + 30* + 8)

+ (30 — 2+ k) (—0 +2) — (0k — 2k — 100 + 36> + 10)

dir ve
Ty == (40 — A+ k) (0k — 2k — 130 + 46> + 12)

(40 — 3+ k) (0k — 2k — 130 + 46 + 12)

(0k — 2k — 130 + 46* + 12)

(40 — 3 + k) (0k — 2k — 120 + 46° + 10)

—%(0k—2k—130+4«92+12)

N o~ NP RN -

+-(40-3+k)(—-0+2)

T1 > T5 oldugundan,

(30 —2+ k) (0k — 2k — 90 + 30° +8) + (30 — 2+ k) (—0 + 2)—
(0k — 2k — 100 + 36> + 10)

1
> 5 (40 =3+ k) (0k — 2k — 120 + 46° + 10) +

%(49—3+k)(—9+2)—%(9k—2k—139+492+12)

dir. Dolayisiyla,

(30 — 3+ k) (0k — 2k — 100 + 30> +10) > 1 (40 — 4 + k) (0k — 2k — 130 + 46* + 12)
dir. O halde, 2¢ (0,30 —2+ k) — q (0,46 — 3+ k) > 0 dir.

Ikinci olarak, 6 iizerinde tiimevarimi kullanalim. hipotezin n = 6 icin dogru
oldugunu gostermek kolaydir. Simdi iddianin 6 = ¢ i¢in dogru oldugunu varsayalim
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t + 1 icin de dogru oldugunu kanitlayalim. Bagka bir deyisle, eger k €

e f =
1,2,...,t—1} igin

.

{0,
2q(t,3t+k—3)—q(t,3t+k—4)>0

dogru ise, k € {0,1,2,...,t} i¢in
2q(t+1,3(t+1)+k—-3)—qt+1,3(t+1)+k—4)>0

yani, k € {0,1,2,...,t} i¢in
2q(t+1,3t+k)—q(t+1,3t+k—-1)>0

oldugunu gostermemiz lazam. 2q (t,3t + k — 3) — ¢ (¢,3t + k — 4) > 0 oldugundan,
Ty =2q(t,3t+k—3)= (3t + k —3) (tk — 2k + 3t*> + 9 — 10¢t)
Ti=qt,3t+k—4)=3 (3t +k—4) (tk — 2k + 3t> + 12 — 11¢)

olmak tizere T} > T5 dir.

Ty = (3t+k—3)(tk—2k+3t>+9— 10t)
= (3t+k) (tk — 2k + 3t> + 9 — 10t) — 3 (tk — 2k + 3t* + 9 — 10¢)
= (Bt+k)(th—k—k+3t+2+7—4t — 6t)
—3 (th — 2k + 3t + 9 — 10t)
= (3t+k) (tk — k — 4t 4 3t* + 2)
+ (3t + k) (—k+7—6t) — 3 (tk — 2k + 3t> + 9 — 10¢)
= (3t+k) (tk — k — 4t + 3t* + 2)
—12tk + 51t — 27> — k* + 13k — 27

dir ve

Ty = =(3t+k—4)(th—2k+ 3> +12 — 11¢)

— Do =

= —(3t+k—1-3)(th — 2k + 3t> + 12 — 11¢)

— DN

= —(3t+k—1)(th—2k+ 3>+ 12— 11t)

(\]

3 th — 2k + 3t + 12 — 11¢
2

1
= - Bt+k—1)(th—k—k+3t>+4+8— 5t — 6t)

N |

3 th — 2k + 3> + 12 — 11¢
2
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1
= S Bt+k-1) (tk — k + 3t* + 4 — 5t)
63, 27 15

1
—6th + —t— =t — -k + —k — 22
TR 2" T

Ty > T, oldugundan,
1
@ﬁ+m@k—k—&+ﬂﬂ+2y—§@ﬁ+k—n(%—k+3ﬁ+4—w)20

dir. ]

Tanmim 4.125. S = (A) = (a1, ay,...,a,) C N& A kiimesi tarafindan iiretilen bir
genellegtirilmiy sayisal semigrup olsun. Eger her j € {1,2,...,d}, ¢ € N igin agj ) #1
ve agj ), aéj )..., o' tarafindan iiretilen sayisal semigrup bir € — gen sayisal semigrup
ise, S’ye bir genellestirilmig 6 — gen sayisal semigrup denir.

Ornek 4.126. 5 © N2, A = {(3,0), (6,0), (10,0), (0,6), (0,10), (0,15), (1,3),
(3,1)} tarafindan tiretilen bir genellegtirilmis sayisal semigrup olsun. 1 ve 0 dan

farkl birinci biligenleri agl) = . agl) =6, agl)

= 10 tarafindan N de iiretilen sayisal
semigrup iiggen sayisal semigrup ve ikinci bilisenleri af) = 6, af) = 10, agz) =15
tarafindan Ny de {iretilen sayisal semigrup iiggen sayisal semigruptur. Dolayisiyla

S C N2 bir genellegtirilmis gokgen sayisal semigruptur. [Sekil 4.14/den S C N2 bir

genellestirilmis miikemmel sayisal semigrup degildir.
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Sekil 4.14. Ornek K.126/daki verilen genellestirilmis cokgen sayisal semigrup
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5. SONUCLAR

Bu tez calismasinda, genellestirilmis sayisal semigruplarin yeni siniflar1 ta-
mimlanmis ve cesitli 6zellikleri incelenmistir. Ozellikle, genellestirilmis miikemmel,
aralikli (sparse), yogun ve tam yogun sayisal semigruplar tizerinde durulmustur.
Genellestirilmig sayisal semigruplarin aritmetik genislemeler kiimesinin tanimi ve
ozellikleri incelenmigtir. Ayrica, liggen sayisal semigruplarin iki farkli genellemesi
tanimlanmis ve bu genellemelerin minimal iirete¢ sistemi ve Frobenius elemani gibi
onemli kavramlar {izerinde durulmustur. Bu kavramlar, sayisal semigrup teorisindeki
onemli yapilar: ve 6zellikleri anlamak i¢in kullanilan temel araclardir. Elde edilen so-
nuglar, sayisal semigrup teorisi ve genellestirilmis sayisal semigrup teorisi arasindaki
derin baglantilar1 ortaya gikarmaktadir. Ayrica, bu sonuclarin pratik uygulamalar
i¢in 6nemli bir temel olusturdugunu diistincesindeyiz.

S C N bir genellestirilmis sayisal semigrup, d > 1 ve h € H(S) olsun. Eger
her j € {1,...,d} igin {h —e;, h+e;} NNI C S ise h, S’nin bir izole boglugudur.
S nin hig isole boslugu yoksa S, bir genellegtirilmig miikemmel sayisal semigruptur.
Gevsetilmis tek terimli siralamaya gore F'(S)< Frobenius elemanmin S’nin bir izole
boslugu olmasi igin gerekli ve yeterli kogul {F(S)< —e;:1<j<d}NNd C S dir.

S C N¢ bir genellestirilmis sayisal semigrup ve h = (2, ..., 2(¥) S'nin bir
boslugu olsun. Her k£ < d i¢in

her z € Sy, igin

— . 1 d—1 d— 1
o= {r= a0 N TR e enyes |

olarak tanimlanan kiime bir izole noktanin belirlenmesinde énemli rol oynar, burada
Sk, S nin minimal iireteg sisteminin elemanlarinin k—inc1 bilegenleri ile iiretilen
sayisal semigruptur. Onemli sonuclardan bir kaci:

1. I, Ng_l tizerinde bir genellestirilmis sayisal semigruptur.

2. h, S’nin bir izole boslugu olmasi i¢in agagidaki kogullar saglanacak sekilde
1 <k <d vardir:

(a) (zW,...,a*=0 gt (@) ¢ [,
{x ( (k) — 2) ek} C S.
( ) (W, 2k 0, 2® D (@) S nin izole boglugudur.

3. h, S’nin bir izole boslugu olmasi i¢in agagidaki kogullar saglanacak sekilde
1 <k <d vardir:

(x(l), oD plet) ,x(d)) ¢ Iy.
(b) {z®ey, (z® —2) e} C S.

(c) (x®, ... x®=D 0 2®+D  2) S nin izole boglugudur.
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Caligmamizda, genellestirilmis semigrup ailelerinin bazi siniflar1 ayrintil in-
celenmigtir. Bu siniflardan bir kagi agagida belirtilmigtir:

1. a,b € N, a tek ve b > 2 i¢in S = ((a,0), (1,b),(0,1),(2,0)) genellegtirilmis
sayisal semigruplari.

2. a,b €N, b>2i¢in S = {((a,0),(a+1,0),(0,1),(1,b)) genellestirilmis sayisal
semigruplari.

3. feNdicin S = (N\ 7(f)) U{0} sirali genellestirilmis sayisal semigruplar:.

4. a € N icin a-semplektik genellestirilmig sayisal semigruplari.

Soz konusu olan bu genellegtirilmig semigruplarin her birinin miikemmel oldugu go-
riillmiistiir. Temel ve 6nemli kavramlar olan bosluklar kiimesi, Frobenius elemant,
cinsi, Apéry kiimesi ve pseudo-Frobenius elemanlarin kiimesi gibi hesaplama for-
miilleri olugturulmustur.

Her genellestirilmis miikemmel sayisal semigrubun bir genellegtirilmis ara-
liklh sayisal semigrup oldugu goriilmistiir. Bir genellestirilmis sayisal semigrup S
nin bilesen semigruplari miikemmel olmasa da miikemmel olabilecegi gosterilmistir.
S1, Sy C N¢ iki genellegtirilmis sayisal semigrup ise, S1N.S, bir genellestirilmis sayisal
semigruptur.

Genellestirilmig sayisal semigrubun aritmetik geniglemeler kiimesi incelen-
mistir. S bir genellegtirilmis sayisal semigrup ve & = (61, 6@, . 6@) € N ige,
% = {:B eNd:6xeS } bir genellestirilmis sayisal semigruptur.

T, S C N bir genellestirilmis sayisal semigrup ve S C T olmak iizere 7', S’nin
bir aritmetik geniglemesi olmasi icin gerekli ve yeterli kosul 7" = % N % N..N %
olacak sekilde {81, s, ..., 64} € NINS olmasidir.

Ayrica, tez caligmasinda klasik sayisal semigrup ailelerine katilacak yeni aile-
ler tanitilmig ve bazi ozellikleri ortaya konulmustur.

1. S(n) := (Th4x : k € Ny) bir saysal semigruptur ve {iggen sayisal semigrup
olarak adlandirihir, burada n bir pozitif tamsayidir. S(n) nin cinsi ve iireteg
kiimesi incelenmigtir.

2. 5, = <t6n ke NO> bir sayisal semigruptur ve n-inci pramitsel sayisal se-
migrup olarak adlandirilmigtir, burada n bir pozitif tamsayidir. .S,, nin bir
treteg sitemi {t., : k € {n,n+1,...,2n}} S, 'nin bir iireteg sistemidir. .S,,'nin
cinsi
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(11,4 | 5,3 , 265 2 , 43 o
SN+ gn’ + =5nt 4+ 5n in = 6k

1,4, 13,3, 97,2 1. 13 . _ _
Rt R+ an s — % n=0k+1

1,4 37,3 169 2 41 4 . _
nt 4 5gn” + 5nt + n in = 6k + 2

72 3
9(5n) = Bt g’ + 30 + 4+ 5 n=06k+3

1.4, 3,3, 13,2 1., 8 ., _
B+’ + 5t —gn—3 in=~0k+4

14 23,3 3252 | 62, | T .. _
HNt+ Jnt +=5nt + nt g in=0k+5

dir.

Her n € N igin S(n) liggen sayisal semigruplar1 ve S, pramitsel sayisal se-
migruplar: indirgenemez ve simetriktir, e(S(n)) < n + 1 dir.

3. S1 = (T, Thi1, Thio) bir tiggen sayisal semigrup olsun. Bu durumda, a € N
ve < lexicographic siralama ise, S = ((7},,0), (T,,41,0), (T,42,0),(0,1), (1, a))
genellesgtirilmis sayisal semigrubun Frobenius elemani

3n3+6n2—3n—10 .
F(S). = g ,a—1), ntek
<3n +9n4+6n747 a— 1)7 n Qlft

dir.

Ucgen sayisal semigruplarim iki genellemesi olan n-inci S-Pascal sayisal se-
migruplar1 S(8,n) ve f-gonal sayisal semigruplart S’'(6,n) tamtilmig ve agagidaki
sonuglar elde edilmigtir.

1. 2 < B € Nyigin S(5,n) := (p(B,n+k): k €Ny) bir sayisal semigruptur,
burada p(8,n) = C(n+  — 1, 3) binom katsayisidir.

2.3 <0 € Ny igin S'(0,n) := (q(0

(
burada ¢(6,n) = w dir.

,n+ k) : k€ Np) bir sayisal semigruptur,

3. (p(4,n),p(4,n+1),p(4,n+2),p(4,n+ 3),p(4,n + 4)) bir teleskopik sayisal
semigruptur.

4. neNve3d<6eN,igin, B(0,n)=(q0,n+k):ke{0,1,2,...,0—1})

bir sayisal semigruptur ve {q(6,n + k) : k € {0,1,2,...,0 —1}}, B(6,n) nin
bir minimal iireteg sistemidir.
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