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OZET

GENELLESTIRILMIiS SIMPSON TiPLI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Sakine OKUMUS
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitist, Matematik Anabilim Dali
Yiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Subat 2020, 36 sayfa

Simpson esitsizligi Hermite-Hadamard esitsizliginden meydana gelen midpoint ile
trapeziod ifadelerinden olusmus 6nemli bir esitsizliktir. Bu tezde amacimiz parametreye
bagli Simpson tipli yeni esitsizlikler elde etmektir. Bunun igin ilk olarak ¢alismamizda
kullanilacak olan bir onemli 0zdeslik elde etmek olacaktir. Daha sonrada bu 6zdeslik
yardimiyla konveks fonksiyonlar kullanilarak genellestirilmis Simpson esitsizlikleri elde
edilecektir.

Anahtar sozcukler: Holder esitsizligi, Konveks fonksiyon, Simpson esitsizligi.
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ABSTRACT

GENERALIZED SIMPSON TYPE INTEGRAL INEQUALITIES

Sakine OKUMUS
Duzce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathenatics
Master’s Thesis
Supervisor: Prof Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
February 2020, 36 pages

The Simpson inequality is an important inequality, consisting of midpoint and trapeziod
expressions, which are derived from the Hermite-Hadamard inequality. Our aim in this
thesis is to obtain new Simpson type inequalities depending on the parameter. The first
thing to do is to obtain an important identity that will be used in our study. Then, with the

help of this identity, generalized Simpson inequalities will be obtained by using convex
functions.

Keywords: Hélder inequality, Conveks function, Simpson inequality.
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1. GIRIS

Matematikte bu alanda kendimize sordugumuz ilk soru ‘‘Neden Matematiksel
Esitsizlikler” sorusu olmustur. Gegmise doniik yapilan arastirmalar sonucunda 1978
yilinda R. Bellman tarafindan sdyle bir cevap verilmistir: “Esitsizlik ¢caligmak i¢in bazi
nedenler vardir. Pratik agidan bakildiginda, bir¢ok arastirmada bir niceligi diger bir
nicelikle smirlandirma durumu karsimiza ¢ikmaktadir. Klasik esitsizlikler de bu sekilde
ortaya c¢ikmistir. Teorik agidan bakildiginda ¢ok basit sorular sorularak tiim temel
teoremler olusturulabilir. Son olarak estetik acidan bakildiginda genel olarak resim,
miizik ve matematigin bazi pargalarinin uyumlu oldugu goriliir. Elde edilen
esitsizliklerin gbze hitap etmesi de esitsizlikleri ¢ekici hale getirir.” Esitsizlikler

matematigin hemen hemen tiim alanlarinda var olup bir¢ok alanda uygulamalari vardir.

Konveksilik, Archimedes'in tnli 7 degerini hesaplamasina kadar uzanan basit olarak
bilinen bir kavram oldugunu soyleyebiliriz. Konveks kiimeler ve fonksiyonlar konusunun
aragtirmasina ilk olarak 19. yilzyilin sonlarinda ortaya ¢ikmasina karsin, 20. yizyilin
ortalarinda bu kavramlar matematigin dnemli bir alan1 olmaya baslandigi goriillmektedir.
Konveks kimeler ve ilgili geometrik konular matematikciler tarafindan kullanilan
oldukca 6nemli konulardan biri oldugu agiktir. Konvekslik kavrami matematigin birgok
alininda 6rnegin geometri analiz, lineer cebir, topoloji, say: teorisi, klasik ekstremum
problemleri, lineer programlama, oyun teorisi ve esitsizlikler teorisi (lineer, klasik ve
matris) gibi ¢esitli konularda 6nemli rol oynar. Son ylzyilda gelisen disipliner arasi
iliskilerden ve artan uygulamalaryla da bu konunun matematiksel analizin merkez

alanlarindan biri olarak yerini aldigi sdylenebilinir.

Konveks kavramini 6nemli bir uygulamasini ilk olarak, 1881°’de Ch. Hermite'in (1822-
1901) Mathesis 3 (1883,s.82) dergisine gonderdigi bir mektupta ile ortaya ¢iktigini ifade
edebiliriz ki bu mektubu orijinalinde asagidaki metni verebiliriz:

Sur deux limites d'une integrale definite. Soit g(x) une fonction qu, varie toujours

dans le meme sensde x=a, X=Dh. On aura les relations



(b—a)g(a;b]<f:g(x)dx< (b—a)w

ou bien

(b—a)g(a;bj > [ g(0dx > (b—a)w

suivant que la courbe y = g(x) tourne sa convexit'e ou sa concavit'e vers l'axe

desabcisses.
En faisant dans ces formules g(x) =1/(1+ x),a=0,b = x il vient

X2 2
X— <log(1+x) < x— ?
2+X

X
2(1+x)

Bu mektupta goriildiigi gibi konveks bir fonksiyonun davraniginin sergilemis oldugu
onemli bir yapinin temellerini attigi gozlenmektedir. Dolayisiyla bu yeni olusumun
esitsizlikler alaninda daha fazla dikkate alinan, ancak Hermite'in temel ¢alismalar sik sik
onun orijinal yazar kimligi verilmeden ortaya konulmus 6nemli bir esitsizliktir. Bu
baglamda temel matematikte ilgi ¢eken/¢ekmekte olan bu esitsizlik yani literatiirde
Hermite-Hadamard Egsitsizligi olarak tanimlanan bu esitsizligin geometrik yorumu ve
¢ogu uygulamalar1 tamamen konveks fonksiyonun ilk temel sonucu oldugunu
sOyleyebiliriz. Daha sonralar1 birgok matematikci farkli konveks fonksiyon siniflari
(quasi-convex fonksiyonlar, fonksiyonlarin Godunova-Levin sinifi, log-convex ve r-
convex fonksiyonlar, p-convex fonksiyonlar vb.) ve 6zel ortalamalar (p-logaritmic
ortalamalar, identric ortalama, Stolarsky ortalamalar vb.) icin bu esitsizlikleri farkli
acilardan ele almaya baslamiglar ve birgok yeni sonuglar ortaya koymuslardir. Bu
caligmalar 1ile ilgili olarak temel olarak bilinen ¢alismalar1 kaynakcalar kisminda

sunulmustur.

Hardy, Littlewood ve Polya tarafndan 1934 yilinda yazilan “Inequalities” baslikl1 kitap
esitsizlikler teorisi konusunda yazilmis onemli bir temel kaynak kitaplar1 arasinda
literatiire girmistir. Bu c¢alismada konveks fonksiyonlarla ilgili klasik ve yeni
esitsizlikleri, problemleri, ispat yontemlerini veya sonuglar seklinde 6nemli kavramlari

bu alanda g¢alisan matematik¢ilere sunulmus temel bir kaynaktir. Buna ilave olarak



Beckenbach ve Bellman'n 1965°de yazdig: “Inequalities” baslikli eseri ve daha sonra da
Mitrinovic'in 1970°de yazdig: ve bir¢ok temel esitsizliklerin oldugu ve daha da kapsamli
olan “Analytic Inequalities” baslikli kitabinin da esitsizlikler konusunda énemli bir
calisma kaynagi konumunda oldugunu sdyleyebiliriz. Bu kaynaklar esitsizlikler teorisini

aragtirmak isteyen okuyucu icin el altinda bulunmas: gereken 6nemli kaynaklaridir.

Daha sonralarda daha da 6zel olarak tamamen konveks fonksiyonlarini kapsayan ve daha
kapsamli bir sekilde ortaya sunulmus A. W. Roberts ve D. E. Varberg tarafindan “Convex
Functions” baslikli kitab literatiire kazandirmiglardir. Diger yandan olduk¢a 6nemli olan
ve sadece koveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler hakkinda bilgi veren 6nemli olan bir
kitabin Pearic tarafindan 1987 yilinda “Convex Functions: Inequalities” baslikli olarak
bir kaynagi literatiire kazandirmistir. Son olarak da bu tezde sunulmus olan esitsizliklerin
Ozel halleri olan esitsizlikler ve uygulamalarini okuyucu bir¢ok tiirden konveks
fonksiyonlar siniflar icin, 6zellikle de Hermite-Hadamard esitsizligi ve bunlar ile ilgili
olarak daha detayh anlatimin S. S. Dragomir ve C. E. M. Pearce tarafindan “Selected
Topics on Hermite Hadamard Inequalities and Applications” baslikli kitapta

bulabilecegini sdyleyebiliriz.

Son yillarda klasik konvekslik tanimindan daha genel olan konveks fonksiyon siniflari
ortaya atilmistir ve bu tanimlardan biri olan ve birgok ¢alismaya da 6nculiik eden konveks
kavrami 1978 yilinda Breckner tarafindan “Stetigkeitsaussagen fiir eine Klasse
verallgemeinerter konvexer funktionen in topologischen linearen Raumen” baslikli
calsmasinda verilen s-konveks fonksiyonlardir. Daha sonra da s-konvekslik ile ilgili
onemli birgok Ozellikler Hudzik ve Maligranda tarafndan yazilan “Some remarks on s -
convex functions” adli ¢aligmada ortaya atilmis ve bu yeni kavram literatiirde yerini

almistir.

Simpson esitsizligi Hermite-Hadamard esitsizliginden meydana gelen midpoint ile
trapeziod ifadelerinden olusmus 6nemli bir esitsizliktir. Bu tezde amacimiz parametreye
bagli Simpson tipli yeni esitsizlikler elde etmektir. Bunun i¢in ilk olarak ¢alismamizda
kullanilacak olan bir énemli 6zdeslik elde etmek olacaktir. Daha sonrada bu 6zdeslik
yardimiyla konveks fonksiyonlar kullanilarak genellestirilmis Simpson esitsizlikleri elde

edilecektir.



2. KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1 GENEL KAVRAMLAR

Bu bélumde tezimiz igin gerekli olan tanim ve teoremler verilerek gerekli goriilen bazi
Onemli teoremlerin ispatlar1 da verilmistir.

Tanim: Lineer uzaydan reel(kompleks) uzaya olan doniisiimlere fonksiyonel denir.
Tanim: Fonksiyonlar ciimlesini fonksiyonlar climlesine doniistiiren doniisiime operator

denir.

Tamm: (Konveks Fonksiyon) f : [a,b]Jc R—R fonksiyonu her x,ye[a,b] ve
2€[0,1] icin

f X+ (L= A)Y) < AF (X) + L= A) F (y) 2.1)

esitsizligini sagliyorsa bu f fonksiyona konveks fonksiyon denir. Esitsizlikte " >
olmasi halinde de f fonksiyona konkav fonksiyon denir. Yukardaki esitsizlikte A =73

alinirsa

f(x+ng f(x)+ f(y) 2.2)
2 2

olur. Bu tip esitsizlikleri saglayan fonksiyonlara da J-konveks fonksiyon denir.

Konveks Fonksiyonlar:n Temel Ozellikleri

i. ktane fonksiyon R" — R ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;
k
f(x)=>a;f,(x)a; >0;(j=123,..k) (2.3)
j=1

fonksiyonuda konvekstir.

ii. g : R" >R konkavve S=1{x : g(x)>0} olsun. f : SR, f(x)=g4 olmak
uzere f, S de konvekstir.

iii. g : R—> R azalmayan ve konveks fonksiyon ayrica h : R" — R konveks olsun.

Bu takdirde; f : R" - R, f(x)=(goh)(x) olarak tanimlanan f bileske fonksiyonuda

konvekstir.



iv. g: R —R konveksve h, h(x)=Ax+B formunda h: R" —R konveks

olmak Uzere (Burada A uygun matristir.)

f(x)=g(h(x))

fonksiyonu konveks fonksiyondur.

vi. f ve g fonksiyonlar J-konveks ise f(x)+g(x) de J -konvekstir.

vi. f, I 'de J -konveksve g, | de J -konveks ise bu takdirde f(x)g(x)
de T=1 A1 de J -konvekstir.
Taim: Q, =[a,b} Q, =[c,d] -—w<a<b<w, —w<c<d<w ve f(xy),

Q, xQ, ftzerinde taniml olsun. Bu durumda,

TU f(x, y)dyjdx = TU f(x, y)dx}dy (2.4)

a\a a\y

seklindeki esitlige Dirichlet formdlt denir.
Tan:m: (Mutlak Sureklilik) | c R, f : I — R bir fonksiyon ve (xk,yk) sonlu bir

aralik olsun. Bu durumda, & >0 i¢inenazbir 6 >0 vardir yle ki,

Zk:|yk—xk|<5:>2k:|f(yk)— f(x ) <e

ise f ye mutlak strekli denir ve [a, b] tizerinde mutlak stirekli fonksiyonlarin sinifi
AC"[a,b] ile gosterilir.

Tanim: X,y € R,
[x+y|<[x+[y]
seklindeki esitsizlige liggen esitsizligi denir.
Tanim: (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu) f | [a,b] araliginda siirekli reel

degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

<[ty (@<b) 25

a

i f (x)dx

esitsizligi gecerlidir.



Tanum: (Hélder Esitsizligi) a=(a,,a,,..,a,) ve b=(b,b,,..,b, ) reel veya

kompleks sayilarm iki n -lisi olsun. Bu takdirde

14_1:1
q

olmak Uzere

a. p>1 ise,
Z|akbk|££2|ak|pJ [Z|bk|q) :
k=1 k=1 k=1

b. p<0 veya q<0 ise,

Sl Skl (S0

k=1 k=1

esitsizlikleri gecerlidir [19].

Tanim: (Integraller i¢in Holder Eyitsizligi) p>1 ve +++=1olsun. f ve g, [a, b]

araliginda tammls reel fonksiyonlar, |f|” ve |g|*, [a,b] araliginda integrallenebilir

fonksiyonlar ise

T| f(x)g(x)dx < UI f (X)dej[ilg(X)lquJ; (2.6)

a a a

esitsizligi gecerlidir [13].

Teorem: (Minkowski Esitsizligi) p>1 olsun. f,ge L’ ise, f+gel” yazilrve

U:|f(x)+g(x)|pde/p
< U:|f(x)|pdx}1/p +U:|g(x)|pdx}

1/p

esitsizligi vardir.

Ispat: Once, f +geL® oldugunu gosterelim. Eger |f| < |g| veya |f| > |g| icin

g <2°(f° +[g|")



oldugundan, f +gelL’? oldugu hemen yazilir. p=1 ise, esitsizligin dogru oldugu

apaciktir. p>1 oldugunu kabul edelim. Holder Esitsizligini kullanarak,

J':|f +g|° dx
=[] +g||f +g|""dx
< ['|]1f +g|" dx+ [|g]| f +g|""dx

1/
s[j:|f|pdx] p“:|f+g|pdx}
1/
+U:|g|pdx] pU:|f + g|pdx}

yazilir. Her iki taraf, sifirdan farkl kabul edecegimiz

(p-1)/
TGRS .

(p-1)/p

(p-1)/p

ifadesine bollndrse,

U:|f(x)+g(x)|"o|lep
< Ub| f (x)|pde/p +U:|g(x)|"dx}

seklindeki Minkowski Esitsizligi bulunur.

1/p

Tanim: E olcilebilir bir kime olmak Gzere f bu kiime (izerinde tanimh ve reel degerli
bir fonksiyon olsun. Bu durumda keyfi K sayisi icin  E{x : f(x)>k} kiimesi
Olculebilirse, f fonksiyonuna olctlebilir fonksiyon denir.

Teorem: (Lebesque integralinin varl:k teoremi) Sonlu dlcimlt E  kiimesi Gzerinde f
fonksiyonu sinirli ve olgulebilir ise f fonksiyonunun Lebesque integrali vardir.
Taum:1 <R, f : | R bir fonksiyonve Vxel icin |[f(x]<K olacak sekilde
bir K pozitif reel sayisi varsa f fonksiyonuna sinwrli fonksiyon denir.

Tanim: 1< p <o olmak lzere

1

LP=L,=1f: [£|f(x)|pdep <o, ||f]. :@f(x)ﬁdx]p

normuna gore bir Banach uzaydir.



Teorem: f fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise
a. f, (ab) arahginda streklidir ve

b. f, [a,b] araliginda sinirhdir [19].
Teorem: f fonksiyonunun | araligindaikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun bu aralik

uzerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart X el igin

f"(x)=0
olmasidir [20].

Tanum: f : X < R — R reel degerli bir fonksiyon olsun. Her x € X igin

f(X)<M ,ise M ye f nin bir tstsiniri denir. (Yani,
f(u,0) = {x eX : f(x)> M} kiimesi bostur). Burada
U;={MeR : f(um0)=4}
kimesi f nin Gst sinirlarinin kimesi olsun.  f nin supremumu, eger U, kimesi

bostan farkl ise bu durumda,
sup f =inf U,
olarak tanimlanir. Diger durumda ise
sup f =+o0

dir. Aynica her xe X igin f(x)<M olacak sekilde M e R varsa bu durumda
sup f <M drr.

(X,X,u) élgiilebilir biruzay ve f de olglebilir fonksiyon olsun. Bu durumda hemen
hemenher xe X igin f(x)<M yada f () 6lgllebilir kimesi sifir 6lctimli ise

M ‘'ye f nin esas Ust sinirt denir.

U= =M eR : gf(u0))=0}
esas Ust simirlarinin kiimesi olsun. Bu durumda, U$* #¢ ise yukardaki tanima benzer
olarak

esssup f =inf UT®



olarak tammlanir. Aksi halde, yani Uf® #¢ ise esssup f =+o0 dir. Ayrica, bu

durumda hemen hemen her xe X i¢in f(xX)<M olacak sekilde M R varsa
esssup f <M dir.

Ayrica esas infimum tanimi da esas alt stnirlarinin supremumu olarak tanimlanir yani esas

alt sinirlarinin kiimesi bostan farkli ise
essinf f =supfk eR : u({x : f(x)<k})=0}

olarak tanimlanir. Eger esas alt sinirlarin kiimesi bos ise bu durumda ess inf f = —o0

dir.
Eger u(X)>0 ise

inf f <essinf f <esssup f <sup f

bagintisi vardir. Eger x«(X)=0 ise budurumdada esssup f =+ ve

ess inf f =—co dir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. ssKONVEKS FONKSIYONLAR ICIN SIMPSON TiPLI ESIiTSIZLIKLER

Lemma: g: | < R—>R I Gzerinde mutlak surekli a,be | ile @ < b olsun. Bu

durumda asagidaki esitsizlik vardir.

{(a)+4g[ j (b)}——j g(x)dx
= (b-a)[ p()g (th+(@-t)a)dt.

Burada q(t) ¢ekirdegi asagidaki sekilde tanimlanir:

-5, tel03
90 = t-5, telt, D)

Ispat: Dikkat edersek,
- Eq(t)g (th+ (1—t)a)dt
—[t=Lg @+ a-vaydt+ [ [t-2]g (tb+a—t)a)d
_jo t-<1g (th+ (1—t)a) ”Lz -2 (th+ (L—t)a)dt

dir. Buradan da kismi istegrasyon uygularsak,

I—( jg(tb+(1 t)a)
U6

J-1/2 J-uzg(tb+(1 t)a ‘

- 2) g(th +£1 t)a)

J‘ J‘ g(tb+(1 t)a ‘

1 a+b g(tb+(1 t)a
‘6<b—a>{g() ( 2 j”( )} I

10



ve ayrica, Xx=tb+(1-t)a, ve dx=(b—a)dt , secersek;

(b—a).l = %{g(a) +4g(a%bj ¥ g(b)} —ﬁ " g(x)dx

istenilen sonucu verir.

Bir sonraki teorem s-konveks fonksiyon igin Simpson esitsizliginin yeni bir

genellesmesidir.

Teorem: g : |lc [0, oo)—) R 1% iizerinde siirekli bir doniisiim dyle ki a,bel
g'e L[a,bl a <b olsun. ‘g‘ [a,b] tizerinde s-konveks fonksiyon ise se(0,1]

i¢in agagidaki esitsizlik vardir.

1 a+b 1
‘g{f(ayru[T}r f(lo)}mja f (x)dx

= _9(2)" +(5)°°6° + 3512

<(-a)° 18(s® +3s + 2) nf'(a)Hf’(b)H

Ispat: Lemma yardimiyla ve g fonksiyonun s -konveksliginden yararlanarak

1 a+b 1 ¢
‘g{g(a)wg(T} g(b)}—m J, 9ax

< (b—a)‘ ['styg (tb+(1—t)a)dt‘

1/2

sm—mj

0

(t—%)‘ g (th+(L-ta)dt

+b-a)[ [t—% lg(th+ (1—t)a)d

N

11



1/2

(t g (@)t

-]
6

+(b—a)j11/2(t—gj

<(b-a) g B[+ @-v°

0

(t g (@)t

g B)+@-1°

g (@)t

~o-a)[ (5 t)ela @) +a-oy

g (@)t

+(b—a)J.11//62(t —%j(ts 9’ (b)) + (1-1)*

g (@)t

+(b—a)f//26(g—tj(ts g’ (b)|+ (-1

g (@)t

+(b - a) I;/G(t —g](ts g (b)|+@-1)°

= _9(2)" +(5)%6 +35-12
18(s”* +3s+2)

~-a)° lo' @|+|o ©)]
ispat tamamlanir.

Boylece, konveks fonksiyonlar i¢in asagidaki sonuclar: ¢ikarabiliriz.

Sonug: g : I c [O, oo)—) R, 1° iizerinde siirekli bir doniisiim dyle ki Q'e L[a, b]

a,bel a<b olsun. ‘g‘ : [a,b] Uzerinde s-konveks ise asagidaki esitsizlik vardir.

1 a+b 1
Hg(a) +49(= )+ g(b)} - [ 9(ax

5(b - a)
72

<

lo'(@)|+|g' )]

Birinci tlrev acisindan orta nokta esitsizligi i¢in en iyi st simr asagidaki gibi ifade
edilebilir.

12



Sonug: Teorem de, eger g(a) = (a*b) g(b),

‘ [l 90dx- g[‘”bj‘

67 —9(2)" +(5)°26™ +3s—12

<(b-a
(b-2) 18(s® +3s+2)

o' @|+| o

Sonug: s=1 segersek,

1 b a+b
‘mjag(x)dx—g( )<

esitsizligi elde edilir.

<X Dg @)+ jg' )]

Simpson'un birinci tlrev agisindan {ist kosullar igin ilgili versiyonu asagidaki sonuglara

dahil edilmisgtir.

Teorem: g : 1 c[0,00)=>R 1% iizerinde siireki bir doniisiim dyle ki g'e L[a,b],

1 p/(p-1
abel a<b olsun. [g]*"*?

[a,b] uzerinde s-konveks ise 56(0,1] ve p>1 igin

asagidaki esitsizlikler vardir.

H (a)+4g( j o(b )}——j g

o2

< (b- )(6p1j(2p+1 “{(\g @ +

! (a+bY’ :
(52 4l

burada L+i=1 dir.

Ispat: Lemma yardimiyla ve Holder integral esitsizligini kullanarak,

13



1 a+b 1
‘E{gw>+4g(—5—j+g«»}—5;5Lg(mdx

< (b—a)‘ [ p(t)g'(tb+(1—t)a)dt‘

-2 Lﬂz‘(t—a‘\g'(tb+(1—t)a)\dt

+o-a)[ (t —gj“g (th+ (l—t)a)‘ dt

-

<(b- a)(jo”2 t _Ej‘ dt)Y'® (j:’z‘g (th+ (1—t)a)‘q dt)Ye

t-2)
6

~(b- a)(j:“(% —tj dt + Ll//:[t p %) dt)!? (jom\g (th+ (1—t)a)‘q dt)H

p

dt)V? (Ez‘g (th+ (1—t)a)‘q dt)H

+(|o—a)(j11/2

7~ N\

+(b—a)(f/’j[g—t]pdt +E/6(t —gjpdt)”px(ﬁlz\g (th+ (1—t)a)‘th)”q

g fonksiyonu s-konveks oldugundan

o @[ +[o e
s+1

1/2 . q
[ ‘g (tb+(1—t)a)‘ dt <

ve
o @) +|o )
s+1

EJ@“b+a—0mrmg

esitsizlikleri dikkate alinirsa,

14



1 a+b 1 b
Hg(a) rag 222 g(b)} L[ oo

+1 ip
1+2° 1
S(b_a) p+1 1/q
6" (p+2) (s+1)

oo T ]

elde edilir ki bu da teoremin ispatin1 verir.

|O

Sonug: g: |l [0, oo)—) R tizerinde stireki bir doniisiim oyle ki ¢'e L[a, b], a,b

p/(p-1)

el a<b olsun. ‘g‘ . [a,b] tizerinde s-konveks ise s (0,1] ve p>1 icin

asagidaki esitsizlikler vardir.

‘é{ (a)+4g( : j (b)}——j g ()

coioaf sy oo oo ot |

burada L+i=1 dir.

Sonug: Teoreme, ek olarak ‘g ' (a)‘ = ‘g | (b)‘ =0 alinirsa

‘ {g(a)+4g[a bj+g(b)}—bijbg(x)dx
_a a

. (b-a) ( L llpjﬂg(a_WJD
(s+D)Y | 6" (p+1) 2

olur ki burada L+i=1dr.

15



Birinci tirev agisindan orta nokta esitsizligi ig¢in en iyi iist sinur asagidaki sonuglarda

g6zlenmektedir.

Sonug: Teorem de g(a) = g(%2) =g(b), ise

s Lot 212

1+ 20 e 1
6" (p+D)" (s+1)Ye

[\ @ + (a b}‘ Jﬂq{g(a_;bjﬂ\g'(b)\j

Birinci tlrev agisindan Ust sinir i¢in Simpson esitsizliginin bir baska versiyonu soyle elde

< (b-a)(

1/q

edilmistir.

Teorem: g | <[0,00)>R 1° iizerinde siirekli bir déniisim Gyle ki
g'e L[a,b], a,bel , a<b olsun. ‘g"q , [a,b] Uzerinde s-konveks ise s e(O,l] ve

g >1, i¢in asagidaki esitsizlik vardir.

‘ {g(a)+4g( j g(b )}——j g(x)dx

< (b- )36(S I ﬁg'(a)| o' ®)]

Ispat: q>1 olsun. Lemma daki 6zdesilik yardimiyla iyi bilinen ortalama esitsizligi

kullanirsa,

16



1 a+b 1
‘E[g(a) +4g(Tj+ g(b)} _EL g(x)dx

<(b- a)‘ [lstg b+ (1—t)a)‘ dt

<p-a)f"

(t —%j“g (th+ (1—t)a)‘ dt

+(b—a)f/2(t —gjug'(tm (1—t)a)‘dt‘

1 1-1( p1/2
(t _Ej‘ dt) UO
-l [o-2Ja 1,

19 B
olur. Buradan da ‘g ‘ fonksiyonu s-konveks oldugu i¢in

1/2

< (b-a)] (t —%)“g (t+@-va) dt]q

(t —%)Mg (th+ (1—t)a)‘q dtJ;

(t —%j o (tb+ (1—t)a)‘q dt

1/6( 1 s
sjo (g—t (t

+f,/:(t—%j(tslg'(b)lq%(1—t)5|g'(a)|“)dt

J-1/2
0

9 O+~ @) Jo

[(3%)(2") +3s(2*) +3(2 )]

' q
36(s* +3s+2) 9'@)

ve

17



(t —%)Mg (th+ (1—t)a)‘q dt

[
SHES G
L

C(B7)(@7)+3s(27°) +3(27°)
- 36(s +3s + 2)

g Of +a-0lo'@) |

g Of +a-0°lo'@) |

l9'@)|"

. 5523721 _65(27°) —21(2°°) + 65 — 24
36(s® +3s+2)

l9'(b)[*

dir. Ayrica dikkat edersek

J-1/2
0

(t—lj dt=| (t—§j dt =~
6 2\ 6) 72

olarak hesaplanilir. Boylece tlim yukaridaki esitsizliklerin birlestirilmesi ile ispat

tamamlanilir.

Teorem: g : | C [O, oo)—) R 1 ° {izerinde siirekli bir doniisiim dyle ki ¢'e L[a, b],
a,b el , a<b olsun. ‘g"q fonksiyonu [a,b] Uzerinde konkav g >1 i¢in asagidaki

esitsizlik vardir.

1 a+b 1 ¢
‘g{g(a) rag 252 g(b)} L[ oo

}.

Ispat: Tlk olarak |g|" konkavligina ve ortalama esitsizligine dikkat edersek

[ 61b+29a
Mk 90

5b-2) Hg : [ng + 61aj
72 90

18



g'(ex+(1-a)y|* 2 dg' ()" +@-a)|g' ()|

olup buradan da

|9'(ex+@—-2)y| = g g'(¥)| + A-)|g'(y)|

dir ve ayrica |g] konkavdir.

Lemma yardimiyla ve Jensen integral esitsizligi uygularsak

J~1/2
0

t -%‘ g'(th+ (L—t)a)dt

2

1
t——|dt
o

(7= 4lio+ a=alat
N Py

F o g(29b+61aJ
72 90

ve

(2
6

J-l
1/2

‘g (tb+ (L-t)a)dt

L1t — 5| [tb+ (1—t)a]dt
S(r t_E‘dt)g' j1/2| 61|[ +( )a]
U2 6 -[1/2|t_%|dt
7 g 920

bulunur. Buradan da bu iki esitsizligi birlestirirsek,

‘%[g(a)wg(%”’}g(b) L (" g(x)dx

__b—a a

72 90 90

5b-2) Hg( 29b + 61a)

(61b+29aj
+|g

ispat tamamlanir.
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Teorem: g : | C [O, oo)—) R, 1° iizerinde siirekli bir doniisiim Syle ki g'e L[a, b],
a,b el a<b olsun. ‘g"q fonksiyonu [a,b] uzerinde konkav ise q>1 igin asagidaki

esitsizlik vardir.
1 a+b 1
Hg(a) rag 222 g(b)} ° 9()0x

" b-a
. g,(b+3aj
4

<(b- a)[ qu__llj(Zi‘qll +1)Hg'(3b;r aj

|

Ispat: Lemma dan,

1 a+b 1 ¢
‘g[g(a) * 49(7} + g(b)} ——J, 909d

< (b—a)j:’z‘t—%“g'(tb+(1—t)a)dt\

+(b-a) fm‘t —g‘|g'(tb+ (L-t)a)|dt

yazilir. Buradan da herbir integrale ayr1 ayr1 Holder esitsizligi uygularsak, q>1 ve

p=g icin

a
-1

L dt)%(f/z‘g'(tbﬂl—t)a)q dt)

6

1
q

(b—a)(fj’z‘t—

olur. Buradan da icerdeki ilk integral hesaplanilirsa,

a
q-1

(L
6

dt =f/2t

J-ll 2
0

20



olur. Diger integral icin ise |f’|q fonksiyonu [a, b] araliginda konkav oldugundan

Jensen integral esitsizligini uygularsak,

j:’z\g'(tm(l—t)a)‘th: j;’ztﬁ"g'(tm(l—t)a)‘th

q

< (jol/ztOdt)

g,( U2 (th + (1—t)a)dtJ
0t

- g'(ZLllz(thr(l—t)a)dt)‘q

g,(b+3aj
4

N~

q

N |-

benzer sekilde

q

1 g 1| (3b+a
[ o tb+a-va) dtsa‘g[ 4 j

bulunur. Boylece elde ettigimiz tiim esitsizlikleri birlestirirsek

a+b

1 1 ¢
‘E{g(a) +49(Tj+ g(b)} —EL g(x)dx
(b-a)( q-1)(,=: 1)"] (3b+a (b+3a
= (Zq—lj(z +1)(2Mg( 4 Hg( 4 j
+g,[b+3aj
4

<(b- a)[ qu__llj(zzqq-f + 1)Hg'(3b4+ a}

ispat tamamlanir.

|
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Teorem: g : | C[O,oo)—>R 1 ° Uzerinde surekli bir dniisiim dyle ki g'e L[a,b],
a,bel a<b olsun, ‘g"q fonksiyonu [a,b] tizerinde konkavise se(0,1] ve q>1

icin asagidaki esitsizlik vardir:

1 a+b 1 b
‘E{g(a) +4g(7]+ g(b)} - [, 9(ax

< (b—a)2" 1 [—q - j(zqq-l +1)

o=

Ispat: Teoremin ispatinda oldugu gibi benzer sekilde yapilabilinir. Jensen integral

)
o
|
-

esitsizligi yerine Hermite-Hadamard esitsizligi konkav fonksiyon icin kullanilirsa,

,(Baer]q
g 2

I:/Z‘g (th+ (1—t)a)‘q dt <2+

ve

J~l1/2‘g'(tb+(1_t)a)‘th£23-1

g,(a + BbJ ‘
2
boylece,

1 a+b 1 ¢
Hg(a) + 49[7) + g(b)} -, 909
< (b-ayeve L[ 471 (2 +1j
6 \20-1

b=

ispat tamamlanir.



4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. GENELLESTIRILMIiS SIMPSON TiPLi INTEGRAL ESITSIiZLIKLERI

Asagidaki esitsizlik literatiirde Simpson esitsizligi olarak bilinir.

Teorem: f : [a,b]—>R 4.dereceden (a,b) arahginda surekli turevlenebilir ve

Hf (4)‘

=sup|f @ (x)| <o olsun. O zaman asagidaki esitsizlik vardir.

1[f@+f®) ..a+b] 1
H—z +2f(7)}—m 1 (ax

< ﬁ”f 9 p-a)* @)

Son yillarda Simpson esitsizligi ile ilgili olarak farkli tiirlerden bir ¢ok ¢aligma litertatiirde
bulunmaktadir bunlar i¢in, bakiniz ([1]— [21]). [2] de Drogomir ve digerleri Simpsonun

geri kalaninin dordiincu tirevden daha disiik tiirevlerle ifade edilebilecegi ile ilgili

esitsizlik Uzerine yakin zamandaki bazi sonuglari asagida ki gibi ispatlamistir.

Teorem: Farz edelim ki f : [a,b]—>R, (a,b) araliginda turevlenebilir strekli

doniistim ve f e L[a, b] olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlik vardir.

B2 42| - 2o = gl Ol -

burada Hf’”lzj:‘f'(x)‘dx dir.

Yukarida ki esitsizligin sag tarafindaki sabit i¢in L-Lipschitzian doniistimii icin

= L(b—a) verilmistir.

Teorem: Farzedelimkif: [a,b] >R (a,b) arahginda tirevlenebilir siirekli doniigiim

ve f eL,[ab] olsun. Budurumda p >1 icin asagidaki esitsizlik vardur.
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1[ f(a)+ f (b) a+b 1
H , +21( )} b_aLf(x)dx

TR
3(g+12)

burada T+i=1 dir.

Bu bélimde amacimiz, tiirevlerinin mutlak degeri konveks olan fonksiyon sinifi icin
Simpson tipli esitsizliginin yeni bir genellestirmesi asagida verilecektir. Bunun igin

sonuclar elde etmemize yardimci olacak olan asagidaki Lemma ile baslayalm:
Lemma: f : | cR—>R, I° izerinde mutlak sirekli f eLfa,b] ile abel, a<b

olsun. Bu durumda w=ha+(1-h)b, he [O,l] icin asagidaki 6zdesilik vardir.

b-w* [ j(liw+l;tbjdt
2(b—a) 03 2 2

(b W)’ I(———j (1+tw+1;tajdt
2(b a)ol2 3 2

1 1 w+b a+w
:Ef(w)+3(b_a){(b—w)f[ 5 )+(W—a)f( 5 H
- :v:f(u)du

Ispat: 11k olarak, integraller igin kismi integrtasyon yardimryla,
= (2= (w2t g
o0\3 2 2 2
1
e | Ea ey
b-w\3 2 2 2 ), b—w 2 2

2 2 w+b 2 M
= W)+ - f( : j oo W)j f (u)du

24



ve benzer metodla asagidaki ifade bulunur;

=l (e

2 a+w 2
T O s (o e 0%

Yukarda ki iki sonucu yeniden dlizenleyerek taraf tarafa toplarsak,

(b—w)2I +(W—a)2|
2b—a) ' 2(b-a) ’

w+b

b-—w b-w a+w 1 5
:6(b—a)f(w)+3(b—a)f( 2 j 2 ko

w-—a w-—a a+w 1w
el el e e U

w+b

1 1 w+b a+w 1
=€f(w)+3(b_a){(b—w)f( r )+(W—a)f( > H—b_a‘[a;wf(u)du

istenilen sonugun ispati tamamlanir.

Teorem: f : | cR—R, |° Gzerinde tirevlenebilir bir doniisim éyle ki f' < L [a,b]

a,b €1, a<b olsun. |f'| , [a,b] tizerinde konveks bir fonksiyon ise asagdaki esitsizlik

vardir.

j (w- >f[a+wﬂ bfajwf(u)du

+(w—a)?|f'(a)]

1 1
Ef(w)+3(b_a){(b— )f[

6°(b—a)
burada w=ha+(1—h)b, he[0,1] dir.

Ispat: Lemma 4.1.4 yardimiyla ve |f '| konveksligini kullanarak,
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1 w+b a+w 1 b
6 [0 o ){(— n( ](W—aﬁ( . ﬂ_b-aLyfﬂ”w
___‘{1+t }
~ 2(b-a)
1
*2b-a) " _"‘{L” Wl _“(aﬂ
e S
o S G e

sonucu elde edilir. Buradan da basit hesaplama ile

61
[y-gerva-g
ve

29
3492

——+a t)dt =

olacagindan ispat tamamlanir.

Uyar:: Eger Teorem de h=0 secersek, w=>b olurve

1 1. (a+b) 1
\6f®)+§f(—5—j — me(@dx

< (b-a)

64
dir. Benzer sekilde Teorem 4.1.5de h=1 secersek, w=a olur ve
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1 1.(a+b 1 A®
“f@+=f]| |- — (2 f(x)d
6 ()+3 ( 2 j b—aL (x)ax

_a) 61 f'(a)|+ 29/ f'(b)|

< (b o

dir. Buradan da bu iki esitsizligi taraf tarafa toplarsak,

1 a+b 1
‘E{f(a)+4f(7j+ f(b)}—EL f (x)dx

5 , '
< ﬁ(b—a)ﬂf (a) +| (o]

Sonucu elde edilir ki bu sonug, Sarikaya ve arkadaslar [13,(f0r S :1)] tarafindan elde

edilmistir.

Teorem: f :  cR—>R 1° ilizerinde tiirevlenebilir bir doniigiim dyle ki f'e Ll[a, b]
a,bel, a<b olsun. |f'|q , [a,b] uzerinde konveks bir fonksiyon ise asagidaki

esitsizlik vardir.

|f(w) 1 ~ w+b a+w 1 2
6 +3b=a) (b w)f( , j+(w—a)f( : )—b_a.[azwf(x)dx

_ 1 (120
~12(b-a)\ 3(p+1)

frw)* +| /(b)) “+(W_a)2 3
4

(b_w)2[3 Fw)” +[f'(@) }

4

burada w=ha+(@—h)b, he[0,1] dur.
Ispat: Lemma dan ve Holder esitsizliginden
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HOT B (w+b} B (a+w}__ 1o
6 +3m_a)(b W) f| ==+ w-a)f| = b_aLWf(mdx

2

—-—‘ F*tw+£ihjm
2@ a) 2

‘ (ﬁw+1;tajdt
ab m 2 3 2 2
N TN
2@ a) 3 2 2 2
w2t 1Y rf,[ljwﬂ;tajq %
" 2(b-a) 2 3 2

yazilir. Buradan da basit hesaplama ile

1

(-3
0

t . 2(+27)
3 2

6" (p+))

fonksiyonu [a,b] tzerinde konveks oldugundan, t[0,1] icin

f(ii1w+%:lbj
2 "2
J [1+t

C3fw) + (D)
B 4

q

dt

f

fomﬁ}m

ve
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q

f'(liw+l;ta) dt
2 2

A1

f ’(W)|q +
4

f

£w)° +1%t|f’(a)|q}dt

f'@)’

3

bulunur. Bu ii¢ sonug yukarida yerlerine yazilirsa teoremde istenilen esitsizlik elde edilir.

Uyari: Teorem de h=0 segersek w=b olurve

_ p+l % fr q 3frb q %
f(b)+1f(a+bj_ 1 j:+bf(x)dxsb a(1+2 1£'@)|" +3f'()|
6 3 2 ) b-ai® 12 (3(p+1) 4

Benzer sekilde, Teorem 4.1.7 de h=1 secersek w=a olurve

6 3 2

‘ﬂﬁ f(a_“’j_ija?f(x)dx . b—a(1+2p+1 J?[|f'(a)|q +3|f’(b)|q]‘
b—a - 12 {3(p+1) 4

bulunur. Bu iki sonug taraf tarafa toplanilirsa,

1 a+b 1 @
‘g[f(a)+4f(7j+ f(b)}ﬁfa f (x)dx

_b-a(te2 V| [[F@° 3o | (3@ o) |
T 12 (3(p+Y) 4 4

sonucu elde edlilir ki bu sonug Sarikaya ve arkadaglarinin [13, (s= l)] de elde edilmistir.

Teorem: f : | cR—R 1° iizerinde tiirevlenebilir bir déniisiim dyle ki f' e L[a,b]
a,bel, a<b olsun. |f]* [a,b] uzerinde konveks bir fonksiyon ise q>1 asagidaki

esitsizlik vardir.
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1, o515y
el
~ 2(b—a)\ 36

61 f'(w)|”
-(b_W)Z[ 1| (W)L,4x23

q % 6 fy q ] q %
} +<w—a)2[ ] (W)L4X23 J

burada w=ha+(1—h)b, he[0,1] dur.

fspat: Lemma dan ve kuvvet esitsizligini kullanarak,

f(w) 1 w+b a+w 1 v
: +3(b_a){( E )f[ ) (W—a)f( > ﬂ—b ajagwf(x)dx
(J. ———Hf (1+tw+1;tbj dt}q
3 2 \ 2 2

Y
f’[liw+l;taj dt
2 2

[a,b] uzerinde konveks fonksiyon oldugundan

- 2(b—a)

1
2 3

2(b—a) 2 3

74
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f (w) 1 wW+b a+w 1 2

: +3(b_a)[(b—w)f( : j+(w—a)f( > ﬂ—b_ajazwf(x)dx
S(b—wf(jgké

2(b-a)\ 36

q ' q
Y naes 2
3 2 2

111 ¢ 1
——|(1-t)dt)"
3 2‘( )dt)

*”‘”Téfé
2(b—a) | 36

Tt 1 1f'@)|" alt 1 .
—J@+t)dt + ——— | |— -S| -t)dt)*
: J(+) ) LL 3% )dt)

1 (5
" 2(b-a) (%j {(b_ W’ (3423“( wf* + 3“23

el s 2 |

sonucu elde edilir bu da ispat: tamamlar.

Uyar:: Eger Teorem de h=0 secersek w=Db olurve

foy 1.(a+b) 1
‘TT{T) — Ja+bf(x)dx

1-1 r q 1 q %
coa( s +611(b)
2 \ 36 3*x2°

dir. Benzer sekilde Teorem de h=1 secersek w=a olur ve
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f() 1.(a+b) 1
AW g 2R = P f(x)dx
‘6 3(2jb—a-[2b()

2 (36 34x2°

< b_a( 5 jlé[em'(a)ﬁ +29'(b)|’ Jé

bulunur. Boylece bu iki sonug taraf tarafa toplanilirsa,

1 a+b 1
‘E[f(a)+4f(7j+ f(b)}—mja f(x)dx

b—a(5j13 29/ '(a)" +61f'()|" |* [ 6Lf'@)|" +29f ') '
S e +
2 \36 3*x2° 3*x2°

sonucu elde edilir ki bu sonug¢ ta Sarikaya ve arkadaslarinin [13,(s=1)] de elde

edilmistir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Simpson esitsizligi i¢in literatiirde farkl: tiirden bir¢ok ¢alisma vardir. Bu tezde amacimiz
4. Bolimde yer alan Lemma da yeni bir 6zdeslik elde ederek, konveks fonksiyonlar igin
farkli bir agidan daha genel sonuglar elde edilmistir ki sonug¢larimizin 6zel durumlarinin
daha 6nce yapilan sonuglar oldugu son boliimde verilmistir. Dolayisiyla, bu bélimde yer
alan Lemma 6zdesligimizi kullanarak, farkli tiirevden konveks fonksiyonlar kullanilarak

bircok calisma elde edilebilir. Bu da agik problem olarak okuyuculara birakilmistir.
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