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ÖZET 
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ikinci ve üçüncü bölümlerde de, sırasıyla, ν -indeksli n-boyutlu pseudoküreler 

için stereografik izdüşüm ve inversiyon tanıtıldı. Tezin orijinal kısmı olan 

dördüncü ve beşinci bölümlerde ise, sırasıyla, −(ν 1) -indeksli n-boyutlu 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

 

Simgeler    Açıklama 

 
n
νR      n-boyutlu ν -indeksli yarı-Öklidiyen uzay 

.      Standart iç çarpım 

〈, 〉      Skalar çarpım 

×      Vektörel Çarpım 

∧      Lorentz Vektörel Çarpım 
n
νS (r)      n-boyutlu ν -indeksli Pseudoküre 

n
ν -1H (r)     n-boyutlu ν -indeksli Pseudohiperbolik uzay 

Λ      nRν ’nin null konisi 

σ      ( )nS rν  için stereografik izdüşüm 

τ      -1( )nH rν  için stereografik izdüşüm 

Hτ      Hiperbolik n-uzayın stereografik izdüşümü 

Φ      yarı-Öklidiyen yansıma 

Ψ      1( )nS rν − ’nin inversiyonu 

Ψ      1
-2 ( )nH rν
− ’nin inversiyonu 

hκ      Hiperbolik eğrilik 

hτ      Hiperbolik burulma 

GL(n,R)     Genel lineer grup 

(n,R)gl     ( , )GL n R ’nin Lie cebiri 

νO (n)      yarı-Ortogonal grup 

ν (n)o      ( )O nν ’nin Lie cebiri 

νSO (n)     özel yarı-Ortogonal grup 

ν (n)so     ( )SO nν ’nin Lie cebiri 
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1. GİRİŞ 

 

Stereografik izdüşüm ilk olarak Yunan matematikçi Hipparchus tarafından ifade 

edilmiştir. Astronom ve Coğrafyacı olan Yunan asıllı Claudius Ptolemy de bu 

izdüşümden yola çıkarak, gökcisimlerin koordinatlarını hesaplamak için kullanılan 

Astrolabe (Resim 1.1) aletini yapılandırmıştır. Dolayısıyla ilk isimlendirmesi 

Astrolabe olan izdüşüm, 1613 yılında François d’Aguillon tarafından Stereografik 

İzdüşüm olarak isimlendirilmiştir. 

 

 
 
Resim 1.1. Astrolabe  
 

Stereografik izdüşüm, matematiksel ifadesinin yanı sıra uygulama alanları olarak 

haritacılık bilimi olan kartografi (Şekil 1.1), kristallerin yapısını inceleyen bilim dalı 

kristalografi ve jeoloji gibi farklı alanlarda kullanılan bir metoddur. Son yıllarda 

[1]’de başlayıp [2]’de devam eden ve [3]’ün teşekkür kısmından da anlaşılacağı gibi 

beş boyutlu Kaluza–Klein teorisinin kurulmasına temel teşkil eden [4]’deki 

stereografik izdüşümün önemi gün geçtikçe artmaktadır. Bu tezde elde ettiğimiz 

bulguların da fiziksel kavramlara uyarlanabileceği inancındayız. 
 

 
 
Şekil 1.1. Dünyanın kuzey yarımküresinin güney kutup noktasından kuzey kutup 
                noktasındaki teğet düzlem üzerine stereografik izdüşümü 
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1.1. Tanım  

 

V bir reel vektör uzayı olsun. , :VxV R→  dönüşümü bilineer ve simetrik ise , ’ye 

V üzerinde bilineer form denir [5]. 

 

1.2. Tanım  

 

V bir reel vektör uzayı ve , :VxV R→  simetrik bilineer form ve v V∈  

olsun. u V∀ ∈ için , 0u v =  olması 0v =  olmasını gerektiriyorsa ,  dönüşümüne 

non-dejenere form denir [5]. 

 

1.3. Tanım  

 

V vektör uzayı üzerinde , :VxV R→  simetrik bilineer form ve W, V nin bir 

altvektör uzayı olsun. Bu durumda  

 

, :
W

WxW R→  

 

kısıtlaması negatif tanımlı olacak şekildeki en büyük boyutlu W altvektör uzayının 

boyutuna , ’nin indeksi denir [5]. 

 

1.1. Teorem  

 

, :VxV R→  simetrik bilineer formuna karşılık gelen matris M olsun. Bu durumda  

 

M regülerdir ⇔ , , non-dejeneredir [5]. 
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1.4. Tanım 

 

V reel vektör uzayı üzerinde tanımlı simetrik, bilineer, non-dejenere forma, V reel 

vektör uzayı üzerinde bir skalar çarpım denir [5]. 

 

1.1. Örnek  

 

0 nν≤ ≤ , Nν ∈  için 

 

, : n nR xR Rν ν → , 
1 1

,
v n

i i i i
i i v

x y x y x y
= = +

= − +∑ ∑  

 

şeklindeki dönüşüm simetrik, bilineer ve non-dejenere formdur. Bu dönüşüm 

n-boyutlu ve ν -indeksli nRν  reel vektör uzayı üzerinde bir skalar çarpımdır. 

 

1.5. Tanım  

 

( ), ,nRν  ikilisine ,  skalar çarpımı ile birlikte yarı-Öklidiyen uzay denir [5]. 

 

1.6. Tanım 

 

x , nRν ’de bir vektör olsun. Bu durumda 

 

i. , 0x x >  ve 0,x =  ise x  spacelike vektör, 

ii. , 0x x =  ve 0,x ≠  ise x  null (ligtlike) vektör, 

iii. , 0x x <  ve 0,x ≠  ise x  timelike vektör  

 

diye adlandırılır [5]. 
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1.7. Tanım 

 

{ }| , 0, 0nx R x x xνΛ = ∈ = ≠  cümlesine nRν  yarı-Öklidiyen uzayında orijindeki 

null-koni denir [5]. 

 

1.8. Tanım  

 

{ }0ny Rν∈ −  ve { }H Sp y ⊥=  olmak üzere N, H hiperdüzleminin birim normali ise  

 

: , ( ) 2 ,n nR R x x x N Nν νΦ → Φ = −   

 

şeklindeki dönüşüme H hiperdüzlemine göre yarı-Ökidiyen yansıma denir [6]. 

 

1.1. Lemma  

 

[ ]ij jε δ ε= , 0 nν≤ ≤  için bileşenleri 1 ... 1νε ε= = = −  ve 1 ... 1nνε ε+ = = = +  olan 

işaret matrisi olmak üzere { }( , ) | det 0GL n R A A= ≠ genel lineer grubunun alt grubu 

 

{ }1( , ) ( , ) | TO n A GL n R A Aν ν ε ε−− = ∈ =  

 

cümlesine yarı-Ortogonal grup denir [5]. 

 

1.2. Lemma 

 

( , )n Rgl  nin bir alt cebiri olan  

 

{ }( , ) ( ) ( , ) | Tn n S n R S Sνν ν ε ε− = = ∈ = −o o gl  
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cümlesine ( ) ( , )O n O nν ν ν= − ’nin Lie cebiri denir ve burada S matrisi 

( ), ( )a b nν ν∈ ∈ −o o  ve x , ( )nν ν× −  tipinde keyfi bir matris olmak üzere  

 

t

a x
x b
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

formundadır [5]. 

 

1.9. Tanım 

 

3n ≥  ve 1 1i n≤ ≤ −  için 1( ,..., )i i n
i nu u u R= ∈  olsun. iu  vektörlerini sırasıyla satır 

kabul eden ( 1)n n− ×  tipindeki  

 
1 1 1
1 2
2 2 2
1 2

1 1

1 1 1
1 2

. . .

. . .
. . . .

( ,..., )
. . . .
. . . .

. . .

n

n

n

n n n
n

u u u
u u u

A u u

u u u

−

− − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

 

matrisinden j. sütunun silinmesiyle oluşan ( 1) ( 1)n n− × −  tipindeki matris jB  olsun. 

Bu durumda 1 1,..., nu u −  vektörün genelleştirilmiş vektörel çarpımı 

 

( )1 1 1 2 1 ( 1)
1 1 1 2... ( 1) det , ( 1) det ,..., ( 1) detn

n nu u B B B+ + + −
−× × = − − −  

 

dir [7]. 

 

 

 

 



 6

1.2. Teorem 

 

1 1,..., , n
nu u w R− ∈  de herhangi vektörler ve 1 1... nv u u −= × ×  olsun. Eğer 

1 1( , ,..., )nD A w u u −=  ise 1 1( , ,..., )nDet w u u w v− = ⋅  dır [7]. 

 

1.1. Sonuç 

 

1 1,..., n
nu u R− ∈  ve { }1,..., ne e , nR ’nin standard bazı olsun. Bu durumda  

 

( ) ( )1 1 1 1 1... ( ,..., ), ...n n nu u Det e e u u− −× × = × ×  

 

1.3. Teorem 

 

Eğer 1 1,..., n
nu u R− ∈  ise 1 1... nu u −× ×  vektörü 1 1i n≤ ≤ −  için her bir iu  vektörüne 

ortogonaldır. Yani  

 

1 1( ... ) 0i nu u u −⋅ × × =  

 

dır [7]. 

 

1.4. Teorem  

 
4, , ,x y z w R∈  de herhangi vektörler olsun. Bu durumda 

 

(1) x y z y z x z x y× × = × × = × × , 

(2) x y z x z y y x z z y x× × = − × × = − × × = − × × , 

(3) ( ) ( , , , )w x y z Det w x y z⋅ × × =  

 

dir [7]. 
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Şimdi [8]’de verilen Lorentziyen vektörel çarpımını ve özelliklerini 4
1R  için verelim. 

 

1.10. Tanım 

 
4

1, ,x y z R∈  de herhangi vektörler ve 1 , 4i j≤ ≤  için işaret matrisi [ ]ij jε δ ε=  olsun. 

Bu durumda  

 

( )x y z x y zε∧ ∧ = × ×  

 

ifadesine , ,x y z  vektörlerinin Lorentziyen vektörel çarpımı denir. 

 

1.5. Teorem 

 
4

1, , ,x y z w R∈  de herhangi vektörler olsun. O zaman 

 

(1) x y z z y xε ε ε∧ ∧ = × × , 

(2) x y z y z x z x y∧ ∧ = ∧ ∧ = ∧ ∧ , 

(3) x y z x z y y x z z y x∧ ∧ = − ∧ ∧ = − ∧ ∧ = − ∧ ∧ , 

(4) , ( , , , )w x y z Det w x y z∧ ∧ = . 

 

1.2. Sonuç 

 
4

1, ,x y z R∈  de herhangi vektörler ve { }1 2 3 4, , ,e e e e , 4
1R ’ün standard bazı olsun. Bu 

durumda  

 

( )

1 2 3 4

1 2 3 4
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

, , , ,

e e e e
x x x x

x y z e e e e x y z
y y y y
z z z z

−

∧ ∧ = − ∧ ∧ =  
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dir. 

 

1.6. Teorem 

 

Eğer 4
1 2 3 1, ,x x x R∈  ise 1 2 3x x x∧ ∧  vektörü 1 3i≤ ≤  için ix  vektörlerine Lorentz 

ortogonaldır. Yani  

 

1 2 3, 0ix x x x∧ ∧ =  

 

dır. 

 

1.11. Tanım 

 
rC  sınıfından diferensiyellenebilir manifoldlar M ve N olsun. Bu durumda M’den 

N’ye r. mertebeden kısmi türevleri mevcut ve sürekli olan dönüşümlerin uzayı 

( ),rC M N  ile birlikte verilen topolojik yapıya rC -Whitney (güçlü) topoloji denir. 

 

Eğer M ve N manifoldları C∞  sınıfından iseler ( ),C M N∞  uzayı ile birlikte verilen 

topolojik yapıya da C∞ -Whitney topolojisi denir [9]. 
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2. PSEUDOKÜRELER İÇİN GENELLEŞTİRİLMİŞ STEREOGRAFİK 

İZDÜŞÜM 

 

{ }1 2( ) | ,n nS r x R x x rν ν
+= ∈ =  cümlesine ν -indeksli ve r-yarıçaplı n-boyutlu 

pseudoküre ve { }1 2
1( ) | ,n nH r x R x x rν ν
+
+= ∈ = −  cümlesine de ν -indeksli ve 

r-yarıçaplı n-boyutlu pseudohiperbolik uzay denir. 

 

Burada özel olarak 1ν =  için 1 ( )nS r  pseudoküresel uzayına de-Sitter n-uzayı denir. 

 

Şimdi aşağıda şekli verilen 2
1 ( )S r  pseudoküresinden yararlanarak bir dönüşüm 

tanımlayalım. 

 

 
 
Şekil 2.1. r-yarıçaplı pseudoküre ( )2

1 ( )S r  

 

(0,...,0, ) ( )np r S rν= ∈  noktası için  { }1( ) |n
nx S r x rν +Λ = ∈ = , ( ) \nx S rν∈ Λ  ve 

{ }1
1( ) | 0n

nx x x R xνσ +
+= ∈ ∈ =  olarak alalım. O halde  
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,ox op px px pxλ= + =
JJG JJG JJG JJJG JJG

  

 

eşitliğinde 1nx r+ ≠  için 
1n

r
r x

λ
+

=
−

 bulunur. Böylece  

 

1

, 1i
i

n

rxx i n
r x +

= ≤ ≤
−

 (2.1) 

 

elde edilir. 

 

( )
2

12
1

, , , ,...,
( )

n
n

n

rx x z z x x z R
r x ν

+

= = ∈
−

 

 

ve ( )nx S rν∈  için 2,x x r〈 〉 =  ise  

 
2 2

1, nz z r x += −  

 

olmasından 

 
3

1 2

,
,n

r x x r
x

r x x+

−
=

+
 (2.2) 

 

bulunur. 2,x x r≠ −  için Eş. 2.1 ve Eş. 2.2’den  

 
2

2

2 , 1
,i i

rx x i n
r x x

= ≤ ≤
+

 (2.3) 

 

elde edilir. O halde { }1 2
1 ( ) | ,n nH r x R x x rν ν
−
− = ∈ = −  olmak üzere 
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( )1
1 1

1

: ( ) \ \ ( ), ( ) ,...,n n n
n

n

rS r R H r x x x
r xν ν νσ σ−

−
+

Λ → =
−

 

 

dönüşümü elde edilir. Dönüşümün tersi de Eş. 2.2 ve Eş. 2.3’den  

 

( )1 1 1 2
1 12: \ ( ) ( ) \ , ( ) 2 ,..., 2 , ,

,
n n n

n
rR H r S r x rx rx x x r

r x xν ν νσ σ− − −
− → Λ = −

+
 

 

şeklinde bulunur [4]. 

 

2.1. Teorem  

 

σ , birebir ve örten dönüşümdür [4]. 

 

İspat 

 

, ( ) \nx y S rν∈ Λ  olmak üzere ( ) ( )x yσ σ=  olsun. O zaman 

 

( ) ( )1 1
1 1

,..., ,...,n n
n n

r rx x y y
r x r y+ +

=
− −

 

 

ve 

 

1

1

, (1 )n
i i

n

r xx y i n
r y

+

+

−
= ≤ ≤

−
                  (2.4) 

 

olur. ( ) \nx S rν∈ Λ  için, 

 

2 2 2 2
1

1 1

,
n

i i n
i i

x x x x x r
ν

ν
+

= = +

〈 〉 = − + + =∑ ∑  

 



 12

ifadesine Eş. 2.4’ün uygulanması ile 

 

( )
2 21

12
1 11

n
n

i i n
i in

r x y y r x
r y

ν

ν

+
+

= = ++

− ⎛ ⎞− + = +⎜ ⎟− ⎝ ⎠
∑ ∑                 (2.5) 

 

elde edilir. Diğer taraftan ( ) \ny S rν∈ Λ  için 2,y y r=  olmasından 

 

2 2 2 2
1

1 1

n

i i n
i i

y y r y
ν

ν
+

= = +

− + = −∑ ∑                   (2.6) 

 

yazılabilir. O zaman Eş. 2.5 ve Eş. 2.6’dan 1 1n nx y+ +=  bulunur. Eş. 2.4’den 

, 1 1i ix y i n= ≤ ≤ +  elde edilir. Bu ise σ ’nın birebir olması demektir. 

 
1
1\ ( )n nx R H rν ν
−
−∀ ∈  için ( )x xσ =  olacak şekilde 1( ) ( ) \nx x S rνσ −∃ = ∈ Λ  mevcut 

olduğundan σ  dönüşümü örtendir. 

 

2.2. Teorem 

 

σ , konform dönüşümdür [4]. 

 

İspat 

 
1
1\ ( )n nx R H rν ν
−
−∈  için  

 

( )1 2
12( ) 2 ,..., 2 , ,

, n
rx rx rx x x r

r x x
σ − = −

+
 

 

olduğunu biliyoruz. 
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Şimdi nRν ’nin standart bazı { }1,..., ne e  ve 2

1
, , , , 1 ,

n

i i i i i
i

e e x x x k l nε ε
=

= = ≤ ≤∑  

olmak üzere 

 

( )( ) ( )
( ) ( )

22 2 2 2 21

22 2

2 , 4 / , ,

4 / , ,

k k

k
k k

r r x x x r r x x k

x x x r r x x k

εσ

ε

− ⎧ + − + =∂ ⎪= ⎨∂ ⎪ − + ≠⎩

A

A

A

A
             (2.7) 

( )
1 3

1
22

4

,
n k k

k

x r
x r x x

σ ε−
+∂

=
∂ +

                  (2.8) 

 

kısmi türevleri bulunur. 

 

xV , n
xT Rν ’nin bir tanjant vektörü olsun. Bu durumda 1nRν

+ ’in standart bazı 

{ }1 1,..., ne e +  için yarı-Öklidiyen uzayda ( )1 1
**

σ σ− −=  olmak üzere 

 

1
1 1

* ( )
: n n

x x
T R T Rν νσ

σ −
− +→ , ( )

1
1 1

*
1

[ ]
n

x xV V eσ ε σ
+

− −

=

=∑ A A A
A

               (2.9) 

 

türev dönüşümünü verelim. Burada 
1

1

1

[ ] ( )
n

x k k
k k

V V x
x
σσ ε

−
−

=

∂
=

∂∑ A
A  olduğundan Eş. 2.7 

ve Eş. 2.8’den 

 

( ) ( )

2
2

11
2 22

4 ( )
2 ( )[ ] , 1

,,

n

k k
k

x

r x x V x
r V xV n

r x xr x x

εσ =−

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠= + ≤ ≤

++

∑A
A A

A A             (2.10) 

( )

3

11
1 22

4 ( )
[ ]

,

n

k k
k

x n

r x V x
V

r x x
σ =−

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=
+

∑
               (2.11) 
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elde edilir. Eş. 2.10 ve Eş. 2.11 eşitlikleri Eş.2.9’a uygulandıktan sonra 1 1n≤ ≤ +A  

için ε ε=A A  alınması halinde 

 

( )

( )

2 2 2

1
22

4 ( ) 2 ,
, 1

,

n

k k
k

r x V x x r r x x V
A n

r x x

ε
=

⎛ ⎞− + +⎜ ⎟
⎝ ⎠= ≤ ≤

+

∑ A A A

A A  

( )

3

1
1 22

4 ( )

,

n

k k
k

n

r x V x
A

r x x
=

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=
+

∑
 

 

ifadelerini yazabiliriz. Böylece  

 

( )
1

1
*

1

n

xV A eσ ε
+

−

=

=∑ A A A
A

                 (2.12) 

 

elde edilir. Eğer benzer işlemler n
x xW T Rν∈ için uygulanırsa; 

 

( )

( )

2 2 2

1
22

4 ( ) 2 ,
, 1

,

n

k k
k

r x W x x r r x x W
B n

r x x

ε
=

⎛ ⎞− + +⎜ ⎟
⎝ ⎠= ≤ ≤

+

∑ A A A

A A  

( )

3

1
1 22

4 ( )

,

n

k k
k

n

r x W x
B

r x x
=

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=
+

∑
 

 

ifadeleri ile birlikte 

 

( )
1

1
*

1

n

xW B eσ ε
+

−

=

=∑ A A A
A

                 (2.13) 

 

bulunur. Bu durumda Eş. 2.12 ve Eş. 2.13 kullanılarak 

 



 15

( ) ( )
( )1

4
1 1

* * 22

4, ,
,

nnx x x x RR

rV W V W
r x x νν

σ σ +

− − =
+

             (2.14) 

 

Eş. 2.14’de σ ’nın konform dönüşüm olduğunu gösterir. 

 

2.1. Sonuç 

 

σ , 0ν =  alınması halinde ( )nS r ’nin stereografik izdüşümüne dönüşür [4]. 

 

İspat 

 

0ν =  için { }0 ( ) ( ) , (0,...,0, )n nS r S r r= Λ =  ve 1
1 ( )nH r−
− = ∅  olması sebebiyle 

{ } 0: ( ) \ (0,...,0, )n n nS r r R Eσ → =  dönüşümü 

 

( )1
1

( ) ,..., n
n

rx x x
r x

σ
+

=
−

 

 

ve dönüşümün tersi de 

 

( )21 2
122

( ) 2 ,..., 2 ,n
rx rx rx x r

r x
σ − = −

+
 

 

olarak bulunur. 

 

2.1. Tanım 

 

( )1
1 1

1

: ( ) \ \ ( ), ( ) ,...,n n n
n

n

rS r R H r x x x
r xν ν νσ σ−

−
+

Λ → =
−

 dönüşümüne, 0 nν≤ ≤  için 

( )nS rν ’nin genelleştirilmiş stereografik izdüşümü denir [4]. 
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2.2. Sonuç 

 

nν =  olması halinde { } 1: ( ) \ (0,...,0, ) \ ( )n n n
n nS r r R S rσ −→  dönüşümü bulunur [4]. 

 

İspat 

 

nν =  olmak üzere { }1 2
1 ( ) | ,n n

n ny H r y R y y r−
−∈ = ∈ = − olsun. 2

1

,
n

i
i

y y y
=

= −∑  

olduğundan 2 2

1

n

i
i

y r
=

=∑  elde edilir. Bu eşitlikten 1 1
1 0( ) ( )n n

nH r S r− −
− =  bulunur. Böylece 

 

{ } 1: ( ) \ (0,...,0, ) \ ( )n n n
n nS r r R S rσ −→  

 

dönüşümü elde edilir. 

 

2.3. Sonuç 

 

( ) \nx S rν∈ Λ  olmak üzere 

 

{ }
{ }

2
1

2
1

( ) ( ) | ,

( ) ( ) | , .

n
n

n
n

i x r x x R x x r

ii x r x x R x x r

ν

ν

σ

σ

+

+

> ⇔ ∈ ∈ < −

< ⇔ ∈ ∈ > −
 

 

İspat 

 

( ) \nx S rν∈ Λ  için 

 

( )i 1nx r+ >  olsun. Eş. 2.2’den 

 

( )2 3
2

2 2

, 2 0 , 0
, ,

r x x r rr x x r
r x x r x x

− −
> ⇒ > ⇒ + <

+ +
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olduğundan 

 
2,x x r〈 〉 < −  

 

elde edilir. 

 

Tersine 2( ), ( )x x rσ σ < −  olsun. Bu durumda Eş. 2.2’den 

 
3 2 3

21

1 1

2, 0n

n n

r r x rx x r
r x r x

+

+ +

+
= < − ⇒ <

− −
 

 

ve 0r >  olmasından 1nx r+ >  elde edilir. 

 

( )ii Benzer olarak 1nx r+ <  ise 2( ), ( )x x rσ σ > −  bulunur. Tersine 

2( ), ( )x x rσ σ > −  ise 
( )2

1 2

( ), ( )
( ), ( )n

r x x r
x r

x x r
σ σ

σ σ+

−
= <

+
 olarak bulunur. 

 

2.4. Sonuç  

 

nν =  için { }( ) \ (0,...,0, )n
nx S r r∈  ve { | }n

n
R

B x R x r= ∈ <  nR ’de açık yuvar 

olsun. O zaman 

 

1( ) ( ) \n
ni x r x R Bσ+ > ⇔ ∈  

1( ) ( )nii x r x Bσ+ < ⇔ ∈ . 

 

İspat 

 

Sonuç 2.2’den 21 2 2

1

( ) : n

n
n n

iR
i

S r x R x x r−

=

⎧ ⎫= ∈ = =⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑  olacağından 
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{ } 1: ( ) \ (0,...,0, ) \ ( )n n n
n nS r r R S rσ −→  

 

dönüşümü bulunur. Bu durumda 

 

( )i 1nx r+ >  olsun. 1( ) \ ( )n n
nx x R S rσ −= ∈  olmak üzere  

 

2

1
, n

n

n

iR
i

x x x
=

= −∑   

 

ve Sonuç 2.3 (i)’den 2 2

1

n

i
i

x r
=

− < −∑  olur. O halde 2 2 2

1
n

n

iR
i

x x r
=

= >∑  ve 0r >  

olduğundan nR
x r>  bulunur. Buradan ( ) /nx x R Bσ = ∈ . 

 

Tersine ( ) /nx x R Bσ = ∈ olsun. 

 

2 2 2 2 2

1 1
n n

n n

i iR R
i i

x r x x r x r
= =

> ⇒ = > ⇒ − < −∑ ∑  

 

olduğundan 2, n
nR

x x r< −  dir. O halde nν =  için Sonuç 2.3 (i)’den 1nx r+ > . 

 

( )ii 1nx r+ <  olsun. 1( ) \ ( )n n
nx x R S rσ −= ∈  ise 2

1
, n

n

n

iR
i

x x x
=

= −∑  ve Sonuç 2.3 ( )ii  

gereğince 2 2

1

n

i
i

x r
=

− > −∑ . 

 

Bu durumda  

 

2 2 2

1
n n

n

iR R
i

x x r x r
=

= < ⇒ <∑  
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olduğundan ( )x x Bσ= ∈  olur. Tersi de benzer şekilde gösterilir. 

 

2.5. Sonuç  

 

( )nx S rν∈  olmak üzere; 

 
1

1 1( ), \ ( )n n
nx r x R H rν νσ −
+ −= − ⇔  cümlesinin bir null noktasıdır [4]. 

 

İspat 

 

Eğer ( ) \nx S rν∈ Λ  ise 

 

2 2 2

1 1
, 0

n

i i
i i

x x r x x
ν

ν= = +

= ⇒− + =∑ ∑  

 

olup 1( ,..., ) n
nz x x Rν= ∈  için  

 

, 0z z =                   (2.15) 

 

olup 1nx r+ = −  için ( )
2
zxσ =  ve Eş. 2.15’den 

 

( ), ( ) 0x xσ σ =  

 

bulunur. 

 

Tersine Eş. 2.2’den 
3

1 2

,
,n

r x x r
x

r x x+

−
=

+
 ve , 0x x =  olduğundan 1nx r+ = −  olarak 

bulunur. 
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3. PSEUDOKÜRELER İÇİN GENELLEŞTİRİLMİŞ İNVERSİYON 

 

σ , genelleştirilmiş stereografik izdüşüm, Φ , 1
1{ | 0}n

nx R xν
+

+Ω = ∈ =  

hiperdüzlemine göre 1nRν
+ ’in yarı-Öklidiyen yansıması ve Λ , nRν ’nin orijindeki 

null-konisi olsun. Bu durumda aşağıdaki teorem, 1( )nS rν
− ’in inversiyonunu 

tanımlamamıza imkân verir.  

 

3.1. Teorem 

 

Ψ  dönüşümü 0 1nν≤ ≤ −  için  

 

1 1 1
1 1: \ ( ( ) ) \ ( ( ) )n n n nR H r R H rν ν ν νσ σ − − −
− −Ψ = Φ ∪Λ → ∪ΛD D , 

2

( )
,

r xx
x x

Ψ =  

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda 1( )nS rν
− , Ψ  dönüşümü altında değişmezdir [4]. 

 

İspat 

 
1( )nx S rν
−∈  ise 2,x x r=  ve Ψ  nin tanımından ( )x xΨ =  dir. O zaman 

 
2( ), ( ) ,x x x x rΨ Ψ = =  

 

olduğu görülür. 

 

3.1. Tanım 

 

Ψ dönüşümüne, 1( )nS rν
−  pseudoküresine göre genelleştirilmiş inversiyon denir [4]. 
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3.1. Sonuç 

 

0ν =  ise Ψ  dönüşümü nE  Öklidiyen uzayında 1( )nS r−  küresine göre inversiyon ile 

çakışır [4]. 

 

İspat 

 

0ν =  için 
0

22

1
, n n

n

iR R
i

x x x x
=

= =∑  olup Ψ ’nin tanımından 

2

2( )
nR

r xx
x

Ψ =                     (3.1) 

 

eşitliği elde edilir. Eş. 3.1 istenen inversiyon dönüşümüdür. 

 

3.2. Sonuç 

 
1
1\ ( ( ) )n nR H rν ν
−
− ∪Λ  cümlesinin spacelike ve timelike noktaları Ψ  dönüşümü altında 

değişmezdir [4]. 

 

İspat 

 
1
1\ ( ( ) )n nx R H rν ν
−
−∈ ∪Λ  olmak üzere; 

 

x  spacelike ise 
4

( ), ( ) 0
,
rx x

x x
Ψ Ψ = >  olduğundan ( )xΨ  spacelike, 

x  timelike ise 
4

( ), ( ) 0
,
rx x

x x
Ψ Ψ = <  olduğundan ( )xΨ  timelike 

 

olur. O halde 1
1\ ( ( ) )n nR H rν ν
−
− ∪Λ  cümlesinin spacelike ve timelike noktaları Ψ  

dönüşümü altında değişmez. 
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3.2. Teorem 

 

Ψ , 1( )nS rν
− ’in genelleştirilmiş inversiyonu olsun. Bu takdirde 1−Ψ = Ψ  dir [4]. 

 

İspat 

 
1
1\ ( ( ) )n nx R H rν ν
−
−∈ ∪Λ  olsun. 

 

( )

2
2

2
2

2 2

,
( ) ( )

,
,

, ,

r xr
x xr xx x x

x x r x r x
x x x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎝ ⎠Ψ = Ψ Ψ = Ψ = =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

              (3.2) 

 

O halde Eş. 3.2’den 

 
2 2( )x xΨ = ⇒Ψ = Ι  

 

olmasından istenen elde edilmiş olur. 

 

3.3. Sonuç 

 

{ } { }2 2
1 2| , , | , 0n nM x R x x r M x R r x xν ν= ∈ < − = ∈ − < <

{ } { }2 2
1 2| , , | ,n nN x R r x x N x R x x rν ν= ∈ − < = ∈ < −  

 

cümlelerine göre 1,2i =  için | :
iM i iM NΨ →  dönüşümü örtendir [4]. 

 

İspat 

 

iy N∀ ∈  için | ( )
iM x yΨ =  olacak şekilde ix M∃ ∈  var olduğunu göstermemiz 

gerekir. 
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1i =  için 1y N∈  olsun. Bu durumda 

 

1 1

4 24
2 2 ,

, | ( ), | ( ) 0
, ,M M

r r x xrr y y x x r
x x x x

+
− < ⇒ Ψ Ψ = > − ⇒ >  

 

elde edilir. 

 

I. durum, 4 2 , 0r r x x+ >  ve , 0x x >  için 

 
2 4 2, , , 0r x x r x x r x x> − ⇒ > − ⇒ >  

 

olur.  

 

II. durum, 4 2 , 0r r x x+ <  ve , 0x x <  için 

 
2 4 2, ,r x x r x x r< − ⇒ < −  

 

olur.  

 

O halde II. durumdan 1x M∃ ∈  olup 
1

|MΨ  örtendir. 

 

2i =  için 2y N∈  olsun. Bu durumda 

 

2 2

4 24
2 2 ,

, | ( ), | ( ) 0
, ,M M

r r x xry y r x x r
x x x x

+
< − ⇒ Ψ Ψ = < − ⇒ <  

 

elde edilir. 

 

I. durum, 4 2 , 0r r x x+ >  ve , 0x x <  için  
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2 4 2 2, , ve , 0 , 0r x x r x x r x x r x x> − ⇒ > − < ⇒ − < <  

 

olur. 

 

II. durum, 4 2 , 0r r x x+ <  ve , 0x x >  olması halinde çelişki olur. 

 

O halde I. durumdan 2x M∃ ∈  olup 
2

|MΨ  örtendir. 

 

3.4. Sonuç 

 

{ } { }2 2
1 2| 0 , , | ,n nM x R x x r M x R r x xν ν
′ ′= ∈ < < = ∈ <  

{ } { }2 2
1 2| , , | ,n nN x R r x x N x R x x rν ν
′ ′= ∈ < = ∈ <  

 

cümlelerine göre 1,2i =  için | :
i

i iM
M N′
′ ′Ψ →  dönüşümü örtendir [4]. 

 

İspat 

 

iy N ′∀ ∈  için | ( )
iM

x y′Ψ =  olacak şekilde ix M ′∃ ∈  var olduğunu göstermemiz 

gerekir. 

 

1i =  için 1y N ′∈  olsun. 

 

1 1

4 24
2 2 ,

, | ( ), | ( ) 0
, ,M M

r r x xry y r x x r
x x x x′ ′

−
> ⇒ Ψ Ψ = > ⇒ >  

 

elde edilir. 

 

I. durum, 4 2 , 0r r x x− >  ve , 0x x >  için 
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2 4 2 2, , ve , 0 0 ,r x x r x x r x x x x r< ⇒ < > ⇒ < <  

 

olur. 

 

II. durum, 4 2 , 0r r x x− <  ve , 0x x <  olması halinde çelişki olur. 

 

O halde I. durumdan 1x M ′∃ ∈  olup 
1

|
M ′Ψ  örtendir. 

 

2i =  için 2y N ′∈  olsun. 

 

2 2

4 24
2 2 ,

, | ( ), | ( ) 0
, ,M M

r r x xry y r x x r
x x x x′ ′

−
< ⇒ Ψ Ψ = < ⇒ <  

 

elde edilir. 

 

I. durum, 4 2 , 0r r x x− >  ve , 0x x <  için 

 
2 4 2, , ve , 0 , 0r x x r x x r x x x x< ⇒ < < ⇒ <  

 

olur. 

 

II. durum, 4 2 , 0r r x x− <  ve , 0x x >  için 

 
2 4 2, ,r x x r x x r> ⇒ >  

 

olur. 

 

O halde II. durumdan 2x M ′∃ ∈  olup 
2

|
M ′Ψ  örtendir 
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4. PSEUDOHİPERBOLİK UZAY İÇİN GENELLEŞTİRİLMİŞ 

STEREOGRAFİK İZDÜŞÜM 

 

Bu bölümde [4]’de anti-izometri kullanılarak bulanabileceği söylenen 

pseudohiperbolik uzaylar için stereografik izdüşüm, bu anti-izometriye ihtiyaç 

duyulmadan elde edilecektir. Ayrıca Bölüm 2’de verilen teorem ve sonuçlar, 

pseudohiperbolik uzayın genelleştirilmiş stereografik izdüşümü için ifade ve ispat 

edilecektir. 

 

 
 
Şekil 4.1. r-yarıçaplı pseudohiperbolik ( )2

0 ( )H r  
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( ) 1,0,...,0 ( )np r H rν −= − ∈ , { }1 1 1 1( ,..., ) ( ) |n
nx x x H r x rν+ −Λ = = ∈ = −  hiperdüzlemi ve 

1( ) \nx H rν −∈ Λ  için { }1
1( ) | 0nx x x R xντ += ∈ ∈ =  olsun. Şekil 4.1 yardımıyla 

 

,ox op px px pxμ μ= + =
JJG JJG JJG JJG JJG

 

 

eşitliği yazılabilir. Bu durumda 1x r≠ −  için 
1

r
r x

μ =
+

 olup, 

 

1

, 2 1j j
rx x j n

r x
= ≤ ≤ +

+
                  (4.1) 

 

elde edilir. 

 

( )
( )

2

2 1 12
1

, , , ,..., n
n

rx x u u x x u R
r x ν+ −= = ∈
+

 

 

ve 1( )nx H rν −∈  için 2,x x r= −  ise 2 2
1,u u x r= −  eşitliğinden 

 
3

1 2

,
,

r x x r
x

r x x
+

=
−

                   (4.2) 

 

bulunur. Eş. 4.1 ve Eş. 4.2’den 2,x x r≠  olmak üzere 

 
2

2

2 , 2 1
,j j

rx x j n
r x x

= ≤ ≤ +
−

                 (4.3) 

 

bulunur. Burada 1 2
1 1( ) { | , }n nS r x R x x rν ν
−
− −= ∈ =  olduğundan 
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1
1 1 1: ( ) \ \ ( )n n nH r R S rν ν ντ −
− − −Λ → , ( )2 1

1

( ) ,..., n
rx x x

r x
τ +=

+
 

 

dönüşümünü elde ederiz.  

 

Bu dönüşümün tersinin de Eş. 4.2 ve Eş. 4.3’den 

 

1 1
1 1 1: \ ( ) ( ) \n n nR S r H rν ν ντ − −
− − −→ Λ , ( )( )1 2

2 12( ) , , 2 ,..., 2
, n

rx r x x rx rx
r x x

τ −
+= +

−
 

 

olduğunu görürüz. 

 

4.1. Teorem 

 

τ  dönüşümü birebir ve örtendir. 

 

İspat 

 

1, ( ) \nx y H rν −∈ Λ  için ( ) ( )x yτ τ=  olsun. Bu durumda 

 

2 1 2 1
1 1

( ,..., ) ( ,..., )n n
r rx x y y

r x r y+ +=
+ +

 

 

ve 

 

1

1

, (2 1)j j
r xx y j n
r y
+

= ≤ ≤ +
+

                  (4.4) 

 

olur. 1( ) \nx H rν −∈ Λ  olduğundan 
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1
2 2 2 2

1
2 1

,
n

i i
i i

x x x x x r
ν

ν

+

= = +

= − − + = −∑ ∑  

 

eşitliğine Eş.4.4’ün uygulanması ile 

 

( )

2 1
2 2 2 21

12
2 11

( ) n

i i
i i

r x y y x r
r y

ν

ν

+

= = +

+ ⎛ ⎞− + = −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
∑ ∑                 (4.5) 

 

elde edilir. Diğer taraftan, 1( ) \ny H rν −∈ Λ  için 2,y y r= − olduğundan 

 
1

2 2 2 2
1

2 1

n

i i
i i

y y y r
ν

ν

+

= = +

− + = −∑ ∑                   (4.6) 

 

yazılabilir. O zaman Eş. 4.5 ve Eş. 4.6’dan 1 1x y=  bulunur. Son olarak Eş. 4.4’den 

, 2 1j jx y j n= ≤ ≤ + elde edilir. Böylece τ  dönüşümü birebirdir. 

 

İkinci olarak; 

 
1

1 1\ ( )n nx R S rν ν
−

− −∀ ∈  için ( )x xτ =  olacak şekilde  

 

( )2
12

12 2 2

, 22, ,..., ( ) \
, , ,

nn
r x x r rxrxx H r

r x x r x x r x x ν
+

−

⎛ ⎞+
⎜ ⎟∃ = ∈ Λ
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

 

 

mevcut olduğundan τ  dönüşümü örtendir. 

 

4.2. Teorem 

 

τ , konform dönüşümdür. 
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İspat 

 

Herhangi 1
1 1\ ( )n nx R S rν ν

−
− −∈  için  

 
3

1
2 12 2 2

, 2 2( ) , ,...,
, , , n

r x x r r rx x x
r x x r x x r x x

τ −
+

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

 

 

olduğu gösterildi. 

 

Şimdi 1
nRν − ’nin standart bazı { }2 1,..., ne e + , ,j j je eε = , 

1
2

2
,

n

j j
j

x x xε
+

=

= ∑  olmak 

üzere 2 , 1k l n≤ ≤ +  için 

 

( )
31

1
22

4

,
k k

k

x r
x r x x

ετ −∂
=

∂ −
                  (4.7) 

( )( ) ( )
( ) ( )

22 2 2 2 21

22 2

2 , 4 / , ,

4 / , ,

k k

k
k k

r r x x x r r x x k

x x x r r x x k

ετ

ε

− ⎧ − + − =∂ ⎪= ⎨∂ ⎪ − ≠⎩

A

A

A

A
             (4.8) 

 

kısmi türevleri bulunur. 

 
1nRν
+ ’in standart bazı { }1 1,..., ne e +  ve xV , 1

n
xT Rν − ’nin bir tanjant vektörü olsun. Bu 

durumda yarı-Öklidiyen uzayda ( )1 1
**

τ τ− −=  için 

 

1
1 1

* 1 ( )
: n n

x x
T R T Rν ντ

τ −
− +

− → , 
1

1 1
*

1

( ) [ ]
n

x xV V eτ ε τ
+

− −

=

=∑ A A A
A

               (4.9) 

 

türev dönüşümünü ele alalım. 
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11
1

2

[ ] ( ) , 1 1
n

x k k
k k

V V x n
x
ττ ε

−+
−

=

∂
= ≤ ≤ +

∂∑ A
A A  

 

olmak üzere Eş. 4.7 ve Eş. 4.8’den 

 

( )
3 1

1
1 22 2

4[ ] ( )
,

n

x k k
k

rV x V x
r x x

τ
+

−

=

=
−

∑                (4.10) 

( ) ( )

1
2

2
21

2 22

4 ( )
2 ( )[ ]

,,

n

k k
k

x

r x x V x
r V xV

r x xr x x

ετ

+

=−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠= +

−−

∑A
A A

A              (4.11) 

 

elde edilir. Eş. 4.10 ve Eş. 4.11 eşitlikleri Eş.4.9’a uygulandıktan sonra 1 1n≤ ≤ +A  

için ε ε=A A  alınması halinde kolay gösterim açısından 

 

( )

1
3

2
1 22

4 ( )

,

n

k k
k

r x V x
R

r x x

+

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=
−

∑
 

( )

( )

1
2 2 2

2
22

4 ( ) 2 , ( )
, 2 1

,

n

k k
k

r x x V x r r x x V x
R n

r x x

ε
+

=

⎛ ⎞ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠= ≤ ≤ +

−

∑A A A

A A  

 

eşitliklerinin yazılmasıyla 

 
1

1
*

1
( )

n

xV R eτ ε
+

−

=

=∑ A A A
A

                 (4.12) 

 

elde edilir. Benzer şekilde 1
n

x xW T Rν −∈  için 
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( )

1
3

2
1 22

4 ( )

,

n

k k
k

r x W x
S

r x x

+

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=
−

∑
 

( )

( )

1
2 2 2

2
22

4 ( ) 2 , ( )
, 2 1

,

n

k k
k

r x x W x r r x x W x
S n

r x x

ε
+

=

⎛ ⎞ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠= ≤ ≤ +

−

∑A A A

A A  

 

eşitliklerinin yardımıyla  

 
1

1
*

1

( )
n

xW S eτ ε
+

−

=

=∑ A A A
A

                 (4.13) 

 

şeklinde ifade edilir. Bu durumda Eş. 4.12 ve Eş. 4.13’den 

 

( ) ( )
( )1

1

4
1 1

* * 22

4, ,
,

nnx x x x RR

rV W V W
r x x νν

τ τ +
−

− − =
−

             (4.14) 

 

elde edilir.  

 

4.1. Tanım 

 

1 1v n≤ ≤ +  için 

 

1
1 1 1: ( ) \ \ ( )n n nH r R S rν ν ντ −
− − −Λ → , ( )2 1

1

( ) ,..., n
rx x x

r x
τ +=

+
  

 

dönüşümüne, pseudohiperbolik uzayda 1( )nH rν − ’nin genelleştirilmiş stereografik 

izdüşümü denir. 
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4.1. Sonuç 

 

1ν =  için 1: ( ) \ \ ( )n n nH r E S rτ −Λ →  döşümü elde edilir. 

 

İspat 

 

{ }1 2
0 1( ) ( ) | ,n n nH r H r z R z z r+= = ∈ = −  ve 0

n nR E=  olsun. Bu durumda 

( ){ }1 1 2
0 2 1( ) ( ) ,..., | ,n n n

nS r S r z z z R z z r− −
+= = = ∈ =  küresi ile birlikte 1ν =  özel 

halinde 

 
1: ( ) \ \ ( )n n nH r E S rτ −Λ →  

 

bulunur. 

 

4.2. Sonuç 

 

1nν = +  için { }: ( ) \ ( ,0,...,0) \ ( )n n n
n nS r r R S rτ − →  haline dönüşür. 

 

İspat 

 

{ }1 2
1( ) | ,n n

n nH r z R z z r+
+= ∈ = −  olsun. 1

1
n
nz R +
+∈  için 

1
2

1

,
n

i
i

z z z
+

=

= −∑  olduğundan 

1
2 2

1

n

i
i

z r
+

=

=∑  ve ( )nz S r∈  olur. Yani ( ) ( )n n
nH r S r= . 

 

Böylece 1nν = +  için { }: ( ) \ ( ,0,...,0) \ ( )n n n
n nS r r R S rτ − →  dönüşümü elde edilir. 
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4.2. Tanım 

 

τ  stereografik izdüşümünün { }1 2
1 1( ) | , ,n nH r z R z z r z r+

+ = ∈ = − ≥  cümlesine 

kısıtlanmışı olan  

 
1: ( ) \ \ ( )n n n

H H r R S rτ −
+ Λ →  

 

dönüşümüne hiperbolik n-uzayın stereografik izdüşümü denir. 

 

( )nH r+ hiperbolik uzay üzerine kısıtlanmış olan Hτ  stereografik izdüşümü [10]’daki 

stereografik izdüşüm ile örtüşmektedir. 

 

4.3. Sonuç 

 

1( ) \nx H rν −∈ Λ  olmak üzere 

 

( )i { }2
1 1( ) | ,nx r x x R x x rντ −> − ⇔ ∈ ∈ <  

( )ii { }2
1 1( ) | , .nx r x x R x x rντ −< − ⇔ ∈ ∈ >  

 

İspat 

 

1( ) \nx H rν −∈ Λ  için 

 

( )i 1x r> −  olsun. Eş. 4.2’den 
3

1 2

,
,

r x x r
x r

r x x
+

= > −
−

 olduğundan 
3

2

2 0
,

r
r x x

>
−

 dir. 

Buradan 0r >  olmasından dolayı 2,x x r<  bulunur. 
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Tersine 2,x x r<  olsun. Bu durumda Eş. 2.2’den ( )
( )

2
1

1

,
r x r

x x
x r

−
=

+
 yazılabilir. 

Dolayısıyla ( )
( )

2
1 2

1

r x r
r

x r
−

<
+

 eşitsizliğinden 

 

1

2 0r
x r
−

<
+

                  (4.15) 

 

elde edilir. Son olarak 0r >  olması ile Eş. 4.15’den 1x r> −  elde edilir. 

 

( )ii Benzer olarak 1x r< −  ise 2,x x r〈 〉 >  ve tersine 2,x x r〈 〉 >  iken 1x r< −  bulunur. 

 

4.4. Sonuç 

 

1( )nx H rν −∈  olmak üzere 

 
1

1 1 1( ), \ ( )n nx r x R S rν ντ −
− −= ⇔  cümlesinin bir null noktasıdır. 

 

İspat 

 

Eğer 1( )nx H rν −∈  ve 1x r=  ise 
1

2 2

2 1
0

n

i i
i i

x x
ν

ν

+

= = +

− + =∑ ∑  olup ( )2 1 1,..., n
nu x x Rν+ −= ∈  için 

 

, 0u u =                   (4.16) 

 

bulunur. 1x r=  için ( )
2
uxτ =  ve Eş. 4.16’den  

 

( ), ( ) 0x xτ τ =                  (4.17) 
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O halde Eş. 4.17’den ( )xτ , 1
1 1\ ( )n nR S rν ν

−
− − ’in bir null noktasıdır. 

 

Tersine Eş. 4.2’den 
3

1 2

( ), ( )
( ), ( )

r x x r
x

r x x
τ τ

τ τ
+

=
−

 ve ( ), ( ) 0x xτ τ =  olduğundan 1x r= . 
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5. PSEUDOHİPERBOLİK UZAY İÇİN GENELLEŞTİRİLMİŞ İNVERSİYON 

 

τ , pseudohiperbolik uzayın genelleştirilmiş stereografik izdüşümü olsun. Bu 

durumda Φ� , 1
1{ | 0}nx R xν

+Ω = ∈ =�  hiperdüzlemine göre 1nRν
+ ’in yarı-Öklidiyen 

yansıması olmak üzere; ( ){ }2 1 1,..., | , 0n
n vx x x R x x+ −Λ = = ∈ =�  cümlesi 1

nRν − ’nin 

orijindeki null-konisi olsun. O halde aşağıdaki teorem 1
2 ( )nH rν
−
−  için inversiyon 

tanımlama imkânı verir. 

 

5.1. Teorem 

 

2 1v n≤ ≤ +  için 

 

( ) ( )1 1 1
1 1 1 1: \ ( ) \ ( )n n n n

v vR S r R S rν ντ τ − − −
− − − −Ψ = Φ ∪Λ → ∪Λ� ��D D

( ) ( )
2

2 1 2 1,..., ,...,
,n n
rx x x x

x x+ +

−
Ψ =  

 

şeklinde tanımlı dönüşüm altında 1
2 ( )nH rν
−
−  değişmez. 

 

İspat 

 
1

2 1 2( ,..., ) ( )n
nx x x H rν

−
+ −∀ = ∈  için 2,x x r= −  olup Ψ ’nin tanımından 

 

2 1 2 1( ,..., ) ( ,..., )n nx x x x+ +Ψ =  

 

olduğu görülür. Bu takdirde 2( ), ( ) ,x x x x rΨ Ψ = = −  olur. 
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5.1. Tanım 

 

Ψ dönüşümüne, 1
2 ( )nH rν
−
−  pseudohiperbolik uzayına göre genelleştirilmiş inversiyon 

denir. 

 

5.1. Sonuç 

 

( )1
1 1\ ( )n n

vR S rν
−

− − ∪Λ�  cümlesinin spacelike ve timelike noktaları Ψ  dönüşümü altında 

değişmezdir. 

 

İspat 

 

( )1
1 1\ ( )n n

vx R S rν
−

− −∈ ∪Λ�  olmak üzere  

 

x  spacelike ise , 0x x >  için 
4

( ), ( ) 0
,
rx x

x x
Ψ Ψ = >  olduğundan ( )xΨ  

spacelikedır. 

 

x  timelike ise , 0x x <  için 
4

( ), ( ) 0
,
rx x

x x
Ψ Ψ = <  olduğundan ( )xΨ  

timelikedır. 

 

5.2. Teorem 

 

,Ψ  1
2 ( )nH rν
−
−  için genelleştirilmiş inversiyon olsun. Bu takdirde 1−Ψ = Ψ  dir. 

 

İspat 

 

( )1
2 1 1 1( ,..., ) \ ( )n n

n vx x x R S rν
−

+ − −= ∈ ∪Λ�  için 
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( )

2
2

2
2

2 2

,
( ) ( )

,
,

, ,

r xr
x xr xx x x

x x r x r x
x x x x

⎛ ⎞−
− ⎜ ⎟

⎛ ⎞− ⎝ ⎠Ψ = Ψ Ψ = Ψ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠
 

 

O halde  

 
2Ψ = Ι  

 

olur. 

 

5.2. Sonuç 

 

{ } { }2 2
1 1 2 1| , , | , 0n nU x R x x r U x R r x xν ν− −= ∈ < − = ∈ − < <

{ } { }2 2
1 11 2| , , | ,n nV x R r x x V x R x x rν ν− −= ∈ − < = ∈ < −  

 

cümlelerine göre 1,2i =  için | :
iU i iU VΨ →  dönüşümü örtendir. 

 

İspat 

 

2 1( ,..., )n iy y y V+∀ = ∈  için | ( )
iU x yΨ =  olacak şekilde 2 1( ,..., )n ix x x U+∃ = ∈  var 

olduğunu göstermemiz gerekir.  

 

1i =  için 1y V∈  olmak üzere 

 

1 1

4 24
2 2 ,

, | ( ), | ( ) 0
, ,U U

r r x xrr y y x x r
x x x x

+
− < ⇒ Ψ Ψ = > − ⇒ >  

 

elde edilir. 
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I. durum, 4 2 , 0r r x x+ >  ve , 0x x >  için 

 
2 4 2, , , 0r x x r x x r x x> − ⇒ > − ⇒ >  

 

olur.  

 

II. durum, 4 2 , 0r r x x+ <  ve , 0x x <  için 

 
2 4 2, ,r x x r x x r< − ⇒ < −  

 

olur.  

 

O halde II. durumdan 1x U∃ ∈  olup 
1

|UΨ  örtendir. 

 

2i =  için 2y V∈  olmak üzere 

 

2 2

4 24
2 2 ,

, | ( ), | ( ) 0
, ,U U

r r x xry y r x x r
x x x x

+
< − ⇒ Ψ Ψ = < − ⇒ <  

 

elde edilir. 

 

I. durum, 4 2 , 0r r x x+ >  ve , 0x x <  için 

 
2 4 2 2, , ve , 0 , 0r x x r x x r x x r x x> − ⇒ > − < ⇒ − < <  

 

olur 

 

II. durum, 4 2 , 0r r x x+ <  ve , 0x x >  olması halinde çelişki olur. 
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O halde I. durumdan 2x U∃ ∈  olup 
2

|UΨ  örtendir. 

 

5.3. Sonuç 

 

{ } { }2 2
1 1 2 1| 0 , , | ,n nU x R x x r U x R r x xν ν− −
′ ′= ∈ < < = ∈ <

{ } { }2 2
1 1 2 1| , , | ,n nV x R r x x V x R x x rν ν− −
′ ′= ∈ < = ∈ <  

 

cümlelerine göre 1,2i =   için | :
i

i iU
U V′
′ ′Ψ →  dönüşümü örtendir. 

 

İspat 

 

( )2 1,..., n iy y y V+
′∀ = ∈  için | ( )

iU
x y′Ψ =  olacak şekilde 2 1( ,..., )n ix x x U+

′∃ = ∈  var 

olduğunu göstermemiz gerekir.   

 

1i =  için 1y V ′∈  olmak üzere 

 

1 1

4 24
2 2 ,

, | ( ), | ( ) 0
, ,U U

r r x xry y r x x r
x x x x′ ′

−
> ⇒ Ψ Ψ = > ⇒ >  

 

elde edilir. 

 

I. durum, 4 2 , 0r r x x− >  ve , 0x x >  için 

 
2 4 2 2, , ve , 0 0 ,r x x r x x r x x x x r< ⇒ < > ⇒ < <  

 

olur. 

 

II. durum, 4 2 , 0r r x x− <  ve , 0x x <  olması halinde çelişki olur. 
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O halde I. durumdan 1x U ′∃ ∈  olup 
1

|
U ′Ψ  örtendir. 

 

2i =  için 2y V ′∈  olmak üzere 

 

2 2

4 24
2 2 ,

, | ( ), | ( ) 0
, ,U U

r r x xry y r x x r
x x x x′ ′

−
< ⇒ Ψ Ψ = < ⇒ <  

 

elde edilir. 

 

I. durum, 4 2 , 0r r x x− >  ve , 0x x <  için 

 
2 4 2, , ve , 0 , 0r x x r x x r x x x x< ⇒ < < ⇒ <  

 

olur. 

 

II. durum, 4 2 , 0r r x x− <  ve , 0x x >  için 

 
2 4 2, ,r x x r x x r> ⇒ >  

 

olur. 

 

O halde II. durumdan 2x U ′∃ ∈  olup 
2

|
U ′Ψ  örtendir. 
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6. STEREOGRAFİK İZDÜŞÜMÜN BAZI UYGULAMALARI 

 

Bu bölümde hiperbolik 3-uzaydaki ( 3(1)H+ ) bazı yüzey çeşitleri ve bunların 

stereografik izdüşümleri incelendi. Şimdi 3(1)H+ ’in Lorentziyen modelini ele alıp 

bazı temel tanım ve teoremleri verelim. 

 

6.1. Tanım 

 

c bir reel sayı olmak üzere 4
1R ’de ω  pseudo-normalli bir hiperdüzlem 

 

{ }4
1( , ) | ,HP c x R x cω ω= ∈ =  

 

ile gösterilsin. Eğer 

 

ω  spacelike ise ( , )HP cω  timelike hiperdüzlem, 

ω  timelike ise ( , )HP cω  spacelike hiperdüzlem, 

ω  lightlike ise ( , )HP cω  lightlike hiperdüzlem  

 

denir [11]. 

 

6.2. Tanım  

 
4

1R ’ün standart bazı { }0 1 2 3, , ,e e e e  ve ( )0 1 2 3, , ,i i i i
ix x x x x=  olmak üzere herhangi 

4
1 2 3 1, ,x x x R∈  için 1 2 3x x x∧ ∧  vektörüne ( 1,2,3)ix i =  vektörlerine pseudo-ortogonal 

vektör denir ve  

 

0 1 2 3
1 1 1 1
0 1 2 3

1 2 3 2 2 2 2
0 1 2 3
3 3 3 3
0 1 2 3

e e e e
x x x x

x x x
x x x x
x x x x

−

∧ ∧ =  
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determinantı ile ifade edilir [11]. 

 

6.3. Tanım 

 
4

1R ’de verilen ( , )H cω  hiperdüzlemiyle 3(1)H+ ’in arakesiti ile belirlenen 

3( , ) (1) ( , )c H H cω ω+Γ = ∩  yüzeyine; 

 

( , )H cω  spacelike hiperdüzlem ise küre, 

( , )H cω  timelike hiperdüzlem ise hiperküre, 

( , )H cω  lightlike hiperdüzlem ise horoküre  

 

denir [11]. 

 

Özel olarak ( , )cωΓ  horoküre ise 2 3( , ) (1) ( , )HS c H H cω ω+= ∩  şeklinde gösterilir. 

 
3: (1)I Hγ +→  s yay parametreli regüler birim hızlı bir eğri olsun. O zaman 

( ) ( )t s sγ ′=  teğet vektörüne sahiptir. ( ), ( ) 1t s t s′ ′ ≠ −  olması halinde 

( ) ( )( )
( ) ( )

t s sn s
t s s

γ
γ

′ −
=

′ −
 birim vektörüne sahiptir. Bununla birlikte 

( ) ( ) ( ) ( )e s s t s n sγ= ∧ ∧  vektörünü tanımlayalım. O zaman 4
1R ’ün γ  boyunca bir 

{ }( ), ( ), ( ), ( )s t s n s e sγ  pseudo ortonormal bazı ele alınabilir. O halde ( ), ( ) 1t s t s′ ′ ≠ −  

şartı ile aşağıdaki Serret-Frenet tipindeki formulleri yazabiliriz. 

 

( ) ( ) ( )h s t s sκ γ′= − , ( )
( )2

det ( ), ( ), ( ), ( )
( )

( )h
h

s s s s
s

s
γ γ γ γ

τ
κ

′ ′′ ′′′
=  

 

olmak üzere  
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) - ( ) ( ) ( ) ( )
( ) - ( ) ( )

h

h h

h

s t s
t s s n s s
n s s t s s e s
e s s n s

γ
κ γ
κ τ
τ

′ =
′ = +
′ = +
′ =

 

 

şeklinde bulunur [11]. 

 

6.4. Tanım 

 

( ) 1h sκ ≡  ve ( ) 0h sτ ≡  olması halinde γ ’ya bir horocycle denir [12]. 

 

6.1. Teorem  

 
3

0 (1)a H+∈  ve 3
1 2 1, (1)a a S∈  için 0 1 2, , ( 1, 1)i j ij ja a δ ε ε ε ε= = − = =  olsun. Bu 

durumda 0 1 0 2(0) , (0) , (0)a a a aγ γ γ′ ′′= = = +  başlangıç şartları ile verilen horocycle 

( )
2

0 1 0 2( )
2
ss a sa a aγ = + + +  şeklinde tek türlü ifade edilir [12]. 

 

6.1. Örnek  

 
2U R⊂  nin açık bir altcümlesi için  

 
3: (1)x U H+→ , ( , ) ( 2 cosh ,sin , 2 sinh ,cos )x u v u v u v=   

 

regüler bir yüzey olmak üzere ( )M x U=  olsun. Bu durumda 
3
1 1 2 1 2: , ( , ) ( , )E U S E u u e u u→ =  x’in de-Sitter Gauss dönüşümü olmak üzere 

( , ) ( , ) ( , )( , )
( , ) ( , ) ( , )

u v

u v

x u v x u v x u ve u v
x u v x u v x u v

Λ Λ
=

Λ Λ
 şeklinde tanımlansın. 0v v=  sabit değeri için  

 

0 0 1 2 0
( , )(0, ) , , (0, )
( , )

u

u

x u va x v a a e v
x u v

= = =  
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seçimleriyle 0 1 2, , ( 1, 1)i j ij ja a δ ε ε ε ε= = − = =  olur. O halde Şekil 6.1, Teorem 6.1 

gereğince 
3

v π
=  sabit değeri için tek türlü olan ( )

2

0 1 0 2( )
2
ss a sa a aγ = + + +  

horocycle’ ın Hτ  stereografik izdüşümü altındaki görüntüsüdür.  

 

 
 

Şekil 6.1. Horocycle‘ın stereografik izdüşümü altındaki görüntüleri 

 

6.5. Tanım 

 
3: (1)I Hγ +→  ve 1,2i =  için 3

1: (1)ia I S→  düzgün(diferensiyellenebilir) dönüşümler 

ve 1 2( ), ( ) ( ), ( ) 0it a t a t a tγ = =  olsun. 3 1 2( ) ( ) ( ) ( )a t t a t a tγ= ∧ ∧  birim spacelike 

vektörü ile 4
1R ’ün bir pseudo-orthonormal bazı { }1 2 3, , ,a a aγ  olsun. Bu durumda 

2( ) ( ) ( )t t a tγ= +A  olmak üzere 

 

1 2 1 2

2
3

( , , ) ( , , ) 1: (1) , ( , ) ( ) ( ) ( )
2a a a a
sF R I H F s t t sa t tγ γ γ+× → = + + A  

 

şeklinde tanımlanan dönüşüme horodairesel yüzey denir [12]. 

 

6.2. Örnek 

 

1 2, ,a aγ  eğrileri 

 
3: (1)I Hγ +→ , ( ) ( 2 cosh ,cos , 2 sinh ,sin )t t t t tγ =  
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3
1 1 1

2 1 2 1: (1) , ( ) ( sinh , sin , cosh , cos )
3 33 3

a I S a t t t t t→ = −  

3
2 1 2: (1) , ( ) ( cosh , 2 cos , sinh , 2 sin )a I S a t t t t t→ = − − − −  

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda Şekil 6.2 

 

1 2 1 2

2
3

( , , ) ( , , ) 1: (1) , ( , ) ( ) ( ) ( )
2a a a a
sF R I H F s t t sa t tγ γ γ+× → = + + A  

 

dönüşümü ile belirlenen horodairesel yüzeyin Hτ  stereografik izdüşümü altındaki 

görüntüsüdür. 

 
Şekil 6.2. Horodairesel yüzeyin stereografik izdüşümü altındaki görüntüleri 
 

6.6. Tanım 

 

{ }1 2 3, , ,a a aγ  pseudo-orthonormal bazı yardımıyla tanımlanan ( ), 1 6ic t i≤ ≤  

ifadelerine hiperbolik invaryant denir. 

 

1 1 1 4 1 2 1 2

2 2 2 5 1 3 1 3

3 3 3 6 2 3 2 3

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) , ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ,
( ) ( ), ( ) ( ), ( ) , ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ,
( ) ( ), ( ) ( ), ( ) , ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) .

c t t a t t a t c t a t a t a t a t
c t t a t t a t c t a t a t a t a t
c t t a t t a t c t a t a t a t a t

γ γ
γ γ
γ γ

′ ′ ′ ′= = − = = −
′ ′ ′ ′= = − = = −
′ ′ ′ ′= = − = = −
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Bu invaryantlar ile horodairesel yüzeyler için aşağıdaki diferensiyel eşitlikler ifade 

edilebilir. 

 

1 1 2 2 3 3

1 1 4 2 5 3

2 2 4 1 6 3

3 3 5 1 6 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

t c t a t c t a t c t a t
a t c t t c t a t c t a t
a t c t t c t a t c t a t
a t c t t c t a t c t a t

γ
γ
γ
γ

′ = + +
′ = + +
′ = − +
′ = + −

 

 

Bu diferensiyel eşitlikler matris formunda yazılırsa 

 

1 2 3

1 1 4 5 1

2 2 4 6 2

3 3 5 6 3

( ) 0 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( )

t c t c t c t t
a t c t c t c t a t
a t c t c t c t a t
a t c t c t c t a t

γ γ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
′⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

elde edilir. Burada  

 

1 2 3

1 4 5

2 4 6

3 5 6

0 ( ) ( ) ( )
( ) 0 ( ) ( )

( ) (1,3)
( ) ( ) 0 ( )
( ) ( ) ( ) 0

c t c t c t
c t c t c t

C t
c t c t c t
c t c t c t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ∈
⎢ ⎥−
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

so  

 

katsayılar matrisi özel yarı-Ortogonal grup (1,3)SO ’ün Lie cebiri (1,3)so ’in 

elemanıdır. 

 

0( ) (1,3)A t SO∈  başlangıç şartı altında : (1,3)C I → so , 1( ) ( ) ( )C t A t A t −′=  ile tanımlı 

düzgün eğri olacak şekilde bir tek : (1,3)A I SO→  eğrisi mevcuttur. Bu C eğrisi 

{ }1 2 3( ), ( ), ( ), ( )t a t a t a tγ  pseudoortonormal bazının hiperbolik invaryantıdır [12].  

 

Bu durumda Whitney C∞  topolojisi ile birlikte (1,3)so ’de düzgün eğrilerin uzayı 

( , (1,3))C I∞ so  [12]. 
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6.7. Tanım  

 

I bir açık aralık olmak üzere ( ), (1,3)C I∞ so  uzayına horodairesel yüzeylerin uzayı 

denir [12]. 

 

6.8. Tanım  

 

(1,3)so ’in bir lineer altuzayı  

 

1 2 3

1 4 5
2 1 4

2 4 6

3 5 6

0
0

(1,3) (1,3) | 0
0

0

c c c
c c c

C c c c
c c c
c c c

⎧ ⎫⎡ ⎤
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥= = ∈ = − =⎨ ⎬⎢ ⎥−⎪ ⎪⎢ ⎥⎪ ⎪− −⎣ ⎦⎩ ⎭

hf so  

 

olmak üzere Whitney C∞  topolojisi ile birlikte ( ), (1,3)C I∞ hf  ikilisine horo-flat 

horodairesel yüzeylerin uzayı denir [12]. 

 

6.9. Tanım  

 

( ) 0h tτ ≡  olmak üzere ( )tγ  hiperbolik düzlem eğrisi olsun. Bu durumda  

 

1a e=  ve 2 ( ) ( )a t n t= ±  için ( )
2

( , , ) ( , ) ( ) ( ) ( )
2e n
sF s t t se t n tγ γ γ± = + + +  

 

parametrizasyonu ile verilen yüzeye γ  hiperbolik düzlem eğrisinin binormal 

horodairesel yüzeyi ve 

 

1( ) ( )a t n t=  ve 2a e= ∓  için ( )
2

( , , ) ( , ) ( ) ( ) ( )
2n e
sF s t t sn t t eγ γ γ± = + + ±  
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parametrizasyonu ile verilen yüzeye de γ  hiperbolik düzlem eğrisinin asli normal 

horodairesel yüzeyi denir [12]. 

 

6.3. Örnek 

 
3: (1)I Hγ +→  hiperbolik düzlem eğrisi  

2 2 21 1 3 1 6 3 1 1 1 2( ) 2 ( 2 ) , ( ) , , ( )
2 2 2 7 2 2 2 2 77

t t t t tγ
⎛ ⎞

= + − + − + + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ile verilsin. 

Bu durumda Şekil 6.3 

 

( )2 2 27 7 2 7 6 13 3 2 1( ) , , , 7 2 14
7 14 7 14 4 7 28

n t t t t t
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+

= − + − + − − − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

336 5 7, ,0,
7 22 7

e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= − −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

olduğuna göre γ  hiperbolik düzlem eğrisinin asli normal horodairesel yüzeyi 

( , , ) ( , )n eF s tγ ’nin Hτ  altındaki görüntüsüdür. 

 

 
 
Şekil 6.3. Asli normal horodairesel yüzeyin stereografik izdüşümü altındaki 

görüntüleri 
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Şekil 6.4 de aynı γ  hiperbolik düzlem eğrisinin ( , , ) ( , )e nF s tγ  ile belirlenen binormal 

horodairesel yüzeyinin Hτ  altındaki görüntüsüdür. 

 

 
 
Şekil 6.4. Binormal horodairesel yüzeyin stereografik izdüşümü altındaki  

görüntüleri 
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EK-1 Matematica Programı ile Stereografik İzdüşüm Örnekleri 

 

1.1. Örnek 

 
3: (1)I Hγ +→  hiperbolik uzay eğrisi için temel hesaplamalar ve tanımlamalar 

 

J işaret matrisi, 

 

J={{-1,0,0,0},{0,1,0,0},{0,0,1,0},{0,0,0,1}} 

 

γ  eğrisi, 

 

0 0

1 1

2 2

3 3

0 1 2 3

[ _ ] [ ]
[ _ ] [ ]
[ _ ] [ ]
[ _ ] [ ]

[ _ ] { [ ], [ ], [ ], [ ]}

s s
s s
s s
s s

s s s s s

γ γ
γ γ
γ γ
γ γ
γ γ γ γ γ

==
==
==
==
=

 

 

( ), ( )s sγ γ  skalar çarpımı, 

 

. ( ). ( )J s sγ γ  

 

( )sγ ′  normu, 

 
1
2[ . '[ ]. '[ ]]Abs J s sγ γ  

 

( ), ( ), ( ), ( )s t s n s e sγ  Serret-Frenet vektörlerinin tanımlanması, 

 

[ _ ] '[ ]t s sγ=  

 



 55

EK-1 (Devam) Matematica Programı ile Stereografik İzdüşüm Örnekleri 

 

0 0
0 1

2

1 1
1 1

2

2 2
2 1

2

3 3
3

''[ ] [ ][ ]
[( .( ''[ ] [ ]).( ''[ ] [ ])]

''[ ] [ ][ ]
[( .( ''[ ] [ ]).( ''[ ] [ ])]

''[ ] [ ][ ]
[( .( ''[ ] [ ]).( ''[ ] [ ])]

''[ ] [ ][ ]
[( .( ''[

s sn s
Abs J s s s s

s sn s
Abs J s s s s

s sn s
Abs J s s s s

s sn s
Abs J s

γ γ

γ γ γ γ
γ γ

γ γ γ γ
γ γ

γ γ γ γ
γ γ

γ

−
=

− −
−

=
− −

−
=

− −
−

= 1
2

0 1 2 3

] [ ]).( ''[ ] [ ])]
[ _ ] { [ ], [ ], [ ], [ ]}

s s s
n s n s n s n s n s

γ γ γ− −
=

 

 

( ) ( ) ( ) ( )e s s t s n sγ= ∧ ∧  vektörü için, 

 

0 1 2 3 0 1 2 3

0 1 2 3

0

1

2

3

0

{{1,1,1,1},{ [ ], [ ], [ ], [ ]},{ ' [ ], ' [ ], ' [ ], ' [ ]},
{ [ ], [ ], [ ], [ ]}}

[ ] [ ][[4,4]]
[ ] [ ][[4,3]]
[ ] [ ][[4,2]]
[ ] [ ][[4,1]]

[ _ ] { [ ],

M s s s s s s s s
n s n s n s n s

e s Minors M
e s Minors M
e s Minors M
e s Minors M
e s e s e

γ γ γ γ γ γ γ γ=

= −

= −
=
= −

= 1 2 3[ ], [ ], [ ]}s e s e s

 

 

( )h sκ ’nin tanımlanması, 

 
1
2[ _ ] [( .( ''[ ] [ ]).( ''[ ] [ ])]h s Abs J s s s sκ γ γ γ γ= − −  

 

( )h sτ ’nin tanımlanması, 

 

2

[{ [ ], '[ ], ''[ ], '''[ ]}][ _ ]
( [ ])h

h

Det s s s ss
s

γ γ γ γτ
κ

= −  
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EK-1 (Devam) Matematica Programı ile Stereografik İzdüşüm Örnekleri 

 
3(1)H+  için Hτ  stereografik izdüşümü, 

 

#2 #3 #4{ , , }&
1 #1 1 #1 1 #1Hτ =
+ + +

 

 

1.2. Örnek 

 

Bir 3: (1), ( ) ( 2 cosh ,cos , 2 sinh ,sin )I H s s s s sγ γ+→ =  hiperbolik uzay eğrisi ve  

 

3
1 1 1

2 1 2 1: (1) , ( ) ( sinh , sin , cosh , cos )
3 33 3

a I S a t t t t t→ = −  

3
2 1 2: (1) , ( ) ( cosh , 2 cos , sinh , 2 sin )a I S a t t t t t→ = − − − −  

 

ve 3 1 2a a aγ= ∧ ∧  olmak üzere 4
1R  için { }1 2 3, , ,a a aγ  bir pseudo-ortonormal bazdır. 

Bu durumda γ  horocycle eğrisi tarafından üretilen horodairesel yüzeyin 

parametrizasyonu 

 

1 2

3
( , , ) : (1)a aF R I Hγ +× →  

1 2

2
2

( , , )

2 2

2 ( 1 2) int( , ) 2 ( 1 2) ,
2 23 3

2 ( 1 2) ( 1 2)2 , int int
3 2 23

a a
s s sSF s t Cosht Cosht Sinht Cost s Cost

sCosts Cosht Sinht s Sinht S s S

γ

⎛ − +
= + − + + − −⎜⎜
⎝

⎞− + − +
+ + + − ⎟⎟

⎠

 

 

olarak bulunur. O halde 
1 2( , , )Im( )a aF γ  horodairesel yüzeyinin stereografik izdüşümü 
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EK-1 (Devam) Matematica Programı ile Stereografik İzdüşüm Örnekleri 

 

1 2

2

( , , ) 2

2

2

2

2

(6 3( 1 2) ) 2 3 int( ( , )) ,
6 3(2 2 ( 1 2) ) 2 6

2 6 3(2 2 ( 1 2) ) ,
6 3(2 2 ( 1 2) ) 2 6

2 3 3(2 ( 1 2) ) int
6 3(2 2 ( 1 2) ) 2 6

H a a
s Cost SF s t

s Cosht s Sinht

s Cosht s Sinht
s Cosht s Sinht

s Cost s S
s Cosht s Sinht

γτ
⎛ − − + −

= ⎜⎜ + + − + +⎝

+ + − +
+ + − + +

⎞+ − − +
⎟⎟+ + − + + ⎠

 

 

olup sırasıyla 1 1, 4 4, 15 15s s s− ≤ ≤ − ≤ ≤ − ≤ ≤  aralıklarında 0 2t π< ≤  için  

 

2

2

2

2

2

2

(6 3( 1 2) ) 2 3 intParametricPlot3D ,
6 3(2 2 ( 1 2) ) 2 6

2 6 3(2 2 ( 1 2) ) ,
6 3(2 2 ( 1 2) ) 2 6

2 3 3(2 ( 1 2) ) int ,
6 3(2 2 ( 1 2) ) 2 6

s Cost S
s Cosht s Sinht

s Cosht s Sinht
s Cosht s Sinht

s Cost s S
s Cosht s Sinht

⎡⎧ − − + −⎪
⎢⎨

+ + − + +⎪⎢⎩⎣

+ + − +
+ + − + +

⎫+ − − + ⎪
⎬

+ + − + + ⎪⎭
]{ , 1,1},{ ,0, 2 }, ,s t Pi Axes None Boxed False− → →

 

 

komutu ile çizimi yapılır. 
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