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OZET
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ikinci ve iiciincii boliimlerde de, sirasiyla, v -indeksli n-boyutlu pseudokiireler

icin stereografik izdiisiim ve inversiyon tanitildi. Tezin orijinal kism olan

dordiincii ve besinci boliimlerde ise, sirasiyla, (v—1)-indeksli n-boyutlu

pseudohiperbolik uzayin stereografik izdiisiimii ve inversiyonu elde edildi. Son

olarak altinci1 boliimde de 3-boyutlu hiperbolik uzaydaki bazi 6zel yiizeylerin

stereografik izdiisiimii altindaki, goriintiileri 3-boyutlu Oklidiyen uzayda

grafiklendirildi.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmis bazi simgeler aciklamalari ile birlikte agagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

R’ n-boyutlu v -indeksli yar1-Oklidiyen uzay
. Standart i¢ ¢arpim

;) Skalar ¢arpim

X Vektorel Carpim

A Lorentz Vektorel Carpim

S (r) n-boyutlu v -indeksli Pseudokiire

H' () n-boyutlu v -indeksli Pseudohiperbolik uzay
A R’ ’nin null konisi

o S"(r) icin stereografik izdiistim

T H (r) igin stereografik izdiisiim

T, Hiperbolik n-uzayin stereografik izdiistimii
(] yar1-Oklidiyen yansima

b 4 S" (r) 'nin inversiyonu

v H"(r) ’nin inversiyonu

K, Hiperbolik egrilik

T, Hiperbolik burulma

GL(n,R) Genel lineer grup

gl(n,R) GL(n,R) ’nin Lie cebiri

O,(n) yar1-Ortogonal grup

0,(n) O, (n) nin Lie cebiri

SO, (n) 0zel yar1-Ortogonal grup

s0,(n) SO, (n) 'nin Lie cebiri



1. GIRIS

Stereografik izdiisiim ilk olarak Yunan matematik¢i Hipparchus tarafindan ifade
edilmistir. Astronom ve Cografyact olan Yunan asilli Claudius Ptolemy de bu
izdlisimden yola ¢ikarak, gokcisimlerin koordinatlarin1 hesaplamak i¢in kullanilan
Astrolabe (Resim 1.1) aletini yapilandirmistir. Dolayisiyla ilk isimlendirmesi
Astrolabe olan izdiisiim, 1613 yilinda Frangois d’Aguillon tarafindan Stereografik

ILzdiisiim olarak isimlendirilmistir.

Resim 1.1. Astrolabe

Stereografik izdiisiim, matematiksel ifadesinin yani sira uygulama alanlar1 olarak
haritacilik bilimi olan kartografi (Sekil 1.1), kristallerin yapisini inceleyen bilim dali
kristalografi ve jeoloji gibi farkli alanlarda kullanilan bir metoddur. Son yillarda
[1]°de baslayip [2]’de devam eden ve [3]’1lin tesekkiir kismindan da anlasilacagi gibi
bes boyutlu Kaluza—Klein teorisinin kurulmasina temel teskil eden [4] deki
stereografik izdlislimiin 6nemi giin gegtikce artmaktadir. Bu tezde elde ettigimiz

bulgularin da fiziksel kavramlara uyarlanabilecegi inancindayiz.

Sekil 1.1. Diinyanin kuzey yarimkiiresinin giiney kutup noktasindan kuzey kutup
noktasindaki teget diizlem {izerine stereografik izdiistimii



1.1. Tanim

V bir reel vektor uzay1 olsun. <,> :VxV — R doniigiimii bilineer ve simetrik ise <,> ye

V lizerinde bilineer form denir [5].

1.2. Tanim

V bir reel vektdr uzayr ve (,):VxV — R simetrik bilineer form ve veV

olsun. Vu €V igin <u,v>:0 olmast v=0 olmasmi gerektiriyorsa <,> doniistimiine

non-dejenere form denir [5].

1.3. Tanim

V vektor uzayr lizerinde <,>:VxV — R simetrik bilineer form ve W, V nin bir

altvektor uzayi olsun. Bu durumda
(), ‘WxW —>R

kisitlamas1 negatif tanimli olacak sekildeki en biiyiik boyutlu W altvektdér uzayinin

boyutuna <,> ‘nin indeksi denir [5].
1.1. Teorem

<,> :VxV — R simetrik bilineer formuna karsilik gelen matris M olsun. Bu durumda

M regiilerdir < <,>, non-dejeneredir [5].



1.4. Tanim

V reel vektor uzay lizerinde tanimli simetrik, bilineer, non-dejenere forma, V reel

vektor uzay1 tizerinde bir skalar ¢arpim denir [5].
1.1. Ornek

0<v<n,veN icin

<,>:foRf —R, <x,y> = —Zv:xiyl. + Zn: X,y
i=1

i=v+1

seklindeki doniisiim simetrik, bilineer ve non-dejenere formdur. Bu doniisiim

n-boyutlu ve v -indeksli R reel vektor uzay1 tizerinde bir skalar ¢arpimdir.
1.5. Tanim

(RV” ,<,>) ikilisine <,> skalar ¢arpimu ile birlikte yari-Oklidiyen uzay denir [5].
1.6. Tanim

x, R ’de bir vektor olsun. Bu durumda

1. <x,x> >0 ve x=0, ise x spacelike vektor,
1. <x,x> =0 ve x#0, ise x null (ligtlike) vektor,

11i. <x, x> <0 ve x#0, ise x timelike vektor

diye adlandirilir [5].



1.7. Tanim

A= {x €R’| <x,x> =0, x# O} climlesine R” yari-Oklidiyen uzaymnda orijindeki

null-koni denir [5].
1.8. Tanmim

yeER — {0} ve H =Sp{y}" olmak iizere N, H hiperdiizleminin birim normali ise
®:R! >R, d(x)=x-2(x,N)N
seklindeki doniisiime H hiperdiizlemine gore yari-Okidiyen yansima denir [6].

1.1. Lemma

=-1 ve ¢, =..=¢,=+1 olan

v

e=[6,6;], 0<v<n icin bilesenleri ¢ =...=¢

isaret matrisi olmak lizere GL(n,R) = {A | det 4 # 0} genel lineer grubunun alt grubu
O(,n-v)={4eGLn,R)| A" =c4'c |

climlesine yar1-Ortogonal grup denir [5].
1.2. Lemma

gl(n, R) nin bir alt cebiri olan

o(v.n-v)=o,(n)={S e gl(n,R)| S" =—&Se|



cimlesine O,(n)=0(v,n—v)’nin Lie cebiri denir ve burada S matrisi

aco(v),beo(n—v) ve x, vx(n—v) tipinde keyfi bir matris olmak iizere

formundadir [5].

1.9. Tanim

n>3 ve 1<i<n-1 igin u, =(u,,...,u,) € R" olsun. u, vektorlerini sirasiyla satir

kabul eden (n—1)xn tipindeki

1 1 1
ul uz . . . un
2 2
ul u2 n
A(uy,...ou, )=
n—1 n—1 n—1
_ul uz . . . un A

matrisinden j. siitunun silinmesiyle olusan (n—1)x(n—1) tipindeki matris B, olsun.

Bu durumda u,,...,u, , vektoriin genellestirilmis vektorel carpimi
wx..xu, , =((=D"" det B,,(~1)""* det B,,...,(-1)"""" det B, )

dir [7].



1.2. Teorem

u,...u, ,weR" de herhangi vektorler ve v=u x..xu, , olsun. Eger

°* P n-1°

D= A(w,u,,...,u, ) ise Det(w,u,,...,u, ,)=w-v dir [7].

1.1. Sonug

U,....u, , €R" ve {e,..,e,} , R" nin standard bazi olsun. Bu durumda

(u,x..xu, )= Det((e,....e,),u, X...xu,_,)

1.3. Teorem

Eger u,,..,u, , € R" ise u,x..xu,, vektori 1<i<n-1 icin her bir u, vektdriine

ortogonaldir. Yani

u -(uyx..xu, )=0

dir [7].

1.4. Teorem

x,y,z,we R* de herhangi vektorler olsun. Bu durumda

(1) xxyxz=yxzxx=zXxXy,
(2) XX yXzZ=—XXZXY=—PXXXZ=—ZX VXX,

(3) w-(xxyxz)= Det(w,x,y,z)

dir [7].



Simdi [8]’de verilen Lorentziyen vektorel carpimini ve 6zelliklerini R14 i¢in verelim.
1.10. Tamim

x,y,z€ R’ de herhangi vektdrler ve 1<, j <4 igin isaret matrisi & = [6,¢,] olsun.

Bu durumda

XAYAzZ=&(XXyxZ)

ifadesine x, y,z vektorlerinin Lorentziyen vektorel ¢arpimi denir.
1.5. Teorem

x,y,z,we R, de herhangi vektorler olsun. O zaman

(1) xAynz=gzxegyxex,
2) XAYAZ=YAZAX=ZAXAY,
(B) XAYAZ=—XAZAY=—YAXAZ=—ZAYAX,

4) <w,x AYA z> = Det(w,x, ,z).
1.2. Sonug

X, Y,z € R14 de herhangi vektorler ve {el,ez,e3,e4} , R14 lin standard bazi olsun. Bu

durumda

-e e, e e
X, X, X X,
Yo Voo Vs W
2 0z z3 oz

X/\y/\z=<(—e1,ez,e3,e4),x/\y/\z>=



dir.
1.6. Teorem

Eger x,,X,,x, € R' ise x, Ax, Ax, vektdrii 1<i<3 igin x, vektorlerine Lorentz

ortogonaldir. Yani

<xi,xl AX, /\x3>:O

dir.

1.11. Tanim

C" sinifindan diferensiyellenebilir manifoldlar M ve N olsun. Bu durumda M’den

N’ye r. mertebeden kismi tiirevleri mevcut ve siirekli olan doniisiimlerin uzay1

C’ (M ,N ) ile birlikte verilen topolojik yapiya C” -Whitney (gli¢lii) topoloji denir.

Eger M ve N manifoldlar1 C” sinifindan iseler C* (M , N ) uzay1 ile birlikte verilen

topolojik yapiya da C* -Whitney topolojisi denir [9].



2. PSEUDOKURELER ICIN GENELLESTIRILMIiS STEREOGRAFIK
iZzpUsim

S'(r)= {x eR"™ | <x, x> =7’ } climlesine v -indeksli ve r-yarigapli n-boyutlu

pseudokiire ve H'(r)= {x eR! | (x,x)= —rz} climlesine de v -indeksli ve

r-yarigapli n-boyutlu pseudohiperbolik uzay denir.

Burada 6zel olarak v =1 i¢in S/'(r) pseudokiiresel uzayina de-Sitter n-uzay: denir.

Simdi asagida sekli verilen S](r) pseudokiiresinden yararlanarak bir déniisiim

tanimlayalim.

A
2
X Rl
y L
p
_,-"""*'wu an .u---:gr'
"_Ju' U{,\'}=I "’: ---------------------------- » -hl..-..:.-....------";li\‘0“.!"‘;"

Sekil 2.1. r-yarigapl pseudokiire (Sf (r))

r=(0,..,0,r) € S"(r) noktasi igin /_\z{xeSf(r)lan:r}, xeS"(r)\A ve

n+l

¥ =o(x)e{X e R"|X,,, =0} olarak alalim. O halde



OX =0p+ PX, PX = Apx

esitliginde x ,, # 7 i¢in A = bulunur. Boylece
r= xn+1
— rx; .
.= L 1<i<n
4 _xn+1
elde edilir.

2

<)_c,)?>—r—<z,z>, (xl,...,xn)=zeR:

- 2
(V - 'xn+1)
ve x e S"(r) igin (x,x)=r" ise
(z,z)=r"-x,,’

olmasindan

elde edilir. O halde H,(r)={xe R} | (x,x)=—r"} olmak iizere

10

(2.1)

(2.2)

(2.3)
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c:S"(N\A—->R'\H"|(r), o(x) = E

n+l

doniisiimii elde edilir. Doniisiimiin tersi de Es. 2.2 ve Es. 2.3’den

- n n— n n -1 ,/—= r — JE J—
o RINH!' (1) > S'(MN\A, o' (X) :m(2rxl,...,2rxn,<x,x>—r2)

seklinde bulunur [4].

2.1. Teorem

o , birebir ve orten dontisimdiir [4].
fspat

x,y€S"(r)\ A olmak iizere o(x)=c(y) olsun. O zaman

-

F=X, (xn ’xn) - r n+l (y”m,yn)

ve

X, :myi, (1<i<n) (2.4)
e

n+l

olur. x e S”(r)\ A igin,

|4 n
_ 2 2 22
(x,x)——z X, + E X +x,, =r
i=1

i=v+1
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ifadesine Es. 2.4’°1lin uygulanmasi ile

F—xmz[_zyinr zyizj:”+xn+1 (2.5)
1

(l" —Vou ) i= i=v+1

elde edilir. Diger taraftan y € S/ (r)\ A igin < v, y> =r* olmasindan

—ZV: v+ Z yi=rt=y. (2.6)
i=1

i=v+l

yazilabilir. O zaman Es. 2.5 ve Es. 2.6’dan x,, =y, bulunur. Es. 2.4’den

x,=y,,1<i<n+1 elde edilir. Bu ise o 'nin birebir olmas: demektir.

VX eR'\H!(r) i¢in o(x)=X olacak sekilde Ix=0c"'(X)eS"(r)\A mevcut

oldugundan o doniisiimii 6rtendir.
2.2. Teorem

o, konform dontistimdiir [4].
jspat

XeR'\H!|(r) i¢in

o'(X)=—

_r
P’ +(x,%)

(27,.....27%, . (X.5) =17

oldugunu biliyoruz.
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Simdi R ’nin standart baz1 {e,,....e,} ve ¢ =<el,,ei> LY EX;] =<x,x> , 1<k, l1<n

olmak tizere

RN G e N @

2

X |(exxr )/ (r+(x.5)) , k1

-1 = .3
00,, __ 4&xr

n+l

& (P+(Ex))

(2.8)

kismi tiirevleri bulunur.

V., T.R'’nin bir tanjant vektorii olsun. Bu durumda R’"’in standart bazi
{e.,....e,.,} i¢in yar1-Oklidiyen uzayda (a‘l)* =0, olmak iizere

n+l

o TR >T , R, o' (V.)=YgV.[o, e (2.9)
/=1

'@ v

n -1
tiirev déniigiimiinii verelim. Burada V_[o,™]= ngVk()_c) 9o, oldugundan Es. 2.7
k=1 X
ve Es. 2.8’den
—4r2x[( " kak(—)j o
V.o, 1= el + 2: ZUACI R PyP (2.10)

2.11)
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elde edilir. Es. 2.10 ve Es. 2.11 esitlikleri Es.2.9’a uygulandiktan sonra 1</ <n+1

icin &, = £, alinmasi halinde

(S frer (7 )
(@ +(x.%))

ifadelerini yazabiliriz. Boylece
n+l

o (V)= g Az, (2.12)
/=1

elde edilir. Eger benzer islemler W._ € T_R) i¢in uygulanirsa;

—4? [Z )?ka(f)j)@ +2r7 (r? +(X.X))EW,
(7 +(x.%))
477 [Z )?ka()?)j
(@ +(®T7))

B =

4

,1</0<n

B . =

n+l

ifadeleri ile birlikte

n+l
o' (W.)=>Y 2 Bge, (2.13)

X
(=1

bulunur. Bu durumda Es. 2.12 ve Es. 2.13 kullanilarak
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(0.7 (V:).0.7 (W2)) =4—”4<IA w,) (2.14)
> R‘//H»l _ x> X [R!

Es. 2.14’de o 'nin konform déniisiim oldugunu gosterir.

2.1. Sonug

o, v =0 alinmasi halinde S”(r) ’nin stereografik izdiigiimiine doniisiir [4].
Ispat

v=0 i¢in S;(r)=S"(r), A={(0,..,0,r)} ve H"'(r)=@ olmasi sebebiyle

o:8"(M\{(0,...,0,r)} > R = E" doniisiimii

o(x)= (xl,...,xn)

r—= xn+1

ve doniisiimiin tersi de

12 2
7 )

r

1 ,— — —

O (X) :ﬁ(erl,...,ern,
4]

olarak bulunur.

2.1. Tanim

c:S"(H\A—->R'\H"|(r), o(x) =

(x,,....x,) doniisimiine, 0<v<n igin

n+l

S (r) 'nin genellestirilmis stereografik izdiigiimii denir [4].
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2.2. Sonug
v =n olmast halinde o : S (r)\{(0,...,0,r)} > R/ \S""' () doniisiimii bulunur [4].

Ispat

n

v=n olmak iizere yeH'/(r)= {y €R’ | <y,y> = —rz} olsun. <y,y> = —Z y’

i=1

oldugundan )_y’ =7’ elde edilir. Bu esitlikten /' (r)=S;"'(r) bulunur. Béylece

n-1
i=1

o : 8/ (M\{(0,...,0,r)} - RI\S"(r)
doniistimii elde edilir.

2.3. Sonug

xeS"(r)\A olmak iizere

(i) x,, >r < o(x)e{¥ e R |(X.X) <"

(ii)x,, <r < o(x)e{¥ e R |(%,%)>-r"}.
jspat
xeS"(r\A igin

(@) x,,, > r olsun. Es. 2.2°den




oldugundan
(x,x)<—r"
elde edilir.

Tersine <0'(x), O'(x)> < —r? olsun. Bu durumda Es. 2.2°den

3 2 3
r+rox 2r
)=—l e

n+l

(x,x <0

r—Xx r—Xx

n+l

ve r >0 olmasindan x, , >r elde edilir.

(ii) Benzer olarak x , <r  ise <a(x), 0(x)> >—r*  bulunur.

n+l

r (<0'(x), 0'(x)> —r? )
(o(x),0(x)) +r°

< r olarak bulunur.

<0'(x),0(x)> >—r’ ise x, =

2.4. Sonug

17

Tersine

v=n i¢in xeS:(r)\{(O,...,O,r)} ve B={xeR"| ||x||Rn<r} R"’de agik yuvar

olsun. O zaman

@) x,,,>reo(x)eR"\B

@@)x,, <r<o(x)eB.

fspat

Sonug 2.2°den 8" (r) = {f eR":

n

—=? _ -2 _ .2 <

|x||Rn = E X =r } olacagindan
i=1
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c:S) (r)\{(O,...,O, r)} — R'\S"(r)

doniisiimii bulunur. Bu durumda

(i) x,,,>r olsun. o(x)=% € R'\S""(r) olmak iizere

n
(F7) =2
XX ) g = X,

i=1

I
=

ve Sonug 2.3 (i)’den —ifiz<—r2 olur. O halde ||)_c||iz 2> ve r>0
i=l1 i=1

oldugundan ||)?||R > r bulunur. Buradan o(x)=x € R"/B.

Tersine o(x) =X € R"/ B olsun.
P A 3 e T
i=1 i=1
oldugundan <)?, )?> o < —r? dir. O halde v = n igin Sonug 2.3 (i)’den x,,, >r.

(ii) x,, <r olsun. o(x)=XeR/\S""(r) ise (X,X), =—» % ve Sonug 2.3 (ii)
" i=1

n
- =2 2
geregince —E X >-r.
i=1

Bu durumda

n
[ = 2% < =&, <r
R" i R"

i=1
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oldugundan x = o(x) € B olur. Tersi de benzer sekilde gosterilir.
2.5. Sonug
x e S (r) olmak lizere;
x,,, =—r<>o(x), R" \H"(r) ciimlesinin bir null noktasidir [4].
fspat

Eger xe S/ (r)\A ise

<x,x>:r2 :—ixinr i x’=0
i=1

i=v+1
olup z=(x,,....,x,) € R i¢in

(z,2)=0 (2.15)
olup x ,, =-r i¢in o(x) =§ ve Es. 2.15’den

(o(x),0(x))=0

bulunur.

Tersine Es. 2.2°den x,,, = ve <)?,)?> =0 oldugundan x,, =-r olarak

bulunur.
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3. PSEUDOKURELER iCIN GENELLESTIRILMIS INVERSIYON

o, genellestirilmis  stereografik  izdisim, ®, Q={xeR"|x, =0}
hiperdiizlemine gére R'"'’in yari-Oklidiyen yansimasi ve A, R/’nin orijindeki
null-konisi olsun. Bu durumda asagidaki teorem, S!”'(r)’in inversiyonunu

tanimlamamiza imkan verir.
3.1. Teorem

Y doniisimi 0<v <n-1 igin

2
r

(%,

=|

Y=go®oo  :R'\(H(r)UA) > R'\(H (1) UA), ¥(¥) =

=|

)

seklinde tanimlansin. Bu durumda S”'(r), ¥ déniisiimii altinda degismezdir [4].
Ispat

X eS"(r) ise <)?, )?> =7’ ve ¥ nin tanimindan ¥ (X) =X dir. O zaman
(Y(),¥(x)=(x,x)="r’

oldugu goriiliir.

3.1. Tanim

W déniisiimiine, S"~'(r) pseudokiiresine gére genellestirilmis inversiyon denir [4].
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3.1. Sonug

v=0 ise ¥ doniisiimii £” Oklidiyen uzayinda S"'(r) kiiresine gore inversiyon ile

cakigir [4].

Ispat

n
. . - — — —_2 .
v =0 i¢in <x,x>Rn = E xi2 =||x||R,, olup ¥ ’nin tanimindan
0
i=1

2—

r X
2
R}Y

[~

(%) = 3.1)

esitligi elde edilir. Es. 3.1 istenen inversiyon doniisiimiidiir.
3.2. Sonug

R'\(H!7(r)UA) ciimlesinin spacelike ve timelike noktalar1 ¥ déniisiimii altinda

degismezdir [4].
jspat
X e R \(H!"(r)UA) olmak iizere;

4
r

x spacelike ise <‘P()?),‘P()?)> =ﬁ >0 oldugundan Y¥(x) spacelike,
X, X

4
%

x timelike ise (¥(¥), ¥(X)) =-—— <0 oldugundan ¥(%) timelike

(¥.%)

olur. O halde R"\(H!/(r)UA) ciimlesinin spacelike ve timelike noktalar1 ¥

dontistimii altinda degismez.
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3.2. Teorem

¥, S (r) ’in genellestirilmis inversiyonu olsun. Bu takdirde ¥ =¥~ dir [4].

fspat

XeR'\(H"/(r)UA) olsun.

) X
Y2 (X) =¥ (Y(E)) = ‘P( <f2’f >J @f’ %) (3.2)

O halde Es. 3.2°den

P'xX)=x =Y =1

olmasindan istenen elde edilmis olur.
3.3. Sonug

M, ={xeR!|(x.%)<-r"},M,={x eR]| -’ <(%,¥)<0]
N, ={xeR!| -~ <(x.3)}, N, ={x e R/ | (x.X) <7}

ciimlelerine gore i =1,2 i¢in ¥ |,, : M, — N, doniigimii ortendir [4].

fspat

VyeN, igin V|, (X)=y olacak sekilde Ix €M, var oldugunu géstermemiz

gerekir.



i=11i¢in y € N, olsun. Bu durumda

= <(7.5)= (¥, P, (@)= <; Sl N J;;—x_> >0

elde edilir.

L durum, r* +*(X,X)>0 ve (X,X)>0 igin
rP(x,x)>—r' = (x,x)>-r =(x,x)>0
olur.

I durum, r* +7*(X,X) <0 ve (X,X) <0 igin
r(xx)<—r' = (x,x)<-r
olur.

O halde II. durumdan 3x € M, olup ¥ |, ~drtendir.

i =2 i¢in y € N, olsun. Bu durumda

4 4 2
r

(F3) <" = (¥l DF b, O) =g <’ >y

elde edilir.

L durum, r* +*(X,X) >0 ve (X,X) <0 igin

23
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r(x,x)>—r' = (x,x)>—r’ve (x,x)<0= -’ <(X,X) <0
olur.
1. durum, r* +7*(X,X) <0 ve (X,X)>0 olmasi halinde eliski olur.
O halde I. durumdan 3x € M, olup ¥ |, ~ortendir.

3.4. Sonug

!

M/ ={xeR!| 0<(x.X)<r*|, M, ={x eR]| r’ <(%.%)}

N/ ={¥eR!| ¥ <(x.X)|, N, ={¥eR]| (X.X)<r’}
climlelerine gore i =1,2 i¢in W \M,:M l.' - Ni' dontistimii ortendir [4].

fspat

V)—/eNi' icin ‘P|M‘, (x)=y olacak sekilde EfEMi’ var oldugunu gostermemiz

gerekir.

i=1igin ye N, olsun.

4 4 2
T3> = (W] @], @) =m0 g
i i (%.%) (%.%)

elde edilir.

I. durum, »* —r* <)_c, )?> >0 ve <)?,)_c> >0 icin



rP(xx)<rf =(x,x)<r’ ve (x,x)>0=0<(x,X)<r’
olur.

I durum, r* —*(%,X) <0 ve (X,X) <0 olmasi halinde eliski olur.

O halde I. durumdan 3x € M, olup ¥ |, Ortendir.

i=2igin ye N, olsun.

4 4 02— =
)< = (¥, @2, @) e - L

&)
elde edilir.
I durum, r* —7*(X%,X) >0 ve (X,X) <0 igin
r(xx)<rt =(x,x)<r’ ve (x,X)< 0= (X,X)<0
olur.
1. durum, r* —*(%,X) <0 ve (X,X)>0 igin
P EX)>rt = (xx) >

olur.

O halde II. durumdan 3x € M," olup ¥ |M, ortendir

25
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4. PSEUDOHIPERBOLIK UZAY iCIN GENELLESTIRILMIS
STEREOGRAFIK iZDUSUM

Bu bolimde [4]’de anti-izometri kullanilarak  bulanabilecegi  sdylenen
pseudohiperbolik uzaylar i¢in stereografik izdiisiim, bu anti-izometriye ihtiyag
duyulmadan elde edilecektir. Ayrica Boliim 2°de verilen teorem ve sonuglar,
pseudohiperbolik uzayin genellestirilmis stereografik izdiisiimii igin ifade ve ispat

edilecektir.

eme— " o “———
e s
- ——

/ P

- '-—-—-,L___g/

Sekil 4.1. r-yarigapli pseudohiperbolik (H . (r))
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p=(-r0,..,0)eH] (r), A= {x =X, x, )EH ()| x, = —r} hiperdiizlemi ve

xeH' (M)\A igin ¥ =r(x) e {¥ € RI"'|% =0} olsun. Sekil 4.1 yardimiyla

OX =0p+ JpX, PX = jupx

esitligi yazilabilir. Bu durumda x, # —r i¢in p = olup,
r+x,
— r .
X, = xX;, 2<j<n+l (4.1)
r+x
elde edilir.

2
<)?, )?> = (:—)2<u,u>, (XX, )=UER],
r+x

ve xe H (r) igin <x, x> =—r" ise <u,u> =x,” —7r" esitliginden

r<)?,x +7r
X, = (4.2)
r*—(x,X)
bulunur. Es. 4.1 ve Es. 4.2°den (X,X) # * olmak iizere
2
X =% 2<j<n+] 4.3)

bulunur. Burada S (r) = {xe R/, |(x,x)=r"} oldugundan
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T H ()D\A = R \S"H(r), 7(x) =—— (X0 X, )
r+

200 it
X

doniistimiinii elde ederiz.

Bu doniisiimiin tersinin de Es. 4.2 ve Es. 4.3°den

- n n— n = -1 /= r —_ = [ —
RIS () > HL (DA, T (X) =m((r2 +<x,x>),2rx2,...,2rxn+])

oldugunu goriiriiz.

4.1. Teorem

7 doniisiimii birebir ve ortendir.
jspat

X,V €E H:%(r)\/:\ icin 7(x) =7(y) olsun. Bu durumda

7 r
—(x2,...,xn+1) =—(y29"'9yn+1)
r+x r+y
A\~
x, =Ny @< j<n+) (4.4)
I/'+y1

olur. xe H) ,(r)\ A oldugundan
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esitligine Es.4.4’lin uygulanmasi ile

(r+x,)’ (—Z L4 Z]: yl_zj g (4.5)

(r +» )2 i=2 i=v+l

elde edilir. Diger taraftan, ye H ,(r)\ A i¢in < v, y> = —r” oldugundan

n+l

Sy S prayior (4.6)
i=2

i=v+l

yazilabilir. O zaman Es. 4.5 ve Es. 4.6’dan x, = y, bulunur. Son olarak Es. 4.4’den

x;=y,;,2< j<n+lelde edilir. Boylece 7 doniigtimii birebirdir.

Ikinci olarak;

VX e R! |\ S (r) i¢in 7(x) =X olacak sekilde

mevcut oldugundan 7 doniisiimii 6rtendir.

4.2. Teorem

7, konform doniistimdiir.
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fspat

Herhangi X € R” |\ 8"/ (r) igin

oldugu gosterildi.

Simdi R, ’nin standart bazi {e,,...e,,}, 8.].:<e e>, (x,x)=) ¢X olmak

>Cni1 R

tizere 2<k,/<n+1 i¢cin

or,' __ 4gxr @7

& (r-(x.x)

e[ () semir) (- k= N
o (48k)_ck>@r2)/(r2 —<)_c, )?>)2 Ck#l

kismi tiirevleri bulunur.

R'*"’in standart baz1 {,...,¢,,,} ve V., T.R/_ ’nin bir tanjant vektdrii olsun. Bu

2+l

durumda yar1-Oklidiyen uzayda (2:1 ) =17, igin

n+l

o LR, ST, R, w7 (V)= gV [T, (4.9)
/=1

@)Y

tiirev doniisiimiinii ele alalim.
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,1<0<n+1

n+l a,[ -1
4
X

Ve, 1= eV (x
x[ ¢ ] k; k k( ) a_k
olmak tizere Es. 4.7 ve Es. 4.8°den

_ 4r° o
Ve 1= ————= 2 %) (4.10)
k=2

4.11)

elde edilir. Es. 4.10 ve Es. 4.11 esitlikleri Es.4.9’a uygulandiktan sonra 1</ <n+1

icin &, = €, alinmasi halinde kolay gosterim agisindan

4r° (2 XV, (f)j
L (P -(xF)

4r°%, (z )?ka()?)jJr 27 (7 = (%, %)) 2,V,(X)
R

k=2

. (- (x.3)

,25/0<n+l1

esitliklerinin yazilmasiyla

n+l

e (V) =D &Rz (4.12)
(=1

elde edilir. Benzer sekilde W_ e T_R] | i¢in
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4r° (i x W, ()_c)j
(@ ~(z.3))

n+l

477, (z X, (f)} +2r7 (r? = (%,X)) EW,(X)
S —

Sl

0= e 5 ,250<n+l1
, S
(r —<x,x>)
esitliklerinin yardimiyla
n+l
W)= 5% (4.13)
/=1

seklinde ifade edilir. Bu durumda Es. 4.12 ve Es. 4.13’den

<T*_1(Vf)’f*_l(VVf)>RS+1 :—<VE’VV}>RSI (4.14)

elde edilir.
4.1. Tanim
1<v<n+1 igin

-1 r

T H' (M\A > R \S" (), t(x) =

(XX, )
299 M p4l
r+x, !

dontisiimiine, pseudohiperbolik uzayda H () ’nin genellestirilmis stereografik

izdiistimii denir.
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4.1. Sonug
v=1i¢in 7:H"(r)\ A E" \§"(r) dosiimii elde edilir.

fspat

H!(r)y=H"(r)= {z eR™|(z,z)= —rz} ve R/=E" olsun. Bu durumda

S ) =8""() ={Z =(2y,2,,) € R" | (Z.Z) =1} Kilresi ile birlikte v=1 &zel
halinde

T H"()\A — E"\NS"™ ()
bulunur.

4.2. Sonug

v=n+1 igin 7:8"(r)\{(-,0,...,0)} &> R'\ S/(r) haline doniisir.

fspat

H'(r)= {z eR | (z,2)= —rz} olsun. zeR!] i¢in (z,z)= —i z” oldugundan

i=1
n+l

Zziz =7’ ve ze S"(r) olur. Yani H"(r)=S"(r).

i=1

Boylece v =n+1 igin 7:8"(r)\ {(-7,0,...,0)} > R\ S!(r) doniisiimii elde edilir.
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4.2. Tanim

r  stereografik izdiisiimiinin H'(r) = {z eR" |(z,z)=—1", 2,2 r} climlesine

kisitlanmisi olan
7, tH'(M\A— R'\S"(r)
doniisiimiine hiperbolik n-uzayin stereografik izdiigiimii denir.

H (r) hiperbolik uzay iizerine kisitlanmis olan 7,, stereografik izdiisiimii [10]’daki

stereografik izdiisiim ile ortiismektedir.

4.3. Sonug

xeH] (r)\ A olmak iizere

(i) x,>-rer(x)e{xeRr, | (¥.5)<r|

@) x, <-reor(x)e {)? eR’ | <)_c,)7> > rz}.
fspat
xeH" (H)\A icin

— =\ 3 3
r<2x,x<—z+_r> > —r oldugundan _r >0 dir.
ro—(x,x

(i) x, >—r olsun. Es. 4.2°den x, = 2
r*—(x,x)
Buradan » >0 olmasindan dolay1 <)? , )_c> < 72 bulunur.
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2 p—
Tersine <)?, )T><r2 olsun. Bu durumda Es. 2.2°den <f,)_c>:r((x+’)ﬂ) yazilabilir.
X +r

(3 -r)

r
Dolayisiyla <7’ esitsizliginden
(x,+7)

—2r
X +r

<0 (4.15)

elde edilir. Son olarak » >0 olmasi ile Es. 4.15’den x, > —r elde edilir.
(if) Benzer olarak x, <—r ise (X,X) >’ ve tersine (X,X) >r’ iken x, <—7 bulunur.
4.4. Sonug

xeH  (r) olmak lizere

x, =r <1(x), R',\ S (r) ciimlesinin bir null noktasidir.

fspat

v n+l
= n : 2 2 _ _ n sl
Eger xe H] (r) ve x,=r ise =) x>+ > x> =0 olup u =(x,,...,x,, ) € Rl igin

i=2 i=v+l1
(u,uy=0 (4.16)

bulunur. x, =7 i¢in 7(x) =% ve Es. 4.16’den

(7(x),7(x))=0 4.17)



O halde Es. 4.17°den z(x), R",\S"(r) in bir null noktasidir.

Tersine Es. 4.2°den x, =

r <r(x), z'(x)> +7°

r— <r(x), r(x)>

ve <z'(x),r(x)> =0 oldugundan x, =r.

36
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5. PSEUDOHIPERBOLIK UZAY ICIN GENELLESTIRILMIiS INVERSIYON

7, pseudohiperbolik uzayin genellestirilmis stereografik izdiisimii olsun. Bu
durumda @, Q={xeR"'|x, =0} hiperdiizlemine gére R""’in yari-Oklidiyen
yansimast olmak {izere; /~\={E=()?2,...,)?,1+1)6R;771|<3?,)?>=O} ciimlesi R, ’nin
orijindeki null-konisi olsun. O halde asagidaki teorem H')(r) igin inversiyon

tanimlama imkani1 verir.
5.1. Teorem

2<v<n+1 igin

W=rodor 1R \(SI(MUA) >RSI (M UA)
2
—-r

(%0 X)) :ﬁ(fpm,fw)

=l

seklinde taniml1 doniisiim altinda H)(r) degismez.

fspat

VX =(X,,..,X,,,) € H!(r) igin <)?, )7> =—r? olup ¥ ’nin tanimindan
P(Xyyeees X, 1) = (Xyen X, )

oldugu gériiliir. Bu takdirde (¥(x), (X)) = (¥.¥) =" olur.
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5.1. Tanim

¥ déniisiimiine, H'")(r) pseudohiperbolik uzayina gére genellestirilmis inversiyon

denir.

5.1. Sonug

(S () UA) climlesinin spacelike ve timelike noktalari ¥ donisimil altinda

degismezdir.
fspat
¥ e R, \(S/1(r)UA) olmak iizere

4

X spacelike ise <)?,)?>>0 icin <‘T’()?),‘T’()T)>: >0 oldugundan P(x)

spacelikedir.

4

(E%)

¥ timelike ise (¥.X)<0 igin (F(X),¥(¥))= <0 oldugundan P (¥)
timelikedir.

5.2. Teorem

¥, H'(r) icin genellestirilmis inversiyon olsun. Bu takdirde ¥ =¥ dir.
fspat

¥ = (%, X,.0) € RIS/ () UA) igin
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olur.

5.2. Sonug

U ={xeR,|(x.X)<—"},U,={xeR| -r’ <(%.%)<0}
Vi={xeR. |- <(X.X)}.V,={T R | (%.%) <~

ciimlelerine gore i =1,2 igin ¥ ly,:U; =V, dontistimi ortendir.
fspat

1

VY =(Yy5sV,.1) €V, igin \TI|U‘. (x)=y olacak sekilde Ix =(x,,...,x,,,) €U, var

oldugunu gostermemiz gerekir.

i=11¢in y €V, olmak tizere

- <(7.7)= (¥, @.F, @)= <; 5 +<)_C—_>

elde edilir.



L durum, r* +*(X,X)>0 ve (X,X)>0 igin
r(x,x)>—r' =(x,x) > = (x,X)>0
olur.

1. durum, r* +*(X,X) <0 ve (X,X) <0 igin
r(xX)<—r'=(x,x) <
olur.

O halde II. durumdan 3x € U, olup ¥ |y, Ortendir.

i=2i¢in y €V, olmak tizere

7.7y <= = (¥, ®,7, (f)>=ﬁ<—r :—2

elde edilir.

L durum, »* +r*(X,X)>0 ve (¥,X) <0 igin

P (x,x)>—r' = (x,x)>—r’ve (x,x)<0= -’ <(X,X) <0
olur

II. durum, »* +7* <)?,f> <0 ve <)?, )?> > (0 olmasi1 halinde ¢eliski olur.

40
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O halde I. durumdan 3x € U, olup ¥ |y, Ortendir.

5.3. Sonug

U1 {xeRV |O<<xx <r2} U2 {)?eRf7| r2<<)?,f>}
Vl':{xeRv | r <<x x>},V2 ={XERV ] <x x><r}

ciimlelerine gére i =1,2 igin ¥ U | =V déniisiimii 6rtendir.
fspat

VY =(Psres Ty ) €V, igin ¥ (X)=¥ olacak sekilde 3% =(%,,...,X,,) €U, var

oldugunu gostermemiz gerekir.
i=11igin y eV’ olmak iizere

4 2 )= =
4 r r<x,x

<yy>>r :< \ (x)‘P\ (x)>:<;’—x_>>r2:>_<—

elde edilir.
L durum, r* —*(X%,X) >0 ve (X,X)>0 igin
rP(xx)<rt =(x,x)<r’ ve (x,%)>0=0<(x,X)<r’

olur.

1. durum, r* —r*(X,X) <0 ve (X,X) <0 olmasi halinde geliski olur.



O halde I. durumdan 3x €U, olup ¥ |U, ortendir.

i=2 i¢in y eV, olmak iizere

(7.5)<r* = <\Tf s (D.F (;7)> - <;—x_> <= #

elde edilir.

I durum, r* - 7*(X%,X) >0 ve (X,X) <0 igin
r(xx)<rt =(x,x)<r’ ve (x,3)< 0= (X,X)<0
olur.

I durum, r* —*(%,X) <0 ve (X,X)>0 igin
rP(xx)y>rt=(x,x)>r

olur.

O halde II. durumdan 3x € U, olup ¥ |U, ortendir.

42
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6. STEREOGRAFIK iZDUSUMUN BAZI UYGULAMALARI

Bu bélimde hiperbolik 3-uzaydaki (H)(1)) bazi yiizey cesitleri ve bunlarin

stereografik izdiisiimleri incelendi. Simdi /H(1)’in Lorentziyen modelini ele alip

bazi temel tanim ve teoremleri verelim.

6.1. Tanim

¢ bir reel say1 olmak iizere R'’de @ pseudo-normalli bir hiperdiizlem
HP(w,c) = {x eRr; |<x, a)> = c}

ile gosterilsin. Eger

@ spacelike ise HP(w,c) timelike hiperdiizlem,
o timelike ise HP(w,c) spacelike hiperdiizlem,

o lightlike ise HP(w,c) lightlike hiperdiizlem
denir [11].
6.2. Tanim

R'’iin standart bazi {ee.e,,e,} ve xi:(xg,xf,x;,xg) olmak {izere herhangi

X,,X,, %, € R igin x, Ax, Ax, vektdriine x, (i =1,2,3) vektdrlerine pseudo-ortogonal

vektor denir ve

€ € & &
Xo X X X
Xo X Xy X

Xo X Xy Xy
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determinanti ile ifade edilir [11].

6.3. Tanim

R'’de verilen H(w,c) hiperdiizlemiyle H (1)’in arakesiti ile belirlenen

[(w,c)=H’ (1) H(w,c) yiizeyine;

H(w,c) spacelike hiperdiizlem ise kiire,
H(w,c) timelike hiperdiizlem ise hiperkiire,

H(w,c) lightlike hiperdiizlem ise horokiire
denir [11].

Ozel olarak T'(@,c) horokiire ise HS*(w,c)=H’(1)N H(w,c) seklinde gdsterilir.

y:I—>H (1) s yay parametreli regiiler birim hizli bir egri olsun. O zaman
t(s)=y'(s) teget vektoriine sahiptir. <t’(s),t'(s)>;t—1 olmast  halinde

1'(s)—r(s)

SR P

birim vektoriine sahiptir. Bununla birlikte

e(s)=y(s)At(s) An(s) vektdriinii tammlayalim. O zaman R ’{in y boyunca bir
{ 7(s),t(s),n(s),e(s)} pseudo ortonormal bazi ele alinabilir. O halde <t'(s),t'(s)> #—1

sart1 ile asagidaki Serret-Frenet tipindeki formulleri yazabiliriz.

det (7(s),7'(s),7"(s), 7" (s))
(Kh (S))2

K, () =] ()~ 7 (s)

, T, (8) =

olmak tlizere
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7'(s)=t(s)

1'(s) =i, (s)n(s) + 7 (s)

n'(s) = -k, (s)t(s)+7,(s)e(s)
¢(s) = -, (s)ns)

seklinde bulunur [11].
6.4. Tanim

k,(s)=1 ve 7,(s) =0 olmasi halinde y ’ya bir horocycle denir [12].
6.1. Teorem

a,eH)(1) ve a,a,€S (1) igin <ai,aj>:5l.jgj,(goz—l,gl:gz:1) olsun. Bu

durumda y(0)=gq,, '(0)=q,, y"(0)=a, +a, baslangig sartlar1 ile verilen horocycle

2

7(s)=a, +sa, +%(a0 +a, ) seklinde tek tiirlii ifade edilir [12].

6.1. Ornek

U < R? nin agik bir altciimlesi igin
x:U = H(1), x(u,v) = (N2 coshu,sinv,+/2 sinhu,cos v)

regiiler bir yiizey olmak {lizere M =x(U) olsun. Bu durumda
E:U—S’, E(u,u,)=e(u,,u,) x’in de-Sitter Gauss doniisiimii olmak {izere

x(u,v)Ax, (u,v)Ax,(u,v)
||x(u, v)Ax, (u,v)Ax, (u, v)”

e(u,v)= seklinde tanimlansin. v =v, sabit degeri i¢in

x,(u,v)

x,(u,v)

a, =x(0,v,), a, = , a, =e(0,v,)
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sec¢imleriyle <ai,aj> =9,¢,,(¢,=-1,¢ =¢,=1) olur. O halde Sekil 6.1, Teorem 6.1

2
geregince v :g sabit de@eri igin tek tiirli olan y(s)=a,+sq +S?(a0 +a,)

horocycle’ in 7, stereografik izdiistimii altindaki goriintiisiidiir.

SHAS

Sekil 6.1. Horocycle‘in stereografik izdiisiimii altindaki goriintiileri

6.5. Tanim

y:I—>H () ve i=1,2 igin a,: I — S (1) diizgiin(diferensiyellenebilir) déniigiimler
ve (y(t),a,(1))=(a,(t),a,(t))=0 olsun.a,(1)=y(t) Aa,(t) Aa,(t) birim spacelike
vektorii ile R’iin bir pseudo-orthonormal bazi {y,a,,a,,a,} olsun. Bu durumda

0(t) =y(t)+a,(t) olmak lizere

2

A
Fzy’a"az) P RxI—> Hi(l)’ Ey,al,az)(s’t) = 7(t)+sa1 (t)+?£(t)

seklinde tanimlanan doniisiime horodairesel yiizey denir [12].
6.2. Ornek

7,a,,a, egrileri

71— H (1), y(t) = (/2 cosht,cost,~/2 sinh1,sin 1)
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2 1 2 1
a:1->S0),a()= \/:sinht,——sint, Z cosht,—cost
| T, a () =( 3 NE 3 )

V3

a,:1— S>(1), a,(t) = (—cosh,—/2 cost,—sinh 7,—/2 sin 7)

seklinde tanimlansin. Bu durumda Sekil 6.2

2

S
F RxI—H}(1), F,, , (s,0)=y()+sa(t) +?f(t)

(7.a1,a7)

dontisiimil ile belirlenen horodairesel yiizeyin 7, stereografik izdiisimii altindaki

goriintlistidir.

Sekil 6.2. Horodairesel yiizeyin stereografik izdiisiimii altindaki goriintiileri

6.6. Tanim

{7.a,,a,,a,} pseudo-orthonormal bazi yardimiyla tammlanan ¢ (1), 1<i<6

ifadelerine hiperbolik invaryant denir.

o) =(y'),a,))
o, (1) =(y'(1),a, (1))
o) =(y'(t),a,(1))

_<7(t)’ a{(t)> » G (t) = <a1’(t)a a, (t)>
_<7(t)9a£ (t)> > Cs (t) = <a1'(t)7 a, (t)>
_<7(t)9 a; (t)> ’ 06(1) = <a; (t)a a3 (t)>

—(a,(t),d5(1)),
—(a,(t),a5()),
—(a, (1), a;(1)).
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Bu invaryantlar ile horodairesel ylizeyler i¢in asagidaki diferensiyel esitlikler ifade
edilebilir.

Y'(1) =c(D)a,(t)+c,()a, (1) +c;(D)ay (2),
a/(1) =, (Dy (1) +c,(O)a, (1) + cs()ay (1),
a; (1) =,y () —c,(Da, (1) + ¢, (D)as (D),
a;(t) = c;(O)y (1) +cs(O)a, (1) — cg(H)a, (0).

Bu diferensiyel esitlikler matris formunda yazilirsa

yYOT [0 o o O] 70
a{(t) Cl(t) 0 64(1) Cs(t) a1(t)
&0 e - @ 0 @ | a0
a3' () G (®) —Cs (®) —Cq (t) 0 a, (®)

elde edilir. Burada

0 o @) @)
ol 0 e o
o (1) —¢, () 0 ¢ (1)

G (1) —Cs (1) —C6 (1) 0

€ s0(1,3)

katsayilar matrisi 6zel yari-Ortogonal grup SO(1,3)’liin Lie cebiri so(l,3)’in

elemanidir.

A(t,) € SO(1,3) baslangig sart altinda C: 1 — s0(1,3), C(t) = A'(t)A(t)"" ile tanimh
diizgiin egri olacak sekilde bir tek A4:7 — SO(1,3) egrisi mevcuttur. Bu C egrisi

{ y(),a,(t),a,(1), a3(t)} pseudoortonormal bazinin hiperbolik invaryantidir [12].

Bu durumda Whitney C* topolojisi ile birlikte so(1,3) ’de diizglin egrilerin uzayi

C*(1,s0(1,3)) [12].
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6.7. Tanim

I bir agik aralik olmak tlizere C” (I ,50(1,3)) uzayina horodairesel yiizeylerin uzayi

denir [12].
6.8. Tanim

50(1,3) ’in bir lineer altuzay1

hf(1,3)=1C=|“
C

eso(1,3)|c,=¢,—c, =0

olmak tizere Whitney C” topolojisi ile birlikte C” (I,ij(l,3)) ikilisine horo-flat

horodairesel yiizeylerin uzayt denir [12].

6.9. Tanim

7,(t) =0 olmak lizere y(¢) hiperbolik diizlem egrisi olsun. Bu durumda

a, =e ve a,(t)=*n(t) i¢in Fzy’e’in)(s,t) =y(t)+se +%(7(t) + n(t))

parametrizasyonu ile verilen ylizeye y hiperbolik diizlem egrisinin binormal

horodairesel yiizeyi ve

a,(t) =n(t) ve a, =Fe i¢in F . (s,0)=y(t)+sn(t)+ %(y(r) + e)
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parametrizasyonu ile verilen ylzeye de y hiperbolik diizlem egrisinin asli normal

horodairesel yiizeyi denir [12].
6.3. Ornek
y:1— H’(1) hiperbolik diizlem egrisi

7(t)=£\/§+%(f —%)rz,ﬁﬂ(— §+£)t2,t,%+%(%+\g)t2J ile verilsin.

2 2 \N7 2

Bu durumda Sekil 6.3

o[ (e [ ([

\F s 7
e=|— _a__aos—
77 20777 2

olduguna gore y hiperbolik diizlem egrisinin asli normal horodairesel yiizeyi

F, . (s,t) nin 7, altindaki goriintustdiir.

Sekil 6.3. Asli normal horodairesel yiizeyin stereografik izdiigiimii altindaki
gortintiileri
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Sekil 6.4 de ayni y hiperbolik diizlem egrisinin £, (s,?) ile belirlenen binormal

horodairesel yiizeyinin 7, altindaki goriintiistidiir.

Sekil 6.4. Binormal horodairesel ylizeyin stereografik izdiisiimii altindaki
gortintiileri
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11.
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EK-1 Matematica Programu ile Stereografik Izdiisiim Ornekleri

1.1. Ornek
7 :1 — H(1) hiperbolik uzay egrisi igin temel hesaplamalar ve tanimlamalar

J isaret matrisi,
J={{-1,0,0,0},{0,1,0,0},{0,0,1,0},{0,0,0,1} }
y egrisi,

Yols_1==,ls]
nls_1==nls]
7als_1==7,ls]
7ils_1==;ls]
YIs_1=rls) nlsl valsl vslsly

< y(s), }/(s)> skalar ¢carpimu,
J.y(5)-7(s)

|| }/'(S)” normu,

1
Abs[J .y [s]y [s])?
7(s),t(s),n(s),e(s) Serret-Frenet vektorlerinin tanimlanmasi,

hs_1=r'[s]



EK-1 (Devam) Matematica Programu ile Stereografik Izdiisiim Ornekleri

% "[s1= 7, [5]
Abs[(J.(y "[s1= 7[sD-(y "[s1- 7IsD]?
7, "[s1-7.[s]

Abs[(J.(y "[s1= 7IsD-(y "[s1- /s D]
7, "[s1= 7,[s]
Abs[(J.(y "[s1= 7IsD-(y "[s1- 7IsDT?
7 "[s1-7,[5]

Abs[(J.(y "[s1- 7[sD).(7 "[s]- 7[sD?
I’l[S_] = {no[s],nl [s],nz[s],n3[s]}

no[S] =

nls]=

n,[s]=

ny[s]=

e(s)=y(s)at(s) An(s) vektori i¢in,

M = {LLLE, {ols]nls) vals] rlsTh 7 o ls)  \[sL r L s v 5s 15
{nols],m[s],my[s]1,ms[s1} }

e,[s]=—-Minors[M][[4,4]]

e [s]=—Minors[M][[4,3]]

e,[s]= Minors[M ][[4,2]]

e;[s]=—Minors[M ][[4,1]]

els_]={els].els].e[s]. els]}

i, (s) "nin tanimlanmasi,

1

x,[s_1= Abs[(J.(y "[s]=y[sD-(» "s]= YIs D)

7,(s) ’nin tanimlanmasi,

_ Det[{yls],y '[s),y "Is), "[s1}]
(x,[s])’?

Tls_]=

55
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EK-1 (Devam) Matematica Programu ile Stereografik Izdiisiim Ornekleri

H(1) igin 7,, stereografik izdiisiimii,

#2 #3 #4
TH={ B 9 }&
1+#1 1+#1 1+ #1

1.2. Ornek

Bir y:1 — H(1), y(s) = (\/2 coshs,cos s,+/2 sinh s,sins) hiperbolik uzay egrisi ve

a1 —S1), a)=( %sinht —=sint, 2cosht ! cost)

NG N

a,: 1 — S>(1), a,(t) = (—cosht,—/2 cost,—sinh ¢, —/2 sin )

ve a, =y Aa, Aa, olmak iizere R i¢in {y,a,,a,,a,} bir pseudo-ortonormal bazdir.
Bu durumda y» horocycle egrisi tarafindan {retilen horodairesel ylizeyin

parametrizasyonu

F

(7.a,a7)

:RxI— H.(1)

NER 2 N

s\/gCOSht + \/ESinht + (_L;/E) s*Sinht, S(\f/ogst +S int—(_l;z@ s°S intj

2
F, a(850)= [\/ECOSht + S? -1+ \/E)Cosht + & Sinht,Cost — ClV2) \/7) s*Cost _sSint

olarak bulunur. O halde Im(F;, , , ) horodairesel yiizeyinin stereografik izdiisiimii



EK-1 (Devam) Matematica Programu ile Stereografik Izdiisiim Ornekleri

(6-3(=1++/2)s*)Cost — 24/3S int
6+3(2v2 + (=1 +~/2)s*)Cosht + 2s\/6Sinht”
253/6Cosht +3(2N2 + (=1+~/2)s*)Sinht
6+3(2+2 +(=1+~/2)s)Cosht + 25s/6Sinht’
253/3Cost +3(2 - (—1++/2)s*)Sint
6+3(2v2 + (=1+~/2)s?)Cosht + 25y/6Sinht

TH (Ey,al ,ay) (S7 t)) = (

olup sirastyla —1<s<1,-4<s<4,-15<5<15 araliklarinda 0 <7 <27 i¢in

(6-3(—=1+~/2)s*)Cost — 24/3S int
6+3(28/2 + (=1+~/2)s?)Cosht + 2s\/6Sinht”
2536Cosht +3(2N2 + (=1+~/2)s*)Sinht
6+3(23/2 + (=1+~/2)s?)Cosht + 2s\/6Sinht”
25/3Cost +3(2— (=1++/2)s%)S int }
6+3(28/2 + (~1+~/2)s?)Cosht + 2s\/6Sinht |
{s,—1,1},{¢,0,2 Pi}, Axes — None, Boxed — False]

ParametricPlot3D H

komutu ile ¢izimi yapilir.
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