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Bu tezin amaci, gerekli olan temel Onbilgileri verdikten sonra literatiirde yakin zamanda
bulunmus olan tamamlanmamis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari ve bu kuaterniyonlarin bir
genellestirmesiyle ilgili temel sonuglar1 ve ispatlar1 detayli olarak incelemektir.

Bu calisma toplamda bes boliimden olusmaktadir.

Bu tezin ilk béliimiinde, tezin amacindan ve igerigi i¢in gerekli olan literatiir 6zetinden

bahsedilmistir.

Ikinci boliimde ise temel tanimlar, kavramlar ve temel teoremler verilmistir.

Ugiincii boliimde, tamamlanmamis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlariyla ilgili temel 6zellikler

ve sonuglar sunulmustur.



OZET (devam ediyor)

Dordiincii boliimde, genellestirilmis tamamlanmamis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlariyla

ilgili literatiirde var olan sonuglar paylasilmis ve bazilarinin ispatlar1 detayli olarak verilmistir.
Besinci boliimde ise sonuglar ve dneriler sunulmustur.
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The aim of this thesis is to examine in detail the main results and proofs about the incomplete
Fibonacci and Lucas quaternions and a generalization of these quaternions that have been found
recently in the literature after giving the necessary background information.

This study consists of five chapters in total.

In the first part of this thesis, the aim of the thesis and the literature summary necessary for its
content are mentioned.

In the second part, basic definitions, concepts and basic theorems are given.

In the third chapter, the main properties and results about incomplete Fibonacci and Lucas

quaternions are presented.
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In the fourth chapter, the results available in the literature about generalized incomplete
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BOLUM 1

GIRIS

Fibonacci sayilari, tarihsel kayitlar incelendiginde her ne kadar Leonardo Fibonacci’nin
1202 yilinda yazmis oldugu Liber Abaci (Hesap Kitabi) adli kitapta bir problemin cevabi
olarak Bat1 Avrupa matematigine tanitilsa da esasinda MO 200’lerde Hint matematigin-
deki baz1 ¢alismalarda kullanilmigtir [24]. Bu sayilar elementer bir rekiirans bagintisina
sahip olmasina ragmen yiizyillardir hem amatér hem de profesyonel matematikgilerin
ugragist olmustur. Giintimiizde ise Fibonacci dizisi ve ¢esitli genellestirmeleri Matem-
atigin haricinde Finans, Bilgisayar, Fizik, Tip, Istatistik, Biyoloji, Mimarlk gibi bilim
alanlarmda da kullamilmaktadir [6, 17]. Diger taraftan Fibonacci sayilarim dogada da
gormek miimkiindiir. Ornegin, Fibonacci sayilarimin varligi bazi bitkilerin yaprak ve
meyvelerinde, baz1 hayvanlarin kabuklarinda gozlemlenmistir. Fibonacci dizisi, bu dizinin
cesitli genellegtirmeleri ve dogadaki varhg ilgili kapsamli bilgiler [16] nolu referansta ele

alinmigtar.

Kuaterniyonlar, Irlandali matematikgi Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) tarafin-
dan 16 Ekim 1843’te kesfedilmistir. Hamilton’nun amaci, standart karmasik sayilarin
diizlemle ilgili oldugu gibi, {i¢ boyutlu uzayla ilgili bir tiir hiper karmagik sayilar bula-
bilmekti. Esasinda Hamilton’dan ¢nce bile kuaterniyon ¢arpimina benzer bir 4 vektoriin
carpimi Leonhard Euler (1707-1783), Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ve Olinde Ro-
drigues (1795-1851) gibi 6nde gelen matematikgiler tarafindan zaten biliniyordu. L. Euler
1748’de dort kare vzdesligini bulmus ve Oklid uzayimdaki hareketleri tanimlamak icin "ku-
aterniyon" parametre gosterimlerini kullanmigtir. Bu bilgi Wilhelm Blaschke (1885-1962)
tarafindan 1957’de L. Euler’in Berlin’deki 250. dogum giinii sebebiyle yapmig oldugu
konusmada yeniden kegfedilmigtir. Diger taraftan, déonemin en iyi matematikcilerinden
C.F. Gauss, sonuglar1 anlamayacaklarimi diigiindiigii i¢in, elde ettigi verileri cagdaslariyla
paylagsmamistir. Dolayisiyla kuaterniyonlarla ilgili elde etmis sonuclari hayati boyunca

yayimlanmadan kalmigve ancak 1900’de kamuoyuna agiklanmigtir. O. Rodrigues, dort



parametre araciligiyla genel rotasyonlarin parametrizasyonunu tanimlamigtir. Daha sonra
kuaterniyon ¢arpiminin bir tahminini olugturan ¢zel bir ¢arpma teknigi kullanmigtir.

Yaklagik 10 yil boyunca karmasik sayilarin ii¢ boyutlu bir genisletmesini elde etmek icin
sayisiz deneme yanilmadan sonra, W.R. Hamilton kendini pes etmenin esiginde buldu.
Tiim bu siire¢ en biiyiik oglu Archibald Hamilton’a yazdigi mektuplarin birinde belge-
lenmigtir. Bu mektuptan kisa bir siire sonra, esiyle birlikte Dublin’deki Kraliyet Kanali
boyunca yiiriirken aklina birgok fikir geldi. Esasinda ilk bagtaki diistindiigii gibi iki hayali
parca yerine, ii¢ pargali bir hayali sistemi kurguladi. O an yasadigi duygu yogunluguyla
elindeki ¢akisiyla Dublin’deki Broome Kopriisii'niin bir tagina ¢, j, k sembolleriyle agsagi-

daki iinlii carpim formiiliinii kazimigtir:

Ve boylelikle kuaterniyonlar dogdu. Kesfedilisinden giiniimiize kadar kuaterniyonlar,
matematigin bircok alaninin yaninda ¢zellikle robotikte, navigasyonda, uydularin yoriinge
mekaniginde ve fizigin bir¢cok alaminda kullanilmaya devam etmektedir. Kuaterniyon-
larla ilgili yukarida bahsedilen tarihsel siire¢ ve temel kuaterniyon bilgileri i¢in, bakiniz

[1, 13, 18, 28].

1.1 AMAC VE KAPSAM

Bu tezin amaci, gerekli temel onbilgileri verdikten sonra literatiirde yakin zamanda bu-
lunmus olan tamamlanmamig Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlar: ve bu kuaterniyonlarin
bir genellestirmesiyle ilgili temel sonuclar1 ve ispatlari detayli olarak incelemektir.

Bu calisma kapsaminda, 2. Boliimde, tez boyunca yararlanilacak temel tanim ve teo-
remler paylasilacaktir. 3. Boliimde, tamamlanmamis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlari
tanitilip, temel ozellikleri verilecektir. 4. Boliimde, genellegtirilmis tamamlanmamig Fi-
bonacci ve Lucas kuaterniyonlarinin bazi kombinatorik temel 6zellikleri ve ilgili sonuglarin

ispatlar1 detayli olarak incelenecektir. 5. Boliimde ise sonuglar ve tneriler sunulacaktir.

1.2 KAYNAK ARASTIRMASI

Bu kisimda tez iceriginde kullanilan caligmalarla ilgili literatiir bilgileri verilecektir.



Baez, [1] referansinda kuaterniyonlar hakkinda kisa bilgiler verdikten sonra, oktaniyon-
lar1, Clifford cebirleri ve spinorleri, Bott periyodikligi, projektif ve Lorentzian geometrisi,
Jordan cebirleri ve istisnai Lie gruplar ile iligkilerini tanimlamistir. Ayrica bu yapilarin
kuantum mantig1, 6zel gorelilik ve siipersimetrideki uygulamalarina da deginmigtir.
Belbachir ve Belkhir, [2] referansinda W,, = pW,,_; + qW,,_5 rekiiransi ve Wy = a, W7 = b
baslangic kogullar: ile tanimlanan Horadam sayilarini genellegtiren tamamlanmamis Ho-
radam sayilar1 W, (k) ve hiper-Horadam sayilarini Wk tanimlamig ve bu dizilerin bazi
kombinatoryal ozelliklerini vermislerdir. Bir uygulama olarak, bu iki genelleme ile iligkili
r-circulant matrislerinin spektral normlar: i¢in bir alt ve iist sinir elde etmislerdir. Ayrica,
tamamlanmamig Horadam ve hiper-Horadam sayilari agisindan Horadam sayilariyla il-
igkili r-circulant matrislerinin spektral normlar: i¢in yeni bir sinir bulmuslardir.
Catarino ve Campos, [3] referansinda tamamlanmamig k-Pell, k-Pell-Lucas ve modifiye
k-Pell sayilarinin baz1 kombinatorik ozelliklerini incelemislerdir.

Djordjevi¢, [4] referansinda tamamlanmamig genellestirilmis Fibonacci ve Lucas dizilerinin
iirete¢ fonksiyonunu elde etmistir.

Djordjevi¢ ve Srivastava, [5] referansinda tamamlanmamig genellestirilmis Jacobsthal
sayilar1 ve tamamlanmamis genellestirilmis Jacobsthal-Lucas sayilarinin sistematik bir
incelemesini vermislerdir.

Ell, Bihan ve Sangwine, [6] referansinda sinyal ve goriintii isleme teknolojisinde yapilan
giincellemelere dayanan kuaterniyon Fourier doniisiimleri ile ilgili en son aragtirma sonuglarini
vermislerdir.

Ercan, Firengiz ve Tuglu, [7] referansinda 6zel bir operatér kullanarak g¢-Chebyshev
polinomlariin iirete¢ fonksiyonlarimi elde etmistir. Ayrica g-Chebyshev polinomlarinin
bazi formiillerinden yararlanarak, birinci ve ikinci tip tamamlanmamig g-Chebyshev poli-
nomlar1 olarak adlandirilan ¢-Chebyshev polinomlarinin baz yeni genellestirmelerini ver-
mislerdir.

Filipponi, [8] referansinda tamamlanmamig Fibonacci F,(k) ve tamamlanmamg Lucas
dizilerinin L, (k) temel 6zelliklerini ve birbirleriyle iligkilerini incelemistir.

Halici, [9] referansinda Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarimin Binet formiillerini, tireteg
fonksiyonlarini ve bazi toplam formiillerini incelemistir.

Halici ve Karatag, [10] referansinda Fibonacci kuaterniyonlarimin bir genellestirmesini

vermiglerdir. Ayrica bu yeni kuaterniyon dizisinin Binet formiiliinii, Cassini 6zelligini,



bazi toplam formiillerini ve bazi norm degerlerini elde etmislerdir.

Horadam, [11] referansinda Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarini tanimlamis ve bazi temel
ozelliklerini elde etmistir.

Horadam, [12] referansinda genellestirilmis Fibonacci dizilerini ve bu dizilerin gesitli 6zel-
liklerini tiiretmigtir.

Iakin, [14] referansinda daha yiiksek mertebeden bir kuaterniyon kavrami olugturmus ve
daha sonra bu kuaterniyonlar icin baz ozellikler elde etmistir.

Kizilates, [15] referansinda bilegenleri tamamlanmamig Fibonacci ve Lucas sayilari olan
kuaterniyonlar: tanimlamig ve bu kuaterniyonlarin bazi kombinatoriyel ¢zelliklerini tiiret-
mistir.

Koshy, [16] referansinda Fibonacci, Lucas dizileri ve bu dizilerin genellegtirmeleri ilgili
kapsamli sonuclar1 vermistir.

Kou ve Xia, [17] referansinda kuaterniyon degerli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerini
aragtirmiglardir.

Morais, Georgiev ve Sproflig, [18] referansinda kuaterniyonlarin ve kuaterniyon fonksiy-
onlarimin cebiri, geometrisi ve temel analizi hakkinda kapsaml bilgiler vermislerdir.
Patel, Irmak ve Ray, [19] referansinda tamamlanmamig balans ve Lucas balans sayilarinin
baz1 kombinatoriyel 6zelliklerini elde etmislerdir.

Patel ve Behera, [20] referansinda tamamlanmamig Horadam kuaterniyonlarimi tanitmisg
ve bu kuaterniyonlarla ilgili cesitli sonuclar tiiretmislerdir.

Pinter ve Srivastava, [21] referansinda tamamlanmamig Fibonacci ve Lucas sayilari igin
iki tiir tiretec fonksiyon elde etmislerdir.

Ramirez, [22] referansinda tamamlanmamisg k-Fibonacci ve k-Lucas sayilarinin temel ézel-
liklerini tiiretmistir.

Ramirez, [23] referansinda tamamlanmamig genellestirilmis Fibonacci ve Lucas polinom-
lariyla iligkili baz1 sonuglar elde etmistir.

Srivastava ve Manocha, [25] referansinda iirete¢ fonksiyonlar hakkinda gok kapsamli bil-
giler ve sonuclar paylagmiglardir.

Tasq1 ve Firengiz, [26] referansinda Fibonacci ve Lucas p-sayilarimi tanimlayip, bu sayilarin
rekiirans bagintilarini ve bazi kombinatoriyel 6zelliklerini incelemiglerdir.

Tasq ve Firengiz, [27] referansinda tamamlanmamig iki degigskenli Fibonacci ve Lucas

polinomlarini tanimlamig, bu polinomlarin bazi temel 6zelliklerini ve iireteg fonsiyonlarin



bulmuslardir.
Ward, [28] referansinda kuatertiyonlarla ve Cayley sayilar ile ilgili temel bilgileri ver-

migtir.






BOLUM 2

ON BILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezin tamamina temel teskil edecek olan ¢nbilgiler ve temel kavramlar ver-
ilecektir.
Ik olarak literatiirde iyi bilinen Fibonacci ve Lucas dizileri tamitilarak bu boliime giris

yapilacaktir.

2.1 FIBONACCI VE LUCAS SAYILARI

Tanim 2.1.1 Fibonacci dizisi, her n > 0 dogal sayist i¢in, Fy = 0 ve Fy = 1 baslangig

kosullar: olmak tizere
Fn+2 :Fn+1+Fn

rekiirans bagintist ile tanvmlanir. Burada F,, n. Fibonacci saysidur [16].

Ik birka¢ Fibonacci says1 0, 1,1,2, 3,5, 8, 13 tiir.

Tanim 2.1.2 Lucas dizisi, her n > 0 dogal sayist i¢in, Lo = 2 ve Ly = 1 baslangig

kosullar: olmak tizere
Ln+2 = Ln+1 + Ly

rekiirans bagintist ile tanamlanir. Burada L, n. Lucas saysidur [16].

Ik birkac Lucas sayis1 2,1,3,4,7,11,18,29 dur.

Hemen belirtelim ki, Fibonacci ve Lucas dizileri ayni rekiirans bagintisini saglamasina
ragmen aralarindaki temel fark baglangi¢ kogullarindan kaynaklanmaktadir. Literatiirde
Fibonacci, Lucas dizilerini ve bu dizilerin cesitli genellegtirmelerini iceren ¢ok sayida tzel-

lik bulunmaktadar.



Horadam [12], Fibonacci ve Lucas dizilerinin bir genellestirmesini, her n > 0 tamsayisi

icin, a, b, p ve ¢ birer tamsay1 ve Wy = a, W7 = b baslangi¢ kosullar: olmak iizere

Wn+2 = an—i—l + an (21>

rekiirans bagintisi ile tanimlamigtir. Bu dizi literatiirde sembolik olarak W (p, ¢; a, b) ile
(bazen de sadelik agisindan W, ile) gosterilir. a,b,p ve ¢ nun 6zel degerlerine gore W,
dizisi literatiirde iyi bilinen baz1 tamsay1 dizilerine indirgenebilir. Asagidaki tablo bu

durumu 6zetler:

Cizelge 2.1 W, (Horadam) Dizisinin Baz1 Ozel Durumlari

W(p,q;a,b) Dizinin Ismi | Dizinin Sembolik Gésterimi
W(1,1;0,1) Fibonacci F,
W(1,1;2,1) Lucas L,
W(k,1;0,1) k-Fibonacci Fin
Wi(k,1;2,1) k—Lucas W,
W(2,1;0,1) Pell P,
W(2,1;2,2) Pell-Lucas PL,
W(2,k;0,1) k-Pell Py
W(2,k;2,2) k—Pell-Lucas PLy,
W(1,2;0,1) Jacobsthal In
W(1,2;2,1) | Jacobsthal-Lucas Jn

W,, (Horadam) dizisinin Binet formiilii, o =

> —pr—q=0

karakteristik denkleminin kokleri ve A = b — a3, B = aa — b olmak tiizere

W= =

Aa™ — Bp"

formunda verilir. Burada

ca+f=p

o a—f3=+/p+4q

p+\/P?+4q
e =




. afi =

oldugu kolayca goriilebilir [12, 16].

W, (Horadam) dizisinin iireteg fonksiyonu ise

Z W, " — Wo + (W7 — pvgo)x
— 1—pr—qx

formunda verilir [12]. Not edelim ki, n >0, ¢ = (1++/5) / 2 veo = (1 — V/5) / 2 olmak

iizere, Fibonacci ve Lucas dizilerinin Binet formiilleri ve iirete¢ fonksiyonlarinin

.Fn:¢¢_07
— 0
L Ln:¢n+o—na
> X
Fpz™ = )
.2 4 1—x—a?
- o i
Ln "= ’
'; * 1—z— a2

oldugu Tablo 2.1 den kolayca goriiliir [16].

Tamamlanmamis Fibonacci ve Lucas sayilar1 Filipponi tarafindan [8] de sirasiyla

Fn(k;):ic_l._j), (nezweogkgVT_lJ), (2.2)

=0 J

k

L =Y ("), (neztwosis[3]). (2.3

J=0

n—1

formunda tanmimlanmustir. Ozel olarak k = {

J durumunda F,(k) = F, ve k = L—J
durumunda L, (k) = L, elde edilir. Ayrica 2.2 in bazi 6zel durumlar

F.,(0) = 1 (n>1),

Fu(l) = n—1 (n>3),

F.(2) = n*=5n+10 (n>5),

Ln<0) =1 (nZl),
L,(1) = n+1 (n>2),

L2 = n*—n+2 (n>4)



bicimindedir. Ornegin, Tamamlanmamis Fibonacci sayilar icin n = 6 almirsa 0 < k < 2

olur. Boylece

0 .
o Eger k =0 ise FG(O):Z<5_,J> -
J

Jj=0

()= (0) ()=
o Eger k = 2 ise Fy(2) .20 (5;j> = (g) + (i) + (‘;’) —8=Fg

elde edilir. Aymi gekilde Tamamlanmamig Lucas sayilari i¢in n = 6 alinirsa 0 < k < 3

o Eger k=1 ise Fy(1)

<

olur. Boylece

0
6 (6—
oEéerk‘inseLg(O):Zr< ,‘7>:1
6\ J
) . ~ 6 (6—
o Eger k=1ise Lg(1) = o | 4 — 4
= 6-J\ J
; . ~ 6 (6
.Eger/<;:2lseL6(2):Zr ) =16
6\ J
3 .
6 (6—
oEgerk:?)iseL(;(B):Zr( ,j):18:L6
—Jj\ J

elde edilir.

Filipponi'nin [8] elde ettigi bazi sonuglar agagida verilmistir.

Frpo(k+1) = Fo(k+1)+ Fu(k)  (0<k<™2)

Fria(k) = Fria (k) + Fo(k) - <n : /1 : k)

h
h o
-}j(j) Foyj(k+37) = Fopon(k +h)  (0<k < n=h=l)
=0

<.

m

0 3 () Fros) = Frmntiom) (hzmsnzhmt

J
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o Ly(k)=Fu (k—1)+Fon(k) (0<k<2)

o Lypo(k+1)=Loa(k+1)+ Lo(k) (0<k<3)

®
h

n(k) = Fupa(k) = Fya(k—2) (0<k<3)

M-

<
i
=)

h . _
(j>Ln+j(k +J) = Logan(k+h)  (0<E <250

>

-1

¢ S Loi(k) = Losnia(k+1) = Lysa(k +1) (n>2k+1)

<.
Il
S

Filipponi’nin bu ¢calismasindan sonra bircok matematikgi cesitli tamsay1 dizilerinin tamam-
lanmamig versiyonlarini caligmigtir. Tamamlanmamis Fibonacci ve Lucas dizilerinin cegitli
genellegtirmeleri ve bu genellestirilmiy dizilerin o6zellikleri [3, 4, 5, 19, 22, 23, 26, 27]
nolu referanslarda detayh olarak incelenmistir. Yakin zamanda Belbachir ve Belkhir [2],
tamamlanmamig Horadam dizisini a, b, p, ¢ tamsayilar olmak tizere

k

W (k) = Z (n—2j)b+apj <n _‘j)qun—Qj—l (O <k< LQD (2.4)

n—j J 2

Jj=0

formunda tamimlamiglardir. Tanimdan asagidaki esitlikler kolayca goriiliir:
o W,(k)=0 (0<n<2k),
o Wor(k) = Wy
i W2k+1(k) = Wart1.

W, (k) = W, (k;a,b,p,q) tamamlanmamig Horadam sayilarmin a, b, p, ¢ tamsayilar: igin

baz1 6zel durumlari
e Tamamlanmamig Fibonacci sayilart F,, (k) = W, (k;1,1,1,1),
e Tamamlanmamig Lucas sayilar L, (k) = W,(k;2,1,1,1),

e Tamamlanmamig Pell sayilar P, (k) = W, (k;1,2,2,1),

11



e Tamamlanmamig Pell-Lucas sayilar @, (k) = W, (k;2,2,2,1),

e Tamamlanmamig Jacobsthal sayilar1 J,,(k) = W, (k; 1,1, 1,2),

e Tamamlanmamig Jacobsthal-Lucas sayilar j,(k) = W, (k;2,1,1,2),
e Tamamlanmamig Balancing sayilar B, (k) = W, (k;1,6,6,—1),

e Tamamlanmamig Lucas-Balancing sayilar C,,(k) = W, (k;1,3,6,—1).

seklindedir [2].
Diger taraftan Srivastava ve Manocha [25, s. 355] a ve 3, n den bagimsiz kompleks

sayilar, ¢ da

¢=t(1+0", ¢((0)=0

olacak gekilde ¢ nin bir fonksiyonu ise

> 1 1+ ¢

S at(B+1ny, _ (1+¢) 25)
— n 1—5¢

ve

- a a+(B+1)n\,, N
2&4_(5_‘_1)”( n >t =(1+¢) (2.6)

oldugunu belirtmistir.
a,b € C ve {r,} verilen bir kompleks dizi olmak iizere, {s,} -, asagidaki homojen ol-

mayan rekiirans bagintisin1 saglayan bir dizi olsun:
Sp = aSp—1 +bsp_2+1, (n>1).

O zaman G(t), {r,} dizisinin iirete¢ fonksiyonu olmak tizere {s,} -, dizisinin iireteg

fonksiyonu U(t) nin

G(t)+ so — 10+ (51— sopa — 1)t
v = 1— at — bt2 27)

formunda oldugunu Pinter ve Srivastava [21] gostermistir.
Bir s reel kuaterniyonu [18], bilegenleri s, s1, $2, s3 reel sayilari ve taban elemanlar1 1,4, j, k

olan
s =89+ S11 + SoJ + s3k

12



seklinde bir hiperkompleks sayidir ve 7, j, k asagidaki ¢arpim kurallarini saglar:

i = P=k?=ijk=—1,
k =

ij = —ji, jk =i = —kj, ki = j = —ik.

Hemen belirtelim ki, i, j, k taban elemanlarinin kendi aralarindaki carpimlari degisme
ozelligini saglamaz. Ayrica {1,4, 7, k}, R* {in bir taban1 oldugundan bir s reel kuaterniy-

onu

s = (50751,52753)

biciminde sirali dortlii olarak da gosterilebilir. Burada 1, i, j, & taban elemanlaria
sirastyla (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) ve (0,0,0, 1) sirali dortliileri karsilik gelir. Tiim
reel kuaterniyonlarin kiimesi, William Rowan Hamiltonun anisina sembolik olarak H
harfi ile gosterilir [18].

Simdi reel kuaterniyonlarin sagladigi bazi temel aritmetik iglemleri kisaca dzetleyelim:

@ = p1t+rit sy +tk,

Q2 = pa2+rait s2)+tak,

iki reel kuaterniyon olsun. Bu iki kuaterniyonun esit olabilmesi i¢in her iki kuaterniyonun

da birbirlerine kargilik gelen bilegenleri esit olmalidir [28]. Yani

P1 = P2, 1 =T2, §1 = Sz, t1 =12

esitlikleri saglanmalidir. g;, go iki reel kuaterniyon ve p bir reel say1 olmak tizere agsagidaki
esitlikler saglanir [18]:
G+ q = (p1r+p2)+ (ri+r2)i+ (s1+ 82)] + (L + L)k,
@1 — G2 = (pr—p2) + (r1—ra)i+ (s1—52)j + (t1 — )k,
pgr = ppy+ (pr)i+ (ps)j + (pt)k,
@192 = (p1p2 — rim2 — 8182 — tita) + (P12 + 1ip2 + S1ta — tis2)i

+(p152 — rite + s1p2 + tir2)j + (pit2 + 1152 — 5172 + tipa) k.

Dolayisiyla V ¢1, g2, q3 € H i¢in

Lgi+q@=q¢+aq,

13



2.1+ (2+q) = (1 +q2) + g3,
3. qilqe + a3) = 12 + qugs,
4. ((1192)613 = Q1(Q2Q3)

ozelliklerinin de reel kuaterniyonlar icin gecerli oldugu goriiliir . Kuaterniyonlar toplama
igslemine gore birlesmeli ve degismeli olup, carpma iglemine gore birlesmeli fakat degigmeli
olmayan cebir yapisindadir.

Bir s reel kuaterniyonunun eglenigi 5 = sy — s17 — s9j — sk formunda tanimlanir. Boyle

s kuaterniyonu ve egleniginin carpimindan
5.5 = (80 + 519 + 525 + 53k) (50 — 510 — 55] — s3k) = 52 + 52 + 52 + 52 = |s|°

elde edilir. Burada |s| = v/s.5 reel sayisina, s kuaterniyonunun normu denir [18].
Bilegenleri 6zel tamsay1 dizilerinin elemanlar1 olan kuaterniyonlar ilk olarak Horadam
[11] tarafindan incelenmistir. Horadam [11], n. Fibonacci ve n. Lucas kuaterniyonunu

sirasiyla

Qn = Fy + Fop1i+ Fopaj + Fuisk,
ve

K, =L, + Lyy1t + Lyyo] + Ly sk,

formunda tanimlamistir. Burada F),, n. Fibonacci sayis1 ve L,,, n. Lucas sayisidir. Ho-
radam [11] deki ¢aligmasinda bilegenleri Fibonacci ve Lucas sayilar: olan kuaterniyon-
larin temel 6zelliklerini vermistir. Ayrica buldugu sonuclarin bilegenleri genellestirilmis
Fibonacci sayilar olan kuaterniyonlara da uygulanabilecegini belirtmistir. TIakin [14],
Horadam’in vermis oldugu tanimdan yola ¢ikarak genellestirilmis Fibonacci ve Lucas ku-
aterniyonlariin Binet formiillerini, Halici [9] ise Binet formiillerinin yam sira bu kuater-
niyonlarin iirete¢ fonksiyonlarini ve baz toplam formiillerini aragtirmigtir. Daha sonra
Halic1 ve Karatag [10], bilegsenleri Horadam sayilar1 olan kuaterniyonlari ve bu kuaterniy-

onlarin baz ozelliklerini incelemistir.
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BOLUM 3
TAMAMLANMAMIS FIBONACCI VE LUCAS KUATERNIYONLARI

Bu boltimde sirasiyla tamamlanmamis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlarinin tanimlar:
ve temel ozellikleri verilecektir.

Bu boliimdeki tiim sonuglar [15] dan alintilanmigtir.
3.1 Temel Tanimlar ve Sonuglar

Tanim 3.1.1 Tamamlanmams Fibonacci kuaterniyonlar 1 F,(s), n ve s tamsaylar ol-

mak tizere

[F,(s) = iFnH(s)et, (o <s< {” g 1D (3.1)

t=0

formunda tanamlanir. Burada {eg = 1, e; =i, e3 = j, e3 = k}, R* iin standart ortonor-

mal tabanidar.

IF}(s), tamamlanmamig Fibonacci kuaterniyonlarimin eslenigi olmak iizere yukaridaki

tammdan
IF,(s)+ IF;(s) = 2F,(s)

oldugu goriiliir.

Es. (3.1) den, tamamlanmamig Fibonacci kuaterniyonlarimin rekiirans bagintisi

[Fpia(s + 1) = [Fpai(s + 1) + IF,(s), (0 <s< V > QJ e N) (3.2)

biciminde elde edilir.
Es. (2.2) ve Es. (3.1) kullamlarak, Es. (3.2) asagidaki gibi homojen olmayan rekiirans

bagintisina dontigtiiriilebilir:

TFu(s) = TFp1(s) + I Fp_s(s) — g (” = ": - 3) .

15



Onerme 3.1.2 Tamamlanmamus Fibonacci kuaterniyonlart icin asagqidaki esitlik saglanur:

m

> (T) IFyio(s +1) = IFyyam(s +m).

t=0

Onerme 3.1.3 n > 2s + 2 icin asagudaki esitlik saglanvr:

3

[Fn+t<8) = [Fn+m+1(s + 1) - [Fn+]_(5 + 1)

t

Il
o

Tanim 3.1.4 Tamamlanmamis Lucas kuaterniyonlar, IL,(s), n ve s tamsayilar olmak

uzere

[L(s) = 23: Lose(s)er, (o <s< {SJ) (3.3)

t=0
formunda tanamlanar. Burada {eg = 1,e; = i,eq = j,e3 = k}, R* iin standart ortonormal

tabanidar.

IL:(s), tamamlanmamig Lucas kuaterniyonlarinin eglenigi olmak iizere yukaridaki tanim-

dan

IL,(s)+IL}(s)=2L,(s)

oldugu goriiliir.

Onerme 3.1.5 Tamamlanmamas Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlars i¢in

[Ln(8) = IFp (5 — 1) + [ Fypia(s), (o <s< LgJ  ne N) (3.4)
egitlige saglanar.

Es. (3.2), Es. (3.3) ve Es. (3.4) den tamamlanmamis Lucas kuaterniyonlariin rekiirans

bagintisi

ILnyo(s +1) = ILnia(s+1) + ILn(s), (0 <s< V — 1J ne N) (3.5)

formunda elde edilir.
Es.(2.3) ve Es. (3.3) kullamilarak, Es. (3.5) agagidaki gibi homojen olmayan rekiirans
bagintisina doniistiiriilebilir:
3
-2+t -2 t
ILo(s) = Ly o(s) + ILy o(s —1) = —— =T 0 (” o )et. (3.6)

tZOn—Q—s—i—t S
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Onerme 3.1.6 Tamamlanmamus Lucas kuaterniyonlars icin
IL,(s) =1F, 2(s) — IF, 2(s—2)
egithgi saglanar.

Onerme 3.1.7 Tamamlanmamus Lucas kuaterniyonlar icin

m

> (T) ILyi(s5+1t) = I Lyiom(s +m)

t=0

esitligi saglanar.

Onerme 3.1.8 Tamamlanmamus Lucas kuaterniyonlar: icin

3

[Ln+t(5) = [Ln+m+1<8 + 1) - [Ln+1(8 —|— 1)

t

I
o

esitligi saglanar.

Teorem 3.1.9 Tamamlanmamag Fibonacci kuaterniyonlarinin treteg fonksiyonu

:t25+1IF2s+1 +a+ (IF25+2_IF25+1+5)t_7

GFip, s
1) 1—t— 12

1 2
formundadvr. Burada o = ey + (s + 1) es, B=e1+ (s+1)es + s+ )2(5 i )63 ve

B tertteat (1—(1—1)")
V= t(l . t)s+1

es tir.

Teorem 3.1.10 Tamamlanmamus Lucas kuaterniyonlarnin trete¢ fonksiyonu

IL28+5+<]L25+1—IL25+€)t—77
1—t—1¢2

GFILn(s) = %

ormundadir. Burada § = 2e5+ (25 +1)es, e =2¢; +(2s+1) ey + (s +1 % e ve
f 3 3

t(2—1) (2 +ter+ea) + [2(1— (1 —1)"") —t] es
t(l _t)s—‘rl

’]7:

seklindedir.
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BOLUM 4

TAMAMLANMAMIS FIBONACCI KUATERNIYONLARININ BiR
GENELLESTIRMESI

Bu boliimde, 3. Boliimde verilmis olan tamamlanmamig Fibonacci ve Lucas kuater-
niyonlarinin bir genellestirmesi incelenecektir. Verilecek sonuclarin bazilarinin ispatlar:
literatiirde mevcut olanlardan daha detayl olarak ele almacaktir. Ispatlari verilmemis
olan sonuglarin ise ispatlar1 yapilacaktir.

Bu boliimde verilecek olan tiim sonuclar [20] den alintilanmgtar.
4.1 Temel Tanim ve Sonuglar

Tanim 4.1.1 a, b, p ve g tamsaylar olmak tizere, tamamlanmamis Horadam kuaterniy-

onlart QW,, (k) ,

3

QWa(k;a,b,p,q) = > Wair(k;a,b,p, q)er , (4.1)

r=0

formunda tanimlanir ve kisaca

QW (k) = iWW(’f)eﬁ (0 ks [SD

seklinde verilir. Burada {eg =1, e, =1, ey = j, e =k}, R* iin standart ortonormal

tabanadar.

QW*(k), tamamlanmamig Horadam kuaterniyonunun eglenigi olmak {izere
QW (k) + QW (k) = 2Wy (k)

oldugu kolaylikla goriilebilir.

Onerme 4.1.2 Tamamlanmanus Horadam kuaterniyonlar asagrdaki rekiirans bagintisina

saglar:

QWasalk +1) = pQWoa (k+ 1) + g@Woa(k)  (0<k < |2]). (4.2)
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Ispat. Tamim (4.1)

kullanilarak

3 3
pZWn+1+T<k + e, + C]ZWn+r(k)€r

r=0 r=0
3 k+1(n+r+1—2j)b—|—apj n+r+1—=7\ ;i 19
=2 n+r+1—j ' o -
r=0 Lj=0 J J
3 [k , , :
(n +7r— 2j)b +ap) (n+r—7 j+1, n+r—1-2j
I e e G LA
r=0 Lj=0
- kil(n+r+1—2j)b+apj R AP
kl(n+r+2—2)b+apj —ap (n+r+1—73\ ;
- Z ‘|“Z< j) ‘p] 1% . J q]anrT'Jrl*ZJ e,
~| 5 n+r+1—j Jj—1
C(ntr+2b—apmtr+1\ L
i n+r+1 -1 )7 -
(SRt -2)btapy [(ntbrdl—j)  (ndrtl-]
o i =0 n+7‘+1—j j j_]' e
o N ’fil b—ap (n +r+1— J> gprTi- '
| j:0n+r+1_j .]_1
ktln+r+1—2j)b+apj (n+r+2—7\ . :
, Z ( 1,]1 . PJ ( - ])q]pn-i-?’-‘rl—?J
_ Z =0 n+r+ J J e
i +ki1 (b — ap) j (n +r+2-— J> Gt '
| Stntr+l—j)(ntr+2—) J
3 _k+1(n—|—r—|—2—2j)b—|—apj n+r+2=7\ i pirr1-2j
-y [yt A T
== n+r+2—) J

3
ZQWn+2+T(k +1)e,
r=0

elde edilir. =

Burada (4.2) bagintis1 agagidaki homojen olmayan rekiirans bagitisina doniistiiriilebilir:

QWn(k) = pQWn—l(k>+QQWn—2(k)
_i(n+r—2k—2)b+apk n+r—2-—% JFHmr2k3,
— n+r—k—2 k "
Esitligin sag tarafini diizenlersek
3 k . . .
n+r—1—25)b+a n+r—1-— - 9
pQqu(k) _ Z ( .]) . PJ . J qunJrr 2j—1 e,
= \'= n+r—1—j J
ve
3 k ) . .
n+r—2-=25)b+apj (n+r—2—=7\ i1 piroi_
qQQW,_o(k) = Z ( ( —_— )—j ; G238 ) o
r=0 \j=0
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oldugundan

pQWn—l(k) + QQWn—Q(k)
_23: (n+r—2k —2)b+ apk (n—i—r—Q—k)qu mhr-2h-3,

n+r—k—2 k b
zk:(n+r—1—2j)b+apj n+r—1—j gprr——1
= n+r—1—j J
k-1 . . .
3 i Z (’n/ +r— 2 — 2])[? + apj (n +7r— 2 — ] qj+1pn+r_2j_3
_ Z = n+r—2—j J Er
r=0 +(n+r—2—2k‘)b+apk n+r—2—k Bt pnetr—2k—3
n+r—2—k k
(n+r—2-2kb+apk (m+r—2—Fk g2k
i ntr—2—kFk k i
k . : . .
n+r—1—25)b+ apj n—i—r—l—j 27—
) Z( ) GprtT=2-1
Z = n+r—1—7
= k-1 Cr
— (n+7r—2—25)b+apj n—{—r—2 I\ 1, ntr—2-3
+ JZ:; n+r—2-—j a7
— k T
n+r—1—25)b+ apj n~|—r—1—j r—2i_
, Z( ¢pmt 2j—-1
Z r, n+r—1-j
= k g Er
= | Z(n+r—2j)b+ap( ) (n+r—1— Jprr2i1
= n+r—1—j J—1
3 [ k . . .
_ Z Z (n+r— 2j)bl—i—ap] (n—i—?f—])qumrm‘l] e,
== n+r—j J
= QWn(k)

elde edilir.

e —m—1
Onerme 4.1.3 0 < k < + olsun. O zaman asaqidakr esitlik saglanr:

m

Zptqm_t (T) QWn-i-t(k + t) = QWn—i—?m(k + m)

t=0

Ispat. m iizerinden tiimevarim yapahm. m = 0 icin

ve m =1 i¢gin
1

Zptql_t <1> QWoii(k+1) = pQWipi(k+1) + qQW, (k)

= QWn—i—Z(k + 1)
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oldugu goriiliir. Kabul edelim ki iddia m > 1 i¢in saglansin. Buradan

m+1
+1
Zpt m t<mt )QWnth(k"‘t)

_ mfpt 1) ()] @t o

— qut m— t( )QWn+t(k—|—t —l—p;pt " t(t)QWnHH(k—l—t—l—l)
= QQWn+2m<k + m) + pQWn+2m+1 (k? +m + 1)

= QWn+2+2m(k +m+ 1)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. m

Onerme 4.1.4 Herhangi bir m > 2k + 2 tamsayise icin

—_

3

qp™ " QWi (k) = QWossmar (b + 1) = p"QWipsr (k4 1).

t

Il
o

Ispat. m {izerinden tiimevarim uygularsak iddiammn m = 1 icin

ve m = 2 igin

1
D ap T IQWan(k) = gpQWo(k) + QWi (k)
t=0

AP?QWopa(k +1) = p* QW (k + 1)
= p(PQ@Wnia(k +1) +qQWn(k))

QW1 (k) — QWi (k + 1)
= pQWoia(k +1) + qQWoia (k) — p"QWopa (k + 1)
= QWays(k +1) = p?QWopa(k +1)

saglandig goriiliir. Herhangi m > 1 tamsayi icin iddianin dogru oldugunu varsayalim ve

m + 1 i¢in dogrulugunu gosterelim.

m—1

qu LQWai(k) = pD " QWapi(k) + qQWoim (k)
t=0

= D (QWaimra (k+ 1) = P" QWi (k + 1)) + QWi (k)
= (PQWaims1(k+ 1) + qQW,im(k)) — p" ' QWoia (k + 1)
= QWhimia(k+1) —p" QWi (k + 1)

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur. m
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Teorem 4.1.5 Tamamlanmamis Horadam kuaterniyonlarinin trete¢ fonksiyonu

_ 42k QWat—1 + a + (¢QWa—2 + B)t —

GFow,m = Y QWa(k)t" T——

n=0

olup burada

o = aq® ey + (b + apk) ¢" e,

/8 aq 61 + (b + apk) k+1 p(k + 1)(2b + apk) qk+1€

92 3
ve
_ k1 (a + (b —ap)t) (t’eo + t?e1 + tes) g ((a+ (b—ap)t) —a(l —pt)**") es
T t(1 = pt)++! 1 t(1 — pt)k+l
formundadar.

Ispat. k sabit bir pozitif tamsay1 olsun. Tamamlanmamis Horadam kuaterniyonlarimin
tamimindan 0 < n < 2k igin QW,, (k) = 0 dir. Ayrica QWor(k) = QWa—1 ve QWory1(k) =
QWsy dir. Bunun yaninda n > 2k + 2 icin

QWn<k) = pQanl(k)+QQWn72(k)

_i:(n—l—r—Qk—Q)b%—apk n+r—2—=% TR o
n+r—k—2 k

oldugunu da biliyoruz. Simdi farz edelim ki,

so = QWar(k), s1 = QWarp1(k), ..., sn = QWopin(k)

ro = aq" ey + (b+ apk)qiles,

1)(2
ri = aq¢"e; + (b + apk)q ktlo p(k + )(2 b+ apk) ¢ e,

i (n+r—2)b+apk (n+r—2+k P g
s n+r+k—2 k "

T, =

olsun. Ayrica

QWiiar(k) = pQWiiar1(k) + qQWi o 2(k)

3
_Z (n+7‘—2)b+apk: n+r+k—2 pn+r—3qk+1 e’
n+r+k—2 k

r=0
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oldugu kolayca goriiliir. Simdi Lemma 3.1.9 u kullanabilmemiz igin ¢6ncelikle r,, dizisinin

iireteg fonksiyonu olan G(t Z r,t" yi bulmalyiz. Dolayisiyla ilk hedefimiz

n=0
= Fer-E (im:i;?:fzp’f (]
2 o= G G TR
P G K
. i -% (n Z k) e qmtn} 6 (I11)
n=0 -
0 e G L

toplamin olabildigince basitlestirmektir. ilk olarak (I) kismini hesaplayalim.

(n —2)b+apk  nb— 2b+ apk + bk — bk . apk — bk

n+k—-2 n+k—2 TR —2
oldugundan
~[(n—2)b+apk (n+k—2\ , 5 1
T tn
7;{ n+k—2 o )P ‘
o~ (n+k—2 >k n+k—2
_ bZ( >pn_3qk+1tn+(ap_b)z ( )pn_sqk+1tn> .
( k n+k—2 k
s nA4k—2 n (ap =b) e k n+k—2 n
= (pt = - ¢
32( e )p>e0+ S (M e
A) (B)

elde edilir. (2.5) ve (2.6) den

(n+k—2 " (pt)?
A:no( 2=

ve

R k n+k—-2\ . (pt)?
B_nzzgn—l—k—2< n—2 >(pt) (1 —pt)k

bulunur. Dolayisiyla yukarida bulgular1 toparlarsak (I) asagidaki gibi elde edilir:

> (n—2)b+apk (n+k—2 ne3 htlen

f— t
bg*tt  (pt)? ap —b i (pt)? .

p* (L—pt)+t — p? (T—pt)| "
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Benzer sekilde (2.5) ve (2.6) kullamlarak (IT), (III) ve (IV) swrasiyla

[(n—1)b+apk (n+k—1\ ,_, k+1,4n
R el G e

n=0
_ bgkt! pt N ap — bqk“ pt
2 (1= pt)kt! 2 (1 — pt)* L

= [bn+apk (n+k\ 1 4w
2 tTL
S (e

_ bgk+1 1 ap—>b .. 1
= ) €2,

p (1—pt)’€“Jr p U (1 —pt)*

~[(n+b+apk (m+k+1\ , ri1m

2 gt e

= n+k+1 k
1—(1—pt)kt? 1—(1—pt)k

b k+1 ( 2 - +( p_b)qk+1 ( Z es
pt(l — pt)h+ pt(1 —pt)

elde edilir. Boylece

o0 k+1

Zrnt” = 1 &
— t(l _ pt)k—H
3 3
_ 1 —
{bi—l— ap — b)t3(1 — pt) h,
lfﬂ b]t)21 t)t2
+{_ (ap — b)¢*(1 — pt) o
X pbt bfl t
{_+ ap — b)t( —p)]€2
e
[ (1— (1= pryyest 4 L% )<1—<1—pt>>k<1—pt>]e

o (a+ (b—ap)t) [t3eq + t?e; + teg] + [a +(b—ap)t—a(l— pt)kH] es
-1 t(1—pt)Ft?

oldugu goriiliir. Lemma 3.1.9 da, yukarida bulunan G(¢ Z r,t" yerine yazilirsa
n=0

t%QW% 1+ a+ (@QQWay—o + )t —

E
Q QWn Z QW 1 _ pt _ th

olup ispat tamamlanmig olur. m
Teorem 4.1.5 te QW,,(k;a,b,p,q) = QW,(k;1,2,2,1) alinirsa tamamlanmanug Pell ku-

aterniyonlarinin iirete¢ fonksiyonu
(0751 :62—|—2(k’+1)63,
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Bi=er+2(k+1)es+ (k+1)(k+2)es,
ve

(t + t2e; + tey) + (1 — (1 - 2t)k+1) es
t(1 — 2t)k+1

Y1 =

olmak {izere

_ tZkQP%—l +a1+ (QPy—o+ )t —;

GFar. 1— 2t — 12

formundadir. Benzer gekilde Teorem 4.1.5 te QW,,(k; a, b, p, q) = QW,(k;2,2,2,1) alimirsa

tamamlanmamis Pell-Lucas kuaterniyonlarinin iirete¢ fonksiyonu
g = 262 —|— 2 (2]4? —f- ].) €3,

By=2e1+2(2k+1)es+4(k+1)es,
ve

2(1— 1) (8 + 26y + tes) + 2 (1 it (1— 2t)’“+1> e
(1= 201

Yo =

olmak {izere

_ g2k QQak-1+ o+ (QQaok—2 + B3) t — 75
1—2t—¢2

GFQQ.(k)

seklinde elde edilir.
Diger taraftan 6zel olarak QW,,(k; a,b,p,q) = QW,(k;1,1,1,1) ve
QWy(k;a,b,p,q) = QW,(k;2,1,1,1) secilirse

e Onerme 4.1.3 — Onerme 3.1.2 ve Onerme 3.1.7 ye
e Onerme 4.1.4 — Onerme 3.1.3 ve Onerme 3.1.8 ¢

e Teorem 4.1.5 — Teorem 3.1.9 ve Teorem 3.1.10 a

indirgendigi goriiliir.
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BOLUM 5

SONUCLAR VE ONERILER

Bu calisma toplamda beg boliimden olusmaktadir. Bu tezin ilk boliimiinde, tezin amacin-
dan ve icerigi icin gerekli olan literatiirdeki kaynaklardan bahsedilmistir. Ikinci boliimde
ise temel tanimlar, kavramlar ve temel teoremler verilmistir. Uciincii boliimde, tamam-
lanmamig Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlariyla ilgili sonuglar sunulmustur. Dordiincii
boliimde, genellegtirilmis tamamlanmamis Fibonacci ve Lucas kuaterniyonlariyla ilgili
literatiirde var olan sonuclar paylagilmis ve bazilarinin detayli ispatlari verilmistir. Bu
tezden yola c¢ikarak, bilesenleri tamamlanmamig Tribonacci dizisi elemanlar: olan veya
daha yiiksek mertebeden dizilerin elemanlar: olan kuaterniyon aileleri tanimlanabilir ve

cesitli ozellikleri incelenebilir.
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OZGECMIS

Didem DAMATOGLU, ilk, orta ve lise 6grenimini Zonguldak’ta tamamladi. Zonguldak
Mehmet Celikel Lisesi’nden mezun olduktan sonra 1995 yilinda Zonguldak Karaelmas
Universitesi Matematik Boliimiine girdi. 2000 yilinda lisans 6grenimini tamamladiktan sonra
2000-2002 yillar1 arasinda Zonguldak ilinde 6zel 6gretim kurumlarinda matematik 6gretmeni
olarak gdreve basladi. 2002 yilinda Istkveren Ilkdgretim Okulu’nda matematik dgretmenligine
atandi. Burada kisa bir siire calistiktan sonra 2002-2007 yillar1 arasinda Asma Ilkdgretim
Okulu’nda gorevine devam etti. 2007 yilinda Anadolu ve Fen Liselerine 6gretmen segme
sinavini kazanarak, Yayla Mesleki ve Teknik Anadolu Lisesi’nde goreve basladi. 10/02/2014-
04/07/2014 tarihleri arasinda aynmi okulda miidiir yardimcisi olarak gorevlendirildi ve
matematik O6gretmenligini siirdiirdii. 31/08/2021-07/02/2022 tarihleri arasinda Zonguldak
Olgme ve Degerlendirme Merkezi'nde gorevlendirildi. Halen Yayla Mesleki ve Teknik

Anadolu Lisesi’nde, matematik 6gretmeni olarak gorevine devam etmektedir.
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