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ÖZET 

 
Bu tezin amacı, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip Kenmotsu 
manifoldlarda bazı eğrilik koşullarını incelemektir. Tez beş ana bölümden 
oluşmaktadır. Tezin birinci bölümü giriş kısmına ayrılmıştır. Bu bölümde, konuyla 
ilgili literatürde yapılan çalışmalardan ve tarihsel gelişmelerden bahsedilmiştir. İkinci 
bölüm temel kavram ve teoremlere ayrılmıştır. Üçüncü bölümde tezin orijinal kısmı 
için temel teşkil eden genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip 
Kenmotsu manifoldlarla bazı sonuçlara yer verilmiştir. Dördüncü bölüm, orijinal 
sonuçlar içerir. Bu bölümde, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip 
Kenmotsu manifoldlarda bazı flat olma koşulları ve bazı özel eğrilik tensörlerinin 
birbiri üzerine etkisi incelenmiştir. Son bölüm ise sonuç ve önerilere ayrılmıştır. 
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ABSTRACT 
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1. GİRİŞ 

Değme geometri, geometrik optik, zamana bağlı Hamiltoniyen ile dinamik sistemlerin 

mekaniği, termodinamik ve geometrik kuantizasyondaki birçok uygulama ile 

diferansiyel geometrinin çok verimli bir dalı olarak giderek artan öneme sahiptir. 

Değme geometrinin tarihçesi ilk olarak yaklaşık 200 yıl önce Sophus Lie’nin değme 

dönüşümleri, diferansiyel denklemlerin çözümünde bir araç olarak kullanmasıyla 

ortaya çıkmıştır. Daha sonra bu konudaki çalışmalara Huygens, Jacobi ve Hamiltonun 

geometrik optikler üzerindeki çalışmaları örnek verilebilir.  

Bu konunun en yeni bölümlerinden biri, Katsuei Kenmotsu’nun kompleks uzay ile reel 

doğrunun warped çarpımlarının özelliklerini incelemeyi öneren bir makalesinde 

doğdu. Bu öneri aynı zamanda S. Tanno’nun grup otomorfizmi maksimum boyutlu 

olan, bağlantılı, hemen hemen değme Riemannian manifoldların sınıflandırmasından 

biri olduğundan doğal görünüyordu [1]. K. Kenmotsu 1972 yılında Tanno’nun bu 

sınıflandırmasında yer alan üçüncü durumu tüm geometrik özellikleriyle inceleyerek, 

yeni bir değme metrik manifold sınıfı ortaya koymuş ve bu manifold Kenmotsu 

manifold olarak adlandırılmıştır [2]. Kenmotsu manifoldlarda bugüne kadar yapılmış 

olan birçok çalışmada elde edilen önemli sonuçlar G. Pitiş tarafından “Geometry of 

Kenmotsu manifolds” isimli çalışmada sunulmuştur [3]. 

Riemann manifoldu bir Riemann metriğine sahiptir ve bu metrik doğal olarak Levi-

Civita konneksiyonu doğurur. “Riemann manifold üzerindeki konneksiyon bir Levi-

Civita konneksiyon olmadığı zaman manifoldun geometrisinde ne tür değişiklikler 

olur?” sorusu birçok araştırmacı tarafından sorulmuş ve bu sorudan hareketle bu 

konneksiyondan faydalanarak farklı konneksiyonlar tanımlanmıştır. Bu 

konneksiyonlardan biri de genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonudur. Bu 

kanonik afin konneksiyon birbirinden bağımsız olarak Tanaka ve Webster tarafından 

non-dejenere pseudo-Hermitian CR-manifoldlarda tanımlanmıştır [4,5]. Daha sonra 

ilk defa Tanno tarafından genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonu değme 

metrik manifoldlar üzerinde tanımlanmıştır. Bu konneksiyon, eğer CR-yapısı 

integrallenebilirse genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuyla çakışır [6]. Cho, 

hemen hemen değme  (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısına sahip olan bir Kahler manifoldundaki reel 

hiperyüzey için Tanno’nun genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonunu sıfırdan 

farklı bir k reel sayısı için uyarlamıştır [7,8]. Genelleştirilmiş Tanaka-Webster 
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konneksiyonunu kullanarak, bazı geometriciler karmaşık uzay formlarında reel 

hiperyüzeylerin bazı karakterizasyonlarını incelemişlerdir [9]. Son zamanlarda birçok 

araştırmacı Kenmotsu manifoldlarında genelleştirilmiş Tanaka-Webster 

konneksiyonu üzerinde çalışmalar yapmıştır [10,11,12]. 

Öte yandan, 𝑍 −simetrik tensör kavramı, ilk olarak, 2012 yılında Mantica ve 

Molinari’nin birlikte yayınladıkları zayıf 𝑍 −simetrik Manifoldlar çalışması ile 

başlamıştır [13]. Bu çalışmada, zayıf Ricci simetrik, pseudo Ricci simetrik ve pseudo 

projektif Ricci simetrik manifoldları içeren yeni bir özellikte Riemann manifoldu 

tanımlanmıştır. Manifold, bir genelleştirilmiş simetrik 𝑍 tensörü ile tanımlanmış ve 

𝑍 −simetrik manifold olarak adlandırılmıştır. Bu çalışmanın akabinde, 2013 yılında 

Mantica ve Suh pseudo 𝑄 −simetrik Riemann manifoldlar isimli çalışmada, izi 𝑍 

tensörü olan, 𝑄 tensör diye adlandırılan yeni bir tensör tanımlamışlardır [14]. 

Yapılan çalışmalar ışığında, bu tez çalışmasında genelleştirilmiş Tanaka-Webster 

konneksiyonuna sahip Kenmotsu manifoldlarda 𝑄 tensörüne göre bazı önemli eğrilik 

koşulları elde edilmiştir. Çalışmanın ikinci bölümünde, Riemann manifoldlar, Değme 

manifoldlar ve Kenmotsu manifoldların bazı temel kavram ve teoremlerine yer 

verilmiştir. Üçüncü bölümde ise tezin orijinal sonuçlarını teşkil eden son bölümünde 

kullanacağımız, “Genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip Kenmotsu 

Manifoldlarda konsirküler eğrilik tensörü” adlı çalışmada elde edilen sonuçlardan 

bazılarına yer verilmektedir [11]. Son bölümde ise, genelleştirilmiş Tanaka-Webster 

konneksiyonuna sahip Kenmotsu Manifoldlarda birtakım flat olma koşulları ve bazı 

özel eğrilik tensörlerinin birbiri üzerine etkisi incelenerek Kenmotsu manifoldların 

yeni bir karakterizasyonu ortaya konmuştur. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

2.1 Riemann Manifoldları 

Tanım 2.1.1 𝑀, 𝑛 − boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olsun. 𝜒(𝑀), 𝑀 

üzerinde tanımlı vektör alanlarının uzayı ve 𝑀 den ℝ  ye 𝐶ஶ fonksiyonların uzayı 

𝐶ஶ(𝑀, ℝ) olmak üzere;  

𝑔: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝐶ஶ(𝑀, ℝ) 

şeklinde tanımlanan simetrik, 2 − lineer ve pozitif tanımlı 𝑔 metriğine Riemann 

metriği denir. 𝑔 metriği ile birlikte tanımlanan 𝑀 manifolduna da Riemann manifoldu 

adı verilir ve (𝑀, 𝑔) ile gösterilir. Eğer 𝑔 metriği pozitif tanımlı, simetrik, 2 − lineer 

ve dejenere olmayan bir metrik ise 𝑔 ye pseudo(semi)-Riemann metriği, 𝑀 

manifolduna da pseudo(semi)-Riemann manifoldu denir [15]. 

Tanım 2.1.2 𝑀, 𝑛 − boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold ve 𝜒(𝑀),  𝑀 üzerindeki 

vektör alanlarının uzayı olmak üzere; 

𝛻: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀)
ଶି௟௜௡௘௘௥ 
ሱ⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝜒(𝑀) 

(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) → 𝛻(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) = 𝛻௑భ
𝑋ଶ 

ile verilen dönüşüm her 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶ஶ(𝑀, ℝ) ve her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ , 𝑋ଷ  ∈  𝜒(𝑀) için 

𝛻௑భ
(𝑋ଶ + 𝑋ଷ) = 𝛻௑భ

𝑋ଶ + 𝛻௑భ
𝑋ଷ 

𝛻௙௑భା௚௑మ
𝑋ଷ = 𝑓𝛻௑భ

𝑋ଷ + 𝑔𝛻௑మ
𝑋ଷ 

𝛻௑భ
(𝑓𝑋ଶ) = 𝑓𝛻௑భ

𝑋ଶ + 𝑋ଵ(𝑓𝑋ଶ) 

özelliklerini sağlıyorsa 𝛻  ya 𝑀 manifoldu üzerinde tanımlı bir afin (lineer) 

konneksiyon (veya kovaryant türev) denir [16]. 

Tanım 2.1.3 (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu ve 𝛻 da 𝑀 manifoldu 

üzerinde tanımlı bir afin (lineer) konneksiyon olsun ve her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ ∈ 𝜒(𝑀) olmak 

üzere; 
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𝑖) 𝛻௑భ
𝑋ଶ − 𝛻௑మ

𝑋ଵ = [𝑋ଵ, 𝑋ଶ] (Koneksiyonun sıfır torsiyon özelliği) 

𝑖𝑖) 𝑋ଵ௚
(𝑋ଶ, 𝑋ଷ) = 𝑔൫𝛻௑భ

𝑋ଶ, 𝑋ଷ൯ + 𝑔൫𝑋ଶ, 𝛻௑భ
𝑋ଷ൯ 

(Koneksiyonun metrikle bağdaşması özelliği) 

şartlarını sağlayan 𝛻 dönüşümüne 𝑀 manifoldu üzerinde sıfır torsiyonlu Riemann 

konneksiyonu veya 𝑀 manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu adı verilir [17]. 

Tanım 2.1.4  (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu, 𝛻 da 𝑀 manifoldu üzerinde 

bir Levi-Civita konneksiyonu ve her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ, 𝑋ସ ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere; 

𝑅: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 

(𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ) → 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 𝛻௑భ
𝛻௑మ

𝑋ଷ − 𝛻௑మ
𝛻௑భ

𝑋ଷ − 𝛻[௑భ௑మ,]𝑋ଷ 

şeklinde tanımlı 𝑅 dönüşümüne 𝑀 manifoldu üzerinde (1,3) −tipli bir tensör alanıdır 

denir ve 𝑀 manifoldunun Riemann eğrilik tensörü olarak adlandırılır.  

Özel olarak 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ, 𝑋ସ) = 𝑔(𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ, 𝑋ସ) tensörüne Riemann Christoffel 

eğrilik tensörü adı verilir.  

Ayrıca her 𝑋ଵ , 𝑋ଶ, 𝑋ଷ ∈ 𝜒(𝑀) için, 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 0 olması durumunda 𝑀 

manifolduna flat (düzlemsel) manifold denir. 

Riemann eğrilik tensörü 𝑅, aşağıdaki koşulları sağlar [18]. 

 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = −𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ (2.1) 

 𝑔(𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ, 𝑋ସ) = −𝑔(𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ସ, 𝑋ଷ) (2.2) 

 𝑔(𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ, 𝑋ସ) = 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ, 𝑋ସ) (2.3) 

 𝑔(𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ, 𝑋ସ) = 𝑔(𝑅(𝑋ଷ, 𝑋ସ)𝑋ଵ, 𝑋ଶ) (2.4) 

 

𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ + 𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ + 𝑅(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ = 0 

(1. Bianchi Özdeşliği) 

(2.5) 
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 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ, 𝑋ସ) = 𝑅(𝑋ଷ, 𝑋ସ, 𝑋ଵ, 𝑋ଶ) (2.6) 

Tanım 2.1.5 (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu ve 𝜒(𝑀) in bir bazı 

{𝑒ଵ, 𝑒ଶ, … , 𝑒௡} ve 𝑔, Riemann metriği olsun ve her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ ∈ 𝜒(𝑀) için, 

 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) = ෍ 𝑔(𝑋ଵ, 𝑒௜)

௡

௜ୀଵ

𝑔(𝑒௜, 𝑋ଶ) (2.7) 

 ෍ 𝑔(𝑒௜, 𝑒௜)

௡

௜ୀଵ

= 𝑛 (2.8) 

dir [19]. 

Tanım 2.1.6 (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifold olsun. 𝑀 manifoldunun bir 𝑝 

noktasındaki tanjant uzayı  𝑇௉(𝑀) olsun. 𝑇௉(𝑀) tanjant uzayının iki boyutlu alt uzayı 

Π olmak üzere 𝑈, 𝑉 ∈ 𝛱 tanjant vektörleri üzerine kurulan paralelkenarın alanı, 

𝑔(𝑈, 𝑈)𝑔(𝑉, 𝑉) − 𝑔(𝑈, 𝑉)ଶ ≠ 0 

olsun. O zaman, 

𝒦(𝑈, 𝑉) =
𝑔(𝑅(𝑈, 𝑉)𝑉, 𝑈)

𝑔(𝑈, 𝑈)𝑔(𝑉, 𝑉) − 𝑔(𝑈, 𝑉)ଶ
 

olup buna Π nin kesit eğriliği denir ve 𝒦(𝛱) ile gösterilir [19]. 

Teorem 2.1.1 (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifold olsun. 𝑀 manifoldu, 𝑘 sabit 

kesit eğrilikli ise her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ ∈ 𝜒(𝑀) için, 

 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 𝑘{𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ}  (2.9) 

dir [16]. 

Tanım 2.1.7 (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifold olsun. 𝑐 sabit eğriliğine sahip, 

tam ve bağlantılı 𝑀 manifolduna reel uzay form denir ve 𝑀௡(𝑐) ile gösterilir [16]. 

Sonuç 2.1.1  𝑀௡(𝑐) bir reel uzay form olsun. 𝑛 ≥ 2 olmak üzere; 
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 𝑀௡(𝑐) =

⎩
⎨

⎧
𝑐 = 0 𝑖𝑠𝑒 𝑀௡(𝑐) = 𝐸௡ Ö𝑘𝑙𝑖𝑑 𝑢𝑧𝑎𝑦𝚤 (𝑓𝑙𝑎𝑡),

𝑐 =
ଵ

௥మ
 𝑖𝑠𝑒 𝑀௡(𝑐) = 𝑆௡(𝑟) 𝑘ü𝑟𝑒𝑠𝑖 (𝐸𝑙𝑖𝑝𝑡𝑖𝑘),

𝑐 = −
ଵ

௥మ
 𝑖𝑠𝑒 𝑀௡(𝑐) = 𝐻௡(𝑟) 𝐻𝑖𝑝𝑒𝑟𝑏𝑜𝑙𝑖𝑘 𝑢𝑧𝑎𝑦,

  (2.10) 

dır [18]. 

Tanım 2.1.8 (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu ve {𝑒ଵ, 𝑒ଶ, … , 𝑒௡}, 𝜒(𝑀) in 

bir bazı olsun. 

ℒ: 𝜒(𝑀) → 𝜒(𝑀) 

 𝑋ଵ → ℒ(𝑋ଵ) = ℒ𝑋ଵ = − ∑ 𝑅(𝑒௜, 𝑋ଵ)𝑒௜
௡
௜ୀଵ    (2.11) 

biçiminde tanımlanan ℒ operatörüne 𝑀 nin Ricci Operatörü denir [16]. 

Tanım 2.1.9 (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu ve {𝑒ଵ, 𝑒ଶ, … , 𝑒௡}, lokal 

ortonormal vektör alanları olsun. 𝑀 manifoldu üzerinde, 

𝑆: 𝜒(𝑀) × 𝜒(𝑀) → 𝐶ஶ(𝑀, ℝ) 

 (𝑋ଵ, 𝑋ଶ) → 𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) = ∑ 𝑔(𝑅(𝑒௜, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑒௜)
௡
௜ୀଵ    (2.12) 

şeklinde tanımlı (0,2) − tipindeki 𝑆 tensör alanına, 𝑀 manifoldu üzerinde Ricci 

tensörü denir ve her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ ∈ 𝜒(𝑀) için, 𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) = 0 olması durumunda 𝑀 

manifolduna Ricci-flat (düzlemsel) manifold denir [16]. 

Sonuç 2.1.2 (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu, ℒ, 𝑀 nin Ricci Operatörü ve 

𝑔, Riemann metriği olmak üzere; 

 𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) = 𝑔(ℒ𝑋ଵ, 𝑋ଶ)   (2.13) 

eşitliği yazılabilir [16]. 

Tanım 2.1.10 (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu olsun ve her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ ∈ 𝜒(𝑀) 

için, 
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 𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) = 𝛼𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) + 𝛽𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ଶ)   (2.14) 

olacak biçimde 𝑀 üzerinde skaler 𝛼 ve 𝛽 fonksiyonları varsa 𝑀 manifolduna  

𝜂 −Einstein manifoldu denir ve ayrıca 𝛽 = 0 ise 𝑀 manifolduna Einstein manifoldu 

𝛼 = 0 ise özel tipli 𝜂 −Einstein manifoldu denir [11,19]. 

Tanım 2.1.11 (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu ve  𝑆, 𝑀 manifoldu üzerinde 

tanımlı Ricci tensörü olsun. 𝑀 nin bir lokal ortonormal bazı {𝑒ଵ, 𝑒ଶ, … , 𝑒௡} olmak 

üzere; 

 𝑟 = ∑ 𝑆(𝑒௜, 𝑒௜)
௡
௜ୀଵ   (2.15) 

ile tanımlı 𝑟 değerine 𝑀 manifoldunun skaler eğriliği denir [16].                                 

Tanım 2.1.12 (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. 𝑅, Riemann eğrilik 

tensörü, ℒ, Ricci operatörü, 𝑆, Ricci tensörü ve 𝑀 üzerindeki her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ vektör 

alanları için, 𝑀 nin 𝑃 projektif eğrilik tensör alanı  

𝑃(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ −
ଵ

(௡ିଵ)
{𝑆(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ}          (2.16) 

şeklinde tanımlanır. Özel olarak her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ ∈ 𝜒(𝑀) için, 𝑃(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 0 olması 

halinde 𝑀 manifolduna projektif flat (düzlemsel) manifold denir [16]. 

Tanım 2.1.13 (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. 𝑅, Riemann eğrilik 

tensörü ve 𝑟, 𝑀 nin skaler eğriliği ve 𝑀 üzerindeki her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ vektör alanları için, 

𝑀 nin 𝐶 konsirküler eğrilik tensör alanı 

 𝐶(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ −
௥

௡(௡ିଵ)
{𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ}  (2.17) 

şeklinde tanımlanır. Özel olarak her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ ∈ 𝜒(𝑀) için 𝐶(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 0 olması 

halinde 𝑀 manifolduna konsirküler flat (düzlemsel) manifold denir [16]. 

Tanım 2.1.14 (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. 𝑅, Riemann eğrilik 

tensörü, ℒ, Ricci operatörü, 𝑆, Ricci tensörü ve 𝑀 üzerindeki her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ vektör 

alanları için, 𝑀 nin 𝐾 konharmonik eğrilik tensör alanı 



8 
 

𝐾(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ −
1

𝑛 − 2
{𝑆(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ 

+𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)ℒ𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)ℒ𝑋ଶ} 

(2.18) 

şeklinde tanımlanır. Özel olarak her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ ∈ χ(M) için 𝐾(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 0 olması 

durumunda 𝑀 manifolduna konharmonik flat (düzlemsel) manifold denir [20]. 

Tanım 2.1.15  (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. 𝑆 Ricci tensörü, 𝜆  

skaler fonksiyon olmak üzere, her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ vektör alanları için, 

 𝑍(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) = 𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) + 𝜆𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)  (2.19) 

eşitliği ile verilen (0,2) − tipli tensöre 𝑍 tensörü denir [13]. 

Tanım 2.1.16 (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. 𝑅 Riemann eğrilik 

tensörü, 𝜆  skaler fonksiyon ve her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ vektör alanları olmak üzere; 

 𝑄(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ −
𝜆

𝑛 − 1
{𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ} (2.20) 

eşitliği ile verilen ve izi 𝑍 tensörü olan (1,3) − tipli tensöre 𝑄 tensörü denir [14]. 

Tanım 2.1.17 (𝑀, 𝑔) 𝑛 − boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. 𝑅 Riemann eğrilik 

tensörü ve 𝑇 (0, 𝑚) − tipinde (𝑚 ≥ 1) tensör alanı olmak üzere, her 𝑈, 𝑉, 𝑊ଵ, … , 𝑊௠ 

vektör alanları için 𝑅 nin 𝑇 ye etkisi, 

 

(𝑅(𝑈, 𝑉) ∙ 𝑇)(𝑊ଵ, … , 𝑊௠) = −𝑇(𝑅(𝑈, 𝑉)𝑊ଵ, 𝑊ଶ, … , 𝑊௠) 

                                                     −𝑇(𝑊ଵ, 𝑅(𝑈, 𝑉)𝑊ଶ, … , 𝑊௠) 

         − ⋯ 

                                                         −𝑇(𝑊ଵ, … , 𝑊௠ିଵ, 𝑅(𝑈, 𝑉)𝑊௠) 

(2.21) 

şeklinde tanımlıdır ve 𝑅 ∙ 𝑇 ile gösterilir [21]. 
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2.2 Değme Manifoldlar 

Tanım 2.2.1 𝑀 bir (2𝑛 + 1) − boyutlu manifold olsun. 𝑀 manifoldu üzerinde 𝜙            

(1, 1) − tipinde bir tensör alanı, 𝜉 bir vektör alanı ve 𝜂 bir 1 −form olsun. 𝑋ଵ, 𝑀 

manifoldu üzerinde tanımlı herhangi bir vektör alanı olmak üzere;  

 𝜙ଶ𝑋ଵ = −𝑋ଵ + 𝜂(𝑋ଵ)𝜉   (2.22) 

 𝜂(𝜉) = 1   (2.23) 

koşullarını sağlayan 𝜙, 𝜉, 𝜂 üçlüsüne 𝑀 manifoldu üzerinde tanımlı bir hemen hemen 

değme yapısı denir ve bu yapı ile birlikte 𝑀 ye de hemen hemen değme manifoldu 

denir [16]. 

Teorem 2.2.1 (𝜙, 𝜉, 𝜂) hemen hemen değme yapısı için, 

 𝑖) 𝜂(𝜙𝑋ଵ) = 0   (2.24) 

 𝑖𝑖) 𝜙𝜉 = 0  (2.25) 

 𝑖𝑖𝑖)𝑟𝑎𝑛𝑘𝜙 = 2𝑛   (2.26) 

eşitlikleri sağlanır [16]. 

Teorem 2.2.2 𝑔, bir hemen hemen değme 𝑀 manifoldu üzerinde tanımlı Riemann 

metrik tensör alanı olmak üzere; 

 𝑔(𝑋ଵ, 𝜉) = 𝜂(𝑋ଵ)  (2.27) 

 𝑔(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଶ) = 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) −  𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ଶ)  (2.28) 

eşitlikleri sağlanır [16]. 

Sonuç 2.2.1 𝑀 hemen hemen değme manifoldu üzerinde tanımlı 𝑔 Riemann metriği 

için, 

 𝑔(𝜙𝑋ଵ, 𝑋ଶ) + 𝑔(𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଶ) = 0  (2.29) 
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eşitliği sağlanır [16]. 

Tanım 2.2.2 𝑀 bir hemen hemen değme manifoldu ve 𝑔 de 𝑀 manifoldu üzerinde 

tanımlı bir Riemann metriği olsun. (2.27) ve (2.28) şartlarını sağlayan 𝑔 Riemann 

metriğine 𝑀 manifoldu üzerinde tanımlı hemen hemen değme metrik denir, (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) 

yapısına hemen hemen değme metrik yapısı ve (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) yapısı ile birlikte 𝑀 

manifolduna da hemen hemen değme metrik manifoldu denir [16]. 

Tanım 2.2.3 𝑀, (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen değme metrik yapısıyla tanımlı bir 

manifold olmak üzere; 

 𝛷(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) = 𝑔(𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଶ)  (2.30) 

şeklinde tanımlanan 𝛷 dönüşümüne (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen değme metrik yapısının 

temel 2 formu denir [16]. 

Tanım 2.2.4 𝑀, (2𝑛 + 1) − boyutlu bir manifold üzerinde 

 𝜂𝛬(𝑑𝜂)௡ ≠ 0   (2.31) 

koşulunu sağlayan bir 𝜂 1 −formu var ise 𝑀 manifoldu bir değme yapıya sahiptir. 

Böylece 𝑀 manifolduna bir değme manifoldu denir. Burada 𝜂  1 −formu 𝑀 

manifoldunun bir değme formu olarak adlandırılır. Buradaki (𝑑𝜂)௡ ile de 𝑛 yinci 

mertebeden dış çarpım yani, 

 (𝑑𝜂)௡ = (𝑑𝜂)𝛬 … 𝛬 (𝑑𝜂)ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
௡ି௧௔௡௘

  (2.32) 

şeklinde gösterilebilir [16]. 

Teorem 2.2.3 (2𝑛 + 1) − boyutlu ve 𝜂 değme yapısına sahip olan bir 𝑀 manifoldu 

üzerinde,  

 𝑔(𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଶ) = 𝑑𝜂(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)  (2.33) 

eşitliğini sağlayan bir (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) hemen hemen değme metrik yapısı vardır [16]. 
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Tanım 2.2.5 𝑀, diferansiyellenebilir bir manifold ve 𝑀 manifoldu üzerinde tanımlı 

(1, 1) −tipinde bir tensör alanı 𝜙 olsun ve her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ ∈ 𝜒(𝑀) olmak üzere; 

𝑁థ(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) = 𝜙ଶ[𝑋ଵ, 𝑋ଶ] + [𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଶ] − 𝜙[𝜙𝑋ଵ, 𝑋ଶ] − 𝜙[𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଶ] 

şeklindeki 𝑁థ tensörüne, 𝜙 tensör alanına göre Nijenhuis torsiyon tensörü denir [16]. 

2.3 Kenmotsu Manifoldlar 

Tanım 2.3.1 (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) metrik yapısına sahip (2𝑛 + 1) − boyutlu bir hemen hemen 

değme metrik manifoldu, 𝜙 (1,1) −tipli tensör alanı ve 𝛻, afin konneksiyon olmak 

üzere; 

 (𝛻௑భ
𝜙)(𝑋ଶ) = 𝑔(𝜙𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଶ)𝜙𝑋ଵ  (2.34) 

koşulunu sağlayan 𝑀 manifolduna Kenmotsu manifoldu denir [2]. 

Tanım 2.3.2 (𝜙, 𝜉, 𝜂, 𝑔) metrik yapısına sahip (2𝑛 + 1) − boyutlu bir hemen hemen 

değme metrik manifoldu olmak üzere; 

 𝑑𝜂 = 0  (2.35) 

 𝑑𝛷 = 2𝜂𝛬𝛷  (2.36) 

koşullarını sağlayan 𝑀 manifolduna hemen hemen Kenmotsu manifoldu adı verilir [2]. 

Teorem 2.3.1  𝑀 Kenmotsu manifoldu üzerinde, 

 𝛻௑భ
𝜉 = 𝑋ଵ − 𝜂(𝑋ଵ)𝜉  (2.37) 

 (𝛻௑భ
𝜂)𝑋ଶ = 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) − 𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ଶ) (2.38) 

eşitlikleri sağlanır [2]. 

Teorem 2.3.2 𝑀, bir Kenmotsu manifoldu ve 𝑅, bir Riemann eğrilik tensörü olmak 

üzere; 
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 𝑖) 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 =  𝜂(𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ  (2.39) 

 𝑖𝑖) 𝑅(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ =  𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉   (2.40) 

eşitlikleri sağlanır [2]. 

Teorem 2.3.3 𝑀, (2𝑛 + 1) −boyutlu bir Kenmotsu manifold olsun ve her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ ∈

𝜒(𝑀) için, 

 𝜂(𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ) = 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ) − 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଵ)  (2.41) 

eşitliği sağlanır [2]. 

Teorem 2.3.4 𝑀, (2𝑛 + 1) − boyutlu bir Kenmotsu manifold olsun. 𝑀 nin Ricci 

tensörü 𝑆 ve Ricci operatörü ℒ olmak üzere; 

 𝑆(𝑋ଵ, 𝜉) = −2𝑛𝜂(𝑋ଵ)  (2.42) 

 ℒ𝜉 = −2𝑛𝜉  (2.43) 

eşitlikleri sağlanır [2]. 

Teorem 2.3.5  𝑀, (2𝑛 + 1) − boyutlu bir Kenmotsu manifold olsun. 𝑀 nin Ricci 

tensörü 𝑆 ve 𝜙 (1, 1) −tipli tensör alanı olmak üzere; 

 𝑆(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଶ) = 𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) + 2𝑛𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ଶ)  (2.44) 

eşitliği sağlanır [2]. 

Tanım 2.3.3 𝑀, (2𝑛 + 1) − boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. Böylece 𝑝 ∈ 𝑀 

noktasındaki 𝑇௉(𝑀) tanjant uzayında 𝜉 vektör alanına dik bir 𝑋ଵ vektör alanı 

{𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଵ } ortonormal olacak biçimde var ise {𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଵ } düzlemine 𝑇௉(𝑀) nin 𝜙 −

𝑘𝑒𝑠𝑖𝑡𝑠𝑒𝑙𝑖 denir. Ayrıca 

𝒦(𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଵ) = 𝑔(𝑅(𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଵ)𝜙𝑋ଵ, 𝑋ଵ ) 

biçiminde tanımlanan ifadeye 𝑀 nin 𝜙 − 𝑘𝑒𝑠𝑖𝑡𝑠𝑒𝑙 𝑒ğ𝑟𝑖𝑙𝑖ğ𝑖 adı verilir [2]. 
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ TANAKA-WEBSTER KONNEKSİYONUNA SAHİP 

KENMOTSU MANİFOLDLAR 

Tanım 3.1 𝑀, (2𝑛 + 1) − boyutlu bir Kenmotsu manifoldu ve 𝛻 Levi-Civita 

konneksiyonu ile ilişkili 𝛻∗ ile gösterilen genelleştirilmiş Tanaka-Webster 

konneksiyonu; 

 𝛻௑భ

∗ 𝑋ଶ = 𝛻௑భ
𝑋ଶ − 𝜂(𝑋ଶ)𝛻௑భ

𝜉 + (𝛻௑భ
𝜂)(𝑋ଶ) 𝜉 − 𝜂(𝑋ଵ)𝜙𝑋ଶ (3.1) 

şeklinde tanımlanır [11]. 

Teorem 3.1 𝑀, (2𝑛 + 1) − boyutlu genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna 

sahip bir Kenmotsu manifold olmak üzere; 

 𝛻௑భ

∗ 𝜉 = 0   (3.2) 

eşitliği sağlanır [11]. 

Tanım 3.2 Genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu 𝑀 Kenmotsu manifoldu üzerinde 𝑅∗ Riemann eğrilik tensörü, 

 𝑅∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ + 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ  (3.3) 

şeklinde tanımlanır [11]. 

Sonuç 3.1 𝑅∗, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu 𝑀 Kenmotsu manifoldu üzerinde tanımlı Riemann eğrilik tensörü olsun. 

 𝑖) 𝑅∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 = 0  (3.4) 

 𝑖𝑖) 𝑅∗(𝑋ଵ, 𝜉)𝑋ଷ = 0   (3.5) 

eşitlikleri sağlanır [11]. 

Tanım 3.3 𝑆∗, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu 𝑀 Kenmotsu manifoldu üzerinde tanımlı Ricci tensörü olmak üzere; 
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 𝑆∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) = ∑ 𝑔(𝑅∗(𝑒௜, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑒௜)
ଶ௡ାଵ
௜ୀଵ   (3.6) 

şeklinde tanımlanır [11]. 

Teorem 3.2 𝑆∗, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu 𝑀 Kenmotsu manifoldu üzerinde tanımlı Ricci tensörü, ℒ∗, Ricci operatörü ve 

𝜙, (1,1) −tipli tensör alanı olmak üzere; 

 𝑆∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) = 𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) + 2𝑛𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)  (3.7) 

 𝑆∗(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଶ) = 𝑆(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଶ) + 2𝑛𝑔(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଶ)  (3.8) 

 ℒ∗𝑋ଵ = ℒ𝑋ଵ + 2𝑛𝑋ଵ  (3.9) 

eşitlikleri sağlanır [11]. 

Teorem 3.3 Genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu 𝑀 Kenmotsu manifoldunun skaler eğriliği, 

 𝑟∗ = 𝑟 + 2𝑛(2𝑛 + 1)  (3.10) 

şeklindedir [11]. 

Tanım 3.4 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. 𝑅∗, Riemann eğrilik tensörü ve 𝑟∗, 𝑀 nin 

skaler eğriliği olmak üzere, 𝑀 üzerindeki her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ vektör alanları için, 𝑀 nin 𝐶∗ 

konsirküler eğrilik tensör alanı 

𝐶∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 𝑅∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ −
௥∗

ଶ௡(ଶ௡ାଵ)
{𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ}  (3.11) 

şeklinde tanımlanır. Özel olarak her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ ∈ 𝜒(𝑀) için 𝐶∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 0 olması 

durumunda genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip 𝑀 manifoldu 

konsirküler flat olarak adlandırılır [11]. 
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Tanım 3.5 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. 𝑅∗, Riemann eğrilik tensörü, 𝑆∗, Ricci tensörü 

ve  ℒ∗, Ricci operatörü olmak üzere, 𝑀 üzerindeki her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ vektör alanları için, 

𝑀 nin 𝐾∗ konharmonik eğrilik tensör alanı 

𝐾∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 𝑅∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ −
1

2𝑛 − 1
{𝑆∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑆∗(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ 

+𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)ℒ∗𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)ℒ∗𝑋ଶ} 

(3.12) 

şeklinde tanımlanır. Özel olarak her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ ∈ 𝜒(𝑀) için 𝐾∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 0 olması 

durumunda genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip 𝑀 manifoldu 

konharmonik flat olarak adlandırılır [22]. 

Sonuç 3.2 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. 𝑅, Riemann eğrilik tensörü ve 𝐾∗, her 

𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ vektör alanları için, 𝑀 nin konharmonik eğrilik tensör alanı olmak üzere; 

 𝐾∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ −
ଶ௡ାଵ

ଶ௡ିଵ
{𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ}  (3.13) 

eşitliği sağlanır [22]. 

Tanım 3.6 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. 𝑅∗, Riemann eğrilik tensörü ve 𝑆∗, Ricci 

tensörü olmak üzere, 𝑀 üzerindeki her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ vektör alanları için, 𝑀 nin 𝑃∗ 

projektif eğrilik tensör alanı 

 𝑃∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 𝑅∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ −
ଵ

ଶ௡
{𝑆∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑆∗(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ}  (3.14) 

şeklinde tanımlanır. Özel olarak her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ ∈ 𝜒(𝑀) için 𝑃∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 0 olması 

durumunda genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip 𝑀 manifoldu 

projektif flat olarak adlandırılır [22]. 
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4. GENELLEŞTİRİLMİŞ TANAKA-WEBSTER KONNEKSİYONUNA SAHİP 

KENMOTSU MANİFOLDLARDA BAZI EĞRİLİK SONUÇLARI 

Tanım 4.1 𝑅∗, Riemann eğrilik tensörü ve 𝜆, skaler fonksiyon ve 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ vektör 

alanlar olmak üzere; 

 𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 𝑅∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ −
ఒ

ଶ௡
{𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ}  (4.1) 

eşitliği ile verilen tensöre genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip              

(2𝑛 + 1) −boyutlu bir 𝑀  Kenmotsu manifoldu üzerinde tanımlı 𝑄∗ tensörü denir. 

Özel olarak her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ ∈ 𝜒(𝑀) için 𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 0 olması durumunda 

genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip 𝑀 manifoldu 𝑄∗ − flat olarak 

adlandırılır. 

Teorem 4.1 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifold olsun. 𝑄∗ tensörü I. Bianchi Özdeşliğini sağlar. 

İspat: Riemann eğrilik tensörü I. Bianchi Özdeşliğini sağladığından (4.1) denklemi 

kullanılarak, 

 𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ + 𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ + 𝑄∗(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ = 0 (4.2) 

eşitliği elde edilir. 

Sonuç 4.1 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifold olsun. (4.1) denkleminde (3.4), (3.5) ve (2.27) 

denklemleri kullanılarak, 

 𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 = −
ఒ

ଶ௡
{𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ − 𝜂(𝑋ଵ)𝑋ଶ}  (4.3) 

 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = −
ఒ

ଶ௡
{𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଶ}  (4.4) 

 𝑄∗(𝑋ଵ, 𝜉)𝑋ଷ = −
ఒ

ଶ௡
{𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉}  (4.5) 

sonuçları elde edilir. 
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Teorem 4.2 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifold olsun. 𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 0 ise 𝜆 = 0 veya 𝑀 özel tipli bir 

𝜂 −Einstein manifolddur. 

İspat: 𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 0 olsun. (4.1) denkleminden, 

 𝑅∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ =
ఒ

ଶ௡
{𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ}  (4.6) 

elde edilir. Elde edilen (4.6) denklemi ξ ile iç çarpılır ve (2.27) denklemi kullanılırsa, 

 

𝑔(𝑅∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ, ξ ) =
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଵ, ξ) − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଶ, ξ )} 

                                    =
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଵ) − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)}         

(4.7) 

elde edilir. 

(3.3) denklemi (4.7) denkleminde yerine yazılır, (2.3) ve (2.27) denklemleri 

kullanılırsa, 

 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ, ξ ) = ቀ
ఒ

ଶ௡
− 1ቁ {𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଵ) − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)}  (4.8) 

elde edilir. Elde edilen son eşitlikte (2.27), (2.41) denklemleri kullanılarak gerekli 

düzenlemeler yapılırsa, 

𝜂(𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ) = ൬
𝜆

2𝑛
− 1൰ {𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଵ) − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)} 

𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ) − 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଵ) = ൬
𝜆

2𝑛
− 1൰ {𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଵ) − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)} 

elde edilir.  Buradan,  

ఒ

ଶ௡
{𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଵ) − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)}     (4.9)           

elde edilir. Böylece, 𝜆 = 0 veya 

𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଵ) − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ) = 0 
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elde edilir. 

𝜆 ≠ 0 olsun. ℒ Ricci operatörü olmak üzere, (4.9) denkleminde 𝑋ଵ vektör alanı yerine 

ℒ𝑋ଵ yazılır ve (2.27), (2.13) ve (2.42) denklemleri kullanılırsa, 

൬
𝜆

2𝑛
൰ {𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜂(ℒ𝑋ଵ) − 𝑔(ℒ𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)} 

      = ൬
𝜆

2𝑛
൰ {𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑔(ℒ𝑋ଵ, ξ) − 𝑔(ℒ𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)} 

= ൬
𝜆

2𝑛
൰ {𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑆(𝑋ଵ, ξ) − 𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)} 

        = ൬
𝜆

2𝑛
൰ ൛𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)൫−2𝑛𝜂(𝑋ଵ)൯ − 𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)ൟ 

             = ൬
𝜆

2𝑛
൰ {−2𝑛𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଵ) − 𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)} = 0 (4.10) 

elde edilir.  

(4.10) denkleminde 𝑋ଶ = 𝜉 yazılır ve (2.27) denklemi kullanılırsa, 

൬
𝜆

2𝑛
൰ {−2𝑛𝜂(𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଵ) − 𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)} = 0 

dır. Buradan, 

 𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ଷ) = −2𝑛𝜂(𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଵ)  (4.11) 

elde edilir. Böylece, (4.11) denkleminden, 𝑀 manifoldu özel tipli 𝜂 −Einstein 

manifolddur. 

Teorem 4.3 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifold olsun. 𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 = 0 ise 𝑀, bir 𝜉 − 𝑄∗ flat 

manifolddur. Böylece aşağıdaki koşullar birbirine denktir. 

𝑖) 𝑀, 𝜉 − 𝑄∗ 𝑓𝑙𝑎𝑡 𝑚𝑎𝑛𝑖𝑓𝑜𝑙𝑑   
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𝑖𝑖)  𝜆 = 0.  

İspat: 𝑖 ⇒ 𝑖𝑖:  

𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 = 0 olsun. (4.1) denkleminde (3.3) denklemi kullanılarak, 

𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ + ൬1 −
𝜆

2𝑛
൰ {𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ}  

eşitliği elde edilir. Elde edilen bu eşitlikte 𝑋ଷ = 𝜉 yazılırsa, 

𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 = 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 + ൬1 −
𝜆

2𝑛
൰ {𝑔(𝑋ଶ, 𝜉)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝜉)𝑋ଶ}  

elde edilir. Son eşitlikte (2.27) denklemi kullanılarak, 

 𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 = 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 + ቀ1 −
ఒ

ଶ௡
ቁ {𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ − 𝜂(𝑋ଵ)𝑋ଶ}  (4.12) 

elde edilir. 

(2.39) denklemi (4.12) eşitliğinde yerine yazılırsa, 

 𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 =
ఒ

ଶ௡
𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉   (4.13) 

elde edilir. Böylece, 𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 = 0 olduğundan, 

𝜆 = 0 

dır. 

𝑖𝑖 ⇒ 𝑖:  

𝜆 = 0 olsun. Denklem (4.12) den, 

𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 = 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 + {𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ − 𝜂(𝑋ଵ)𝑋ଶ} 

elde edilir. Böylece, (2.39) denklemi son elde edilen eşitlikte yazılırsa,    

𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 = 0 olduğu kolaylıkla görülür. 
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Tanım 4.2 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip Kenmotsu 

manifoldu olsun. 𝑀 üzerinde 𝜙 (1, 1) −tipinde tensör alanı ve her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ, 𝑋ସ vektör 

alanı olmak üzere,  

 𝑔(𝑄∗(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଶ)𝜙𝑋ଷ, 𝜙𝑋ସ) = 0   (4.14) 

koşulunu sağlayan genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip Kenmotsu 

manifolduna 𝜙 − 𝑄∗ flat manifold denir. 

Teorem 4.4 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifold olsun. 𝑀, 𝜙 − 𝑄∗ flat manifold ise 𝜂 −Einstein 

manifolddur. 

İspat: (4.1) denklemi (4.14) denkleminde yerine yazılırsa, 

𝑔 ൬𝑅∗(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଶ)𝜙𝑋ଷ −
ఒ

ଶ௡
൜

𝑔(𝜙𝑋ଶ, 𝜙𝑋ଷ)𝜙𝑋ଵ

−𝑔(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଷ)𝜙𝑋ଶ
ൠ , 𝜙𝑋ସ൰ = 0  (4.15) 

elde edilir. Buradan, 

𝑅∗(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଶ, 𝜙𝑋ଷ, 𝜙𝑋ସ) =
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝜙𝑋ଶ, 𝜙𝑋ଷ)𝑔(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ସ) 

                                             −𝑔(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ଷ)𝑔(𝜙𝑋ଶ, 𝜙𝑋ସ)} 

(4.16) 

olur. 

Denklem (4.16) da 𝑋ଵ = 𝑋ସ = 𝑒௜  (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1) yazılıp kontraksiyon uygulanırsa, 

෍ 𝑅∗(𝜙𝑒௜, 𝜙𝑋ଶ, 𝜙𝑋ଷ, 𝜙𝑒௜)

ଶ௡

௜ୀଵ

= ෍
𝜆

2𝑛
൜

𝑔(𝜙𝑋ଶ, 𝜙𝑋ଷ)𝑔(𝜙𝑒௜ , 𝜙𝑒௜)

−𝑔(𝜙𝑒௜, 𝜙𝑋ଷ)𝑔(𝜙𝑋ଶ, 𝜙𝑒௜)
ൠ

ଶ௡

௜ୀଵ

 

elde edilir. Elde edilen bu eşitlikte (2.7) denklemi kullanılarak, 

෍ 𝑔(𝑅∗(𝜙𝑒௜, 𝜙𝑋ଶ)𝜙𝑋ଷ, 𝜙𝑒௜)

ଶ௡

௜ୀଵ

= ෍
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝜙𝑋ଶ, 𝜙𝑋ଷ)𝑔(𝜙𝑒௜, 𝜙𝑒௜) − 𝑔(𝜙𝑋ଶ, 𝜙𝑋ଷ)}

ଶ௡

௜ୀଵ

 

olur. Bu eşitlikte (2.8) ve (3.6) denklemleri kullanılırsa, 
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 𝑆∗(𝜙𝑋ଶ, 𝜙𝑋ଷ) =
ఒ

ଶ௡
(2𝑛 − 1)𝑔(𝜙𝑋ଶ, 𝜙𝑋ଷ)  (4.17) 

elde edilir. Daha sonra (4.17) denkleminde (3.8) ve (2.44) denklemleri kullanılarak, 

 𝑆(𝑋ଶ, 𝑋ଷ) = (
ఒ

ଶ௡
(2𝑛 − 1) − 2𝑛)𝑔(𝜙𝑋ଶ, 𝜙𝑋ଷ) − 2𝑛𝜂(𝑋ଶ)𝜂(𝑋ଷ)  (4.18) 

sonucuna ulaşılır. Burada elde edilen denklemde (2.28) denklemi kullanılırsa, 

 
𝑆(𝑋ଶ, 𝑋ଷ) = ൬

𝜆

2𝑛
(2𝑛 − 1) − 2𝑛൰ 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ) 

              −
𝜆

2𝑛
(2𝑛 − 1)𝜂(𝑋ଶ)𝜂(𝑋ଷ) 

(4.19) 

elde edilir. Böylece, (4.19) denkleminden, 𝑀 manifoldu 𝜂 −Einstein manifolddur. 

Sonuç 4.2  𝑀, (2𝑛 + 1) −boyutlu genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna 

sahip 𝜙 − 𝑄∗ flat Kenmotsu manifold olsun. 𝑀 nin skaler eğriliği, 

𝑟 = 𝜆(2𝑛 − 1) − 2𝑛(2𝑛 + 1) 

dir. 

İspat: Denklem (4.19) da 𝑋ଶ = 𝑋ଷ = 𝑒௜  (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1) yazılıp kontraksiyon 

uygulanırsa, 

෍ 𝑆(𝑒௜, 𝑒௜)

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

= ෍ ൬
𝜆

2𝑛
(2𝑛 − 1) − 2𝑛൰ 𝑔(𝑒௜, 𝑒௜) −

𝜆

2𝑛
(2𝑛 − 1)𝜂(𝑒௜)𝜂(𝑒௜)

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikte (2.23), (2.8) ve (2.15) denklemleri kullanılarak, 

𝑟 = 𝜆(2𝑛 − 1) − 2𝑛(2𝑛 + 1) 

elde edilir. 

Tanım 4.3  𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip Kenmotsu 

manifoldu olsun. 𝑀 üzerinde 𝜙 (1,1) − tipinde tensör alanı ve her 𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑋ଷ, 𝑋ସ vektör 

alanı olmak üzere;  



22 
 

 𝑔(𝑄∗(𝜙𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ, 𝜙𝑋ସ) = 0   (4.20) 

koşulunu sağlayan genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip Kenmotsu 

manifolduna pseudo 𝜙 − 𝑄∗ flat manifold denir. 

Teorem 4.5 𝑀, (2𝑛 + 1) −boyutlu genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna 

sahip pseudo 𝜙 − 𝑄∗ flat Kenmotsu manifold ise 𝑀 bir 𝜂 −Einstein manifolddur. 

İspat: (4.20) denkleminde (4.1) denklemi yazılır ve (3.3) denklemi kullanılırsa, 

𝑔 ൬𝑅∗(𝜙𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜙𝑋ଵ − 𝑔(𝜙𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ}, 𝜙𝑋ସ൰ = 0 

𝑔(𝑅(𝜙𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ, 𝜙𝑋ସ) + ൬1 −
𝜆

2𝑛
൰ (𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑔(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ସ) 

−𝑔(𝜙𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଶ, 𝜙𝑋ସ)൯ = 0 

(4.21) 

elde edilir. 

Denklem (4.21) de 𝑋ଶ = 𝑋ଷ = 𝑒௜  (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1) yazılıp kontraksiyon uygulanırsa, 

෍ (𝑅(𝜙𝑋ଵ, 𝑒௜)𝑒௜, 𝜙𝑋ସ)

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

+ ෍ ൬1 −
𝜆

2𝑛
൰ ൜

𝑔(𝜙𝑒௜, 𝜙𝑒௜)𝑔(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ସ)

−𝑔(𝜙𝑋ଵ, 𝑒௜)𝑔(𝑒௜, 𝜙𝑋ସ)
ൠ = 0

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

 

bulunur ve bu eşitlikte (2.7) denklemi kullanılarak, 

∑ 𝑅(𝜙𝑋ଵ, 𝑒௜, 𝑒௜, 𝜙𝑋ସ)ଶ௡ାଵ
௜ୀଵ = ∑ ቀ

ఒ

ଶ௡
− 1ቁ ൜

𝑔(𝜙𝑒௜, 𝜙𝑒௜)𝑔(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ସ)

−𝑔(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ସ)
ൠଶ௡ାଵ

௜ୀଵ   (4.22) 

elde edilir. Son denklemde (2.8) ve (2.12) denklemleri kullanılarak, 

 𝑆(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ସ) = (𝜆 − 2𝑛)𝑔(𝜙𝑋ଵ, 𝜙𝑋ସ)  (4.23) 

eşitliği elde edilir. 

Denklem (4.23) te (2.28) ve (2.44) denklemleri yazılır ve gerekli düzenlemeler 

yapılırsa, 
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𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ସ) + 2𝑛𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ସ) = (𝜆 − 2𝑛)(𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ସ) − 𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ସ)) 

 𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ସ) = (𝜆 − 2𝑛)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ସ) + (2𝑛 − 𝜆)𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ସ) − 2𝑛𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ସ) 

 𝑆(𝑋ଵ, 𝑋ସ) = (𝜆 − 2𝑛)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ସ)  − 𝜆𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ସ) (4.24) 

elde edilir. Böylece, (4.24) denkleminden, 𝑀 manifoldu 𝜂 −Einstein manifolddur. 

Sonuç 4.3 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu pseudo 𝜙 − 𝑄∗ flat Kenmotsu manifold olsun. 𝑀 nin skaler eğriliği, 

𝑟 = 2𝑛(𝜆 − 2𝑛 − 1) 

dir. 

İspat: Denklem (4.24) te 𝑋ଵ = 𝑋ସ = 𝑒௜  (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1) yazılıp kontraksiyon 

uygulanırsa, 

෍ 𝑆(𝑒௜, 𝑒௜)

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

= ෍ (𝜆 − 2𝑛)𝑔(𝑒௜, 𝑒௜) − 𝜆𝜂(𝑒௜)𝜂(𝑒௜)

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikte (2.8), (2.23) ve (2.15) denklemleri kullanılarak gerekli 

işlemler yapılırsa,  

𝑟 = 2𝑛(𝜆 − 2𝑛 − 1) 

elde edilir. 

Teorem 4.6 𝑄∗, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu 𝑀 Kenmotsu manifoldu üzerinde tanımlı tensör olmak üzere; 

𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑄∗ = 0  

ise 𝜆 = 0 veya 𝑀 bir 𝜂 −Einstein manifolddur. 

İspat: (2.21) denklemini kullanarak, 
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(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑄∗)(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝑄∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 

 −𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 − 𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 = 0 (4.25) 

eşitliği ayrı ayrı hesaplanırsa, 

𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)[𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 

                                                              ି
ఒ

ଶ௡
{𝑔(𝑋ଷ, 𝜉)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝜉)𝑋ଷ}ቃ   

eşitliğinde (4.1), (3.4) ve (2.27) denklemleri kullanılarak, 

𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = −
𝜆

2𝑛
[𝜂(𝑋ଷ) 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝜂(𝑋ଶ) 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ] 

elde edilir. Bu eşitlikte  (4.1), (3.5) ve (2.27) denklemleri yazılırsa, 

𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 =
𝜆ଶ

4𝑛ଶ
൤

𝜂(𝑋ଷ){𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ}

−𝜂(𝑋ଶ){𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଵ}
൨ 

                                                 =
𝜆ଶ

4𝑛ଶ
൤

𝜂(𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ

−𝜂(𝑋ଶ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 + 𝜂(𝑋ଶ)𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଵ
൨ 

                                                 =
𝜆ଶ

4𝑛ଶ
[𝜂(𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଶ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉] 

elde edilir. 

𝑄∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝑄∗(𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝑋ଶ)𝑋ଵ}, 𝑋ଷ)𝜉 

eşitliğinde (4.1) ve (3.5) denklemleri kullanılarak, 

𝑄∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = −
𝜆

2𝑛
𝑄∗(𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝑋ଶ)𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 

elde edilir. Bu eşitlikte (2.27), (4.1), (2.23) ve (3.4) denklemleri yazılırsa, 

𝑄∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = −
𝜆

2𝑛
𝑄∗(𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 

= −
𝜆

2𝑛
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଷ)𝜉 +

𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଶ)𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 
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                                      = −
𝜆

2𝑛
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) ൤𝑅∗(𝜉, 𝑋ଷ)𝜉 −

𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଷ, 𝜉)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝜉)𝑋ଷ}൨ 

                                          +
𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଶ) ൤𝑅∗(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 −

𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଷ, 𝜉)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝜉)𝑋ଷ}൨ 

=
𝜆ଶ

4𝑛ଶ
൤

𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ){𝜂(𝑋ଷ)𝜉 − 𝑋ଷ}

−𝜂(𝑋ଶ){𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝜂(𝑋ଵ)𝑋ଷ}
൨ 

elde edilir. 

𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 = 𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝑋ଷ)𝑋ଵ})𝜉 

eşitliğinde denklem (4.1), (3.5) ve (2.27) denklemleri kullanılarak, 

𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 = −
𝜆

2𝑛
𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଵ)𝜉 

                  = −
𝜆

2𝑛
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝑋ଶ, 𝜉)𝜉 +

𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଷ)𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝜉 

                               = −
𝜆

2𝑛
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ) ൤𝑅∗(𝑋ଶ, 𝜉)𝜉 −

𝜆

2𝑛
{𝑔(𝜉, 𝜉)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝜉)𝜉}൨ 

                                  +
𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଷ) ൤𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝜉 −

𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝜉)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝜉)𝑋ଵ}൨ 

elde edilir. Bu eşitlikte (3.4), (2.23) ve (2.27) denklemleri yazılırsa, 

𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 =
𝜆ଶ

4𝑛ଶ
[𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ){𝑋ଶ − 𝜂(𝑋ଶ)𝜉} 

                                            −𝜂(𝑋ଷ){𝜂(𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ}] 

elde edilir. 

𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 =  𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ) ൤𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝜉)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝜉)𝑋ଵ}൨ 

eşitliğinde (4.1), (3.4), (2.23) ve (2.27) denklemleri kullanılarak, 

𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 = −
𝜆

2𝑛
𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)[𝜂(𝑋ଵ)𝜉 − 𝑋ଵ] 
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    = −
𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଵ)𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 +

𝜆

2𝑛
𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ 

                                 = −
𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଵ) ൤𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 −

𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଷ, 𝜉)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝜉)𝑋ଷ}൨ 

                                +
𝜆

2𝑛
൤𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ −

𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ}൨ 

 = −
𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଵ) ൤−

𝜆

2𝑛
{𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଶ − 𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଷ}൨ 

                                 +
𝜆

2𝑛
൤𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ −

𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ}൨ 

elde edilir. 

Yukarıda elde edilen sonuçlar (4.25) denkleminde yerine yazılıp gerekli 

sadeleştirmeler ve düzenlemeler yapılırsa, 

−
ఒ

ଶ௡
ቂ𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ +

ఒ

௡
{𝜂(𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଶ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉}ቃ = 0   (4.26) 

eşitliği elde edilir. Böylece, 𝜆 = 0 veya 

 𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ = −
ఒ

௡
{𝜂(𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଶ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉}  (4.27) 

elde edilir. Son elde edilen denklemde (3.3) denklemi yazılırsa, 

𝑅(𝑋2, 𝑋3)𝑋1 = 𝑔(𝑋2, 𝑋1)𝑋3 − 𝑔(𝑋3, 𝑋1)𝑋2 

                                                         −
𝜆

𝑛
{𝜂(𝑋3)𝑔(𝑋1, 𝑋2)𝜉 − 𝜂(𝑋2)𝑔(𝑋1, 𝑋3)𝜉} 

(4.28) 

sonucuna ulaşılır. Bu denklem 𝑋ସ ile iç çarpılırsa, 

𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ, 𝑋ଵ, 𝑋ସ) = 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ସ) − 𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ସ) 

                                              −
𝜆

𝑛
{𝜂(𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑔(𝜉, 𝑋ସ) − 𝜂(𝑋ଶ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑔(𝜉, 𝑋ସ)} 

elde edilir. 

Yukarıdaki son denklemde 𝑋ଶ = 𝑋ସ = 𝑒௜  (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1) yazılıp kontraksiyon 

uygulanırsa, 
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෍ 𝑅(𝑒௜, 𝑋ଷ, 𝑋ଵ, 𝑒௜)

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

= ෍ ቎

𝑔(𝑒௜, 𝑋ଵ)𝑔(𝑋ଷ, 𝑒௜) − 𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑒௜, 𝑒௜)

−
𝜆

𝑛
൜

𝜂(𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑒௜)𝑔(𝜉, 𝑒௜)

−𝜂(𝑒௜)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑔(𝜉, 𝑒௜)
ൠ

቏

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

 

olur. Elde edilen bu eşitlikte (2.7), (2.8), (2.23) ve (2.27) denklemleri kullanılırsa, 

 ∑ 𝑅(𝑒௜, 𝑋ଷ, 𝑋ଵ, 𝑒௜)
ଶ௡ାଵ
௜ୀଵ = ∑ ቈ

𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ) − 𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑒௜, 𝑒௜)

−
ఒ

௡
{𝜂(𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଵ) − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)}

቉ଶ௡ାଵ
௜ୀଵ   (4.29) 

elde edilir. 

(4.29) denkleminde (2.12) denklemi kullanılarak, 

𝑆(𝑋ଷ, 𝑋ଵ) = −2𝑛𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ) +
𝜆

𝑛
[𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ) − 𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ଷ)] 

 𝑆(𝑋ଷ, 𝑋ଵ) = ቀ−2𝑛 +
ఒ

௡
ቁ 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ) −

ఒ

௡
𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ଷ)  (4.30) 

elde edilir. Böylece, (4.30) denkleminden, 𝑀 manifoldu 𝜂 −Einstein manifolddur. 

Sonuç 4.4 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifold olsun. 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑄∗ = 0 ise 𝑀 nin skaler eğriliği, 

𝑟 = −2𝑛(2𝑛 + 1) + 2𝜆 

dır. 

İspat: (4.30) denkleminde 𝑋ଵ = 𝑋ଷ = 𝑒௜  (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1) yazılıp kontraksiyon 

uygulanırsa, 

 ∑ 𝑆(𝑒௜, 𝑒௜)
ଶ௡ାଵ
௜ୀଵ = ∑ ቀ−2𝑛 +

ఒ

௡
ቁ 𝑔(𝑒௜, 𝑒௜) −

ఒ

௡
𝜂(𝑒௜)𝜂(𝑒௜)

ଶ௡ାଵ
௜ୀଵ   (4.31) 

elde edilir. Böylece (4.31) denkleminde (2.8), (2.23) ve (2.15) denklemleri 

kullanılarak ve gerekli işlemler yapılırsa, 

𝑟 = −2𝑛(2𝑛 + 1) + 2𝜆 

elde edilir. 



28 
 

Sonuç 4.5 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifoldu olsun. Eğer 𝑀, 𝑄∗ −flat ise −1 +
ఒ

ଶ௡
  sabit eğriliğe 

sahiptir. 

İspat:  (4.1) denkleminde (3.3) denklemi yazılırsa, 

𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ + 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ 

                 −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ} (4.32) 

elde edilir. 

𝑄∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 0 olsun. Buradan (4.32) denkleminde gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ +
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ} 

𝑅(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = (−1 +
𝜆

2𝑛
){𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ} 

elde edilir ve böylece 𝑀 manifoldunun  −1 +
ఒ

ଶ௡
  sabit eğrilikli olduğu görülür. 

Teorem 4.7  𝑄∗, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu 𝑀 Kenmotsu manifoldu üzerinde tanımlı tensör ve 𝑅∗, Riemann eğrilik 

tensörü olmak üzere; 

𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑅∗ = 0  

ise 𝜆 = 0 veya 𝑀  bir Einstein manifolddur. 

İspat: (2.21) denklemini kullanarak, 

(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑅∗)(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝑅∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 

 −𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 − 𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 = 0   (4.33) 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikte (3.4) denklemi kullanılırsa, 

𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝑅∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 = 0 
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olduğu açıkça görülmektedir. Dolayısıyla 𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 eşitliğinin hesabını 

yapmak yeterli olacaktır. 

𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 = 𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ) ൤𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝜉)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝜉)𝑋ଵ}൨ 

eşitliğinde (4.1), (3.4), (2.27) ve (2.23) denklemleri kullanılırsa, 

𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 = 𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ) ൤−
𝜆

2𝑛
{𝜂(𝑋ଵ)𝜉 − 𝑋ଵ}൨ 

                  = −
𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଵ)𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 +

𝜆

2𝑛
𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ 

 =
ఒ

ଶ௡
𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ = 0   (4.34) 

elde edilir. Böylece, 𝜆 = 0 veya 

 𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ = 0  (4.35) 

elde edilir. Bulunan bu eşitlikte (3.3) denklemi kullanılır ve gerekli düzenleme 

yapılırsa, 

 𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ = 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ − 𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ   (4.36) 

elde edilir. (4.36) denklemi 𝑋ସ ile iç çarpılırsa, 

𝑔(𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ, 𝑋ସ) = 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ସ) − 𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ସ) 

 𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ, 𝑋ଵ, 𝑋ସ) = 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ସ) − 𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ସ) (4.37) 

elde edilir. 

Denklem (4.37) de 𝑋ଶ = 𝑋ସ = 𝑒௜  (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1) yazılıp kontraksiyon uygulanırsa, 

෍ 𝑅(𝑒௜, 𝑋ଷ, 𝑋ଵ, 𝑒௜)

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

= ෍ [𝑔(𝑒௜, 𝑋ଵ)𝑔(𝑋ଷ, 𝑒௜) − 𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑒௜, 𝑒௜)]

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ
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olur. Elde edilen bu eşitlikte (2.7), (2.8) ve (2.12) denklemleri kullanılırsa, 

 𝑆(𝑋ଷ, 𝑋ଵ) = −2𝑛𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)  (4.38) 

elde edilir. Böylece, (4.38) denkleminden 𝑀 manifoldu Einstein manifolddur. 

Sonuç 4.6 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifold olsun. O halde,  

𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑅∗ = 0 

ise 𝑀 manifoldu, 𝐻ଶ௡ାଵ(−1) hiperbolik uzayına lokal olarak izometriktir. 

İspat: 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑅∗ = 0 olsun. Bu eşitliğin sonucunda elde edilen (4.36) denkleminde 

gerekli düzenleme yapılırsa, 

𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ = −[𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ] 

elde edilir. Böylece, 𝑀 manifoldu (−1) sabit eğrilikli bir manifold olduğundan 

𝐻ଶ௡ାଵ(−1) hiperbolik uzayına lokal olarak izometriktir. 

Sonuç 4.7 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifold olsun. O halde, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑅∗ = 0 ise  𝑀 nin skaler eğriliği, 

𝑟 = −2𝑛(2𝑛 + 1) 

dır. 

İspat: Denklem (4.38) de 𝑋ଷ = 𝑋ଵ = 𝑒௜  (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1) yazılıp kontraksiyon 

uygulanırsa, 

 ∑ 𝑆(𝑒௜, 𝑒௜)
ଶ௡ାଵ
௜ୀଵ = ∑ −2𝑛𝑔(𝑒௜, 𝑒௜)

ଶ௡ାଵ
௜ୀଵ   (4.39) 

elde edilir. Böylece (4.39) denkleminde (2.8) ve (2.15) denklemleri kullanılırsa, 

𝑟 = −2𝑛(2𝑛 + 1) 
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elde edilir. 

Sonuç 4.8 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifold olsun.  O halde,  

𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑄∗ = 𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑅∗ 

dir. 

İspat: (2.21) denklemini kullanarak, 

(𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑄∗)(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝑄∗(𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 

 −𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 − 𝑄∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 = 0  (4.40) 

(𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑅∗)(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝑅∗(𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 

 −𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 − 𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 = 0  (4.41) 

elde edilir. (4.40) ve (4.41) eşitliklerinin (3.4) ve (3.5) denklemlerinden sıfıra eşit 

olduğu aşikârdır. Böylece, 

 𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑄∗ = 𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑅∗ (4.42) 

eşitliği elde edilir. 

Teorem 4.8 𝑀, (2𝑛 + 1) −boyutlu genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna 

sahip bir Kenmotsu manifoldu olsun. O halde 

𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑆∗ = 0  

ise 𝑀 bir Einstein manifolddur. 

İspat: (2.21) denklemini kullanarak, 

(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑆∗)(𝑋ଶ, 𝜉) = 𝑆∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝜉) + 𝑆∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉) = 0 

eşitliği elde edilir. Bu eşitlikte (3.4), (3.6) ve (3.7) denklemleri kullanılırsa, 

𝑆∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉) = 𝑆(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉) + 2𝑛𝑔(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉) = 0 
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elde edilir. Son elde edilen eşitlikte (4.1), (3.4), (2.23), (2.42) ve (2.27) denklemleri 

kullanılırsa, 

𝑆∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉) = 𝑆 ൬𝑋ଶ, 𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝜉)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝜉)𝑋ଵ}൰ 

                                            +2𝑛𝑔 ൬𝑋ଶ, 𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝜉)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝜉)𝑋ଵ}൰ 

                                      = 𝑆 ൬𝑋ଶ, −
𝜆

2𝑛
{𝜂(𝑋ଵ)𝜉 − 𝑋ଵ}൰ + 2𝑛𝑔(𝑋ଶ, −

𝜆

2𝑛
{𝜂(𝑋ଵ)𝜉 − 𝑋ଵ}) 

                          = −
𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଵ)𝑆(𝑋ଶ, 𝜉) +

𝜆

2𝑛
𝑆(𝑋ଶ, 𝑋ଵ) − 𝜆𝜂(𝑋ଵ)𝑔(𝑋ଶ, 𝜉) + 𝜆𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ) 

              = 𝜆𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ଶ) +
𝜆

2𝑛
𝑆(𝑋ଶ, 𝑋ଵ) − 𝜆𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ଶ) + 𝜆𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ) 

=
𝜆

2𝑛
𝑆(𝑋ଶ, 𝑋ଵ) + 𝜆𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ) = 0 

 𝑆(𝑋ଶ, 𝑋ଵ) = −2𝑛𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)  (4.43) 

elde edilir. Böylece, (4.43) denkleminden 𝑀 manifoldu Einstein manifolddur. 

Sonuç 4.9 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifold olsun. O halde, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑆∗ = 0 ise  𝑀 nin skaler eğriliği, 

𝑟 = −2𝑛(2𝑛 + 1) 

dir. 

İspat: Denklem (4.43) te 𝑋ଶ = 𝑋ଵ = 𝑒௜  (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1) yazılıp kontraksiyon 

uygulanırsa, 

෍ 𝑆(𝑒௜, 𝑒௜)

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

= ෍ −2𝑛𝑔(𝑒௜, 𝑒௜)     

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

 

elde edilir. Böylece (2.8) ve (2.15) denklemleri kullanılırsa, 

𝑟 = −2𝑛(2𝑛 + 1) 
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elde edilir. 

Teorem 4.9  𝑀, (2𝑛 + 1) −boyutlu genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna 

sahip bir Kenmotsu manifoldu olsun. O halde, 

𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝐶∗ = 0  

ise 𝑀, bir Einstein manifolddur. 

İspat: (2.21) denklemi kullanılarak, 

(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝐶∗)(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝐶∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 

 −𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 − 𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 = 0   (4.44) 

eşitliği elde edilir ve eşitlik ayrı ayrı hesaplanırsa, 

𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)[𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 

                                                                         −
𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
{𝑔(𝑋ଷ, 𝜉)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝜉)𝑋ଷ}] 

eşitliğinde (3.11), (3.4), (2.27) ve (4.1) denklemleri kullanılarak, 

𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = −
𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)[𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଶ − 𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଷ] 

                = −
𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
 [𝜂(𝑋ଷ) 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝜂(𝑋ଶ) 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ] 

                        = −
𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)

⎣
⎢
⎢
⎡ 𝜂(𝑋ଷ) ൜𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ −

𝜆

2𝑛
൬

𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉

−𝑔(𝜉, 𝑋ଶ)𝑋ଵ
൰ൠ

−𝜂(𝑋ଶ) ൜𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ −
𝜆

2𝑛
൬

𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉

−𝑔(𝜉, 𝑋ଷ)𝑋ଵ
൰ൠ 

⎦
⎥
⎥
⎤

 

elde edilir. Bu eşitlikte (3.5) ve (2.27) denklemleri yazılırsa, 

𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 =
𝜆

2𝑛

𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
൤

𝜂(𝑋ଷ){𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ}

−𝜂(𝑋ଶ){𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଵ}
൨ 

                                              =
𝜆

2𝑛

𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
൤

𝜂(𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ

−𝜂(𝑋ଶ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 + 𝜂(𝑋ଶ)𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଵ
൨ 



34 
 

                                 =
𝜆

2𝑛

𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
[𝜂(𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଶ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉] 

elde edilir. 

𝐶∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝐶∗(𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝑋ଶ)𝑋ଵ}, 𝑋ଷ)𝜉 

eşitliğinde (4.1), (3.5) ve (2.27) ve (3.11) denklemleri kullanılarak, 

𝐶∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = −
𝜆

2𝑛
𝐶∗(𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 

                     = −
𝜆

2𝑛
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝐶∗(𝜉, 𝑋ଷ)𝜉 +

𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଶ)𝐶∗(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 

        = −
𝜆

2𝑛
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ) ൤𝑅∗(𝜉, 𝑋ଷ)𝜉 −

𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
{𝑔(𝑋ଷ, 𝜉)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝜉)𝑋ଷ}൨ 

               +
𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଶ) ൤𝑅∗(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 −

𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
{𝑔(𝑋ଷ, 𝜉)𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝜉)𝑋ଷ}൨ 

elde edilir. Bu eşitlikte (3.4), (2.27) ve (2.23) denklemleri kullanılırsa, 

𝐶∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 =
𝜆

2𝑛

𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
൤

𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ){𝜂(𝑋ଷ)𝜉 − 𝑋ଷ}

−𝜂(𝑋ଶ){𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝜂(𝑋ଵ)𝑋ଷ}
൨ 

                                             =
𝜆

2𝑛

𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
[𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜂(𝑋ଷ)𝜉 −  𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ 

                                                       −𝜂(𝑋ଶ)𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଵ +  𝜂(𝑋ଶ)𝜂(𝑋ଵ)𝑋ଷ] 

elde edilir. 

𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 = 𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝑋ଷ)𝑋ଵ})𝜉 

eşitliğinde (4.1), (3.5) ve (2.27) ve (3.11) denklemleri kullanılarak, 

𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 = −
𝜆

2𝑛
𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଵ)𝜉 



35 
 

                     = −
𝜆

2𝑛
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝐶∗(𝑋ଶ, 𝜉)𝜉 +

𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଷ)𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝜉 

          = −
𝜆

2𝑛
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ) ൤𝑅∗(𝑋ଶ, 𝜉)𝜉 −

𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
{𝑔(𝜉, 𝜉)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝜉)𝜉}൨ 

             +
𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଷ) ൤𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝜉 −

𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
{𝑔(𝑋ଵ, 𝜉)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝜉)𝑋ଵ}൨ 

elde edilir. Bu eşitlikte (3.4), (3.5), (2.23) ve (2.27) denklemleri yazılırsa, 

𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 =
𝜆

2𝑛

𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)[𝑋ଶ − 𝜂(𝑋ଶ)𝜉] 

                                               −
𝜆

2𝑛

𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
𝜂(𝑋ଷ)[𝜂(𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ] 

                                                    =
𝜆

2𝑛

𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
൤

𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ){𝑋ଶ − 𝜂(𝑋ଶ)𝜉}

−𝜂(𝑋ଷ){𝜂(𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ}
൨ 

𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 =
𝜆

2𝑛

𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
{𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)𝜉 

                    − 𝜂(𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଵ)𝑋ଶ +  𝜂(𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ} 

elde edilir. 

𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 =  𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ) ൤𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝜉)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝜉)𝑋ଵ}൨ 

eşitliğinde (4.1), (3.4), (2.23), (2.27) ve (3.11) denklemleri kullanılarak, 

𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 = −
𝜆

2𝑛
𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)[𝜂(𝑋ଵ)𝜉 − 𝑋ଵ] 

                                                            = −
𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଵ)𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 +

𝜆

2𝑛
𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ 

          = −
𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଵ) ൤𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 −

𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
൜

𝑔(𝑋ଷ, 𝜉)𝑋ଶ

−𝑔(𝑋ଶ, 𝜉)𝑋ଷ
ൠ൨ +

𝜆

2𝑛
𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ 

𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 =
𝜆

2𝑛

𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
{𝜂(𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଵ)𝑋ଶ 

                                                     −𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଷ} +
𝜆

2𝑛
𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ 
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elde edilir. 

Yukarıda elde edilen sonuçlar (4.44) denkleminde yerine yazılıp gerekli 

sadeleştirmeler ve düzenlemeler yapılırsa, 

 𝐶∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ = −
௥∗

ଶ௡(ଶ௡ାଵ)
[𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ]  (4.45) 

eşitliği elde edilir. Burada elde edilen denklem ile (3.11) denklemi eşitlenirse, 

𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ −
𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
[𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ] 

                    = −
𝑟∗

2𝑛(2𝑛 + 1)
[𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ] 

olur. Böylece, 

 𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ = 0  (4.46) 

elde edilir. Bulunan bu eşitlikte (3.3) denklemi yazılırsa, 

 𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ = 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ − 𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ  (4.47) 

elde edilir. En son elde edilen eşitlik 𝑋ସ ile iç çarpılırsa, 

𝑔(𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ, 𝑋ସ) = 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ସ) − 𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ସ) 

 𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ, 𝑋ଵ, 𝑋ସ) = 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ସ) − 𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ସ)  (4.48) 

elde edilir. 

Denklem (4.48) de 𝑋ଶ = 𝑋ସ = 𝑒௜  (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1) yazılıp kontraksiyon uygulanırsa, 

෍ 𝑅(𝑒௜, 𝑋ଷ, 𝑋ଵ, 𝑒௜)

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

= ෍ [𝑔(𝑒௜, 𝑋ଵ)𝑔(𝑋ଷ, 𝑒௜) − 𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑒௜, 𝑒௜)]

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

 

olur. Elde edilen bu eşitlikte (2.7), (2.8) ve (2.12) denklemleri kullanılırsa, 



37 
 

 𝑆(𝑋ଷ, 𝑋ଵ) = −2𝑛𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)   (4.49) 

elde edilir. Böylece, (4.49) denkleminden 𝑀 manifoldu Einstein manifolddur. 

Sonuç 4.10 𝑀, (2𝑛 + 1) −boyutlu genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna 

sahip bir Kenmotsu manifoldu olsun. 𝑄∗𝐶∗ = 0 ise 𝑀 manifoldu 𝐻ଶ௡ାଵ(−1) 

hiperbolik uzayına lokal olarak izometriktir. 

İspat: (4.47) denklemi ile elde edilen eşitlik üzerinde gerekli düzenleme yapılırsa, 

𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ = −[𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ] 

elde edilir. Böylece, 𝑀 manifoldu (−1) sabit eğrilikli olup 𝐻ଶ௡ାଵ(−1) hiperbolik 

uzayına lokal olarak izometriktir. 

Sonuç 4.11 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifold olsun. O halde, 𝑄∗(𝜉, 𝑋)𝐶∗ = 0 ise  𝑀 nin skaler eğriliği, 

𝑟 = −2𝑛(2𝑛 + 1) 

dir. 

İspat: Denklem (4.49) da 𝑋ଷ = 𝑋ଵ = 𝑒௜  (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1) yazılıp kontraksiyon 

uygulanırsa, 

 ∑ 𝑆(𝑒௜, 𝑒௜)
ଶ௡ାଵ
௜ୀଵ = ∑ −2𝑛𝑔(𝑒௜, 𝑒௜)

ଶ௡ାଵ
௜ୀଵ   (4.50) 

elde edilir. Böylece (4.50) denkleminde (2.8) ve (2.15) denklemleri kullanılırsa, 

𝑟 = −2𝑛(2𝑛 + 1)         

elde edilir. 

Teorem 4.10 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifoldu olsun. O halde, 

𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝐾∗ = 0  
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ise 𝑀 bir 𝜂 −Einstein manifolddur. 

İspat: (2.21) denklemi kullanılarak, 

(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝐾∗)(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝐾∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 

 −𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 − 𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 = 0  (4.51) 

eşitliği elde edilir ve bu eşitlik ayrı ayrı hesaplanır, ℒ𝑋ଵ → 𝑋ଵ, ℒ𝑋ଶ → 𝑋ଶ, ℒ𝑋ଷ → 𝑋ଷ 

yazılırsa, 

𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)[𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 −
1

2𝑛 − 1
{𝑆∗(𝑋ଷ, 𝜉)𝑋ଶ 

                                                −𝑆∗(𝑋ଶ, 𝜉)𝑋ଷ + 𝑔(𝑋ଷ, 𝜉)ℒ∗𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝜉)ℒ∗𝑋ଷ}] 

eşitliğinde (3.12), (3.4), (2.27), (3.9), (3.6) ve (4.1) denklemleri kullanılarak, 

 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = −
1

2𝑛 − 1
(1 + 2𝑛)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)[𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଶ − 𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଷ] 

          = −
1

2𝑛 − 1
(1 + 2𝑛)𝜂(𝑋ଷ) 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ 

               +
1

2𝑛 − 1
(1 + 2𝑛)𝜂(𝑋ଶ) 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ 

                                        = −
1 + 2𝑛

2𝑛 − 1

⎣
⎢
⎢
⎡ 𝜂(𝑋ଷ) ൜𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ −

𝜆

2𝑛
൬

𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉

−𝑔(𝜉, 𝑋ଶ)𝑋ଵ
൰ൠ

−𝜂(𝑋ଶ) ൜𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ −
𝜆

2𝑛
൬

𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉

−𝑔(𝜉, 𝑋ଷ)𝑋ଵ
൰ൠ 

⎦
⎥
⎥
⎤

 

elde edilir. Bu eşitlikte (3.5) ve (2.27) denklemleri yazılırsa, 

 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 =
𝜆(1 + 2𝑛)

2𝑛(2𝑛 − 1)
൤

𝜂(𝑋ଷ){𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ}

−𝜂(𝑋ଶ){𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଵ}
൨ 

                                               =
𝜆(1 + 2𝑛)

2𝑛(2𝑛 − 1)
൤

𝜂(𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଶ)𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଵ

−𝜂(𝑋ଶ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 + 𝜂(𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ
൨ 

   𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 =
𝜆(1 + 2𝑛)

2𝑛(2𝑛 − 1)
[𝜂(𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଶ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉] 
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elde edilir. 

𝐾∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝐾∗(𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝑋ଶ)𝑋ଵ}, 𝑋ଷ)𝜉 

eşitliğinde (4.1), (3.5), (2.27) ve (3.12) denklemleri kullanılarak,        

𝐾∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = −
𝜆

2𝑛
𝐾∗(𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 

       = −
𝜆

2𝑛
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝐾∗(𝜉, 𝑋ଷ)𝜉 +

𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଶ)𝐾∗(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 

   = −
𝜆

2𝑛
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)[𝑅∗(𝜉, 𝑋ଷ)𝜉 −

1

2𝑛 − 1
{𝑆∗(𝑋ଷ, 𝜉)𝜉 

−𝑆∗(𝜉, 𝜉)𝑋ଷ + 𝑔(𝑋ଷ, 𝜉)ℒ∗𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝜉)ℒ∗𝑋ଷ}] 

     +
𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଶ)[𝑅∗(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 −

1

2𝑛 − 1
{𝑆∗(𝑋ଷ, 𝜉)𝑋ଵ 

      −𝑆∗(𝑋ଵ, 𝜉)𝑋ଷ + 𝑔(𝑋ଷ, 𝜉)ℒ∗𝑋ଵ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝜉)ℒ∗𝑋ଷ}] 

elde edilir. Bu son eşitlikte (3.4), (3.5), (2.23), (2.27), (3.6), (2.43) ve (3.9) denklemleri 

kullanılarak, 

𝐾∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 =
𝜆

2𝑛(2𝑛 − 1)
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)ℒ∗𝑋ଷ 

                                           −
𝜆

2𝑛(2𝑛 − 1)
𝜂(𝑋ଶ){ 𝜂(𝑋ଷ)ℒ∗𝑋ଵ − 𝜂(𝑋ଵ)ℒ∗𝑋ଷ} 

                                         =
𝜆(1 + 2𝑛)

2𝑛(2𝑛 − 1)
[𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ − 𝜂(𝑋ଶ){𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଵ − 𝜂(𝑋ଵ)𝑋ଷ}] 

                                 =
𝜆(1 + 2𝑛)

2𝑛(2𝑛 − 1)
{𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ − 𝜂(𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ + 𝜂(𝑋ଶ)𝜂(𝑋ଵ)𝑋ଷ} 

elde edilir. 

𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 = 𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝑋ଷ)𝑋ଵ})𝜉 

 eşitliğinde (4.1), (3.5) ve (2.27) denklemleri kullanılarak, 

= −
𝜆

2𝑛
𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଵ)𝜉 
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                    = −
𝜆

2𝑛
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝐾∗(𝑋ଶ, 𝜉)𝜉 +

𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଷ)𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝜉 

elde edilir. Bu eşitlikte (3.4), (3.6), (2.23), (2.43), (2.27) ve (3.9) denklemleri yazılırsa, 

𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 = −
𝜆

2𝑛
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)[𝑅∗(𝑋ଶ, 𝜉)𝜉 −

1

2𝑛 − 1
{𝑆∗(𝜉, 𝜉)𝑋ଶ 

                                              −𝑆∗(𝑋ଶ, 𝜉)𝜉 + 𝑔(𝜉, 𝜉)ℒ∗𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝜉)ℒ∗𝜉}] 

                                              +
𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଷ)[𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝜉 −

1

2𝑛 − 1
{𝑆∗(𝑋ଵ, 𝜉)𝑋ଶ 

                                                −𝑆∗(𝑋ଶ, 𝜉)𝑋ଵ + 𝑔(𝑋ଵ, 𝜉)ℒ∗𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝜉)ℒ∗𝑋ଵ}] 

elde edilir. Daha sonra gerekli sadeleştirmeler yapılırsa, 

𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 =
𝜆(1 + 2𝑛)

2𝑛(2𝑛 − 1)
{𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ − 𝜂(𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଵ)𝑋ଶ 

 +𝜂(𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ} 

elde edilir. 

𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 =  𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ) ൤𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝜉)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝜉)𝑋ଵ}൨ 

eşitliğinde (4.1), (2.23), (2.27), (3.4), (3.12) ve (3.6) kullanılarak, 

𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 = −
𝜆

2𝑛
𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)[𝜂(𝑋ଵ)𝜉 − 𝑋ଵ] 

                                                          = −
ఒ

ଶ௡
𝜂(𝑋ଵ)𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 +

ఒ

ଶ௡
𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ 

                                                          =−
ఒ

ଶ௡
𝜂(𝑋ଵ)[𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 

                                                            −
ଵ

ଶ௡ିଵ
{𝑆∗(𝑋ଷ, 𝜉)𝑋ଶ − 𝑆∗(𝑋ଶ, 𝜉)𝑋ଷ 

                                                            +𝑔(𝑋ଷ, 𝜉)ℒ∗𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝜉)ℒ∗𝑋ଷ}] 

                                                            +
ఒ

ଶ௡
𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ 

Buradan gerekli düzenlemeler yapılarak (3.9) denklemi kullanılırsa, 

𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉=
ఒ(ଵାଶ௡)

ଶ௡(ଶ௡ିଵ)
{𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଶ − 𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଷ} +

ఒ

ଶ௡
𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ 

elde edilir. 
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Yukarıda elde edilen sonuçlar (4.51) denkleminde yerine yazılıp gerekli 

sadeleştirmeler ve düzenlemeler yapılırsa, 

𝐾∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ =
2𝑛 + 1

2𝑛 − 1
{𝜂(𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଶ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 

−𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ − 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑋ଶ} 

(4.52) 

eşitliği elde edilir. Böylece, (4.52) denklemi ve (3.13) denklemi eşitlenir ve gerekli 

düzenlemeler yapılırsa, 

𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ =
2𝑛 + 1

2𝑛 − 1
{𝜂(𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 

                                               −𝜂(𝑋ଶ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 − 2𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ} 

(4.53) 

elde edilir. Elde edilen bu eşitlik 𝑋ସ ile iç çarpılırsa, 

𝑔(𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ, 𝑋ସ) =
2𝑛 + 1

2𝑛 − 1
{𝜂(𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑔(𝑋ସ, 𝜉) 

                           −𝜂(𝑋ଶ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑔(𝑋ସ, 𝜉) 

                       −2𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ସ)}  

(4.54) 

elde edilir. 

Denklem (4.54) te 𝑋ଶ = 𝑋ସ = 𝑒௜  (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1) yazılıp kontraksiyon uygulanırsa, 

෍ 𝑅(𝑒௜, 𝑋ଷ, 𝑋ଵ, 𝑒௜) = ෍
2𝑛 + 1

2𝑛 − 1
ቐ

𝜂(𝑋ଷ)𝑔(𝑋ଵ, 𝑒௜)𝑔(𝑒௜, 𝜉)

−𝜂(𝑒௜)𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑔(𝑒௜, 𝜉)

−2𝑔(𝑋ଵ, 𝑒௜)(𝑋ଷ, 𝑒௜)

ቑ

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

 

olur. Elde edilen bu eşitlikte (2.7), (2.23), (2.27) ve (2.12) denklemleri kullanılırsa, 

𝑆(𝑋ଷ, 𝑋ଵ) =
2𝑛 + 1

2𝑛 − 1
{−3𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ) + 𝜂(𝑋ଵ)𝜂(𝑋ଷ)} 

 𝑆(𝑋ଷ, 𝑋ଵ) = −
଺௡ାଷ

ଶ௡ିଵ
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ) +

ଶ௡ାଵ

ଶ௡ିଵ
𝜂(𝑋ଷ)𝜂(𝑋ଵ)  (4.55) 

elde edilir. Böylece, (4.55) denkleminden 𝑀 manifoldu 𝜂 −Einstein manifolddur. 
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Sonuç 4.12 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifold olsun. O halde, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝐾∗ = 0 ise  𝑀 nin skaler eğriliği, 

𝑟 = −
2(2𝑛 + 1)(3𝑛 + 1)

2𝑛 − 1
 

dır. 

İspat: Denklem (4.55) te 𝑋ଷ = 𝑋ଵ = 𝑒௜  (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1) yazılıp kontraksiyon 

uygulanırsa, 

 ∑ 𝑆(𝑒௜, 𝑒௜)
ଶ௡ାଵ
௜ୀଵ = ∑ −

଺௡ାଷ

ଶ௡ିଵ
𝑔(𝑒௜, 𝑒௜) −

ଶ௡ାଵ

ଶ௡ିଵ
𝜂(𝑒௜) 𝜂(𝑒௜)

ଶ௡ାଵ
௜ୀଵ   (4.56) 

elde edilir. Böylece, (4.56) denkleminde (2.8), (2.15) ve (2.23) denklemleri 

kullanılırsa, 

𝑟 = −
2(2𝑛 + 1)(3𝑛 + 1)

2𝑛 − 1
 

elde edilir. 

Teorem 4.11 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifoldu olsun. O halde,  

 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑃∗ = 0  

ise 𝑀 bir Einstein manifolddur. 

İspat: (2.21) denklemi kullanılarak, 

(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑃∗)(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝑃∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 

 −𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 − 𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 = 0   (4.57) 

eşitliği elde edilir ve bu eşitlik ayrı ayrı hesaplanırsa, 

𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ) ൤𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 −
1

2𝑛
𝑆∗(𝑋ଷ, 𝜉)𝑋ଶ − 𝑆∗(𝑋ଶ, 𝜉)𝑋ଷ൨ 

eşitliğinde (3.14), (3.4) ve (3.6) denklemleri kullanılarak, 
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𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 0 

elde edilir. 

𝑃∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 𝑃∗(𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝑋ଶ)𝑋ଵ}, 𝑋ଷ)𝜉 

eşitliğinde (4.1), (3.5), (2.27) ve (3.14) denklemleri kullanılarak,  

𝑃∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = −
𝜆

2𝑛
𝑃∗(𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଶ)𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 

               = −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑃∗(𝜉, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଶ)𝑃∗(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉} 

                                    = −
𝜆

2𝑛
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)[𝑅∗(𝜉, 𝑋ଷ)𝜉 −

1

2𝑛
{𝑆∗(𝑋ଷ, 𝜉)𝜉 − 𝑆∗(𝜉, 𝜉)𝑋ଷ}] 

                                         +
𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଶ)[𝑅∗(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 −

1

2𝑛
{𝑆∗(𝑋ଷ, 𝜉)𝑋ଵ − 𝑆∗(𝑋ଵ, 𝜉)𝑋ଷ}] 

elde edilir. Bu eşitlikte (3.4) ve (3.6) denklemleri kullanılırsa, 

𝑃∗(𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 = 0 

elde edilir. 

𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 = 𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝑋ଷ)𝑋ଵ})𝜉 

eşitliğinde (4.1), (3.5), (2.27) ve (3.14) denklemlerini kullanarak, 

𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 = −
𝜆

2𝑛
𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝜂(𝑋ଷ)𝑋ଵ)𝜉 

                    = −
𝜆

2𝑛
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)𝑃∗(𝑋ଶ, 𝜉)𝜉 +

𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଷ)𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝜉 

                                    = −
𝜆

2𝑛
𝑔(𝑋ଵ, 𝑋ଷ)[𝑅∗(𝑋ଶ, 𝜉)𝜉 −

1

2𝑛
{𝑆∗(𝜉, 𝜉)𝑋ଶ − 𝑆∗(𝑋ଶ, 𝜉)𝜉}] 

                                        +
𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଷ)[𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝜉 −

1

2𝑛
{𝑆∗(𝑋ଵ, 𝜉)𝑋ଶ − 𝑆∗(𝑋ଶ, 𝜉)𝑋ଵ}] 

elde edilir. Bu eşitlikte (3.4) ve (3.6) denklemleri kullanılırsa, 

𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑋ଷ)𝜉 = 0 
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elde edilir. 

𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 =  𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ) ൤𝑅∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 −
𝜆

2𝑛
{𝑔(𝑋ଵ, 𝜉)𝜉 − 𝑔(𝜉, 𝜉)𝑋ଵ}൨ 

eşitliğinde (4.1), (3.4), (2.23) ve (2.27) denklemlerini kullanarak, 

𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 = −
𝜆

2𝑛
𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)[𝜂(𝑋ଵ)𝜉 − 𝑋ଵ] 

                                                            = −
𝜆

2𝑛
{𝜂(𝑋ଵ)𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 − 𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ} 

                                                              = −
𝜆

2𝑛
𝜂(𝑋ଵ)[𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝜉 −

1

2𝑛
{𝑆∗(𝑋ଷ, 𝜉)𝑋ଶ 

                                                  −𝑆∗(𝑋ଶ, 𝜉)𝑋ଷ}] +
𝜆

2𝑛
𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ 

elde edilir. Bu eşitlikte (3.4) ve (3.6) denklemleri kullanılırsa,  

𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝜉 =
𝜆

2𝑛
𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ 

elde edilir. 

Yukarıda elde edilen sonuçlar (4.57) denkleminde yerine yazılıp gerekli 

sadeleştirmeler ve düzenlemeler yapılırsa, 

−
𝜆

2𝑛
𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ = 0 

eşitliği elde edilir. Böylece 𝜆 = 0 veya 

 𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ = 0  (4.58) 

dır. Böylece, (4.58) ve (3.14) denklemleri eşitlenirse, 

𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ = 𝑅∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ −
1

2𝑛
{𝑆∗(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝑆∗(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ} = 0 

elde edilir. Son elde edilen eşitlikte (3.3), (3.7), (2.13) denklemleri kullanılır,  

ℒ𝑋ଶ → 𝑋ଶ, ℒ𝑋ଷ → 𝑋ଷ yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa, 



45 
 

𝑃∗(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ = 𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ + 𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ 

               −
1

2𝑛
{𝑆(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ + 2𝑛𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ 

         −𝑆(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ − 2𝑛𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ} 

                         = 𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ + 𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ 

                  −
1

2𝑛
{𝑔(ℒ𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ + 2𝑛𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ 

           −𝑔(ℒ𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ − 2𝑛𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ} 

                                          = 𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ −
1

2𝑛
{𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ} = 0 

elde edilir ve son eşitlikte düzenleme yapılırsa, 

 𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ =
ଵ

ଶ௡
{𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ}  (4.59) 

elde edilir. (4.59)  denklemi 𝑋ସ ile iç çarpılırsa, 

𝑔(𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ, 𝑋ସ) =
ଵ

ଶ௡
{𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑋ସ, 𝑋ଶ) − 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ସ)}  (4.60) 

elde edilir. 

Denklem (4.60) ta 𝑋ଶ = 𝑋ସ = 𝑒௜  (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1) yazılıp kontraksiyon uygulanırsa, 

෍ 𝑅(𝑒௜, 𝑋ଷ, 𝑋ଵ, 𝑒௜) = ෍
1

2𝑛
{𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑔(𝑒௜, 𝑒௜) − 𝑔(𝑒௜, 𝑋ଵ)𝑔(𝑋ଷ, 𝑒௜)}

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

 

olur. Elde edilen bu eşitlikte (2.7) ve (2.8) denklemleri kullanılırsa, 

 𝑆(𝑋ଷ, 𝑋ଵ) = 𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)  (4.61) 

elde edilir. Böylece, (4.61) denkleminden 𝑀 manifoldu Einstein manifolddur. 

Sonuç 4.13 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifold olsun. O halde, 𝑄∗(𝜉, 𝑋ଵ)𝑃∗ = 0 ise  𝑀 nin skaler eğriliği, 

𝑟 = 2𝑛 + 1 

dir. 
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İspat: Denklem (4.61) de 𝑋ଷ = 𝑋ଵ = 𝑒௜  (1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛 + 1) yazılıp kontraksiyon 

uygulanırsa, 

෍ 𝑆(𝑒௜, 𝑒௜)

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

= ෍ 𝑔(𝑒௜, 𝑒௜)

ଶ௡ାଵ

௜ୀଵ

 

elde edilir. Elde edilen bu eşitlikte (2.8) ve (2.15) denklemleri kullanılırsa, 

𝑟 = 2𝑛 + 1 

elde edilir. 

Sonuç 4.14 𝑀, genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2𝑛 + 1) − 

boyutlu Kenmotsu manifoldu olsun. 𝑀 manifoldu 𝑃∗ −flat ise manifoldun sabit 

eğriliği 
ଵ

ଶ௡
 dir.  

İspat: 𝑃∗(𝑋ଵ, 𝑋ଶ)𝑋ଷ = 0 olsun. (4.59) eşitliğinde elde edilen denklem, 

𝑅(𝑋ଶ, 𝑋ଷ)𝑋ଵ =
1

2𝑛
{𝑔(𝑋ଷ, 𝑋ଵ)𝑋ଶ − 𝑔(𝑋ଶ, 𝑋ଵ)𝑋ଷ} 

(2.9) denklemine göre 
ଵ

ଶ௡
 sabit eğriliğe sahiptir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

“Riemann manifold üzerindeki konneksiyon bir Levi-Civita konneksiyon olmadığı 

zaman manifoldun geometrisinde ne tür değişiklikler olur?” sorusu birçok araştırmacı 

tarafından sorulmuş ve Levi-Civita konneksiyonundan faydalanarak oldukça farklı 

konneksiyonlar tanımlanmış ve bu konneksiyonlarla birlikte farklı tipte manifold 

sınıflarının geometrisi incelenmiştir. Son yıllarda manifoldlar üzerinde farklı 

konneksiyonlar kullanarak yapılan çalışmalar artan bir ilgiye sahiptir. Bu sorudan 

hareketle bu çalışmada genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip 

Kenmotsu manifoldların yeni bir karakterizasyonu elde edilmiştir. Yapmış olduğumuz 

çalışmada Mantica ve Suh’un yakın zamanda tanımlamış olduğu 𝑄 tensörünün [14] 

genelleştirilmiş Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip Kenmotsu manifoldlarda çok 

iyi bilinen bazı temel eğrilik tensörleriyle etkisi incelendi ve önemli sonuçlar elde 

edildi. İleride yapılacak çalışmalar için 𝑄 tensörü kullanılarak farklı manifold 

türlerinde veya farklı konneksiyonlara sahip manifold türlerinde incelenip önemli 

sonuçlar elde edilebilir.  
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