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YUKSEK LiSANS TEZI

GENELLESTIRILMIS TANAKA-WEBSTER KONNEKSIYONUNA SAHIP
KENMOTSU MANIFOLDLARDA BAZI EGRILIK KOSULLARI

Ramazan Cinar KAYA
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Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Mustafa YILDIRIM
OZET

Bu tezin amaci, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip Kenmotsu
manifoldlarda bazi egrilik kosullarmi incelemektir. Tez bes ana bdliimden
olusmaktadir. Tezin birinci boliimii giris kismina ayrilmistir. Bu boliimde, konuyla
ilgili literatiirde yapilan ¢alismalardan ve tarihsel gelismelerden bahsedilmistir. Ikinci
boliim temel kavram ve teoremlere ayrilmustir. Ugiincii boliimde tezin orijinal kismi
icin temel teskil eden genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip
Kenmotsu manifoldlarla baz1 sonuglara yer verilmistir. Dordiincii boliim, orijinal
sonuglar icerir. Bu boliimde, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip
Kenmotsu manifoldlarda bazi flat olma kosullar1 ve bazi 6zel egrilik tensorlerinin
birbiri iizerine etkisi incelenmistir. Son boliim ise sonug ve onerilere ayrilmistir.

Anahtar Kelimeler: Degme metrik manifold, Kenmotsu manifold, Genellestirilmis
Tanaka-Webster konneksiyonu, Q tensor.

Temmuz, 2022; 50 sayfa
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M. Sc. THESIS

SOME CURVATURE CONDITIONS OF KENMOTSU MANIFOLDS
ADMITTING GENERALIZED TANAKA-WEBSTER CONNECTION
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Supervisor: Assist. Prof. Dr. Mustafa YILDIRIM
ABSTRACT

The aim of this thesis is to examine some curvature conditions in Kenmotsu manifolds
with generalized Tanaka-Webster connection. The thesis consists of five main parts.
The first part of the thesis is devoted to the introduction. In this section, studies and
historical developments in the related literature are mentioned. The second part is
devoted to basic concepts and theorems. In the third chapter, some results with
Kenmotsu manifolds with generalized Tanaka-Webster connection, which are the
basis for the original part of the thesis, are given. The fourth section contains the
original results. In this section, some flat conditions and the acts of some special
curvature tensors on each other are investigated with respect to the Q tensor in
Kenmotsu manifolds with generalized Tanaka-Webster connection. The last section is
devoted to conclusions and suggestions.

Keywords: Contact metric manifold, Kenmotsu manifold, Generalized Tanaka-
Webster connection, Q tensor.
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M manifoldu tizerindeki afin konneksiyon

Genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonu



1. GIRIS

Degme geometri, geometrik optik, zamana bagli Hamiltoniyen ile dinamik sistemlerin
mekanigi, termodinamik ve geometrik kuantizasyondaki bircok uygulama ile
diferansiyel geometrinin ¢ok verimli bir dali olarak giderek artan 6neme sahiptir.
Degme geometrinin tarihgesi ilk olarak yaklasik 200 y1l 6nce Sophus Lie’nin degme
dontistimleri, diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde bir ara¢ olarak kullanmasiyla
ortaya ¢ikmistir. Daha sonra bu konudaki ¢aligmalara Huygens, Jacobi ve Hamiltonun

geometrik optikler {izerindeki ¢aligsmalar1 6rnek verilebilir.

Bu konunun en yeni boliimlerinden biri, Katsuei Kenmotsu’nun kompleks uzay ile reel
dogrunun warped carpimlarinin 6zelliklerini incelemeyi Oneren bir makalesinde
dogdu. Bu 0Oneri aynt zamanda S. Tanno’nun grup otomorfizmi maksimum boyutlu
olan, baglantili, hemen hemen degme Riemannian manifoldlarin siniflandirmasindan
biri oldugundan dogal goriintiyordu [1]. K. Kenmotsu 1972 yilinda Tanno’nun bu
siniflandirmasinda yer alan ii¢lincii durumu tiim geometrik 6zellikleriyle inceleyerek,
yeni bir degme metrik manifold sinifi ortaya koymus ve bu manifold Kenmotsu
manifold olarak adlandirilmistir [2]. Kenmotsu manifoldlarda bugiine kadar yapilmis
olan bircok calismada elde edilen 6nemli sonuglar G. Pitis tarafindan “Geometry of

Kenmotsu manifolds” isimli ¢alismada sunulmustur [3].

Riemann manifoldu bir Riemann metrigine sahiptir ve bu metrik dogal olarak Levi-
Civita konneksiyonu dogurur. “Riemann manifold iizerindeki konneksiyon bir Levi-
Civita konneksiyon olmadigi zaman manifoldun geometrisinde ne tiir degisiklikler
olur?” sorusu bir¢ok arastirmaci tarafindan sorulmus ve bu sorudan hareketle bu
konneksiyondan  faydalanarak  farkli  konneksiyonlar = tanimlanmistir. Bu
konneksiyonlardan biri de genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonudur. Bu
kanonik afin konneksiyon birbirinden bagimsiz olarak Tanaka ve Webster tarafindan
non-dejenere pseudo-Hermitian CR-manifoldlarda tanimlanmistir [4,5]. Daha sonra
ilk defa Tanno tarafindan genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonu degme
metrik manifoldlar iizerinde tanimlanmistir. Bu konneksiyon, eger CR-yapisi
integrallenebilirse genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuyla ¢akisir [6]. Cho,
hemen hemen degme (¢, &, n, g) yapisina sahip olan bir Kahler manifoldundaki reel
hiperylizey i¢in Tanno’nun genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonunu sifirdan

farkli bir k reel sayis1 i¢in uyarlamistir [7,8]. Genellestirilmis Tanaka-Webster
1



konneksiyonunu kullanarak, bazi geometriciler karmasik uzay formlarinda reel
hiperylizeylerin bazi karakterizasyonlarini incelemislerdir [9]. Son zamanlarda bir¢ok
arastirmact ~ Kenmotsu  manifoldlarinda  genellestirilmis ~ Tanaka-Webster

konneksiyonu iizerinde ¢alismalar yapmistir [10,11,12].

Ote yandan, Z —simetrik tensoér kavramu, ilk olarak, 2012 yilinda Mantica ve
Molinari’nin birlikte yayinladiklar1 zayif Z —simetrik Manifoldlar g¢alismasi ile
baslamistir [13]. Bu calismada, zayif Ricci simetrik, pseudo Ricci simetrik ve pseudo
projektif Ricci simetrik manifoldlar1 igceren yeni bir 6zellikte Riemann manifoldu
tanimlanmistir. Manifold, bir genellestirilmis simetrik Z tensorii ile tanimlanmis ve
Z —simetrik manifold olarak adlandirilmistir. Bu ¢alismanin akabinde, 2013 yilinda
Mantica ve Suh pseudo Q —simetrik Riemann manifoldlar isimli ¢alismada, izi Z

tensorii olan, Q tensor diye adlandirilan yeni bir tensor tanimlamislardir [14].

Yapilan ¢alismalar 1s1ginda, bu tez calismasinda genellestirilmis Tanaka-Webster
konneksiyonuna sahip Kenmotsu manifoldlarda Q tensoriine gére bazi dnemli egrilik
kosullar1 elde edilmistir. Calismanin ikinci boliimiinde, Riemann manifoldlar, Degme
manifoldlar ve Kenmotsu manifoldlarin bazi temel kavram ve teoremlerine yer
verilmistir. Ugiincii béliimde ise tezin orijinal sonuglarini teskil eden son béliimiinde
kullanacagimiz, “Genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip Kenmotsu
Manifoldlarda konsirkiiler egrilik tensorii” adli ¢alismada elde edilen sonuglardan
bazilarina yer verilmektedir [11]. Son boliimde ise, genellestirilmis Tanaka-Webster
konneksiyonuna sahip Kenmotsu Manifoldlarda birtakim flat olma kosullar1 ve bazi
0zel egrilik tensdrlerinin birbiri tizerine etkisi incelenerek Kenmotsu manifoldlarin

yeni bir karakterizasyonu ortaya konmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER
2.1 Riemann Manifoldlari

Tanmm 2.1.1 M, n— boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold olsun. y(M), M
tizerinde tanimli vektdr alanlarinin uzayr ve M den R ye C* fonksiyonlarin uzay1

C*” (M, R) olmak iizere;
g:x(M) X x(M) — C*(M,R)

seklinde tanimlanan simetrik, 2 — lineer ve pozitif tanimli g metrigine Riemann
metrigi denir. g metrigi ile birlikte tanimlanan M manifolduna da Riemann manifoldu
ad1 verilir ve (M, g) ile gosterilir. Eger g metrigi pozitif taniml, simetrik, 2 — lineer
ve dejenere olmayan bir metrik ise g ye pseudo(semi)-Riemann metrigi, M

manifolduna da pseudo(semi)-Riemann manifoldu denir [15].

Tamim 2.1.2 M, n — boyutlu diferansiyellenebilir bir manifold ve y (M), M iizerindeki

vektor alanlarinin uzayi olmak tizere;

2-lineer

V:x(M) x (M) —— x(M)
(X1, X2) 2 VX1, Xp) = Vy, X2
ile verilen doniisiim her f, g € C* (M, R) ve her X;, X, , X5 € y(M) igin
Vy, (X2 + X3) = Vx, X, + Vy, X3
Vix,+g9x,X3 = fVx, X5 + gVx, X3
Vy, (fX2) = fVx, X5 + X1 (fX3)

Ozelliklerini sagliyorsa V' ya M manifoldu lizerinde tanimlhi bir afin (lineer)

konneksiyon (veya kovaryant tiirev) denir [16].

Tamm 2.1.3 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu ve V da M manifoldu
lizerinde taniml bir afin (lineer) konneksiyon olsun ve her X;, X,, X5 € y(M) olmak

lizere;



i) Vx, X, — Vx,X; = [X1, X;] (Koneksiyonun sifir torsiyon 6zelligi)
ii) X1g(X2;X3) = g(Vxlxz'X3) + g(Xz' VX1X3)
(Koneksiyonun metrikle bagdasmasi 6zelligi)

sartlarii saglayan V donilisimiine M manifoldu iizerinde sifir torsiyonlu Riemann

konneksiyonu veya M manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu ad1 verilir [17].

Tanim 2.1.4 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu, V da M manifoldu iizerinde
bir Levi-Civita konneksiyonu ve her Xy, X,, X3, X, € y(M) olmak {izere;

R:x(M) X x(M) X x(M) - x(M)
(X1,X2,X3) = R(X1,X5)X3 = l7)(1‘7)(2)(3 - VX2 VX1X3 - l7[)(1)(2,])(3

seklinde tanimli R doniisiimiine M manifoldu tizerinde (1,3) —tipli bir tensor alanidir

denir ve M manifoldunun Riemann egrilik tensorii olarak adlandirilir.

Ozel olarak R(Xq,X5,X5,X,) = g(R(Xq,X;)X3,X,) tensdriine Riemann Christoffel

egrilik tensori adi verilir.

Ayrica her X;,X,,X; € y(M) i¢in, R(X;,X,)X; =0 olmasi durumunda M

manifolduna flat (diizlemsel) manifold denir.

Riemann egrilik tensorii R, asagidaki kosullar1 saglar [18].

R(X1,X2)Xs = —R(X5, X1) X5 (2.1)
g(R(X1, X2)X3,X4) = —g(R(X1, X) X4, X3) (2.2)
g(R(X1, X2)X3,Xy) = R(X1, X2, X3, Xs) (2.3)
g(R(X1,X2)X3,Xy) = g(R(X3,X4) X1, X;) 24

R(X1,X2)X3 + R(X3, X3)X1 + R(X3, X)X, =0
2.5)
(1. Bianchi Ozdesligi)



R(Xl'Xz;X3,X4) = R(X3,X4,X1,X2) (2-6)

Tanim 2.1.5 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu ve y(M) in bir bazi

{e;,e,, ..., ey} ve g, Riemann metrigi olsun ve her X;, X, € y(M) i¢in,
n
906X = ) gy, e) gler Xy) @.7)
i=1
n
Z gle,e)=n (2.8)
i=1
dir [19].

Tamm 2.1.6 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifold olsun. M manifoldunun bir p
noktasindaki tanjant uzay1 Tp(M) olsun. Tp(M) tanjant uzayimin iki boyutlu alt uzayi

1T olmak tizere U,V € II tanjant vektorleri lizerine kurulan paralelkenarin alani,
g, Ng(V,v) —gU,V)?+#0
olsun. O zaman,

g(RW,V)V,U)

KU, V) =

olup buna /7 nin kesit egriligi denir ve K (IT) ile gosterilir [19].

Teorem 2.1.1 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifold olsun. M manifoldu, k sabit
kesit egrilikli ise her X;, X,, X5 € y(M) igin,

R(X1,X2)X3 = k{g (X3, X)X, — 9(X2, X3) X1} (2.9)

dir [16].

Tamm 2.1.7 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifold olsun. c sabit egriligine sahip,

tam ve baglantili M manifolduna reel uzay form denir ve M™(c) ile gosterilir [16].

Sonug¢ 2.1.1 M™(c¢) bir reel uzay form olsun. n > 2 olmak iizere;



c = 0ise M"(c) = E™ Oklid uzay: (flat),

( y

M™(c) = { c= riz ise M"(c) = S™(r) kiiresi (Eliptik), (2.10)
kc = —riz ise M™(c) = H™(r) Hiperbolik uzay,

dir [18].

Tanmim 2.1.8 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e;, e,, ... ,e,}, x(M) in

bir bazi olsun.
L: x(M) - x(M)
X1-L(X) =LX,=-Y2" R(e;, X1)e; (2.11)
biciminde tanimlanan £ operatoriine M nin Ricci Operatorii denir [16].

Tanmm 2.1.9 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu ve {eq, e;, ... ,e,}, lokal

ortonormal vektor alanlar1 olsun. M manifoldu iizerinde,
S:x(M) X x(M) - C*(M,R)
(X1'X2) - S(XllXZ) = ?=1g(R(eilX1)X2'ei) (212)

seklinde tanimli (0,2) — tipindeki S tensor alanina, M manifoldu tizerinde Ricci
tensorii denir ve her X;,X, € y(M) i¢in, S(X{,X,) =0 olmasi durumunda M

manifolduna Ricci-flat (diizlemsel) manifold denir [16].

Sonug 2.1.2 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu, £, M nin Ricci Operatorii ve

g, Riemann metrigi olmak iizere;
S(X1, X2) = g(LX1,X5) (2.13)

esitligi yazilabilir [16].

Tamim 2.1.10 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu olsun ve her X;, X, € y(M)

i¢in,



S(X1,X3) = ag(Xy, X2) + Bn(X)n(X3) (2.14)

olacak bicimde M iizerinde skaler ¢ ve [ fonksiyonlar1 varsa M manifolduna
1 —Einstein manifoldu denir ve ayrica f = 0 ise M manifolduna Einstein manifoldu

a = 0 ise ozel tipli n —Einstein manifoldu denir [11,19].

Tamm 2.1.11 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu ve S, M manifoldu iizerinde
tamiml1 Ricci tensorii olsun. M nin bir lokal ortonormal bazi {e;, e,, ... ,e,} olmak

lizere;
r=i=1S(e, ) (2.15)
ile tanimli  degerine M manifoldunun skaler egriligi denir [16].

Tamm 2.1.12 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. R, Riemann egrilik
tensorii, £, Ricci operatorii, S, Ricci tensorii ve M lizerindeki her X;, X,, X5 vektor

alanlar1 i¢in, M nin P projektif egrilik tensor alani
1
P(X1,X2)X3 = R(X1, X3)X3 — m{s(xz’xs))ﬁ — S(X1, X3) X5} (2.16)

seklinde tanimlanir. Ozel olarak her X;, X,, X3 € x(M) i¢in, P(X;, X;)X5 = 0 olmas1
halinde M manifolduna projektif flat (diizlemsel) manifold denir [16].

Tanim 2.1.13 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. R, Riemann egrilik
tensorii ve r, M nin skaler egriligi ve M lizerindeki her X;, X,, X5 vektor alanlar1 i¢in,

M nin C konsirkiiler egrilik tensor alani
C(X1, X2)X3 = R(Xy, X2) X3 — ﬁ{g(Xz,XﬁXl —9(X1, X3)X,}  (2.17)

seklinde tanimlanir. Ozel olarak her X;, X5, X5 € y(M) i¢in C(X, X,)X5 = 0 olmas1

halinde M manifolduna konsirkiiler flat (diizlemsel) manifold denir [16].

Tanim 2.1.14 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. R, Riemann egrilik
tensorl, £, Ricci operatorii, S, Ricci tensorli ve M iizerindeki her X;, X5, X5 vektor

alanlar1 i¢cin, M nin K konharmonik egrilik tensor alani



1
K (X1, X2)X3 = R(Xy, X2) X3 — ——= {S(X,, X3)X1 — S(X1, X)X
(1 2) 3 (1 2) 3 n_z{ ( 2 3) 1 (1 3) 2 (218)

+9(X3, X3)LX1 — g(X1, X3)LX,}

seklinde tanimlanir. Ozel olarak her X;, X,, X3 € x(M) icin K(X;,X,)X3; = 0 olmasi

durumunda M manifolduna konharmonik flat (diizlemsel) manifold denir [20].

Tamm 2.1.15 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. S Ricci tensorii, A

skaler fonksiyon olmak iizere, her X, X, vektor alanlari i¢in,
Z(X1,X7) = S(X1,X3) + 4g(X1, X3) (2.19)

esitligi ile verilen (0,2) — tipli tensore Z tensorii denir [13].

Tamm 2.1.16 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. R Riemann egrilik

tensorii, 4 skaler fonksiyon ve her X, X,, X5 vektor alanlar1 olmak iizere;

A
Q(X1,X3)X3 = R(Xy, X3)X3 — m{g(xz’xs))ﬁ — g9(X1, X3) X5} (2.20)

esitligi ile verilen ve izi Z tensorii olan (1,3) — tipli tensore Q tensorii denir [14].

Tanim 2.1.17 (M, g) n — boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. R Riemann egrilik
tensorii ve T (0, m) — tipinde (m = 1) tensor alani olmak tizere, her U,V, Wy, ..., W,
vektor alanlar1 i¢in R nin T ye etkisi,
(RWU,V)-TYWy, ... W) = =T(RU, V)W, W,, ..., W)
—T(Wy, R(U,VIW,, ..., W)
(2.21)
—T(W1, ee, W1, RCU, VYW,

seklinde tanimlidir ve R - T ile gosterilir [21].



2.2 Degme Manifoldlar

Tamim 2.2.1 M bir (2n + 1) — boyutlu manifold olsun. M manifoldu iizerinde ¢
(1,1) — tipinde bir tensor alani, & bir vektor alant ve n bir 1 —form olsun. X;, M

manifoldu lizerinde taniml1 herhangi bir vektor alan1 olmak tizere;

P2Xy = —X1 + n(X1)§ (2.22)

n@ =1 (2.23)

kosullarini saglayan ¢, &, n ticliisiine M manifoldu iizerinde taniml1 bir hemen hemen
degme yapisi denir ve bu yapi ile birlikte M ye de hemen hemen degme manifoldu

denir [16].

Teorem 2.2.1 (¢, £, n) hemen hemen degme yapisi igin,

DnlpX,) =0 (2.24)
i) =0 (2.25)
ii)rankg = 2n (2.26)

esitlikleri saglanir [16].

Teorem 2.2.2 g, bir hemen hemen degme M manifoldu iizerinde tanimli Riemann

metrik tensor alani olmak tizere;

9(X1,8) =n(Xy) (2.27)

9(@Xq, pX;) = g(X1, X2) — n(Xn(X3) (2.28)

esitlikleri saglanir [16].

Sonug¢ 2.2.1 M hemen hemen degme manifoldu iizerinde taniml1 g Riemann metrigi

i¢in,

9(PX1,X;) + g(X1,9X3) =0 (2.29)



esitligi saglanir [16].

Tamm 2.2.2 M bir hemen hemen degme manifoldu ve g de M manifoldu iizerinde
tanimli bir Riemann metrigi olsun. (2.27) ve (2.28) sartlarin1 saglayan g Riemann
metrigine M manifoldu iizerinde tanimlt hemen hemen degme metrik denir, (¢, ¢,7, g)
yapisina hemen hemen degme metrik yapisi ve (¢,&,n,g) yapist ile birlikte M

manifolduna da hemen hemen degme metrik manifoldu denir [16].

Tanmm 2.2.3 M, (¢,&,1,9) hemen hemen degme metrik yapisiyla tanimli bir

manifold olmak iizere;
D (X1, X2) = g(Xq, 9X2) (2.30)

seklinde tanimlanan @ doniisiimiine (¢, &, 717, g) hemen hemen degme metrik yapisinin

temel 2 formu denir [16].

Tamim 2.2.4 M, (2n + 1) — boyutlu bir manifold {izerinde
nA(dn)™ # 0 (2.31)

kosulunu saglayan bir n 1 —formu var ise M manifoldu bir degme yapiya sahiptir.
Boylece M manifolduna bir degme manifoldu denir. Burada n 1 —formu M
manifoldunun bir degme formu olarak adlandirilir. Buradaki (dn)™ ile de n yinci

mertebeden dis carpim yani,

(dm" = (dn)A...A (dn) (2.32)

n—tane

seklinde gosterilebilir [16].

Teorem 2.2.3 (2n + 1) — boyutlu ve n degme yapisina sahip olan bir M manifoldu

iizerinde,

g(X1, §X3) = dn(Xy, X3) (2.33)

esitligini saglayan bir (¢, &, 7, g) hemen hemen degme metrik yapist vardir [16].
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Tamm 2.2.5 M, diferansiyellenebilir bir manifold ve M manifoldu iizerinde taniml

(1,1) —tipinde bir tensor alani ¢ olsun ve her X;, X, € y(M) olmak iizere;
N¢(X1'X2) = ¢2 [leXZ] + [¢X11 ¢X2] - ¢[¢X11X2] - ¢[X1' ¢X2]
seklindeki Ny, tensoriine, ¢ tensor alanina gore Nijenhuis torsiyon tensorti denir [16].

2.3 Kenmotsu Manifoldlar

Tanmm 2.3.1 (¢, ¢,1n, g) metrik yapisina sahip (2n + 1) — boyutlu bir hemen hemen
degme metrik manifoldu, ¢ (1,1) —tipli tensor alan1 ve V, afin konneksiyon olmak

lizere;

(VX1¢)(X2) = g(9X1, X2)§ —n(X2)dX, (2.34)

kosulunu saglayan M manifolduna Kenmotsu manifoldu denir [2].

Tanim 2.3.2 (¢, &,1n, g) metrik yapisina sahip (2n + 1) — boyutlu bir hemen hemen

degme metrik manifoldu olmak iizere;

dn =0 (2.35)

dd = 2nAd (2.36)

kosullarini saglayan M manifolduna hemen hemen Kenmotsu manifoldu adi verilir [2].
Teorem 2.3.1 M Kenmotsu manifoldu iizerinde,
Vx,§ = X1 —n(X1)¢ (2.37)
(Vx,mMX2 = g(X1,X3) — n(X)n(X2) (2.38)
esitlikleri saglanir [2].
Teorem 2.3.2 M, bir Kenmotsu manifoldu ve R, bir Riemann egrilik tensorii olmak

lizere;

11



D) R(Xy, X2)€ = n(X)X; —n(X2)X, (2.39)

i) R(, X)X, = (X)X, — g(X1,X3)¢ (2.40)

esitlikleri saglanir [2].

Teorem 2.3.3 M, (2n + 1) —boyutlu bir Kenmotsu manifold olsun ve her X;, X,, X5 €
x(M) igin,

N(R(X1, X2)X3) = g(X1, X3)n(X3) — g(X, X3)n(Xq) (2.41)

esitligi saglanir [2].

Teorem 2.3.4 M, (2n + 1) — boyutlu bir Kenmotsu manifold olsun. M nin Ricci

tensorli S ve Ricci operatorii £ olmak lizere;

S(X1,8) = —2nn(X,) (2.42)

L& =—2n¢ (2.43)

esitlikleri saglanir [2].

Teorem 2.3.5 M, (2n + 1) — boyutlu bir Kenmotsu manifold olsun. M nin Ricci

tensorl S ve ¢ (1, 1) —tipli tensor alan1 olmak tizere;

S(PX1, dX3) = S(X1,X2) + 2nn(X)n(X2) (2.44)

esitligi saglanir [2].

Tanim 2.3.3 M, (2n + 1) — boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. Béylece p € M
noktasindaki Tp(M) tanjant uzayinda ¢ vektor alanmna dik bir X; vektor alani
{X1, ¢X, } ortonormal olacak bi¢cimde var ise {X;, $X; } diizlemine Tp(M) nin ¢ —

kesitseli denir. Ayrica
K (X1, ¢X1) = g(R(Xy, pX1)dX1, X1 )
biciminde tanimlanan ifadeye M nin ¢ — kesitsel egriligi ad1 verilir [2].
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3. GENELLESTIRILMIiS TANAKA-WEBSTER KONNEKSIYONUNA SAHIP
KENMOTSU MANIiFOLDLAR

Tammm 3.1 M, (2n+ 1) — boyutlu bir Kenmotsu manifoldu ve V Levi-Civita
konneksiyonu ile iligskili V* ile gosterilen genellestirilmis Tanaka-Webster

konneksiyonu,
Vy, X2 = Vx, Xo = (X)) Vx, & + (Vx,m)(X2) &€ — n(X)pX, (3.1)

seklinde tanimlanir [11].

Teorem 3.1 M, (2n + 1) — boyutlu genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna

sahip bir Kenmotsu manifold olmak {izere;
Vg, & =0 (3.2)
esitligi saglanir [11].

Tanmm 3.2 Genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —

boyutlu M Kenmotsu manifoldu iizerinde R* Riemann egrilik tensori,
R*(X1,X2)X3 = R(X1, X2)X3 + g(X2, X3) X1 — 9(X1, X3)X; (3.3)
seklinde tanimlanir [11].

Sonu¢ 3.1 R*, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —

boyutlu M Kenmotsu manifoldu iizerinde tanimli Riemann egrilik tensorii olsun.

DR (X,X3)é=0 (3.4)

i) R*(X1,6)X3 =0 (3.5)
esitlikleri saglanir [11].

Tanim 3.3 S*, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —

boyutlu M Kenmotsu manifoldu iizerinde taniml1 Ricci tensorii olmak tizere;
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S* (X1, X2) =X g(R* (e, X1) X2, ) (3.6)

seklinde tanimlanir [11].

Teorem 3.2 S*, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu M Kenmotsu manifoldu tizerinde tanimli Ricci tensorii, £*, Ricci operatorii ve

¢, (1,1) —tipli tensor alan1 olmak tizere;

5" (X1, X2) = S(X1,X3) + 2ng (X4, X3) (3.7
S*(PX1, dX3) = S(PXq, X)) + 2ng(PpXy, $X3) (3-8)
L°X, = LX, + 2nX, (3.9)

esitlikleri saglanir [11].

Teorem 3.3 Genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n+ 1) —

boyutlu M Kenmotsu manifoldunun skaler egriligi,

r' =r+2n2n+1) (3.10)

seklindedir [11].

Tanmm 3.4 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. R*, Riemann egrilik tensorii ve r*, M nin
skaler egriligi olmak tizere, M {izerindeki her X;, X,, X5 vektor alanlar1 igin, M nin C*

konsirkiiler egrilik tensor alani

,r*
2n(2n+1)

C*(X1,X2)X3 = R*(X1,X) X3 — {9(X2, X3)X, — g(X1,X3) X5} (3.11)

seklinde tanimlanir. Ozel olarak her X;, X,, X3 € x(M) i¢in C*(X;, X,) X3 = 0 olmasi
durumunda genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip M manifoldu

konsirkiiler flat olarak adlandirilir [11].
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Tanim 3.5 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. R*, Riemann egrilik tensorii, S*, Ricci tensorii
ve L*, Ricci operatorii olmak {lizere, M {izerindeki her X;, X,, X5 vektor alanlar1 igin,

M nin K* konharmonik egrilik tensor alani

K*(X1;X2)X3 = R*(X1'X2)X3 - {S*(XZ'XB)Xl - S*(X1;X3)X2

2n—1 (3.12)
+9(X3, X3) L' X1 — g(X1, X3) L X5}

seklinde tanimlanir. Ozel olarak her X;, X,, X3 € y(M) icin K*(X;, X,)X5; = 0 olmasi
durumunda genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip M manifoldu

konharmonik flat olarak adlandirilir [22].

Sonu¢ 3.2 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. R, Riemann egrilik tensorii ve K*, her

X1, X5, X3 vektor alanlari i¢in, M nin konharmonik egrilik tensor alan1 olmak {izere;

2n+1

K*(X1,X2)X3 = R(X1, X)X3 — —{9(X2, X3)X; — g(X1,X3)X,}  (3.13)

esitligi saglanir [22].

Tanimm 3.6 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. R*, Riemann egrilik tensorii ve S*, Ricci
tensOrii olmak tizere, M {iizerindeki her X;, X,, X5 vektor alanlar1 i¢in, M nin P*

projektif egrilik tensor alani
* * 1 * *
P*(X1,X3)X3 = R* (X1, X2) X3 — —{S" (X2, X3) X1 — §7 (X1, X3) X} (3.14)

seklinde tanimlanir. Ozel olarak her X;, X,, X3 € y(M) i¢in P*(X1,X;)X3; = 0 olmasi
durumunda genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip M manifoldu

projektif flat olarak adlandirilir [22].
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4. GENELLESTIRILMIiS TANAKA-WEBSTER KONNEKSiYONUNA SAHIP
KENMOTSU MANiFOLDLARDA BAZI EGRILiK SONUCLARI

Tanim 4.1 R*, Riemann egrilik tensorii ve A, skaler fonksiyon ve X;, X,, X5 vektor

alanlar olmak iizere;
* % A
Q" (X1, X2)X3 = R*(Xq, X3) X5 — Z{H(XZ;X3)X1 — 9(X1, X3) X5} 4.1)

esitligi ile verilen tensore genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip
(2n + 1) —boyutlu bir M Kenmotsu manifoldu tizerinde tanimli Q* tensoérii denir.
Ozel olarak her X;,X,, X5 € y(M) icin Q*(X;,X,)X3 =0 olmasi durumunda
genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip M manifoldu Q* — flat olarak

adlandirilir.

Teorem 4.1 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —

boyutlu Kenmotsu manifold olsun. Q* tensérii I. Bianchi Ozdesligini saglar.

Ispat: Riemann egrilik tensorii I. Bianchi Ozdesligini sagladigindan (4.1) denklemi

kullanilarak,
Q*(X1;X2)X3 + Q*(X2;X3)X1 + Q*(X3;X1)X2 =0 4.2)
esitligi elde edilir.

Sonu¢ 4.1 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu Kenmotsu manifold olsun. (4.1) denkleminde (3.4), (3.5) ve (2.27)

denklemleri kullanilarak,

Q" (X1, X2)§ = — - {n(X2)X; — 1 (X)X,) (43)
Q' (6, X2)X; = = {g (X2, X3)E = 1(X3)X,) (4.4)
Q" (X1, ©)X; = == (1(X3)X; — g (X1, X3)E) (4.5)

sonuglari elde edilir.
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Teorem 4.2 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu Kenmotsu manifold olsun. Q*(X;,X,)X; = 0 ise 1 = 0 veya M ozel tipli bir

1 —Einstein manifolddur.

Ispat: Q* (X, X,)X3 = 0 olsun. (4.1) denkleminden,
* A
R* (X1, X2)X5 = 5{9(X2:X3)X1 — 9(X1, X3)X2} (4.6)

elde edilir. Elde edilen (4.6) denklemi & ile i¢ carpilir ve (2.27) denklemi kullanilirsa,

A
g(R* (X1, X3)X3,8) = %{Q(Xz,Xs)g(Xl,E) —9(X1,X3)9(X3,8)}
4.7)

A
= %{Q(X2:X3)77(X1) — g (X1, X3)n(X3)}
elde edilir.

(3.3) denklemi (4.7) denkleminde yerine yazilir, (2.3) ve (2.27) denklemleri

kullanilirsa,

RO, X2, X5, 8) = (52— 1) {90 X (X)) — g (X0, XX} (4.8)

elde edilir. Elde edilen son esitlikte (2.27), (2.41) denklemleri kullanilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

A
MROG,X)Xs) = (5= 1) {90, X )1(H) — 90X, XIn(X))

A
gX1, X3)n(X3) — g(X3, X3)n(Xq) = (% - 1) {g(X2, X3)n(X1) — g(X1, X3)n(X2)}

elde edilir. Buradan,
29X, Xa)n(Xy) — g(Xy, X5)n(X,)} (4.9)
elde edilir. Boylece, 4 = 0 veya

9 (X2, X3)n(X) — g(X1, X3)n(Xz) =0
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elde edilir.

A # 0 olsun. £ Ricci operatorii olmak iizere, (4.9) denkleminde X; vektor alan1 yerine

LX; yazilir ve (2.27), (2.13) ve (2.42) denklemleri kullanilirsa,

A
(%> {g(X3, X3)n (LX) — g(LX1, X3)n(X2)}
A
- <%) {9(X2,X3)9(LX1,8) — g(LX1, X3)n(X2)}
A
- <%) {g9(X2, X3)S(X1,8) — S(Xq, X3)n(X2)}
A
= <%) {g(Xz,Xg)(—ZTIJ](Xl)) 4 S(X1'X3)T’(X2)}

2 <%) {=2ng (X2, X3)n(X,1) — S(X1, X3)n(X;)} = 0 (4.10)

elde edilir.

(4.10) denkleminde X, = ¢ yazilir ve (2.27) denklemi kullanilirsa,

A
<%> {_ZTU](Xg)n(Xl) - S(Xl,X3)} =0
dir. Buradan,
S(X1,X3) = —2nn(X3)n(X,) (4.11)

elde edilir. Boylece, (4.11) denkleminden, M manifoldu 6zel tipli n —Einstein

manifolddur.

Teorem 4.3 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu Kenmotsu manifold olsun. Q*(X;,X,)é =0 ise M, bir § —Q* flat

manifolddur. Boylece asagidaki kosullar birbirine denktir.

)M, £ — Q" flat manifold
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i) 1=0.
Ispat: i = ii:

Q*(Xy,X,)& = 0 olsun. (4.1) denkleminde (3.3) denklemi kullanilarak,

A
) {g(X2, X3)X1 — g(X1, X3) X}

Q" (X1, X2)X; = RO, X)Xs + (1 -2

esitligi elde edilir. Elde edilen bu esitlikte X5 = & yazilirsa,

A
) (9o, X1 — 9%, X3}

Q" (X1, X;)€ = R(Xy, X,)E + (1 -

elde edilir. Son esitlikte (2.27) denklemi kullanilarak,

Q" (X1, X2)§ = R(X1, X)§ + (1 -2 ) (X)X — (XX} (412)
elde edilir.

(2.39) denklemi (4.12) esitliginde yerine yazilirsa,

Q" (X1, X5)E = 2-R(Xy, X,)€ (4.13)

elde edilir. Boylece, Q" (X1, X2)¢ = 0 oldugundan,
A=0
dir.
=i
A = 0 olsun. Denklem (4.12) den,
Q" (X1, X2)§ = R(Xy, X2)§ + {n(X2) Xy — n(X1) X3}

elde edilir. Boylece, (2.39) denklemi son elde edilen esitlikte yazilirsa,
Q" (X1, X2)¢ = 0 oldugu kolaylikla goriiliir.
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Tammm 4.2 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip Kenmotsu
manifoldu olsun. M {izerinde ¢ (1, 1) —tipinde tensor alani ve her X;, X5, X3, X, vektor

alanmi olmak tizere,

9(Q*(¢X1, $X;)PX3, $X,y) =0 (4.14)

kosulunu saglayan genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip Kenmotsu

manifolduna ¢ — Q* flat manifold denir.

Teorem 4.4 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu Kenmotsu manifold olsun. M, ¢ — Q" flat manifold ise 7 —Einstein

manifolddur.

Ispat: (4.1) denklemi (4.14) denkleminde yerine yazilirsa,

9(dX5, dX3)PX,
—g(PXq, pX3)PX,

A

g (R @X, 0X)0%; — |

2n

},¢X4) =0 (4.15)
elde edilir. Buradan,

A
R* (X1, X2, pX3, 9X,y) = m {g(¢X5, dX3)g(PX1, PX4)

—9(dX1, X3)g(PXz, $X4)}

(4.16)

olur.

Denklem (4.16)da X; = X, = ¢; (1 <i < 2n + 1) yazilip kontraksiyon uygulanirsa,

2n 2n
. N A [ 9(9Xy, 9X)g(de, der)
Z R (Gew 0%, %5, peu) = Z%{—gwezi, ¢X33)g(¢xz,¢ei)}

elde edilir. Elde edilen bu esitlikte (2.7) denklemi kullanilarak,

2n 2n

A
> GR (et dX)BXs, ded) = D = {g(dXy pX)g(bes per) — (X, $X5))
i=1 i=1

olur. Bu esitlikte (2.8) ve (3.6) denklemleri kullanilirsa,
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S (§X §X5) = = (2n — 1)g(¢ Xy, §X5) (4.17)

elde edilir. Daha sonra (4.17) denkleminde (3.8) ve (2.44) denklemleri kullanilarak,

(X5 X3) = (2 (2n — 1) — 2)g (9 Xy, §Xs) — 2y (Xn(Xs)  (4.18)

sonucuna ulasilir. Burada elde edilen denklemde (2.28) denklemi kullanilirsa,

A
S, X5) = (3 @n— 1) = 2n) g (K5, Xs)
(4.19)

A
Ton (2n — Dn(X)n(X3)
elde edilir. Boylece, (4.19) denkleminden, M manifoldu  —Einstein manifolddur.

Sonu¢ 4.2 M, (2n + 1) —boyutlu genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna

sahip ¢ — Q™ flat Kenmotsu manifold olsun. M nin skaler egriligi,
r=A2n—-1)-2n2n+1)
dir.

Ispat: Denklem (4.19) da X, =X;=¢; (1<i<2n+1) yazilip kontraksiyon

uygulanirsa,
2n+1 2n+1 1 2
Zl SCeue) = Z (55 @n = 1) - 2n) glewe) = 5= 2 — Dnedn(ed)
1= =

esitligi elde edilir. Bu esitlikte (2.23), (2.8) ve (2.15) denklemleri kullanilarak,

r=A2n—-1)—-2n2n+1)

elde edilir.

Tanim 4.3 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip Kenmotsu
manifoldu olsun. M {izerinde ¢ (1,1) — tipinde tensor alan1 ve her X4, X5, X5, X, vektor

alanmi olmak tizere;
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9(Q* (X1, X2) X3, pX,) =0 (4.20)

kosulunu saglayan genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip Kenmotsu

manifolduna pseudo ¢ — Q* flat manifold denir.

Teorem 4.5 M, (2n + 1) —boyutlu genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna

sahip pseudo ¢ — Q™ flat Kenmotsu manifold ise M bir n —Einstein manifolddur.

Ispat: (4.20) denkleminde (4.1) denklemi yazilir ve (3.3) denklemi kullanilirsa,

A
g <R*(¢X1’X2)X3 - Z{Q(XZ'X3)¢X1 — g(pX1, X3)X,}, ¢X4> =0

A
) (90Xz, X5)g (BK,0X,)

9(R(PX1, X;)Xs, $X,) + (1 -

4.21)

—g(9X;,X3)g(X2, 9X,)) =0
elde edilir.

Denklem (4.21)de X, = X3 = ¢; (1 < i < 2n + 1) yazilip kontraksiyon uygulanirsa,

2n+1 2n+1

S snsnos S (- R)egren ).

i=1

bulunur ve bu esitlikte (2.7) denklemi kullanilarak,

n+ — n+1 (4 g(¢ei; ¢ei)g(¢X ’ ¢X )
ILTTR(PX 1 e e, 9X4) = X (_ - 1) { —g(¢X,, ¢Xi) !

-~ } (4.22)
elde edilir. Son denklemde (2.8) ve (2.12) denklemleri kullanilarak,
S(¢Xy, pXy) = (A — 2n)g(PXy, PX,) (4.23)

esitligi elde edilir.

Denklem (4.23) te (2.28) ve (2.44) denklemleri yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa,
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S(X1,Xy) + 2nn(Xn(Xy) = (A — 2n) (g (X1, Xu) — n(X)In(Xy))

S(X1,Xy) = (A =2n)g (X1, Xs) + 2n — Dn(XIn(Xy) — 2nn(X)In(X,)

S(X1,Xy) = (A —2n)g(X1, Xo) — An(X)n(X,) (4.24)
elde edilir. Boylece, (4.24) denkleminden, M manifoldu  —Einstein manifolddur.

Sonu¢ 4.3 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —

boyutlu pseudo ¢p — Q* flat Kenmotsu manifold olsun. M nin skaler egriligi,
r=2n(1—-2n-1)
dir.

Ispat: Denklem (4.24) te X, =X, =¢; (1<i<2n+1) yazihp kontraksiyon

uygulanirsa,

2n+1 2n+1

D> Seved = ) (A= 2m)gles e = nedn(e)
i=1 i=1
esitligi elde edilir. Bu esitlikte (2.8), (2.23) ve (2.15) denklemleri kullanilarak gerekli
islemler yapilirsa,
r=2n(1-2n-1)
elde edilir.

Teorem 4.6 Q*, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —

boyutlu M Kenmotsu manifoldu tizerinde tanimli tensor olmak {izere;

Q" (§,X1)Q" =0
ise A = 0 veya M bir n —Einstein manifolddur.

Ispat: (2.21) denklemini kullanarak,
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(Q*(pr1)Q*)(X2:X3)€ = Q*(fl Xl)Q*(X21X3)€ - Q*(Q*(fl Xl)XZ'XS’)f
_Q*(XZ' Q*(fl Xl)X'o’)f - Q*(X2;X3)Q*(f; Xl)f =0 (425)

esitligi ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

Q*(fl Xl)Q*(XZ'X3)§ = Q*(f;X1)[R*(X2;X3)€
g (X3, D)X, — 9(X0, Xs)]

esitliginde (4.1), (3.4) ve (2.27) denklemleri kullanilarak,

A
Q" (&, X)Q" (X2, X3)¢ = “on [n(X3) Q*(§, X)Xz —n(X2) Q*(§, X1)X5]
elde edilir. Bu esitlikte (4.1), (3.5) ve (2.27) denklemleri yazilirsa,
A? n(X3){g Xy, X2)§ — (X)X} ]

Q*(E' X1)Q*(X2;X3)E - W l:_n(XZ){g(Xl’ X3)€ - U(X3)X1}

_ A [ n(Xa)g(Xy, X)E = n(Xs)n(X) X, ]
4an? |-n(X2)g(Xq, X3)& + n(X2)n(X3)X,

A
= 2z MX3)g (X1, X2)§ = n(X2) g (X1, X3)¢]

elde edilir.

A
Q" (Q" (&, X1)X2, X3)¢ = Q" (R (&, X)X, —%{Q(XLXz)S( —9(&,X3)X1}, X3)¢

esitliginde (4.1) ve (3.5) denklemleri kullanilarak,

A
Q*(Q*(ffxl)XZ'X3)f = _%Q*(g(xl'xz)f - g(f: Xz)X1;X3)€

elde edilir. Bu esitlikte (2.27), (4.1), (2.23) ve (3.4) denklemleri yazilirsa,

A
Q Q" (&, X)X, X3)¢ = _%Q*(Q(Xl'xz)f —n(X2)X1, X3)¢

2 A
= - %Q(XDXZ)Q*(SJ X3)€ + %U(XZ)Q*(XPX?})E
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2 A
= g, X [R (6 XE — - {9 (K, 8 — 9 (6. Xs)]

A A
o 00) R 00, X508 = 5 (g (s, X, — (X0, DX}

zi 9(X1,X2){n(X3)§ — X3}
4n? [-n(X){n(X3)X; — n(X1) X3}

elde edilir.

A
Q" (X2, Q7(§, X1)X3)¢ = Q" (X2, R™(§, X1) X5 _%{Q(prﬂf — 9§, X3)X1}1)¢

esitliginde denklem (4.1), (3.5) ve (2.27) denklemleri kullanilarak,
A
Q" (X2, Q" (&, X1)X3)¢ = _%Q*(XZ'Q(XLXQE — 1N (X3)X1)$
=~ —%Q(XLXQQ (X2,8)¢ +%77(X3)Q (X2, X1)¢

yl A
= — g, X [R 0,8 = T (96X, — 90X 98)]

A A
+o10) [R (K, X§ = 5= {9 (X0, X — 9, DX
2n 2n
elde edilir. Bu esitlikte (3.4), (2.23) ve (2.27) denklemleri yazilirsa,

2

A
Q" (X3, Q" (€, X1)X3)¢ = an2 [g(X1, X3){X, — n(X3)E}

—n(X3) X)Xz — n(X2)X1}]

elde edilir.

A
Q*(XZ'X3)Q*(€'X1)§ = Q*(XZ'XS’) R*(f, Xl)f - %{g(xll f)f - g(f: f)Xl}

esitliginde (4.1), (3.4), (2.23) ve (2.27) denklemleri kullanilarak,

A
Q" (X2, X3)Q" (&, X1)¢ = _%Q*(XZ'X3)[77(X1)SC - X4l
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y A
= = - N(X)Q" (X2, X5)§ + 5 Q" (X2, X3)X,
2 A
= 00 [R 0 XDE = - (9K, DX, = 9 (o, OK)|
1 A
+o [R*(XZ,X3)X1 — 5 19X3, X)X, — g(Xerl)X3}]
A A
= —%n(Xl) [—%{U(Xg)xz - TI(XZ)X3}]
1 A
+ > [R*(XZ,X3)X1 — %{Q(Xg,X1)X2 - g(X2,X1)X3}]
elde edilir.

Yukarida elde edilen sonuglar (4.25) denkleminde yerine yazilip gerekli

sadelestirmeler ve diizenlemeler yapilirsa,
2 [px 2
— 2[R (X X3)Xy + 2 (1(X3) g Xy, Xp)E — (XD g(Xy, X)E} =0 (4.26)
esitligi elde edilir. Boylece, A = 0 veya

x i
R* (X3, X3)X1 = —;{U(X3)9(X1:X2)f —n(X3)g(X1, X3)¢} (4.27)
elde edilir. Son elde edilen denklemde (3.3) denklemi yazilirsa,

R(X,X3)X1 = g(X2, X1)X3 — g(X3,X1)X>
2 (4.28)
—E{U(Xs)g(xpxz)f —n(X2)g(X1,X3)¢}

sonucuna ulasilir. Bu denklem X, ile i¢ carpilirsa,

R(X3, X3, X1,X,) = 9(X2,X1)9(X3,X4) — 9(X3,X1)g(X2, X4)

A
- ;{U(X3)9(X1'Xz)g(f' X4) —n(X3)g (X1, X3)g(&, X4)}

elde edilir.

Yukaridaki son denklemde X, =X, =¢; (1 <i<2n+ 1) yazilip kontraksiyon

uygulanirsa,
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2n+1 2n+1[g(e;, X1)9g(X3, €)) — g(X3,X1)9g (e, e;)
D ReXsXed= ) | A (7000090 )
i=1 —n(e)g(X1,X3)g(§, e;)

=1 n

olur. Elde edilen bu esitlikte (2.7), (2.8), (2.23) ve (2.27) denklemleri kullanilirsa,

g(XllXS’) - g(X rX )g(e-, e')
M R(ey, X3, Xq, ) = Xt l A v N (4.29)
- ;{TI(X3)77(X1) —9(X1,X3)}
elde edilir.
(4.29) denkleminde (2.12) denklemi kullanilarak,
A
S(X3,X1) = —2ng(Xy,X3) + E[Q(Xl'xﬁ —n(X)n(X3)]
2 p)
S(X3,X,) = (—Zn + ;) 9(X1,X3) — ;TI(X1)77(X3) (4.30)

elde edilir. Boylece, (4.30) denkleminden, M manifoldu n —Einstein manifolddur.

Sonu¢ 4.4 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu Kenmotsu manifold olsun. Q*(&, X;)Q* = 0 ise M nin skaler egriligi,

r=-2n(2n+1) + 24
dir.

Ispat: (4.30) denkleminde X; = X; =¢; (1 <i<2n+1) yazilip kontraksiyon

uygulanirsa,
A A
S (e e) = S (—2n+2) gley ) —anledn(e)  (431)

elde edilir. Bdylece (4.31) denkleminde (2.8), (2.23) ve (2.15) denklemleri

kullanilarak ve gerekli islemler yapilirsa,
r=-2n(2n+1) + 24

elde edilir.
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Sonu¢ 4.5 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu Kenmotsu manifoldu olsun. Eger M, Q* —flat ise —1 + % sabit egrilige

sahiptir.
Ispat: (4.1) denkleminde (3.3) denklemi yazilirsa,
Q" (X1, X2)X5 = R(Xy, X2) X5 + g(X2, X3) X1 — g(X1, X3)X;
A
—%{Q(X2:X3)X1 — 9 (X1, X3) X} (4.32)
elde edilir.

Q* (X4, X,)X5 = 0 olsun. Buradan (4.32) denkleminde gerekli diizenlemeler yapilirsa,

A
R(X1,X3)X3 = g(X1,X3)X; — g(X3, X3)X; + %{Q(XZ'X3)X1 — g9(X1,X3)X5}

A
R(X1,X)X3 = (-1 + %){g(xz’xs))ﬁ — g(X1, X3) X5}

elde edilir ve béylece M manifoldunun —1 + % sabit egrilikli oldugu goriiliir.

Teorem 4.7 Q*, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu M Kenmotsu manifoldu iizerinde tanimli tensér ve R*, Riemann egrilik

tensorii olmak iizere;
Q"(§&,X)R" =0
ise A = 0 veya M bir Einstein manifolddur.
Ispat: (2.21) denklemini kullanarak,
(Q"(§, XR") (X3, X3)§ = Q7 (§, X1)R" (X2, X3)§ — R*(Q7(§, X1) X2, X35)¢€

_R*(XZ'Q*(f;Xl)XQf - R*(X2;X3)Q*(€;X1)€ =0 (4.33)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte (3.4) denklemi kullanilirsa,
Q" (&, XDR" (X2, X3)§ = R*(Q"(§, X1) X2, X3)§ = R (X3, Q7 (&, X1)X3)§ = 0
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oldugu ag¢ik¢a goriilmektedir. Dolayisiyla R*(X,, X5)Q* (&, X;)¢ esitliginin hesabini

yapmak yeterli olacaktir.

A
R (X0 X)Q (6, X§ = R* (X X3) [R*(6, X8 = 2- (900, )€ — 96, OX.|

esitliginde (4.1), (3.4), (2.27) ve (2.23) denklemleri kullanilirsa,

A
R' (X0 X2)Q" (€ X0)E = R (X3, X5) | = (n(X1)E = Xu)]

y) A
= — - N(XDR (X2, X3)§ +5— R (X3, X3)Xy

= ZR* (X3, X3)X; = 0 (4.34)
elde edilir. Boylece, A = 0 veya
R*(Xz,X3)X1 =0 (435)

elde edilir. Bulunan bu esitlikte (3.3) denklemi kullanilir ve gerekli diizenleme

yapilirsa,
R(X3, X3)X; = g(X2, X1) X3 — 9(X3,X1)X; (4.36)
elde edilir. (4.36) denklemi X, ile i¢ ¢arpilirsa,

g(R(X2,X3)X1,X4) = 9(X2, X1) g (X3, Xy) — 9(X3,X1) 9 (X2, Xs)
R(X3, X3, X1,X4) = 9(X2, X1)g(X3,X4) — 9(X3,X1)g(X2, X4) (4.37)

elde edilir.

Denklem (4.37)de X, = X, = ¢; (1 < i < 2n + 1) yazilip kontraksiyon uygulanirsa,

2n+1 2n+1
D RleXs X e) = ) gleu X)g(s,e0) = g(Xs, Xi)g(es €]
i=1 i=1
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olur. Elde edilen bu esitlikte (2.7), (2.8) ve (2.12) denklemleri kullanilirsa,
S(X3,X1) = —2ng(X3,X,) (4.38)
elde edilir. Boylece, (4.38) denkleminden M manifoldu Einstein manifolddur.

Sonu¢ 4.6 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —

boyutlu Kenmotsu manifold olsun. O halde,
Q*(fl Xl)R* =0
ise M manifoldu, H2"*1(—1) hiperbolik uzayma lokal olarak izometriktir.

Ispat: Q*(&,X;)R* = 0 olsun. Bu esitligin sonucunda elde edilen (4.36) denkleminde

gerekli diizenleme yapilirsa,

R(X3, X3)X; = —[g(X3, X)X, — 9(X2, X1)X;5]
elde edilir. Bdylece, M manifoldu (—1) sabit egrilikli bir manifold oldugundan
H?™*1(—1) hiperbolik uzayma lokal olarak izometriktir.

Sonu¢ 4.7 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu Kenmotsu manifold olsun. O halde, Q* (¢, X;)R* = 0ise M nin skaler egriligi,

r=-2n(2n+1)
dir.

Ispat: Denklem (4.38) de X; =X, =¢; (1 <i<2n+1) yazilip kontraksiyon

uygulanirsa,
(L1 S(ey e) = X7 —2ng e €)) (4.39)
elde edilir. Boylece (4.39) denkleminde (2.8) ve (2.15) denklemleri kullanilirsa,

r=-2n(2n+1)
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elde edilir.

Sonu¢ 4.8 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —

boyutlu Kenmotsu manifold olsun. O halde,
R*(¢,X1)Q" = R*(§, XR”
dir.
Ispat: (2.21) denklemini kullanarak,
(R™(§, X1)Q) (X2, X3)¢ = R*(§,X1) Q" (X2, X3)§ — Q" (R™(§, X1)X2, X3)¢
—Q" (X2, R"(§, X1)X3)§ — Q" (X2, X3)R"(§, X)) = 0 (4.40)

(R*(f;X1)R*)(X2;X3)f = R*(f;Xl)R*(Xz'Xﬂf - R*(R*(f,Xl)XZ,X3)§
—R*(X2, R*(§, X1)X3)§ — R* (X2, X3)R™(§,X1)§ = 0 (4.41)

elde edilir. (4.40) ve (4.41) esitliklerinin (3.4) ve (3.5) denklemlerinden sifira esit
oldugu asikardir. Boylece,

R*(§,X1)Q" = R*(§, X)R® (4.42)
esitligi elde edilir.

Teorem 4.8 M, (2n + 1) —boyutlu genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna

sahip bir Kenmotsu manifoldu olsun. O halde
Q"(§,X)$" =0
ise M bir Einstein manifolddur.
Ispat: (2.21) denklemini kullanarak,
Q" (€, X1)S") (X2, §) = S™(Q"(§, X1)X2,8) + 57 (X2,Q7(§,X1)§) = 0

esitligi elde edilir. Bu esitlikte (3.4), (3.6) ve (3.7) denklemleri kullanilirsa,

S*(XZl Q*(EJ Xl)f) = S(XZJ Q*(flxl)f) + zng(XZJ Q*(Eixl)f) =0
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elde edilir. Son elde edilen esitlikte (4.1), (3.4), (2.23), (2.42) ve (2.27) denklemleri

kullanilirsa,

A
5 (X2 Q' (€. X8) = 8 (Xo, R (6, X8 = 5- {9060, € — 96, X))
A

+2ng (Xo, R €, X)E = o900 8 — g€, OX))
= 5 (Ko 5 O00K)E — X)) + 2mg (K — 2 (1 (KE — K1)

2 Znnl 1 g4z, Znnl 1

A A

= —%77()(1)5()(2:5) + %S(Xz’xﬂ — (X)) g(X2,$) + A9 (X2, X1)

A
= MnXn(Xz) + %S(Xfol) — In(X)n(X3) + 1g(X3, X4)

A
= %S(Xz,xl) + /‘lg(XZJXl) = 0

S(X3, X1) = —2ng(X3, X4) (4.43)
elde edilir. Boylece, (4.43) denkleminden M manifoldu Einstein manifolddur.

Sonu¢ 4.9 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu Kenmotsu manifold olsun. O halde, Q* (¢, X;)S™ = 0 ise M nin skaler egriligi,

r=-2n2n+1)
dir.

Ispat: Denklem (4.43) te X, =X, =¢; (1<i<2n+1) yazihp kontraksiyon

uygulanirsa,

2n+1 2n+1

Z S(eil ei) = Z _an(ei' ei)
i=1 i=1

elde edilir. Boylece (2.8) ve (2.15) denklemleri kullanilirsa,

r=-2n2n+1)
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elde edilir.

Teorem 4.9 M, (2n + 1) —boyutlu genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna

sahip bir Kenmotsu manifoldu olsun. O halde,
Q*(ff Xl)C* =0
ise M, bir Einstein manifolddur.

Ispat: (2.21) denklemi kullanilarak,

(Q"(§, X1)C") (X2, X3)€ = Q7 (&, X1)C™ (X2, X3)§ — C7(Q7(§, X1) X2, X3)§
—C" (X2, Q7 (&, X1)X3)§ — C* (X5, X3)Q"(§,X1)§ =0 (4.44)
esitligi elde edilir ve esitlik ayr1 ayr1 hesaplanirsa,
Q (5, X1)C" (X2, X3)¢ = Q*(f'Xl)[R*(Xz'Xﬁf
m{g(xa, $)Xy — g(X2,§)X3}]

esitliginde (3.11), (3.4), (2.27) ve (4.1) denklemleri kullanilarak,

*

0 (6 X (Ka X)E = — 55 ms @' (6 X X)Xz ~ n(XK)a]
=TT M) QG KK 1) ' X))
(lexz)f
I 2 (Recexx, - o (2908 ) ]
2n(2n+1) g(Xy,X3)¢
106 R 0%, — 5 (S5 )
elde edilir. Bu esitlikte (3.5) ve (2.27) denklemleri yazilirsa,
r n(X3){g (X1, X2)§ — n(X2) X1}

Q" X)C" (X2, X5)E = 2nm ~1(X )9 (X1, X3)§ = n(X5)X1}

_A_ 1(X3)g(X1, X2)& = n(X3)n (X)X, ]
2n2n(2n + 1) l-n(X3) g (X1, X3)¢ + n(X2)n(X3) X,
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A

= %Zn(Zn D ) [n(X3)g(X1, X2)& — n(X2)g (X1, X3)¢]

elde edilir.

A
C*(Q"(§, X)X, X3)E = C*(R*(§, X)X, — %{g(Xl,Xz)f —9(&, X)X}, X3)¢

esitliginde (4.1), (3.5) ve (2.27) ve (3.11) denklemleri kullanilarak,

A
C*(Q" (&, X1) X5, X3)E = _%C*(Q(prz)f —n(X2)X1, X3)¢
= —%g(Xl,Xz)C (& X3)¢ +%77(X2)C (X1,X3)¢

A
=~ 9% X2) [R*(S,Xaf (9(X3, )& — g(&, S)Xg}]

2n (2 +1)

A
+%’7(X2) [R*(X1;X3)f {g(X5,6)X, — g(Xy, f)X3}]

2n (2 +1)
elde edilir. Bu esitlikte (3.4), (2.27) ve (2.23) denklemleri kullanilirsa,

r 9(X1, X3){n(X3)¢ — X3} ]

CT(Q(§, X1)X2, X5) = 2nm (X)) (X3)X; — (X1 X3}

_ A r*
- 2n2n(2n+1)

—Nn(X)n(X3)X; + n(X)n(X1)X;5]

[g(X1, X2)n(X3)¢ — g(X1,X2)X3

elde edilir.

A
C*(X2, Q" (&, X1 X3)E = C" (X, R* (&, XD X3 — %{g(xl'}%)f — 9§, X3)X:1 )¢

esitliginde (4.1), (3.5) ve (2.27) ve (3.11) denklemleri kullanilarak,

A
C* (X2, Q" (&, X1)X3)¢ = _%C*(XZJQ(X1'X3)§ —n(X3)X1)¢
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yl A
=- %Q(XLXB)C*(XZ' $E+ %TI(X3)C*(X2'X1)§

A
=~ gk X [R 06, )8 (9%, — g0, )|

2n (2 1)

A
o () | R0, X0 - (906, 9%, — 906, OX,)]

2n (2 ¥ 1)

elde edilir. Bu esitlikte (3.4), (3.5), (2.23) ve (2.27) denklemleri yazilirsa,

C* (X2, Q" (&, X1)X3)¢ = 9(X1, X3)[X; — n(X2)¢€]

T
2n2n(2n + 1)

A

= %mn()@)[n(xﬂxz — n(X2)X1]

— i r [ 9 (X1, X3){X5 — n(X2)$}
2n2n(2n + 1) l-n(X3){n(X1) X, — n(X2) X1}

C*(X2,Q7(§, X1)X3)¢ = (X1, X3)X; — g(X1, X3)n(X3)E

r
I+ Y
—n(Xz)n(X)X, + n(X3)n (X)X}

elde edilir.

A
C*(X2,X3)Q7 (&, X1)¢ = C" (X3, X3) R*(f;Xl)f_%{g(Xl'f)f_g(f'f)xﬁ

esitliginde (4.1), (3.4), (2.23), (2.27) ve (3.11) denklemleri kullanilarak,
* * A *
C* (X2, X3)Q" (&, X)¢ = _%C (X2, X3)[n(X)§ — X4]
A * A *
= _%TI(XQC (X2, X3)¢ +%C (X2, X3) X,

A
+ o= C*(X2)X3)X1

r {H(X&f)xz }] o

A
= ——n() R (Xz,Xg)s‘—m —9(X2, ) X3

C*(X2,X3)Q" (&, X1)¢ = (X3)n(X1)X;

mnnt D
2
—n(Xn(X2) X3} + %C*(lexs))ﬁ
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elde edilir.

Yukarida elde edilen sonuglar (4.44) denkleminde yerine yazilip gerekli

sadelestirmeler ve diizenlemeler yapilirsa,

r*

C" (X2, X3)Xy = — 5

[g(X1, X3) X, — g(Xq, X3)X5] (4.45)

esitligi elde edilir. Burada elde edilen denklem ile (3.11) denklemi esitlenirse,

*

R*(X,, X3) X1 — [9(X1, X3) X, — g(X1, X2)X5]

r
2n(2n+ 1)

*

r
=——|g(X{, X3)X, — g(X1, X)X
2n(2n+1)[g( 1 X3)X; — g(X1, X2) X;5]
olur. Boylece,

R*(X,,X3)X, =0 (4.46)
elde edilir. Bulunan bu esitlikte (3.3) denklemi yazilirsa,
R(X3, X3)X1 = g(X2, X1) X5 — g (X3, X1)X; (4.47)
elde edilir. En son elde edilen esitlik X, ile i¢ carpilirsa,
J(R(X, X3)X1,X4) = g(X2,X1)9(X3, X4) — 9(X3,X1) g (X2, X4)
R(X2, X3, X1,X4) = 9(X2, X1)9(X3, X4) — 9(X3,X1) g (X2, X,) (4.48)
elde edilir.

Denklem (4.48)de X, = X, = ¢; (1 < i < 2n + 1) yazilip kontraksiyon uygulanirsa,
2n+1 2n+1
D RleXs X e) = ) gleu X)g(s e = 9(Xs, Xi)g(es )]
i=1

=1

olur. Elde edilen bu esitlikte (2.7), (2.8) ve (2.12) denklemleri kullanilirsa,
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S(X3,X1) = —2ng(X3,X1) (4.49)
elde edilir. Boylece, (4.49) denkleminden M manifoldu Einstein manifolddur.

Sonu¢ 4.10 M, (2n + 1) —boyutlu genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna
sahip bir Kenmotsu manifoldu olsun. Q*C* =0 ise M manifoldu H?*"*1(-1)

hiperbolik uzayina lokal olarak izometriktir.
Ispat: (4.47) denklemi ile elde edilen esitlik iizerinde gerekli diizenleme yapilirsa,
R(X;, X3)X1 = —[g (X3, X1)X; — g(X2, X1) X5]

elde edilir. Bdylece, M manifoldu (—1) sabit egrilikli olup H?"*1(—1) hiperbolik

uzayina lokal olarak izometriktir.

Sonu¢ 4.11 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu Kenmotsu manifold olsun. O halde, Q*(¢,X)C* = 0 ise M nin skaler egriligi,

r=-2n(2n+1)
dir.

Ispat: Denklem (4.49) da X; =X, =¢; (1 <i<2n+1) yazilip kontraksiyon

uygulanirsa,
LS (e e) = X —2ng (e, ) (4.50)
elde edilir. Boylece (4.50) denkleminde (2.8) ve (2.15) denklemleri kullanilirsa,
r=-2n(2n+1)

elde edilir.

Teorem 4.10 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —

boyutlu Kenmotsu manifoldu olsun. O halde,

Q"(§, X1)K" =0
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ise M bir n —Einstein manifolddur.
Ispat: (2.21) denklemi kullanilarak,
(Q (& XK (X2, X3)§ = Q" (&, X)) K™ (X2, X3)§ — K*(Q" (&, X1) X5, X3)¢

_K*(XZ'Q*(f;Xl)Xﬂf - K*(Xz;X3)Q*(§;X1)f =0 (4.51)

esitligi elde edilir ve bu esitlik ayr1 ayr1 hesaplanir, £LX; — X4, LX, = X,, LX; = X;

yazilirsa,

1
Q" (€, XK (X2, X3)§ = Q"(§, X)) [R* (X2, X3)§ — om— 1 {57 (X3, 9)X;

—§"(X2, ) X3 + g(X3,6) L X, — g(X5,§) L7X3}]

esitliginde (3.12), (3.4), (2.27), (3.9), (3.6) ve (4.1) denklemleri kullanilarak,

Q" (€, X K" (X2, X3)§ = — n— 1 (1+2n)Q"(§, X)) [n(X3)X; — n(X2)Xs]

1
= -7 1+ 2n)n(X3) Q* (¢, X)X,

+

5 (1+2mn(X2) Q°(§, X1)Xs

1 4 2 1060 {R G XOX — 5
2n—1l

g(X1 Xz)f ]
g(f X)X,

B A g(X1 X3)f J
n(Xz) {R (§, X1)X3 2n g(f X3)X1

elde edilir. Bu esitlikte (3.5) ve (2.27) denklemleri yazilirsa,

A(1 + 2n) n(X3){g (X1, X2)&§ — (X)X}

QG XK (X2 XD = S = | -0 (X,) (g (X, Xo)E — n(X)X,)

_ A1+ 2n) [ n(X3)g (X1, X2)&§ — n(X)n(X3)X, ]

- 2n(2n — 1) [=1(X2) g (X1, X3)§ + n(X3)n(X2)X,
A1+ 2
Q" (&, XK (X3, X3)¢ = %[H(Xg)g()(l,)(z)f—n(Xz)g(Xl,Xg,)f]
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elde edilir.
* * * * A
K*(Q"(&, X)Xz, X3)€ = K*(R*(§, X)X, _%{g(xbxz)f — 9(§ X2) X1}, X3)¢
esitliginde (4.1), (3.5), (2.27) ve (3.12) denklemleri kullanilarak,

A
K*(Q* (&, X1) X2, X3)¢ = —ZK*(Q(XLXz)S( —n(X3) X1, X3)¢

2 A
= - Zg(xl'xz)K*(f’ X3)€ + %n(XZ)K*(XPXrJ’){

1 1
= —%g(xl'xz)[R*(f;Xﬂf Ton—1 {5"(X3,6)¢

—S*(f, f)X'o’ + g(X3' f)L*f - g(f: f)L*X3}]

A 1
+%U(X2)[R*(X1,X3)§ T on_1 {57 (X3, )X,

=S5 (X1, X3 + 9(X3,8)L* X, — g(X1,8) L X3}]

elde edilir. Bu son esitlikte (3.4), (3.5), (2.23), (2.27), (3.6), (2.43) ve (3.9) denklemleri

kullanilarak,

A
K*(Q" (€, X1)X2, X3)$ = mg(xpxz)ﬁ*xs
A
_—Zn(Zn D nX{n(X3)L* Xy — (X)L X3}
B A(1 4+ 2n)
- 2n(2n—1)
A1 +2n)
- 2n(2n-1)

[9(X1, X2)X3 — n(X){n(X3)X; — n(X1)X5}]

{9 (X1, X2) X3 — n(X3)n (X)X, + n(X)n(X1) X5}

elde edilir.
* * * * A
K™ (X2, Q7 (&, X1)X3)§ = K*(X2, R™(§, X1) X3 — %{Q(XLXQSC —g(§, X3)X11)¢
esitliginde (4.1), (3.5) ve (2.27) denklemleri kullanilarak,

A
- —%K*(XZ,Q(X1;X3)§ —n(X3)X1)¢$
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A A
- %Q(Xp X3)K*(X2,6)¢ + %U(X3)K*(X2'X1)f
elde edilir. Bu esitlikte (3.4), (3.6), (2.23), (2.43), (2.27) ve (3.9) denklemleri yazilirsa,

A 1
K*(X2,Q7(§, X1)X3)¢ = _%9(X1;X3)[R*(Xz'f)f T on— 1{5*(5; §)X,

=57 (X2, ) + 9§, L7 X, — g(X2, ) L7E]]

A 1
+ %U(X3)[R*(X2,X1)sc Ton—1 {57 (X1, )X,
—§5"(X2, X1 + g(X1,§) L X, — g(X2,§)L7X4}]
elde edilir. Daha sonra gerekli sadelestirmeler yapilirsa,

A(1+ 2n)
K" (X2, Q7(§, X1)X3)¢ = m{g(x1;x3)xz — n(X3)n(X1)X;
+1(X3)n(X2) X1}

elde edilir.

A
K*(X3,X3)Q7(§,X1)¢ = K*(X3,X3) [R*(f;xl)f_%{g(xlif)f —g(&,8)Xq}

esitliginde (4.1), (2.23), (2.27), (3.4), (3.12) ve (3.6) kullanilarak,

A
K*(X3,X3)Q" (&, X1)¢ = _%K*(XZ'X3)[77(X1)€ - X4]

A % A s
= _EU(XQK (Xz;X3)f+zK (X2, X3)X,

= —n(XD[R" (X, X3)§

—— (5" (X3, )Xz = §* (X0, X

+9(X3, )L X, — g(X2,§)L7X3]]

A
+ 2K (Xp X3)Xy

Buradan gerekli diizenlemeler yapilarak (3.9) denklemi kullanilirsa,

K* (X2, X3)Q (6, X)§= 2t (XN (X)X, = n(X)N(K)Xs} + 2K (X0, X)Xy

elde edilir.
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Yukarida elde edilen sonuglar (4.51) denkleminde yerine yazilip gerekli

sadelestirmeler ve diizenlemeler yapilirsa,

2n+1
K*(X3, X3)X; = m{n(Xg)g(Xl,Xz)f —n(X3)g (X1, X3)¢

-9 (X1, X2) X5 — g(X1,X3) X5}

(4.52)

esitligi elde edilir. Boylece, (4.52) denklemi ve (3.13) denklemi esitlenir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa,

2 1
R, X)X = 5 (1(Ka)g (s, X2

2n (4.53)
—n(X2)g (X1, X3)§ — 29 (Xq, X3) X3}
elde edilir. Elde edilen bu esitlik X, ile i¢ carpilirsa,
2n+1
9(R(X2, X3)X1,X,) = on— 1 n(X3)9(X1,X2)9(X4,$)
(4.54)

_U(Xz)g(XL X3)g(X4' f)
—29(X1,X2) g (X3, X4)}

elde edilir.

Denklem (4.54)te X, = X, = ¢; (1 <i < 2n+ 1) yazilip kontraksiyon uygulanirsa,

2n+1 2n+1 n(X3)g (X1, e)g(e;, )
2n+1

Z R(e;, X3, X1, €)) = 1) (e g (X1, X3)g (e )

i=1 i=1 —29(Xq,e)(X3,€;)

olur. Elde edilen bu esitlikte (2.7), (2.23), (2.27) ve (2.12) denklemleri kullanilirsa,

2n+1
S(X3,X1) = o — 1 {—39(X1, X3) + n(X)n(X3)}
6n+3 2n+1
S(X3,X1) = — 2n—1g(X1’X3) + EU(XQU(XQ (4.55)

elde edilir. Boylece, (4.55) denkleminden M manifoldu n —Einstein manifolddur.
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Sonu¢ 4.12 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu Kenmotsu manifold olsun. O halde, Q* (¢, X;)K* = 0ise M nin skaler egriligi,

22n+1)(3n+1)
B 2n —1

dir.

Ispat: Denklem (4.55) te X3=X; =¢; (1<i<2n+1) yazihp kontraksiyon
uygulanirsa,
2n+1 2n+1 _ 6143 2n+1

i=1 S(e;e;) = i=1 —g(ei,el-) -

2n-1 2n—1

n(e;) nley) (4.56)

elde edilir. Boylece, (4.56) denkleminde (2.8), (2.15) ve (2.23) denklemleri

kullanilirsa,

22n+1)(3n+1)
2n—1

elde edilir.

Teorem 4.11 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —

boyutlu Kenmotsu manifoldu olsun. O halde,
Q (€, X)P" =0
ise M bir Einstein manifolddur.
Ispat: (2.21) denklemi kullanilarak,
(@, X)P") (X2, X3)§ = Q(§, X1)P" (X2, X3)§ — P*(Q7 (S, X1) X5, X3)§

_P*(XZ'Q*(E;Xl)X3)€ - P*(XZ;X3)Q*(§;X1)E =0 (4.57)

esitligi elde edilir ve bu esitlik ayr1 ayr1 hesaplanirsa,

1
Q*(f'X1)P*(X2'X3)§ = Q*(f'X1) R*(XZ;X3)E _%S*(X&f)xz _S*(Xz;f)X3

esitliginde (3.14), (3.4) ve (3.6) denklemleri kullanilarak,
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Q" (€, X)P" (X2, X3)§ =0

elde edilir.

A
P*(Q" (&, X1)X2,X3)§ = P*(R*(&, X1)X; _%{Q(prz)f — 9§, X2)X1}, X3)¢

esitliginde (4.1), (3.5), (2.27) ve (3.14) denklemleri kullanilarak,

A
P*(Q"(§, X)Xz, X3)¢ = —%P*(g(Xl,Xz)f —n(X2)X1, X3)¢

= (g0t )P (€ X)E — n(Ka)P (X, X)E)
= g KR XE — 5 (57 (K5, )8 — 5" D)X
+ %n(xz)[ze*(xl,xg)g — % {87 (X35, X1 = 57 (X1, ) X5}]
elde edilir. Bu esitlikte (3.4) ve (3.6) denklemleri kullanilirsa,
P*(Q" (6, X)Xz, X5)E = 0

elde edilir.

A
P* (X3, Q7 (&, X1)X3)¢ = P* (X5, R* (&, X1) X5 _Z{Q(X11X3)f —9(&, X3)X11)¢

esitliginde (4.1), (3.5), (2.27) ve (3.14) denklemlerini kullanarak,

A
P* (X2, Q" (&, X1)X3)¢ = —%P*(Xz’g(xpxs)f —n(X3)X1)¢

yl A
= =5 g (X1, X3)P" (X2, )¢ + - n(X3)P" (Xa, X1)§
yl 1
= ~ o IXLX)[RT (X, ) — o AS7(6, )Xz — §7(Xp, ) ET]
1 1
+ %U(X3)[R*(X2'X1)§ - %{S*(Xp §) X, — S*(X2,§) X1}

elde edilir. Bu esitlikte (3.4) ve (3.6) denklemleri kullanilirsa,

P*(XZl Q*(fi Xl)X3)€ = O
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elde edilir.

A
P*(XZ'X3)Q*(€' Xl)f = P*(XZ'X3) R*(f, Xl)f - %{g(xll f)f - g(f: f)Xl}
esitliginde (4.1), (3.4), (2.23) ve (2.27) denklemlerini kullanarak,

A
P*(X3,X3)Q"(§,X1)¢ = —%P*(XZ’XQ[U(XQSC - X4l

A

= — {1 (X)P* (X3, X5)§ — P* (X5, X5)Xi}
2 1

_ _%n(xl)[R (X,,X5)¢é —%{S (X3,8)X;

A
=" (X2, )Xs}] + 5 P* (X, X3)Xy

elde edilir. Bu esitlikte (3.4) ve (3.6) denklemleri kullanilirsa,

A
P*(Xz'Xg)Q*(f;Xﬂf = %P*(XZ;X3)X1

elde edilir.

Yukarida elde edilen sonuglar (4.57) denkleminde yerine yazilip gerekli

sadelestirmeler ve diizenlemeler yapilirsa,

A
_%P*(XZ'XB)Xl =0

esitligi elde edilir. Boylece 4 = 0 veya

P*(Xz,X3)X1 =0 (458)

dir. Boylece, (4.58) ve (3.14) denklemleri esitlenirse,
* * 1 * *
P* (X3, X3)X1 = R* (X5, X3) X1 — %{S (X3, X)X, — 5" (X2, X1)X33 =0

elde edilir. Son elde edilen esitlikte (3.3), (3.7), (2.13) denklemleri kullanilir,

LX, - X,, LX5; = X3 yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,
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P*(X3,X3)X1 = R(X3, X3) X1 + g(X3, X)X, — g(X3, X1) X5
1
—%{S(X3,X1)X2 + 2ng(X3, X)X,

—S(X3, X1) X5 — 2ng (X3, X1) X3}
= R(X3, X3)X1 + g(X3,X1)X; — g(X3, X1) X5

1
_%{Q(LX'S,X:[)XZ + 2ng(X3, X)X,
—g(LX3, X1 X3 — 2ng(X,, X1) X3}

= R(X3, X3)X; — %{Q(X&Xl)xz —g(X2, X1)X3} =0
elde edilir ve son esitlikte diizenleme yapilirsa,
R(X3, X3)X, = i{g(X&XﬂXz — 9(X3, X1)X3} (4.59)
elde edilir. (4.59) denklemi X, ile i¢ ¢arpilirsa,

g(R(X3,X3)X1,X4) = %{g(Xg,Xl)g(XL}, X3) — 9(X2, X1)9(X3,X4)} (4.60)
elde edilir.

Denklem (4.60)ta X, = X, = ¢; (1 <i < 2n+ 1) yazilip kontraksiyon uygulanirsa,

2n+1 2n+1

1
Z R(ei'XS’lel ei) = Z %{g(Xg,Xl)g(ei, ei) - g(ei,Xl)g(Xg,ei)}
i=1 i=1

olur. Elde edilen bu esitlikte (2.7) ve (2.8) denklemleri kullanilirsa,
S(X3,X1) = g(X3,X1) (4.61)
elde edilir. Boylece, (4.61) denkleminden M manifoldu Einstein manifolddur.

Sonu¢ 4.13 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —
boyutlu Kenmotsu manifold olsun. O halde, Q* (¢, X;)P* = 0 ise M nin skaler egriligi,

r=2n+1

dir.
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Ispat: Denklem (4.61) de X; =X, =¢; (1 <i<2n+1) yazilip kontraksiyon

uygulanirsa,

2n+1 2n+1

Z S(e;e) = Z g(e; e;)

elde edilir. Elde edilen bu esitlikte (2.8) ve (2.15) denklemleri kullanilirsa,
r=2n+1

elde edilir.

Sonug¢ 4.14 M, genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip (2n + 1) —

boyutlu Kenmotsu manifoldu olsun. M manifoldu P* —flat ise manifoldun sabit
egriligi — dir.
Ispat: P*(X;,X,)X3; = 0 olsun. (4.59) esitliginde elde edilen denklem,

1
R(X3, X3)X; = —{9(X3, X)X, — g(X3, X1) X3}
2n

(2.9) denklemine gore i sabit egrilige sahiptir.
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5.SONUC VE ONERILER

“Riemann manifold tlizerindeki konneksiyon bir Levi-Civita konneksiyon olmadig:
zaman manifoldun geometrisinde ne tiir degisiklikler olur?”’ sorusu bir¢ok aragtirmaci
tarafindan sorulmus ve Levi-Civita konneksiyonundan faydalanarak oldukca farkli
konneksiyonlar tanimlanmis ve bu konneksiyonlarla birlikte farkli tipte manifold
siniflarinin  geometrisi incelenmistir. Son yillarda manifoldlar iizerinde farkh
konneksiyonlar kullanarak yapilan c¢alismalar artan bir ilgiye sahiptir. Bu sorudan
hareketle bu c¢alismada genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip
Kenmotsu manifoldlarin yeni bir karakterizasyonu elde edilmistir. Yapmis oldugumuz
calismada Mantica ve Suh’un yakin zamanda tanimlamis oldugu Q tensoriiniin [14]
genellestirilmis Tanaka-Webster konneksiyonuna sahip Kenmotsu manifoldlarda ¢ok
1yl bilinen baz1 temel egrilik tensorleriyle etkisi incelendi ve onemli sonuglar elde
edildi. Ileride yapilacak ¢alismalar i¢in Q tensorii kullanilarak farkli manifold
tirlerinde veya farkli konneksiyonlara sahip manifold tiirlerinde incelenip 6nemli

sonuglar elde edilebilir.
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