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OZET
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Danigman: Prof. Dr. Sultan YAMAK
2021, 81 Sayfa

Bu tezin amact TL — i —alt modiil ve TL — 6 — i-alt modiil yapilarin1 incelemek,
temel 6zelikleri ve sonuclar1 arasindaki iliskiyi arastirmaktir.

Bu ¢aligma iki bdliimden olusmaktadir. Birinci boliimde yapilan ¢alismalarin amaci,
calismamizda temel olan bazi tanim ve teoremler ifade edilmistir. Aragtirmanin ikinci
boliimii iki kisstmdan olusmaktadir. Birinci kisimda, TL — i —alt modiil tanimlar1 verilerek
bunlara bagl 6zellikler elde edilmistir. Ayrica TL — i —alt modiillerin kafes yapilarindan
ozellikle modiiler ve dagilimli kafes yapilar1 incelenmistir. Ikinci kisimda, TL — 6 — i —alt

modiil tanimlar1 verilerek bunlara ait cebirsel 6zellikler incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: TL-alt grup, TL-alt halka, T L-ideal, T L-alt modiil, TL — i-alt grup,
TL-alt halka, TL — i-ideal, TL — i-alt modiil, TL - 8 — i-alt modiil
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Master Thesis
SUMMARY
GENERALIZED TL-SUBMODULES
Fatma KUSDILI

Karadeniz Technical University
The Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Graduate Program
Supervisor: Prof. Dr. Sultan YAMAK
2021, 81 Pages

The aim of the present thesis is to examine the structures of TL — i-submodule and
TL — 6 — i-submodule, and to investigate the relationship between their basic features and
results.

This study consists of two main chapters. In Chapter 1, some definitions and
theorems which are crucial for our study are stated. Chapter 2 contains two parts. In the
first part, the definition of TL — i-submodule are given. Furthermore, their main properties
are presented. In addition, the lattice structures of TL — i-submodules, especially modular
and distributive lattice structures, are examined. In the last part, the definition of TL — 6 —

i-submodules are given and their algebraic characteristics are investigated.

Key Words: TL-subgroup, TL -subring, TL -ideal, TL -submodule, TL — i-subgroup,
TL — i-subring, TL — i-ideal, TL-i-submodule, TL — 6 — i-submodule
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

1965 yilinda, Azeri asilli Amerikali Lotfi A.Zadeh [76] tarafindan gelistirilen
"bulanik kiime" kavrami, iki degerli mantik kuramlarina bir alternatif olusturmus ve
onunla dogrudan ilgili bilimlerde akil almaz derecede hizli gelismeleri tetiklemistir.
Bulanik kiime teorisi, 1967 yilinda Goguen [22] tarafindan iiyelik kiimesini [0,1] birim
araligindan kafeslere genisletmistir. Bulanik kiimeler teorisi baslangictan bu yana genis bir
uygulama alani elde etti. Bu uygulama alanlarindan bazilari; bilgisayar bilimi, yapay zeka,
karar analizi, bilgi bilimi, sistem bilimi, kontrol miihendisligi, uzman sistemler, yonetim

bilimi, yoneylem aragtirmasi ve robotiktir.

1971 yilinda Rosenfield [57] bulanik kiime kavramini teorik cebire uygulayan
onciilerden biri olarak bulanik alt grup kavramini tanimladi. O tarihten bu yana cesitli
bulanik cebirsel yapilara ait iiretimler hizli bir sekilde artmaya basgladi ve bu artig
giiniimiizde de devam etmektedir. Ornegin, Anthony [7] bulanik alt grup kavramini [0,1]
tizerinde t-normlara genisletti. Kuroki [37] bir yarigrup i¢in bulanik ideallerin 6zelliklerini
arastirdi. Liu [38, 39] bulanik alt halka, bulanik idealler, L-alt halka ve idealleri verdi.
Negoita ve Ralescu [53], bulanik alt modiil kavramlarini tanittilar. Katkaras [31] bulanik
vektor uzaylarini tanitti. Nanda [51] da bulanik cisimler ve bulanik alt vektor uzaylarim
tanitt1. Konuyla ilgili ileri detay icin [15, 20, 26, 34, 36, 39-41, 43, 44, 51, 52, 55, 59, 63,
69, 72] kaynaklarina bakilabilir.

Bulanik alt cebirsel yapilardan ozellikle yarigrup, grup, halka ve modiil teorisi
tizerinde genellestirmeler oldu. Bu genellestirmeler genel olarak [0,1] yerine keyfi bir tam
kafes ve yine bu tam kafes lizerinde keyfi bir t-norm alinarak yapildi. Genis bir kaynaga
sahip bu alanla ilgili baz1 ¢alismalar [1, 19, 25, 27, 48, 71, 73, 74, 77, 78] seklinde

verilebilir.

Cebirsel yapilardan gruplar teorisi, halkalar teorisi ve modiil teorisine ait alt
cebirsel yapilarinin kafes 6zelliklerini incelemek her zaman 6nemli olmustur. Bu alandaki

caligmalar 20.yiizyildan beri devam etmektedir. Ozellikle bir grubun alt gruplari, normal



alt gruplar1; bir halkanin alt halkalari, (sol, sag) idealleri; bir modiiliin alt modiilleri " < "
bagntisi ile tam kafes olusturduklart ¢ok iyi bilinen 6zelliklerdendir. Bunlara ilave olarak,
bir grubun normal alt gruplari, bir halkanin (sol, sag) idealleri, bir modiiliin alt
modiillerinin kafesleri daima modiiler kafestir. Bununla birlikte bu alt cebirsel yapilara ait
kafeslerin dagilimli olmasi1 onlar1 6zel cebirsel yapilara tasimistir. Bu konularla ilgili daha

genis bilgi i¢in [17, 18, 53, 58, 60, 64] kaynaklarina bakilabilir.

Yukarida bahsi gecen alt cebirsel yapilara paralel olarak bulanik alt cebirsel
yapilarinin zellikleri incelendi. Ornegin, Ajmal [3-5] ¢aligmalarinda bulanik alt gruplarin
ve L-alt gruplarin kafeslerine ait modiilerlik 6zelligini inceledi. Ajmal [6] bir halkanin
bulanik ideallerinin kafesinin modiiler oldugunu gosterdi. Head [24] klasik modiilerlik
yapilarin bulanik alt cebirsel yapilarda dogru oldugunu gosterdi. Gupta [23] ve Ray [56],
bir zincir tam kafesi iizerinde sonsuz V-dagilimli T t-normu i¢in Quasi-Hemiltion
gruplarinda 6zel TL-alt gruplarin kafesinin modiiler oldugunu gosterdi. Majumdar ve
Sultana [42] bir halkanin bulanik ideallerinin kafesinin dagilimli oldugunu gosterdi. Kumar
[35] ve Zhang [79] ideallerin 6zel kafeslerinin modiiler oldugunu ve Majumdarin
sonucunun dogru olmadigina ait 6rnekler verdiler. Zhang [80] ve Jahan [29] farkl: ispatlar
tireterek bir halkanin bulanik ideallerinin kafesinin modiiler oldugunu gosterdiler.
Tarnauceanu [61] L-altgruplarin kafesinin dagilimli olmasi ile ilgili bir karakterizasyon
verdi. Tarnauceanu [62] devirli p-gruplarin bir karakterizasyonunu bulanik alt gruplarla
elde etti. Jahan [30] dagilimh bir L tam kafesi lizerinde L-ideallerinin kafesinin modiiler
oldugunu gosterdi. Gao [21] dagilimli bir kafes ile iiretilen genisletilmis L-ideallerinin
dagilimh kafes yapisini inceledi. Bhambri [14] t-seviyeli bulanik alt modiillerin kafesinin
modiiler oldugunu gosterdi. Bayrak [9, 11] 6zel genellestilrilmis L-alt gruplarin kafesinin
modiiler oldugunu gosterdi. Bayrak [10] sonsuz dagilimli bir L tam kafesi iizerinde L-alt
modiillerin kafesinin modiiler oldugu gosterdi. Bayrak [12] 6zel genellestirilmis L-alt
gruplarin kafesinin dagilimlilig1 ve yari-komplementligi ile ilgili 6zellikleri verdi. Bayrak
[13] sonsuz V-dagilimli kafesler {izerinde L-idealinin kafes yapisini inceleyerek kafesin

dagilimli olmasi i¢in gerek ve yeter sart verdi.

Gruplar, halkalar ve modiiller tizerinde nihai genellestirmelerden T'L-alt alt gruplar,
TL-alt halkalar, T L-idealler, T L-alt modiiller ve bunlarin kafes yapilarina ait bazi bilgiler
[10, 11, 32, 56, 65-68, 70, 75] ¢alismalarinda verilmis ve bu bilgiler bize yol gosterici
olmustur. Bunun disinda T L-altgrup ¢esitleri Ray [56] ve Bahadir [8] tarafindan incelendi.



Yine bir L-alt halka kullanilarak L-idealler ve L-alt modiiller Martinez [45, 46, 47] ve

Acar [2] tarafindan incelendi.

Bu tez iki bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde genel olarak ikinci boliime
kaynak olusturabilecek bilgiler alt1 kisma ayrilarak verildi. Ozellikle iigiincii kisimda ilk
kez bu tezde tanimlanan TL — i-alt halka ve TL — i-(sol, sag) ideal cesitleri tanimlandi.
Bunlara ait bazi1 oOzelliklerin ispatlari, TL —i-alt grup yapilarina ait 0&zelliklerle

benzerliklerinden dolay1 verilmedi.

Yapilan ¢aligmalar boliimii iki kisimdan olusmaktadir. Birinci kistmda Bahadir [8] ve
Ray [56]' in bakis agilarindan esinlenerek TL — i alt modiiller tanitilip onlarin kafes
yapilart ve dnemli 6zellikleri incelendi. Bu incelemelerin sonunda literatiirde mevcut olan
bazi sonuglar elde edildi. ikinci kisimda, Acar [2], Martinez [45-47] yazarlarinin
calismalar1 dikkate alinarak, bir R halkas1 tizerinde bir L-alt kiime alinarak TL — i — 8-alt

modiiller tanitild1 ve bu alt modillerin baz1 6zellikleri verildi.

1.2. Kafesler

Bu boliimde kafes teorisine ait temel tanimlar ve ilgili teoremler verilecektir.

Konuyla ilgili kapsamli bilgiler [16] kaynagindan edinilebilir.
Tamm 1.2.1: (L, <) sirali bir kiime olsun.

i) L yakafes (6rgii) denir :<< Her a, b € L i¢in Sup{a, b} = aVbve

Inf{a, b} = a A b mevcuttur.
ii) (L, <) tam sirali kiime (zincir) denir :<< Her a,b € Li¢ina < b veya b < a.
iii) (L, <) tam kafes denir :<> Her B C L i¢in SupB ve InfB mevcuttur.

iv) (L, <) smurh kafes denir :< L kafes ve 1 =EBEL, 0 =EKEL mevcuttur.
Teorem 1.2.2: (L, <) siral1 bir kiime ve x,y € L olsun.

i) L tam siral1 ise L kafestir,
ii) L tam kafes ise L kafestir,

iii) L tam kafes ise L smirli kafestir.



Teorem 1.2.3: (L, <) sirali bir kiime olsun.

i) Lkafes,® # T € L, T sonlu kiime ise Inf T, SupT mevcuttur,
ii) L kafes ve @ # L sonlu kiime ise L tam kafestir.
Teorem 1.2.4: (L, <) siral1 bir kiime olsun. Bu taktirde asagidaki dnermeler denktir.
i) (L, <) tam kafestir,
ii) Her B € L icin InfB mevcuttur,
iii) Her B C L i¢in SupB mevcuttur,
iv) 1€ Lveher® # T C L i¢in Inf T mevcuttur,
v) 0€Lveher® # T C L icin Sup T mevcuttur.
Tamm 1.2.5: (L, <) bir kafes olsun. Bu durumda,
i) L ye dagilimh kafes denir :<> Her x,y,z € L i¢in
xV(yAz) = (xVyY)A(xVz)vexA(yVz) = (xANy)V(xAZz).
ii) L ye modiiler kafes denir :<> Her x,y,z € L icin x < y ise
xV (yAz) = yA(xV2).
Tanim 1.2.6: (L, <) bir tam kafes olsun.
i) L ye sonsuz V-dagiliml kafes denir :<< Hera,b; €L ,i €] icin
an(Vigsbi) = Viej(aA by,
ii) L ye sonsuz A-dagiliml kafes denir :<> Her a,b; € L ,i € ] igin
aV (Aiesbi) = Nigs(@ Vv by,
ili) L ye sonsuz dagilimh kafes denir :<> L sonsuz V-dagilimli ve sonsuz A-dagilimh

kafestir.
Teorem 1.2.7: (L, <) kafes olsun. Bu durumda asagidaki esitsizlikler dogrudur.

i) Herx,y,z€Llicin (xAy)V(xAz)<xA(yV2z),

ii) Herx,y,z€LicinxV(yAz)<(xVy) A (xV2z),
iii) Herx,y,z€Liginx <yisexV(yAz) <yA(xVz).
Teorem 1.2.8:

i) L tam sirali ise L dagiliml kafestir,

ii) L sonsuz V-dagiliml kafes ise L dagiliml kafestir,

iii) L sonsuz A-dagiliml kafes ise L dagiliml kafestir,

iv) L dagiliml kafes ise L modiiler kafestir.

Tamim 1.2.9: (L, <) bir kafes ve @ # T € L olsun.



T ye alt kafes denir :< Hera,b € T icinaV b,aAb€ET.

1.3. Tam Kafes Uzerinde T —normlar

Bu boliimde iiggensel norm (kisaca t-norm) kavrami agiklanacaktir. Ayrintili bilgi
[11, 33, 56] kaynaklarindan elde edilebilir. Diger yandan aksi sdylenmedikge, L daima tam
kafes olarak alinacaktir.

Tamim 1.3.1: (L, <) tam kafesi lizerinde taniml T L? — L ikili islemine bir t-norm denir

L&
i) Herx,y€L icin T(x,y) =T(y,x), (Degisme Ozelligi)
ii) Herx,y,z€L i¢cinT(T(x,y),z) = T(x, T(y, Z)), (Birlesme 6zelligi)
iii) Herx,y,z€L icinx <yiseT(x,z) <T(y,2), (Monotonluk Ozelligi)
iv] Herx €L i¢in T(x,1) =x. (Smur Sart1 Ozelligi)
Herhangi x,y € L igin T'(x,y) notasyonu yerine xTy notasyonu da kullanilabilir. Her
n n—1

X1, X2, ., Xp €ELigin T x;=T( T x;,x,)olarak alinacaktir.

i=1 i=1

Tanim 1.3.2: L bir tam kafes ve T , L izerinde bir t-norm olsun.
i) T ye L iizerinde V-dagilimli t-norm denir : < Her a, by, b, € L i¢in
T(a,by V by) =T(a,by) VT(a,b,).
ii) T ye L iizerinde sonsuz V-dagilimli t-norm denir : < Her a,b; € L ,i € ] i¢in
T(a,Vie;bi) = Vig; T(a, by).
Tanmm 1.3.3: L bir tam kafes ve T, L lizerinde bir t-norm olsun. a € L ye L nin, T t-
normuna gore bir idempotent elemani denir : & T(a,a) = a dir.
L nin tiim idempotent elemanlarinin kiimesi Dy = {a € L|T(a, a) = a} ile gosterilir.
Ornekler 1.3.4: Bir L bir tam kafesi {izerinde asagidaki t-norm &rnekleri verilebilir:
i) Herx,y €L igin

_(xAy,1e{xy}
TD(X’Y) - {0 ’1 e{x’y}

seklinde tanimlanan T}, ikili islemi L {izerinde bir t-normdur.
ii) Herx,y €L i¢in
Ty, y) =xAy

seklinde tanimlanan T, ikili islemi L {izerinde bir t-normdur.



Burada Dr, = {0,1}, Dy, = L dir.
Ornek 1.3.5: L =[0,1] tam kafesi iizerinde tanimlanan temel t-normlar asagidaki

sekildedir.

i) Tp(x,y)=xy, (Carpim)

i) T.(x,y) =max(x+y—1,0), (Lukasiewicz t-norm)
0 x+y<1 .

.se nM . ) .

i) T™"(x,y) = {min (x.y), xty>1° (Nilpotent Minimum)

Burada Dy, = {0,1}, Dy, = {0,1}, Dynm = {0} U (5, 1] dir.

Tanmm 1.3.6: (L, <) bir tam kafes ve Ty, T,, L tizerinde herhangi iki t-norm olsun. Ty, T,
den zayiftir (veya T,, Ty den giigliidiir) denir : & Her x,y € L i¢cin Ty (x,y) < T,(x,y)’ dir.
Bu durum T; < T, seklinde yazilir.

Uyan 1.3.7: L iizerindeki herhangi bir T t-normu i¢in Tp, < T < Ty, oldugundan T, L
tizerindeki en zayif t-norm ve Ty, =A, L lizerindeki en gii¢clii t-normdur.

Teorem 1.3.8: L bir tam kafes ve T, L iizerinde t-norm olsun. Bu takdirde asagidakiler
gerceklenir:

i) Vx,yelignT(x,y)<xAYy,

ii) Vx€L igin T(x,0) =T(0,x) =0,

ili) Vxq,x5,y1,y, ELigcinx; < xp ve y; < yyise T(xqy, Y1) < T(x,Y5).

Teorem 1.3.9: L bir tam kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. I ve J birer indis kiimesi
olmak tizere {a; € L|i € I}, {bj € L| jE] } aileleri ve b € L igin asagidaki esitsizlik
saglanir:

) (N ai)T(/\je] bj) < /\‘ieej (ainj),
J

ii) (Aiesa)Th < Aie;(a;Th).

Teorem 1.3.10: (L, <) bir tam kafes ve T, L {lizerinde bir t-norm olsun. Bu taktirde,
i) ab€DyiseaTh € Dy,

ii) {a;|i €I} < DriseVa; €Dr,

iii) (D7, <) tam kafestir.

Tanim 1.3.11: D tam kafesinde {a;| i € I} ailesinin infimum degeri iZI

Ornek 1.3.12: L = {0, a, B, 1} kiimesine ait kafes diyagrami ve L kiimesi lizerindeki t-

a; ile gosterilir.

normlar asagidaki sekildedir.



AN
\/

Sekil 1.3.1: L kafesinin diyagrami

Tablo 1.3.1: L Uzerindeki t-normlar

T,1o0lalp1]| [m]olalpl1] [T]o]alp]1] [T,]0]alp]1
o/ololof[o] |0 [ofloflo|lo| |[o|o[o[ofo| |o]o|lo|oO]O
0/ofo]a 0laloO olofo 0lalo
ojofo 0 0B olo|[p|p 0 BB
1lolalpl1| [1]olalplr] [21]o]alpl1]|[1]0]alp]1

Burada Dr, = {0,1}, D, = {0,a,1}, Dr, = {0,5,1}, Dy, = {0, a, B, 1} dir.
Ornek 1.3.13: L ={0,a,8,7,6,0,p, 1} kiimesine ait kafes diyagrami ve L {izerindeki t-

norm ikili islemi sirasiyla

Tablo 1.3.2: L Uizerindeki t-norm

TIO|la|B|ly|6|la|p]|1 l
0/j0(0|0|0|0O]|0O|0O]O0

a|0|la|0|0|a|la|0|a

10000 |0|0|0|p

y|0(0{0|y |0y V| Y

§|0|a|0|0|6|a|0|6

c|0|a|0|y|la|ol|ly|o \‘/

p|0 0|y ANV

1|0ja|B|y|6]lo|p|l Sekil 1.3.2: L nin kafes diyagram

Tablo 1.3.5 ve Sekil 1.3.1 de veriliyor. Buna gore, 6, p €EDr={0,a,v,6,0,p, 1} ve



p No=B& Dy. Yani D7 nin L nin bir alt kafesi olmas1 gerekmez.
1.4. L-alt Kiimeler

L-bulanik alt kiimeler, Zadeh [76] in tanittig1 bulanik alt kiimelerinin bir genellemesi
olarak Goguen [22] tarafindan 1967 yilinda tanitilmistir. Burada L-alt kiimelere ait bazi
tanim ve teoremler verilecektir. Konuyla ilgili daha fazla bilgi icin [49, 56] kaynaklarina
bagvurulabilir.

Tanim 1.4.1: L bir tam kafes ve @ # X bir kiime olsun. Her bir u: X — L fonksiyonuna X
in bir L-alt kiimesi denir. X in biitiin L-alt kiimelerinin kiimesine X in L-gii¢ kiimesi denir
ve F(X, L) ile gosterilir. Ozel olarak L = [0,1] olarak secilirse u ye X in bir bulanik alt
kiimesi denir ve X in tiim bulanik alt kiimelerinin kiimesi F(X) ile gosterilir. u €F(X, L) ve
a € X i¢in Imyu, F(X, T, L) ve Fo(X, L) kiimeleri sirasiyla asagidaki sekilde alinacaktir.
{u)|x e X}, {6 €eF(X,L)|ImOSD} ve { 6 €F(X,L)| 6(a) = 1}.
Tamim 1.4.2: u,v €F(X, L) olsun. Bu durumda;
U, v niin L-alt kiimesi denir : < Her x € X i¢in u(x) < v(x).
U, v niin L-alt kiimesi ise bu durum p € v olarak gosterilir.
Tanmm 1.4.3: u €F(X,L) ve a € L igin U(X, u, @)=p,={x € X|a < u(x)} kiimesine u
niin a-kesim (seviye alt kiimesi) denir.
Tamm 1.4.4: u,v €F(X, L), W, | i€} SF(X,L) igin asagidaki sekilde tanimlanan u U v,
unv, uTv, Uier i ve Nigr iy L-altkiimelerine sirastyla g ve v niin birlesimi, kesisimi, T-
kesisimi, {y;|i € I} ailesinin birlesimi ve kesisimi denir. Her x € X icin,

(wUv)(x) = px) vv(x),

unv)(x) =pukx) Av(x),

wTv)(x) = p(x)Tv(x),
(Uier i) (x) = Vi g () ,
(Nier 1) (x) = Nier i ().
Eger {u;|i € I} S F(X,T,L) ise ,T i L-alt kiimesi (. T B )(x)=. T i (x) olarak
i €l i€l i €l

tanimlanacaktir.
Tanim 1.4.5: BC Xve a,f €L, a < B icin (a,B)s €F(X, L) asagidaki gibi tanimlanir:

@p =ff 2o



(0,@)g ve (0,1)p L-alt kiimeleri sirasiyla ap ve 1z ile gosterilecektir. 15 L-alt kiimesine
B nin karakteristik fonksiyonu denir.

Teorem 1.4.6: (L, <) bir tam kafes ve T, L iizerinde bir t-norm olsun. Bu taktirde,

i) uve€eFX,T,L)iseulTv €F(X,T,L),

i) Heri €1 icin 1, €F(X, T, L) ise |J; ¢ ;s €F(X, T, L),

iii) Heri € [ i¢in w;€F(X, T, L) ise ; '2 M €F(X,T, L),
iv) Heri € [ i¢in 4;€F(X, T, L) ise her i € I igin ; 2 Hi C u,

v) 6 €F(X,T,L) veher i €[ igin y;€F(X,T,L), 0 € u; ise 6S ; z His
vi) (F(X,T,L), <) tam kafestir.
Tamim 1.4.7: {X;|i € 2} kiimelerin bir ailesi, Vi € {2 i¢in y;: X; = L olarak verilsin. Bu
durumda,
i Tlica Xi = L, p((x) = Aieq ti(x:)

olarak tanimlanan L-altkiimesine {y;|i € 0} ailesinin kartezyen ¢arpimi denir ve

Hlli

€0
ile gosterilir. Her {y;€ F(X;T,L)|i € 2} ailesi i¢in

My N= T

olarak tanimlanan L-altkiimesine {y;|i € 2} ailesinin T-kartezyen ¢arpimi denir ve

HET‘I;S ile gosterilir. Ozel olarak 2={1,2.....n} icin {[él; yerine [y Xp Hy X7 .. X7 U, VEya
" I

[ 7 u; notasyonlar1 kullanilacaktir. T =A igin ; ETI;S = [1jeq i; olarak gosterilecektir.

i=1

Tamim 1.4.8: p €F(X,L), v €F(Y,L) ve f: X — Y bir fonksiyon olsun.
f(uw) €F(Y,L) ve f~1(v) €F(X,L) L-alt kiimeleri, sirasiyla, her x € X ve y €Y igin,

asagidaki gibi tanimlansin:

fwm="\/ ue,
fx)=y

fH ) = v(f ().

Bu takdirde, f(u) ye, p niin f altindaki goriintiisii ve f~2(v) ye de, v niin f altindaki ters

goriintiisii denir.
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1.5. TL-i-alt Gruplar, TL-i-alt Halkalar ve TL-i-(sol, sag) idealler

TL — i-alt gruplar Bahadir [8] ve Ray [56] in ¢aligmalarinda incelendi. Bu boliimde

bu tanimlarin yanm sira TL — i-alt halkalar ve TL — i-(sol,sag) idealler tamitilarak bazi

ozellikleri verilecektir. Aksi sdylenmedik¢e G bir grup ve e G grubunun birim eleman

olarak alinacaktir.

Tamm 1.5.1: (G,.) grup ve u € F(G, L) olsun.

1) u, G nin bir TL-1 alt grubudur denir : <

i) Herx,y € Ric¢in u(x)Tu(y) < u(x.y),
ii) Her x € Rigin u(x) < u(x™1),

2) u, G nin bir TL-2 alt grubudur denir : & Her x,y € G icin u(x)Tu(y) < u(x.y™1),

3) u, G nin bir TL-3 alt grubudur denir : & p, G nin bir TL-2 alt grubu ve u€F(G, T, L),

4) u, G nin bir TL-4 alt grubudur denir : & u, G nin bir TL-2 alt grubu ve u€F.(G, L).

Tablo 1.5.1: G nin TL-alt gruplarinin gosterimleri ve isimlendirmeleri

Tt —norm, L tam T=Ty L=1[0,1] T=Ty L=1[01]
kafes

FG,(G,T, L) FG,(G,L) FG,(G,T) FG,(G)

G nin TL—1 alt|G nin L—1 alt|G nin T — 1 bulanik | G nin 1 —bulanik alt
grubu grubu alt grubu grubu

FG,(G,T, L) FG,(G, L) FG,(G,T) FG,(G)

G nin TL—2 alt|{G nin L-—2 alt|G nin T — 2 bulanik | G nin 2 —bulanik alt
grubu grubu alt grubu grubu

FG;(G,T, L) FG;(G, L) FG;(G,T) FG;(G)

G nin TL—3 alt|G nin L-—3 alt|G nin T — 3 bulanik | G nin 3 —bulanik alt
grubu grubu alt grubu grubu

FG4(G,T, L) FG4(G, L) FG4(G,T) FG4(G)

G nin TL—4 alt|G nin L—4 alt|G nin T —4 bulanik | G nin 4 —bulanik alt
grubu grubu alt grubu grubu



https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0165011496001546#!

11

Ornek 1.5.2: (Z,,+) grubu ve T L —tam kafesi iizerinde bir t-norm olsun. Bu durumda

asagidaki kiimeler elde edilir.

i)

vi)

FGi(Zy, T, L)=FGy(Z,, T, L)={p€F(Z,, L) | (D) Tu(1)= w(0)},

FGs3(Zy,, T, L)={u€F(Z,, T, L) | (1)< p(0)},

FGy(Z,, T, L)={n€F(Z,, L) | n(0) = 1},

FG(Z,, L)=FG»(Z,, L)=FG3(Z,, L) ={u€F(Z,,L) | (1)< w(0)},

FGy(Z, L)={neF(Z,, L) | n(0) = 1},

FG1(Z3, Tp, L)=FGa(Zs, Tp, L)={ 1z, }U{NER(Z,, L) | w(1) # 1},

FG;3(Z,, Tp, L)={1z,,0z,, 1w, },

FG4(Z;, Tp, L)={1z, U {n€F(Z, L) |n(1) # 1,1(0) = 1},

FGi(Z3, Tp)=FG1(Zy, Tp)={n€F(Zy) | n(1)?*< n(0)},

FG3(Z,, Tp)={1z,, 0z,, L5y },

FGy(Zy, Tp)={nEF(Z) | W(0) = 1},

FG1(Zs, T,)=FGa(Zs, T~ (hEF(Zy)n(D) < 5} UHER(Zy, L)[1<2p(1) < 1 +0(D)).
FG3(Z, T, )={1z,,04,, 15} },

FGy(Z,, T, )= {n€F(Z,)|n(0) = 1},

FG(Z, T™™)=FGa(Zz, T™ )= (nEF(Zo) (1) < 5} URERZy, )| 3<n(D) <p(D)).

FG3(Z,, T™)={n€F(Z,, L) | w(1)< p(0), w(1), u(0) € {0} U {a € [0,1]|1 < 2a}}.
FGy(Zy, T™™)={p€F(Z,)| n(0) = 1}.

Ornek 1.5.3: Omek 1.3.12 de L kafesi iizerinde verilen t-normlar i¢in FG\(Z,,T,,L)

kiimeleri 1 <r <4,1 <k <4 i¢in Z, nin T,.L — 2 alt gruplarina ait tablolar ve kafes

yapilar1 asagidaki sekildedir.

Tablo 1.5.2: Z, nin Ty _4L — 2 —alt gruplart

T, M1 | M2 | U3 | Mg | U5 | U | U7 | Mg | Mo | M0 | M11 | M12 | Ha13
pO (1|1 |1 |1|lala|lal|lB|B| B | 0] 0]O0

pD (1 |a|plO0|a|B|O0|alB|O0|al|p]| O

Ty |91 |92 | 93|04 | V5|06 |07 |Tg|Dg |10 | V11
SO 1|1 |1 1lalalB|B|B|O0]O
YD |1|la|p|O0|a|0|al|B|O0|al|O
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6@ |11 |1|1|a|lalal|B|B]| 0] O
6| 1|a|Bl0|alBlO[B|O]B] O

Ty, |m |7ty |3 | Ty |5 | g | Ty | g | To
@ |1 (1|1 |1|a|a|B|B|O
n) |1 |a|B|0|a|0|B|0 |0

FG1(Z3, Ty, L)=FGa(Z3, Ty, L)={11, M2, M3, Ka» M5, He) K7, Hgs Mo, Higs M11s Hazs His)
FG3(Z2, Ty, L)={11, M4 H13}

FGy(Z3, Ty, L)={ 11, M2, M3, Ha )

FG\(Zy, Ty, L)=FG2(Z3, Tz, L)={91,92, 93,94, 95, 96, 97, 9g, B9, 910, 911}
FG3(Zy, Ty, L)={91, 93,94,97,99, 911}

FGy(Z3, T2, L)={91,92,93, 94}

FG\(Z,, T3, L)=FGa(Z3, T3, L)={61, 05, 03, 64, 05, 06, 07, 05, 09, 610, 611}
FG3(Z,, T3, L)={6,, 65, 04,05, 67, 611}

FGy(Z,, T3, L)={6,, 65,03, 6, }

FG,(Z,,T,, L)=FGy(Z,, Ty, L)=FG3(Z,, Ty, L)={1, T3, T3, Ty, Ts, Mg, TT7, Tg, o }
FGy(Zy, Ty, L)={my, 2, T3, T4 }

#.

O
/SN

AYAVN
N

Sekil 1.5.1: FG,(Z,, Ty, L) nin kafes diyagrami
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/\\/\

Sekil 1.5.2: FG,(Z,, T,, L) nin kafes diyagrami
/N
/ 3\ / “"3\

Sekil 1.5.3: FG,(Z,, T3, L) nin kafes diyagrami
Ty
TZ \71'4/ 7
\/
\/
Sekil 1.5.4: FG,(Z,, T,, L) nin kafes diyagrami

Ornek 1.5.4: Ornek 1.3.12 de L kafesi iizerinde verilen T; t-normu igin Z3 iin T;L — 1,
TiL — 2, TyL — 3 ve T L — 4 alt gruplar1 ve onlara ait kafes yapilar1 asagidaki sekildedir.



Tablo 1.5.3: Z5 iin T; L — 2 —alt gruplar1

14

M1 | M2 | U3 | Mg | U5 | Ug | U7 | Mg | Mo | M10 | M11 | M12 | M13 | Mg | M5 | Hie | M17
w0 | 1|1 l1lalala a | a| a| B g | B
D |1 |a|p| 0] a a I 0 0 | «a
n2) (|1 |a | B |0 |« Bl O | a|B| 0| a

M1g | H19 | M20 | M21 | H22 | H23 | H24 | M25 | H26 | M27 | M2g | H29 | M30 | M31
u(ﬁ) B B 0 0 0 0 0 0
wId | B | B| O 0| a a B | B |0 0
w2 Bl 0| al| B | 0] a 0 | 0| al|p | O

FGy(Z3, Ty, L)={p1, Uz, U3, M4, s, M6, M7, Mgy Mo, Mags  Hi1s M12, Ma3>  M14s  His, Hiss H17s

Higs M19, M20s M215 22> H235 H24s H2ss Ha6s M27, Hags M29, H3os M31 )

FG|(Z3, Ty, L)={1, Uz, U3, Mas s, Mo, M13, HiasHigs 22y H23, Ma7, Hap)

FGS(Z3) Tll L):{ W1, Kg, H31 }

FGy(Z3, Ty, L)={11, M2, M3, Ka )

Sekil 1.5.5: FG,(Z3, Ty, L) nin kafes diyagrami
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Sekil 1.5.6: FG(Zs, Ty, L) nin kafes diyagrami

H

Hay

Sekil 1.5.7: FG3(Z3, T;, L) nin kafes diyagrami

/N
N

Sekil 1.5.8: FG4(Z3, Ty, L) nin kafes diyagrami

(FGy(Z4, Ty, L), S) modiiler kafes degildir. Cinki { uz, M4, Ho, Hig, M3} alt kafesi
modiiler degil.

Teorem 1.5.5: G bir grup ve T L-iizerinde bir t-norm ise asagidakiler saglanir.
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i) FG(G,T,L) € FG»(G,T,L),
i) FGs(G,T,L) € FG(G,T,L),
iii) FG4(G,T,L) € FG,(G,T,L),
iv) FG(G,L) = FG,(G,L) = FGs(G, L).

Teorem 1.5.6: G bir grup ve T L-iizerinde bir t-norm ise asagidakiler saglanir.
i) WEFG;(G,T,L)ise Vx € G igin u(x) < u(e),

ii) Heri €[ icin y€FG,(G,T,L) ise N;e; u;€FG(G, T, L),

iii) Heri € I i¢in W€FG,(G,T,L) ise N;e; 4;€EFGL(G, T, L),

iv)] Heri € I1li¢in u€FG;(G,T,L) ise ; Z IuiEFG3(G,T, L),

v) Heri € li¢in w€FG4(G,T,L) ise N;e; u;€EFG4(G, T, L),
vi) (FG,(G,T,L), <) tam kafestir,
vii) (FG,(G, T, L), <) tam kafestir,
viii) (FG3(G, T, L), ©) tam kafestir,
ix) (FG4(G,T,L), <) tam kafestir.

Asagidaki 6nerme tanimlardan kolaylikla elde edilebilir.
Onerme 1.5.7:  # BS G ve «a, B €L, a < f olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir;
i) Baltgrupise (a,B)g € FG(G,T,L),
ii) B € Dy ve(a,B)g €EFG,(G,T, L) ise B alt gruptur,
iii) a,B € Dy ve B alt grup ise (a, B)g €FG3(G,T, L),
iv) Balt grup & (a,1)5 €FG4(G, T, L),
v) B alt gruptur < (a, 1)z €FG(G, T, L),
vi) B alt grup <> 15 €FG4(G, T, L),
vii) B alt grup < 15 €FG;(G, T, L).
Teorem 1.5.8: G bir grup ve n€F(G, L) olsun. Bu durumda;
i) a€ Dy, un€FGyG,T,L), D + u, ise u, G nin alt grubudur,
ii) u€FG,T,L)yveV @+ u,igin u, G nin alt grubu ise u €FG3(G, T, L),
iii) u €FG(G,L) ©V @ # U, i¢in u, G nin alt grubudur.
Sonug 1.5.9: G bir grup ve u €F(G, L) olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
i) Her @ # p,icin Y, G nin alt grubudur,
ii) u€FGi(M,L),
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iii) © €FG2(M, L),
iv) u EFGs(M,L).
Tamm 1.5.10: (R, +,.) bir halka ve u €F(R, L) olsun.

1)

4)

WU, R nin bir TL-1 alt halkasidir denir : &
U, (R, +) nin bir TL-1 alt grubu,
Her x,y € R igin u(x)Tu(y) < u(x.y).
WU, R nin bir TL-2 alt halkasidir denir : &
U, (R, +) nin bir TL-2 alt grubu,
Her x,y € R igin u(x)Tu(y) < u(x.y).

U, R nin bir TL-3 alt halkasidir denir : & u, (R,+,.) nin bir TL-2 alt halkas1 ve

U€F(R,T,L).

U, R nin bir TL-4 alt halkasidir denir : & u, (R,+,.)’nin bir TL-2 alt halkasi ve

UEF, (R, L).

Tablo 1.5.4: R nin TL-alt halkalariin gdsterimleri ve isimlendirmeleri

Tt—norm, L tam T =Ty L=1[01] T =Ty L=1[01]
kafes

FH,(R,T,L) FH,(R, L) FH;(R,T) FH;(R)

R nin TL—1 alt|R nin L—1 alt|R nin T —1 bulanik | R nin 1 —bulanik alt
halkas1 halkas1 alt halkas1 halkas1

FH,(R,T, L) FH,(R, L) FH,(R, T) FH,(R)

R nin TL—2 alt| R nin L—2 alt|R ninT — 2 bulanik | R nin 2 —bulanik alt
halkas1 halkas1 alt halkas1 halkas1

FH;(R,T, L) FH;3(R, L) FH;(R, T) FH;(R)

R nin TL—3 alt| R nin L—3 alt|R ninT — 3 bulanik | R nin 3 —bulanik alt
halkas1 halkas1 alt halkas1 halkas1

FH4(R,T, L) FH4(R, L) FH4(R, T) FH4(R)

R nin TL—4 alt| R nin L—4 alt|R nin T — 4 bulanik | R nin 4 —bulanik alt
halkas1 halkas1 alt halkas1 halkas1

Ornek 1.5.11: (Z3,+) grubu ve T L —tam kafesi iizerinde bir t-norm olsun. Bu durumda

TL—1,TL—2,TL — 3, TL — 4 alt halkalar asagidaki sekildedir.
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FH,(Z3, T, L)={p €F(Zs, L) | (1) = u(2), f(DHTu(D)< n(0)},
FHy(Z3, T, L)={ p €F(Z3,L) | w(0)Tu(D< w(2), w0)Tu)< w(1), w1)Tu(D< n),
W) Tu2)= w0), 2)Tr2)x WD)},

FH3(Z3, T, L)={ p €F(Z3,T,L) | w(2) < u(D= w(0), n(0)Tp(D= n(2)}
FH4(Z3, T, L)={ u €F(Z3, L) | (0) = 1, (1) = u(2)}.

Ornek 1.5.12: Ornek 1.3.12 de verilen L kafesi ve T, t-normu i¢in Zs iin T,L — 1, T,L —

2, T,L — 3 ve T,L — 4 alt halkalar1 ve onlarin kafes yapilar1 sirasiyla agsagidaki tablo ve

sekillerde verilmistir.

Tablo 1.5.5: Z5 iin T, L-alt halkalar

My M2 | U3 | Ha | Hs | He | K7 | B | Ko | K10 | M11 | a2 | M43 | H1g | 15 | Hie | Ha7
w0 [ 1] 1 llalalalal|B| B | B | B | B| 0] 0] O0 0
pD |[1a|p|O0|a|la|0|0|a|la | B | 0|0 |a|al O 0
w2 |[1la|B|O0|a|0|a|0|a| 0| B |a|0]|a a 0

FHy(Z3, T, , L)={ 1, Uz, U3, Has U5, Kes M7, Ky Moy H1os H11s H12s H13s Ma4s His, Hies a7 )

FHl(Z3» Ty, L)={py, uy, U3, Ha, Us, U, Mo, M11> M13s Mi4s Hy7}

FH3(Z3, T, , L)={ 1, U3, Mas Mo, K11, Mi3s Hi7)

FH4(Z3' TZ , L)={ M1, U2, U3, |~14}

s

/7

Hg Hy I

% Mg .
&

2 P/q i

7

Sekil 1.5.9: FH,(Z5, T, , L) nin kafes diyagrami
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Sekil 1.5.10: FH,(Z5, T, , L) nin kafes diyagrami

H.
H3
Hg My 3
N/
M3
7

Sekil 1.5.11: FH3(Zs, T, , L) nin kafes diyagrami

iy
/\
K2 Ky
\/
My
Sekil 1.5.12: FH4(Z5, T, , L) nin kafes diyagrami
Teorem 1.5.13: R bir halka ve T L-ilizerinde bir t-norm ise asagidakiler saglanir.

i) FH(R,T,L) SFG(R,T,L),
i) FHx(R,T,L) SFG(R,T,L),
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iii) FH3(R,T,L) €FGs(R,T, L),

iv) FH4(R,T,L) SFG4(R,T, L),

v) FH,(R,T,L) SFH,(R,T, L),

vi) FH3(R,T,L) €FH,(R,T,L),

vii) FH4(R,T,L) SFH,(R, T, L),

viii) FH, (R, L) =FH,(R, L) =FH;3(R, L).

ispat:

i) Tanimdan agiktir.

ii) Tanimdan agiktir.

iii) Tanimdan agiktir.

iv) Tanmimdan agiktir.

v) Teorem 1.5.5.1) ye benzer sekilde yapilir.

vi) Teorem 1.5.5.ii) ye benzer sekilde yapilir.

vii) Teorem 1.5.5.1i1) ye benzer sekilde yapilir.

viii) Teorem 1.5.5.iv) ye benzer sekilde yapilir.

Teorem 1.5.14: R bir halka ve T L-lizerinde bir t-norm ise asagidakiler saglanir.
i) wu€FH3(R,T,L)ise Vx € G igin u(x) < u(0),

ii) Heri€liginu; € FH;(R,T,L) ise N;e; 1; € FH{(R, T, L),
iii) Heri € I i¢inu; € FH,(R, T, L) ise N;e; 1; € FH2(R, T, L),

iv) Heri € [ igin u; € FH3(R,T,L) ise ; Z M € FH3(R,T,L),

v) Heri € [i¢inu; € FH4(R,T, L) ise N u; € FH4(R, T, L),
vi) (FH;(R,T,L), <) tam kafestir,

vii) (FHy(R, T, L), S) tam kafestir,

viii) (FH3(R, T, L), ©) tam kafestir,

ix) (FH4(R,T,L), <) tam kafestir.

Ispat:

i) Teorem 1.5.6.1) ye benzer sekilde yapilir.
ii) Teorem 1.5.6.i1) ye benzer sekilde yapilir.
ili) Teorem 1.5.6.ii1) ye benzer sekilde yapilir.
iv) Teorem 1.5.6.iv) ye benzer sekilde yapilir.
v) Teorem 1.5.6.v) ye benzer sekilde yapilir.
vi) Teorem 1.5.6.vi) ye benzer sekilde yapilir.
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vii) Teorem 1.5.6.vii) ye benzer sekilde yapilir.
viii) Teorem 1.5.6.viii) ye benzer sekilde yapilir.
ix) Teorem 1.5.6.ix) ye benzer sekilde yapilir.
Tanimlardan kolaylikla asagidaki 6nerme verilebilir.
Onerme 1.5.15:  # BS Rve «,f € L, a < f8 olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir;
i) B alt halkaise (a,B) €FH((G,T,L),
ii) B € Dy ve (a,B)g €EFH,(G,T, L) ise B alt halkadir,
iii) a,f € Dy ve B alt halka ise (@, B)g €FH3(G, T, L),
iv) B alt halka ise (a, 1)z €FH4(G,T,L),
v) B althalka < (a,1)g €FH,(G,T,L),
vi) B alt halka < 15 €FH4(G,T, L),
vii) B alt halka < 15 €FH3(G,T,L).
Teorem 1.5.16: R bir halka ve p€F(R, L) olsun. Bu durumda;
i) «a € Dy, p€FH2(R,T,L) ve @ # U, ise g R nin alt halkasidir,
ii) u€FR,T,L)veVD # u, igin u, R nin alt halkas1 ise p €EFH3(R, T, L),
iii) w€FH;(R,L) & V@ # u, igin u, R nin alt halkasidir.
Ispat: Teorem 1.5.8 e benzer sekilde yapilir.
Sonug 1.5.17: R bir halka ve u €F(R, L) olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
i) VO # pu, icin u, R nin alt halkasidir,
ii) u€FH;(R,L),
iii) u €FHy(R,L),
iv) u €FH3(R,L).
Tamim 1.5.18: (R, +,.) bir halka ve u € F(R, L) olsun.
1) u, R nin bir TL-1 sol (sag) idealidir denir : <
i) i, (R,+) nin bir TL-1 alt grubu,
ii) Her x,y € Rigin u(x) < u(y.x) (u(x) < u(x.y)).
2) i, R nin bir TL-2 sol (sag) idealidir denir : &
i) u, (R,+) nin bir TL-2 alt grubu,
ii) Her x,y € Ricin u(y) < u(x.y) (u(x) < u(x.y)).
3) W, R nin bir TL-3 sol (sag) idealidir denir : & u, (R, +,.) nin bir TL-2 sol (sag) ideali
ve UEF(R, T, L).



4) u, R nin bir TL-4 sol (sag) idealidir denir : & p, (R, +,.) nin bir TL-2 sol (sag) ideali

ve Fo(R,L).

S) u, R nin bir TL-1 (TL-2, TL-3, TL-4) idealidir denir : < u, R nin bir TL-1 sol ve sag

(TL-2 sol ve sag; TL-3 sol ve sag; TL-4 sol ve sag) idealidir.

Tablo 1.5.6: R nin TL-ideallerinin gdsterimleri ve isimlendirmeleri

Tt —norm, L tam T=Ty L=10,1] T=Ty L=1[01]
kafes
FLI;(R, T, L) FLI;(R, L) FLI;(R,T) FLI;(R)
R nin TL—1 sol|R nin L—1 sol|Rninbulanikk T—1|R nin  bulanik
ideali ideali sol ideali 1 —sol ideali
FRI;(R,T, L) FRI, (R, L) FRI;(R,T) FRI;(R)
R nin TL—1 sa§|R nin L—1 sag|Rninbulanikk T —1|R nin  bulanik
ideali ideali sag ideali 1 —sag ideali
FI,(R,T, L) FI,(R,L) FI,(R,T) FL,(R)
R nin TL — 1 ideali Rnin L — 1ideali | R nin bulanik T — 1 | R nin bulanik
ideali 1—ideali
FLL,(R,T, L) FLI,(R, L) FLL,(R,T) FLI,(R)
R nin TL—2 sol |R nin L—2 sol|Rninbulanikk T —2 | R  nin  bulanik
ideali ideali sol ideali 2 —sol ideali
FRL(R,T,L) FRLI(R, L) FRL(R,T) FRL(R)
R nin TL—2 sag§ | R nin L—2 sag | Rninbulamk T —2 | R  nin  bulanik
ideali ideali sag ideali 2 —sag ideali
FL(R,T,L) FL(R,L) FL(R,T) FLL(R)
Rnin TL — 2 ideali | R nin L — 2 ideali Rninbulantk T—2 | R nin  bulanik
ideali 2 —ideali
FLI;(R, T, L) FLI;(R, L) FLI;(R,T) FLI;(R)
R nin TL—3 sol |[R nin L—3 sol|Rninbulamk T—3 | R nin  bulanmk
ideali ideali sol ideali 3 —sol ideali




Tablo 1.5.6’ nin devami
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FRI;(R,T, L) FRI;(R, L) FRI;(R,T) FRI;(R)
R nin TL—3 sag |R nin L—3sag | Rninbulamk T—3 | R nin  bulanmk
ideali ideali sag ideali 3 —sag ideali
FI;(R,T,L) FI;(R, L) FI;(R,T) FI;(R)
Rnin TL — 3 ideali | R nin L — 3 ideali Rninbulantk T—3 | R nin  bulanik
ideali 3 —ideali
FLI(R,T, L) FLI4(R, L) FLI(R,T) FLI,(R)
R nin TL—4 sol |R nin L—4 sol|Rninbulanik T—4 | R nin  bulanik
ideali ideali sol ideali 4 —sol ideali
FRIL(R,T, L) FRI4(R, L) FRIL(R,T) FRI4(R)
R nin TL—4 sag | R nin L —4sag | R nin bulamik T —4 | R nin  bulanik
ideali ideali sag ideali 4 —sag ideali
FL(R,T,L) FL4(R, L) FL(R,T) FL4(R)
Rnin TL — 4 ideali | R nin L — 4 ideali R nin bulantk T —4 | R nin  bulanik
ideali 4 —ideali

Ornek 1.5.19: L=1{0,a,8,1}, 0<a <1, 0 <f < 1 kafesi iizerinde Ornek 1.3.12 de

verilen T, t-normu i¢in Zs iin T,L — 1, T,L — 2, T,L — 3 ve T,L — 4 idealleri ve onlarin

kafes yapilari

Tablo 1.5.7: Z3 iin 6zel TL —idealleri

Hi | H2 [ U3 | Hg | U5 | Mg | K7 | Hg | Ko
n0 111 l|la|lal|B|B|O
uD |1 |la| B |0 |a g 100
w2)|1|la | B0 |a|0|B |00

tabloda verilen L-altkiimeler yardimiyla asagidaki sekillerde verilmistir.
FLI(Z3, T, L) =FR1(Z3, T, L) =FLi(Z3, Ty, L)={ 11, M2, K3, Has U, ey U7, Mg, Ho )
FLIZ(Z3J TZ! L) :FRIZ(ZS' TZ' L) :FI2(Z3' TZ' L):{ M1, U2, U3, Hg, Us, Ue, L7, Ug, Hg }

FLI;(Z3,T,, L) =FRI3(Z3,T,, L) =FI3(Z3,T,, L) ={W1, U3, Ha, Mg, 17, Hg, Ko }
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FLI4(Z3, Ty, L) =FRI4(Z3, Ty, L) =Fl4(Z3, T, L)={ 11, M2, M3, My }

y
{
N/
Hs  Hs Hy
A/
Hg Hg
%
Sekil 1.5.13: FI,(Z, T,, L) nin kafes diyagrami

A\
N
V

Sekil 1.5.14: FI3(Z3, T,, L) nin kafes diyagrami1

Sekil 1.5.15: Fl4(Zs, T,, L) nin kafes diyagrami
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Teorem 1.5.20: R bir halka ve T L —iizerinde bir t-norm ise asagidakiler saglanir.

i) Her1 <k < 4i¢in FLIk(R,T,L) €FH\(R,T, L),

ii) Her1 <k < 4i¢in FRIk(R,T,L) SFH((R,T, L),

iii) Her1 <k < 4i¢in FI,(R,T,L) €FH((R,T, L),

iv) FLI3(R,T,L) €FLI1i(R,T,L) SFLI2(R,T, L),

v) FRI3(R,T,L) SFRIi(R,T,L) SFRI2(R, T, L),

vi) FI3(R,T,L) SFIi(R,T,L) SFI2(R,T, L),

vii) FLI4(R,T,L) €FLIi(R,T,L),

viii) FRI4(R, T, L) €FRI1(R, T, L),

ix) Fl4«(R,T,L) SFI1(R,T, L),

x) FLIi(R,L) =FLI2(R,L) =FLI3(R, L),

xi) FRI1(R,L) =FRI2(R, L) =FRI3(R, L),

xii) FI1(R, L) =FI2(R,L) =FI3(R,L).

Ispat:

i) Tanimdan agiktir.

ii) Tamimdan agiktir.

iii) Tanimdan agiktir.

iv) Teorem 1.5.5. 1), i1) ye benzer sekilde yapilir.

v) Teorem 1.5.5.1), ii) ye benzer sekilde yapilir.

vi) Teorem 1.5.5. 1), ii) ye benzer sekilde yapilir.

vii) Teorem 1.5.5. iii) ye benzer sekilde yapilir.

viii) Teorem 1.5.5. iii) ye benzer sekilde yapilir.

ix) Teorem 1.5.5. ii1) ye benzer sekilde yapilir.

x) Teorem 1.5.5. 1v) ye benzer sekilde yapilir.

xi) Teorem 1.5.5. iii) ye benzer sekilde yapilir.

xii) Teorem 1.5.5. iii) ye benzer sekilde yapilir.

Teorem 1.5.21: R bir halka ve T L-ilizerinde bir t-norm ise asagidakiler saglanir.
i) Heri €I i¢in u;€FLI1(R,T,L) ise N;e; w;€FLI1(R, T, L),
ii) Her i € I i¢in u;€FLI2(R, T, L) ise N;¢; w;€FLI2(R, T, L),

ii) Her i € I igin j1,€FLIs(R, T, L) ise | Z [WEFLI(R, T, L),

iv)Her i € I i¢in u;EFLI4(R, T, L) ise N;¢; w; €FLI4(R, T, L),
v) Her i € I igin y;€FRI1(R, T, L) ise N;e; u; €FRI1(R, T, L),



26

vi)Her i € [ i¢in y;€FRI2(R, T, L) ise N;¢; 4 €FRI2(R, T, L),
vii) Her i € I igin 4, €FRIx(R, T, L) ise g (WEFRI(R, T, L),

viii) Her i € I igin u;EFRI4(R, T, L) ise Nje; #;€FRI4(R, T, L),
ix) Heri € [ i¢in y;€FI1(R, T, L) ise Nje; #;€FI1(R, T, L),
X) Heri € I i¢in y;€FI2(R,T, L) ise N;e; u;EFI2(R, T, L),

xi) Heri € I i¢in y;€FI3(R, T, L) ise ; Z IuiEFlg(R,T, L),

xii) Her i € I i¢in u;€FI4(R, T, L) ise N;e; ui€FI4(R, T, L),
xiii) Her 1 < k < 4 i¢in (FLIk(R,T, L), ©) tam kafestir,
xiv) Her 1 < k < 4 i¢in (FRIk(R,T, L), ©) tam kafestir,
xv) Her 1 < k < 4i¢in (FIx(R,T, L), ©) tam kafestir.
ispat:

i) Teorem 1.5.6. ii) ye benzer sekilde yapilir.

ii) Teorem 1.5.6. iii) ye benzer sekilde yapilir.

ili) Teorem 1.5.6. iv) ye benzer sekilde yapilir.

iv) Teorem 1.5.6.v) ye benzer sekilde yapilir.

v) Teorem 1.5.6. ii) ye benzer sekilde yapilir.

vi) Teorem 1.5.6. iii) ye benzer sekilde yapilir.

vii) Teorem 1.5.6. iv) ye benzer sekilde yapilir.

viii) Teorem 1.5.6.v) ye benzer sekilde yapilir.

ix) Teorem 1.5.6. i1) ye benzer sekilde yapilir.

x) Teorem 1.5.6. iii) ye benzer sekilde yapilir.

xi) Teorem 1.5.6. iv) ye benzer sekilde yapilir.

xii) Teorem 1.5.6.v) ye benzer sekilde yapilir.

xiii) Teorem 1.5.6.vi, vii, viii) ye benzer sekilde yapilir.
xiv) Teorem 1.5.6.vi, vii, viii) ye benzer sekilde yapilir.

xv) Teorem 1.5.6.vi, vii, viii) ye benzer sekilde yapilir.

1.6. Modiil Teorisi

Modiil Teorisi, Lineer Cebirin aksiyomatik bir genellemesi olarak cok yaygin bir

kullanim gostermektedir. Bu teorinin 6zellikle degismeli gruplar, vektdr uzaylari, 6zel
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halkalar iizerinde modiiller ve halkalar teorisi ilizerinde yaygin uygulamalar1 vardir. Bu
konularla ilgili daha detayli bilgi [28] kaynagindan elde edilebilir. Ayrica aksi
sOylenmedik¢e R daima bir halka olarak alinacaktir.
Tamim 1.6.1: (R, +,.) bir halka ve (M, +) bir degismeli grup olsun ve r € R ve a € M
icin (r,a) elemanmin goriintiisti ra ile gosterilmek tizere, bir -: R X M — M fonksiyonu
verilsin. Bu durumda M ye bir R-modiil denir : << Her ry,7, € R ve her a,b € M i¢in
i) rn(a+b)=ra+nb,
ii) (n+n)a=ra+na,
iii) r(rpa) = (nry)a.

R birim elemanli bir halka ve her a € M i¢in 1za = a ise M ye {initer R-modiil denir.
R bir cisim ve M {initer R-modiil ise M ye R — vektor uzayi denir.
Tammm 1.6.2: M bir R-modiil, ve ® # A € M olmak tizere A kiimesi M {izerindeki
islemlere gore bir R-modiil ise Aya M nin R-alt modiilii denir. M nin biitiin R-alt
modiillerin kiimesi L(M) olarak gdsterilecektir.
Teorem 1.6.3: M R-modiil ve @ # A € M olsun. Bu taktirde asagidaki onermeler denktir.
i) A M nin R-alt modilidiir,
ii) Hera,b € Aveherr E Ricina + b,—a,ra € A,
iii) Hera,b € Aveherr ERi¢cina — b,ra € A.
Teorem 1.6.4: M {initer R-modiil ve @ # A € M olsun. Bu taktirde asagidaki onermeler
denktir.
i) A M nin R-alt modilidiir,
ii) Hera,b € AveVr,s € Riginra + sb € A dir.
Teorem 1.6.5: M bir R-modiil ve {A;|i € A}, R-alt modiillerin bir ailesi olsun. Bu takdirde;
i)  Niea4; M nin bir R-alt modiildiir,
i) {Xieyx;| 3D=IcA, J sonlu ve Viel igin x;ed;} kiimesi {4;|i € A} alt modiillerin
ailesini kapsayan en kii¢iik alt modiildiir.
Tanim 1.6.6: M bir R-modiil ve {4;|i € A} R-alt modiillerin bir ailesi olsun. Teorem 1.6.5
ii) de olusturulan alt modiile {A;|i € A} alt modiillerin ailesinin toplami denir ve Y,;ep 4;
seklinde gosterilir. Ozel olarak A= {1,2,..,n} icin {4;|i € A} alt modiillerin ailesinin
toplamu1

Yien A=A+ A+ AA= (DT x| X1 €Ay, X3 €A, ..., xpeAy )

dir.
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Tanim 1.6.7: A,BeP (M), S €P(R) igin
A+ B ={x+y|xcAveyeB}
—A = {—x|x A}
S.A={rx|reS vexeA}
SOA = {3 1 x;| ;€S ve x; €A, neN\{0}}
kiimelerine sirasiyla A ile B kiimelerinin toplami, A kiimesinin tersi, S ile A kiimelerinin
skaler carpimui, S ile A kiimelerinin giiclii skaler ¢arpimi olarak adlandirilir.
Teorem 1.6.8: M bir R-modiil, I R nin sol ideali ve @ # A € Mise [®A eL(M).
Teorem 1.6.9: M bir R-modiil olsun. Bu durumda agagidakiler saglanir.
i) (L(M), <) tam kafestir,
ii) (L(M), S) modiiler kafestir.
Tamm 1.6.10: M, N R-modiiller ve f: M — N bir fonksiyon olsun. f ye M den N ye bir
modiil homomorfisi denir : < Her a,b € M ve her r € R i¢in
fla+b) =f(a)+ f(b) ve f(ra) = rf(a)
dir.
Teorem 1.6.11: f:M — N R-modiil homomorfisi olsun. Bu durumda asagidakiler
saglanir.
i) A, M nin alt modiilii ise f(A4), N nin alt modilidiir.
ii) B, N nin alt modiilii ise f~*(B), M nin alt modiiliidiir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

TL-alt modiil ve bunlara ait bazi1 oOzellikler [2, 10, 68, 70] calismalarinda

incelenmistir. Literatiirde bulanik alt modiil, L-alt modiil, TL —alt modiil tanimlar1 kii¢iik

farkliliklar seklinde incelendi. Bu bdliimde, birinci boliim besinci kisimda verilen TL-i-alt

gruplar, TL-i-alt halkalar ve TL-i-(sol, sag) idealler bakisina paralel olarak TL-i-alt

modiiller ve TL-0-i-alt modiller tanitilarak baz1 6zellikleri incelenecektir.

2.1.TL — i — alt Modiiller

Bu boliimde, aksi soylenmedik¢e M bir R-modiil ve T bir tam kafes lizerinde t-norm

olarak alinacaktir.

Tamim 2.1.1: u € F(M, L) olsun.

D

4)

5)

W, M nin bir TL-1 alt modiliidiir denir : &

U, (M, +) nin TL-1 alt grubu,

Her x € M ve her r € R i¢in u(x) < u(rx).

W, M nin bir TL-2 alt modiiliidiir denir : &

u, (M, +) nin TL-2 alt grubu,

Her x € M ve her r € R i¢in u(x) < u(rx).

U, M nin bir TL-3 alt modiiliidiir denir : & p, (M, +) nin TL-2 alt modiilii ve
ueFM,T,L).

U, M nin bir TL-4 alt modiiliidiir denir : & u, (M, +) nin bir TL-2 alt modiilii ve
ueEF,(M,L).

U, M nin bir TL — 5-alt modiiliidiir denir : & Her x,y € M ve her r, s € R igin
p()Tu(y) < u(rx + sy).
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Tablo 2.1.1: M nin T L-alt modiilerinin gosterimleri ve isimlendirmeleri

Tt—norm, L tam T=Ty L=1[01] T =Ty, L=1[01]
kafes
FM,(M, T, L) FM;(M, L) FM,(M,T) FM, (M)
M nin TL—1alt|M nin L—1 alt|Mninbulanik T —1 | M nin bulanik 1 —
modiili modiili alt modiilii alt modiilii
FM,(M,T,L) FM,(M, L) FM,(M,T) FM, (M)
M nin TL—2 alt|M nin L—2 alt|Mninbulanik T —2 | M nin bulanik 2 —
modiilii modiilii alt modiili alt modiili
FM;(M,T,L) FM3;(M, L) FM3;(M,T) FM;(M)
M nin TL—3 alt|M nin L—3 alt| Mninbulanik T —3 | M nin bulanik 3 —
modiili modiili alt modiilii alt modiilii
FM,(M,T,L) FM,(M, L) FM,(M,T) FM, (M)
M nin TL—4 alt|M nin L—4 alt|Mninbulanik T —4 | M nin bulanik 4 —
modiilii modiilii alt modiili alt modiili
FM:;(M,T,L) FM;(M, L) FM;(M,T) FM; (M)
M ninTL-5 alt|M nin L-—5 alt|Mninbulanik T —5 | M nin bulanik 5 —
modiili modiili alt modiilii alt modiilii

Not: R bir halka ise R R-modiil olarak alinabilir. Buna gore acik olarak k = 1,2,3,4 i¢in
FMy(R,T,L) = FLI\(R,T, L) dir.

Ornek 2.1.2: (Z,,+) degismeli grubu 2Z-modiil olarak alinirsa asagidaki kiimeler elde

edilir.

i) FM;(Zy, T, L) = {neF(Zz.DIWD<u(0)},
i) FM,(Z,, T, L) = {neF(Zz.L[WD=u(0)},
iii) FM3(Z, T, L) = {neF(Z, T.L)|u(D<p(D) },
iv) FM,(Z, T, L) = {neF(Z,,L)|1=p(0)},
V) FMg(Z,, T, L) = {neF(Zy,L)] p(DTu(D< p(0)).
Ornek 2.1.3: (Z,,+) degismeli grubu Z-modiil olarak alimirsa asagidaki kiimeler elde

edilir.

i) FM;(Z,T,L) = {neF(Z,,Ln(DH<p(0)},
i) FM3(Zy, T, L) = {ueF(Zy.L)n(DH<p(0)},
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iii) FM3(Z,, T, L) = {neF(Z,,T.L)n(D<p(0)},

iv) FM,(Z,, T, L) = {neF(Z,,L)|n0)=1},

V) FMs(Z,,T,L) = {neF(Zy,L)| n(DT(D< p(0)).

Ornek 2.1.4: M = Z,, 2Z-modiil olarak alinirsa asagidaki kiimeler elde edilir.

i) FMy(Zy, T, L) = {neF(Z,,L)| u(D<u(2)< w(0), (D= n(3)},

i) FM,(Zy, T, L) = {peF(Z,L)| n(D< p(2) < w(0), n(3)<p(2) < w(0), w(0)Tu(H)< p(3),
rO)Tu3)< u(D},

i) FM3(Z,, T, L) = {ueF(Zy, T.L)| p(D< p(2) < p(0), p3)<p(2) < p(0),
ROTW(D= u3), WO)TuR)< W)},

iv) FMy(Zy, T, L) = {neF(Z4,L)] (D= n(3)< n(2), 1= p(0)},

v) FM;(Zy, T, L) = {neF(Z,,L)] x#0 veya y=0 icin p(x)Tu(y)< w(0), p()Tu(y)< p(2)}.

Ornek 1.1.5: Ornek 1. 3 12 de verilen L Kkafesi i¢in Zg'iin L-alt kiimeleri

Tablo 2.1.2: Z5 iin L —alt kiimeleri

Mg | M2 | U3 | Ug | U5 | Ug | U7 | Hg | Ho | H10 | M11 | H12 | H13| H14| K15
].L(G) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

|11 (1|1 ]|ala|lalalB|B|L|B]|0]O
2|1 |alplO0|1|a|plO0|1]|al|p|O0]|1]|alp

Hie| H17| H1g| H19| H20| M21| H22 | M23 | H24 | M25 | H26 | H27 | H28 | M29 | U30
w1 |la|lalala|lala|la|a|lal| B | L |B|B|PB
pD |0 |a|lalal|B|B|BL|0]0|0]a

u2)| 0 la|B|O|A|B|O|a|B|O0O|a|pB|O0]|A]|P

=™
=™

M31| M32| 33| 34| 35| U3e | H37 | H3g | H39 | Hao | Ha1| Haz | Ha3
w® g B| BB |O |O O [0 [0 |0 |O O |O
| plojo|o0|alalalB|B|L|O]|0]|O
w2)|o |a [ B|O0 |A |B|O |a|B |0 |a |B|O
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tabloda verildigi gibi olsun. Eger (Z3,+) degismeli grubu, k.X = 0 ile Z-modiil ve T; t-
normu Ornek 1.3.12 deki gibi ise

FM5s(Zs, Ty, L)={ W1, M2, U3, Ha Us, Ko, M7, Mgy Hos Hios Hi1, Mi2s Ma3s H14s His, Hiss Mi7, Higs
M19, U205 H21, H22, U23, H24, U25, H26, U275, H2g, H29, U30, M31, K32, U33, H34, U35, U3 U37,

H3gs H39, Hao, Ha1, Hazs Haz ),

FMa(Z3, Ty, L)={11, W6, M115 M16s H175 Hags K235 Hass H3os H31s Ha3s Hags Has)s
FMi(Z3, T1, L)={11, He) M115 Hier M7, M5 B30, Has Has )

FM;3(Zs3, Ty, L)={ 11, W16, Mas},

FM4(Z3, Ty, L)={ 11, M6, 11, Hi6)
kiimeleri elde edilir ve bu kiimelerden FM,(Zs, Ty, L), FM(Z5, Ty, L), FM3(Z5, Ty, L),
FMy4(Z5, T;, L) iin kafes diyagramlar1 asagidaki sekildedir.

Hy

N\

AV
A
NS

Sekil 2.1.1: FM,(Z3, Ty, L) nin kafes diyagrami

/\
AAN
A

Haz

Sekil 2.1.2: FM,(Z3, Ty, L) nin kafes diyagrami
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Hy

Hag

Sekil 2.1.3: FM;3(Z, Ty, L) nin kafes diyagrami

A
N

Sekil 2.1.4: FM4(Z3, Ty, L) nin kafes diyagrami

Onerme 2.1.6: M R —modiil T; < T, olmak iizere asagidakiler saglanr.
i) FM,(M,T, L) € FM,(M, Ty, L),
ii) FM,(M, T, L) € FM,(M,T,, L),
iii) FM,(M, T,, L) € FM,(M, Ty, L),
iv) FMc(M, Ty, L) € FMc(M, Ty, L).
Ispat:
i) wu€FM;(M,T,, L) olsun. Her x,y € M ver € R i¢in
p)Tiu(y) < u()Tou(y)
< u(x +y)
Kabul ile u(x) < p(—x) ve u(x) < u(rx) dir. Boylece u € FM; (M, Ty, L) olup
FM;(M,T,,L) < FM;(M, T, L) dir.

ii) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.

iii) 11) ile agiktir.

iv) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.

Teorem 2.1.7: M bir R-modiil ve T L-tam kafesi {izerinde bir t-norm olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir.
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i) FM,(M,T,L) < FM,(M,T, L),
i) FM,(M,T,L) € FM:(M,T, L),
iii) FM;(M,T,L) € FM,(M,T, L),
iv) FM,(M,T,L) € FM,(M,T, L),
v) M fniter R-modiil ise FM; (M, T,L) = FM,(M, T, L),
vi) M iiniter R-modiil ise FMs (M, T,L) N F(M, T,L) € FM, (M, T, L),
vii) M iiniter R-modiil ise FMg(M, T, L) N Fy(M,L) € FM,(M, T, L) .
ispat:
i) p€FM;(M,T,L) olsun. Buradan, x,y € M,r € R i¢in u(y) < u(—y) ve
p)Tu(y) < p(x)Tu(=y)
< ux+ (=y))
= p(x —y).
u € FM;(M, T, L) oldugundan u(x) < u(rx). Boylece u € FM,(M, T, L).
ii) u € FM,(M,T,L) olsun. Buradan x,y € M,r,s € R i¢in
u@) < u((=s).y)
= u(=sy)
ve
p)Tu(y) < p(rx)Tu(—sy)
< p(rx — (=sy))
= u(rx + sy).

Boylece u € FMs(M, T, L).
iii) u € FM3(M, T, L) olsun. Buradan VxeM ig¢in
H(x) = pu(x)Tp(x)
< u(0).
Boylece
H(x) = p(x)Tp(x)
<u(0)Tu(x)
< p(=x)
ve Vx,y € M i¢in
p()Tu(y) < u()Tu(-y)
< pu(x = (=y)
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< pu(x+y)
u € FM3(M, T, L) oldugundan u(x) < u(rx). Boylece u € FM{(M, T, L).
iv)] u € FM,(M,T,L) olsun. Buradan Vx € M i¢in
p(x) = 1T p(x)
= u(0)Tu(x)
< pu(—x)
ve Vx,y € M i¢in
nE)Tu(y) < p()Tu(=y)
S ux—(=y)
< u(x+y)
Boylece u € FM;(M, T, L).
v) M fniter R-modiil ve u € FM,(M, T, L) olsun. Buradan x,y € M,r € R i¢in
p(y) < p((=Dy)
< u(=y)
ve
uE)Tu(y) = p()Tu(=y)
<ux=(=»)
= pu(x +y).
Diger yandan u € FM,(M, T, L) oldugundan u(x) < p(rx).
Boylece u € FM;(M, T, L) dir. Buradan i) ile FM{ (M, T,L) = FM,(M, T, L) dur.
vi) M dtniter R-modiil, 4 € FMs(M, T, L) N F(M, T, L) olsun. Buradan, x,y € M igin
r=1,5 = 1 secimi ile,
p@)Te) < p(l.x+ 1.y)
<ulx+y)
dir. Diger yandan
nx) = p(x)T(x)
<u((-1).x+0.x)
= pu(—x).
Boylece
nx) = p(x)T(x)
< u(r.x+s.0)

= u(rx)
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Buradan u € FM;(M, T, L) dir.
vii) M tniter R-modiil, 4 € FMg(M, T, L) N Fy(M, L) olsun. Buradan vi) ispatina benzer
sekilde pu(x)Tu(y) < u(x + y) elde edilir. Diger yandan Vx € M ve Vr € R igin
u(x) = u(x)T1
= u()T u(0)
< u(rx+s.0)
= u(rx).
ve
) < w((=0.x)
= u(—x)
Sonug olarak 4 € FM;(M, T, L) dir.
Sonug¢ 2.1.8: M R-modiil olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler gegerlidir.
i) FMi(M,L) = FM,(M, L) = FM3(M, L),
ii) M lniter R-modiil ise FM1(M, L) = FM,(M, L) = FM3(M, L) =FMs(M, L).
Onerme 2.1.9: 9 #B S Mve a,f €L, a < B olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:
i) BeL(M)ise(a, B)g EFMi(M,T,L),
ii) S € Dy ve(a,B)g EFM2(M,T,L) ise B € L(M),
iii) a,8 € Dy ve B € L(M) ise (a,B)g EFM3(M, T, L),
iv] BEL(M) < (a,1)g EFMy(M,T, L),
v) BELM)< (a,1)g EFMi(M,T, L),
vi) B €L(M) < 15 EFMy(M, T, L),
vii) B € L(M) < 15 EFM;3(M, T, L).
Ispat:
i) Onerme 1.5.8)ile (a, )z €FG(M,T,L) dir. Eger x € M ve r € R icin
()x €eBiserx € Bve (a,f)g(x) = = (a,B)p(rx)
() x ¢ Bise (a, f)g(x) = a < (a,f)p(rx)
Boylece (@, B)g €EFM (M, T, L) dur.
ii) x,y €B,r €Rigin
B =BTB = (a,f)s(IT (e, fls() < (@, Bp(xy™") < B
Buradan B = (a,B)g(xy~1) ve xy~! €B. Buradan B € L(M) dur.
iii) (1) den elde edilir.

iv) (1) ve (ii) den elde edilir.
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v) (i) ve (ii) den elde edilir.
vi) (iv) den elde edilir.
vii) (i) ve (ii) den elde edilir.
Teorem 2.1.10: M bir R-modiil ve 4 €F(M, L) olsun. Bu durumda;
i) a€Dp, W €EFMy(M,T,L), D # U, ise u, € L(M),
ii) u€FM,T,L)veV® # y, i¢in p, M nin alt modiilii ise u EFM3(M, T, L),
iii) p€EFM1(M,L) < VO # yg i¢in p, M nin alt modiiliidiir.
Ispat:
i) Teoreml.5.8) ile p, (M, +) nin alt grubudur. Eger x € p, ve r € R igin
a = pu(x) < pu(rx)
verx € g, elde edilir. Boylece py, € L(M).
ii) Teoreml.5.8) ile uw €FG3(M,T,L) dur. Eger x € M ver € R igin a = u(x) alinirsa
X € g dir. Buradan rx € u, ve u(x) = a < u(rx) dir. Buradan p €FM3(M, T, L) dir.
iii) (1) ve (i1) den aciktir.

Sonug 2.1.8 ve Teorem 2.1.10 ile asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.1.11: M bir R-modiil ve u €F(M, L) olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
i) Her @ # u, i¢in p, M nin alt modilidiir,
ii) pueFMi(M,L),
iii) p€eFM2(M, L),
iv) u €FMs3(M,L).

Teorem 2.1.12: u €F(M, L) olsun. Bu durumda;

n
i) 4 M nin TL-1-alt modiili x4, X5, ..., x, € Migin T pu(x;) <puGlqx),
i=1

ii) @ M nin TL-2-alt modiili, x4, x5, ..., x, € M ve 1y, 73, ..., 7;, € R i¢in

n

T u(x) < p(izgmixy)

i=1

dir.
Ispat:

i) n=1 i¢in iddianin dogrulugu agiktir. n i¢in dogru olsun.
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n+1 n
T ulx)= T ulx)Tu(xns1)
i=1 i=1
n
<u (Z xi> Tu(xn+1)
i=1
n

Boylece iddia nt+1 i¢in dogrudur.
ii)
1

T pu(x) = u(xy)
i=1

< p(ry-xq)
1
=Hu (Z rixi>
i=1
Boylece n=1 i¢in iddia dogrudur. n i¢in dogru olsun.

n+1 n

T ulx)= T plx)Tu(xps1)
i=1 i=1

n
U <Z rixi> T:u(_rn+1xn+1)

i=1

n
su (Z riXi — (_Tn+1xn+1)>

i=1

()

i=1

IA

Boylece iddia n+1 i¢in dogrudur.

Tamm 2.1.13: uy, Yy, ..., io,eFMM,L), 8 € F(R,L) ve {y;|i € A} M nin L-alt kiimelerinin

n

bir ailesi olsun. Bu durumda, 27 uj, —p, 0.7, 8 O ve Yl notasyonlart ile
i=1

gosterilen L-alt kiimeler asagidaki sekilde tanimlanacaktir:
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n n

(Zr W) =Veegn T wi(x)

(= (x) = p(=x),
(6.7 W (X) = Vy=ra 0(r) Tu(b),

n

O Or ) =Vieypro T BEITHGR)
i=

V

T _ T

Qieatts) (x) = X=XiejXi jgJ i ()
=], ] sonlu

Ozel gosterimler ve onlara verilen isimler asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 2.1.3: Modiiller i¢in 6zel L-alt kiimeler

n
Zr ol U1, Uas -..r Uy L-alt kiimelerin T-toplami
i=1
—u L niin tersi
0.1 1 0 ile p niin T-¢arpimi
0 Or 0 ile u niin giiclii T-¢arpim1
T
z Ui {u;|i € A} ailesinin gii¢lii T-toplami denir
ieA
T n
A={1.2,...n} Z wi | o= AT " A,
iIEA i=1
T =A n n
X1 Wi X o
i=1 i=1
T =A 0.7 1 0.u
T =A 0 Orp 80O u
T =A ZT y D w;
ieA L€EA

Onerme 2.1.14: {y;|i € A} M nin L-alt kiimelerinin bir ailesi ise Vi€ A icin p; S Yrca s
dir.
Ispat: Vi€ Qicinx; = x ve @ # J* = {i} € Q alinirsa

mi(x) = pi(x)

T
< \/ ie ] ui(xi)

X=Yiej ¥i,JSQ sonlu
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= (ZITEQ Mi) (x)

olur. Buradan Vi € Q igin p; € Y-, p dir.

Asagidaki onerme Tanim 2.13. den kolaylikla elde edilir.
Onerme 2.1.15: py, iy, ..., i, M nin L-alt kiimeleri olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler
saglanir.
i) prtr oty et ria i+ T L+ ey,
i) (+" 1) )= () VHR()V Vi=asn M1 (@) Tz (b),
i) (u1+7 pU2)(X)= Vy=a+p H1(2) TH2 (D).
Onerme 2.1.16: M R-modiil ve T L tam kafesi iizerinde bir t-norm olsun. Bu durumda
asagidakiler gecerlidir.
i) HerA,B € P(M)iginl, = 15 < A=B,
ii) HerA,B € P(M) icin 1,T1g=1, N 15 = 1pnp,
iii) Her A,B € L(M) igin 1,4+ 15 = 15,+11g=1, + 15 = 15,5.
Ispat:
i) Ispataciktir,
ii) Ispat agiktir,
iii) A, B € L(M) ve x € M olsun.
(1) x € A + B oldugunda,
1< \/ 12(@)T1g(b) < (1a+"1p(x) < 1

x=a+b
esitsizligi ile (1 A+TlB) (x) = 1dur.
(2) x¢A+B icin x € A, x ¢ B ve Vx =a+ bi¢in a € A veya b € B dir. Buradan agik
olarak (1 A+T13) (x) = 0 dir. Boylece 1,+T15 = 14,5 dir. Benzer sekilde
1p+711g=1 + 15 = 15, oldugu gosterilir.
Teorem 2.1.17: M R-modiil, u €F(M,L) ve T sonsuz V-dagilimli t-norm olsun. Bu

durumda agagidakiler saglanir.

i) 0 €FLL(R,T,L)ise®OrpeFM(M,T,L),
ii) 0€FLI;(R T,L) veu € F(M,T,L)ise 8 O p € FMs(M, T, L),
iii) 0 €FLI, (R, T,L) ve u € Fy(M,T,L) ise 8 O p € FM,(M,T,L).
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ispat:
i) Herx,y € M,s € R igin
0 OrWETO O W(y)
n m
=l roemme|rl \/ T e@)mui)
x=yT rl =1 y=3m sy =1
n m
- \/ T 0GTuC) |7 j T os)Tu0y)

R
X=Xz TiXi, Y=X21 Y]

r
< /T oemorue

X+y=Y}_, DiZi k=1

=0 0OrwWk+y)

n
Corw@=\/ T 60Tt
x=3 rl =
n
< \/ T oemTue

x=2?=1rixil - 1

n
= \/ T 6(=r)Tu(x;)
—x=giy (rox L= 1

=0 OrwW(=x)

n
@Orwe@=\/ T 60)Tucx)
x=2?=1rixii =1
n
< \/ T et
xzz’l?:lrl-xii =1
n
= \/ T 0(sr)Tu(x;)
sx=2?=1(sri)xii =1
= (6 O W(sx)
Sonug olarak 8 Ot n € FM;(M, T, L) dir.
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ii) 1) ve Teorem 1.4.6 ile elde edilir,
iii) ) vel=6(0)Tu(0)<0 Or n0) <1ile ® O n € FM4(M, T, L) elde edilir.

Teorem 2.1.18: M ise R-modil ve T sonsuz V-dagilimli t-norm olarak verilsin. Bu

durumda,
n
i) Wi, My, pe FM;(M,T,L) ise Zr pje FM;(M,T, L),
i=1
n
i) i, Uy, s € FMy(M, T, L) ise 2r pje FMy(M,T, L),
i=1
n
iii) Ui, U2y ooy Un € FM3(M1 T) L) ise 2T Ui FM3(MI T; L)’
i=1
n
iv) Ui, Uy, ..., hp€ FM (M, T,L) ise Zr pje FMy(M,T, L),
i=1
n
V) Hi, Ups ...y UpE FM5(M, T, L) ise ZT Hie FMs(M, T, L)
i=1
Ispat:

i) Uy, Uy, ..., dp€ FM{(M, T, L) olsun. Her x,y € M,r € R i¢in

n n n n
(zT ui> (x)T( ot m) =\ 1 wenrc \/ T wow
i=1 i=1 eyt i =1 syl =1
n n
=/ T weTCT o
vl vl L 1 i=1
n
-V T werwon
x=2?=1xijy=2?=1yii =1
n
= \/ T p(x +yi)
x=y0 xpy=yn, y; i =1
n
< \/ T wi(a)

x+y=yr, ai,i =1
n
=< Xr .Ui) (x+y)
i=1

ve
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n n
<'ZT Mi)(x)= \/ _T THED)

L=

IA
I~
=
T
=
&

n n
Zr p | () = T pi(x;)

i=1 X=Xl X
n
< \/ T op(rx)
x=yisx 1
n
= ( Xy ﬂi) (rx)
i=1
n
Sonug olarak X7 p;e FM;(M,T, L) dir.
i=1

ii) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.
n
iii) Teorem 1.3.10. (ii) ile X7 p;e F(M,T, L) dir. Buradan ii) ile ispat tamamlanir.
i=1
n n n
iv) 1= T p;(0) < ( Zr p)(0)<l veya ( Zr py)(0)=1
i=1 i=1 i=1

dir. Buradan 11) ispat tamamlanuir.

V) Uy, Uz, ...y Up€ FMs(M, T, L) olsun. Her x,y € M, r,s € R i¢in

n n n n
(zT ui> (x)T( = m) w=C\/ T werc \/ T wo
i=1 i=1 eyt i =1 sty i =1
n n
=/ (T wGTCT mo
i=1 i=1

X=Z?=1 xi'y=2?=1 Yi
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n
-V T @erwoy
x=3 xy=yt, vt =1
n
= \/ T p(rx; +sy;)
rx=2?=1rxi,sy=2?=1syii =1
n
< \/ T pi(ay)

rxtsy=yt a;,t = 1

n
TR
i=1
n
Sonug olarak X; p;e FM<(M, T, L) dir.
i=1

Teorem 2.1.19: M bir R-modiil, u € F(M,L) ve T sonsuz V-dagilimli t-norm olsun. Bu
taktirde asagidakiler saglanir.
1) u, M nin TL-1-alt modildiir :<>
i)  ptruSu,
i) pue-u
iii) HerreR iginru € u.
2)  u, M nin TL-2-alt modiildiir :<
i) ptr(—w Su,
ii) Herr € Ricinru C u.
3) u, M nin TL-5-alt modiiliidiir :<<> Her r,s € R i¢in ru+rsu S p.
Ispat:
1) =" u M nin TL-1-alt modiilii olsun.
i) Herx € M i¢in

) = \/ ko)Tu)

x=y+z
< \/ u(y +z)
x=y+z
= p(x)
Buradan pu+7u € pu.
ii) Her x € M icin
u(x) < p(=x)
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= (=mx)
Boylece u S —pu.
iii) Her Vx € M ver € R i¢in

@ = \/ u@

xX=ra

Buradan ru € u.
Sonug olarak 1), ii) ve iii) kosullar1 saglanir.
“<” Her x,y € M,r € R i¢in i), ii), iii) sartlar1 kullanilarak,
pt = \/ w@rae)
x+y=a+b
= (utr)(x +y)
< u(x +y),

px) < (=) (x)
= u(=x),

e < \/ w@

rx=ra
= ru(rx)
< pu(rx)
esitsizlikleri saglanir. Boylece ¢ M nin TL-1-alt modiildiir.
2) 7=" u, M nin TL-2-alt modiilii olsun.
i)
(=)@ = \/ w@TC0®)

x=a+b

= \/ w@ru-n

x=a+b
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Buradan pu+r(—p) € u.
ii) 1-ii) ye benzer sekilde yapilir.
“<” Her x,y € M,r € R igin i), ii) sartlar1 kullanilarak,
nCITu(y) = u)T(=(=y)
< \/ r@rewe
x—-y=a+b

= (ptr (=w)x =)

S u(x—y)
u(x) < u(rx) esitsizligi 1) e benzer sekilde yapilir. Boylece p, M nin TL-2-alt modiiliidiir.
3) ”=" u, M nin TL-5-alt modiilii olsun. Her x € M, r,s € R igin

ptrs@ = \/ ru@Tsucb)

x=a+b

= \/ \/ uenrc\/ u@y
b=sd

x=a+b a=rc

A VAVAVIIGLTC

x=a+b a=rc b=sd

< \/ u(rc + sd)

x=a+b
a=rc
b=sd
< p(x)
Buradan ru+,su € u dir.
“~”Herx,y € Mver,s € R igin
pre <\ wuOTU)
rx+sy=rc+sd
= (rptrsp)(rx + sy)
< u(rx +sy)
Boylece u M nin TL-5-alt modiiliidiir.
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Teorem 2.1.20: M bir R-modiil ve {y;|i € Q} M nin L-alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Bu
durumda;

i) Heri€ Qiginpy; € FM{(M,T,L) ise Njequ; € FM (M, T, L),

ii) Heri€ Qigin y; € FM,(M, T, L) ise Njeq i € FM,(M, T, L),

i) Her i € Qicin u; € FM3(M, T, L) ise ET M

iv) Heri € Qigin y; € FMy(M, T, L) ise Njeq i €EFM4(M,T, L),
v) Heri€ Qiginy; € FMg(M, T, L) ise Nijeq i; € FMs(M, T, L).

€ FM3(M, T, L),

ispat:
i) Teorem 1.5.6.i1) ile N;cq i; M nin TL-1-alt grubudur. Diger yandan x € M ve r € R i¢in

(e = [\

IEQ ieQ

< N\ w0

ieQ

= ([ |

i€Q
Boylece (Nieq 1) (x)<(N;eq i;) (rx). Sonug olarak N;eq u; TL-1-alt modiilidiir.

ii) 1) ye benzer bicimde yapilir.

iii) Teorem 1.5.5 iv) ilei M nin TL-3-alt grubudur. Diger yandan x € M ve

c Qui
r € Rigin
T T
T
< .

= (. g M)(X)

.. T T T e 1
Boylece (i c Q”i) x)< (i c Qui)(rx). Sonug olaraki c oM T L-3-alt modiilidiir.

iv) 1) ye benzer sekilde yapilir.
v) {u;|i € Q} M nin TL-5-alt alt modiillerinin bir ailesi olsun. Buradan,

X,y € Mve s,r €R icin



49

(ﬂ m) T (ﬂ m) ») = [/\ui(x)] T

1EQ 159} IEQ

/\ ui(y)]

IEQ

< N\ wCor )

IEQ

< /\ui(rx +sy)

iEN

()

iEQ

Boylece
(ﬂ m) CoT (ﬂ m) OF (ﬂ m) (rx+ 5y)
1EQ EQ iEQ

elde edilir. Sonug olarak N;cq i; M nin TL-5-alt modiiliidiir.

Teorem 2.1.21: {;|i € Q} M nin L-alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Bu durumda
asagidakiler gecerlidir.

i) Heri€ Qiciny; € FM;(M,T,L) ise ¥1cop; € FM{(M, T, L),

ii) Heri€ Qicin yu; € FM3(M,T, L) ise Y 1co; € FM3(M, T, L),

iii) Heri€ Qicin u; € FM,(M,T, L) ise Y1 op; € FM,(M, T, L).

ispat:

i) Herx,y € M,r €Rigin

O wery wo=| L ww

x=Xiej, Xi.J1S2sonlu

T
T \/ i Elz.ui(yi)

Y=Xiej, Yi-J2S2sonlu
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\/ G mGTC Lm0

x=Xiej Xi
Y=Xiej, Vi
J1,J2 S0 sonlu

T
< ] e
- \/ i E]nul(zl)
xX+y=XiejZj,J<2sonlu

Boylece (Xleqit) (T Clei) @) < (Rlenud) (x + ¥) elde edilir.

(Z;gﬂi) (x) = \/ i Z]Mi(xi)

X=Zie]1 x;,JE2sonlu

IA

T
[ € ] :ui(_xi)

x=2i€]1 x;,JE2sonlu

IA

T
i e gH)

—x=Yiej, Vi JSsonlu

= (Z;Qﬂi) (—=x)

Buradan (X, 1) ()<(Xlk 1) (—) elde edilir.

(ZiTeQMi) () = \/ i Z]‘ui(xi)

x=2ie]1 x;,J S sonlu

T
s \/ i E]:ui(rxi)

x=2ie]1 x;,JEQ2sonlu
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< 1 7.
< i w;(z;)

rX=Yica Zi,AS2sonlu

= (Z;gm) (rx)

Boylece (Xl 1) (0)<CX o 1) (rx) elde edilir. Buradan Y. 7c ou; € FM; (M, T, L) dur.
ii) Teorem 1.3.10ile Y.7c ou; € F(M, T, L) dir. Béylece i) ve Teorem 2.1.10 (i),(iii) ile
Ylcoui € FMg(M,T,L) dir.
i) Onerme 2.1.14 ile 1=1;(0) < XTcou)(0) < 1. Buradan (X7c,u;)(0) = 1. Boylece
Y1 oui € Fo(M, L) dir. Sonug olarak i) ve Teorem 2.1.10 (i), (iv) ile
Y oui € FMu(M,T,L) dir.
Sonug 2.1.22: M ise R-modiil ise asagidakiler gecerlidir.
i) (FM;(M,T,L), <) tam kafestir ve {y;|i € Q} € FM;(M, T, L) igin
Sup{p;li € Q} = Yo i, Inf{|i € O} = Nigq ; dir.
ii) (FM,(M,T,L), <) tam kafestir ve {y;|i € Q} € FM,(M, T, L) igin
Inf{;li € Q} = Niequ; dir.
iii) (FM3(M,T,L), <) tam kafestir ve {1;]|i € Q} € FM3(M, T, L) i¢in

sup(uli € 0} = Xow , Inf{uli€ O} = 1wy dir
iv) (FM4(M,T,L), <) tam kafestir ve {1;]|i € Q} € FM,(M, T, L) i¢in
Sup{pli € Q} = Yo ui» Infly;li € Q} = Nigq p; dur.
v) (FMg(M,T,L), <) tam kafestir ve {y;|i € Q} € FM5(M, T, L) igin
Inf{y;|i € Q} = Nieq ; dir.
ispat:
i) Teorem 2.1.9 (i) ve Teorem 2.1.14 ile
Yleot; € FMy(M,T,L) ve Vi € Qigin u; € Yleop;
dir. Diger yandan 6 € FM;(M, T, L) ve Vi € Q i¢in p; € 6 olmasi durumunda Teorem
2.1.12 kullanilarak,

DN SRRV e

X=Yjej Xj,] SQ sonlu
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T
< \/ (e 06

x=Yjej Xj,] EQ sonlu

< \/ 0 in

x=Yjej Xj,] EQ sonlu i€

= 0(x)
elde edilir. Buradan Y’ , y; € 6 dir. sonug olarak Sup{p;|i € Q} = YT, y; dir. Teorem
2.1.18 ile Inf{y;|i € Q} = Nieq W; dir.
ii) Teorem 2.1.20 ii) den elde edilir.
iii) Teorem 2.1.10 (i), (iii) ve 1) ile Sup{w;|i € Q} = Y1 1; dir. Ayrica Teorem 1.4.6 ile

. .. T
. C s
Vleﬂlgmiegul_ul

dir. Diger yandan 6 € FM3(M, T, L) ve Vi € Q i¢in © C y; olmasi durumunda Teorem 1.4.6

. T
cC s
(v)ile b< et

iv) (i) ye benzer sekilde ispat edilir.
v) Teorem 2.1.20 v) den elde edilir.

dir. Teorem 2.1.18 ile Inf{y;|i € Q} = elde edilir.

T .
ieqh

Sonug 2.1.22 6zel durumu olarak asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.1.23: M ise R-modiil ve T sonsuz V-dagilimli t-norm ise asagidakiler gegerlidir.
i) (FM;(M,T,L), <) kafestir ve u,9 € FM;(M, T, L) i¢in
uveo =ut+tT9vepund=und
dir [10].
ii) (FM3(M,T,L), <) kafestir ve u,9 € FM3(M, T, L) igin
uveo =u+T9veund = uT9
dir.
iii) (FM,(M,T,L), <) kafestir ve u,9 € FM,(M, T, L) i¢in
uviyd =put+rdveuANd=pund
dir.
Teorem 2.1.24: M R-modiil ve T sonsuz V-dagilimli t-norm ise (FM3(M, T, L),S) modiiler
kafestir.

Ispat: 4,9,0 € FM3(M,T,L) ve 9 € u olsun. Buradan Teorem 1.2.7 (iii) ile
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IVUAB) S un(®PVH) (1
dir. Ayrica, Sonug 1.2.21 ile Vx € M i¢in
I(x) =9()TI(x) < u(x)TI(x) < I(x)
Buradan u(x)T9(x) = 9(x) elde edilir.
(wA@VO)(x) = u)TO+"6)(x)
= pIT[I(x) V 0(x) V Vy=q+p 9(a)TO(D)]
= pOTI(x) V p()TO(X) V Vimarp k(x)T9(a)TO(b)]
=9(x) V (UTE)(X) V Vizqp 9(@)Tu(x)TI(a)TO(b)]
S I V UTO)(X) V Vizarp 9(@)Tu(x)Tu(a)T6(b)]
<9V (UT0)(X) V Vy=qsp 9(@)Tu(x — a)TH(D)]
= 9(x) V (UTO) (%) V Vieaup 9@ Tu(b)TO(b)]
=9(x) V (UTO)(X) V Vy=a+p ()T (uTO)(b)]
=(@+T (UT6))(x)
=OV (LA )X)
Boylece (1)ile uA@VEO) =9V (uAB) elde edilir. Buradan (FM3(M, T, L),S) modiiler
kafestir.
Sonug 2.1.25: M ise R-modiil ve L sonsuz V-dagilimli kafes olsun. Bu durumda,
i) (FM;(M,L),S) modiiler kafestir [10].
ii) (FM,(M, L),©) modiiler kafestir [14].
Sonug¢ 2.1.26: R bir halka ve T sonsuz V-dagiliml t-norm ise (FLI;(R,T,L),S) modiiler
kafestir.
Sonug 2.1.27: R bir halka ve L sonsuz V-dagilimli kafes olsun. Bu durumda,
i) (FLI;(R,L),S) modiiler kafestir [30].
ii) (FLI4(R,L),S) modiiler kafestir [30].
Teorem 2.1.28: M R-modiil ve T sonsuz V-dagilimli t-norm olsun. Bu durumda asagidaki
onermeler denktir.
i) (FM3(M,T,L),S) dagilimh kafestir,
ii) (L(M), <) dagilimli kafestir.
Ispat:
i)=ii) A,B,C € L(M) ise 15,1, 1c€FM3(M, T, L) dir. Buradan
lan@+c = 1a N 1p4c

= 1,T(1p+"1¢)
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= 1,A(1gV1c)
= (1aA1lp)V(1aA1lc)
= (1,T1p)+"(15T1c)
= 1canB)+(anc)
Boylece AN (B+C) =(ANB)+ (AN C) dir. Sonug olarak (L(M), €) dagiliml kafestir.
ii)=1i) u, 9,0 € FM5(M, T, L) olsun. Buradan Teorem 1.2.7 (iii) ile
WAV @A) Spun@VE) (1)
dir. Ayrica, Vx € M i¢in
(A VO)(x) = u()TW+76)(x)
= nOT[H(x) V O(x) V Vy=a+p I (a)TO(D)]
= p()TI(x) V u(x)TO(x) V Vyqsp H(x)TI(a)TH(D)]
= WT9)(x) vV (UTO)(x) V Vy=aqsp #(x)TI(@)TO(D)] (1)
x =a+ bicin a= u(x)TI(a)TO(b) ise a€ Dt ve x € U, a € 9y, b € 8, dir. Buradan
XE UL N g +0y) = (UgNUYy) + (Ug N O) vedc €Euy NIy ved € u, N O, ve
x=c+d.
Buradan,
a<u(c),a<9(c),a<u(d),a <6(d)ve
a= aTaTaTa < pu(c)TI(c)Tu(d)TO(d)
= (uT9)(c)T(uT6)(d)
< Viemur(WTOWTWTO (V) (2)

(1) ve (2)ile

(uA @V O)()=(UTI)(x) V (UT ) (X) V Vy=yusn (WTO) (W) T(MTO) (V)
= ((uT9)+" (uT))(x)
= (A9 V (uAB)X)

elde edilir. Buradan u A (9 Vv 0) = (uAI)V (uA0O) dir. Sonug olarak (FMz(M,T,L),S)
dagilimli kafestir.

Sonug¢ 2.1.29: R bir halka ve T sonsuz V-dagilimli t-norm olsun. Bu durumda asagidaki
onermeler denktir.

i) (FLI3(R,T,L),S) dagiliml kafestir,

ii) (LI(R), ©) dagiliml1 kafestir.

Teorem 2.1.30: M,N R-modiiller ve f:M — N bir R-modiil homomorfisi olsun. Bu

durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
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i) we€FM,(M,T,L)ise f(1) € FM,(N, T, L),

i) ue€FM,(M,T,L)ise f (1) € FMy(N,T,L),

iii) u€FMy(M,T,L)ise f(u) € FMs(N, T, L),

iv) u€FM,(M,T,L)ise f(u) € FM,(N,T, L),

v) u€FMg(M,T,L)ise f(u) € FMs(N, T, L).

ispat:

i) [66, Teorem 3.11 (1)] ve [75, Teorem 3.10 (1)] den agiktir.

ii) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.

iii) u € FM5(M, T, L) olsun. Buradan Im uc D; ve u € FM,(M,T,L) dir. Ayrica 1.3.10
Teorem ii) ile VyeN igin f(u)(y) = Vy=fu) #(x)€Dr
Boylece Imf (u)< Dy. Boylece ii) ile f(u) € FM3(N, T, L) dir.

iv) u € FM,(M, T, L) olsun. Buradan u(0) = 1 ve u € FM,(M, T, L) dir.
Buradan 1 = p(0) < Vo—pyu(x) = f()(0) =1
Buradan f(u)(0) = 1 veii)ile f(u) € FM,(N,T,L).

v) u € FMc(M,T,L),a,b € N,r,s € R olsun.

F@Tr@® = \/ 11 \/ 1o
a=f(x) b=f(y)

= \/ oo
a=f(x).b=f()

< \/ u(rx + sy)
a=f(x).b=f()

< \/ u(rx + sy)
ra+sb=f(rx+sy)

< \/
ra+sb=f(u)

= f(w(ra+ sb)
Boylece f(u) € FMg(N, T, L) dir.
Teorem 2.1.31: M,N R-modiiller ve f:M — N bir R-modiil homomorfisi olsun. Bu
durumda asagidaki 6zellikler saglanir.
i) veFM;(N,T,L)ise f~1(v) € FM;(M,T,L),
i) v€FM,(N,T,L)ise f~1(v) € FM,(M, T, L),
iii) veFMz(N,T,L)ise f~1(v) € FM3(M,T,L).
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iv) v € FM,(N,T,L) ise f~1(v) € FM,(M,T,L).

v) v€EFM(N,T,L)ise f1(v) € FMc(M, T, L).

Ispat:

i) [66, Teorem 3.11 (2)] ve [75, Teorem 3.10 (2)] den agiktir.

ii) v € FM,(N,T,L),a,b € M,r € R olsun.

frW@Tf)(b) = v(f (@))Tv(f (b))
<v(f(a) - f(b))
= v(f(a— b))
=f"'(w)(a—b)

i) ye benzer sekilde f~*(v)(a) < f~1(v)(ra).

Boylece f~1(v) € FM,(M, T, L) dir.

iii) v € FM3(N,T,L) olsun. Buradan Imvc D; ve v € FM,(N,T,L) dir. Bdylece
ft(w)(a)= v(f(a))eDT ve Imf ~1(v)c Dr. Buradan ii) ile f~1(v) € FM3(M,T,L)
dir.

iv) v € FM,(N, T, L) olsun. Buradan v(0) = 1 ve v € FM,(N, T, L) dur.

Buradan 1 = v(0) = v(£(0)) = f~*(¥)(0).

Buradan f~1(v)(0) = 1 veii)ile f~1(v) € FM,(M, T, L).

v) v € FMs(N,T,L),a,b € M,r,s € R olsun.
fr@@Tf W)(b) = v(f (@) Tv(f (b))

<v(rf(a) +sf(b))
=v(f(ra) + f(sh))
= v(f(ra + sb))
= f~Y(v)(ra + sb)

Boylece f~1(v) € FMg(M, T, L) olur.

Teorem 2.1.32: {M;|i € 2} R-modiillerin ailesi, u; € F(M;, L) ve i € {2 olsun. Bu taktirde

asagidakiler saglanir.

i) Heri € Qigin u; EFM(M;, T, L) ise [[;eq i EFM (I lieq ui, T, L),

ii) Heri € Q igin u; EFM(M;, T, L) ise [[;eq i EFMa(Ilieq pi, T, L),

iii) Her i € 0 i¢in y; EFMy(M;, T, L) ise [[;jen tti EFMa([licq pi, T, L),

iv) Her i € Q i¢in y; EFMs(M;, T, L) ise [lien tti EFMs([1ieq ui, T, L).
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ispat:
i) (), ) €llicqaM;,,r € R olmak tizere Vi €  igin u; EFM(M;, T, L) olsun.

Buradan
( Jroor (]_[ m) 00 = (\uCor(/\ mo)
= (]_[ 1) (G + y)
p (]_[ 1) () + ()
[ [m 0= Awd 4
S ;{zm(_xi)
= <1_[ 1) ()
= <1_[ ) (=)
(| Jroeo= Km(x&
< /\ wi(rx)
= <1_[ #((rx)
= (1_[ 1) (r(x))

Boylece [[ieq i EFMi(I1;eq M;, T, L) dir.

ii) 1)’ ye benzer bigimde ispat edilir.

iii) Her i € Q2 i¢in y; EFMy(M;, T, L) olsun. ii) ile [[;eq ;i EFMa([lien M;, T, L) oldugu
agiktir.
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[ [ ©@ = [\ =1

i€ i€
Boylece [lieq tti € FMy(Ilien M;, T, L) dir.
iv) Her (x;), (v;) € [l;eoM;,,r,s € R ve Vi € 2 igin u; € FMg(M;, T, L) olsun.

(1_[ ) ()T (1_[ Mi) () = (/\ Mi(xi))T(/\ wi(vi))

iEN iEN iEN iEN
< /\Mi(xi)THi(Yi)
iEN
< [\ wi(rx; + sy;)
= N\ mtre + s
iEN
= ([ [ G + s
EN

Boylece [lieq i € FMs([1ieq M;, T, L) elde edilir.
Teorem 2.1.33: M R-modul ve T, L tam kafesi tizerinde bir t-norm olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir.

i) Heri € 2 icin u; EFM(M;, T, L) ise ?ET‘lgEFMl(]_[iEQ M;,T,L),

ii) Heri € 0 icin i EFMo(M,, T, L) ise FélgEFMz(Hieﬂ M, T, L),

iii) Her i € 2 icin ji; EFM(M,, T, L) ise l,HET’geFMg(r[ia2 M, T, L),

iv) Her i € 0 i¢in pu; EFMy(M;, T, L) ise ?ET'lgEFMLL(]_[iEQ M;,T,L),

v) Heri € 0 icin y; EFMs(M,, T, L) ise l,HET’geFlvls(r[ia2 M;,T,L).
Ispat:

i) Her (x;), ;) € [licoM;,,r ERve Vi € Qi¢in y; € FM;(M;, T, L) olsun.

Hrpy Iru; (T T
(i g‘})o@-))T (l. g‘}zm)) = (l. c Qm(xi))T(i c Quicyi))

< ()T (yi)
< pilx; +yi)

, o Ty ITru; .
olur. Buradan her i € 2 i¢in (i é‘lg(xi)) T (i é’%(yﬂ) < wi(x; +y;) dir.
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({Iggm) T (nm <yl>> < & omCa+ )

= ({[ET'[E) (e + 1)

Boylece, (l i (xo) (“T”l (yJ) < (524 (@ + o) dir

() (o) =, £ gt
< e Qul( X;)

= (7))

ACHES &T e
P e Qul(rX)
(HTﬂl ) (r(xl))

Bu esitsizliklerle birlikte ; ET'lg €FM1([1jeq M;, T, L) dir.

ii) 1)’ ye benzer bicimde ispat edilir.

iii) ii) ve Teorem 1.4.6.ii1)’ den elde edilir.

iv) i)’ den agiktir.

v) 1)’ ye benzer bicimde ispat edilir.

Teorem 2.1.34: M R-modiil ve T, L tam kafesi {izerinde bir t-norm olsun. Bu durumda

asagidakiler saglanir.

k
i) Her uq, ty, ..., ux EFM{(M,T,L)ise T w;€FM1(M,T,L),
i=1
k
ii) Her uq, y, ..., ux EFM(M,T,L)ise T w;€FM2(M,T,L),
i=1
k
iii) Her uq, o, ..., 4 €EFM3(M,T,L)ise T w;€FM3(M,T,L),
i=1
k
iv) Her uq, o, ..., €EFM4(M,T,L)ise T u;€EFMs(M,T,L),
i=1
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k
v) Her pq, Uy, ...,y EFMs(M,T,L) ise T u;€FMs(M,T,L).
i=1
ispat:
1) X,y € M ver € R igin,

k k
< T m)(x)T( T m)(y)=ul(X)Tuz(x)T---Tuk(X)Tul(y)Tuz(y)T---Tuk(y)
i=1 i=1

< pa(c +Y)Tpp(x + )T . Ty (x + y)

k
=< T ui>(x+y)
i=1

lii) () = u (T pz (T ... Ty (x)
1

- =

[

< (=) Tp (—2)T ... Ty (—x)

k
=< T #i)(—x)
i=1

k
< T ﬂi) () = g () Tuz ()T ... Ty (x)
i=1

< i (rx)Tuy,(rx)T ... Ty (rx)

k
=( T Mi)(rx)
i=1

k
Sonug olarak T w;,€EFM;(M,T,L) dir.
i=1
ii) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.
k
iii) T w;€F(M,T,L) oldugundan ii) den elde edilir.
i=1
k
iv) T wu;(0) =pu(0)Tu,(0)T ...Tug(0) = 1 ve ii) ile ispat tamamlanir.
i=1
v) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.
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2.2. TL — 0 — i —alt Modiiller

Bir R halkasi ve L-alt halkasi {lizerinde L-alt modiillerin baz1 6zellikleri [2, 46, 47]
calismalarinda incelendi. Bu boéliimde R nin keyfi bir L-alt kiimesi lizerinde TL — 6 — i-alt

modiller tanitilacaktir.
Tanim 2.2.1: M bir R-modiil, u €F(M, L) ve 6 €F(R, L) olsun.

1) u, M nin bir TL — 6 — 1 alt modiiliidiir denir : &

i) uweFG,(M,T,L),

ii) Her x € M veherr € R icin u(x)TO(r) < u(rx) dir.

2) W, M nin bir TL — 6 — 2 alt modiiliidiir denir : &

i) ueFG,(M,T,L),

ii) Her x € M veherr € R i¢in u(x)TO(r) < u(rx) dir.

3) u, M nin bir TL — 6 — 3 alt modiiliidiir denir : < ueF(M,T,L) ve u M nin TL — 8 —2-
alt modiiliidiir.

4) u, M ’ninbir TL — 6 — 4 alt modiiliidiir denir : & p € Fy(M,L) ve u M’nin TL — 6 —
2 alt modiiludiir.

5) w, M ninbir TL — 8 — 5 —alt modiiliidiir denir : & Her x,y € M ve her 1, s €R i¢in
p)Tu()TO()TO(s) < u(rx + sy).

Tablo 2.2.1: M nin TL — 6 — i-alt modiillerinin gdsterimleri ve isimlendirmeleri

Tt-—norm, L tam _ _ _ _

Kafes T=Ty L=10,1] T=Ty,L=[01]
FM] (MI T; L! 9) FM] (MF LP 6) FM](MI TF 9) FMI(Mr 9)

TL—60 -1 alt | L—0—1 alt |T—60—1 bulanik | 6 —1 bulanik alt
modil modiil alt modiil modil

FM, (M,T,L,6) FM>(M, L, 0) FM,(M,T, 6) FM»(M, 6)

TL—60 —2 alt | L—60 —2 alt | T — 6 — 2 bulanik 0 — 2 bulanik alt
modiil modiil alt modiil modiil




Tablo 2.2.1° in devami
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FM; (M,T,L,0) FM3(M,T,0) FM;(M, 0)
FM3 (M; L; 9)

TL—60 -3 alt T—6—3 bulanik | 8 —3 bulanik alt
L — 6 — 3 alt modul

modil alt modiil modil

FMy (M,T,L,0) FM4(M, T, 0) FM4(M, 0)
FM4(M; L; 9)

TL—60—4 alt T—606—4 bulanik | 8 —4 bulamk alt
L — 6 — 4 alt modul

modiil alt modiil modil

FMs (M,T,L,0) FMs(M, T, 0) FMs(M, 0)
FM5 (M; L; 9)

TL—6 -5 alt T—6—-5 bulamk |6 —5 bulanik alt
L — 6 — 5 alt modul

modiil alt modiil modil

Uyan1 2.2.2: M bir R-modill ise tanimlarin agik sonucu olarak

FM(M, T, L, 1) = FM (M, T, L) dur.

Ornekler 2.2.3: T L tam kafesi tizerinde bir t-norm ve 6 €F(Z, L) olarak verilsin. Bu

her 1<k <5 icin

durumda (Z,, +) degismeli grubu Z-modiil olarak alinirsa FM;(Z,,T,L,0) kiimeleri

asagidaki sekildedir.
i)

FM; (Zy, T, L, 8) = {neF(Zy,L) | f(DTu(D)< p(), Vke Z igin w(HT 82K)< (D)}

ii) FM,(Z,,T,L,0) = {ueF(Z,,L) | n(DTu(D)< w(0), Vke Z igin w(1)T 8(2k)< n(0)}
iii) FM;(Z,, T, L,0) = {peF(Z,, T.L)[u(D<p(0) },
iV) FM4(Z21 T' L' e) = {HEF(ZZ ’L)|H(6)=1 }’

V) FMS(ZZI T, L, e) = {MEF(ZZ’L)|

u(DTu(DT 62k + DT 621 + 1)< u(0)}.

Vk,le Z i¢in pu(D)Tu(1)T 6(2K)T 6(21)< 1(0),

Onerme 2.2.4: M bir R-modiil ve 8 €F(R, L) olmak iizere asagidakiler saglanir:

i)

FM(M,T,L)< FM,(M, T, L, 8),

ii) FM>(M,T,L)S FMx(M, T, L,6),
iiiy FM3(M,T,L)S FM5(M, T, L,6),
iv) FMy(M,T,L)S FM4(M, T, L,0),
v) FMs(M,T,L)S FMs(M,T,L,6).

Ispat:
i)

p()TO(r) < u(x) < u(rx)

WEFM,(M, T, L), x,y € M ve r € R olsun. Buradan pu(x) < u(rx). Ayrica
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elde edilir. Boylece ueFM (M, T, L, 8)dur.
ii) 1)' ye benzer sekilde ispat edilir.
iii) 1)' ye benzer sekilde ispat edilir.
iv) 1)' ye benzer sekilde ispat edilir.
v) u€FMs(M,T,L), x,y € M ver,s € R olsun.
p)Tu)TO)TH(s) < p()Tu(y) < pu(rx + sy)
oldugundan ueFMs(M, T, L, 8).
Asagidaki onermelerin ispatlar1 tanimlardan kolaylikla elde edilir.
Onerme 2.2.5: M bir R-modiil, 8 €F(R,L) ve T; < T, olmak iizere asagidakiler saglanir:
i) FM(M,T,, L,0)< FM,(M, Ty, L,6),
ii) FM(M, Ty, L, 8)S FMy(M, Ty, L, 6),
iii) FMy(M, Ty, L, )< FMy(M, Ty, L, 6),
iv) FMs(M, T,, L, )< FMs(M, Ty, L, 6).
Onerme 2.2.6: M bir R-modiil, 6;,0, €F(R,L) ve 6; € 0, olmak iizere asagidakiler
saglanir:
i) FM;(M,T,0,)< FM(M, T, 6,),
ii) FM,(M, T, 0,)< FM,(M, T, 6,),
iii) FMs(M,T,0,)S FM5(M, T, 6,).
iv) FM4(M,T,0,)< FM4(M, T, 6,),
v) FMs(M,T,0,)< FMs(M,T, 6,).
Teorem 2.2.7: M bir R-modiil ve 8 €F(R, L) olsun. Bu durumda asagidakiler gergeklenir:

i) EM,(M,T,L,6) CFM:(M,T,L,6),

i) FM,(M,T,L,0) S FMs(M,T,L,6),

iii) Herr € R igin 6(r) < 8(—r) ise FM,(M, T, L,0) < FMs(M, T, L, 6)

iv) FM;(M,T,L,6) € FM,(M, T, L,6),

v) FM,(M,T,L,6) € FM,(M, T, L,6),

vi) M fniter R-modiil ise FM;(M,T,L,8) = FM,(M, T, L, 6).

Ispat:

i) Teorem 2.2.4 1)’ ye benzer bigimde ispat edilir.

ii) ueFM;(M,T,L,8) olsun. Buradan Vx,y € M,r,s € R igin
uQTuTO(ITO(s) < u(rx)Tu(sy) < u(rx + sy)

elde edilir. Boylece u €EFMs(M, T, L, 6).
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iii) ueFM;(M,T,L,6) olsun. Buradan Vx,y € M,r,s € R igin
p)Tu)TO)TH(s) < u(rx)Tu(y)To(—s)
< uE)Tu((—=s)y)
< u(@x)Tu(-sy)
< u(rx — (=sy))
u(rx +sy)

dir. Boylece u €EFMs(M, T, L, 6).

iv) Teorem 2.1.7 (iii) ye benzer sekilde yapilir.

v) Teorem 2.1.7 (iv) ye benzer sekilde yapilir.

vi) Teorem 2.1.7 (v) ye benzer sekilde yapilir.

Teorem 2.2.8: M bir R-modiil, {y;|i € £2} M nin L-alt kiimelerinin bir ailesi ve 8 €F(R, L)
olsun. Bu durumda;

i) Heri€ Qigin y; € FM;(M, T, L, 6) ise Njeq 1; € FM; (M, T, L, 6),

ii) Herie€ Qigin y; € FM,(M, T, L, 0) ise Njeq i € FM,(M, T, L, 0),

iii) Heri€ Qigin y; € FM3(M, T, L, 0) isei T € FM3;(M, T, L, 6),

€ Qui
iv) Heri€ Qigin y; € FM (M, T, L, 0) ise Njeq 1 € FM,(M, T, L, 0),

v) Heri€ Qigin y; € FMg(M, T, L, 0) ise Nijeq i € FMs(M, T, L, 0).

Ispat:

i) {wli €} <FM(M,T,L,0) olsun. Buradan Vx,y € M ve r € R igin

Teorem 2.2.7 i) ye benzer bigimde (Nieq i) ()T (Nieq i) M=(Niequi)(x +y) ve
(N;ea 1) ()<(Njen 1) (—x) esitlikleri elde edilir. Ayrica

(eowree) = (/\m(x)) To(r)

ieQ IEQ

< N@@roey)

iEQ

< N\ w0

i€EQ

= (e

IEQ
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dir. Boylece (Njeq i) (X)TO(r)<(Njeq 4i) (rx). Sonug olarak N;cou; € FM(M, T, L, 6)
dir.
ii) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.

iii) Teorem 1.5.5iv) ilei T

c oM € FG3(M, T, L) dir. Diger yandan x € M ve r € R igin
( 2 T < - | [T
ieqQ™ TieQt!
T
< .
_ T
= (, @ )

Sonug olarak . gQui € FM;(M, T, L, 0) dir.

iv) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.
v) {wli € }TL — 6 — 3-alt alt modiillerinin bir ailesi olsun.x,y € M ve r, s € R igin

(ﬂ m) GO (ﬂ m) @ITOEITO(s) = [/\ b (x)] r

159 EQ iEQ

N m(y)] TO(TO(s)

IEQ

Teorem 1.2.6) ile

A\ uz(x)] T [ A\ ui(y)] TOITOE) < [\ (LCIT 1;0) TOEITO(S))

i€Q i€Q i,jeQ
< \@wGT o) TOEIT(S))

IEQ

< N+

ieN

= <ﬂ m) (rx + sy)

ieQ
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Boylece

(ﬂ ui) GOT (ﬂ ui) YTOE)TO(s) < (ﬂ m) (rx + sy)

i€Q i€eQ ieQ
elde edilir. Sonug olarak N;ecq u; TL — 6 — 3-alt modiliidiir.
Sonug 2.2.9: M R-modiil ve 6 €F(R, L) olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.

i) (FM(M,T, @), ) tam kafestir,

ii) (FM,(M, T, 0), ©) tam kafestir,

iii) (FM3(M, T, #), <) tam kafestir,

iv) (FMs(M, T, 8), ©) tam kafestir,

v) (FM4(M,T,8), <) tam kafestir.

Teorem 2.2.10: {y;|i € Q} M nin L-alt kiimelerinin bir ailesi, 8 €F(R,T,L) ve T sonsuz
V- dagilimli bir t-norm olsun. Bu durumda asagidakiler gecerlidir.

i) Heri€ Qiginp; € FM{(M,T,L,0) ise ¥.cou; € FM{(M, T, L,6),
ii) Heri€ Qiginp; € FM3(M,T,L,0) ise Y1 op; € FM5(M, T, L, ),
iii) Heri€ Qiginp; € FM,(M,T,L,0) ise Y1c ou; € FM4(M, T, L, 6).
Ispat:

i) Teorem 2.1.21ile ¥7cou; € FG{(M, T, L) dir.

<Z;Q”i) )TOCr) = [ \/ ; Z JHGxITO)
x=Yiej, ¥i,JS2sonlu

= /e mGorem)

x=Yiej, Xi,JS2sonlu

\/ i gj.ui(rxi)

x=Yiej, Xi,JS2sonlu

AN

T .
ieat

rX=Yicq Z;,AS2sonlu

- (ZTQu) (rx)

IA

(z;)
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Buradan 7. ou; € FM{(M, T, L, 6) dur.

ii) Teorem 1.3.10ile Y7 ou; € F(M, T, L) dir. Béylece i) ve Teorem 2.2.7 (i), (iv) ile
Yicoui € FMg(M,T,L,0) dir.

iii) Teorem 2.1.21ile Y.} ou; € Fo(M, L) dir. Boylece i) ve Teorem 2.2.7 (i), (iv) ile
Yicoui € FM,(M,T,L,0) dir.

Teorem 2.2.11: M R — modiil, 8 €F(R, L), u €F(M, L) olmak iizere asagidakiler saglanir.

1) u, M nin TL — 6 — 1-alt modiildiir :<=
i) prrpsp,
i) u<-u
i) 0 Oru < u.
2) w, M nin TL — 6 — 2-alt modiildiir ;<
i) ptr(=w) Sp,
i) 60O0rucp
3) w, MninTL — 0 — 5-alt modiildiir :< 0 O pu+760 Ot p S .
Ispat:
1) “:=”1) veii) Teorem 2.2.12.1) ile elde edilir.
i) Herx € M i¢in
0.0 = \/ 60)Tu(@

xX=ra

elde edilir.

“e=:"1),1i) ve Teorem 2.2.12.1) ile Vx,y € M ve r € R igin
nOIT(y) < pu(x +y) ve p(x) < p(—x)

dir. Buradan

uerer < \/ 0@

rx=ra

= 6.7 u(rx)
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< pu(rx)
Boylece u TL — 6 — 1 alt modiildiir.

2) 1) e benzer sekilde ispat edilir.
3) “=” Herx € M igin

O utr07 00 = \/ 0.0 uGT0.7 u(v)

= \/ 1V emrru@nrt\/ oruwm
X=u+v u=ra v=sb

_ \/ \/ \/[H(r)Ty(a)TH(S)T#(b)]

X=u+v u=ra v=sb

< \/ u(ra + sb)

xX=u+v
u=ra
v=sb

= pu(x)

“<="Vx,y EMver,s €R igin

uE)Tu()TO(r)TOH(s) < \/ u(@)Tub)TH(r)TOH(s)

rx+sy=u+v
u=ra
v=sb

=@.rw)+7O0.r W)(rx + sy)
< u(rx +sy)

elde edilir. Buradan ¢ M nin TL — 8 — 5-alt modiildiir
Teorem 2.2.12: M ise R-modiil ve T sonsuz V-dagilimli t-norm ve 6 €F(R, T, L) olarak

verilsin. Bu durumda,

n
) fhy fhys s € EMy(M, T, L, ) ise Sp pe FM,(M,T, L, 8),
i=1
n
i) g, Uy, ..., tpe FMy(M,T,L,0) ise 27 pe FM,(M,T,L,6),
i=1
n
i) Wy, o, i€ FMa(M, T, L,0) ise Sp wie FM3(M,T,L,6),
i=1
n
i) Uy, o, i€ EM,(M, T, L,0) ise Sp wie FM,(M,T,L,6),
i=1
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n

V) Ui, Uos ooy Up € FMS(Mr T; L; 0) ise z:T wie FMS(M' Tr L: 0)
i=1

Ispat:
n
i) Teorem2.1.18ile X7 p;e FG;(M,T,L) dir. Her x € M,r € R i¢in
i=1

n n
( 5 ui) wrem =\ T wmeree)
i=1 X=Z?=1xii:1

n
T p(rx;)
i=1

IA

x=2?=1xi

n
= ( X7 #i) (rx)
i=1

n
Sonug olarak X7 pje FM;(M,T, L, 0) dir.
i=1

ii) 1) ye benzer sekilde ispat edilir.
n
ili) Teorem 2.1.18ile X7 u;je F(M,T,L) dir. Buradan ii) ile ispat tamamlanir.
i=1
n
iv) Teorem 2.1.18 ile X7 p;€Fy(M, L) dir. Buradan ii) ispat tamamlanir.
i=1
V) Ui, Uy, ..., Up€ FMs(M, T, L) olsun. Her x,y € M,r,s € R i¢in

n n
< Zr #1) (T < Zr ui> ITOITE(s)
i=1 i=1

n n

T wGTC \/ T wO)TIMTEE)
nox L= 1 y=2?=1yl-i =1

n n

= (T wGETCT mO))TOEITOE)
i=1 i=1

x=Y X y=Xi2, Vi
n
= T [u(x)T i (y)TOT)TO(s)]

x=y xpy=yn y; L= 1
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n

< \/ . T pi(rx; + sy;)
re=Y rxgsy=yr, sy; L = 1
n
< T w(a)

rx+sy=yt a;,t = 1

n
(3 p)oeem
i=1
n
Sonug olarak X7 p;e FM<(M,T,L,0) dir.
i=1

Teorem 2.2.13: f: M — N R —modiil homomorfisi, & €F(R, L) ve T L-lizerinde sonsuz V-

dagilimli t-norm olmak {izere asagidakiler elde edilir.

i) u€FM;(M,T,0)ise f(u) EFM (N, T, 0) dir,
ii) u €FM,(M,T,0) ise f(u) EFMa(N, T, 0) dir,
iii) u €EFM3(M,T,0) ise f(u) EFM;3(N, T, 8) dir.
iv) u €FMs(M,T,0) ise f(u) EFM4(N, T, 0) dir,
v) u €FMs(M,T,0) ise f(u) EFMs(N, T, 0) dir.

Ispat:

i) w€FM;(M,T,0), a,b € N,vr € R olsun. Teorem 2.1.30.1) ile asagidaki esitsizlikler
kolaylikla yazilabilir.

fW@TfW(b) < f(w(a+b)ve f(w(a) < fW)(~a).

fwrem ={ \/ wew 1o
f)=y

= \/ (wwrem)
fx)=y

< \/ uoo
fx)=y

< \/ wow
rf(x)=ry

= \/ wueo
fax)=ry
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< \/ p(a)
fl@=ry

= fw(ry)

fWOTO(r) < f(W)(ry) esitsizligi  elde edilir. Bu
f(w) EEM (N, T, 8) oldugu ispat edilmis olur.

ii) 1) ye benzer bigimde yapilir.
iii) 1) ye benzer bicimde yapilir.
iv) 1) ye benzer bigimde yapilir.

v) u €FMs(M,T,0),a,b € N,r,s € R olsun.

esitsizliklerle

FW@TF@BTEETIE = (\/ 1) TC\/ voNTOETOE)

a=f(x) b=f(y)

_ \/ u(x) Tu(y) TO)TH(s)

a=f(x),b=f )

IA

u(rx + sy)
a=f()b=f ()

< \/ ulrx + sy)

ra+sb=f(rx+sy)

< \/ ulu+v)
ra+sb=f(u+v)

= fw(ra + sb)
Boylece f(u) € f(u) EFMs(N, T, 8) dir.

birlikte

Teorem 2.2.14: f: M — N R —modiil homomorfisi, 8 €F(R,L) ve T L-iizerinde t-norm

olmak tizere asagidakiler elde edilir.

i) O €FM(N,T,0) ise f~1(9) €EFM,(M, T, 0) dir,
i) O €EFMy(N, T, 0) ise f~1(9) EFMy(M, T, 6) dir,
iii) © EFM3(N, T, 0) ise f~1(9) EFM3(M, T, 6) dir,
iv) 9 EFMy(N, T, 0) ise f~1(9) EFM4(M, T, 0) dir,
v) 9 €EFMs(N,T,0) ise f~1(9) EFMs(M, T, 6) dir.
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ispat:

i) 9 €eFM(N,T,0)vea,b € M i¢cin Teorem 2.1.31.1) ile
fO@TFH@)B) < f71@)(a+b) ve f1(W)(@) < f1 (W) (-a)
dir. Her a € M,r € R i¢in

fr@O(@T6(r) = 9(f(@))TO(r)
< 9(rf(a))
=9(f(ra))
=f®0a)
Boylece f~1(9) EFM (M, T, ) dir.

ii) 1) ye benzer sekilde yapilir.

ili) 1) ye benzer sekilde yapilir.

iv) 1) ye benzer sekilde yapilir.

v) 9 €FMs(N,T,0) veVa € M,r € R igin
FO@TF @) BITOITO(s) = I(f(@)TI(f ())TOT)TE(5)

<9(rf(a) + sf(b))
=9(f(ra + sb))
= f1(9)(ra + sb)

elde edilir. Boylece f~1(9) €FMs(M, T, 6) dr.

Teorem 2.2.15: {M;|i € 2} R-modiillerin ailesi, y; EF(M;, L), i € 2 ve , 6 €F(R, L) olsun.

Bu taktirde asagidakiler saglanir.

i) Heri€iginy; € FM;(M;,T,L,0) ise [licoui € FMi(IlicoM;,T,L,0),

ii) Heri € Qi¢iny; € FMy(M;,T,L,0) ise [lico i € FMy([ljeq M;, T, L, 0),

iii) Heri € Q i¢in y; € FM,(M;,T,L,0) ise [l;co i € FMy(Iljeo M;, T, L, 0),

iv) Heri € Qi¢in y; € FMg(M;,T,L,0) ise [l;co i € FMs([ljen M;, T, L, 0),

Ispat:

i) Teorem 2.1.32ile [[;en i €EFG1(Ilieq i, T, L) dir. (x;) € [lieo M; , v € R olmak

uzere,

(| [ @oromy = \ oo

iEN ieN

< NG 706]

iEN
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< /\.ui(rxi)

iEN

= (] [rocexn

i€
= ([ [ ey
iEN
Boylece [ljeq i EFMi(Ilicq M;, T, L, 6) dir.
ii) 1)’ ye benzer bigimde ispat edilir.
iii) Heri € 0 i¢in y; EFM4(M;, T, L, 0) olsun. ii) ile [l;eq i EFMa(licq M;, T, L, 8) dir.
[ [ ©@ = [\ m =1
iEN iEN
Boylece [lieq tti € FMy(Ilieq M;, T, L, 0) dir.
iv) Her (x;), (v;) € [lica M;,,7,s € R ve Vi € 0 i¢in y; € FMz(M;, T, L, 0) olsun.

([ [u Gor (]_[ m) @TOMTo(s) = (f\ DT\ 1) TOEITOCS)

iEN iEN iEN iEN

< A\:GoTieToT6()]

IEN

< /\Hi(’”xi + sy;)

i€
= ([ [m) ¢ + 50
i€
Boylece [lieq tti € FMs(I1;eq M;, T, L, 0) elde edilir.



3. IRDELEME

Klasik cebirsel yapilarin alt kafeslerinin 6zel olmasi cebirsel yapilar hakkinda 6nemli
bilgiler vermektedir. Bu diislince bulanik alt cebirsel (L-alt cebirsel, TL-alt cebirsel)
kafeslerin 6zel (modiiler, dagilimli komplementlenebilir, v.b.) olmasi durumu bir¢ok
aragtirmaci tarafindan tartisildi ve incelenmeye devam etmektedir. Konuyla ilgili énemli
arastirmacilardan [5, 6] t-tipindeki normal bulanik alt gruplarin ve ideallerin kafesinin
modiiler oldugunu gosterdi. Zhang [80] sol (sag) bulanik ideallerin kafesinin modiiler
oldugunu gosterdi. Tarnauceanu [61] sonlu gruplarin devirliligi L-altgruplarin kafesinin
dagilimli olmasi ile ilgili karakterizasyonu verdi. Jahan [30] L-ideallerin kafesinin modiiler
oldugunu gosterdi. Bayrak ve Yamak [10] TL-alt modiillerin kafesine ait supremum
belirleyerek sonsuz V-dagilimli kafesler ilizerinde L-alt modiillerin kafesinin modiiler
oldugunu gosterildiler. Bayrak ve Yamak [13] sonsuz V-dagilimli kafesler iizerinde L-
idealinin kafesinin dagilimli olmasi icin bir gerek ve yeter sart verildiler. Bu yapilanlara
bakildiginda bulanik alt cebirsel (L-alt cebirsel, TL-alt cebirsel) kafeslerin incelenmesinin
Onemi artmaktadir. Henliz TL-alt cebirsel kafeslerinin modiiler, dagilimli ve
komplementlenebilir agisindan incelenmesi sonug¢landirilmis degildir. Bunun igin
literatiirde mevcut biitiin tanimlar1 kapsayacak sekilde alt cebirsel kafesleri incelemek ve
mevcut sonuglari bunlardan elde etmek hedeflenmistir. Bu diisiince ile TL — k-(sol, sag)
ideallerin, TL — k-alt modiillerin kafeslerine ait 6zel sonuglar elde edilmistir (Teorem
2.1.24, Sonug¢ 2.1.26, sonu¢ 2.1.27, Teorem 2.1.28, Sonug¢ 2.1.29). Bu sonuglarin 6zel

durumu baska makalelerde verilen sonuglar1 kapsamaktadir (Sonug 2.1.25, Sonug 2.1.27).



4. SONUCLAR

Bu tezin birinci bdliimiinde 1 < k < 4 icin bir halkanin TL — k-alt halkalar1 ve

TL — k-(sol, sag) idealleri ve bir modilin TL — k-alt, TL — & — k-alt modiilleri

tanimlanarak temel 6zellikleri arastirilmistir.

Yapilan ¢aligmalarin ilk kisminda her 1 < k < 4 i¢in TL—k (k=1234)5) alt
modiller tanitilarak aralarindaki iliskiler incelenmistir(Teorem 2.1.7). Ayrica, TL — k alt
modiller kullanilarak yeni TL — k alt modiiller {iretilmistir (Teorem 2.1.17, Teorem
2.1.18, Teorem 2.1.21). TL — k alt modiillerin karakterizasyonuna ait sonuglar verilmistir
(Teorem 2.1.10, Teorem 2.1.19). TL — k alt modiillerin kiimeleri " € " bagintisina gore
tam kafes olduklari (Teorem 2.1.20, Sonu¢ 2.1.22) gosterilerek ozellikle TL — k (k =
1,3,4) kafeslerine ait supremum ve infremum karakterize edilmistir. Daha fazla olarak
TL — 3 tam kefesinin modiiler kafes (Teorem 2.1.24) oldugu ve 6nemli 3 sonucu (Sonug
2.1.25., Sonug 2.1.26, Sonug 2.1.27) verilmistir. Bununla birlikte TL — 3 tam kefesinin
dagilimli (Teorem 2.1.28) olmasi i¢in bir karakterizasyon verilmistir. Son olarak TL — k
alt modiillerin goriintiisii (Teorem 2.1.30), ters-goriintiisii (Teorem 2.1.31) ve kartezyen
carpimlart (Teorem 2.1.32, Teorem 2.1.33) bu alt modiiliin 6zelligini degistirmedigi
gosterildi.

Ikinci kissmda TL — 8 — k (k = 1,2,3,4,5) alt modiiller, TL — k ( k = 1,2,3,4,5) alt
modiillerin bir genellemesi olarak tanimlandi (Onerme 2.2.4). TL — 8 — k (k = 1,2,3,4,5)
alt modiiller arasindaki iligki (Teorem 2.2.7) de verildi. Ayrica, TL — 6 — k alt modiiller
kullanilarak yeni TL — 68 — k alt modiiller iretilmistir(Teorem 2.2.10, Teorem 2.1.20,
Teorem 2.2.12). TL — 6 — k alt modiillerin karakterizasyonuna ait sonuglar verilmistir
(Teorem 2.2.11). TL — 8 — k alt modiillerin kiimeleri " € " bagintisina gore tam kafes
olduklar1 (Teorem 2.2.8, Sonug 2.2.9) de gosterildi. Son olarak TL — 8 — k alt modiillerin
gorlintiisii (Teorem 2.2.13), ters-gorintiisii (Teorem 2.2.14) ve kartezyen carpimlari

(Teorem 2.2.15) bu alt modiiliin 6zelligini degistirmedigi gosterildi



1)

2)

3)
4)

5. ONERILER

TL — 2-alt modiillerin kafesinin modiilerlik, dagilimlilik ve komplementlenebilirlik
ozellikleri incelenebilir. Ozellikle bu kafesde supremum belirlemek igin bir yontem
belirlenebilir.

Bir L-alt kiimesi ile iiretilen TL — k —alt modiilii tanimlanarak buna ait 6zellikler
verilebilir.

Bir TL — k —alt modiiliiniin boliim modiilii tanimlanabilir.

TL — 60 — k —alt modiillerin kafesleri k = 1,2,3,4,5 degerleri i¢in modiilerlik,

dagilimlilik ve komplementlenebilirlik acisindan incelenebilir.
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