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SIMGELER VE KISALTMALAR LiSTESI

Simge Aciklama

D Birim disk

B.(z,) Merkezi z, yarigapt ¢ olan agik disk

B.(z,) Merkezi z, yarigapt & olan kapali disk

0B, (z,) Merkezi z, yarigap1 & olan cember

B.(z,) zZ, noktasmin delinmis komsulugu

1'(zy) f 'nin z, daki tiirevi

A Normalize edilmis fonksiyonlar sinifi

S Normalmis analitik ve iinivalent fonksiyonlar sinifi
k(z) Koebe fonksiyonu

P Carathéodory sinifi

Q Schwarz fonksiyonlar siifi

I, Egri, yay

S D birim diskinde {iinivalent olan ve D ’yi orijine

gore yildizil bir bolgeye resmeden tiim normalize
edilmis fonksiyonlarin kiimesi

C D birim diskinde {inivalent olan ve D ’yi konveks
bir bolgeye resmeden tim normalize edilmis
fonksiyonlarin kiimesi

K Konvekse yakin tiim normalize edilmis

fonksiyonlarin sinifi

ucv Diizgiin konveks fonksiyonlar sinifi

S, Parabolik yi1ldizil fonksiyonlar sinifi
k-UCV k — diizgiin konveks fonksiyonlar sinifi
k—-ST k — yildiz1l fonksiyonlar siifi

* Hadamard ¢arpimi
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I'(z)
J,(2)

1,(2)

@, ,(2)

vl,ll (Z)

Ji ()

Gamma fonksiyonu

Mertebesi p olan birinci tiir Bessel fonksiyonu

Modifiye edilmis mertebesi p olan birinci tiir
Bessel fonksiyonu

Wright fonksiyonu

Genellestirilmis  Wright Bessel (-Lommel)
fonksiyonu

Normalize edilmis genellestirilmis Wright Bessel (-
Lommel) fonksiyonu

4 ’niin tam degeri

f fonksiyonunun Alexander doniistimii



OZET

GENELLESTIRILMIS WRIGHT-BESSEL FONKSIYONUNUN
GEOMETRIK OZELLIKLERI

AKIN, Giilfem
Doktora, Matematik Bolimii
Danisman: Prof. Dr. Sevtap SUMER EKER
Subat 2024, 102 sayfa

Bu tez c¢alismasinda, ilk olarak genellestirilmis Wright- Bessel fonksiyonu ele alinmis, bu
fonksiyonun geometrik oOzellikleri incelenerek D birim diskinde iinivalentlik, yildizillik,
konvekslik ve konvekse yakinlik i¢in gerekli ve yeterli kosullar bulunmustur. Daha sonra yine
genellestirilmis Wright- Bessel fonksiyonu ele almarak bu fonksiyonun kismi toplamlari
hesaplanmis ve bu kismi toplamlar i¢in {ist sinirlar belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Univalent, Yildiz1l, Konveks, Konvekse Yakin, Wright
Fonksiyonu, Genellestirilmis Wright- Bessel Fonksiyonu
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ABSTRACT

GEOMETRIC PROPERTIES OF THE GENERALIZED WRIGHT-BESSEL
FUNCTION

AKIN, Giilfem
Doctorate, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Sevtap SUMER EKER
February 2024, 102 pages

In this thesis, firstly, the generalized Wright-Bessel function is considered and its geometric
properties are investigated. Necessary and sufficient conditions for univalency, starlikeness,
convexity and close-to-convexity of this function in the unit disc D are found. Then, the
generalized Wright- Bessel function is considered again, the partial sums of this function are
calculated and upper bounds for these partial sums are determined.

Keywords: Univalent, Starlike, Convex, Close-to-Convex, Wright Function,
Generalized Wright-Bessel Function
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1. GIRIS

Giiniimiizde bildigimiz sekliyle kompleks analiz, matematik, miithendislik, fizik ve fen
bilimlerinde muazzam bir etkiye sahip olan 500 yili agkin matematiksel gelisimin
doruk noktasidir. Artik "kompleks" olarak bildigimiz sayilar, ilk kez on altinci
yiizyilda Nicocolo Fontana Tartaglia ve Gerolamo Cardano’nun eserlerinde, kiibik ve
kuadratik denklemlerin ¢6zlimii i¢in negatif degerlerin karekdklerinin kullanilmasiyla
ortaya ¢ikmistir. Gergel say1 kavramini da icat eden Descartes, negatif sayilarin bu tiir

karekoklerine, sadece hayal edilebilir olduklari i¢in “hayali (imajiner)” adin1 vermistir.
Isvigreli matematik¢i Leonhard Euler (1707-1783), i semboliinii i=~—1 veya

esdeger olarak, i* = —1 seklinde tanimlamigtir. Euler, kompleks sayilar1 kapsamli bir
sekilde kullanmis ve bunlart ders kitaplarinda da tanitmistir. Simdi yaygin olarak
kullandigimiz kompleks sayilar terimi, biliyiik Alman matematik¢i Karl Friedrich
Gauss (1777-1855) tarafindan ilk kez kullanilmistir. Kompleks sayilarin geometrize
edilmesine on sekizinci yiizyilin sonlarinda Jean-Robert Argand, Caspar Wessel ve
Gauss ¢alismalarinda yer vermistir. Klasik kompleks analizin gelisiminin biiylik bir
kismi on dokuzuncu yiizyilda Augustin-Louis Cauchy ve Bernhard Riemann'in
ardindan daha ¢ok geometrik calismalariyla Felix Klein, Henri Poincare ve daha bir¢ok

matematikcinin katkilariyla devam etmistir.

Univalent fonksiyonlar teorisinin kokenleri (Riemann déniisiim teoremi disinda)
Koebemin 1907 tarihli makalesine, 1914'te Gronwall'!n alan teoreminin kanitina,
Bieberbach'in 1916'da normalize edilmis iinivalent bir fonksiyonun ikinci katsayisinin

iist sinirt ile ilgili teoremi ve n. katsayisinin {ist siniri ile ilgili tahminine kadar dayanur.

Ludwig Bieberbach, S sinifina ait fonksiyonlarin katsayilar1 i¢in |an| <n tahmininde

bulunmus ve bu tahminin n =2 i¢in gergeklendigini kanitlamistir. Bu tahmin Louis
de Branges tarafindan ispatlanincaya kadar yillarca bircok matematik¢i tarafindan
lizerinde ugrasilan bir arastirma konusu olmustur. Louis de Branges'in {inli
Bieberbach tahminini ¢c6zmesi bu alana bambagka bir boyut kazandirmis ve iizerinde
calisilacak yeni problemler ortaya cikarmistir. Bu alanda calismalarini siirdiiren
matematikgiler, bu problemi S sinifinin altsiniflarina tasiyarak ¢aligmalarina devam

etmislerdir.



Univalent fonksiyonlar teorisi, kompleks fonksiyonlar alanindaki en giizel konulardan
biridir. Birim disk {lizerinde normalize edilmis {inivalent fonksiyonlarin S sinifi i¢in,
Louis de Branges tarafindan 1985 yilinda ¢6ziilen Bieberbach tahmininden, tamamen
geometrik yapiya sahip olanlara kadar ekstremal problemler ile ilgili bir¢ok dikkate
deger teorem vardir. Bu problemleri incelemek i¢in ¢ok ¢esitli yoOntemler

gelistirilmistir.

Geometrik fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir rol oynayan 6zel fonksiyonlar teorisi,
esas olarak Carl Friedrich Gauss, Felix Klein, Carl Gustav Jacop Jacobi ve diger bir¢ok
bilim insaninin katkilar1 sayesinde on dokuzuncu yiizyilda gelistirilmistir. Olagantistii
ozellikleri nedeniyle, o6zel fonksiyonlar yiizyillardir kullanilmistir. Ornegin,
astronomide ¢ok sayida uygulamalar1 oldugu i¢in, trigonometrik fonksiyonlar bin yili

askin bir siiredir incelenmektedir.

Bu calismada bir 6zel fonksiyon olan genellestirilmis Wright- Bessel fonksiyonu ele
alinmis, bu fonksiyonun geometrik 6zellikleri incelenerek D birim diskinde {inivalent,
yildizil, konveks ve konvekse yakin olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar
bulunmustur. Daha sonra yine genellestirilmis Wright- Bessel fonksiyonu ele alinarak
bu fonksiyonun kismi toplamlar1 hesaplanmis ve bu kismi toplamlar igin iist sinirlar

belirlenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Kompleks analiz ile ilgili baz1 temel kavramlardan bu baglik altinda s6z edilmistir.

2.1 Kompleks Analizin Temel Tanim ve Teoremleri

Kompleks analizin temel tanim ve teoremleri hakkinda bu bolimde yapilacak

bilgilendirme, sonraki boliimler i¢in faydali ve gerekli olacaktir.

Tanmm 2.1. C diizleminde bir z, noktas1 alinsin.
B,(z,)={zeC:|z—z,|< ¢}

kiimesi “ z, noktasinin & komsulugu” veya “ z, merkezli & yaricapl agik disk” olarak
isimlendirilir.

Ayrica
m={zeC:|z—zo|£g}
seklinde tanimlanan kiimeye “z, merkezli & yaricapli kapalr disk”,
0B_(z,) ={z € (C:|Z—Z0| 28}
olarak tanimlanan kiimeye “z, merkezli yaricapr & olan cember” ve
B)(z,)={z€C:0<|z—z)|<&}=B,(z)\{2}

ile verilen kiimeye de “z, noktasinin delinmis komsulugu” denir.

Tamm 2.2. C diizleminde bir E kiimesi verilsin. E ’deki bir z, noktasinin en az bir
komsulugu E kiimesi tarafindan kapsaniyorsa z, noktasna E kiimesinin bir “i¢
noktas1” adi verilir. E kiimesindeki biitiin i¢ noktalarin kiimesi E? veya icE sembolii
ile gosterilir. E° = E ise yani her z, € E noktasti¢in z,, E 'nin bir i¢ noktas1 oluyorsa

E’ye C de “ag¢ik kiime” ad1 verilir.



Ormegin, E = {z eC: |z| < 2} seklinde verilen kiimenin her noktasi bir i¢ nokta, yani
E° = E’dir. Gergekten z,€ E igin &= 2—|z0| alinirsa B, (z,)  E olur. O halde E
kiimesi aciktir. Diger taraftan, B = {z eC:l< |z| < 3} kiimesini goz oniine aldigimizda
|z| =3 ¢emberi lizerinde alacagimiz herhangi bir z noktas1 B ’nin i¢ noktasi degildir.

O halde B kiimesi agik degildir. Bununla birlikte, i¢cB = {z eC:l< |z| < 3} dir.

Tamm 2.3. E, C’de herhangi bir kiime olsun. z, € C i¢in her B,(z,) komsulugunda
z# 7, olacak sekilde bir z € E noktast bulunabiliyorsa z,’a, E’nin bir “yigilma
noktasi” adi verilir. E 'nin tim y1gilma noktalarinin kiimesi E sembolii ile gosterilir.

E = EUE kiimesine E nin “kapanisi” denir. Eger E — E ise yani E = E oluyorsa

E’ye, C’de “kapali kiime” ad1 verilir.

Bu tanimdan anlasilacagi gibi yi§ilma noktasi kiimeye ait olmak zorunda degildir.

Ayrica, kiimeye ait her noktanin da yigilma noktasi olmasi gerekmez. Ornegin,
E= {z eC: |z| < 1} kiimesini ele alalim. E = {z eC: |z| < 1} “dir. Dikkat edilirse |z| =1
cemberi iizerindeki noktalar E kiimesine ait olmamasina ragmen her biri bir y18ilma
noktasidir. E=EUE = {z eC: |z| < 1} olur. Diger yandan, E, E’nin alt kiimesi

olmadigindan E kapali degildir.

Tanim 2.4. Bir E c C kiimesinin baglantili olmamasi asagidaki sartlari saglayan U,
ve U, agik kiimelerinin var olmas1 demektir:

i) EnU NU,=9

i) ENU,#0 ve ENU, #J

iii) Ec U, UU,.

Bir bagka ifadeyle E kiimesi ayrik iki agik kiimenin birlesimi seklinde ifade
edilebiliyorsa “E baglantisizdir” denir. Yani E=U,0U,, U NU,=J sarti



saglayan agik U, ve U, kiimeleri bulunabiliyorsa E baglantisizdir. Eger bu sekilde

iki kiime bulunamiyorsa, “ E kiimesi baglantilidir” denir.

E  C’nin baglantili olmast i¢in, E ’nin hem ag¢ik hem de kapali alt kiimelerinin

sadece J ve E olmasi gerekli ve yeterlidir.

Bir E kiimesindeki herhangi iki nokta, yine bu E kiimesinde kalan bir egri ile

birlestirilebiliyorsa bu kiimeye “egrisel (vol) baglantili kiime” denir.

Yol baglantili olan bir E kiimesi baglantilidir. Ancak baglantili bir kiimenin yol

baglantili olmas1 gerekmez.

Ornegin, C kompleks sayilar kiimesini gdz 6niine alalim. Bu kiime yol baglantili

oldugundan ayni zamanda baglantil1 bir kiimedir.

Tamm 2.5. [a,b] R igin,
y:[a.b] >C
stirekli fonksiyonu C’de bir “egri” olarak adlandirilir. ¥(a) ve y(b) degerlerine y

egrisinin “bagslangi¢ ve bitim noktalari” ad1 verilir.
y(a) = y(b) sartin1 saglayan bir y egrisine “kapali egri’’ adi1 verilir.

y bir egri olmak iizere, bu egri lizerinde yalnizca ¢, =¢, oldugunda y(t,)=y(t,)
oluyorsa y “basit” egridir. Tanima gore kendini kesmeyen bir egri basit egridir, yani
y bire-bir siirekli bir fonksiyondur. y(a)=y(b) kosulunu saglayan basit bir y egrisi

“basit kapali egri (Jordan egrisi)” olarak adlandirilir.

y egrisinin y' tirevi mevcut ve bu tiirev siirekli bir fonksiyonsa y,

“diferansiyellenebilir egri” diye adlandirilir.



y'(t)#0 ise, y diferansiyellenebilir egrisi “diizgiin egri (regiiler egri)” diye

adlandirilir.

C diizlemindeki egriler, cogu zaman
2(t) =y (1) = x(2) +iy(?)
biciminde yazilir. Bazen bir y egrisi
x=x), y=y@), a<t<b

parametrik gosterimi ile verilebilir.

Bir egrinin yalnizca noktalar kiimesi olmadigi agiktir. Egriyi olusturan noktalarin
diziligleri de 6nem arz eder. Boylece egrilerdeki yonlendirme kavrami karsimiza ¢ikar.
Bir
y()=x@)+iy(t), 0<r<1

egrisini ve y 'nin z, = z(0) ve z; = z(1) ug¢ noktalarimi goz Oniine alalim. y egrisi z,'
dan baslanarak ¢’nin artigina gore taranirsa, pozitif yonde (saat ibresinin doniisiiniin
tersi) doniilmiis olur. Pozitif yonlii egri y simgesi ile belirtilir. Eger z, *den baslanarak
t’nin azaligina karsilik gelen sirada egri taranirsa, buna da negatif yon denir ve —y
simgesi kullanilarak gosterilir. O halde z=z(f), 0<¢<1 ile taniml fonksiyon y
egrisini gosterirken, z=z(-t), —1<t<0 seklindeki fonksiyon da -y egrisini

gosterir.

Tamm 2.6. Baglantili agik kiimeye “bolge”, sinir1 n tane baglantili ayrik alt kiimeden
olusan bolgeye “n— baglantili bolge” ad1 verilir. Ozel olarak basit baglantili (1—
baglantilr) bolgenin sinir1, bir tane baglantili kiimeden olusur. Diger bir deyisle, C
diizlemindeki bir B bolgesi i¢in, bu bolgedeki basit kapali tiim egrilerin i¢i tamamen
B tarafindan kapsaniyorsa, B bolgesi basit baglantili bolgedir. Genel olarak bolgeye
bir isimlendirme yapilirken bolgenin sinirini olusturan ve ortak noktasi olmayan kapali

egrilerin sayis1 dikkate alinir.

Kath baglantil1 bir bolge, igerisinde birden ¢ok delik bulunan bir baglantili bolge

olarak diistiniilebilir. Bir n— baglantili bolgede n—1 tane delik vardir.



E c C bir acik kiime olsun. E ’nin baglantili her alt kiimesine “ E 'nin bir bileseni”

denir. Bir kiimenin birden ¢ok bileseni olabilir. Ornegin,
E:{z:|z|<1}u{z:l<|z|<2}

kiimesinin iki bileseni vardir.

Bir £ c C kiimesinin her bir z,,z, € E noktalarim birlestiren dogru parcas1 E’de

kapsaniyorsa, E, “konveks (disbiikey) kiime” olarak adlandirilir. Buradan C ’nin agik

ve konveks her alt kiimesinin bir bdlge oldugu sdylenebilir. Ornegin bir agik disk

konveks kiimedir. E ={z:0<Rez <1} kiimesi de bir konveks bolgedir.

Tanmm 2.7. f, z, noktasiin bir komsulugunda taniml bir fonksiyon olsun.

lim f(Z)_f(Zo)

77, zZ— ZO

limiti mevcut ise, f fonksiyonu z, noktasinda “diferensiyellenebilir (veya
tiirevlenebilir)” denir. Bu limit degeri f'(z,) seklinde gosterilir ve bu degere f ’nin

Z, 'daki tiirevi denir. Kisaca,

ey = lim L@ Go)

7 Z— ZO
dir. Burada z -z, = h denirse, yukaridaki tanim

f(Z() +l’l)—f(Z0)
h

f'(z,) =lim

h—0
ifadesine esdeger olur. Gergel fonksiyonlardaki limit tanimindan farkli olarak, burada
h — 0 yapilirken, /4 ’1n orijinden gecen her egri boyunca, 6zel olarak reel ve imajiner
eksen boyunca da sifira yaklastigi varsayilir ve biitiin bu yaklasimlarda limitin ayni

degeri almasi gerekir.

Gergel fonksiyonlardaki tiirev kavramindan farkli olarak, kompleks bir fonksiyon agik

bir kiimede birinci mertebeden tiireve sahipse, her mertebeden tiireve sahiptir.

Teorem 2.8. f(2)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonu Z noktasinda

diferansiyellenebilirse,



' _ L
f@=u,+iv, =—iu +v,
dir, yani u ve v fonksiyonlarinin z =(x, y) noktasinda kismi tiirevleri vardir ve bu

tirevler Cauchy-Riemann esitlikleri olarak adlandirilan

esitliklerini saglarlar.

Bu teoremden goriildiigli lizere, bir fonksiyonun bir noktada diferansiyellenebilir
olmasi i¢in o noktada Cauchy-Riemann esitliklerinin gergeklenmesi gerekir. Ancak

bu, diferansiyellenebilirlik i¢in yeterli bir kosul degildir.

Tanmm 2.9. Bir f kompleks fonksiyonu bir z, noktasinin belli bir B;(z,)
komsulugundaki biitiin noktalarda diferensiyellenebiliyorsa f, z,’da “analitiktir”

denir.

Bir E kiimesinin tiim noktalarinda analitik olan bir f fonksiyonu, E {izerinde

analitiktir.

C’nin tamaminda analitik olan bir f fonksiyonuna “tam (entire) fonksiyon” denir.

Tanimdan anlasilacag: gibi, bir z, noktasinda analitik olan bir fonksiyon bu noktada
(ve bu noktanin uygun bir komsulugunda) diferensiyellenebilirdir. Fakat bunun tersi

?, z=0 noktasinda diferansiyellenebilir

her zaman dogru degildir. Ornegin; f(2) =z
bir fonksiyondur, fakat analitiklik kosulunu saglamaz. Ciinkii f fonksiyonunun
diferansiyellenebildigi, z =0 noktasinin hi¢bir komsulugu yoktur. Gergekten de,
f(z)z)c2 +y2 =u+iv
oldugundan,
u=x"+y,v=0
yazilabilir. Boylece,
u =2x,u,=2y,v,=0,v =0

olup, Cauchy-Riemann esitlikleri (x, y) = (0,0) disinda higbir noktada gerceklenmez.



Bir z, noktasinda analitik olan bir f fonksiyonunun, z,’mn uygun bir

komsulugundaki tiim noktalarda analitik olacag: aciktir.

f fonksiyonunun z, noktasinda analitik oldugunu gostermek i¢in, z, noktasinin f

fonksiyonunun diferansiyellenebildigi E kiimesinin bir i¢ noktasi oldugunu

gostermek gerekir. Bu durumda, f fonksiyonunun analitik oldugu kiime i¢

noktalardan olusmaktadir ve dolayisiyla agik bir kiimedir.

f fonksiyonu, z,noktasinda analitik degil ise, z,’a f 'nin “singiiler noktasi1” denir.

Teorem 2.10. Kompleks diizlemde tanimhi f(z) =u(x, y)+iv(x,y) seklindeki
fonksiyon g6z Oniine alinsin. Bu fonksiyonun bir B bolgesinde analitik olmasi igin
u,u,v,,v, kismi tirevlerinin var ve bu bolgede siirekli olmasi ve

x yo Uy =7V,

Cauchy-Riemann denklemlerini saglamasi gerekli ve yeterlidir [1].

Teorem 2.11. y, pozitif yonlii, basit kapal1 bir egri, f fonksiyonu bu egrinin i¢inde

ve iizerinde analitik olsun. Bu egrinin i¢indeki herhangi bir z, noktasinda,

dz

1 ¢ f(2)
fe) =5~

ﬁlyZ_ZO

esitligi saglanir [2].

Cauchy Integral Formiilii ad1 verilen bu teoreme gore, f ’nin y egrisinin icindeki
noktalarda aldig1 degerler, bu fonksiyonun y egrisi lizerindeki degerleriyle belirlenir.

Bu bakimdan karmasik analizde 6nemli bir yere sahiptir.

Teorem 2.12. f fonksiyonunu bir B bdlgesinde analitik olsun. Bu durumda f 'nin

bu bolgede tim f', f”,..., f",... tiirevleri mevcuttur ve bu tiirev fonksiyonlar: da B

bolgesinde analitik olur [2].



Bu teoremin vurguladigi en 6nemli husus asagidaki gibi 6zetlenebilir;
Bir fonksiyon analitik oldugu bir bolgede her mertebeden tiirevlenebilirdir. Ayrica
elde edilen bu tiirevler yine bu bolgede analitiktir. Verilen bu sonug¢ asagida ifade

edilen teoremin temelini olusturur.

Teorem 2.13. f fonksiyonu basit kapali ve pozitif yonlii bir y egrisi lizerinde ve

icinde analitik olsun. Ayrica z, noktas1 y ic¢inde bulunsun. Bu durumda,

f(2)

(n) )
2,) =
2 (2-2)

dz, n=0,1,2,3,..

n+1

seklindedir [2].

Tanmm 2.14. z,,c, € C sabitler olmak iizere,

Cot+C(2—20)+C(2—2))" +.tC,(2=2,)" +...

bicimindeki serilere “kuvvet serisi” denir. Genel olarak kuvvet serileri

ch(z —2Z5)"
n=0

ile gosterilir. Burada z, noktasi kuvvet serisinin merkezidir. z = z, iken toplam ¢,'a

esit olacagindan bu kuvvet serisi z = z, noktasinda yakinsaktir.

Teorem 2.15. (Taylor Teoremi) f fonksiyonu z, noktasinda analitik ise, bu

noktanin uygun komsulugundaki z noktalari icin,

) (n)
f(z)zzcn<z—zo>"—2f (@) (o gy

n=0

«

biciminde bir agilima sahiptir. Bu seri “ f fonksiyonunun z =z, in komsulugundaki
Taylor ag¢ilimi” olarak adlandiritlir. Ayrica bu seri bir B,(z,) diskinde mutlak

yakinsak, diskin kompakt alt kiimeleri tizerinde ise diizgiin yakinsaktir [2].
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Kompleks analizde biiyiik 6éneme sahip olan Taylor Teoremi bize gosteriyor ki, bir
analitik fonksiyon analitik oldugu noktanin bir komsulugunda bir kuvvet serisi ile

gosterilebilir.

Tamim 2.16. B, C kompleks diizleminde bir bolge ve f : B — C siirekli bir doniisiim
olsun. y, ve y, egrileri, aralarinda « agis1 olan ve z, € B noktasindan gegen diizgiin
egriler olsunlar. f(y,) ve f(y,) resim egrileri de, z, noktasimin f altindaki
gorlintiisii olan w,’da «a acis1 yapiyorsa, f, z, ’dabir “konform doniisiimdiir” denir.
Yani, belli bir z, noktasindan gegen iki diizgiin egri arasindaki aginin yoniini ve

“«

biiylikliiglinii koruyan bir doniisime “z, noktasinda konformdur” denir. Bir

fonksiyon B ’nin her noktasinda konform ise, bu fonksiyon “B bolgesinde

konformdur” adi1 verilir.

Kompleks diizlemde konform déniisiimlere 6rnek olarak, a,,a,,a,,a, kompleks
sabitleri i¢in, genisletilmis kompleks diizlemi ((COo =Cu {oo}) kendi iizerine konform

olarak resmeden

az+a
flo)=—""—2, aa,-a,a,#0
a,z+a,

Mobius doniisiimii verilebilir. Ayrica yine kompleks diizlemde f(z) =e° doniisiimii

de bir konform doniisiimdiir.

Asagidaki teoremde, analitiklik ile konform doniistimler arasindaki onemli iligki

verilmistir:

Teorem 2.17. z,’da analitik olan bir f fonksiyonu verilsin. f'(z,) # 0 oluyorsa, f,

Z, da bir konform doniisiimdiir [3].

Baz1 konform doniisiim ¢esitleri asagida verilmistir:

11



Tanmm 2.18. (i) 7(z)=z+b, be C ve b=sabit bigimindeki dogrusal doniisiimlere

“oteleme (translation) doniistimii” denir.

Oteleme déniisiimleri z—diizlemindeki sekilleri & vektorii yoniinde |b| kadar

kaydirirlar. Resim orijinaline benzer.

(ii) 7(z) = ¢z bicimindeki doniisiimlere “donme (rotation)” denir.

Donme doniisiimii z —diizlemindeki sekilleri @ agis1 kadar dondiiriir. Eger 8 >0 ise

donme pozitif yonde, € <0 ise donme negatif yonde olur. Resim orijinal sekle benzer.

(iii) T(z)=az, a €R bicimindeki doniisiimlere “uzama-kisalma doniisiimleri”

denir. Dikkat edilirse || >1 ise uzama,

a| <1 ise kisalma olur.
(iv) T(z) =— doniistimiine “fersinme (inversion)” denir.
Z

Tersinme doniisiimii, bir z noktasinin orijine olan uzakligini bu uzakligin tersine ve
Z ’nin argiimanini da bu argiimanin ters isaretlisine gotiiriir. Ciinkii,
1
|T(z)| = ﬂ ve argT(z) =—argz
Z

dir.

Ornek 2.19. z—diizleminde x=0,x=2,y=0,y=1 dogrular tarafindan sinirlanan

R boélgesini alalim.

w= \/Ee’%z doniistimii altinda R ’nin w— diizlemindeki R’ resim bolgesi bulunursa,

R dikdortgeni pozitif yonde % acis1 kadar doner. (Sekil 2.1)

12



7 plane w plane

Sekil 2.1 w= \/Ee’%z doniisiimii altinda R ’nin  w —diizlemindeki resim bolgesi

w= \/Ee%er(l—Zi) doniisimii altinda R ’nin w—diizlemindeki R’ resim bolgesi
bulunursa, x=0,x=2,y=0,y=1dogrulart u+v=—1, u+v=3, u—-v=3, u—v=1

dogrularina doniisiir. (Sekil 2.2)

Sekil 2.2 w= «/Ee,%z + (1—2i) doniisiimii altinda R ’nin w —diizlemindeki resim bolgesi
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3. UNIVALENT FONKSiYONLAR

Bu boliimde, iinivalent fonksiyon kavrami verilmistir. Ayrica iinivalent fonksiyonlarin

bazi 6nemli siniflar1 tanitilmis ve bu siiflarla ilgili temel kavramlardan s6z edilmistir.

3.1 Univalent Fonksiyonlar

Bu bashik altinda kompleks analizin 6nemli bir caligma alani olan iinivalent

fonksiyonlar teorisi ile ilgili temel bilgiler verilecektir.

Tanim 3.1.1. B, C’de bir bolge olmak iizere, z, # z, olacak sekildeki tim z,,z, € B
noktalarinda f(z)# f(z,) ise, f:B—C fonksiyonu B'de “iinivalent (veya

schlicht)” fonksiyondur.

Tamm 3.1.2. B, C’de bir bolge, z,€B olmak iizere, f, z,’in en az bir
komsulugunda {iinivalent oluyorsa f fonksiyonu bu noktada “yerel iinivalent”

fonksiyondur.

f fonksiyonu, B bolgesinde analitik olsun. f'(z,) # 0 olmasiigin, f 'nin z,’dayerel

tinivalent olmasi gerekli ve yeterlidir.

Bir bolgede iinivalent olan bir fonksiyon bu bolgenin tiim noktalarinda yerel

tinivalenttir.  Ancak bunun tersi her =zaman dogru degildir. Mesela;
B= {z eC:0< |z| <2,0<argz< 27[} kiimesinde tanimli f(z)=z" fonksiyonu B
bolgesindeki tiim noktalarda yerel {inivalenttir ancak bu fonksiyon B ’de iinivalent
degildir. f fonksiyonu B’de analitik oldugundan bolgedeki her z, noktasi icin
f'(z,) #0 dir. Boylece fonksiyonun bu bolgedeki tiim noktalarda yerel tinivalent

1 1 1 1 ..
oldugu agiktir. Ancak z; =—=+—=i, z, = ——=——=1 € B noktalar i¢in,

2 2 2 2
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olup, iki farkli noktanin goriintiisii ayn1 oldugundan, f, B’de linivalent degildir.

Bir f:B — C fonksiyonu, B iizerinde hem analitik hem de {inivalent ise, B iizerinde

konformdur. Diger bir deyisle, f, B tizerinde konformal bir doniistimdiir.

B bolgesinin seciminin fonksiyonun {inivalentligi i¢in ¢ok Onemli oldugunu

hatirlatmak 6nemlidir. Ornegin,
B={zeC:0<z<1Im{z}>0,Re{z}>0|

={ZG(C:O<z<1,O<arg(z)<%}

bolgesinde  tammli  f(z)=z>  fonksiyonu  B’yi  konformal  olarak
B, ={z€C:0<|z|<1Im{z} >0} bolgesi iizerine déniistiiriir. Yani f:B— B,
fonksiyonu B {iizerinde analitik ve iinivalenttir. Bununla birlikte birim diskte tanimli
h(z)=z" fonksiyonu igin, h(%} = h(—%) :% oldugundan, # fonksiyonu B’yi
konformal olarak birim disk tizerine doniistiirmez. Ayrica A'(0) =0 olur ki bu da 0’
n hi¢bir komsulugunda 4 ’nin ilinivalent olmadigi anlamina gelir.

6

p(2) = % + z, D ’de tinivalent bir fonksiyondur. (Sekil 3.1)

6

Sekil 3.1 ¢(z) = 17+ z *nin grafigi
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6
o(z)= 2%+ z ise D ’de tinivalent olmayan bir fonksiyon ornegidir. (Sekil 3.2)

6

2
Sekil 3.2 ¢(z) = % + z 'nin grafigi

Bir kompleks fonksiyon, bir bolgeyi bagka bir bolge lizerine resmeder. Bu resmetme
isleminde, uygulamalarda kolaylik saglamasi ac¢isindan herhangi bir kompleks
fonksiyon yerine, analitik fonksiyonlar g6z oniine alinirsa, resmetme islemi konform
olarak yapilir. Konform doéniisiimlerin bir¢ok alanda 6nemli uygulamalar1 vardir. Bu
uygulamalarin temeli; eldeki problemi verilen bolgeden daha basit bir bolgede
kolaylikla ¢ozerek, bulunan sonucu ters doniisiimle ilk bolgeye tasimaya dayanir.
Bunu yapmak i¢in problemdeki bolgeyi istenilen basit bolgeye resmeden analitik ve
bire-bir bir fonksiyon bulunmalidir. Bu analitik fonksiyonun var oldugu Riemann
doniisiim teoremi ile ispatlanmistir. Analitik fonksiyonlar kuraminda 6nemli bir role

sahip olan bu teorem 1851 yilinda Riemann tarafindan verilmistir.

Teorem 3.1.3. (Riemann Déniisiim Teoremi) B en az iki sinir noktasi bulunan basit
baglantil1 bir bolge olsun. B bolgesini D = {z eC: |z| < 1} birim diski lizerine bire-bir
olarak resmeden bir f analitik fonksiyonu vardir. Buna ek olarak, B bolgesini D
birim diski {izerine resmeden ve z, € B noktas1i¢in f(z,) =0, f'(z,) >0 kosullarin

saglayan bir tek konform doniisiim vardir [3].

Bu teoreme gore, kompleks diizlemdeki keyfi bolgelerde tanimli analitik fonksiyonlar

yerine D birim diskinde tanimli analitik fonksiyonlarla iglem yapilabilir.
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h fonksiyonu D birim diskinde analitik ise,
h(2)=dy+dz+d,2* +..=) d, 2" (3.1
n=0

seklinde bir Taylor seri gosterimine sahip ve D ’de yakinsak oldugu bilinmektedir. Bu

acilimdaki d, katsayilar1 ve h’nin geometrik Ozellikleri hakkinda iki soru akla
gelmektedir. Biri d, katsayilarinin 4 ’nin geometrik dzelliklerini ne sekilde etkiledigi,
digeri ise & ’nin Ozellikleri ile d, katsayilarmin baglantili olup olmadigidir. Burada

konumuz iinivalent fonksiyonlar oldugundan, 6zel olarak bu sorular1 asagidaki gibi
sorabiliriz:

1. h fonksiyonunun iinivalentligi Taylor seri gosterimindeki d, katsayilarimi

nasil etkiler?

2. Taylor seri gosterimindeki d, katsayilar1 verildiginde, & fonksiyonun

tinivalentligi hakkinda fikir yiiriitebilir miyiz?

Eger h fonksiyonu D ’de iinivalent ise, h(z)+c¢ fonksiyonu da D de iinivalenttir
clinkii bir sabitin eklenmesi sadece goriintii bolgesini kaydirir. Normalizasyonun ilk

admmu olarak Taylor seri agilimindaki d, sabit terimi c¢ikarilmis olan h(z)-d,
seklindeki fonksiyonu inceleyelim. Eger /'(z,) =0 ise &, z,’1n higbir komsulugunda
inivalent olamaz. £ ’nin D ’de iinivalent olabilmesi i¢in /4'(0) =0 sart1 saglanmalidir.
O halde d,#0 dir. Boylece h(z)—d, fonksiyonunu 1/d, ile carparak

f(2)=(h(z)—d,)!d, seklindeki fonksiyonu elde edebiliriz. & fonksiyonunun birim
diskte iinivalent olmasi durumunda f(z) =(/(z)—d,)/d, fonksiyonu da birim diskte

tinivalent olacaktir ¢iinkii bir fonksiyonu 1/d, ile ¢carpmak resim bolgesini sadece

dondiiriip uzatir (veya kisaltir). Tersine, benzer sekilde f, D ’de iinivalent ise & de

tinivalent olacaktir. Elde edilen bu son fonksiyonda, % =a, dersek,
1

o0

f(z):z+a2z2+a3z3+...:z+2anz” (3.2)
n=2
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seklindeki normalize edilmis forma ulasiriz. (3.2) ile gosterilen fonksiyon “normalize

edilmistir”. Normalize edilmis fonksiyonlarin olusturdugu sinif A ile gosterilir.

(3.2) formunda verilen bir f fonksiyonunun iinivalent olmasi durumunda bu

fonksiyona “normalize edilmig tinivalent fonksiyon” denir. D ’de iinivalent ve analitik

olan normalize edilmis fonksiyonlarin sinifin1 gostermek icin S sembolii kullanilir.

(3.1) ile verilen A fonksiyonu D ’de iinivalent ise bu durumda

df’l

keyfi olarak biiyiik
olabilir (h(z)'yi uygun bir M ile carparak goriilebilir). Ancak, normalize edilmis
inivalent fonksiyonlarm S simifini ele alirsak, her n>2 igin Oyle bir A, sinir

oldugunu varsayabiliriz ki S 'deki her f(z) i¢in

a,|<A olur. A smir ile ilgili bir

tahminde bulunabilmek igin "biiyiik" katsayilara sahip tnivalent bir fonksiyon

olusturmaya devam ediyoruz. Bu amacgla,
1+z ) 1
fl(z)::’ L@ =f(2), f(2) ZZ(fZ(Z)—l)

fonksiyonlar dizisini dikkate alalim. Ilk olarak f,(z) fonksiyonu D'yi Re f, >0 yar
diizlemine tasir. Bunun ardindan f,(z) = flz(z) doniisiimii bu bolgeyi, reel eksenin

negatif kismu ¢ikarilmis olan kompleks diizlemin tamami iizerine resmeder. Daha
sonraki adimda yapilan f (Z)=i(f2(z)—1) doniisiimii ise sadece normalize

islemidir. Kisacast f(z)’yi hesaplamak icin,

f‘Z*:i{(liéj _1}:(1+z)—%1—z) 2z

1-2 41-2° (1-2)

yazabiliriz. Cok 6nemli olan bu fonksiyon 6zel bir isme sahiptir: “Koebe fonksiyonu”.

Koebe fonksiyonu “k(z)” ile gosterilir. k(z) 'nin inga edilisindeki yukarida agiklanan

doniisiimler Sekil 3.3’te verilmistir.

Koebe fonksiyonu ile ilgili asagidaki teorem oldukca dnemlidir:
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Teorem 3.1.4. k(2)= ﬁ =7+2722 437 +.+n" +...= an" seklinde tanimli
—Z n=1

Koebe fonksiyonu S sinifindadir. Bu fonksiyon D’yi w=—0c0 dan w = —i "e kadar

negatif reel eksen boyunca yarik olan kompleks diizlem ile birebir esler [1].
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Sekil 3.3 Koebe fonksiyonunun elde edilisi
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Koebe fonksiyonu S sinifina ait en dnemli fonksiyondur. S simnifina ait olan diger

bazi temel fonksiyon orneklerine agsagida yer verilmistir:

(i) w =z birim doniisiimii, D birim diskini kendisi iizerine resmeder.

(i) w:lizz+z2+z3+... fonksiyonu, D birim diskini konformal olarak
—Z

Re{w}>-1/2 yar-diizlemine resmeden dogrusal bir kesirli doniisiimdiir,
Normalizasyon kosullarini sagladigi i¢in S'ye aittir. Bu fonksiyon S'nin konveks
goriintiiye sahip fonksiyonlardan olusan alt sinifi i¢in bir¢ok problemde ekstremal bir

rol oynamaktadir.

Z . w a4 1
(iii) w= - =7+7 +7 +... fonksiyonu, D birim diskini 5 <x<ow ve
e

—0 < x < —% yar1 dogrulari ¢ikarilmis kompleks diizleme resmeder.

(iv) w= %bgt—i doniisiimii, D birim diskini {-7/4<Imw<7z/4} seridine
resmeder.
V) w=z- % = %[1 —(1- 1)2] déniisiimii, D birim diskini bir kardioidin i¢i iizerine
resmeder.

(vi) Koebe fonksiyonunun rotasyonu, yani k,(z) = ~.2€D, her 0eR igin

_
(1-€"z)
S smifinda olan bir fonksiyondur. Bu fonksiyon altinda D birim diskinin goriintiisii,
o ’dan —e ™ /4 e radyal bir yarik disinda tiim kompleks diizlemdir.

Z
2

(vii) Koebe fonksiyonunun karekdk doniisiimii olan f(z) = fonksiyonu, D

birim diskini biri i/2 noktasindan oo’a, o6teki —i/2 noktasindan —oo’a uzayan

yariklarin tiimleyeni iizerine resmeden bir fonksiyondur.

(viii) f(2)= %HT—ZJ —1}, zeD, ae(0,2] fonksiyonu genellestirilmis Koebe
al|\l-z

fonksiyonu olarak adlandirilir. Genellestirilmis Koebe fonksiyonu S smifindadir.
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(%) f(2) =
(1-2)*

diskini logaritmik bir « —spiral yayin tlimleyeni iizerine resmeder.

,ae(-n/2,712) fonksiyonu S smifina aittir ve D birim

Diger taraftan f(z) =ﬁ, ze D i¢in, f'(~1/2)=0 oldugundan bu fonksiyon
J— Z =

birim diskin tamaminda tinivalent degildir. Ancak D, , = {z : |z| <1/ 2} diski iizerinde

tinivalenttir ve bu disk, f ’nin iizerinde {inivalent oldugu orijin merkezli en biiyilik

disktir.

S smifindaki iki fonksiyonun toplami S sinifinda degildir. Dolayisiyla, S bir vektor
uzay1 degildir. Ornegin, f(z) :1L ve f,(z2) :IL_ fonksiyonlar1 i¢in f, f, €S
— 4 +iz

oldugu kolaylikla goriilebilir.

l ' ’ . 1—(1—i)Z
z(f' (2%, (Z))_ (1-2)’(+iz)
olup,
1 1+
{=—=—
1-i 2

noktast i¢in
L( '
S(H@+ £ @)=0
olur. Dolayistyla
1
_(fl +f. 2) N
2
olarak elde edilir.
f(D)=z+ Zanz” fonksiyonunun S ’de olmasit durumunda bu fonksiyondan elde
n=2

edilen ve asagida verilen fonksiyonlar yine S sinifina aittir [3]:

(i) e “f(e“z) =27+ Zanei(""l)“z” , aelR (Donme)
n=2
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(i) f(D)=z+) a,7" (Eslenik alma)
n=2

(iii) lf(pz) =z +ianp"’lz", 0<p<l (Genisleme)
p n=2
: 1k a, +1 1 +1 + ..
iv) [ f(2)] = Saua +W(2ka3 ~(k=Da2) "+, k€L (Kok)
(v) f(z)=wiken g(2)= A =z+(a, +1/w)z* +... (Ihmal edilmis deger)
w—f(2)
f{ e ]—m)
1+ 2,z

(vi) g(2)= , (ze D) (Disk otomorfizmi / Koebe doniigiimii)

(1—|z0|2) £1(z,)

S sinifindaki fonksiyonlarin katsayilar1 i¢in sinir belirlemeye calismak uzun yillar
boyunca matematik¢ilerin ugrastigt problemlerdendir. Bieberbach 1916 yilinda

yaptig1 ¢alismasinda a, katsayisi i¢in kesin sinira ulagsmstir.

Teorem 3.1.5. Her f € S fonksiyonunun ikinci katsayis1 i¢in |a2| <2 kesin esitsizligi

vardir. f ’nin,

_ -ia ia — Z
f@)=e k") = s

seklinde taniml1 Koebe fonksiyonuna ait bir donme olmasi, esitlik hali i¢in gerekli ve

yeterlidir [4].

Teoremin sartlar1 altinda, esitligi saglayan bir fonksiyonun varligindan hareketle, iist
sinir1 azaltmanin ya da alt sinir1 arttirmanin imkansiz oldugu esitsizliklere “kesin
esitsizlik” ad1 verilir. Esitligi saglayan ve “ekstremal fonksiyon” olarak adlandirilan

fonksiyon belirlenerek bir esitsizligin kesin oldugu gosterilir. Bieberbach

teoremindeki

a2| <27 esitsizligi, S siifindaki Koebe fonksiyonunun a, katsayisi 2

oldugu i¢in kesindir. Bieberbach teoremi i¢in ekstremal fonksiyon Koebe

fonksiyonudur.
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Koebe tarafindan elde edilen Ortme teoremi, Bieberbach Teoreminin en Onemli

sonucudur. S simifindaki her f fonksiyonuicin f(0)=0 oldugundan, merkezi orijin
olan en az bir disk f ’nin resim bolgesi tarafindan kapsanir. 1907 yilinda Koebe, ¢
mutlak sabiti i¢in, ortak bir |w| < ¢ diskinin, tim f €S fonksiyonlarmin resimleri

tarafindan kapsandigini ispatlamistir [5]. Koebe fonksiyonu, ¢ <1/4 olmasini
gerektirir. ¢ sabitinin 1/4 aliabilecegini sdyleyen Koebe Kestirimi, Bieberbach

tarafindan daha sonra ispatlanmistir.

Teorem 3.1.6. (Koebe 1/4 Teoremi) Kompleks diizlemdeki {we(C:|w|<1/4}

diski, her feS fonksiyonunun goriintii kiimesi tarafindan kapsanir. Koebe

fonksiyonunun dénmeleri i¢in bu sonug¢ kesindir [3].

Her f €S fonksiyonunun goriintii kiimesinde kapsanan orijin merkezli en biiyiik
diskin, {w eC: |w| <1/ 4} diski oldugunu sdylemesi bakimindan bu teorem oldukca

onemlidir.

Bu teoremdeki iinivalentlik kosulu kaldirilamaz. Omegin,

1
&:(2) Zz(ekz -1, k=12,...

fonksiyonlar1 analitiktir ayrica g,(0)=0 ve gk'(O)zl dir. Bu durumda g,

fonksiyonlarinin, orijinde yerel {inivalent oldugu sdylenir. Fakat bu fonksiyonlar icin

—1/k degeri ¢ikarilir ki bu deger O noktasina keyfi derecede yakin segilebilir.
Teorem 3.1.6’nin ispatlanmis olmasi, S sinifindaki fonksiyonlarla ilgili baska
teoremlerin ispatlanmasina olanak saglamistir. Biikiilme Teoremi ve Biiylime Teoremi

en 6nemli teoremler arasinda yer alir.

Teorem 3.1.7. (Biikiilme Teoremi) Eger g(z), S smifindaysa, D ’deki her z = pe”

noktasi i¢in,
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I-p <
1+ p)’

1+

, P
Ig&ﬂsa <

olur. Bu esitsizlik kesindir. Ekstremal fonksiyon olarak Koebe fonksiyonunu almak

yeterlidir [1].

Teorem 3.1.8. (Biiyiime Teoremi) Eger g(z), S ’deise, D birim diskindeki herhangi
bir z icin,

o)
1+ p)*

P

pr P

<|g(2)| <

esitsizligi saglanir [1].

Asagidaki teoremde verilen esitsizlik kullanim agisindan ¢ogu zaman daha pratiktir.

Bu esitsizlik biikiilme ve biiylime teoremlerinden elde edilmistir.

Teorem 3.1.9. Eger g(z), S smifindaysa, D ’deki herhangi bir z icin,

1-p _|z28'@)|_1+p
l+p | g@ | 1-p

<

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafi da kesindir. Esitlik hali k(z) = W
—Z

seklindeki Koebe fonksiyonu i¢in gergeklesir [1].

Teorem 3.1.10. (Branges Teoremi veya Bieberbach Tahmini) S sinifina ait olan
her f fonksiyonu |an| <n (n=2,3,...) esitsizligini saglar. Ekstremal fonksiyon olarak

Koebe fonksiyonunu veya bir donmesini almak yeterlidir [4], [6].

Bu tahmin 1916 yilinda Bieberbach tarafindan yapilmigtir. 1985 yilina kadar

a,,a,,a,,ds,q, Katsayilari i¢in yapilabilen ispat, tim a, ler i¢in 1985’te Louis De
Branges tarafindan yapilmistir. |an| =n esitligi,

Z

f(Z)=m
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fonksiyonu icin saglanir. 70 yil kadar pek ¢cok matematik¢iyi ugrastiran bu problemin
coziilmesi, bu alana bambagka bir boyut kazandirmis ve ilizerinde calisilacak yeni
problemler ortaya ¢ikarmistir.

Teorem 3.1.11. f(z)=z+a,z’ +a,z’ +... olsun. Eger

S

n=2

<1

al’l

ise, f(z), D birim diski iizerinde bire-birdir.

Teorem 3.1.12. (Alan Teoremi) f(z)=z+ 4, a—g +... fonksiyonu,
Z z

z| =1 cemberi
disinda, oo harig analitik ve bire-bir ise

S

n=1

P <1

aﬂ

dir.

Asagida verilen pozitif reel kisma sahip fonksiyonlar sinifi, kendisi S smifinda
olmamakla beraber, iinivalent fonksiyonlar ile ilgili yapilan ¢alismalarda ortaya ¢ikan

bazi problemlerin ¢oziimiine biiyiik katki saglar.

Tanmm 3.1.13. 7 € D olsun.

f@ =142+, +..+q,2" +..=1+) ¢,7"

n=1

formunda, D’de analitik ve her zeD noktasinda Re{f(z)}>0 kosulunu

gercekleyen f fonksiyonlarinin sinifina “Carathéodory sinifi” veya “pozitif reel

kisma sahip fonksiyonlar sinifi” adi verilir. Bu sinifi géstermek i¢in P sembolii

kullanilir.

Yukarida da belirttigimiz gibi P sinifindaki fonksiyonlarmm S simifinda olmasi
gerekmez. Ornek olarak, f(z)=1+z" fonksiyonu gdz niine alinabilir. Bu fonksiyon

n tamsay1 olmak iizere, her n>0 i¢in P smifina ait olmakla birlikte, n>2 i¢in

inivalent olmadigindan S sinifinda degildir.
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LO(Z)=1+—Z=1+2z+2z2+...:1+222”

Z n=1

ile tanimlanan Mobius fonksiyonu P smifindadir. Bu fonksiyon analitik ve

tinivalenttir. Ayrica D’yi Rew >0 yar1 diizlemi iizerine resmeder.

1907 yilinda Carathéodory tarafindan ispatlanan asagidaki teorem P smifina ait

fonksiyonlarin katsayilar1 hakkinda bilgi verir.

Teorem 3.1.14. (Carathéodory Teoremi) Eger p(z)=1+z p,2" fonksiyonu

n=1

Caratheodory sinifindaysa, n>1 tamsayist igin,

pn|£ 2 kesin esitsizligi saglanir.

27iln

20 (k=12,..,n) ve p=e iken,

k=1 m=1

n 1 k 0 n
G(Z)=Zﬂk 1+pk§ :1+mez’” ve Z,uk =1
k=1

ise, G(z) fonksiyonu Caratheodory sinifindadir ve p, =2 dir [7].

Alexander tarafindan ispatlanan asagidaki teorem, P smifina ait fonksiyonlar ile

tinivalent fonksiyonlar arasindaki iligskiyi gostermesi bakimindan énemlidir.

Teorem 3.1.15. Eger f'(z) € P ise bu fonksiyon D birim diskinde tinivalenttir [1].

Noshiro [8] ve Warschawski [9] tarafindan birbirlerinden bagimsiz olarak verilen

asagidaki teorem, bu teoremin bir genellestirmesidir.

Teorem 3.1.16. (Noshiro-Warschawski Teoremi) B konveks bir bolge olsun.

Vze B ve da eR igin,
Re(e f'(2))>0

esitsizligini saglayan f fonksiyonu bu bolgede iinivalenttir.

Ornegin, f(z)=-z—2log(1-z) fonksiyonu icin,
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F=F2 o (erp

1-z

dir. D bolgesi konveks oldugundan f fonksiyonu D birim diskinde tinivalent olur.

Sekil 3.4 f(z) =—z—2log(l1-z) altinda D birim diskinin goriintiisii

S smifinda olmayip geometrik fonksiyonlar teorisi i¢in 6nemli olan fonksiyonlardan

biri de asagida tanimlanan Schwarz fonksiyonudur.

Tamm 3.1.17. D birim diskinde, w(0) =0 ve |w(z)| <1 olan analitik fonksiyonlardan

olusan siifa “Schwarz fonksiyonlarinin sinifi” adi verilir. Bu sinifi gostermek i¢in Q

sembolii kullanilir [10].

1+w(2)
1-w(z)’

p(2)eP < p(z)= w(z) e Q.

Yukarida ifade edilen bagint1 P sinifina ait p(z) fonksiyonlariile Q sinifina ait w(z)

fonksiyonlar1 arasinda iligki kurmasi1 bakimindan olduk¢a 6nemlidir.

Yardimer Onerme 3.1.18. f(z),

z|< R igin analitik olsun ve f(0)=0 kosulunu

saglasin. Eger |z| < R i¢inde, f(z)| <M ise,
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I (0)| = ve |f(2)< | |

esitsizlikleri gerceklenir. f fonksiyonu, f(z)= %eiaz, a € R olarak alinirsa esitlik
hali gecerlidir [11].

Schwarz Yardimec1 Onermesi adi verilen bu yardimci 6nermede, R=1 ve f(z)

Schwarz fonksiyonu olarak alinirsa,
£ <1 ve |£(2)| <]z

olup, esitlik hali f(z)=e"“z, a R fonksiyonu igin saglanir.

Tanim 3.1.19. D birim diskinde analitik olan f ve g fonksiyonlari verildiginde, eger
f =go@ kosulunu saglayan bir ¢ €Q fonksiyonu bulunabiliyorsa, “f, g ’ye

subordinedir” denir ve f < g sembolii ile gosterilir [10].

Boylece eger f < g oluyorsa,

f(0)=g(0) ve f(D)c g(D)

dir. Yardimec1 Onerme 3.1.18’den su sonug ¢ikar:

Her r€(0,1) igin,

ve f(D,)c g(D,)
dir. Bundan bagka eger f < g ise,

max|f(z)| < max re(0,1)

yazilabilir.

g fonksiyonunun D birim diskinde {inivalent olmasi1 durumunda, agik¢a goriiliiyor ki

f(0)=g(0) ve f(D)c g(D) sartlarinin saglanmasi, f < g olmasi igin gerekli ve
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yeterlidir. Bu kosullar altinda her re(0,1) i¢in f(D,)< g(D,) oldugu gergegi

“subordinasyon ilkesi” olarak bilinir.

Sekil 3.5 f < g

.. ) 1 .
Ornegin, f(z)=1+z ve g(z)= 1+—Z fonksiyonlar1 goz Oniine alinirsa, bu
F 2

fonksiyonlar D birim diskinde analitiktir. f < g oldugunu gostermek i¢in, ¢(0) =0
ve |p(z)| <1 kosullarimi saglayan ve her z € D noktasinda f(z) = (g °¢)(z) kosulunu

saglayan bir ¢ fonksiyonu bulunmalidir.

1+ ¢(2) _Z
T S A

f(D=g(p()=>1+z=

olup, gz)(z)zi2 fonksiyonu i¢in ¢(0)=0 ve |g0(z)|£1 kosullarinin saglandigi
7+

aciktir. Boylece f < g dir. Bunun yani sira, g iinivalent oldugundan, f(0)= g(0) ve

£(D) < g(D) dir.

g . . 1
D’de p(0)=1 olacak sekildeki p analitik fonksiyonunun D ’de p(z)<1+—Z
-z

kosulunu saglamas1 P sinifinda olmasi i¢in gerekli ve yeterlidir.

Benzer sekilde, D’de ¢(0)=0 olacak sekildeki ¢ analitik fonksiyonunun D'de

¢(z) < z kosulunu saglamas1 Q sinifina ait olmasi icin gerekli ve yeterlidir.
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3.2 S Smifinin Bazi1 Alt Siniflar:

Basta konveks ve yildizil fonksiyon siniflar1 olmak {izere S smifinin 6nemli

altsiniflar1 bu bolumde tanitilacaktir.

Yildiz1l ve konveks fonksiyon siniflarinin her ikisi de geometrik diisiincelerle
tanimlanmistir. Ancak bu smiflarin sahip oldugu analitik karakterizasyonlar
uygulamalarda kolaylik sagladigi i¢in ¢ok faydalidir. Bu altsiniflarda, Taylor serisi
katsayilar1 i¢cin simirlar S smifina gore c¢ok daha kolayca elde edilir. Yildizil
fonksiyonlar, S sinifi ile benzer 6zellik gosterir ve S sinifi i¢in saglanan teoremleri
saglar. Ancak konveks fonksiyonlar ve bazi baska alt siniflar i¢in daha giiglii sonuglar

gecerlidir.

Eger iinivalent bir fonksiyonun D birim diskini baz1 iyi 6zelliklere sahip bir bolgeye
esledigini biliyorsak, daha derinlemesine bir ¢alisma i¢in gerekli araglara sahip oluruz.
Iyi 6zelliklere sahip olan bir bolgenin olaganiistii bir 6rnegi, konveks bir bolgedir. Bir

noktaya gore yildizil bir bolge ise bagka bir 6rnek olarak verilebilir.

Tamm 3.2.1. Bc C olmak iizere, sabit bir w, € B noktas i¢in, w,1 V we B
noktasiyla birlestiren dogru pargasinin tamami B de kapsaniyorsa, B kiimesine “w,'
a gore yildizil kiime” adi verilir. Ozel olarak, w, =0 alinirsa, B’ye “yildizil kiime”

denir.

Daha resimsel bir dille ifade etmek gerekirse, B kiimesinin w,’a gore yildizil kiime

olmast i¢in, B ’nin her noktasinin w,’dan goriilebilir olmas: gerekir. ($ekil 3.5)

Tamm 3.2.2. B, C de bir kiime olmak tizere, tim z,w € B noktalari i¢in, z ile w’y1

birlestiren dogru parcasinin tamami B ’de kapsaniyorsa, B’ye “konveks kiime” adi
verilir. Diger bir deyisle, B kiimesinin tiim noktalarina gore yildizil olmasi, konveks

olmasi i¢in gerekli ve yeterlidir. (Sekil 3.6)
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Sekil 3.6 Yildizil Kiime Sekil 3.7 Konveks Kiime

Kompleks diizlemdeki tiim yar1 diizlemler ve dairesel diskler birer konveks kiimedir.

Iki konveks kiimenin arakesiti de bir konveks kiimedir.

Tammm 3.2.3 D’yi konveks bir bolgeye resmeden bir f fonksiyonuna “konveks

fonksiyon” ad1 verilir.

Tanim 3.2.4 D’yi w,’ a gore yildizil bir bolgeye resmeden bir f fonksiyonuna “w,
noktasina gore yidizil fonksiyon” denir. Herhangi bir w, noktas1 yerine, w, =0

noktasi segilirse bu durumda f fonksiyonu “yildizil fonksiyon” olarak adlandirilir.

Baz1 konveks ve yildizil fonksiyon 6rneklerine asagida yer verilmistir:

G f(»)= % konveks bir fonksiyondur. Bu fonksiyon D birim diskini
-z

Re{w} >—1/2 bélgesi iizerine konformal olarak resmeder.
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I',, 5 5 \\\ _. 651
SSSGRAL) NN
NN\ /8N

Sekil 3.8 f(z) =1L altinda D birim diskinin goriintiisii
—Z

(ii) g(z)= %lo g G-F—ZJ ille  verilen  fonksiyon  konvekstir. D’yi
—Z

{-7/4<Imw< 7 /4} seridine resmeder.

1 1
Sekil 3.9 g(2) = Elog (IJF—ZJ fonksiyonu altinda D birim diskinin goriintiisii
-z
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(i) f(2) =1+—Z konveks bir fonksiyondur ve D diskini C’nin sag yar1 diizlemi
-z

uizerine resmeder.

e Iﬁ = N 'm’m.
i{{{i‘ﬂf& AT ;l-.‘-.;.;.;‘;.«vm

-1.5-

Sekil 3.10 f(z)= 1+—Z altinda D birim diskinin goriintiisti
-z

4

o fonksiyonu yildizildir. D’yi (—o0,—1/2] ve [1/2,0) yar1 dogrulari
-z

(iv) f(2)=

atilmis tiim C’ye resmeder.

<
2

Sekil 3.11 f(z)= 1 fonksiyonu altinda birim diskin resmi
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<
(1-2)°

'

(V) k(z)=

fonksiyonu yildizildir. Bu fonksiyon D’yi w= - dan w= —%

e kadar negatif reel eksen boyunca yarik olan kompleks diizlem ile birebir esler. Koebe

fonksiyonu olarak bilinen bu fonksiyon konveks degildir.

Sekil 3.12 Koebe fonksiyonu altinda birim diskin goriintiisii

Konveks ve yildizil fonksiyonlarla ilgili ¢alismamiza, bir I', egrisinin, bu egri
izerinde analitik olan bir f fonksiyonu altindaki goriintiisiinii ele alarak bagliyoruz.
Nihayetinde I'", ’nin bir ¢ember, bir dogru pargasi ya da baska bir temel yay olacag:
agiktir. Bu nedenle, I', 'nin diizgiin bir egri oldugunu, x(t) ve y(t) reel fonksiyonlar
i¢in,

() =x()+iy(t), a<t<b

biciminde parametre edilebildigini ve ¢ € [a,b] icin,
@) =xX®)+iy'(t) #0

oldugunu varsayiyoruz. I', yayr yoOnlendirilmis bir yaydir ve yonii, ¢ arttikga

belirlenen yondiir.

f fonksiyonu I', yayi iizerinde analitik bir fonksiyon olmak iizere, I' , I', yayinin,

w?

f (z) fonksiyonu altindaki goriintiisii olsun. w,’m I'  iizerinde olmadigin1 varsayalim

(Sekil 3.12).
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Sekil 3.13 I'_ yaynin f fonksiyonu altindaki goriintiisii olan T" yay1

Eger t e [a,b] iken,
d
—arg(w—w,) =0
7 g(w—w;,)
ise, I, yaymna w, ’a gore yildizil ad1 verilir. Verilen son ifadeyi tekrar diizenlersek,

d d d
Earg(w—wo) :EImln(w—wo) = Im(Eln(W—wo)j

4 Im[iln(w—wo)ﬂ} - Im[&ﬂ}
dz dt f(2)—w, dt

yazabiliriz. (Buradaki arg(w—w,) c¢ok degerli bir fonksiyondur, ancak verilen

kosullar altinda tiirevlenebilir oldugu tek degerli bir dal segebiliriz.)

Yardimci Onerme 3.2.5. [', :z=2z(t) egrisinin f altindaki goriintiisiiniin w,’a gore

yildizil olmast igin, 7 € [a,b] iken,

'
Im| ————— >0 3.3
m(f(z)—wo ‘ (t)j )

olmasi gerekli ve yeterlidir [1].

Eger I' ’nin tegetinin argiimani ¢’nin azalmayan bir fonksiyonu ise, I' yay1
konvekstir (Sekil 3.12). I'_’nin tegetinin yonii argz'(f) olur ve doniisiim, bu teget

vektoriinii bir arg f'(z) acist kadar dondiiriir. Dolayisiyla,
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dr d ' 4
=~ o= (arg (O f(2)) 20, 1€[ap]

olmasi, I", yaymnin konveks olmasi i¢in gerekli ve yeterlidir. Buradan,

j (arg(z o f' (z))) =—Im(lnz ®)+Inf (Z))
o[ 20 0o
(Z'(t) +dz( F@) g
:Im[z"(n JA©) '(’)j
7 f'(2)

yazilir.

Yardimcir Onerme 3.2.6. I', :z=2z(t) egrisi boyunca f'(z)#0 olsun. I'_’nin f

fonksiyonu altindaki goriintiisiiniin konveks bir yay olmasi i¢in,

(z"(:) '@

0, b 3.4
20 1@ (t)j rela.b] G4

olmasi gerekli ve yeterlidir [1].

Simdi bu formiiller1 I', egrisini C, :|z| =R cemberi secerek Ozellestirelim. Bu
cemberi 7z =Re", 0<t<2x seklinde yazarsak, bu durumda
Z(t)=iRe" =iz
Z"(t)=-Re" =—

oldugundan (3.3) esitsizligi,

Im(iMJ - Re(Mj >0 (3.5)
f(@)-w, f(@)-w,
ve (3.4) esitsizligi de,
Im(' E ”(Z)j Re( ek "(Z)] (3.6)
(@) (@)
seklinde olacaktir.
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D ’de tinivalent ve analitik olan f fonksiyonu C, ¢emberini basit kapali konveks bir

egri lizerine resmediyorsa o zaman bu egri konveks bir bolgeyi sinirlar. Diger taraftan,

f fonksiyonu, D,’yi (R <1) konveks bir bolgeye esliyorsa, bolgenin sinir1 olan egri,

konveks ve basit kapal1 bir egri olacaktir. Yildizil egriler hakkinda da bu agiklamaya

benzeyen bir agiklama yapilabilir.

(3.5) ve (3.6) esitsizliklerini kullanarak asagidaki teoremi elde edebiliriz. (Burada

kolaylik olmasi agisindan w, =0 olarak almmustir).

Teorem 3.2.7. f, D_R : |z| < R diskinde analitik ve iinivalent bir fonksiyon ise, f ’nin
D_R "yi konveks bir bolge iizerine resmetmesi i¢in, C, :|z| = R cemberi lizerindeki z

noktalarinda,

Re(l + Mj >0 (3.7)
f'(2)

kosulunun gergeklenmesi gerekli ve yeterlidir [12].

f(0)=0 olsun. f’nin D,’yi w=0"a gore yildizil bir bolge lizerine doniistiirmesi

icin, C, :|z|=R cemberi lizerindeki z noktalarinda,

Re[mj >0 (3.8)
f(2)

kosulunun gerceklenmesi gerekli ve yeterlidir [13].

Teorem 3.2.7°de bahsedilen f fonksiyonunun iinivalent oldugunu varsaymaliyiz (ya
da bunu baska bir kosulla degistirmeliyiz) yoksa hataya diiseriz. f(z)=z> fonksiyonu

gdz oniine alinirsa, (3.7) ve (3.8) esitsizlikleri saglanir. Ancak D’nin f(z)=2"

fonksiyonu altindaki iki katl goriintiisii, Tanim 3.2.3 ve Tanim 3.2.4’e uygun olarak

gercekten konveks veya yildizil bir bolge degildir.
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f fonksiyonu S simnifinda olsun ve R <1 olarak alinsin. f, D,’yi konveks bolgeye

dontistiiriirse, her r < R i¢in D, diskini de konveks bir bolgeye doniistiiriir.

f fonksiyonu, D,’yi yildizil bolge iizerine doniistiiriirse, her » <R i¢in D, diskini

de yildizil bolge iizerine doniistiiriir.

Konveks fonksiyonlar ile yildizil fonksiyonlar arasinda, ilk kez J. W. Alexander’in

fark ettigi temel ve giizel bir iliski vardir. Herhangi bir # fonksiyonu i¢in,
H(z)=zh'(2)
olarak alalim. Buradan,

ZH'(2) , h(2)+zh"(2)
H(z) 7h'(2)

ve dolayisiyla H(z) # 0 igin,

H'(z) _ L4 zh"(2)

3.9
H(z) h'(2) G5

olarak yazilabilir. Eger A ’nin orijinde m. dereceden bir sifirt varsa, (3.9)’un her iki
tarafindaki fonksiyonlar z =0 noktasinda analitiktir. (3.9) ile verilen ifadeyi, konveks

ve yildizil fonksiyonlar i¢in daha once verilen (3.7) ve (3.8) esitsizlikleri ile

R{ zH'(z)} _ Re{l N zh”(z)}
H(2) ' (z)

sonucuna ulasiriz. Bu son esitsizlik bizi agsagida verilen Alexander Teoremine gotiiriir.

karsilastirirsak,

Teorem 3.2.8. (Alexander Teoremi) D,’de h'(z) #0 olsun. i(z) nin D, diskinde
konveks olabilmesi i¢cin H(z) = zh'(z) 'nin D, ’de yildizil olmasi gerekli ve yeterlidir

[14].

Alexander teoremine enteresan bir ornek olarak D’yi Rew > —1/2 bolgesine esleyen
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h(z)=i=z+2z"

I- < n=2
g0z Oniine alindiginda, 4, D ’de konveks oldugundan,

(I-2)-zCD _ z

H(z)=z7h'(2)= =
(2)=zh'(2)=z 12y 12y

D ’de yildizil olur. Elde edilen son esitligin sag tarafinin Koebe fonksiyonu oldugu

bilinmektedir.

D birim diskinde {iinivalent olan ve D’yi konveks bir bolgeye resmeden tiim

normallestirilmis fonksiyonlarin kiimesi C ile gosterilir.

D birim diskinde iinivalent olan ve D ’yi orijine gore yildizil bir bolgeye resmeden

tiim normallestirilmis fonksiyonlarm kiimesi S ile gosterilir.

Yildiz1l fonksiyonlar sinifinin analitik gosterimi asagidaki sekildedir:

S*={f:feA, Re{z?((;))}>0, ZED}

Konveks fonksiyonlar sinifinin analitik gosterimi ise,

C:{f:feA,Re(1+?'—((§))}>o, ZED}

seklindedir.

Bu yeni gosterimler kullanilarak Teorem 3.2.8 asagidaki sekilde de yazilabilir:

() f()eC=zf'(z)e S’
[F©)
(i) F(z)e§" = [—2dgeC.
0 S
Nevanlinna, S~ smifina ait fonksiyonlarin Taylor seri acilimindaki katsayilar icin

asagida verilen teoremi 1921 yilinda ispatlamistir.
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Teorem 3.2.9. f(z)=z+ Zanz” fonksiyonu S ’daise, VneZ" igin,

n=2
|an| <n

dir. Ayrica bu esitsizlik kesindir. f(z), Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu ise esitlik

gergeklesir [13].

1917 yilinda Loewner tarafindan verilen asagidaki teorem, C smnifina ait

fonksiyonlarin Taylor seri agilimindaki katsayilar ile ilgilidir:

Teorem 3.2.10. f(z)=z+ Zanz" fonksiyonu C ’de ise, her n pozitif tamsayist i¢in
n=2

a |<1

n

dir. Ayrica, bu esitsizlik her n i¢in kesindir. f(z) Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu

ise esitlik hali gergeklesir [15].

Belirli bir z, noktasinda f(z) analitik ve f'(z) #0 olsun. Eger r yeterince kiigiikse
her |z - z0| =r cemberi f(z) tarafindan neredeyse bir cember olan basit kapali bir egri

tizerine resmedilir. Burada f(z) iizerine baz1 kosullar koyulursa, goriintii egrisinin
"neredeyse bir ¢gember" oldugu sonucuna varilmasi kesin olur. Bu boliimde, f(z)

fonksiyonunun S sinifinda oldugunu varsaymak ve "neredeyse bir cember" ifadesini

kapali konveks bir egri olarak yorumlamak dogaldir.

Teorem 3.2.11. feS ise, her r<2-+/3 icin,

Z|: r cemberinin f fonksiyonu
altindaki goriintiisii basit kapal1 konveks bir egridir. R. = 2-3 sayis1 kesindir. S
smifinda, her r>R. icin |z|=r egrisini konveks bir egriye doniistiirmeyen bir

fonksiyon vardir [13].
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Tanim 3.2.12. R, = 2-3 sayisina “S smnifinin konvekslik yarigapi” denir.

S smifinin konvekslik yarigapini veren Teorem 3.2.11°¢ yildizillik yarigapi olan R..
ile ilgili bir teoremin eslik etmesi beklenir. Ancak, 6nemli bir zorluk s6z konusudur.

Koebe fonksiyonu, z| <2-3 icin konveks olan, ancak daha biiyiik hi¢bir diskte

konveks olmayan ekstremal fonksiyondur. Bununla birlikte, aynm1 fonksiyon D 'de
yildizildir ve bu nedenle yildizillik yarigapi igin ekstremal fonksiyon olamaz. Koebe
fonksiyonu i¢in kesin olan esitsizlikler Teorem 3.2.11'in kanitlanmasinda faydali
olabilir ancak yildizillik yarigapinin belirlenmesine yardimci olamaz. Daha derin
yontemlere ihtiya¢ vardir ve bunlar 1923 yilinda Loewner tarafindan saglanmstir.

Burada sadece 1934 yilinda Grunsky tarafindan ulasilan asagidaki sonug verilecektir:

Teorem 3.2.13. S smifinin yildizillik yarigapi

1+r =«
In—=—
1-r 2
denkleminin kokii olan,
w2 T
R.= = tanh— =~ 0.65579
S elT/Z 1 4

sayisidir [16].

Asagidaki kavramlar M. S. Robertson tarafindan 1936 yilinda tanitilmistir.

Tanim 3.2.14. f(z)=z+ ) a,z" fonksiyonu Vze D igin,

k=2

Re(mj >a
f(2)

kosulunu gercekliyorsa, f’ye “a—mertebeli yildizil fonksiyon” adi verilir. o —

mertebeli y1ldizil fonksiyonlar smifini géstermek igin S™ (o) sembolii kullanilir [17].

Tanmm 3.2.15. f(z)=z +Zakzk fonksiyonu D 'deki tiim z ’ler icin,

k=2
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Re(l+wj >
f'(2)

kosulunu gergekliyorsa, f fonksiyonu “a —mertebeli konveks fonksiyon” olarak

adlandirilir. @ —mertebeli konveks fonksiyonlar smifi C(«) ile gosterilir [17].

Acikea goriililyor ki o <1 olmalidir, aksi halde S™(a) ve C(«x) kiimeleri bos kiimedir.
Bununla birlikte, eger o =1 ise, bu kiimelerde tek bir fonksiyon vardir: f(z) = z. Eger

a <0 ise, bu kiimelerden herhangi birindeki bir fonksiyon tinivalent olmayabilir.

Cogunlukla 0 <« <1 dogal kosulu uygulanir.

Alexander teoremine benzer bir teorem, bu yeni siniflari iligkilendirir. f(z) ve F(z),

S smifina ait fonksiyonlar olmak {izere asagidaki bagint1 yazilabilir.

f(DeCla) = F()='(2)eS ().

Tanmm 3.2.16. f, D ’de analitik olsun. D iizerinde,

Re(l¥£2J>(L zeD (3.10)
g'(2)

sartin1 saglayan konveks bir g fonksiyonu mevcut ise, f’ye, D bolgesinde

“konvekse yakin fonksiyon” adi verilir [18].

g, D’de yildiz1l bir fonksiyon ise, (3.10) kosulu

RC(MJ >0, ze D
8(2)

sart1 ile degistirilebilir.

Yukarida geometrik olarak tanimlanan konvekse yakin fonksiyonlar siifi S~ sinifini

kapsar.

f(©0)=0, f'(0)=1 normalizasyon kosullarin1 gercekleyen konvekse yakin

fonksiyonlarin siifin1 gostermek icin K sembolii kullanilir. Tanim 3.2.16’da gecen
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f fonksiyonlarinin linivalent olmasi1 kosulu yoktur. Bundan bagka, g fonksiyonunun

da normalize edilmis olmas1 gerekmez.

K smifinin analitik gosterimi,

Kz{f:feA, Re[Z:E§§]>O, zeD,geC}

seklindedir.

Konveks olan her fonksiyon konvekse-yakindir. Ayrica, yildizil olan her fonksiyon da
konvekse-yakindir. Gercekten de, her feS baz1 geC'ler icin f(z)=2g'(2)

formuna sahiptir ve buradan

Re {f’(z)} _ {Zf'(z)} A
g'(2) f(2)

olur. Konveks, yildizil, konvekse yakin ve iinivalent fonksiyon siniflar1 arasindaki

kapsama bagintis1 asagida verilmistir:

CcS cKcS.

Ornegin,

_z=z /2 _1f z 4
f(Z)_a—z)2 2[1—z+(l—z)2j

konvekse yakin bir fonksiyondur. Bu fonksiyon, g(z)= % konveks bir fonksiyon

Re{f'(z)} = Re{L} >0
g'(2) 1-z

olup, z= % + %i say1sl i¢in pozitif olmadigindan bu fonksiyon yildizil degildir.

olmak tizere,
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z2—-27°12

Sekil 3.14 f(z) = a altinda D birim diskinin gortintiisii

)2

1955 yilinda Reade K smifindaki fonksiyonlarin katsayilari icin Bieberbach

tahmininin saglandigini kanitlamistir.

Teorem 3.2.17. f(z)=z+ Zakz" olsun. Eger f konvekse yakinsa,

k=2

|an|Sn, n=273,..

olur. n>2 igin |a,|=n esitligi f , Koebe nin bir rotasyonu oldugunda gegerlidir [19].

Konvekse yakin fonksiyonlarla ilgili temel sonuglardan biri Kaplan'a ait geometrik bir

karakterizasyondur.

Teorem 3.2.18. (Kaplan Teoremi) f(0)=0, f'(0)=1 normalizasyon sartlarin

gercekleyen, D iizerinde analitik ve yerel iinivalent bir f fonksiyonu verilsin. Her

re(0,1) ve 0< 6, -6, <27 kosulunu saglayan her 6,0, reel say1 gifti igin, z = re”

f Re[l + Zf,”(Z)}JH >—7
3 f(2)
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esitsizliginin saglanmasi f ’nin konvekse-yakin olmasi icin gerekli ve yeterlidir [18].

Goodman tarafindan c¢aligilan, S sinifina ait diizgiin yildizil ve diizgiin konveks

fonksiyonlardan olusan altsiniflar asagida tanimlanmastir.

Tanm 3.2.19. Eger f €S ise ve D ’de bulunan ve ¢ merkezi de yine D ’de olan her
dairesel y yayii¢in f(y) yayr f(¢) noktasina gore yildizil oluyorsa, f fonksiyonuna

D ’de “diizgiin yildizil fonksiyon” adi verilir. Diizgiin yildizil fonksiyonlar sinifit UST
ile gosterilir [20].

Tanmm 3.2.20. Eger f(z), C’deise ve D ’de bulunan ve ¢ merkezi de D ’de olan
her dairesel y yay1 i¢in f(y) yayr konveks bir yay ise f fonksiyonuna D ’de

“diizgiin konveks fonksiyon” adi verilir. Bu fonksiyonlarin sinifi UCV sembolii ile

gosterilir [21].

Diizgiin yildizil ve diizgiin konveks fonksiyon siniflarinin analitik tanimlar1 Ronning

tarafindan verilmistir [22].

Tanmm 3.2.21. f(z)=z+ Zakz" fonksiyonu D birim diskinde analitik olsun.

k=2

f@)—-f()
(z—¢)f'(2)

olmasi, f e UST olmasi icin gerekli ve yeterlidir.

) Re{ }ZO, (z,6)eDxD

f(2)
f'(2)

olmasi, f e UCV olmasi i¢in gerekli ve yeterlidir.

(i) Re{1+(z—g) }zo, (z,c)eDxD

Bu tanimlarda ¢ =0 olarak alinirsa, konveks ve yildizil fonksiyon siniflari elde edilir.

Diizgiin konveks ve diizgiin yildizil fonksiyon siniflart ile ilgili zorluklardan biri,

karakterizasyonlarinin iki degisken cinsinden verilmesidir. Ma ve Minda [23] ve
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Ronning [24] birbirlerinden bagimsiz olarak diizgiin konveks fonksiyonlar sinifinin
sadece bir degisken cinsinden bir karakterizasyonunu vermenin miimkiin oldugunu

kesfetmistir.

f"(2)

f'(2)

Teorem 3.2.22.

<R{ Zf"(Z)} zeU (3.11)
f'(2)

olmasi, f e UCV olmasi icin gerekli ve yeterlidir.

Parabolik yildizil fonksiyonlarin S, sinifinin analitik tanimi agagida verilmistir:

Tanim 3.2.23.

¥'2) 1‘SR {zf(z)} . (3.12)
f(2) f(2)

olmasi, f €S, olmasi i¢in gerekli ve yeterlidir.

(3.11) ve (3.12) ifadeleri karsilastirildiginda su sonuca ulasilir:

feUCV o zf'es,

Dolayisiyla, diizgiin konveks fonksiyonlar sinifi ile parabolik yildizil fonksiyonlar

sinifi arasinda Alexander teoremi anlaminda bir iliski vardir.

fes, ise, L@
f(2)

S » simnifinin  tammmindan, ze D olmak iizere, degerlerinin

goriintiisiiniin {%,ooj civarinda simetrik bir parabol tarafindan kapsandigi goriiliir.

Boylece S, < S,,, kesin kapsamasi vardir.

Kanas ve Wisniowska [25] tarafindan calisilan k —uniform konveks (k — diizgiin
konveks)  fonksiyonlar  simifi, diizgiin  konveks fonksiyonlar  siifinin

genellestirmesidir.

Tanim 3.2.24.

merkezi ¢ olan V y dairesel yayinin goriintiisii konveks oluyorsa, (3.2) ile tanimlanan
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f fonksiyonu D’de “k —diizgiin konveks ( k —uniform konveks) fonksiyon” olarak

adlandirilir. k —diizgiin konveks fonksiyonlar sinifi k —UCV ile gosterilir. Burada
k=1 almirsa UCV smifi, k =0 alinirsa C simifi elde edilir. Sembolik olarak bu

durum, 1-UCV =UCV ve 0-UCV =C dir.

Yine Kanas ve Wisniowska [26] tarafindan verilen k — yildizil fonksiyonlar sinifi da,

diizgiin y1ldizil fonksiyonlar sinifinin genellestirmesidir.

Tanmm 3.2.25. f € § olsun. 0<k <o i¢in,

f(2)=28'(2)
esitligini saglayan bir g € k —UCV fonksiyonu varsa, f’ye “k—yildizil fonksiyon”
ad1 verilir. Bu fonksiyonlarin sinifi k —S7T semboliiyle gosterilir. Burada k =0 igin,

S" sinifi bulunur.

k — diizgiin konveks fonksiyon ve k — yildizil fonksiyon siniflari i¢in,
fek-UCV < zf'ek—-ST

seklindeki Alexander bagintisi gecerlidir [26].

Asagida tanimi verilen Hadamard c¢arpiminin geometrik fonksiyonlar teorisinde

Oonemli bir yeri vardir.

Tanmmm 3.2.26. f,(z)= Z+Zanz" ve f,(z)= z+Zbﬂz" Taylor seri agilimlari ile

n=2 n=2

verilen f, ve f, fonksiyonlari i¢in Hadamard ¢arpimu,

(fi* )@ =z+D ab" =(f,* f;)(z)
n=2
bicimindedir. Buradaki "*" sembolii ile Hadamard ¢arpimi gosterilmektedir [3].
Analitik fonksiyonlarin bazi 6zellikleri Hadamard ¢arpimi altinda korunabilmektedir.

Bu 6zelliklerden bazilar1 asagida verilmistir.

(i) feKve f,eC= f,*f,eC
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() f.f,eK=f*f,eK

(i) f,eK ve f,eS = f,*f,eS".

3.3 Baz1 Ozel Fonksiyonlar

Ozel fonksiyonlar, matematik analiz, fonksiyonel analiz, fizik veya oteki alanlardaki
Oonemleri nedeniyle az ya da ¢ok yerlesik isimlere ve gdsterimlere sahip baz1 6zel
matematiksel fonksiyonlardir. Bununla birlikte, genel bir resmi tanim yoktur, ancak
matematiksel fonksiyonlar listesi genellikle 6zel olarak kabul edilen fonksiyonlari
genellikle 6zel olarak kabul edilen fonksiyonlari igerir. Temel fonksiyonlar, 6zellikle
trigonometrik fonksiyonlar da "Ozel fonksiyon" olarak kabul edilirler. Tez
calismasinda kullanilan ve tezin konusunu olusturan bazi 6zel fonksiyonlar bu

boliimde tanitiimistir.

3.3.1. Gamma Fonksiyonu

Gamma fonksiyonu I'(z) tiim ©zel fonksiyonlar icinde en c¢ok kullanilanidir.

Genellikle ilk olarak ele almir ¢iinkii diger gelismis matematiksel fonksiyonlarin
hemen hemen her integral veya seri gosteriminde goriiliir. Tanim olarak integral

formiilii verilir:
I'(z) = j u”e™du, Re(z)> 0. (3.13)
0

(3.13) esitligi sadece C’nin sag yar1 diizleminde gegerli olmasina ragmen, I'(z) icin

kullanilan gosterimlerden en yaygin olanidir.

Sol yar1 diizleme analitik devam farkli sekillerde yapilabilir. T'(z) 'nin analitiklik

bolgesi analitik devamla, D, =C—{0,-1,-2,...} olur.
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Sekil 3.15 I'(x) fonksiyonunun grafigi

(3.13)’e kismi integrasyon uygulandiginda, Re(z) >0 i¢in I'(z) fonksiyonu
C(z+1)=2zI(z) (3.14)
denklemini saglar. Bu islem yinelenerek, n dogal sayisi igin,
I'(z+n)=z(z+D(z+2)....z+n—-DI'(2) (3.15)

denklemine ulasilir. (3.14) ve (3.15) yineleme formiilleri herhangi bir z € D, icin

genisletilebilir. Ozel olarak, I'(1) =1 oldugundan, negatif olmayan tamsay1 degerleri
icin,
I'n+1)=n!, n=0,1,2,...
elde edilir. I'(z) kullanilarak,
zZ1=T(z+1)

seklindeki kompleks faktoriyel fonksiyonu tanimlanabilir.

n negatif olmayan bir tamsayr ve (z),=1 olmak ilizere, (z), ile gosterilen

Pochhammer sembolii,

T
(2), =2(z+1)(z+2)..(z+n-1)= (z+n)
I'(z)
olarak tanimlanir. Bu sembol,
['(z+1)

(2)_,=z2(z=D(z=2)..(z—n+1) ZM’ ne
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gosterimi ile negatif tamsayilara genisletilebilir.

3.3.2. Bessel Fonksiyonu

Bessel fonksiyonlar1 matematigin bircok dalinda vazgecilmezdir. Bu nedenle,
Ozelliklerini farkli acilardan incelemek Onemlidir. Son zamanlarda, Bessel
fonksiyonlar1 {izerine, geometrik fonksiyon teorisi ve fonksiyonel esitsizlikler
acisindan yogun bir ilgi vardir. Bessel fonksiyonlar1 adini1 astronom F.W. Bessel'den
(1784-1846) almistir, ancak D. Bernoulli 1732'de Bessel fonksiyonlar1 kavramini ilk
ortaya atan kisi olarak kabul edilir. Bernoulli bir ucundan asili salinim yapan bir zincir
problemine bir ¢oziim olarak sifirinc1 dereceden Bessel fonksiyonunu kullanmistir
[27]. 1764 yilinda L. Euler, tamsay1 mertebeli Bessel fonksiyonlarini, gerilmis bir
zarin titresimlerinin analizinde kullanmistir [28]. Bessel, bu fonksiyonlara adin1 veren
matematik¢i olmasina ragmen, 1817'ye kadar bu fonksiyonlar: bir astronom olarak
calismalarina dahil etmemistir. Bessel, Kepler'e ait olan karsilikli ¢ekim altinda
hareket eden ii¢ cismin hareketi ile ilgili bir problem {izerine ¢alisirken bu fonksiyonu

sistematik olarak incelemistir [29].

p, keyfi gercel veya kompleks degerler alabilen bir parametre ve z kompleks bir

degisken olmak tizere, Bessel denklemi olarak adlandirilan,

2"

W)+ 7w () + (27 = pHw(z) =0 (3.16)
ikinci dereceden diferansiyel denklemi ele alalim. p mertebeden birinci tiir Bessel

fonksiyonu olarak adlandirilan J ,(z) fonksiyonu, (3.16) denkleminin 6zel bir ¢oztimii

olarak tanimlanir. Bu fonksiyon, tim z € C ’ler i¢in,
(_1)n z J2n+p
J()=) —————| =
(@) ;nlr(p+n+l) 2

formundadir.

Modifiye edilmis Bessel diferansiyel denklemi olarak adlandirilan,
ZW'(2)+2w'(2) = (2" + pIm(2) =0, (3.17)
Bessel denkleminden sadece w katsayisi bakimindan farkli olan ve matematiksel fizik

problemlerinde sik¢a karsilagilan bir denklemdir. (3.17) denkleminin 6zel bir ¢6ziimii,
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modifiye edilmis p mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonu olarak adlandirilir ve

asagidaki formiille tanimlanir:

2n+p
IP(Z)=Z;(§j , zeC.

=n'l'(p+n+1)

Burada o6zellikle birinci tiir Bessel fonksiyonlarimin kosiniis ve sinlis gibi
trigonometrik fonksiyonlarla ilgili baz1 temel fonksiyonlara indirgenebilir olduguna

dikkat etmek de 6nemlidir. Daha agik bir ifadeyle, baz1 6zel p degerleri i¢in,

2 2 . 2 (sin
J ), (2)=,|—cosz, J,(z)=,—sinz, J3,2(z)=,/—( Z—Coszj
TZ TZ Tz Z

fonksiyonlar1 elde edilir. Birinci tlirden modifiye edilmis Bessel fonksiyonlar ise

ozellikle hiperbolik siniis ve kosiniis fonksiyonlari ile iligkilidir. Baz1 6zel p degerleri

icin:

2 20 2 (sinhz
I,,(z)=,/—coshz, [I,(z)=,—sinhz, I,,(z)=- —(

—coshz
Tz Tz Tz

4

olarak bulunur.

o]
<t

-1F
o

0 1 2 3 4 5 G

10

Sekil 3.16 J_,,, J, ve J,,, fonksiyonlarin grafikleri
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Sekil3.17 I_,,,, I, ve I,,, fonksiyonlarm grafikleri

Bessel fonksiyonlari, bir¢ok farkli bakis a¢isindan bir¢ok kisi tarafindan ¢alisilan 6zel
fonksiyonlar arasindadir. Univalentlik, y1ldizillik, konvekslik gibi geometrik 6zellikler
altmigh yillarda Brown [30-31] tarafindan ve ayrica Kreyszig ve Todd [32] tarafindan
calisgtlmisti. Bununla birlikte, yildizillik yarigcapimi ve konvekslik yarigapini
belirlemek veya normalize edilmis birinci tiir Bessel fonksiyonunun yildizil, konveks,
konvekse yakin olabilmesi i¢in en uygun parametresini bulmak gibi, Bessel
fonksiyonlart ile ilgili birgok Onemli sorun ayrintili olarak calisiilmamistir ya da

tamamen ¢ozlilememistir.

Birinci tiir genellestirilmis Bessel fonksiyonlarinin {inivalentlik, yildizillik,
konvekslik, konvekse yakinlik gibi geometrik 6zellikleri ¢esitli yontemler kullanilarak
Baricz tarafindan incelenmistir. Baricz tarafindan elde edilen bu sonuglardan bazilari

asagida verilmistir:

+n4—
p 2

w (=Y ( (_C)nb+1j6j zeC (3.18)
n:Ol"
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seklinde tanimlanan fonksiyona p mertebeden genellestirilmis birinci tiir Bessel

fonksiyonu denir [33]. Bu fonksiyonda ¢ =1 ve b=1 almirsa, w, fonksiyonunun J
fonksiyonuna indirgendigi agiktir. ¢ =—1 ve b=1 iginise I, fonksiyonu elde edilir.
Oran testine gore, w, serisinin yakinsama yarigapi sonsuzdur, bdylece w, tim

b,c, p,z € C degerleri i¢in yakinsaktir.

b, p,c kompleks sabitler ve x = p+(b+1)/2#0,-1,-2,... olmak iizere,

o0 _ 4 n n
u,(2) :Z;,%% (3.19)

fonksiyonuna p mertebeden genellestirilmis normalize edilmis birinci tiir Bessel

fonksiyonu adi verilir [33].

Teorem 3.3.1. Eger b, p,c reel sabitler ve K'Z|C|/4+1 ise, tim z € D degerleri i¢in

Reu,(z)>0 olur. Ayrica eger K2|c|/4 ve c¢#0 ise, u,, D birim diskinde

tinivalenttir [34].

Teorem 3.3.2. ¢ #0 olmak iizere, b,c,p € R olsun. (3.18) ve (3.19) ile tanimlanan

w, ve u, fonksiyonlar1 asagidaki ozelliklere sahiptir [34]:
(i) Eger x> |c| /4+1/2 ise, u, fonksiyonu konvekstir.
(i) Eger x> |c| /4+3/2 ise, zu, fonksiyonu yildizildir.
(iii) Eger x>|c|/2+1 ise, zu, € S"(1/2) dir.

(iv) Eger x>|c|/2+1 ise, z'"w, fonksiyonu yildizildir.

Teorem 3.3.3. Eger ¢<0 ve b,peR ise, (3.19) ile tanimlanan u, asagidaki

ozelliklere sahiptir [33]:

(i) Eger x> —c/2 ise, 0 zaman z — zu,(z), —Log(1-z) ye gore konvekse yakindir

ve sonug olarak D ’de iinivalenttir.
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(ii) Eger x>—-3c/4 ise, o zaman z—)zup(zz), %Log (r_z] fonksiyonuna gore
-z

konvekse yakindir ve sonug olarak D 'de iinivalenttir.

3.3.3. Wright Fonksiyonu

A>-1ve peC igin, @, (z), z€C ile gosterilen Wright fonksiyonu, adint Ingiliz

matematik¢i E. Maitland Wright'tan almistir. Bu fonksiyon 1933-1940 yillar1 arasinda
Wright tarafindan tanmitilmis ve incelenmistir [35]. Sunu belirtmeliyiz ki, aslinda
Wright boliimlerin asimptotik teorisi lizerine yaptig1 arastirmalarla baglantili olarak
A >0 ile sinirlandirilmis bdyle bir fonksiyonu ele almistir. Ancak daha sonra, 1940

yilinda —1< A <0 ’a kadar genisletmistir.

Wright fonksiyonu tiim kompleks diizlemde yakinsak olan bir kuvvet serisi ile

tanimlanmustir [35]:

[e'e)

A>-—1, C, C. 3.18
D)= HZ:n‘F(ﬂn+y) - S ( )

% sabit carpani ile Wright fonksiyonu iistel fonksiyona indirgendigi ve
U
u=-n, n=0,1,... iken sifira 6zdes olacag: i¢in, A =0 durumu asikardir. Genel

olarak, Wright fonksiyonunun 4 >-1ve yeC (1 =0 ise u#-n, n=0,1,...) icin,

1
PETIT o=+

AI(1+2)

ile verilen sonlu p mertebeli ve o tipli bir tam fonksiyon oldugu kanitlanmistir. Eger

A >0 ise Wright fonksiyonu iistel fonksiyondur.

A=1ve u=v+1 alinirsa, Wright fonksiyonunun onceki boliimde verdigimiz J, ve

I, Bessel fonksiyonlart ile iligkisini gérmek kolaydir. Bu iligki,
v 2 J z
2 D, ¢Z_ = (2
2 ’ 4 I (2)
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) (Z):(zj”q) 2 ZLH
! 2) M 4] ZalTm+v+D\2

seklinde ifade edilir. Bu iliski nedeniyle bazi1 yazarlar Wright fonksiyonunu

genellestirilmis Bessel fonksiyonu olarak adlandirir ve

J» (=" < o Moy —
(@)= zn'l“(in+v+1)[ j (@) =1,(2)

gosterimini kullanir.

Wright fonksiyonunun tanimindan kolayca tiiretilebilecek olan asagidaki gdsterimleri

vermek faydali olacaktir:
2P, ,.,(2)=0, ,()+1-w, (2),

d
d_Zq)i,,u(Z) = q)z,/up(z) .

Wright fonksiyonunun Bessel fonksiyonu ile iliskili olan geometrik 6zellikleri 2014

yilinda Prajapat tarafindan incelenmistir [36]. Wright tarafindan tanimlanan @, (z)

fonksiyonu A sinifinda olmadigindan bu ¢alismada oncelikle bu fonksiyon,

¢/1,;,(Z)=r(,u)zq)l’y(z) Z I'(u)z

A>-1Lu>0,zeD
2T n ) ¢ #>0zeD)

ve

1
n ra D,
?,..(2)=T( +,U)[ (2)— I )}

oo n+l
5 TF'(A+u)z (A>-1,A+u>0,z€ D)
Sn+DITAn+ A+ p)

bigiminde iki ayr1 sekilde normalize edilmistir. Daha sonra normalize edilmis ¢, , ve

¢, ,.(2)
Z

@, , fonksiyonlari ile, 4, (z)= fonksiyonu i¢in tnivalentlik, yildizillik,

konvekslik ve konvekse yakinlik kriterleri arastirilarak asagidaki sonuglar elde

edilmistir:
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Teorem 3.3.4.

@ A=1ve uz21+ J3 ise ¢, , fonksiyonu D birim diskinde yildizildir.
(i) A>1ve A+pu>1+ V3 ise @, , fonksiyonu D birim diskinde konvekstir.

(i) A>1ve A+u=>1+ NE) ise, J, , fonksiyonu D birim diskinde konvekstir.

Teorem 3.3.5. Eger

(i) A>1 ve u 2%(1+\/§) ise ¢, , fonksiyonu D,, diskinde yildizildir.

(i) A>1 ve pu=1 ++/3 ise ¢, , fonksiyonu D,, diskinde konvekstir.

(i) A>1 ve u', 4° - J5 M= J5=0 denkleminin pozitif kokii olmak iizere 1> u°

ise ¢, , fonksiyonu D birim diskinde yildizildir.

Teorem 3.3.6. J normalize edilmis Bessel fonksiyonu olmak iizere, eger 421 ve
v>1+242 ise, #, .., fonksiyonu D birim diskinde J, fonksiyonuna gére konvekse

yakindir.

2018 yilinda, Din , Raza, Yagmur ve Malik tarafindan yapilan bir ¢alismada, ¢, , ve
@, ,.» Wright fonksiyonunun iki farkli normalizasyonu olmak iizere, bu fonksiyonlarin

ve bu fonksiyonlarin Alexander doniistimlerinin kismi toplamlar1 bulunmus ve bu
kismi toplamlar i¢in alt sinirlar elde edilmistir. Ayrica yine ayni ¢alismada Wright

fonksiyonunun her iki normalizasyonu i¢in yildizillik yarigaplari tartigilmistir [37].

Wright fonksiyonlar1 boliimlerin asimtotik teorisinde, Hankel tipi integral doniisiimleri
teorisinde ve Mikusinski islemsel hesabinda kullanilmistir. Son zamanlarda Wright
fonksiyonlar1, kesirli mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde
bulunmustur. Karsilik gelen Green fonksiyonlarmin Wright fonksiyonu cinsinden
temsil edilebilecegi bulunmustur [38, 39]. Mainardi, Wright fonksiyonlarini kesirli
difiizyon dalga denkleminin ¢6ziime dahil etmistir [40]. Luchko ve arkadaslari kesirli
mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin Slgek varyant ¢oziimlerini Wright

fonksiyonlar1 cinsinden elde etmislerdir [41,42]. A pozitif rasyonel sayis1 i¢in, Wright
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fonksiyonlar1 genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilir
[43]. Wright fonksiyonu, Array fonksiyonu, Whittaker fonksiyonu, tiim yardimci

fonksiyonlar ve benzeri gibi ¢esitli fonksiyonlar1 genellestirir [43].
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4. GENELLESTIiRIiLMIiS WRIGHT-BESSEL FONKSIiYONU

u>0, v,1eR olmak iizere,

2k
von (-Df [;]
' (2) = (5]
2 o LT A+k+DI'(v+A+1+ku)

seklinde tanimlanan fonksiyona genellestirilmis Wright-Bessel (-Lommel) fonksiyonu

denir.

Bu fonksiyonda bazi 6zel parametre se¢imleriyle, Lommel fonksiyonu, Struve
fonksiyonu, Bessel fonksiyonu ve Wright fonksiyonu gibi iyi bilinen 6zel fonksiyonlar

elde edilir. Ornegin, =1 i¢in Lommel ve Struve fonksiyonlarmi icerir. Eger

A =0, ;=1 olarak alinirsa,

r (—l)k E 2k+v
7,(2) _;k!r(v+k+l)(2j

seklindeki Bessel fonksiyonu bulunur.

Ozel bir fonksiyon olan genellestirilmis Wright-Bessel fonksiyonunun bazi geometrik
ozellikleri bu baslik altinda incelenecektir. 11k olarak genellestirilmis Wright-Bessel
fonksiyonunun D ’de {inivalent, yildizil, konveks ve konvekse yakin olmasi icin
saglamasi gereken sartlar verilecektir. Elde edilen bu sonuglar, “Annals of the
University of Craiova” adli dergide yaymlanmistir [44]. Daha sonra genellestirilmis
Wright-Bessel fonksiyonunun kismi toplamlar1 hesaplanarak bu kismi toplamlar i¢in
ist sinirlar belirlenecektir. Kismi toplamlar ile ilgili elde edilen sonuglar yayina

gonderilmis olup halen incelemededir.

4.1 Genellestirilmis Wright-Bessel (-Lommel) Fonksiyonunun Bazi Geometrik
Ozellikleri

2k
. (—1)* (;)
VNA(Z)Z(EJ , u>0,v,AeR
’ 2 i L A+k+DIC(v+A+1+ku)
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seklinde tanimli genellestirilmis Wright-Bessel fonksiyonu Zf, (0) =0, V’;'(O) =1

normalizasyon kosullarin1 saglamadigi icin A smifinda degildir. Bu nedenle,

asagidaki gibi normalize edilebilir:

J 12 =2 T+ A+DI(A+Dz 2 2% ()

) +i(—1)"-l TA+DIv+i+D)
T AT T T OT v+ A1+ (kD)

Normalize edilmis genellestirilmis Wright-Bessel fonksiyonlarimin geometrik
ozelliklerini inceleyebilmek i¢in Hadamard ¢arpimi kullanilarak elde edilen asagidaki

modifiye edilmis forma ihtiya¢ vardir:

T @)= ()
R 1 TA+DI(v+A+1) y
AT TA+OTV+A+1+(k=Dp)

4.1

Oncelikle genellestirilmis Wright-Bessel fonksiyonlarmin geometrik zelliklerini elde

edebilmek icin kullanilacak olan agagidaki yardimci1 6nermeler verilecektir:

Yardimc1 Onerme 4.1.1. f € Aolsun. f fonksiyonu,

veya

esitsizligini sagliyorsa D ’de regiiler ve iinivalenttir [45].

Bu kosullar1 saglayan bir f fonksiyonuna, —log(l—z)’ye gore konvekse yakin

fonksiyon denilebilir. Burada —log(1— z) fonksiyonu konveks bir fonksiyondur.

Yardimc1 Onerme 4.1.2. Bir f € A fonksiyonu verilsin. D birim diskindeki tim z

degerleri igin,
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M—‘d

Z

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna, D, = {z 1zeC,lz|<1/ 2} diskinde yildizil ve

tinivalenttir denir [46].

Yardimc1 Onerme 4.1.3. Bir f € A fonksiyonu verilsin. D birim diskindeki tim z
degerleri igin
|f'(2)-1<1

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna D,,, diskinde konvekstir denir [47].

Yardimer Onerme 4.1.4. f € A oldugunu varsayalim. O zaman asagidaki sonuglar

dogrudur [48]:
(1) Eger 7@ -1 <l ise, bu durumda f €S, dir.
f(2)
(i1) Eger M <l ise, bu durumda f e UCV dir.
f'2)] 2

Teorem 4.1.5. v, 1 >0 ve A >—1/2 olsun. Eger A+v>0,462 ise J,(z) normalize

edilmis genellestirilmis Wright-Bessel fonksiyonu D’de -log(1—z) konveks

fonksiyonuna gore konvekse yakindir, dolayisiyla iinivalenttir.

Ispat: (4.1) ile verilen J}',(z) normalize edilmis genellestirilmis Wright-Bessel
fonksiyonunu

~ TA+DT(v+A+1)
CATA+ T+ A+1+ (k=D w)

(k=2) ve A =1 4.2)
olmak tiizere,
Jl ()= z+ZAkzk
k=2

seklinde yazalim.
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Teoremin hipotezleri altinda her £ >1 i¢in A, 20 ve

24, = 2I(A+DI(v+A+1) <1
AT(A+2D)T(v+ A+ u+1)

esitsizlikleri saglanir.

Yardimer Onerme 4.1.1 kullanilarak J)',(z) fonksiyonunun —log(l-z)’ye gore

konvekse yakin fonksiyon oldugu gosterilecektir. Bunu gosterebilmek amaciyla

{kAk} dizisinin azalan bir pozitif reel say1 dizisi oldugunu gostermeliyiz. (4.2)’den

kI(A+DI'(v+A+1) (k+DIF(A+DI(v+A+1)

kA, —(k+1)A,, =—= ——
4" TA+R)ITv+A+1+(k-Dp) 4 TA+k+DIv+A+1+kp)

olup bu ifade diizenlenerek,

3 k B k+1
Fv+A+1+k-Dyp) 4A+)TWV+A+1+ku)

X (k)

olmak iizere,

IFrA+DI'(v+A+1)
kAk - (k + I)Ak+1 = 4/{711—1(2 N k)

X (k)

seklinde yazabiliriz.

I'(x) fonksiyonunun x,~1.462 i¢in (x,,00) araliginda artan oldugu bilinmektedir.

Teoremin varsayimlari altinda,
dk( A+ T+ A+1+kw)>2(k+DI(v+A+1+(k—Dp)
olacaktir. Boylece,

kA, —(k+1)A,,, >0

elde edilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
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1
Ornek 4.1.6. J2 , (z) fonksiyonu D birim diskinde iinivalenttir. (Sekil 4.1).
1,—

2

kD

1
Sekil 4.1 J? | (z) fonksiyonu altinda D birim diskinin goriintiisii
"2

1
Ancak J3 |(z) fonksiyonu D birim diskinde tinivalent degildir. (Sekil 4.2).

100 2
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2

RS

I\

Sekil 4.2 J ? , (z) fonksiyonu altinda D birim diskinin goriintiisii
1072
Teorem 4.1.7. v,u>0 ve 1 >-1/2 olsun. Eger 1+v>0,462 ve [[,u]], 4 °niin tam

degeri olmak tlizere,

A+D+A+D)H > #

ise J/',(z) normalize edilmis genellestirilmis Wright-Bessel fonksiyonu D ’de

yildizildir.

_ U7 @)

D
o EE

Ispat: p(z)
ile tanimlanan p(z) fonksiyonu ele alinsin.

Jf,& (2)
Z

#0, (zeD)
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oldugundan p(z), D ’de analitik olup p(0)=1 kosulunu saglar. D'deki her z icin

Re(p(z)) >0 oldugunu gosterirsek teoremi ispatlamis oluruz. Eger ze D igin

|p(z) - 1| <1 ise Re(p(z)) >0 oldugunu gostermek kolaydir. A >—-1/2 igin

ra+h - 1
C(A+k)  (A+D!

(k e N) (4.3)

esitsizligi saglanir. Ayrica [[ y]] , 4 ’nlin tam degeri olmak iizere 4+v>0,462 iken

Fv+A+1+(k-Du) 2T (v+A+1+(k-D[#]) oldugundan,

Frv+4+1) < 1
T+ A+1+(k=Dp) ~ (v+ A+ DHED

(4.4) yazilabilir. Teoremin varsayimlari altinda (4.1), (4.3) ve (4.4)’ten z € D i¢in,

()~ ,ﬂz(z)Izi (k=DFA+DE@+A+D)

A TA+OT @+ A+1+(k=1)u)

i k-DI'(A+DI'(v+ A +1)
= 4 TA+ T+ A+1+(k—1) 1)

c (k-1 1 1
< 4.5
,; 47 (A+D" A+l ()

< k-1
=2

i (AA+Dv+ A+ 1)[[/1}])k—1

AR A+ NG
(AA+D)(+ A+ Dl 1)

ve

i(z)

Z“’: FA+DI'(v+A+1) e
A TA+OT W+ A+1+(k-Du)

o1 i IFr(A+DI(v+A+1)
4 TA+OT G+ A+1+ (k=1 w)

1

>1-
Z;‘ 4 (/1+1)" RECEYES Ve

(4.6)
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1

3
Z 7 (A +D)(v+ A+ DDy

AA+D+ A+ 2
44+ D+ A+

yazilabilir. (4.5) ve (4.6) dan,

2
‘(Jm( )
‘ M<z>

z(J}',)'(2)

_1|=
Ip(2)-1|= X

Ji.(2)

A A+ + A+

Z
<
A+ + A+ DM —1y@a

olarak bulunur. Buradan eger

A+D+ A+l >

+ D+ A+ D=2

2+\/§
4

ise | p(z)— 1| <1 sonucu ¢ikarilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

14

Ornek 4.1.8. JEL (z) fonksiyonu D birim diskinde yildizildir. (Sekil 4.3)
T2
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-1.5

14
Sekil 4.3 Jll"l(z) fonksiyonu altinda D birim diskinin goriintiisii
=

Teorem 4.1.9. v,z >0 ve 1 >-1/2 olsun. Eger 1+v>0,462 ve [[,u]], 4 °niin tam

degeri olmak iizere (A+D(w+A+D¥>2 ise J# (z) normalize edilmis

genellestirilmis Wright-Bessel fonksiyonu D birim diskinde konvekstir.

Ispat p(z) fonksiyonunu

z2(J2)"(2)

, D
(Jf,/l)'(z) (zeD)

p(2) =1+

olarak tanimlayalim. Bu fonksiyon D ’de analitiktir ve p(0)=1 dir. J',(z) nin D'
de konveks oldugunu kanitlamak igin | p(2) —1| <1, ze D oldugunu gostermeliyiz.

k>1 igin k(k—1)<2" oldugundan, (4.1), (4.3) ve (4.4)’ten, z € D igin,

v S kG-DTAHDT+ A+
|Z(J“ (Z)|_ kzz;‘4k’1F(l+k)F(v+/l+1+(k—l),u)z
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f: k(k—1)C(A+1DC(v+A+1)
SA4TA+ROC @+ A+1+ (k-1 p)

< < k(k—-1)

S S0+ A 4.7)

3 1
’; QA+ D+ A+l

I/\

2
244D+ A+

olarak bulunur. Ayrica k >1 icin k <2*"' oldugundan, (4.1), (4.3), (4.4)’ten ve verilen

hipotezler altinda,

kKIT(A+DIC(v+A+1) ol
P 24" TA+C@+A+1+ (k-1 w)

(72| =1+

>1_Z‘°: kKT(A+DI'(v+A+1)
S4TA+OC@+A+1+ (k-1 w)

k
A7 A+D) T @+ A+

(4.8)

\%

1>
)
1

>1-
= QA+ + A+ Dy

Ms

24+ + A+ 2
24+ D+ A+ 1

bulunur. (4.7) ve (4.8)'den,

|Z(J#/1)"(Z)| 1
| (J\fl/l)(Z) | (i+1)(v+ﬁ+1)[uﬂ

bulunur. Bu son ifade varsayimimiza gére 1'den kiicliktiir. Bu da teoremin ispatini

tamamlar.

Ornek 4.1.10. Jﬁl(z) fonksiyonu D birim diskinde konvekstir. (Sekil 4.4)
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-1.5

Sekil 4.4 J] (z) altinda D birim diskinin goriintiisii

Teorem 4.1.11. v, >0 ve A >~1/2 olsun. Eger A +v 20,462 ise J',(z) normalize
edilmis genellestirilmis Wright-Bessel fonksiyonu D,,, diskinde iinivalent ve

yildizildir.

ispat Teoremin hipotezleri altinda, (4.1), (4.3), (4.4)’ten,

i FrA+DI'(v+A+1) -
A TA+OT v+ A+1+ (k=D )

Jﬁfl(z)_l _
Z

<y !
A A+ D v+ A+

-y !

S @@+ D+ 2+ pkED

1
CAA+ D+ A+ DM -1
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yazilabilir. Yardimci 6nerme 4.1.2°ye gore eger bu son ifade 1'den kiiciikse veya

esdeger olarak (A +1)(v+ A+ 1)[[” ] >% ise, J|,(z) normalize edilmis genellestirilmis

Wright-Bessel fonksiyonu D,, diskinde yildizildir. Bu ise teoremin varsayimina

denktir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 4.1.12. J; 1 (z) fonksiyonu D,,, diskinde yildizildir. (Sekil 4.5)
'3

N
I

N
N

7

//////,,//

N,

r oy
"""lllflﬁl?‘.'!f;;a' .
06 ULEAHEEERRTOGES

\\\\\'ﬁ%‘.ﬁ =
\\&\\\\\\\\‘g*z

R
e

Sekil 4.5 J;l(z) altinda D,,, diskinin goriintiisii
3

Teorem 4.1.13. v, 2 >0 ve 2>—1/2 olsun. Eger 2+v>0,462 ve [u], x niin tam

2++2
degeri olmak fiizere (A+D(v+ A+ I)II” IS +T\/_ ise, J!',(z) normalize edilmis

genellestirilmis Wright-Bessel fonksiyonu D,,, diskinde konvekstir.

ispat Teoremin hipotezleri altinda, (4.1), (4.3), (4.4)’ten,

PPN & kKT(A+DI(v+A+1)
(/) @-1)= kzzzl4"‘11“(/1+k)l"(v+ﬂ.+1+(k—1)ﬂ)z

k-1
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= k
<2z

ST A+ w+ A+ ) EI

0

k
T E GA D+ A+ DETED

_ BA+D+A+ Dl 1
AA+D+ A+ D 1)

olarak bulunur. Yardimci 6nerme 4.1.3°e gore, eger

SA+D)v+ A+ DM 1<+ D+ A+ D -1y

kosulu saglanirsa,

J)',(z) normalize edilmis genellestirilmis Wright-Bessel
fonksiyonu D,,, diskinde konvekstir. Son esitsizlik,

A+D(v+ A+l >%(2+J§)

olmas1 durumunda gecerlidir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Ornek 4.1.14. J) (z) fonksiyonu D, diskinde konvekstir. (Sekil 4.6)

0.6

M

b

"

A
30

7
H;

!h_".
o6 [LLHGHITIETESAS

-6

Sekil 4.6 J, (z) fonksiyonu altinda D, diskinin goriintiisii
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Teorem 4.1.15. v, u >0 ve A >-1/2 olsun. Eger A +v>0,462 ve [[,u]], 4 niin tam

\4

1
degeri olmak tizere (A+1)(v+A+ I)M > g(S + \/ﬁ) ise, J/',(z) normalize edilmis

genellestirilmis Wright-Bessel fonksiyonu S, sinifindadir.

_ z(J},)'(2)

Ispat p(2)
Ji(2)

, (zeD)

seklinde tanimlanan p(z) fonksiyonu ele alinsin. Yardimci Onerme 4.1.4%iin (i)

maddesinden,
1
_1 < —
\p(2)—]| 5

oldugunu gostermeliyiz. (4.5) ve (4.6)’dan,

(47, @)
Jy4(2)

|p(2)-1]= 1

J/J
‘(‘]\ffﬂ)’(z) —”Z(Z)

_‘ JE(2) ‘

4

p 44+ D+ A+l
A+ + 2+ DM U+ D+ 21+ - 2)

bulunur. Bu son ifadenin %'den kiiciik olmast, (A+1)(v+A4+D¥ >é(5+\/ﬁ)

olmast durumunda saglanir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

Ornek 4.1.16. J| 1(z) fonksiyonu S, smifindadir.

2

Teorem 4.1.17. v, >0 ve A >—-1/2 olsun. Eger A +v>0,462 ve [[,u]], A °niin tam

degeri olmak iizere (A+1D)(v+A4 +1)[[” Is3 ise, J/',(z) normalize edilmis

genellestirilmis Wright-Bessel fonksiyonu UCV sinifindadir.
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Ispat Yardimec1 Onerme 4.1.4’iin (ii) maddesinden,

z(J1)"(2)
(J)'(z)

1
< —
2

oldugunu gostermeliyiz. (4.7) ve (4.8)'den,

20" @)| 1
[UE)@ | A+De+a+DFT -1

bulunur. Bu son ifadenin %’den kii¢iik olmasi, (/1+1)(v+/1+1)[[” 153 olmast

durumunda saglanir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.

Ornek 4.1.18. J;,(z) fonksiyonu UCV smifindadur.

4.2 Genellestirilmis Wright-Bessel Fonksiyonlarinin Kismi Toplamlar:

Bu boliimde Genellestirilmis Wright-Bessel Fonksiyonlariin Kismi Toplamlari

hesaplanarak bu kismi toplamlar i¢in iist sinirlar belirlenecektir.

f fonksiyonu verildiginde, A[f]: D — C,

L)@ =[P ar =24 Y %2 (4.9)

ile tanimlanan doniisiime bu fonksiyonun Alexander doniisiimii denir [14].

Bu boliimde fonksiyonun tiirevlerini de kullanacagimiz i¢in alt ve iist indislerde

olugabilecek  kanigikliklar1  Onlemek amaciyla J/',(z) normalize edilmis

genellestirilmis Wright-Bessel fonksiyonu i¢in J, , , gosterimi kullanilacaktir. Ayrica

1
v,u>0, 12> _E ve z € D olarak kabul edilecektir.

Buradaki amacimiz ise,
C k
(). =2+) az",
k=2
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J,.,.,(z) normalize edilmis genellestirilmis Wright-Bessel fonksiyonunun n. kismi

toplamlar dizisi ve A(J,, ), J, B fonksiyonunun Alexander doniisiimii olmak {izere,

v, A.u

ER Jv,l,y(z) , R (Jv,ﬁ”u)n(z) ’ ER ‘]l,’,ﬂ.,,u(lz) ’ ER (‘]v,’i,,u):l(z) ,
(J,1,0.(2) Jyu(2) (J,2,)0(2) J31.,(2)

) AGLE | (AUL), @)
(AU,,0) @ A, ,)(2)

icin iist sinirlar bulmaktir.

Bu boliimdeki teoremleri ispatlamak i¢in Oncelikle asagidaki yardimci Onermeyi

vermek gerekir.

Yardimer Onerme 4.2.1. v, >0, 1> —%, A+v=>0,462 ve [u], p niin tam
degeri olmak Tlizere,
M = (A+D(+ A+

olsun. Bu durumda J ,  :D — Cnormalize edilmis genellestirilmis Wright-Bessel

fonksiyonu asagidaki esitsizlikleri saglar:

. aM

D |,0)< o @D

.. , 16M?

(ii) JV,M,(Z)| < @M (zeD)
8M —1

i) [A[7,,, ] eD).

Ispat

(i)  (4.3) ile (4.4) esitsizliklerini ve |z+w|<|z|+|w| seklindeki iyi bilinen

ticgen esitsizligini kullanarak,

k2 F(A+HDrv+A+1) k
J =zt
M,u(Z)| z kz:;f4""1“(,1+k)1“(v+/1+1+(k—1);1)Z
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i rA+DI'v+4+1)
Y TA+T+A+1+ (k=D w)

" 1 1
T BT AH)T Al

olarak elde edilir.

(ii) Yine (4.3) ve (4.4) ile verilen esitsizlikleri kullanarak, iiggen esitsizligi

yardimuiyla,

(z)| Z-o: kKIT(A+DI'(v+A+1) s
My A TA+ TG+ A+1+ (k=)

i kKT(A+DI(v+A+1)
AT A+OTG+A+1+ (k=)

- 1
Z 45! (24_1)1( 1 (V+/1+1)[[y]](k 1)

< k
=14+ _
kZ:z: 4m)

16M*

“am-n <P

olarak bulunur.
(ili) k£ >2 oldugunu biliyoruz. (4.3) ve (4.4) esitsizlikleri ile birlikte iicgen
esitsizligini kullanarak,

FrA+DC(v+A+1) 2+
= k4" TA+TV+A+1+ (k- 1),u)

AL =

i rA+Hrov+4+1
Tk TA+CV+A+1+ (k=1 p)
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= 1
kZ:k4k 1 (ﬂ,+1)k -1 (v+;t+l)M](k 1)
i)
ink
= 1( 1\

<1233
k=2

_8M —
8M -2

(zeD)

seklinde bulunur. Béylece Yardimci Onerme 4.2.1’in ispati tamamlanir.

w fonksiyonu, D'de analitik olsun. Bundan sonra, z € D i¢in asagidaki iyi bilinen

sonu¢ kullanilacaktir:

1+ w(z)
1-w(z)

|w(z)| <1, (z € D) olmasi, ER{ } > 0 olmasi i¢in gerekli ve yeterlidir.

Teorem 4.2.2. J , (z) normalize edilmis genellestirilmis Wright-Bessel fonksiyonu

verilsin, M = (1 + 1) + A4+ DM olmak iizere,

J _
) Loan@ | AM -2 (4.10)
(JM,ﬂ)n(Z) 4M —1
ve
J _
) Jrzuh D[ 4M 1 @.11)
JV,M(z) aM
seklindedir.
Ispat
1+ 3 a,z"™!
Jyu(2) ; K
= - =1+... (zeD)
(Jv,z,y)n(z) 1+Zakzk 1
=2
ve
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n

(@) _ T+ a2

r A= =1+... (zeD)
i@y > az
k=2
3 Jons s . e
oldugundan, z— (z) ve — —22#" " (z) fonksiyonlarinin  goriintii
v,ﬂ.,ﬂ)n v, AU
kiimeleri orijini icermez. Bunun anlami, (JV,M)n(z) ve J‘,’M(z) fonksiyonlarinin

z € D i¢in sifira esit olmamasidir.

Yardime1 Onerme 4.2.1’in (i) maddesinden,

< 4M
1+;|ak|ﬁ Y |

veya esdeger olarak,
(4M -1)) |a,|<1
k=2

olur. Burada

L] TA+DT(v+A+1)
AT TA+ T+ A+ 1+ (k=)

(4.12)

seklindedir. Buradan,

1+ a 77 (4M -1) > 4 7!
(4M—1){ (@) _4M—2}: kzz ¢ k;l ;
(,2u)a(2) 4M —] 1+ g,z
k=2
_ I+ w(2)
1-w(2)

yazilabilir. Buradan,

(4M-1) > a2

k=n+1

w(z) = P =
242> a7 +(4M -1 Y a2
k=2

k=n+1

ve
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(4M -1) i la,|

|W(Z)| < k=n+1

2—2i|ak|—(4M - |a|
k=2

k=n+1

elde edilir. Boylece,

2(4M -1) i |ak|32—2i|ak|
k=2

k=n+1

olmasi, w(z)| <1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli olur ki bu da,
Dla+ D @M -1la,|<1 (4.13)
k=2 k=n+1

kosulu ile esdegerdir.

(4.13)"tin sol tarafinin tistten (4M — 1)2 |ak| ile sinirlandigini1 gostermek yeterlidir. Bu
k=2

ise,
2"1(4M =2)|a,|z0
k=2

olmasi1 demektir.

Diger taraftan, (4.11)’i ispatlamak icin,

k=1 k-1
4M{(‘]v,l,#)n(z)4M—1}:1+;akz 4-Mk=zn+1akZ
Js(D 4aM 1+ i a7z
k=2
_ 1+ w(2)
1-w(2)
yazabiliriz. Buradan,
AM Y |a,|
|W(Z)| < ~ k=n+1 —
2-2> |a,|-(4M -2) Y |a,]
k=2 k=n+1
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olarak yazilir. Bu ise |w(z)| <1 kosulunun saglanmast i¢in,

n 0

la ]+ Y 4M -1Dla|<1 (4.14)

k=2 k=n+1

olmasi demektir. (4.14)’iin sol tarafi tistten (4M —1)2|ak| ile sinirli oldugundan ispat
k=2

tamamlanir.

Bir sonraki teoremde tiirevleri iceren oranlar ele alinacaktir.

Teorem 4.2.3. J ,  (z) normalize edilmis genellestirilmis Wright-Bessel fonksiyonu

v,A.u

verilsin. M =(A+1D)(v+ A+ 1)[[” I olmak lizere,

J! 2
4 M,#('z) L 16M ~16M +2 @)
(Jy 00 (2) (4M -1)
ve
J ' -1?
R (J,.1.,),(2) > a4M 21) (4.16)
e 16M
seklindedir.
Ispat zeD icin Z—>( vA A v (z) ve z—>——2"(z) fonksiyonlarinin griintii
v,Au’n v,A.u

kiimelerinin orijini icermedigi kolaylikla goriilebilir. Ciinkdi,

, 1+ ka7
Joan@) kzz;‘ k

PR — =1+... (zeD)
(‘]v,l,y)n(z) 1+Zkakzk—l
k=2
ve
, 1+ ka 2
(J,2)h(2) Z e
= =1+... (zeD)

TV > ka !
k=2
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seklindedir. Bunun anlamu, (J, , , ) (z) ve J! , (z) fonksiyonlarinin z € D igin sifira

v,Au

esit olmamasidir.

Yardime1 Onerme 4.2.1’in (ii) maddesinden,

_(@m)”
1+Zk| a,|< G -1

oldugunu goriiriiz ki bu da, q, , (4.12) ile verilmis olmak {izere,

olmasi demektir. Buradan,

8M —1 k=n+1
w(z) = ;
b, M D)
242> kaZ ' + > ka,
k=2 8 1 k=n+1

olmak tiizere,

@m-1°) J,,(2)  16M>-16M +2 __ & 8M -1 =, .
8M —1

(J,)n(@) @M -1y 13 ko
k=2
_ 1+w(z)
1-w(z)
yazilabilir. Boylece eger,
32kl + S 5 kg <1 @17)
k=n+1
ise,
“4M -1)" -1)?
a1 > Ka|
W(Z) < 4;4%—11 <1
223 k|- 3
k=n+1
olur.
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2 o
“4M -1)" > kla,| ile siirhdir, bu da
SM —1 k=2

(4M —1)°
(1 Ealo

k=2

(4.17)'nin sol tarafi listten

olmasi1 demektir.

Sonug (4.16)’y1 ispatlamak i¢in,

16M?* &
s 1,22, <1

- 16M 16M 2
2~ 22k| k|_ s Zk| k|

k=n+1

W) <

olmak tizere,

16M° | (J,1,00(2)  (4M =1 | 1+ w(z)
sM-1| J, (2  16M> | 1-w(2)

yazilir. Bu son esitsizlik,

Zk| o+ (4M Zk| =1 (4.18)

k=n+1

(4M

_1\2 >
olmas1 demektir. (4.18)’in sol tarafi iistten 8M—11)2k|ak| ile smirl oldugundan
- k=2

ispat tamamlanir.

Bir sonraki teoremde J, , , fonksiyonunun Alexander doniigiimiinii igeren oranlari ele

alinacaktir.

Teorem 4.2.4. J , (z) normalize edilmis genellestirilmis Wright-Bessel fonksiyonu

verilsin. M =(A+Dw+A+D) ve A [] - y] , J fonksiyonunun Alexander

v, AU

doniisiimii olmak tizere,

Ao )@ | 8M -3
(AL1.nn]), @) 8M -2

(4.19)
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veE

N (A[Vu]) @ _8M -2
AT, ., ]@ 8M -1

(4.20)

seklindedir.

Ispat Burada sadece (4.19)'u Teorem 4.2.2'nin ispatina benzer olarak ispatlayacagiz.
(4.20)'nin ispati, (4.11)'in ispatindakine benzer hesaplamalar kullanilarak yapilabilir.

Yardime1 Onerme 4.2.1’in (iii) maddesinden,

o0

3 lul S

[\)

oldugunu goriiriiz ki bu da, q, , (4.12) ile verilmis olmak {izere,
N |ak|
M -2)) <1
i k

olmasi demektir. Buradan,

(8M - 2)2
W(Z): k=n+1
2+2kazk*1 +(8M -2) Z e
k=2 k k=n+1
ve
(8M —2) i Jeu|
G L m
223 S g —2) > 15
k=2 k ( )k:ZnJrl k

olmak iizere,

n

G k1 I S
SM-2) A[J,,,]@ 8M -3 :szzkz +(8M 2)];”Z
(A[J,1.]) @ 8M-2 R
ul), ; p z
:.l-l—w(z)
1-w(2)
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yazilabilir. Boylece, <1 kosulunun saglanmasi i¢in,

n

1%
2%

|| <1 4.21)

|+<8M—2)i7

olmalidir. (4.21)’in sol tarafinin iistten (8M —2 Z| | ile sinirl oldugunu yani,
k=2

|"k|

8M -3)—=0
2,8M =D

oldugunu gérmek kolaydir. Boylece ispat tamamlanir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez caligmasiin giris boliimii kompleks analiz, tinivalent fonksiyonlar ve 6zel

fonksiyonlarin tarihsel gelisimi hakkinda kisa bir bilgilendirmedir.

Ikinci boliim, ayrintili olarak verilen kompleks analizin temel tanim ve kavramlarindan

olusur.

Uciincii boliim olan iinivalent fonksiyonlar béliimiinde, daha ¢ok bizim ¢alismamizla
ilgili olan fonksiyonlar iizerine yogunlasilmstir. Ilk olarak {inivalent fonksiyonlar
tanitilmis, bu fonksiyonlarla ilgili olan konveks, yildizil, konvekse yakin gibi 6nemli
alt siniflar ve bu siniflarin 6zellikleri ayrintili olarak tanmitilmistir. Yine bu boliimde
Gamma fonksiyonu, Bessel fonksiyonu, Wright fonksiyonu ve tez ¢aligmamizin
konusu olan genellestirilmis Wright Bessel (-Lommel) fonksiyonunun tanimlari ve

bazi 6zellikleri verilmistir.

Dordiincii boliimde genellestirilmis Wright Bessel (-Lommel) fonksiyonu ele alinarak
oncelikle bu fonksiyon normalize edilmistir. Daha sonra normalize edilmis
genellestirilmis Wright Bessel fonksiyonunun birim diskte yildizil, konveks, konvekse
yakin fonksiyon siniflarina ait olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosullar elde edilmistir.

Yine bu fonksiyonun D,, diskinde yildizil ve konveks olma kosullar1 incelenmis,
ardindan S, sinifina ait olma kosulu bulunmustur. Ayrica bu bélimde genellestirilmis

Wright-Bessel fonsiyonunun kismi toplamlar1 incelenmis ve bu kismi toplamlar igin

tist sinirlar belirlenmistir.

Literatiirde genellestirilmis Wright-Bessel fonsiyonunun geometrik o6zellikleri ve
kismi toplamlar1 hakkinda herhangi bir ¢alisma bulunmamaktadir. Bu nedenle elde
edilen sonuglarin literatiire katki sagladigi ve bu alanda calisan arastirmacilara yol
gosterecegi aciktir. Elde edilen sonuglarin bir kism1 “Annals of the University of
Craiova” dergisinde yaymlanmistir [44]. Bir kism1 ise yayina gonderilmis olup halen

incelemededir.
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