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ÖZET 

GENELLEŞTİRİLMİŞ WRIGHT-BESSEL FONKSİYONUNUN 
GEOMETRİK ÖZELLİKLERİ 

 

 

AKIN, Gülfem 

Doktora, Matematik Bölümü 

Danışman: Prof. Dr. Sevtap SÜMER EKER 

Şubat 2024, 102 sayfa 
 

Bu tez çalışmasında, ilk olarak genelleştirilmiş Wright- Bessel fonksiyonu ele alınmış, bu 
fonksiyonun geometrik özellikleri incelenerek D  birim diskinde ünivalentlik, yıldızıllık, 
konvekslik ve konvekse yakınlık için gerekli ve yeterli koşullar bulunmuştur. Daha sonra yine 
genelleştirilmiş Wright- Bessel fonksiyonu ele alınarak bu fonksiyonun kısmi toplamları 
hesaplanmış ve bu kısmi toplamlar için üst sınırlar belirlenmiştir. 

  

Anahtar Kelimeler: Ünivalent, Yıldızıl, Konveks, Konvekse Yakın, Wright 

Fonksiyonu, Genelleştirilmiş Wright- Bessel Fonksiyonu 
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In this thesis, firstly, the generalized Wright-Bessel function is considered and its geometric 
properties are investigated. Necessary and sufficient conditions for univalency, starlikeness, 
convexity and close-to-convexity of this function in the unit disc D  are found. Then, the 

generalized Wright- Bessel function is considered again, the partial sums of this function are 
calculated and upper bounds for these partial sums are determined. 
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Generalized Wright-Bessel Function 

 

 



1 

 

1. GİRİŞ 

Günümüzde bildiğimiz şekliyle kompleks analiz, matematik, mühendislik, fizik ve fen 

bilimlerinde muazzam bir etkiye sahip olan 500 yılı aşkın matematiksel gelişimin 

doruk noktasıdır. Artık "kompleks" olarak bildiğimiz sayılar, ilk kez on altıncı 

yüzyılda Nicocolo Fontana Tartaglia ve Gerolamo Cardano’nun eserlerinde, kübik ve 

kuadratik denklemlerin çözümü için negatif değerlerin kareköklerinin kullanılmasıyla 

ortaya çıkmıştır. Gerçel sayı kavramını da icat eden Descartes, negatif sayıların bu tür 

kareköklerine, sadece hayal edilebilir oldukları için “hayali (imajiner)” adını vermiştir. 

İsviçreli matematikçi Leonhard Euler (1707-1783), i  sembolünü 1i = −  veya 

eşdeğer olarak, 2 1i = −  şeklinde tanımlamıştır. Euler, kompleks sayıları kapsamlı bir 

şekilde kullanmış ve bunları ders kitaplarında da tanıtmıştır. Şimdi yaygın olarak 

kullandığımız kompleks sayılar terimi, büyük Alman matematikçi Karl Friedrich 

Gauss (1777-1855) tarafından ilk kez kullanılmıştır. Kompleks sayıların geometrize 

edilmesine on sekizinci yüzyılın sonlarında Jean-Robert Argand, Caspar Wessel ve 

Gauss çalışmalarında yer vermiştir. Klasik kompleks analizin gelişiminin büyük bir 

kısmı on dokuzuncu yüzyılda Augustin-Louis Cauchy ve Bernhard Riemann'ın 

ardından daha çok geometrik çalışmalarıyla Felix Klein, Henri Poincare ve daha birçok 

matematikçinin katkılarıyla devam etmiştir.  

 

Ünivalent fonksiyonlar teorisinin kökenleri (Riemann dönüşüm teoremi dışında) 

Koebe'nin 1907 tarihli makalesine, 1914'te Gronwall'ın alan teoreminin kanıtına, 

Bieberbach'ın 1916'da normalize edilmiş ünivalent bir fonksiyonun ikinci katsayısının 

üst sınırı ile ilgili teoremi ve .n  katsayısının üst sınırı ile ilgili tahminine kadar dayanır. 

Ludwig Bieberbach, S  sınıfına ait fonksiyonların katsayıları için 
na n≤  tahmininde 

bulunmuş ve bu tahminin 2n =  için gerçeklendiğini kanıtlamıştır. Bu tahmin Louis 

de Branges tarafından ispatlanıncaya kadar yıllarca birçok matematikçi tarafından 

üzerinde uğraşılan bir araştırma konusu olmuştur. Louis de Branges'in ünlü 

Bieberbach tahminini çözmesi bu alana bambaşka bir boyut kazandırmış ve üzerinde 

çalışılacak yeni problemler ortaya çıkarmıştır. Bu alanda çalışmalarını sürdüren 

matematikçiler, bu problemi S  sınıfının altsınıflarına taşıyarak çalışmalarına devam 

etmişlerdir. 
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Ünivalent fonksiyonlar teorisi, kompleks fonksiyonlar alanındaki en güzel konulardan 

biridir. Birim disk üzerinde normalize edilmiş ünivalent fonksiyonların S sınıfı için, 

Louis de Branges tarafından 1985 yılında çözülen Bieberbach tahmininden, tamamen 

geometrik yapıya sahip olanlara kadar ekstremal problemler ile ilgili birçok dikkate 

değer teorem vardır. Bu problemleri incelemek için çok çeşitli yöntemler 

geliştirilmiştir. 

 

Geometrik fonksiyonlar teorisinde önemli bir rol oynayan özel fonksiyonlar teorisi, 

esas olarak Carl Friedrich Gauss, Felix Klein, Carl Gustav Jacop Jacobi ve diğer birçok 

bilim insanının katkıları sayesinde on dokuzuncu yüzyılda geliştirilmiştir. Olağanüstü 

özellikleri nedeniyle, özel fonksiyonlar yüzyıllardır kullanılmıştır. Örneğin, 

astronomide çok sayıda uygulamaları olduğu için, trigonometrik fonksiyonlar bin yılı 

aşkın bir süredir incelenmektedir.  

 

Bu çalışmada bir özel fonksiyon olan genelleştirilmiş Wright- Bessel fonksiyonu ele 

alınmış, bu fonksiyonun geometrik özellikleri incelenerek D  birim diskinde ünivalent, 

yıldızıl, konveks ve konvekse yakın olması için gerekli ve yeterli koşullar 

bulunmuştur. Daha sonra yine genelleştirilmiş Wright- Bessel fonksiyonu ele alınarak 

bu fonksiyonun kısmi toplamları hesaplanmış ve bu kısmi toplamlar için üst sınırlar 

belirlenmiştir.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Kompleks analiz ile ilgili bazı temel kavramlardan bu başlık altında söz edilmiştir. 

 
2.1 Kompleks Analizin Temel Tanım ve Teoremleri  

Kompleks analizin temel tanım ve teoremleri hakkında bu bölümde yapılacak 

bilgilendirme, sonraki bölümler için faydalı ve gerekli olacaktır.  

 

Tanım 2.1.   düzleminde bir 0z  noktası alınsın.  

{ }0 0( ) :B z z z zε ε= ∈ − <   

kümesi “ 0z  noktasının ε  komşuluğu” veya “ 0z  merkezli ε  yarıçaplı açık disk” olarak 

isimlendirilir.  

Ayrıca  

{ }0 0( ) :B z z z zε ε= ∈ − ≤   

şeklinde tanımlanan kümeye “ 0z  merkezli ε  yarıçaplı kapalı disk”,  

{ }0 0( ) :B z z z zε ε∂ = ∈ − =   

olarak tanımlanan kümeye “ 0z  merkezli yarıçapı ε  olan çember” ve  

{ } { }*
0 0 0 0( ) : 0 ( ) \B z z z z B z zε εε= ∈ < − < =    

ile verilen kümeye de “ 0z  noktasının delinmiş komşuluğu” denir.  

 

Tanım 2.2.   düzleminde bir E  kümesi verilsin. E ’deki bir 0z  noktasının en az bir 

komşuluğu E  kümesi tarafından kapsanıyorsa 0z  noktasına E  kümesinin bir “iç 

noktası” adı verilir. E  kümesindeki bütün iç noktaların kümesi oE  veya içE  sembolü 

ile gösterilir. oE E=  ise yani her 0z E∈  noktası için 0z , E ’nin bir iç noktası oluyorsa 

E ’ye   de “açık küme” adı verilir. 
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Örneğin, { }: 2E z z= ∈ <  şeklinde verilen kümenin her noktası bir iç nokta, yani 

oE E= ’dir. Gerçekten 0z E∈  için 02 zε = −  alınırsa 0( )B z Eε ⊂  olur. O halde E  

kümesi açıktır. Diğer taraftan, { }:1 3B z z= ∈ < ≤  kümesini göz önüne aldığımızda 

3z =  çemberi üzerinde alacağımız herhangi bir z  noktası B ’nin iç noktası değildir. 

O halde B  kümesi açık değildir. Bununla birlikte, { }:1 3içB z z= ∈ < <  dir. 

 

Tanım 2.3. E ,  ’de herhangi bir küme olsun. 0z ∈  için her 0( )B zε  komşuluğunda 

0z z≠  olacak şekilde bir z E∈  noktası bulunabiliyorsa 0z ’a, E ’nin bir “yığılma 

noktası” adı verilir. E ’nin tüm yığılma noktalarının kümesi E  sembolü ile gösterilir. 

E E E= ∪   kümesine E ’nin “kapanışı” denir. Eğer E E⊂  ise yani E E=  oluyorsa 

E ’ye,  ’de “kapalı küme” adı verilir. 

 

Bu tanımdan anlaşılacağı gibi yığılma noktası kümeye ait olmak zorunda değildir. 

Ayrıca, kümeye ait her noktanın da yığılma noktası olması gerekmez. Örneğin, 

{ }: 1E z z= ∈ <  kümesini ele alalım. { }: 1E z z= ∈ ≤  ’dir. Dikkat edilirse 1z =  

çemberi üzerindeki noktalar E  kümesine ait olmamasına rağmen her biri bir yığılma 

noktasıdır. { }: 1E E E z z= ∪ = ∈ ≤   olur. Diğer yandan, E , E ’nin alt kümesi 

olmadığından E  kapalı değildir. 

   

Tanım 2.4. Bir E ⊂   kümesinin bağlantılı olmaması aşağıdaki şartları sağlayan 1U  

ve 2U  açık kümelerinin var olması demektir: 

i) 1 2E U U∩ ∩ =∅    

ii) 1E U∩ ≠∅  ve 2E U∩ ≠∅  

iii) 1 2.E U U⊂ ∪    

 

Bir başka ifadeyle E  kümesi ayrık iki açık kümenin birleşimi şeklinde ifade 

edilebiliyorsa “ E  bağlantısızdır” denir. Yani 1 2E U U= ∪ , 1 2U U∩ =∅  şartını 



5 

 

sağlayan açık 1U  ve 2U  kümeleri bulunabiliyorsa E  bağlantısızdır. Eğer bu şekilde 

iki küme bulunamıyorsa, “ E  kümesi bağlantılıdır” denir. 

 

E ⊂  ’nin bağlantılı olması için, E ’nin hem açık hem de kapalı alt kümelerinin 

sadece ∅  ve E  olması gerekli ve yeterlidir.  

 

Bir E  kümesindeki herhangi iki nokta, yine bu E  kümesinde kalan bir eğri ile 

birleştirilebiliyorsa bu kümeye “eğrisel (yol) bağlantılı küme” denir.  

  

Yol bağlantılı olan bir E  kümesi bağlantılıdır. Ancak bağlantılı bir kümenin yol 

bağlantılı olması gerekmez.  

 

Örneğin,   kompleks sayılar kümesini göz önüne alalım. Bu küme yol bağlantılı 

olduğundan aynı zamanda bağlantılı bir kümedir. 

 

Tanım 2.5. [ ],a b ⊂   için, 

[ ]: ,a bγ →  

sürekli fonksiyonu  ’de bir “eğri” olarak adlandırılır. ( )aγ  ve ( )bγ  değerlerine γ  

eğrisinin “başlangıç ve bitim noktaları” adı verilir. 

 

( ) ( )a bγ γ=  şartını sağlayan bir γ  eğrisine “kapalı eğri” adı verilir.   

 

γ  bir eğri olmak üzere, bu eğri üzerinde yalnızca 1 2t t=  olduğunda 1 2( ) ( )t tγ γ=  

oluyorsa γ  “basit” eğridir. Tanıma göre kendini kesmeyen bir eğri basit eğridir, yani 

γ  bire-bir sürekli bir fonksiyondur. ( ) ( )a bγ γ=  koşulunu sağlayan basit bir γ  eğrisi 

“basit kapalı eğri (Jordan eğrisi)” olarak adlandırılır. 

 

γ  eğrisinin γ ′  türevi mevcut ve bu türev sürekli bir fonksiyonsa γ , 

“diferansiyellenebilir eğri” diye adlandırılır.  
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( ) 0tγ ′ ≠  ise, γ  diferansiyellenebilir eğrisi “düzgün eğri (regüler eğri)” diye 

adlandırılır. 

 

  düzlemindeki eğriler, çoğu zaman  

( ) ( ) ( ) ( )z t t x t iy tγ= = +  

biçiminde yazılır. Bazen bir γ  eğrisi  

( )x x t= , ( )y y t= , a t b≤ ≤  

parametrik gösterimi ile verilebilir. 

 

Bir eğrinin yalnızca noktalar kümesi olmadığı açıktır. Eğriyi oluşturan noktaların 

dizilişleri de önem arz eder. Böylece eğrilerdeki yönlendirme kavramı karşımıza çıkar. 

Bir  

( ) ( ) ( ), 0 1t x t iy t tγ = + ≤ ≤  

eğrisini ve γ ’nın 0 (0)z z=  ve 1 (1)z z=  uç noktalarını göz önüne alalım. γ  eğrisi 0 'z

dan başlanarak t ’nin artışına göre taranırsa, pozitif yönde (saat ibresinin dönüşünün 

tersi) dönülmüş olur. Pozitif yönlü eğri γ  simgesi ile belirtilir. Eğer 1z ’den başlanarak 

t ’nin azalışına karşılık gelen sırada eğri taranırsa, buna da negatif yön denir ve γ−  

simgesi kullanılarak gösterilir. O halde ( ), 0 1z z t t= ≤ ≤  ile tanımlı fonksiyon γ  

eğrisini gösterirken, ( ), 1 0z z t t= − − ≤ ≤  şeklindeki fonksiyon da γ−  eğrisini 

gösterir.      

 

Tanım 2.6. Bağlantılı açık kümeye “bölge”, sınırı n  tane bağlantılı ayrık alt kümeden 

oluşan bölgeye “ n − bağlantılı bölge” adı verilir. Özel olarak basit bağlantılı (1−

bağlantılı) bölgenin sınırı, bir tane bağlantılı kümeden oluşur. Diğer bir deyişle,   

düzlemindeki bir B  bölgesi için, bu bölgedeki basit kapalı tüm eğrilerin içi tamamen 

B  tarafından kapsanıyorsa, B  bölgesi basit bağlantılı bölgedir. Genel olarak bölgeye 

bir isimlendirme yapılırken bölgenin sınırını oluşturan ve ortak noktası olmayan kapalı 

eğrilerin sayısı dikkate alınır. 

 

Katlı bağlantılı bir bölge, içerisinde birden çok delik bulunan bir bağlantılı bölge 

olarak düşünülebilir. Bir n − bağlantılı bölgede 1n −  tane delik vardır. 



7 

 

E ⊂   bir açık küme olsun. E ’nin bağlantılı her alt kümesine “ E ’nin bir bileşeni” 

denir. Bir kümenin birden çok bileşeni olabilir. Örneğin,  

{ } { }: 1 :1 2E z z z z= < ∪ < <    

kümesinin iki bileşeni vardır.  

 

Bir E ⊂   kümesinin her bir 1 2,z z E∈  noktalarını birleştiren doğru parçası E ’de 

kapsanıyorsa, E , “konveks (dışbükey) küme” olarak adlandırılır. Buradan  ’nin açık 

ve konveks her alt kümesinin bir bölge olduğu söylenebilir. Örneğin bir açık disk 

konveks kümedir. { }: 0 Re 1E z z= < <  kümesi de bir konveks bölgedir. 

 

Tanım 2.7. f , 0z  noktasının bir komşuluğunda tanımlı bir fonksiyon olsun. 

0

0

0

( ) ( )
lim
z z

f z f z

z z→

−
−

 

limiti mevcut ise, f  fonksiyonu 0z  noktasında “diferensiyellenebilir (veya 

türevlenebilir)” denir. Bu limit değeri 0( )f z′  şeklinde gösterilir ve bu değere f ’nin 

0 'z daki türevi denir. Kısaca, 

0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim

z z

f z f z
f z

z z→

−′ =
−

 

dır. Burada 0z z h− =  denirse, yukarıdaki tanım 

0 0
0

0

( ) ( )
( ) lim

h

f z h f z
f z

h→

+ −′ =   

ifadesine eşdeğer olur. Gerçel fonksiyonlardaki limit tanımından farklı olarak, burada 

0h →  yapılırken, h ’ın orijinden geçen her eğri boyunca, özel olarak reel ve imajiner 

eksen boyunca da sıfıra yaklaştığı varsayılır ve bütün bu yaklaşımlarda limitin aynı 

değeri alması gerekir.  

 

Gerçel fonksiyonlardaki türev kavramından farklı olarak, kompleks bir fonksiyon açık 

bir kümede birinci mertebeden türeve sahipse, her mertebeden türeve sahiptir. 

 

Teorem 2.8. ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= +  fonksiyonu z  noktasında 

diferansiyellenebilirse, 
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( ) x x y yf z u iv iu v′ = + = − +  

dir, yani u  ve v  fonksiyonlarının ( , )z x y=  noktasında kısmi türevleri vardır ve bu 

türevler  Cauchy-Riemann eşitlikleri olarak adlandırılan  

x yu v= , 
y xu v= −  

eşitliklerini sağlarlar. 

 

Bu teoremden görüldüğü üzere, bir fonksiyonun bir noktada diferansiyellenebilir 

olması için o noktada Cauchy-Riemann eşitliklerinin gerçeklenmesi gerekir. Ancak 

bu, diferansiyellenebilirlik için yeterli bir koşul değildir.  

 

Tanım 2.9. Bir f  kompleks fonksiyonu bir 0z  noktasının belli bir 0( )B zδ  

komşuluğundaki bütün noktalarda diferensiyellenebiliyorsa f , 0z ’da “analitiktir” 

denir. 

 

Bir E  kümesinin tüm noktalarında analitik olan bir f  fonksiyonu, E  üzerinde 

analitiktir.  

 

 ’nin tamamında analitik olan bir f  fonksiyonuna “tam (entire) fonksiyon” denir. 

 

Tanımdan anlaşılacağı gibi, bir 0z  noktasında analitik olan bir fonksiyon bu noktada 

(ve bu noktanın uygun bir komşuluğunda) diferensiyellenebilirdir. Fakat bunun tersi 

her zaman doğru değildir. Örneğin; 2
( )f z z= , 0z =  noktasında diferansiyellenebilir 

bir fonksiyondur, fakat analitiklik koşulunu sağlamaz. Çünkü f  fonksiyonunun 

diferansiyellenebildiği, 0z =  noktasının hiçbir komşuluğu yoktur. Gerçekten de,  

2 2( )f z x y u iv= + = +  

olduğundan,  
2 2u x y= + , 0v =  

yazılabilir. Böylece,  

2xu x= , 2yu y= , 0xv = , 0yv =  

olup, Cauchy-Riemann eşitlikleri ( , ) (0,0)x y =  dışında hiçbir noktada gerçeklenmez. 
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Bir 0z  noktasında analitik olan bir f  fonksiyonunun, 0z ’ın uygun bir 

komşuluğundaki tüm noktalarda analitik olacağı açıktır.  

  

f  fonksiyonunun 0z  noktasında analitik olduğunu göstermek için, 0z  noktasının f  

fonksiyonunun diferansiyellenebildiği E  kümesinin bir iç noktası olduğunu 

göstermek gerekir. Bu durumda, f  fonksiyonunun analitik olduğu küme iç 

noktalardan oluşmaktadır ve dolayısıyla açık bir kümedir. 

 

f  fonksiyonu, 0z noktasında analitik değil ise, 0z ’a f ’nin “singüler noktası” denir.  

 

Teorem 2.10. Kompleks düzlemde tanımlı ( ) ( , ) ( , )f z u x y iv x y= +  şeklindeki 

fonksiyon göz önüne alınsın. Bu fonksiyonun bir B  bölgesinde analitik olması için 

, , ,x y x yu u v v  kısmi türevlerinin var ve bu bölgede sürekli olması ve  

x yu v= , 
y xu v= −  

Cauchy-Riemann denklemlerini sağlaması gerekli ve yeterlidir [1].  

 

Teorem 2.11. γ , pozitif yönlü, basit kapalı bir eğri, f  fonksiyonu bu eğrinin içinde 

ve üzerinde analitik olsun. Bu eğrinin içindeki herhangi bir 0z  noktasında,  

0

0

1 ( )
( )

2

f z
f z dz

i z zγπ
=

−∫  

eşitliği sağlanır [2].   

 

Cauchy İntegral Formülü adı verilen bu teoreme göre, f ’nin γ  eğrisinin içindeki 

noktalarda aldığı değerler, bu fonksiyonun γ  eğrisi üzerindeki değerleriyle belirlenir. 

Bu bakımdan karmaşık analizde önemli bir yere sahiptir. 

 

Teorem 2.12. f  fonksiyonunu bir B  bölgesinde analitik olsun. Bu durumda f ’nin 

bu bölgede tüm ( ), ,..., ,...nf f f′ ′′  türevleri mevcuttur ve bu türev fonksiyonları da B  

bölgesinde analitik olur [2]. 
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Bu teoremin vurguladığı en önemli husus aşağıdaki gibi özetlenebilir; 

Bir fonksiyon analitik olduğu bir bölgede her mertebeden türevlenebilirdir. Ayrıca 

elde edilen bu türevler yine bu bölgede analitiktir. Verilen bu sonuç aşağıda ifade 

edilen teoremin temelini oluşturur.  

 

Teorem 2.13. f  fonksiyonu basit kapalı ve pozitif yönlü bir γ  eğrisi üzerinde ve 

içinde analitik olsun. Ayrıca 0z  noktası γ  içinde bulunsun. Bu durumda, 

( )
0 1

0

! ( )
( ) , 0,1, 2,3,...

2 ( )
n

n

n f z
f z dz n

i z zγπ += =
−∫  

şeklindedir [2].  

 

Tanım 2.14. 0 , nz c ∈  sabitler olmak üzere,  

2
0 1 0 2 0 0( ) ( ) ... ( ) ...n

nc c z z c z z c z z+ − + − + + − +  

biçimindeki serilere “kuvvet serisi” denir. Genel olarak kuvvet serileri 

0
0

( )n

n

n

c z z
∞

=

−∑  

ile gösterilir. Burada 0z  noktası kuvvet serisinin merkezidir. 0z z=  iken toplam 0 'c a 

eşit olacağından bu kuvvet serisi 0z z=  noktasında yakınsaktır. 

 

Teorem 2.15. (Taylor Teoremi) f  fonksiyonu 0z  noktasında analitik ise, bu 

noktanın uygun komşuluğundaki z  noktaları için, 

( )
0

0 0
0 0

( )
( ) ( ) ( )

!

n
n n

n

n n

f z
f z c z z z z

n

∞ ∞

= =

= − = −∑ ∑      

biçiminde bir açılıma sahiptir. Bu seri “ f  fonksiyonunun 0z z= ’ın komşuluğundaki 

Taylor açılımı” olarak adlandırılır. Ayrıca bu seri bir 0( )RB z  diskinde mutlak 

yakınsak, diskin kompakt alt kümeleri üzerinde ise düzgün yakınsaktır [2].   

 



11 

 

Kompleks analizde büyük öneme sahip olan Taylor Teoremi bize gösteriyor ki, bir 

analitik fonksiyon analitik olduğu noktanın bir komşuluğunda bir kuvvet serisi ile 

gösterilebilir. 

 

Tanım 2.16. B ,   kompleks düzleminde bir bölge ve :f B →  sürekli bir dönüşüm 

olsun. 1γ  ve 2γ  eğrileri, aralarında α  açısı olan ve 0z B∈  noktasından geçen düzgün 

eğriler olsunlar. 1( )f γ  ve 2( )f γ  resim eğrileri de, 0z  noktasının f  altındaki 

görüntüsü olan 0w ’da α  açısı yapıyorsa, f , 0z ’da bir “konform dönüşümdür” denir. 

Yani, belli bir 0z  noktasından geçen iki düzgün eğri arasındaki açının yönünü ve 

büyüklüğünü koruyan bir dönüşüme “ 0z  noktasında konformdur” denir. Bir 

fonksiyon B ’nin her noktasında konform ise, bu fonksiyon “ B  bölgesinde 

konformdur” adı verilir. 

  

Kompleks düzlemde konform dönüşümlere örnek olarak, 1 2 3 4, , ,a a a a  kompleks 

sabitleri için, genişletilmiş kompleks düzlemi { }( )∞ = ∪ ∞   kendi üzerine konform 

olarak resmeden 

1 2
1 4 2 3

3 4

( ) , 0
a z a

f z a a a a
a z a

+
= − ≠

+
 

Möbius dönüşümü verilebilir. Ayrıca yine kompleks düzlemde ( ) zf z e=  dönüşümü 

de bir konform dönüşümdür. 

 

Aşağıdaki teoremde, analitiklik ile konform dönüşümler arasındaki önemli ilişki 

verilmiştir:  

 

Teorem 2.17. 0z ’da analitik olan bir f  fonksiyonu verilsin. 0( ) 0f z′ ≠  oluyorsa, f , 

0z ’da bir konform dönüşümdür [3]. 

 

Bazı konform dönüşüm çeşitleri aşağıda verilmiştir: 
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Tanım 2.18. (i) ( ) ,T z z b b= + ∈  ve b sabit=  biçimindeki doğrusal dönüşümlere 

“öteleme (translation) dönüşümü” denir. 

 

Öteleme dönüşümleri z − düzlemindeki şekilleri b  vektörü yönünde b  kadar 

kaydırırlar. Resim orijinaline benzer. 

 

(ii) ( ) iT z e zθ=  biçimindeki dönüşümlere “dönme (rotation)” denir. 

 

Dönme dönüşümü z − düzlemindeki şekilleri θ  açısı kadar döndürür. Eğer 0θ >  ise 

dönme pozitif yönde, 0θ <  ise dönme negatif yönde olur. Resim orijinal şekle benzer. 

 

(iii) ( ) ,T z zα α= ∈  biçimindeki dönüşümlere “uzama-kısalma dönüşümleri” 

denir. Dikkat edilirse 1α >  ise uzama, 1α <  ise kısalma olur. 

 

(iv) 
1

( )T z
z

=  dönüşümüne “tersinme (inversion)” denir. 

 

Tersinme dönüşümü, bir z  noktasının orijine olan uzaklığını bu uzaklığın tersine ve 

z ’nin argümanını da bu argümanın ters işaretlisine götürür. Çünkü, 

1
( )T z

z
=  ve arg ( ) argT z z= −  

dir. 

 

Örnek 2.19. z − düzleminde 0, 2, 0, 1x x y y= = = =  doğruları tarafından sınırlanan 

R  bölgesini alalım. 

 

42
i

w e z
π

=  dönüşümü altında R ’nin w−  düzlemindeki R′   resim bölgesi bulunursa, 

R  dikdörtgeni pozitif yönde 
4

π
 açısı kadar döner. (Şekil 2.1) 
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Şekil 2.1 42
i

w e z
π

=  dönüşümü altında R ’nin  w − düzlemindeki resim bölgesi  

 

42 (1 2 )
i

w e z i
π

= + −  dönüşümü altında R ’nin w−düzlemindeki R′  resim bölgesi 

bulunursa, 0, 2, 0, 1x x y y= = = =  doğruları 1u v+ = − , 3u v+ = , 3u v− = , 1u v− =  

doğrularına dönüşür. (Şekil 2.2) 

 

 

Şekil 2.2 42 (1 2 )
i

w e z i
π

= + −  dönüşümü altında R ’nin w − düzlemindeki resim bölgesi 
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3. ÜNİVALENT FONKSİYONLAR 

Bu bölümde, ünivalent fonksiyon kavramı verilmiştir. Ayrıca ünivalent fonksiyonların 

bazı önemli sınıfları tanıtılmış ve bu sınıflarla ilgili temel kavramlardan söz edilmiştir. 

 

3.1 Ünivalent Fonksiyonlar 

Bu başlık altında kompleks analizin önemli bir çalışma alanı olan ünivalent 

fonksiyonlar teorisi ile ilgili temel bilgiler verilecektir. 

 

Tanım 3.1.1. B ,  ’de bir bölge olmak üzere, 1 2z z≠  olacak şekildeki tüm 1 2,z z B∈  

noktalarında 1 2( ) ( )f z f z≠  ise, :f B →  fonksiyonu 'B de “ünivalent (veya 

schlicht)” fonksiyondur.  

 

Tanım 3.1.2. B ,  ’de bir bölge, 0z B∈  olmak üzere, f , 0z ’ın en az bir 

komşuluğunda ünivalent oluyorsa f  fonksiyonu bu noktada “yerel ünivalent” 

fonksiyondur.  

 

f  fonksiyonu, B  bölgesinde analitik olsun. 0( ) 0f z′ ≠  olması için, f ’nin 0z ’da yerel 

ünivalent olması gerekli ve yeterlidir.   

  

Bir bölgede ünivalent olan bir fonksiyon bu bölgenin tüm noktalarında yerel 

ünivalenttir. Ancak bunun tersi her zaman doğru değildir. Mesela; 

{ }: 0 2,0 arg 2B z z z π= ∈ < < < <  kümesinde tanımlı 2( )f z z=  fonksiyonu B  

bölgesindeki tüm noktalarda yerel ünivalenttir ancak bu fonksiyon B ’de ünivalent 

değildir. f  fonksiyonu B ’de analitik olduğundan bölgedeki her 0z  noktası için 

0( ) 0f z′ ≠  dır. Böylece fonksiyonun bu bölgedeki tüm noktalarda yerel ünivalent 

olduğu açıktır. Ancak 1 2

1 1 1 1
,

2 2 2 2
z i z i B= + = − − ∈  noktaları için, 

1 1 1 1

2 2 2 2
f i f i i
   + = − − =   
   
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olup, iki farklı noktanın görüntüsü aynı olduğundan, f , B ’de ünivalent değildir. 

 

Bir :f B →  fonksiyonu, B  üzerinde hem analitik hem de ünivalent ise, B  üzerinde 

konformdur. Diğer bir deyişle, f , B  üzerinde konformal bir dönüşümdür.  

 

B  bölgesinin seçiminin fonksiyonun ünivalentliği için çok önemli olduğunu 

hatırlatmak önemlidir. Örneğin, 

{ } { }{ }: 0 1, Im 0,Re 0

: 0 1, 0 arg( )
2

B z z z z

z z z
π

= ∈ < < > >

 = ∈ < < < < 
 




  

bölgesinde tanımlı 2( )f z z=  fonksiyonu B ’yi konformal olarak 

{ }{ }1 : 0 1, Im 0B z z z= ∈ < < >  bölgesi üzerine dönüştürür. Yani 1:f B B→  

fonksiyonu B  üzerinde analitik ve ünivalenttir. Bununla birlikte birim diskte tanımlı 

2( )h z z=  fonksiyonu için, 
1 1 1

2 2 4
h h
   = − =   
   

 olduğundan, h  fonksiyonu B ’yi 

konformal olarak birim disk üzerine dönüştürmez. Ayrıca (0) 0h′ =  olur ki bu da 0'

ın hiçbir komşuluğunda h ’nin ünivalent olmadığı anlamına gelir.  

6

( )
7

z
z zϕ = + , D ’de ünivalent bir fonksiyondur. (Şekil 3.1) 

                                                                             

              

Şekil 3.1 
6

( )
7

z
z zϕ = + ’nin grafiği 
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62
( )

7

z
z zϕ = +  ise D ’de ünivalent olmayan bir fonksiyon örneğidir. (Şekil 3.2) 

          

Şekil 3.2 
62

( )
7

z
z zϕ = + ’nin grafiği 

 
Bir kompleks fonksiyon, bir bölgeyi başka bir bölge üzerine resmeder. Bu resmetme 

işleminde, uygulamalarda kolaylık sağlaması açısından herhangi bir kompleks 

fonksiyon yerine, analitik fonksiyonlar göz önüne alınırsa, resmetme işlemi konform 

olarak yapılır. Konform dönüşümlerin birçok alanda önemli uygulamaları vardır. Bu 

uygulamaların temeli; eldeki problemi verilen bölgeden daha basit bir bölgede 

kolaylıkla çözerek, bulunan sonucu ters dönüşümle ilk bölgeye taşımaya dayanır. 

Bunu yapmak için problemdeki bölgeyi istenilen basit bölgeye resmeden analitik ve 

bire-bir bir fonksiyon bulunmalıdır. Bu analitik fonksiyonun var olduğu Riemann 

dönüşüm teoremi ile ispatlanmıştır. Analitik fonksiyonlar kuramında önemli bir role 

sahip olan bu teorem 1851 yılında Riemann tarafından verilmiştir.  

 

Teorem 3.1.3. (Riemann Dönüşüm Teoremi) B  en az iki sınır noktası bulunan basit 

bağlantılı bir bölge olsun. B  bölgesini { }: 1D z z= ∈ <  birim diski üzerine bire-bir 

olarak resmeden bir f  analitik fonksiyonu vardır. Buna ek olarak, B  bölgesini D  

birim diski üzerine resmeden ve 0z B∈  noktası için 0( ) 0f z = , 0( ) 0f z′ >  koşullarını 

sağlayan bir tek konform dönüşüm vardır [3]. 

 

Bu teoreme göre, kompleks düzlemdeki keyfi bölgelerde tanımlı analitik fonksiyonlar 

yerine D  birim diskinde tanımlı analitik fonksiyonlarla işlem yapılabilir. 
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h  fonksiyonu D  birim diskinde analitik ise,  

                                             2
0 1 2

0

( ) ... n

n

n

h z d d z d z d z
∞

=

= + + + =∑                           (3.1) 

şeklinde bir Taylor seri gösterimine sahip ve D ’de yakınsak olduğu bilinmektedir. Bu 

açılımdaki 
nd  katsayıları ve h ’nin geometrik özellikleri hakkında iki soru akla 

gelmektedir. Biri 
nd  katsayılarının h ’nin geometrik özelliklerini ne şekilde etkilediği, 

diğeri ise h ’nin özellikleri ile 
nd  katsayılarının bağlantılı olup olmadığıdır. Burada 

konumuz ünivalent fonksiyonlar olduğundan, özel olarak bu soruları aşağıdaki gibi 

sorabiliriz:  

1. h  fonksiyonunun ünivalentliği Taylor seri gösterimindeki 
nd  katsayılarını 

nasıl etkiler?  

2.  Taylor seri gösterimindeki 
nd  katsayıları verildiğinde, h  fonksiyonun 

ünivalentliği hakkında fikir yürütebilir miyiz?  

 

Eğer h  fonksiyonu D ’de ünivalent ise, ( )h z c+  fonksiyonu da D  de ünivalenttir 

çünkü bir sabitin eklenmesi sadece görüntü bölgesini kaydırır.  Normalizasyonun ilk 

adımı olarak Taylor seri açılımındaki 0d  sabit terimi çıkarılmış olan 0( )h z d−  

şeklindeki fonksiyonu inceleyelim. Eğer 0( ) 0h z′ =  ise h , 0z ’ın hiçbir komşuluğunda 

ünivalent olamaz. h ’nin D ’de ünivalent olabilmesi için (0) 0h′ =  şartı sağlanmalıdır. 

O halde 1 0d ≠  dır. Böylece 0( )h z d−  fonksiyonunu 11/ d  ile çarparak 

( )0 1( ) ( ) /f z h z d d= −  şeklindeki fonksiyonu elde edebiliriz. h  fonksiyonunun birim 

diskte ünivalent olması durumunda ( )0 1( ) ( ) /f z h z d d= −  fonksiyonu da birim diskte 

ünivalent olacaktır çünkü bir fonksiyonu 11/ d  ile çarpmak resim bölgesini sadece 

döndürüp uzatır (veya kısaltır). Tersine, benzer şekilde f , D ’de ünivalent ise h  de 

ünivalent olacaktır. Elde edilen bu son fonksiyonda, 
1

n
n

d
a

d
=  dersek,  

                                    2 3
2 3

2

( ) ... n

n

n

f z z a z a z z a z
∞

=

= + + + = +∑                               (3.2)                                     
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şeklindeki normalize edilmiş forma ulaşırız. (3.2) ile gösterilen fonksiyon “normalize 

edilmiştir”. Normalize edilmiş fonksiyonların oluşturduğu sınıf A  ile gösterilir. 

  

 (3.2) formunda verilen bir f  fonksiyonunun ünivalent olması durumunda bu 

fonksiyona “normalize edilmiş ünivalent fonksiyon” denir. D ’de ünivalent ve analitik 

olan normalize edilmiş fonksiyonların sınıfını göstermek için S  sembolü kullanılır.  

 

(3.1) ile verilen h  fonksiyonu D ’de ünivalent ise bu durumda 
nd  keyfi olarak büyük 

olabilir ( ( )h z 'yi uygun bir M  ile çarparak görülebilir). Ancak, normalize edilmiş 

ünivalent fonksiyonların S  sınıfını ele alırsak, her 2n >  için öyle bir 
nA  sınırı 

olduğunu varsayabiliriz ki S 'deki her ( )f z  için 
n na A<  olur. 

nA  sınırı ile ilgili bir 

tahminde bulunabilmek için "büyük" katsayılara sahip ünivalent bir fonksiyon 

oluşturmaya devam ediyoruz. Bu amaçla,  

1

1
( )

1

z
f z

z

+
=

−
, 2

2 1( ) ( )f z f z= , ( )2

1
( ) ( ) 1

4
f z f z= −  

fonksiyonlar dizisini dikkate alalım. İlk olarak 1( )f z  fonksiyonu D 'yi 1Re 0f >  yarı 

düzlemine taşır. Bunun ardından 2
2 1( ) ( )f z f z=  dönüşümü bu bölgeyi, reel eksenin 

negatif kısmı çıkarılmış olan kompleks düzlemin tamamı üzerine resmeder. Daha 

sonraki adımda yapılan ( )2

1
( ) ( ) 1

4
f z f z= −   dönüşümü ise sadece normalize 

işlemidir. Kısacası ( )f z ’yi hesaplamak için, 

2 2 2

2 2

1 1 (1 ) (1 )
( ) 1

4 1 4(1 ) (1 )

z z z z
f z

z z z

 + + − − = − = =  − − −   
     

yazabiliriz. Çok önemli olan bu fonksiyon özel bir isme sahiptir: “Koebe fonksiyonu”. 

Koebe fonksiyonu “ ( )k z ” ile gösterilir. ( )k z ’nin inşa edilişindeki yukarıda açıklanan 

dönüşümler Şekil 3.3’te verilmiştir. 

 

Koebe fonksiyonu ile ilgili aşağıdaki teorem oldukça önemlidir: 
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Teorem 3.1.4. 2 3

2
1

( ) 2 3 ... ...
(1 )

n n

n

z
k z z z z nz nz

z

∞

=

= = + + + + + =
− ∑  şeklinde tanımlı 

Koebe fonksiyonu S  sınıfındadır. Bu fonksiyon D ’yi w = −∞  dan 
1

4
w = − ’e kadar 

negatif reel eksen boyunca yarık olan kompleks düzlem ile birebir eşler [1]. 
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Şekil 3.3 Koebe fonksiyonunun elde edilişi        
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Koebe fonksiyonu S  sınıfına ait en önemli fonksiyondur. S  sınıfına ait olan diğer 

bazı temel fonksiyon örneklerine aşağıda yer verilmiştir:  

 

(i) w z=  birim dönüşümü, D  birim diskini kendisi üzerine resmeder. 

(ii) 2 3 ...
1

z
w z z z

z
= = + + +

−
 fonksiyonu, D  birim diskini konformal olarak 

{ }Re 1/ 2w > −  yarı-düzlemine resmeden doğrusal bir kesirli dönüşümdür. 

Normalizasyon koşullarını sağladığı için S'ye aittir. Bu fonksiyon S'nin konveks 

görüntüye sahip fonksiyonlardan oluşan alt sınıfı için birçok problemde ekstremal bir 

rol oynamaktadır. 

(iii) 3 5

2
...

1

z
w z z z

z
= = + + +

−
 fonksiyonu, D  birim diskini 

1

2
x≤ < ∞  ve 

1

2
x−∞ < ≤ −  yarı doğruları çıkarılmış kompleks düzleme resmeder. 

(iv) 
1 1

log
2 1

z
w

z

+
=

−
 dönüşümü, D  birim diskini { }/ 4 Im / 4wπ π− < <  şeridine 

resmeder.  

(v) 2 21 1
1 (1 )

2 2
w z z z = − = − −   dönüşümü, D  birim diskini bir kardioidin içi üzerine 

resmeder. 

(vi) Koebe fonksiyonunun rotasyonu, yani 
2

( ) ,
(1 )i

z
k z z D

e z
θ θ= ∈

−
, her θ ∈  için 

S  sınıfında olan bir fonksiyondur. Bu fonksiyon altında D  birim diskinin görüntüsü, 

∞ ’dan / 4ie θ−− ’e radyal bir yarık dışında tüm kompleks düzlemdir. 

(vii) Koebe fonksiyonunun karekök dönüşümü olan 
2

( )
1

z
f z

z
=

−
 fonksiyonu, D  

birim diskini biri / 2i  noktasından ∞ ’a, öteki / 2i−  noktasından −∞ ’a uzayan 

yarıkların tümleyeni üzerine resmeden bir fonksiyondur. 

(viii) 
1 1

( ) 1 ,
2 1

z
f z z D

z

α

α
 + = − ∈  −   

, ( ]0,2α ∈   fonksiyonu genelleştirilmiş Koebe 

fonksiyonu olarak adlandırılır. Genelleştirilmiş Koebe fonksiyonu S  sınıfındadır. 
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(ix) cos2
( )

(1 )
ie

z
f z

z
α α−=

−
, ( )/ 2, / 2α π π∈ −   fonksiyonu S  sınıfına aittir ve D  birim 

diskini  logaritmik bir α − spiral yayın tümleyeni üzerine resmeder. 

 

Diğer taraftan 
3

( ) ,
(1 )

z
f z z D

z
= ∈

−
 için, ( 1/ 2) 0f ′ − =  olduğundan bu fonksiyon 

birim diskin tamamında ünivalent değildir. Ancak { }1/2 : 1/ 2D z z= <  diski üzerinde 

ünivalenttir ve bu disk, f ’nin üzerinde ünivalent olduğu orijin merkezli en büyük 

disktir.  

 

S  sınıfındaki iki fonksiyonun toplamı S  sınıfında değildir. Dolayısıyla, S  bir vektör 

uzayı değildir. Örneğin, 1( )
1

z
f z

z
=

−
 ve 2 ( )

1

z
f z

iz
=

+
 fonksiyonları için 1 2,f f S∈  

olduğu kolaylıkla görülebilir.  

( )1 2 2 2

1 1 (1 )
( ) ( )

2 (1 ) (1 )

i z
f z f z

z iz

− −′ ′+ =
− +

 

olup,  

1 1

1 2

i
z

i

+
= =

−
 

noktası için  

( )1 2

1
( ) ( ) 0

2
f z f z′ ′+ =  

olur. Dolayısıyla  

( )1 2

1

2
f f S+ ∉  

olarak elde edilir. 

    

2

( ) n

n

n

f z z a z
∞

=

= +∑  fonksiyonunun S ’de olması durumunda bu fonksiyondan elde 

edilen ve aşağıda verilen fonksiyonlar yine S  sınıfına aittir [3]:  

(i) ( 1)

2

( ) ,i i i n n

n

n

e f e z z a e zα α α α
∞

− −

=

= + ∈∑                                                       (Dönme) 
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(ii) 
2

( ) n

n

n

f z z a z
∞

=

= +∑                                                                                (Eşlenik alma)                                                            

(iii) 1

2

1
( ) , 0 1n n

n

n

f pz z a p z p
p

∞
−

=

= + < ≤∑                                                       (Genişleme)                                            

(iv) ( )1/ 1 2 2 12
3 22

1
( ) 2 ( 1) ...,

2

k
k k ka

f z z z ka k a z k
k k

+ + +  = + + − − + ∈               (Kök)                       

(v) ( )f z w≠  iken 2
2

( )
( ) ( 1/ ) ...

( )

wf z
g z z a w z

w f z
= = + + +

−
             (İhmal edilmiş değer)  

(vi) 
( )

0
0

0

2

0 0

( )
1

( ) , ( )
1 ( )

z z
f f z

z z
g z z D

z f z

 +
− 

+ = ∈
′−

             (Disk otomorfizmi / Koebe dönüşümü) 

 

S  sınıfındaki fonksiyonların katsayıları için sınır belirlemeye çalışmak uzun yıllar 

boyunca matematikçilerin uğraştığı problemlerdendir. Bieberbach 1916 yılında 

yaptığı çalışmasında 2a  katsayısı için kesin sınıra ulaşmıştır.  

 

Teorem 3.1.5. Her f S∈  fonksiyonunun ikinci katsayısı için 2 2a ≤  kesin eşitsizliği 

vardır. f ’nin, 

2
( ) ( )

(1 )
i i

i

z
f z e k e z

e z

α α
α

−= =
−

  

şeklinde tanımlı Koebe fonksiyonuna ait bir dönme olması, eşitlik hali için gerekli ve 

yeterlidir [4]. 

 

Teoremin şartları altında, eşitliği sağlayan bir fonksiyonun varlığından hareketle, üst 

sınırı azaltmanın ya da alt sınırı arttırmanın imkansız olduğu eşitsizliklere “kesin 

eşitsizlik” adı verilir. Eşitliği sağlayan ve “ekstremal fonksiyon” olarak adlandırılan 

fonksiyon belirlenerek bir eşitsizliğin kesin olduğu gösterilir. Bieberbach 

teoremindeki “ 2 2a ≤ ” eşitsizliği, S  sınıfındaki Koebe fonksiyonunun 2a  katsayısı 2 

olduğu için kesindir. Bieberbach teoremi için ekstremal fonksiyon Koebe 

fonksiyonudur. 
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Koebe tarafından elde edilen örtme teoremi, Bieberbach Teoreminin en önemli 

sonucudur. S  sınıfındaki her f  fonksiyonu için (0) 0f =  olduğundan, merkezi orijin 

olan en az bir disk f ’nin resim bölgesi tarafından kapsanır. 1907 yılında Koebe, ϕ  

mutlak sabiti için, ortak bir w ϕ<  diskinin, tüm f S∈  fonksiyonlarının resimleri 

tarafından kapsandığını ispatlamıştır [5]. Koebe fonksiyonu, 1/ 4ϕ ≤  olmasını 

gerektirir. ϕ  sabitinin 1/ 4  alınabileceğini söyleyen Koebe Kestirimi, Bieberbach 

tarafından daha sonra ispatlanmıştır. 

 

Teorem 3.1.6. (Koebe 1/ 4  Teoremi) Kompleks düzlemdeki { }: 1/ 4w w∈ <  

diski, her f S∈  fonksiyonunun görüntü kümesi tarafından kapsanır. Koebe 

fonksiyonunun dönmeleri için bu sonuç kesindir [3]. 

 

Her f S∈  fonksiyonunun görüntü kümesinde kapsanan orijin merkezli en büyük 

diskin, { }: 1/ 4w w∈ <  diski olduğunu söylemesi bakımından bu teorem oldukça 

önemlidir. 

  

Bu teoremdeki ünivalentlik koşulu kaldırılamaz. Örneğin,  

1
( ) ( 1), 1, 2,...kz

kg z e k
k

= − =     

fonksiyonları analitiktir ayrıca (0) 0kg =  ve (0) 1kg ′ =  dir. Bu durumda 
kg  

fonksiyonlarının, orijinde yerel ünivalent olduğu söylenir. Fakat bu fonksiyonlar için 

1/ k−  değeri çıkarılır ki bu değer 0  noktasına keyfi derecede yakın seçilebilir.  

 

Teorem 3.1.6’nın ispatlanmış olması, S  sınıfındaki fonksiyonlarla ilgili başka 

teoremlerin ispatlanmasına olanak sağlamıştır. Bükülme Teoremi ve Büyüme Teoremi 

en önemli teoremler arasında yer alır.  

 

Teorem 3.1.7. (Bükülme Teoremi) Eğer ( )g z , S  sınıfındaysa, D ’deki her iz e θρ=  

noktası için,    
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3 3

1 1
( )

(1 ) (1 )
g z

ρ ρ
ρ ρ

− +′≤ ≤
+ −

   

olur. Bu eşitsizlik kesindir. Ekstremal fonksiyon olarak Koebe fonksiyonunu almak 

yeterlidir [1]. 

 

Teorem 3.1.8. (Büyüme Teoremi) Eğer ( )g z , S ’de ise, D  birim diskindeki herhangi 

bir z  için,  

2 2
( ) ,

(1 ) (1 )
g z z

ρ ρ ρ
ρ ρ

≤ ≤ =
+ −

     

eşitsizliği sağlanır [1].   

 

Aşağıdaki teoremde verilen eşitsizlik kullanım açısından çoğu zaman daha pratiktir. 

Bu eşitsizlik bükülme ve büyüme teoremlerinden elde edilmiştir.  

 

Teorem 3.1.9.  Eğer ( )g z , S  sınıfındaysa, D ’deki herhangi bir z  için, 

1 ( ) 1

1 ( ) 1

zg z

g z

ρ ρ
ρ ρ

′− +
≤ ≤

+ −
  

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliğin her iki tarafı da kesindir. Eşitlik hali 
2

( )
(1 )

z
k z

z
=

−
 

şeklindeki Koebe fonksiyonu için gerçekleşir [1]. 

 

Teorem 3.1.10. (Branges Teoremi veya Bieberbach Tahmini) S  sınıfına ait olan 

her f  fonksiyonu ( 2,3,...)na n n≤ =  eşitsizliğini sağlar. Ekstremal fonksiyon olarak 

Koebe fonksiyonunu veya bir dönmesini almak yeterlidir [4], [6]. 

 

Bu tahmin 1916 yılında Bieberbach tarafından yapılmıştır. 1985 yılına kadar 

2 3 4 5 6, , , ,a a a a a  katsayıları için yapılabilen ispat, tüm 
na  ler için 1985’te Louis De 

Branges tarafından yapılmıştır. 
na n=  eşitliği,  

2
( )

(1 )i

z
f z

e zθ
=

−
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fonksiyonu için sağlanır. 70 yıl kadar pek çok matematikçiyi uğraştıran bu problemin 

çözülmesi, bu alana bambaşka bir boyut kazandırmış ve üzerinde çalışılacak yeni 

problemler ortaya çıkarmıştır. 

Teorem 3.1.11. 2 3
2 3( ) ...f z z a z a z= + + +  olsun. Eğer  

2

1n

n

n a
∞

=

≤∑  

ise, ( )f z , D  birim diski üzerinde bire-birdir. 

 

Teorem 3.1.12. (Alan Teoremi) 1 2
2

( ) ...
a a

f z z
z z

= + + +  fonksiyonu, 1z =  çemberi 

dışında, ∞  hariç analitik ve bire-bir ise  

2

1

1n

n

n a
∞

=

<∑  

dir. 

 

Aşağıda verilen pozitif reel kısma sahip fonksiyonlar sınıfı, kendisi S  sınıfında 

olmamakla beraber, ünivalent fonksiyonlar ile ilgili yapılan çalışmalarda ortaya çıkan 

bazı problemlerin çözümüne büyük katkı sağlar. 

 

Tanım 3.1.13. z D∈  olsun.  

2
1 2

1

( ) 1 ... ... 1n n

n n

n

f z q z q z q z q z
∞

=

= + + + + + = +∑  

formunda, D ’de analitik ve her z D∈  noktasında { }Re ( ) 0f z >  koşulunu 

gerçekleyen f  fonksiyonlarının sınıfına “Carathéodory sınıfı” veya “pozitif reel 

kısma sahip fonksiyonlar sınıfı” adı verilir. Bu sınıfı göstermek için P  sembolü 

kullanılır.  

 

Yukarıda da belirttiğimiz gibi P  sınıfındaki fonksiyonların S  sınıfında olması 

gerekmez. Örnek olarak, ( ) 1 nf z z= +  fonksiyonu göz önüne alınabilir. Bu fonksiyon 

n  tamsayı olmak üzere, her 0n ≥  için P  sınıfına ait olmakla birlikte, 2n ≥  için 

ünivalent olmadığından S  sınıfında değildir.  
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2
0

1

1
( ) 1 2 2 ... 1 2

1
n

n

z
L z z z z

z

∞

=

+
= = + + + = +

− ∑   

ile tanımlanan Möbius fonksiyonu P  sınıfındadır. Bu fonksiyon analitik ve 

ünivalenttir. Ayrıca D ’yi Re 0w >  yarı düzlemi üzerine resmeder. 

 

1907 yılında Carathéodory tarafından ispatlanan aşağıdaki teorem P  sınıfına ait 

fonksiyonların katsayıları hakkında bilgi verir.  

 

Teorem 3.1.14. (Carathéodory Teoremi) Eğer 
1

( ) 1 n

n

n

p z p z
∞

=

= +∑  fonksiyonu 

Caratheodory sınıfındaysa, 1n ≥  tamsayısı için, 2np ≤  kesin eşitsizliği sağlanır. 

0 ( 1, 2,..., )k k nµ ≥ =  ve 2 /i ne πρ =  iken, 

1 1

1
( ) 1

1

kn
m

k mk
k m

z
G z z

z

ρµ ρ
ρ

∞

= =

+
= = +

−∑ ∑  ve 
1

1
n

k

k

µ
=

=∑  

ise, ( )G z  fonksiyonu Caratheodory sınıfındadır ve 2np =  dir [7]. 

 

Alexander tarafından ispatlanan aşağıdaki teorem, P  sınıfına ait fonksiyonlar ile 

ünivalent fonksiyonlar arasındaki ilişkiyi göstermesi bakımından önemlidir.  

 

Teorem 3.1.15. Eğer ( )f z P′ ∈  ise bu fonksiyon D  birim diskinde ünivalenttir [1]. 

 

Noshiro [8] ve Warschawski [9] tarafından birbirlerinden bağımsız olarak verilen 

aşağıdaki teorem, bu teoremin bir genelleştirmesidir. 

 

Teorem 3.1.16. (Noshiro-Warschawski Teoremi) B  konveks bir bölge olsun. 

z B∀ ∈  ve α∃ ∈  için,  

( )Re ( ) 0ie f zα ′ >  

eşitsizliğini sağlayan f  fonksiyonu bu bölgede ünivalenttir.  

 

Örneğin, ( ) 2 log(1 )f z z z= − − −  fonksiyonu için,  
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0

1
( ) ( )

1

z
f z L z P

z

+′ = = ∈
−

  

dir. D  bölgesi konveks olduğundan f fonksiyonu D  birim diskinde ünivalent olur.  

 

            

Şekil 3.4 ( ) 2 log(1 )f z z z= − − −  altında D  birim diskinin görüntüsü 

 

S  sınıfında olmayıp geometrik fonksiyonlar teorisi için önemli olan fonksiyonlardan 

biri de  aşağıda tanımlanan Schwarz fonksiyonudur. 

 

Tanım 3.1.17. D  birim diskinde, (0) 0w =  ve ( ) 1w z <  olan analitik fonksiyonlardan 

oluşan sınıfa “Schwarz fonksiyonlarının sınıfı” adı verilir. Bu sınıfı göstermek için Ω  

sembolü kullanılır [10]. 

 

1 ( )
( ) ( ) , ( ) .

1 ( )

w z
z P z w z

w z
ρ ρ +

∈ ⇔ = ∈Ω
−

    

Yukarıda ifade edilen bağıntı P  sınıfına ait ( )zρ  fonksiyonları ile Ω  sınıfına ait ( )w z  

fonksiyonları arasında ilişki kurması bakımından oldukça önemlidir. 

 

Yardımcı Önerme 3.1.18. ( )f z , z R<  için analitik olsun ve (0) 0f =  koşulunu 

sağlasın. Eğer z R<  içinde, ( )f z M≤  ise,  
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(0)
M

f
R

′ ≤  ve ( )
M z

f z
R

≤   

eşitsizlikleri gerçeklenir. f  fonksiyonu, ( ) ,iM
f z e z

R

α α= ∈  olarak alınırsa eşitlik 

hali geçerlidir [11]. 

 

Schwarz Yardımcı Önermesi adı verilen bu yardımcı önermede, 1R =  ve ( )f z  

Schwarz fonksiyonu olarak alınırsa,  

(0) 1f ′ ≤  ve ( )f z z≤   

olup, eşitlik hali ( ) ,if z e zα α= ∈  fonksiyonu için sağlanır. 

 

Tanım 3.1.19. D  birim diskinde analitik olan f  ve g  fonksiyonları verildiğinde, eğer 

f g ϕ=   koşulunu sağlayan bir ϕ ∈Ω  fonksiyonu bulunabiliyorsa, “ f , g ’ye 

subordinedir” denir ve f g  sembolü ile gösterilir [10]. 

 

Böylece eğer f g  oluyorsa,  

(0) (0)f g=  ve ( ) ( )f D g D⊆   

dir. Yardımcı Önerme 3.1.18’den şu sonuç çıkar: 

  

Her (0,1)r∈  için,  

(0) (0)f g′ ′≤  ve ( ) ( )r rf D g D⊆   

dir. Bundan başka eğer f g  ise,  

max ( ) max ( ) , (0,1)
z r z r

f z g z r
≤ ≤

≤ ∈   

yazılabilir.  

 

g  fonksiyonunun D  birim diskinde ünivalent olması durumunda, açıkça görülüyor ki 

(0) (0)f g=  ve ( ) ( )f D g D⊆  şartlarının sağlanması, f g  olması için gerekli ve 
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yeterlidir. Bu koşullar altında her (0,1)r∈  için ( ) ( )r rf D g D⊆   olduğu gerçeği 

“subordinasyon ilkesi” olarak bilinir. 

 

                                                    Şekil 3.5 f g  

Örneğin, ( ) 1f z z= +  ve 
1

( )
1

z
g z

z

+
=

−
 fonksiyonları göz önüne alınırsa, bu 

fonksiyonlar D  birim diskinde analitiktir. f g  olduğunu göstermek için, (0) 0ϕ =  

ve ( ) 1zϕ ≤  koşullarını sağlayan ve her z D∈  noktasında ( ) ( )( )f z g zϕ=   koşulunu 

sağlayan bir ϕ  fonksiyonu bulunmalıdır.  

( ) 1 ( )
( ) ( ) 1 ( )

1 ( ) 2

z z
f z g z z z

z z

ϕϕ ϕ
ϕ

+
= ⇒ + = ⇒ =

− +
  

olup, ( )
2

z
z

z
ϕ =

+
 fonksiyonu için (0) 0ϕ =  ve ( ) 1zϕ ≤  koşullarının sağlandığı 

açıktır. Böylece f g  dir. Bunun yanı sıra, g  ünivalent olduğundan, (0) (0)f g=  ve 

( ) ( )f D g D⊆ ’dir.    

  

D ’de (0) 1p =  olacak şekildeki p  analitik fonksiyonunun D ’de 
1

( )
1

z
p z

z

+
−

  

koşulunu sağlaması P  sınıfında olması için gerekli ve yeterlidir.  

 

Benzer şekilde, D ’de (0) 0ϕ =  olacak şekildeki ϕ  analitik fonksiyonunun 'D de 

( )z zϕ   koşulunu sağlaması Ω  sınıfına ait olması için gerekli ve yeterlidir.    
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3.2 S  Sınıfının Bazı Alt Sınıfları  

Başta konveks ve yıldızıl fonksiyon sınıfları olmak üzere S  sınıfının önemli 

altsınıfları bu bölümde tanıtılacaktır.  

 

Yıldızıl ve konveks fonksiyon sınıflarının her ikisi de geometrik düşüncelerle 

tanımlanmıştır. Ancak bu sınıfların sahip olduğu analitik karakterizasyonlar 

uygulamalarda kolaylık sağladığı için çok faydalıdır. Bu altsınıflarda, Taylor serisi 

katsayıları için sınırlar S  sınıfına göre çok daha kolayca elde edilir. Yıldızıl 

fonksiyonlar, S  sınıfı ile benzer özellik gösterir ve S  sınıfı için sağlanan teoremleri 

sağlar. Ancak konveks fonksiyonlar ve bazı başka alt sınıflar için daha güçlü sonuçlar 

geçerlidir. 

 

Eğer ünivalent bir fonksiyonun D  birim diskini bazı iyi özelliklere sahip bir bölgeye 

eşlediğini biliyorsak, daha derinlemesine bir çalışma için gerekli araçlara sahip oluruz. 

İyi özelliklere sahip olan bir bölgenin olağanüstü bir örneği, konveks bir bölgedir. Bir 

noktaya göre yıldızıl bir bölge ise başka bir örnek olarak verilebilir.  

 

Tanım 3.2.1. B ⊂   olmak üzere, sabit bir 0w B∈  noktası için, 0w ’ı ∀ w B∈  

noktasıyla birleştiren doğru parçasının tamamı B  de kapsanıyorsa, B  kümesine “ 0 'w

a göre yıldızıl küme” adı verilir. Özel olarak, 0 0w =  alınırsa, B ’ye “yıldızıl küme” 

denir. 

 

Daha resimsel bir dille ifade etmek gerekirse, B  kümesinin 0w ’a göre yıldızıl küme 

olması için, B ’nin her noktasının 0w ’dan görülebilir olması gerekir. (Şekil 3.5)  

 

Tanım 3.2.2. B ,   de bir küme olmak üzere, tüm ,z w B∈  noktaları için, z  ile w ’yı 

birleştiren doğru parçasının tamamı B ’de kapsanıyorsa, B ’ye “konveks küme” adı 

verilir. Diğer bir deyişle, B  kümesinin tüm noktalarına göre yıldızıl olması, konveks 

olması için gerekli ve yeterlidir. (Şekil 3.6) 
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                  Şekil 3.6 Yıldızıl Küme                                                  Şekil 3.7 Konveks Küme 

 

Kompleks düzlemdeki tüm yarı düzlemler ve dairesel diskler birer konveks kümedir. 

İki konveks kümenin arakesiti de bir konveks kümedir.  

 

Tanım 3.2.3 D ’yi konveks bir bölgeye resmeden bir f  fonksiyonuna “konveks 

fonksiyon” adı verilir. 

  

Tanım 3.2.4 D ’yi 0w ’a göre yıldızıl bir bölgeye resmeden bir f  fonksiyonuna “ 0w  

noktasına göre yıldızıl fonksiyon” denir. Herhangi bir 0w  noktası yerine, 0 0w =  

noktası seçilirse bu durumda f  fonksiyonu “yıldızıl fonksiyon” olarak adlandırılır.  

 

Bazı konveks ve yıldızıl fonksiyon örneklerine aşağıda yer verilmiştir: 

 

(i) ( )
1

z
f z

z
=

−
 konveks bir fonksiyondur. Bu fonksiyon D  birim diskini 

{ }Re 1/ 2w > −  bölgesi üzerine konformal olarak resmeder.  
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Şekil 3.8 ( )
1

z
f z

z
=

−
 altında D  birim diskinin görüntüsü 

 

(ii) 
1 1

( ) log
2 1

z
g z

z

+ =  − 
 ile verilen fonksiyon konvekstir. D ’yi 

{ }/ 4 Im / 4wπ π− < <  şeridine resmeder.  

 

 

Şekil 3.9 
1 1

( ) log
2 1

z
g z

z

+ =  − 
 fonksiyonu altında D  birim diskinin görüntüsü 

 

 

 

 



34 

 

(iii) 
1

( )
1

z
f z

z

+
=

−
 konveks bir fonksiyondur ve D  diskini  ’nin sağ yarı düzlemi 

üzerine resmeder. 

 

  Şekil 3.10 
1

( )
1

z
f z

z

+
=

−
 altında D  birim diskinin görüntüsü 

 

(iv) 
2

( )
1

z
f z

z
=

−
 fonksiyonu yıldızıldır. D ’yi ( ], 1/ 2−∞ −  ve [ )1/ 2,∞  yarı doğruları 

atılmış tüm  ’ye resmeder.   

   

    

  Şekil 3.11 
2

( )
1

z
f z

z
=

−
 fonksiyonu altında birim diskin resmi 
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(v) 
2

( )
(1 )

z
k z

z
=

−
 fonksiyonu yıldızıldır. Bu fonksiyon D ’yi w = −∞  dan 

1
'

4
w = −

e kadar negatif reel eksen boyunca yarık olan kompleks düzlem ile birebir eşler. Koebe 

fonksiyonu olarak bilinen bu fonksiyon konveks değildir. 

 

       

  Şekil 3.12 Koebe fonksiyonu altında birim diskin görüntüsü 

 

Konveks ve yıldızıl fonksiyonlarla ilgili çalışmamıza, bir 
zΓ  eğrisinin, bu eğri 

üzerinde analitik olan bir f  fonksiyonu altındaki görüntüsünü ele alarak başlıyoruz. 

Nihayetinde 
zΓ ’nin bir çember, bir doğru parçası ya da başka bir temel yay olacağı 

açıktır. Bu nedenle, 
zΓ 'nin düzgün bir eğri olduğunu, ( )x t  ve ( )y t  reel fonksiyonları 

için, 

( ) ( ) ( ),z t x t iy t a t b= + ≤ ≤    

biçiminde parametre edilebildiğini ve [ ],t a b∈  için, 

( ) ( ) ( ) 0z t x t iy t′ ′ ′= + ≠      

olduğunu varsayıyoruz. 
zΓ  yayı yönlendirilmiş bir yaydır ve yönü, t  arttıkça 

belirlenen yöndür.  

 

f  fonksiyonu 
zΓ  yayı üzerinde analitik bir fonksiyon olmak üzere, 

wΓ , 
zΓ  yayının, 

( )f z  fonksiyonu altındaki görüntüsü olsun. 0w ’ın 
wΓ  üzerinde olmadığını varsayalım 

(Şekil 3.12).  
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Şekil 3.13 
zΓ  yayının 𝑓𝑓 fonksiyonu altındaki görüntüsü olan 

wΓ  yayı 

 

Eğer [ ],t a b∈  iken, 

0arg( ) 0
d

w w
dt

− ≥  

ise, 
wΓ  yayına 0w ’a göre yıldızıl adı verilir. Verilen son ifadeyi tekrar düzenlersek, 

0 0 0

0

0

arg( ) Im ln( ) Im ln( )

( )
Im ln( ) Im

( )

d d d
w w w w w w

dt dt dt

d dz f z dz
w w

dz dt f z w dt

 − = − = − 
 

 ′ = − =    −   

 

 

yazabiliriz. (Buradaki 0arg( )w w−  çok değerli bir fonksiyondur, ancak verilen 

koşullar altında türevlenebilir olduğu tek değerli bir dal seçebiliriz.) 

 

Yardımcı Önerme 3.2.5. : ( )z z z tΓ =  eğrisinin f  altındaki görüntüsünün 0w ’a göre 

yıldızıl olması için, [ ],t a b∈  iken, 

 
0

( )
Im ( ) 0

( )

f z
z t

f z w

 ′
′ ≥ − 

        (3.3) 

olması gerekli ve yeterlidir [1]. 

 

Eğer 
wΓ ’nın teğetinin argümanı  t ’nin azalmayan bir fonksiyonu ise, 

wΓ  yayı 

konvekstir (Şekil 3.12). 
zΓ ’nin teğetinin yönü arg ( )z t′  olur ve dönüşüm, bu teğet 

vektörünü bir arg ( )f z′  açısı kadar döndürür. Dolayısıyla,  
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( ) [ ]arg( ( ) ( )) 0 , ,
d d

z t f z t a b
dt dt

Γ ′ ′= ≥ ∈       

olması, 
wΓ  yayının konveks olması için gerekli ve yeterlidir. Buradan, 

                          ( ) ( )arg( ( ) ( )) Im ln ( ) ln ( )
d d

z t f z z t f z
dt dt

′ ′ ′ ′= +        

                              ( )( )
Im ln ( )

( )

z t d dz
f z

z t dz dt

′′ ′= + ′ 
       

                       
( ) ( )

Im ( )
( ) ( )

z t f z
z t

z t f z

′′ ′′ ′= + ′ ′ 
          

yazılır. 

 

Yardımcı Önerme 3.2.6. : ( )z z z tΓ =  eğrisi boyunca ( ) 0f z′ ≠  olsun. 
zΓ ’nin f  

fonksiyonu altındaki görüntüsünün konveks bir yay olması için, 

                                         
( ) ( )

Im ( ) 0
( ) ( )

z t f z
z t

z t f z

′′ ′′ ′+ ≥ ′ ′ 
, [ ],t a b∈                            (3.4) 

olması gerekli ve yeterlidir [1].   

 

Şimdi bu formülleri 
zΓ  eğrisini :RC z R=  çemberi seçerek özelleştirelim. Bu 

çemberi Re , 0 2itz t π= ≤ ≤  şeklinde yazarsak, bu durumda 

( ) Reitz t i iz′ = =       

( ) Reitz t z′′ = − = −                    

olduğundan (3.3) eşitsizliği, 

                                     
0 0

( ) ( )
Im Re 0

( ) ( )

zf z zf z
i

f z w f z w

   ′ ′
= ≥   − −   

                              (3.5) 

ve (3.4) eşitsizliği de, 

                                     
( ) ( )

Im Re 1 0
( ) ( )

zf z zf z
i i

f z f z

′′ ′′   
+ = + ≥   ′ ′   

                               (3.6) 

şeklinde olacaktır.   
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D ’de ünivalent ve analitik olan f  fonksiyonu 
RC  çemberini basit kapalı konveks bir 

eğri üzerine resmediyorsa o zaman bu eğri konveks bir bölgeyi sınırlar. Diğer taraftan, 

f  fonksiyonu, 
RD ’yi ( 1)R <  konveks bir bölgeye eşliyorsa, bölgenin sınırı olan eğri, 

konveks ve basit kapalı bir eğri olacaktır. Yıldızıl eğriler hakkında da bu açıklamaya 

benzeyen bir açıklama yapılabilir. 

 

(3.5) ve (3.6) eşitsizliklerini kullanarak aşağıdaki teoremi elde edebiliriz. (Burada 

kolaylık olması açısından 0 0w =  olarak alınmıştır).  

 

Teorem 3.2.7. f , :RD z R≤  diskinde analitik ve ünivalent bir fonksiyon ise, f ’nin 

RD ’yi konveks bir bölge üzerine resmetmesi için, :RC z R=  çemberi üzerindeki z  

noktalarında,  

                                                 
( )

Re 1 0
( )

zf z

f z

′′ 
+ ≥ ′ 

                                                (3.7) 

koşulunun gerçeklenmesi gerekli ve yeterlidir [12]. 

 

(0) 0f =  olsun. f ’nin 
RD ’yi 0w = ’a göre yıldızıl bir bölge üzerine dönüştürmesi 

için, :RC z R=  çemberi üzerindeki z  noktalarında, 

                                                 
( )

Re 0
( )

zf z

f z

′ 
≥ 

 
                                                      (3.8) 

koşulunun gerçeklenmesi gerekli ve yeterlidir [13]. 

 

Teorem 3.2.7’de bahsedilen f  fonksiyonunun ünivalent olduğunu varsaymalıyız (ya 

da bunu başka bir koşulla değiştirmeliyiz) yoksa hataya düşeriz. 2( )f z z=  fonksiyonu 

göz önüne alınırsa, (3.7) ve (3.8) eşitsizlikleri sağlanır. Ancak D ’nin 2( )f z z=  

fonksiyonu altındaki iki katlı görüntüsü, Tanım 3.2.3 ve Tanım 3.2.4’e uygun olarak 

gerçekten konveks veya yıldızıl bir bölge değildir. 
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f  fonksiyonu S  sınıfında olsun ve 1R <  olarak alınsın. f , 
RD ’yi konveks bölgeye 

dönüştürürse, her r R<  için 
rD  diskini de konveks bir bölgeye dönüştürür.  

 

f  fonksiyonu, 
RD ’yi  yıldızıl bölge üzerine dönüştürürse, her r R<  için 

rD  diskini 

de yıldızıl bölge üzerine dönüştürür.  

 

Konveks fonksiyonlar ile yıldızıl fonksiyonlar arasında, ilk kez J. W. Alexander’ın 

fark ettiği temel ve güzel bir ilişki vardır. Herhangi bir h  fonksiyonu için,  

( ) ( )H z zh z′=       

olarak alalım. Buradan, 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

zH z h z zh z
z

H z zh z

′ ′ ′′+
=

′
     

ve dolayısıyla ( ) 0H z ≠  için, 

                                                 
( ) ( )

1
( ) ( )

zH z zh z

H z h z

′ ′′
= +

′
                                                (3.9) 

olarak yazılabilir. Eğer h ’nin orijinde .m  dereceden bir sıfırı varsa, (3.9)’un her iki 

tarafındaki fonksiyonlar 0z =  noktasında analitiktir. (3.9) ile verilen ifadeyi, konveks 

ve yıldızıl fonksiyonlar için daha önce verilen (3.7) ve (3.8) eşitsizlikleri ile 

karşılaştırırsak, 

( ) ( )
Re Re 1

( ) ( )

zH z zh z

H z h z

′ ′′   
= +   ′   

      

sonucuna ulaşırız. Bu son eşitsizlik bizi aşağıda verilen Alexander Teoremine götürür. 

  

Teorem 3.2.8. (Alexander Teoremi) 
RD ’de ( ) 0h z′ ≠  olsun. ( )h z ’nin 

RD  diskinde 

konveks olabilmesi için ( ) ( )H z zh z′= ’nin 
RD ’de yıldızıl olması gerekli ve yeterlidir 

[14].  

 

Alexander teoremine enteresan bir örnek olarak D ’yi Re 1/ 2w > −  bölgesine eşleyen 
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2

( )
1

n

n

z
h z z z

z

∞

=

= = +
− ∑    

göz önüne alındığında, h , D ’de konveks olduğundan, 

2 2

(1 ) ( 1)
( ) ( )

(1 ) (1 )

z z z
H z zh z z

z z

− − −′= = =
− −

     

D ’de yıldızıl olur. Elde edilen son eşitliğin sağ tarafının Koebe fonksiyonu olduğu 

bilinmektedir. 

 

D  birim diskinde ünivalent olan ve D ’yi konveks bir bölgeye resmeden tüm 

normalleştirilmiş fonksiyonların kümesi C  ile gösterilir. 

 

D  birim diskinde ünivalent olan ve D ’yi orijine göre yıldızıl bir bölgeye resmeden 

tüm normalleştirilmiş fonksiyonların kümesi *S  ile gösterilir. 

 

Yıldızıl fonksiyonlar sınıfının analitik gösterimi aşağıdaki şekildedir: 

( )
( )

* '
: , Re 0, .

zf z
S f f A z D

f z

     = ∈ > ∈   
    

 

Konveks fonksiyonlar sınıfının analitik gösterimi ise,  

( )
( )
''

: , Re 1 0,
'

zf z
C f f A z D

f z

   = ∈ + > ∈  
   

  

şeklindedir.  

 

Bu yeni gösterimler kullanılarak Teorem 3.2.8 aşağıdaki şekilde de yazılabilir:  

                                           (i) *( ) ( )f z C zf z S′∈ ⇒ ∈  

(ii) 
2

*

0

( )
( )

F
F z S d C

ς ς
ς

∈ ⇒ ∈∫ . 

Nevanlinna, *S  sınıfına ait fonksiyonların Taylor seri açılımındaki katsayılar için 

aşağıda verilen teoremi 1921 yılında ispatlamıştır.  
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Teorem 3.2.9. 
2

( ) n

n

n

f z z a z
∞

=

= +∑  fonksiyonu *S ’da ise, n +∀ ∈  için,  

na n≤  

dir. Ayrıca bu eşitsizlik kesindir. ( )f z , Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu ise eşitlik 

gerçekleşir [13].  

 

1917 yılında Loewner tarafından verilen aşağıdaki teorem, C  sınıfına ait 

fonksiyonların Taylor seri açılımındaki katsayılar ile ilgilidir:  

 

Teorem 3.2.10. 
2

( ) n

n

n

f z z a z
∞

=

= +∑  fonksiyonu C ’de ise, her n  pozitif tamsayısı için  

1na ≤  

dir. Ayrıca, bu eşitsizlik her n  için kesindir. ( )f z  Koebe fonksiyonunun bir rotasyonu 

ise eşitlik hali gerçekleşir [15]. 

 

Belirli bir 0z  noktasında ( )f z  analitik ve ( ) 0f z′ ≠  olsun. Eğer r  yeterince küçükse 

her 0z z r− =  çemberi ( )f z  tarafından neredeyse bir çember olan basit kapalı bir eğri 

üzerine resmedilir. Burada ( )f z  üzerine bazı koşullar koyulursa, görüntü eğrisinin 

"neredeyse bir çember" olduğu sonucuna varılması kesin olur. Bu bölümde, ( )f z  

fonksiyonunun S  sınıfında olduğunu varsaymak ve "neredeyse bir çember" ifadesini 

kapalı konveks bir eğri olarak yorumlamak doğaldır. 

 

Teorem 3.2.11. f S∈  ise, her 2 3r ≤ −  için, z r=  çemberinin f  fonksiyonu 

altındaki görüntüsü basit kapalı konveks bir eğridir. 2 3CR = −  sayısı kesindir. S  

sınıfında, her 
Cr R>  için z r=  eğrisini konveks bir eğriye dönüştürmeyen bir 

fonksiyon vardır [13]. 
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Tanım 3.2.12. 2 3CR = −  sayısına “ S  sınıfının konvekslik yarıçapı” denir.  

 

S  sınıfının konvekslik yarıçapını veren Teorem 3.2.11’e  yıldızıllık yarıçapı olan *S
R  

ile ilgili bir teoremin eşlik etmesi beklenir. Ancak, önemli bir zorluk söz konusudur. 

Koebe fonksiyonu, 2 3z < −  için konveks olan, ancak daha büyük hiçbir diskte 

konveks olmayan ekstremal fonksiyondur. Bununla birlikte, aynı fonksiyon D 'de 

yıldızıldır ve bu nedenle yıldızıllık yarıçapı için ekstremal fonksiyon olamaz. Koebe 

fonksiyonu için kesin olan eşitsizlikler Teorem 3.2.11'in kanıtlanmasında faydalı 

olabilir ancak yıldızıllık yarıçapının belirlenmesine yardımcı olamaz. Daha derin 

yöntemlere ihtiyaç vardır ve bunlar 1923 yılında Loewner tarafından sağlanmıştır. 

Burada sadece 1934 yılında Grunsky tarafından ulaşılan aşağıdaki sonuç verilecektir: 

 

Teorem 3.2.13. S  sınıfının yıldızıllık yarıçapı 

1
ln

1 2

r

r

π+
=

−
 

denkleminin kökü olan, 

*

/2

/2

1
tanh 0.65579

1 4S

e
R

e

π

π

π−
= = ≈

+
 

sayısıdır [16]. 

 

Aşağıdaki kavramlar M. S. Robertson tarafından 1936 yılında tanıtılmıştır.  

 

Tanım 3.2.14. 
2

( ) k

k

k

f z z a z
∞

=

= +∑  fonksiyonu z D∀ ∈  için, 

( )
Re

( )

zf z

f z
α

′ 
≥ 

 
 

koşulunu gerçekliyorsa, f ’ye “α −mertebeli yıldızıl fonksiyon” adı verilir. α −

mertebeli yıldızıl fonksiyonlar sınıfını göstermek için *( )S α  sembolü kullanılır [17]. 

 

Tanım 3.2.15. 
2

( ) k

k

k

f z z a z
∞

=

= +∑  fonksiyonu D 'deki tüm z ’ler için, 
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( )
Re 1

( )

zf z

f z
α

′′ 
+ ≥ ′ 

 

koşulunu gerçekliyorsa, f  fonksiyonu “α −mertebeli konveks fonksiyon” olarak 

adlandırılır. α −mertebeli konveks fonksiyonlar sınıfı ( )C α  ile gösterilir [17]. 

 

Açıkça görülüyor ki 1α ≤  olmalıdır, aksi halde *( )S α  ve ( )C α  kümeleri boş kümedir. 

Bununla birlikte, eğer 1α =  ise, bu kümelerde tek bir fonksiyon vardır: ( )f z z= . Eğer 

0α <  ise, bu kümelerden herhangi birindeki bir fonksiyon ünivalent olmayabilir. 

Çoğunlukla 0 1α≤ ≤  doğal koşulu uygulanır.  

 

Alexander teoremine benzer bir teorem, bu yeni sınıfları ilişkilendirir. ( )f z  ve ( ),F z  

S  sınıfına ait fonksiyonlar olmak üzere aşağıdaki bağıntı yazılabilir. 

*( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f z C F z zf z Sα α′∈ ⇔ ≡ ∈   

 

Tanım 3.2.16. f , D ’de analitik olsun. D  üzerinde, 

                                                 
( )

Re 0,
( )

f z
z D

g z

′ 
> ∈ ′ 

                                         (3.10) 

şartını sağlayan konveks bir g  fonksiyonu mevcut ise, f ’ye, D  bölgesinde 

“konvekse yakın fonksiyon” adı verilir [18].  

 

g , D ’de yıldızıl bir fonksiyon ise, (3.10) koşulu 

( )
Re 0,

( )

zf z
z D

g z

′ 
> ∈ 

 
   

şartı ile değiştirilebilir. 

 

Yukarıda geometrik olarak tanımlanan konvekse yakın fonksiyonlar sınıfı *S  sınıfını 

kapsar. 

 

(0) 0f = , (0) 1f ′ =  normalizasyon koşullarını gerçekleyen konvekse yakın 

fonksiyonların sınıfını göstermek için K  sembolü kullanılır. Tanım 3.2.16’da geçen 
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f  fonksiyonlarının ünivalent olması koşulu yoktur. Bundan başka, g  fonksiyonunun 

da normalize edilmiş olması gerekmez.  

 

K  sınıfının analitik gösterimi, 

( )
( )
'

: , Re 0, ,
'

f z
K f f A z D g C

g z

   = ∈ > ∈ ∈      
  

şeklindedir. 

 

Konveks olan her fonksiyon konvekse-yakındır. Ayrıca, yıldızıl olan her fonksiyon da 

konvekse-yakındır. Gerçekten de, her *f S∈  bazı g C∈ 'ler için ( ) ( )f z zg z′=  

formuna sahiptir ve buradan 

( ) ( )
Re Re 0

( ) ( )

f z zf z

g z f z

′ ′   
= >   ′   

  

olur. Konveks, yıldızıl, konvekse yakın ve ünivalent fonksiyon sınıfları arasındaki 

kapsama bağıntısı aşağıda verilmiştir: 

*C S K S⊂ ⊂ ⊂ . 

Örneğin,  
2

2 2

/ 2 1
( )

(1 ) 2 1 (1 )

z z z z
f z

z z z

 −
= = + − − − 

 

konvekse yakın bir fonksiyondur. Bu fonksiyon, ( )
1

z
g z

z
=

−
 konveks bir fonksiyon 

olmak üzere,  

( ) 1
Re Re 0

( ) 1

f z

g z z

′   = >   ′ −  
 

koşulunu sağlar. Ancak bununla birlikte  

( ) 2
Re Re

( ) (1 )(2 )

zf z

f z z z

′   
=   − −   

 

olup, 
7 7

10 10
z i= +  sayısı için pozitif olmadığından bu fonksiyon yıldızıl değildir. 
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Şekil 3.14 
2

2

/ 2
( )

(1 )

z z
f z

z

−
=

−
 altında D  birim diskinin görüntüsü 

 

1955 yılında Reade K  sınıfındaki fonksiyonların katsayıları için Bieberbach 

tahmininin sağlandığını kanıtlamıştır. 

 

Teorem 3.2.17. 
2

( ) k

k

k

f z z a z
∞

=

= +∑  olsun. Eğer f  konvekse yakınsa,  

na n≤ , 2,3,...n =  

olur. 2n ≥  için 
na n=  eşitliği f , Koebe’nin bir rotasyonu olduğunda geçerlidir [19].  

 

Konvekse yakın fonksiyonlarla ilgili temel sonuçlardan biri Kaplan'a ait geometrik bir 

karakterizasyondur. 

 

Teorem 3.2.18. (Kaplan Teoremi) (0) 0f = , (0) 1f ′ =  normalizasyon şartlarını 

gerçekleyen, D  üzerinde analitik ve yerel ünivalent bir f  fonksiyonu verilsin. Her 

(0,1)r∈  ve 2 10 2θ θ π≤ − ≤  koşulunu sağlayan her 1 2,θ θ  reel sayı çifti için, iz re θ=  

olmak üzere,  

2

1

( )
Re 1

( )

zf z
d

f z

θ

θ

θ π
′′ 

+ > − ′ 
∫  
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eşitsizliğinin sağlanması f ’nin konvekse-yakın olması için gerekli ve yeterlidir [18].   

 

Goodman tarafından çalışılan, S  sınıfına ait düzgün yıldızıl ve düzgün konveks 

fonksiyonlardan oluşan altsınıflar aşağıda tanımlanmıştır. 

  

Tanım 3.2.19. Eğer *f S∈  ise ve D ’de bulunan ve ς  merkezi de yine D ’de olan her 

dairesel γ  yayı için ( )f γ  yayı ( )f ς  noktasına göre yıldızıl oluyorsa, f  fonksiyonuna 

D ’de “düzgün yıldızıl fonksiyon” adı verilir. Düzgün yıldızıl fonksiyonlar sınıfı UST  

ile gösterilir [20].    

 

Tanım 3.2.20. Eğer ( )f z , C ’de ise ve D ’de bulunan ve ς  merkezi de D ’de olan 

her dairesel γ  yayı için ( )f γ  yayı konveks bir yay ise f  fonksiyonuna D ’de 

“düzgün konveks fonksiyon” adı verilir. Bu fonksiyonların sınıfı UCV  sembolü ile 

gösterilir [21].   

 

Düzgün yıldızıl ve düzgün konveks fonksiyon sınıflarının analitik tanımları Ronning 

tarafından verilmiştir [22].   

 

Tanım 3.2.21. 
2

( ) k

k

k

f z z a z
∞

=

= +∑  fonksiyonu D  birim diskinde analitik olsun. 

(i) 
( ) ( )

Re 0, ( , )
( ) ( )

f z f
z D D

z f z

ς ς
ς

 −
≥ ∈ × ′− 

  

olması, f UST∈  olması için gerekli ve yeterlidir. 

 

(ii) 
( )

Re 1 ( ) 0, ( , )
( )

f z
z z D D

f z
ς ς

′′ 
+ − ≥ ∈ × ′ 

  

olması, f UCV∈  olması için gerekli ve yeterlidir. 

 

Bu tanımlarda 0ς =  olarak alınırsa, konveks ve yıldızıl fonksiyon sınıfları elde edilir.  

 

Düzgün konveks ve düzgün yıldızıl fonksiyon sınıfları ile ilgili zorluklardan biri, 

karakterizasyonlarının iki değişken cinsinden verilmesidir. Ma ve Minda [23] ve 
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Ronning [24] birbirlerinden bağımsız olarak düzgün konveks fonksiyonlar sınıfının 

sadece bir değişken cinsinden bir karakterizasyonunu vermenin mümkün olduğunu 

keşfetmiştir. 

 

Teorem 3.2.22. 
( ) ( )

Re 1 ,
( ) ( )

zf z zf z
z U

f z f z

′′ ′′ 
≤ + ∈ ′ ′ 

                                               (3.11) 

olması, f UCV∈  olması için gerekli ve yeterlidir.  

 

Parabolik yıldızıl fonksiyonların pS  sınıfının analitik tanımı aşağıda verilmiştir: 

 

Tanım 3.2.23. 
( ) ( )

1 Re ,
( ) ( )

zf z zf z
z U

f z f z

′ ′ 
− ≤ ∈ 

 
                                                  (3.12) 

olması, pf S∈  olması için gerekli ve yeterlidir. 

  

 (3.11) ve (3.12) ifadeleri karşılaştırıldığında şu sonuca ulaşılır: 

.pf UCV zf S′∈ ⇔ ∈   

Dolayısıyla, düzgün konveks fonksiyonlar sınıfı ile parabolik yıldızıl fonksiyonlar 

sınıfı arasında Alexander teoremi anlamında bir ilişki vardır.  

 

pS  sınıfının tanımından, z D∈  olmak üzere, pf S∈  ise, 
( )

( )

zf z

f z

′
 değerlerinin 

görüntüsünün 
1

,
2
 ∞ 

 civarında simetrik bir parabol tarafından kapsandığı görülür. 

Böylece *
1/2pS S⊂  kesin kapsaması vardır.    

 

Kanas ve Wisniowska [25] tarafından çalışılan k − uniform konveks ( k − düzgün 

konveks) fonksiyonlar sınıfı, düzgün konveks fonksiyonlar sınıfının 

genelleştirmesidir. 

 

Tanım 3.2.24. 0 k≤ < ∞  olmak üzere, kς ≤  için D  birim diskinde kapsanan ve 

merkezi ς  olan ∀ γ  dairesel yayının görüntüsü konveks oluyorsa, (3.2) ile tanımlanan 
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f  fonksiyonu D ’de “ k − düzgün konveks ( k − uniform konveks) fonksiyon” olarak 

adlandırılır. k − düzgün konveks fonksiyonlar sınıfı k UCV−  ile gösterilir. Burada 

1k =  alınırsa UCV  sınıfı, 0k =  alınırsa C  sınıfı elde edilir. Sembolik olarak bu 

durum, 1 UCV UCV− =  ve 0 UCV C− =  dir.  

 

Yine Kanas ve Wisniowska [26] tarafından verilen k − yıldızıl fonksiyonlar sınıfı da, 

düzgün yıldızıl fonksiyonlar sınıfının genelleştirmesidir.  

 

Tanım 3.2.25. f S∈  olsun. 0 k≤ < ∞  için,  

( ) ( )f z zg z′=  

eşitliğini sağlayan bir g k UCV∈ −  fonksiyonu varsa, f ’ye “ k − yıldızıl fonksiyon” 

adı verilir. Bu fonksiyonların sınıfı k ST−  sembolüyle gösterilir. Burada 0k =  için, 

*S  sınıfı bulunur.  

 

k − düzgün konveks fonksiyon ve k − yıldızıl fonksiyon sınıfları için, 

f k UCV zf k ST′∈ − ⇔ ∈ −   

şeklindeki Alexander bağıntısı geçerlidir [26]. 

 

Aşağıda tanımı verilen Hadamard çarpımının geometrik fonksiyonlar teorisinde 

önemli bir yeri vardır.   

 

Tanım 3.2.26. 1
2

( ) n

n

n

f z z a z
∞

=

= +∑  ve 2
2

( ) n

n

n

f z z b z
∞

=

= +∑  Taylor seri açılımları ile 

verilen 1f  ve 2f  fonksiyonları için Hadamard çarpımı,  

1 2 2 1
2

( * )( ) ( * )( )n

n n

n

f f z z a b z f f z
∞

=

= + =∑    

biçimindedir. Buradaki "*"  sembolü ile Hadamard çarpımı gösterilmektedir [3]. 

 

Analitik fonksiyonların bazı özellikleri Hadamard çarpımı altında korunabilmektedir. 

Bu özelliklerden bazıları aşağıda verilmiştir.  

(i) 1f K∈  ve 2 1 2*f C f f C∈ ⇒ ∈       
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(ii) 1 2 1 2, *f f K f f K∈ ⇒ ∈  

(iii) 1f K∈  ve * *
2 1 2*f S f f S∈ ⇒ ∈ . 

 

3.3 Bazı Özel Fonksiyonlar  

Özel fonksiyonlar, matematik analiz, fonksiyonel analiz, fizik veya öteki alanlardaki 

önemleri nedeniyle az ya da çok yerleşik isimlere ve gösterimlere sahip bazı özel 

matematiksel fonksiyonlardır. Bununla birlikte, genel bir resmi tanım yoktur, ancak 

matematiksel fonksiyonlar listesi genellikle özel olarak kabul edilen fonksiyonları 

genellikle özel olarak kabul edilen fonksiyonları içerir. Temel fonksiyonlar, özellikle 

trigonometrik fonksiyonlar da "özel fonksiyon" olarak kabul edilirler. Tez 

çalışmasında kullanılan ve tezin konusunu oluşturan bazı özel fonksiyonlar bu 

bölümde tanıtılmıştır.  

 

3.3.1. Gamma Fonksiyonu  

Gamma fonksiyonu ( )zΓ  tüm özel fonksiyonlar içinde en çok kullanılanıdır. 

Genellikle ilk olarak ele alınır çünkü diğer gelişmiş matematiksel fonksiyonların 

hemen hemen her integral veya seri gösteriminde görülür. Tanım olarak integral 

formülü verilir:  

                                           1

0

( ) , Re( ) 0.z uz u e du z

∞
− −Γ = >∫                                     (3.13) 

(3.13) eşitliği sadece  ’nin sağ yarı düzleminde geçerli olmasına rağmen, ( )zΓ  için 

kullanılan gösterimlerden en yaygın olanıdır.  

 

Sol yarı düzleme analitik devam farklı şekillerde yapılabilir. ( )zΓ ’nin analitiklik 

bölgesi analitik devamla, { }0, 1, 2,...rD = − − −  olur. 
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Şekil 3.15 ( )xΓ  fonksiyonunun grafiği 

 

(3.13)’e kısmi integrasyon uygulandığında, Re( ) 0z >  için ( )zΓ  fonksiyonu  

                                                     ( 1) ( )z z zΓ + = Γ                                                (3.14) 

denklemini sağlar. Bu işlem yinelenerek, n  doğal sayısı için,  

                                  ( ) ( 1)( 2)...( 1) ( )z n z z z z n zΓ + = + + + − Γ                            (3.15) 

denklemine ulaşılır. (3.14) ve (3.15) yineleme formülleri herhangi bir z DΓ∈  için 

genişletilebilir. Özel olarak, (1) 1Γ =  olduğundan, negatif olmayan tamsayı değerleri 

için, 

( 1) !, 0,1,2,...n n nΓ + = =    

elde edilir. ( )zΓ  kullanılarak,  

! ( 1)z z= Γ +  

şeklindeki kompleks faktöriyel fonksiyonu tanımlanabilir.  

 

n  negatif olmayan bir tamsayı ve 0( ) 1z =  olmak üzere, ( )nz  ile gösterilen 

Pochhammer sembolü, 

( )
( ) : ( 1)( 2)...( 1)

( )n

z n
z z z z z n

z

Γ +
= + + + − =

Γ
  

olarak tanımlanır. Bu sembol, 

( 1)
( ) : ( 1)( 2)...( 1) ,

( 1)n

z
z z z z z n n

z n
−

Γ +
= − − − + = ∈

Γ − +
  
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gösterimi ile negatif tamsayılara genişletilebilir.  

 

3.3.2. Bessel Fonksiyonu 

Bessel fonksiyonları matematiğin birçok dalında vazgeçilmezdir. Bu nedenle, 

özelliklerini farklı açılardan incelemek önemlidir. Son zamanlarda, Bessel 

fonksiyonları üzerine, geometrik fonksiyon teorisi ve fonksiyonel eşitsizlikler 

açısından yoğun bir ilgi vardır. Bessel fonksiyonları adını astronom F.W. Bessel'den 

(1784-1846) almıştır, ancak D. Bernoulli 1732'de Bessel fonksiyonları kavramını ilk 

ortaya atan kişi olarak kabul edilir. Bernoulli bir ucundan asılı salınım yapan bir zincir 

problemine bir çözüm olarak sıfırıncı dereceden Bessel fonksiyonunu kullanmıştır 

[27]. 1764 yılında L. Euler, tamsayı mertebeli Bessel fonksiyonlarını, gerilmiş bir 

zarın titreşimlerinin analizinde kullanmıştır [28]. Bessel, bu fonksiyonlara adını veren 

matematikçi olmasına rağmen, 1817'ye kadar bu fonksiyonları bir astronom olarak 

çalışmalarına dahil etmemiştir. Bessel, Kepler'e ait olan karşılıklı çekim altında 

hareket eden üç cismin hareketi ile ilgili bir problem üzerine çalışırken bu fonksiyonu 

sistematik olarak incelemiştir [29]. 

 

p , keyfi gerçel veya kompleks değerler alabilen bir parametre ve z  kompleks bir 

değişken olmak üzere, Bessel denklemi olarak adlandırılan, 

                                        2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0z w z zw z z p w z′′ ′+ + − =                              (3.16) 

ikinci dereceden diferansiyel denklemi ele alalım. p  mertebeden birinci tür Bessel 

fonksiyonu olarak adlandırılan ( )pJ z  fonksiyonu, (3.16) denkleminin özel bir çözümü 

olarak tanımlanır. Bu fonksiyon, tüm z∈ ’ler için, 

2

0

( 1)
( )

! ( 1) 2

n pn

p

n

z
J z

n p n

+

≥

−  =  Γ + +  
∑  

formundadır. 

 

Modifiye edilmiş Bessel diferansiyel denklemi olarak adlandırılan, 

                                     2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 0z w z zw z z p w z′′ ′+ − + = ,                               (3.17) 

Bessel denkleminden sadece w  katsayısı bakımından farklı olan ve matematiksel fizik 

problemlerinde sıkça karşılaşılan bir denklemdir. (3.17) denkleminin özel bir çözümü, 
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modifiye edilmiş p  mertebeden birinci tür Bessel fonksiyonu olarak adlandırılır ve 

aşağıdaki formülle tanımlanır: 
2

0

1
( ) , .

! ( 1) 2

n p

p

n

z
I z z

n p n

+

≥

 = ∈ Γ + +  
∑   

 

Burada özellikle birinci tür Bessel fonksiyonlarının kosinüs ve sinüs gibi 

trigonometrik fonksiyonlarla ilgili bazı temel fonksiyonlara indirgenebilir olduğuna 

dikkat etmek de önemlidir. Daha açık bir ifadeyle, bazı özel p  değerleri için,  

1/2

2
( ) cosJ z z

zπ− = ,   1/2

2
( ) sinJ z z

zπ
= ,   3/2

2 sin
( ) cos

z
J z z

z zπ
 = − 
 

 

fonksiyonları elde edilir. Birinci türden modifiye edilmiş Bessel fonksiyonları ise 

özellikle hiperbolik sinüs ve kosinüs fonksiyonları ile ilişkilidir. Bazı özel p  değerleri 

için: 

1/2

2
( ) coshI z z

zπ− = ,   1/2

2
( ) sinhI z z

zπ
= ,    3/2

2 sinh
( ) cosh

z
I z z

z zπ
 = − − 
 

 

olarak bulunur. 

    

               

Şekil 3.16 1/2J− , 0J  ve 1/2J  fonksiyonlarının grafikleri 
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Şekil 3.17 1/2I− , 
oI  ve 1/2I  fonksiyonlarının grafikleri 

 

Bessel fonksiyonları, birçok farklı bakış açısından birçok kişi tarafından çalışılan özel 

fonksiyonlar arasındadır. Ünivalentlik, yıldızıllık, konvekslik gibi geometrik özellikler 

altmışlı yıllarda Brown [30-31] tarafından ve ayrıca Kreyszig ve Todd [32] tarafından 

çalışılmıştır. Bununla birlikte, yıldızıllık yarıçapını ve konvekslik yarıçapını 

belirlemek veya normalize edilmiş birinci tür Bessel fonksiyonunun yıldızıl, konveks, 

konvekse yakın olabilmesi için en uygun parametresini bulmak gibi, Bessel 

fonksiyonları ile ilgili birçok önemli sorun ayrıntılı olarak çalışılmamıştır ya da 

tamamen çözülememiştir.  

 

Birinci tür genelleştirilmiş Bessel fonksiyonlarının ünivalentlik, yıldızıllık, 

konvekslik, konvekse yakınlık gibi geometrik özellikleri çeşitli yöntemler kullanılarak 

Baricz tarafından incelenmiştir. Baricz tarafından elde edilen bu sonuçlardan bazıları 

aşağıda verilmiştir: 

                                    
2

0

( )
( ) ,

1 2
2

n pn

p

n

c z
w z z

b
p n

+∞

=

−  = ∈ +   Γ + + 
 

∑                      (3.18) 
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şeklinde tanımlanan fonksiyona p  mertebeden genelleştirilmiş birinci tür Bessel 

fonksiyonu denir [33]. Bu fonksiyonda 1c =   ve 1b =  alınırsa, pw  fonksiyonunun pJ  

fonksiyonuna indirgendiği açıktır. 1c = −  ve 1b =  için ise pI  fonksiyonu elde edilir.   

Oran testine göre, pw  serisinin yakınsama yarıçapı sonsuzdur, böylece pw  tüm 

, , ,b c p z∈  değerleri için yakınsaktır.  

 

, ,b p c  kompleks sabitler ve ( 1) / 2 0, 1, 2,...p bκ = + + ≠ − −  olmak üzere, 

                                                 
0

( / 4)
( )

( ) !

n n

p

n n

c z
u z

nκ

∞

=

−
=∑                                          (3.19) 

fonksiyonuna p  mertebeden genelleştirilmiş normalize edilmiş birinci tür Bessel 

fonksiyonu adı verilir [33].    

  

Teorem 3.3.1. Eğer , ,b p c  reel sabitler  ve / 4 1cκ ≥ +  ise, tüm z D∈  değerleri için 

Re ( ) 0pu z >  olur. Ayrıca eğer / 4cκ ≥  ve 0c ≠  ise, pu , D  birim diskinde 

ünivalenttir [34]. 

  

Teorem 3.3.2. 0c ≠  olmak üzere, , ,b c p∈  olsun. (3.18) ve (3.19) ile tanımlanan 

pw  ve pu  fonksiyonları aşağıdaki özelliklere sahiptir [34]: 

(i) Eğer / 4 1 / 2cκ ≥ +  ise, pu  fonksiyonu konvekstir.  

(ii) Eğer / 4 3 / 2cκ ≥ +  ise, pzu  fonksiyonu yıldızıldır.  

(iii) Eğer / 2 1cκ ≥ +  ise, *(1 / 2)pzu S∈  dir.  

(iv) Eğer / 2 1cκ ≥ +  ise, 1 p

pz w−
 fonksiyonu yıldızıldır.  

 

Teorem 3.3.3. Eğer 0c <  ve ,b p∈  ise, (3.19) ile tanımlanan pu  aşağıdaki 

özelliklere sahiptir [33]: 

(i) Eğer / 2cκ ≥ −  ise, o zaman ( )pz zu z→ , (1 )Log z− − ’ye göre konvekse yakındır 

ve sonuç olarak D ’de ünivalenttir. 
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(ii) Eğer 3 / 4cκ ≥ −  ise, o zaman 2( )pz zu z→ , 
1 1

2 1

z
Log

z

+ 
 − 

 fonksiyonuna göre 

konvekse yakındır ve sonuç olarak D 'de ünivalenttir. 

 

3.3.3. Wright Fonksiyonu 

1λ > −  ve µ∈  için, , ( ),z zλ µΦ ∈  ile gösterilen Wright fonksiyonu, adını İngiliz 

matematikçi E. Maitland Wright'tan almıştır. Bu fonksiyon 1933-1940 yılları arasında 

Wright tarafından tanıtılmış ve incelenmiştir [35]. Şunu belirtmeliyiz ki, aslında 

Wright bölümlerin asimptotik teorisi üzerine yaptığı araştırmalarla bağlantılı olarak 

0λ ≥  ile sınırlandırılmış böyle bir fonksiyonu ele almıştır. Ancak daha sonra, 1940 

yılında 1 0λ− < < ’a kadar genişletmiştir. 

 

Wright fonksiyonu tüm kompleks düzlemde yakınsak olan bir kuvvet serisi ile 

tanımlanmıştır [35]: 

                         ,
0

( ) , 1, ,
! ( )

n

n

z
z z

n n
λ µ λ µ

λ µ

∞

=

Φ = > − ∈ ∈
Γ +∑   .         (3.18) 

1

( )µΓ
 sabit çarpanı ile Wright fonksiyonu üstel fonksiyona indirgendiği ve 

, 0,1,...n nµ = − =  iken sıfıra özdeş olacağı için, 0λ =  durumu aşikardır. Genel 

olarak, Wright fonksiyonunun 1λ > −  ve µ∈  ( 0λ =  ise , 0,1,...n nµ ≠ − = ) için,  

/(1 )1
, (1 )

1

λ λρ σ λ λ
λ

+= = +
+

  

ile verilen sonlu ρ  mertebeli ve σ  tipli bir tam fonksiyon olduğu kanıtlanmıştır. Eğer 

0λ ≥  ise Wright fonksiyonu üstel fonksiyondur. 

 

1λ =  ve 1vµ = +  alınırsa, Wright fonksiyonunun önceki bölümde verdiğimiz 
vJ  ve 

vI  Bessel fonksiyonları ile ilişkisini görmek kolaydır. Bu ilişki, 

2

1, 1

( )

( )2 4

v

v

v

v

J zz z

I z
+

   Φ =    
   

    

veya 
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22

1, 1
0

( 1)
( )

2 4 ! ( 1) 2

v n vn

v v

n

z z z
J z

n n v

+∞

+
=

  −   = Φ − =     Γ + +    
∑   

şeklinde ifade edilir. Bu ilişki nedeniyle bazı yazarlar Wright fonksiyonunu 

genelleştirilmiş Bessel fonksiyonu olarak adlandırır ve  

2

( ) (1)

0

( 1)
( ) , ( ) ( )

! ( 1) 2

n vn

v v v

n

z
J z J z J z

n n v

λ

λ

+∞

=

−  = = Γ + +  
∑   

gösterimini kullanır. 

 

Wright fonksiyonunun tanımından kolayca türetilebilecek olan aşağıdaki gösterimleri 

vermek faydalı olacaktır: 

, , 1 ,( ) ( ) (1 ) ( )z z z zλ λ µ λ µ λ µλ µ+ −Φ = Φ + − Φ , 

, ,( ) ( )
d

z z
dz

λ µ λ λ µ+Φ = Φ . 

Wright fonksiyonunun Bessel fonksiyonu ile ilişkili olan geometrik özellikleri 2014 

yılında Prajapat tarafından incelenmiştir [36]. Wright tarafından tanımlanan , ( )zλ µΦ  

fonksiyonu A  sınıfında olmadığından bu çalışmada öncelikle bu fonksiyon,   

1

, ,
0

( )
( ) ( ) ( ) : ( 1, 0, )

! ( )

n

n

z
z z z z D

n n
λ µ λ µ

µφ µ λ µ
λ µ

+∞

=

Γ
= Γ Φ = > − > ∈

Γ +∑   

ve  

                      , ,

1
( ) ( ) ( )

( )
z zλ µ λ µϕ λ µ

µ
 

= Γ + Φ − Γ 
 

          

1

0

( )
( 1, 0, )

( 1)! ( )

n

n

z
z D

n n

λ µ λ λ µ
λ λ µ

+∞

=

Γ +
= > − + > ∈

+ Γ + +∑  

biçiminde iki ayrı şekilde normalize edilmiştir. Daha sonra normalize edilmiş ,λ µφ  ve 

,λ µϕ  fonksiyonları ile, ,
,

( )
( )

z
z

z

λ µ
λ µ

φ
ϑ =  fonksiyonu için ünivalentlik, yıldızıllık, 

konvekslik ve konvekse yakınlık kriterleri araştırılarak aşağıdaki sonuçlar elde 

edilmiştir: 
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Teorem 3.3.4.  

(i) 1λ ≥  ve 1 3µ ≥ +  ise ,λ µφ  fonksiyonu D  birim diskinde yıldızıldır. 

(ii) 1λ ≥  ve 1 3λ µ+ ≥ +  ise ,λ µϕ  fonksiyonu D  birim diskinde konvekstir. 

(iii) 1λ ≥  ve 1 3λ µ+ ≥ +  ise, ,λ µϑ  fonksiyonu D  birim diskinde konvekstir. 

 

Teorem 3.3.5. Eğer   

(i) 1λ ≥  ve 
1

(1 5)
2

µ ≥ +  ise ,λ µφ  fonksiyonu 1/2D  diskinde yıldızıldır. 

(ii) 1λ ≥  ve 1 3µ ≥ +  ise ,λ µφ  fonksiyonu 1/2D  diskinde konvekstir. 

(iii) 1λ ≥  ve *µ , 2 5 5 0µ µ− − =  denkleminin pozitif kökü olmak üzere *µ µ>  

ise ,λ µφ  fonksiyonu D  birim diskinde yıldızıldır.  

 

Teorem 3.3.6. 
vJ  normalize edilmiş Bessel fonksiyonu olmak üzere, eğer 1λ ≥  ve 

1 2 2v ≥ +  ise, , 1vλφ +  fonksiyonu D  birim diskinde 
vJ  fonksiyonuna göre konvekse 

yakındır.   

 

2018 yılında, Din , Raza, Yagmur ve Malik tarafından yapılan bir çalışmada, ,λ µφ  ve 

,λ µϕ , Wright fonksiyonunun iki farklı normalizasyonu olmak üzere, bu fonksiyonların 

ve bu fonksiyonların Alexander dönüşümlerinin kısmi toplamları bulunmuş ve bu 

kısmi toplamlar için alt sınırlar elde edilmiştir. Ayrıca yine aynı çalışmada Wright 

fonksiyonunun her iki normalizasyonu için yıldızıllık yarıçapları tartışılmıştır [37]. 

 

Wright fonksiyonları bölümlerin asimtotik teorisinde, Hankel tipi integral dönüşümleri 

teorisinde ve Mikusinski işlemsel hesabında kullanılmıştır. Son zamanlarda Wright 

fonksiyonları, kesirli mertebeden kısmi diferansiyel denklemlerin çözümünde 

bulunmuştur. Karşılık gelen Green fonksiyonlarının Wright fonksiyonu cinsinden 

temsil edilebileceği bulunmuştur [38, 39].  Mainardi, Wright fonksiyonlarını kesirli 

difüzyon dalga denkleminin çözüme dahil etmiştir [40]. Luchko ve arkadaşları kesirli 

mertebeden kısmi diferansiyel denklemlerin ölçek varyant çözümlerini Wright 

fonksiyonları cinsinden elde etmişlerdir [41,42]. λ  pozitif rasyonel sayısı için, Wright 
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fonksiyonları  genelleştirilmiş hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden ifade edilebilir 

[43]. Wright fonksiyonu, Array fonksiyonu, Whittaker fonksiyonu, tüm yardımcı 

fonksiyonlar ve benzeri gibi çeşitli fonksiyonları genelleştirir [43].    
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4. GENELLEŞTİRİLMİŞ WRIGHT-BESSEL FONKSİYONU 

0µ > , ,v λ∈  olmak üzere, 

2

2

,
0

( 1)
2

( )
2 ( 1) ( 1 )

k

k

k

z

z
z

k k

ν λ
µ
ν λ λ ν λ µ

+ ∞

=

 −     =   Γ + + Γ + + + 
∑J   

şeklinde tanımlanan fonksiyona genelleştirilmiş Wright-Bessel (-Lommel) fonksiyonu 

denir.  

 

Bu fonksiyonda bazı özel parametre seçimleriyle, Lommel fonksiyonu, Struve 

fonksiyonu, Bessel fonksiyonu ve Wright fonksiyonu gibi iyi bilinen özel fonksiyonlar 

elde edilir. Örneğin, 1µ =  için Lommel ve Struve fonksiyonlarını içerir. Eğer 

0, 1λ µ= =  olarak alınırsa,  

2

0

( 1)
( )

! ( 1) 2

k vk

v

k

z
J z

k v k

+

≥

−  =  Γ + +  
∑  

şeklindeki Bessel fonksiyonu bulunur. 

 

Özel bir fonksiyon olan genelleştirilmiş Wright-Bessel fonksiyonunun bazı geometrik 

özellikleri bu başlık altında incelenecektir. İlk olarak genelleştirilmiş Wright-Bessel 

fonksiyonunun D ’de ünivalent, yıldızıl, konveks ve konvekse yakın olması için 

sağlaması gereken şartlar verilecektir. Elde edilen bu sonuçlar, “Annals of the 

University of Craiova” adlı dergide yayınlanmıştır [44]. Daha sonra genelleştirilmiş 

Wright-Bessel fonksiyonunun kısmi toplamları hesaplanarak bu kısmi toplamlar için 

üst sınırlar belirlenecektir. Kısmi toplamlar ile ilgili elde edilen sonuçlar yayına 

gönderilmiş olup halen incelemededir. 

  

4.1 Genelleştirilmiş Wright-Bessel (-Lommel) Fonksiyonunun Bazı Geometrik 

Özellikleri 

2

2

,
0

( 1)
2

( )
2 ( 1) ( 1 )

k

k

k

z

z
z

k k

ν λ
µ
ν λ λ ν λ µ

+ ∞

=

 −     =   Γ + + Γ + + + 
∑J  , 0µ > , ,v λ∈  
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şeklinde tanımlı genelleştirilmiş Wright-Bessel fonksiyonu , ,(0) 0, (0) 1µ µ
ν λ ν λ

′= =J J  

normalizasyon koşullarını sağlamadığı için A  sınıfında değildir. Bu nedenle, 

aşağıdaki gibi normalize edilebilir: 

1
2 2

, ,

1

1
2

( ) 2 ( 1) ( 1) ( )

( 1) ( 1) ( 1)
.

4 ( ) ( 1 ( 1) )

v

v

k
k

k
k

z v z z

z z
k k

λµ λ µ
ν λ ν λλ λ

λ ν λ
λ ν λ µ

− −+

−∞

−
=

= Γ + + Γ +

− Γ + Γ + +
= +

Γ + Γ + + + −∑

JJ

 

Normalize edilmiş genelleştirilmiş Wright-Bessel fonksiyonlarının geometrik 

özelliklerini inceleyebilmek için Hadamard çarpımı kullanılarak elde edilen aşağıdaki 

modifiye edilmiş forma ihtiyaç vardır: 

                        
, ,

1
2

( ) * ( )
1

1 ( 1) ( 1)
.

4 ( ) ( 1 ( 1) )
k

k
k

z
J z z

z

z z
k k

µ µ
ν λ ν λ

λ ν λ
λ ν λ µ

∞

−
=

=
+

Γ + Γ + +
= +

Γ + Γ + + + −∑

J

                 

(4.1)  

Öncelikle genelleştirilmiş Wright-Bessel fonksiyonlarının geometrik özelliklerini elde 

edebilmek için kullanılacak olan aşağıdaki yardımcı önermeler verilecektir: 

 

Yardımcı Önerme 4.1.1. f A∈ olsun. f  fonksiyonu, 

21 2 ... ... 0ka ka≥ ≥ ≥ ≥ ≥  

veya  

21 2 ... ... 2ka ka≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

eşitsizliğini sağlıyorsa D ’de regüler ve ünivalenttir [45].  

 

Bu koşulları sağlayan bir f  fonksiyonuna, log(1 )z− − ’ye göre konvekse yakın 

fonksiyon denilebilir. Burada log(1 )z− −  fonksiyonu konveks bir fonksiyondur. 

 

Yardımcı Önerme 4.1.2. Bir f A∈  fonksiyonu verilsin. D  birim diskindeki tüm z  

değerleri için,  
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( )
1 1

f z

z
− <  

eşitsizliğini sağlayan f  fonksiyonuna, { }1/2 : , 1/ 2D z z z= ∈ <  diskinde yıldızıl ve 

ünivalenttir denir [46]. 

 

Yardımcı Önerme 4.1.3. Bir f A∈  fonksiyonu verilsin. D  birim diskindeki tüm z  

değerleri için 

( ) 1 1f z′ − <  

eşitsizliğini sağlayan f  fonksiyonuna 1/2D  diskinde konvekstir denir [47]. 

 

Yardımcı Önerme 4.1.4. f A∈  olduğunu varsayalım. O zaman aşağıdaki sonuçlar 

doğrudur [48]: 

(i) Eğer ( ) 1
1

( ) 2

zf z

f z

′
− <  ise, bu durumda pf S∈  dir.  

(ii) Eğer ( ) 1

( ) 2

zf z

f z

′′
<

′
 ise, bu durumda f UCV∈  dir. 

 

Teorem 4.1.5. , 0v µ >  ve 1/ 2λ ≥ −  olsun. Eğer 0, 462vλ + ≥  ise , ( )J zµ
ν λ  normalize 

edilmiş genelleştirilmiş Wright-Bessel fonksiyonu D ’de log(1 )z− −  konveks 

fonksiyonuna göre konvekse yakındır, dolayısıyla ünivalenttir. 

 

İspat: (4.1) ile verilen , ( )J zµ
ν λ  normalize edilmiş genelleştirilmiş Wright-Bessel 

fonksiyonunu 

                   
1

( 1) ( 1)
( 2)

4 ( ) ( 1 ( 1) )k k

v
A k

k v k

λ λ
λ λ µ−

Γ + Γ + +
= ≥

Γ + Γ + + + −
 ve 1 1A =                 (4.2) 

olmak üzere,  

,
2

( ) k

k

k

J z z A zµ
ν λ

∞

=

= +∑  

şeklinde yazalım. 
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Teoremin hipotezleri altında her 1k ≥  için 0kA ≥  ve  

2

2 ( 1) ( 1)
2 1

4 ( 2) ( 1)

v
A

v

λ λ
λ λ µ
Γ + Γ + +

= ≤
Γ + Γ + + +

 

eşitsizlikleri sağlanır. 

 

Yardımcı Önerme 4.1.1 kullanılarak , ( )J zµ
ν λ  fonksiyonunun log(1 )z− − ’ye göre 

konvekse yakın fonksiyon olduğu gösterilecektir. Bunu gösterebilmek amacıyla 

{ }kkA  dizisinin azalan bir pozitif reel sayı dizisi olduğunu göstermeliyiz. (4.2)’den 

1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( 1)

4 ( ) ( 1 ( 1) ) 4 ( 1) ( 1 )k k k k

k v k v
kA k A

k v k k v k

λ λ λ λ
λ λ µ λ λ µ+ −

Γ + Γ + + + Γ + Γ + +
− + = −

Γ + Γ + + + − Γ + + Γ + + +
  

olup bu ifade düzenlenerek, 

1
( )

( 1 ( 1) ) 4( ) ( 1 )

k k
X k

v k k v kλ µ λ λ µ
+

= −
Γ + + + − + Γ + + +

 

olmak üzere, 

1 1

( 1) ( 1)
( 1) ( )

4 ( )k k k

v
kA k A X k

k

λ λ
λ+ −

Γ + Γ + +
− + =

Γ +
 

şeklinde yazabiliriz. 

 

( )xΓ  fonksiyonunun 0 1.462x ≈  için 0( , )x ∞  aralığında artan olduğu bilinmektedir. 

Teoremin varsayımları altında, 

4 ( ) ( 1 ) ( 1) ( 1 ( 1) )k k v k k v kλ λ µ λ µ+ Γ + + + ≥ + Γ + + + −  

olacaktır. Böylece, 

1( 1) 0k kkA k A +− + >  

elde edilir. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 
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Örnek 4.1.6. 
1

2
1

1,
2

( )J z
−

 fonksiyonu D  birim diskinde ünivalenttir. (Şekil 4.1).  

                

Şekil 4.1 
1

2
1

1,
2

( )J z
−

 fonksiyonu altında D  birim diskinin görüntüsü 

Ancak 
1

2
1 1

,
10 2

( )J z
−

 fonksiyonu D  birim diskinde ünivalent değildir. (Şekil 4.2). 
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Şekil 4.2 
1

2
1 1

,
10 2

( )J z
−

 fonksiyonu altında D  birim diskinin görüntüsü 

 

Teorem 4.1.7. , 0v µ >  ve 1/ 2λ ≥ −  olsun. Eğer 0,462vλ + ≥  ve  µ , µ ’nün tam 

değeri olmak üzere,  

  2 2
( 1)( 1)

4
v

µλ λ +
+ + + >  

ise , ( )J zµ
ν λ  normalize edilmiş genelleştirilmiş Wright-Bessel fonksiyonu D ’de 

yıldızıldır. 

 

İspat: ,

,

( ) ( )
( ) , ( )

( )

z J z
p z z D

J z

µ
ν λ
µ
ν λ

′
= ∈   

ile tanımlanan ( )p z  fonksiyonu ele alınsın. 

, ( )
0 , ( )

J z
z D

z

µ
ν λ ≠ ∈    



65 

 

olduğundan ( )p z , D ’de analitik olup (0) 1p =  koşulunu sağlar. 'D deki her z  için 

Re( ( )) 0p z >  olduğunu gösterirsek teoremi ispatlamış oluruz. Eğer z D∈  için 

( ) 1 1p z − <  ise Re( ( )) 0p z >  olduğunu göstermek kolaydır. 1/ 2λ ≥ −  için 

                                         
1

( 1) 1
( )

( ) ( 1)k
k

k

λ
λ λ −

Γ +
≤ ∈

Γ + +
                                        (4.3)                                 

eşitsizliği sağlanır. Ayrıca  µ , µ ’nün tam değeri olmak üzere 0,462vλ + ≥  iken 

 ( 1 ( 1) ) ( 1 ( 1) )v k v kλ µ λ µΓ + + + − ≥ Γ + + + −  olduğundan,  

                                ( 1)

( 1) 1

( 1 ( 1) ) ( 1) k

v

v k v
µ

λ
λ µ λ −

Γ + +
≤

Γ + + + − + +
                                

(4.4) yazılabilir. Teoremin varsayımları altında (4.1), (4.3) ve (4.4)’ten z D∈  için, 

, 1
, 1

2

( ) ( 1) ( 1) ( 1)
( ) ( )

4 ( ) ( 1 ( 1) )
k

k
k

J z k v
J z z

z k v k

µ
ν λµ

ν λ
λ λ

λ λ µ

∞
−

−
=

− Γ + Γ + +′ − =
Γ + Γ + + + −∑  

                                 
1

2

( 1) ( 1) ( 1)

4 ( ) ( 1 ( 1) )k
k

k v

k v k

λ λ
λ λ µ

∞

−
=

− Γ + Γ + +
<

Γ + Γ + + + −∑  

                                  1 1 ( 1)
2

( 1) 1 1

4 ( 1) ( 1)
k k k

k

k

v
µλ λ

∞

− − −
=

−
<

+ + +
∑                                     (4.5) 

                                   1
2

1

(4( 1)( 1) )k
k

k

v
µλ λ

∞

−
=

−
=

+ + +
∑  

                                  
 

  2

4( 1)( 1)

(4( 1)( 1) 1)

v

v

µ

µ

λ λ
λ λ

+ + +
=

+ + + −
 

ve 

, 1

1
2

( ) ( 1) ( 1)
1

4 ( ) ( 1 ( 1) )
k

k
k

J z v
z

z k v k

µ
ν λ λ λ

λ λ µ

∞
−

−
=

Γ + Γ + +
= +

Γ + Γ + + + −∑  

               
1

2

( 1) ( 1)
1

4 ( ) ( 1 ( 1) )k
k

v

k v k

λ λ
λ λ µ

∞

−
=

Γ + Γ + +
> −

Γ + Γ + + + −∑  

                1 1 ( 1)
2

1 1
1

4 ( 1) ( 1)
k k k

k v
µλ λ

∞

− − −
=

≥ −
+ + +

∑                                                       (4.6) 
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                 1
2

1
1

(4( 1)( 1) )k
k v

µλ λ

∞

−
=

= −
+ + +

∑  

               
 

 
4( 1)( 1) 2

4( 1)( 1) 1

v

v

µ

µ

λ λ
λ λ
+ + + −

=
+ + + −

 

yazılabilir. (4.5) ve (4.6) dan,  

,

,

( ) ( )
( ) 1 1

( )

z J z
p z

J z

µ
ν λ
µ
ν λ

′
− = −  

               

,
,

,

( )
( ) ( )

( )

J z
J z

z

J z

z

µ
ν λµ

ν λ

µ
ν λ

′ −
=  

               
 

   
4( 1)( 1)

(4( 1)( 1) 1)(4( 1)( 1) 2)

v

v v

µ

µ µ

λ λ
λ λ λ λ

+ + +
<

+ + + − + + + −
 

olarak bulunur. Buradan eğer  

  2 2
( 1)( 1)

4
v

µλ λ +
+ + + >  

ise ( ) 1 1p z − <  sonucu çıkarılır. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 

 

Örnek 4.1.8. 
14

10
1

1,
2

( )J z
−

 fonksiyonu D  birim diskinde yıldızıldır. (Şekil 4.3) 
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Şekil 4.3 
14

10
1

1,
2

( )J z
−

 fonksiyonu altında D  birim diskinin görüntüsü 

Teorem 4.1.9. , 0v µ >  ve 1/ 2λ ≥ −  olsun. Eğer 0,462vλ + ≥  ve  µ , µ ’nün tam 

değeri olmak üzere  ( 1)( 1) 2v
µλ λ+ + + >  ise , ( )J zµ

ν λ  normalize edilmiş 

genelleştirilmiş Wright-Bessel fonksiyonu D  birim diskinde konvekstir. 

 

İspat ( )p z  fonksiyonunu  

,

,

( ) ( )
( ) 1 , ( )

( ) ( )

z J z
p z z D

J z

µ
ν λ
µ
ν λ

′′
= + ∈

′
   

olarak tanımlayalım. Bu fonksiyon D ’de analitiktir ve (0) 1p =  dir.  , ( )J zµ
ν λ ’nin 'D

de konveks olduğunu kanıtlamak için ( ) 1 1p z − < , z D∈  olduğunu göstermeliyiz. 

1k ≥  için ( 1) 2kk k − ≤  olduğundan, (4.1), (4.3) ve (4.4)’ten, z D∈  için, 

1
, 1

2

( 1) ( 1) ( 1)
( ) ( )

4 ( ) ( 1 ( 1) )
k

k
k

k k v
z J z z

k v k

µ
ν λ

λ λ
λ λ µ

∞
−

−
=

− Γ + Γ + +′′ =
Γ + Γ + + + −∑
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1

2

( 1) ( 1) ( 1)

4 ( ) ( 1 ( 1) )k
k

k k v

k v k

λ λ
λ λ µ

∞

−
=

− Γ + Γ + +
<

Γ + Γ + + + −∑  

                     ( 1)1 1
2

( 1)

4 ( 1) ( 1) kk k
k

k k

v
µλ λ

∞

−− −
=

−
≤

+ + +
∑                                                        (4.7) 

                      1
2

1
2

(2( 1)( 1) )k
k v

µλ λ

∞

−
=

≤
+ + +

∑  

                     
2

2( 1)( 1) 1v
µλ λ

=
+ + + −

    

olarak bulunur. Ayrıca 1k ≥  için 12kk −≤  olduğundan, (4.1), (4.3), (4.4)’ten ve verilen 

hipotezler altında,  

1
, 1

2

( 1) ( 1)
( ) ( ) 1

4 ( ) ( 1 ( 1) )
k

k
k

k v
J z z

k v k

µ
ν λ

λ λ
λ λ µ

∞
−

−
=

Γ + Γ + +′ = +
Γ + Γ + + + −∑  

                 
1

2

( 1) ( 1)
1

4 ( ) ( 1 ( 1) )k
k

k v

k v k

λ λ
λ λ µ

∞

−
=

Γ + Γ + +
> −

Γ + Γ + + + −∑  

                  ( 1)1 1
2

1
4 ( 1) ( 1) kk k

k

k

v
µλ λ

∞

−− −
=

≥ −
+ + +

∑                                                      (4.8) 

                   1
2

1
1

(2( 1)( 1) )k
k v

µλ λ

∞

−
=

≥ −
+ + +

∑  

                 
 

 
2( 1)( 1) 2

2( 1)( 1) 1

v

v

µ

µ

λ λ
λ λ
+ + + −

=
+ + + −

   

bulunur. (4.7) ve (4.8)'den,  

 
,

,

( ) ( ) 1

( ) ( ) ( 1)( 1) 1 

z J z

J z v

µ
ν λ
µ µ
ν λ λ λ

′′
<

′ + + + −
 

bulunur. Bu son ifade varsayımımıza göre 1'den küçüktür. Bu da teoremin ispatını 

tamamlar. 

 

Örnek 4.1.10. 3
1,1( )J z  fonksiyonu D  birim diskinde konvekstir. (Şekil 4.4) 
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Şekil 4.4 3
1,1( )J z  altında D  birim diskinin görüntüsü 

 

Teorem 4.1.11. , 0v µ >  ve 1/ 2λ ≥ −  olsun. Eğer 0, 462vλ + ≥  ise , ( )J zµ
ν λ  normalize 

edilmiş genelleştirilmiş Wright-Bessel fonksiyonu 1/2D  diskinde ünivalent ve 

yıldızıldır. 

 

İspat Teoremin hipotezleri altında, (4.1), (4.3), (4.4)’ten, 

, 1

1
2

( ) ( 1) ( 1)
1

4 ( ) ( 1 ( 1) )
k

k
k

J z v
z

z k v k

µ
ν λ λ λ

λ λ µ

∞
−

−
=

Γ + Γ + +
− =

Γ + Γ + + + −∑  

                    ( 1)1 1
2

1

4 ( 1) ( 1) kk k
k v

µλ λ

∞

−− −
=

<
+ + +

∑  

                     ( 1)
2

1

(4( 1)( 1) ) k
k v

µλ λ

∞

−
=

=
+ + +

∑  

                    
1

4( 1)( 1) 1v
µλ λ

=
+ + + −
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yazılabilir. Yardımcı önerme 4.1.2’ye göre eğer bu son ifade 1'den küçükse veya 

eşdeğer olarak   1
( 1)( 1)

2
v

µλ λ+ + + >  ise, , ( )J zµ
ν λ  normalize edilmiş genelleştirilmiş 

Wright-Bessel fonksiyonu 1/2D  diskinde yıldızıldır. Bu ise teoremin varsayımına 

denktir. Böylece ispat tamamlanır.  

 

Örnek 4.1.12. 1
1

2
3

,
J ( z )  fonksiyonu 1/2D  diskinde yıldızıldır. (Şekil 4.5) 

                    

Şekil 4.5 1
1

2,
3

( )J z  altında 1/2D  diskinin görüntüsü 

Teorem 4.1.13. , 0v µ >  ve 1/ 2λ ≥ −  olsun. Eğer 0,462vλ + ≥  ve  µ , µ ’nün tam 

değeri olmak üzere   2 2
( 1)( 1)

4
v

µλ λ +
+ + + >  ise, , ( )J zµ

ν λ  normalize edilmiş 

genelleştirilmiş Wright-Bessel fonksiyonu 1/2D  diskinde konvekstir. 

 

İspat Teoremin hipotezleri altında, (4.1), (4.3), (4.4)’ten, 

1
, 1

2

( 1) ( 1)
( ) ( ) 1

4 ( ) ( 1 ( 1) )
k

k
k

k v
J z z

k v k

µ
ν λ

λ λ
λ λ µ

∞
−

−
=

Γ + Γ + +′ − =
Γ + Γ + + + −∑  
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                      ( 1)1 1
2 4 ( 1) ( 1) kk k

k

k

v
µλ λ

∞

−− −
=

<
+ + +

∑     

                       ( 1)
2 (4( 1)( 1) ) k

k

k

v
µλ λ

∞

−
=

=
+ + +

∑  

                     
 

  2

8( 1)( 1) 1

(4( 1)( 1) 1)

v

v

µ

µ

λ λ
λ λ
+ + + −

=
+ + + −

 

olarak bulunur.  Yardımcı önerme 4.1.3’e göre, eğer 

    28( 1)( 1) 1 (4( 1)( 1) 1)v v
µ µλ λ λ λ+ + + − < + + + −  

koşulu sağlanırsa, , ( )J zµ
ν λ  normalize edilmiş genelleştirilmiş Wright-Bessel 

fonksiyonu 1/2D  diskinde konvekstir. Son eşitsizlik, 

  1
( 1)( 1) (2 2)

4
v

µλ λ+ + + > +  

olması durumunda geçerlidir. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 

Örnek 4.1.14. 1
2,1( )J z  fonksiyonu 1/2D  diskinde konvekstir. (Şekil 4.6) 

                 

Şekil 4.6 1
2,1( )J z  fonksiyonu altında 1/2D  diskinin görüntüsü 
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Teorem 4.1.15. , 0v µ >  ve 1/ 2λ ≥ −  olsun. Eğer 0, 462vλ + ≥  ve  µ , µ ’nün tam 

değeri olmak üzere   1
( 1)( 1) (5 17)

8
v

µλ λ+ + + > +  ise, , ( )J zµ
ν λ  normalize edilmiş 

genelleştirilmiş Wright-Bessel fonksiyonu pS sınıfındadır. 

 

İspat  ,

,

( ) ( )
( ) , ( )

( )

z J z
p z z D

J z

µ
ν λ
µ
ν λ

′
= ∈   

şeklinde tanımlanan ( )p z  fonksiyonu ele alınsın. Yardımcı Önerme 4.1.4’ün (i) 

maddesinden,  

1
( ) 1

2
p z − <   

olduğunu göstermeliyiz. (4.5) ve (4.6)’dan, 

,

,

( ) ( )
( ) 1 1

( )

z J z
p z

J z

µ
ν λ
µ
ν λ

′
− = −    

               

,
,

,

( )
( ) ( )

( )

J z
J z

z

J z

z

µ
ν λµ

ν λ

µ
ν λ

′ −
=  

               
 

   
4( 1)( 1)

(4( 1)( 1) 1)(4( 1)( 1) 2)

v

v v

µ

µ µ

λ λ
λ λ λ λ

+ + +
<

+ + + − + + + −
 

bulunur. Bu son ifadenin 
1

2
’den küçük olması,   1

( 1)( 1) (5 17)
8

v
µλ λ+ + + > +  

olması durumunda sağlanır. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 

 

Örnek 4.1.16. 1
1

,1
2

( )J z  fonksiyonu pS  sınıfındadır. 

 

Teorem 4.1.17. , 0v µ >  ve 1/ 2λ ≥ −  olsun. Eğer 0, 462vλ + ≥  ve  µ , µ ’nün tam 

değeri olmak üzere  ( 1)( 1) 3v
µλ λ+ + + >  ise, , ( )J zµ

ν λ  normalize edilmiş 

genelleştirilmiş Wright-Bessel fonksiyonu UCV  sınıfındadır. 
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İspat Yardımcı Önerme 4.1.4’ün (ii) maddesinden, 

,

,

( ) ( ) 1

( ) ( ) 2
v

v

z J z

J z

µ
λ

µ
λ

′′
<

′
 

olduğunu göstermeliyiz. (4.7) ve (4.8)'den,  

 
,

,

( ) ( ) 1

( ) ( ) ( 1)( 1) 1 

z J z

J z v

µ
ν λ
µ µ
ν λ λ λ

′′
<

′ + + + −
  

bulunur. Bu son ifadenin 
1

2
’den küçük olması,  ( 1)( 1) 3v

µλ λ+ + + >  olması 

durumunda sağlanır. Bu da teoremin ispatını tamamlar. 

 

Örnek 4.1.18. 2
2,2 ( )J z  fonksiyonu UCV  sınıfındadır. 

 

4.2 Genelleştirilmiş Wright-Bessel Fonksiyonlarının Kısmi Toplamları 
 

Bu bölümde Genelleştirilmiş Wright-Bessel Fonksiyonlarının Kısmi Toplamları 

hesaplanarak bu kısmi toplamlar için üst sınırlar belirlenecektir. 

 

f  fonksiyonu verildiğinde, [ ] :f DΛ → ,  

                                        [ ]
20

( )
( )

z

kk

k

f t a
f z dt z z

t k

∞

=

Λ = = +∑∫                                   (4.9) 

ile tanımlanan dönüşüme bu fonksiyonun Alexander dönüşümü denir [14]. 

 

Bu bölümde fonksiyonun türevlerini de kullanacağımız için alt ve üst indislerde 

oluşabilecek karışıklıkları önlemek amacıyla , ( )J zµ
ν λ  normalize edilmiş 

genelleştirilmiş Wright-Bessel fonksiyonu için , ,vJ λ µ  gösterimi kullanılacaktır. Ayrıca 

, 0v µ > , 
1

2
λ ≥ −  ve z D∈  olarak kabul edilecektir. 

Buradaki amacımız ise,  

, ,
2

( ) ( )
n

k

v n k

k

J z z a zλ µ
=

= +∑ , 
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, , ( )J zν λ µ  normalize edilmiş genelleştirilmiş Wright-Bessel fonksiyonunun .n  kısmi 

toplamlar dizisi ve , ,( )vJ λ µΛ , , ,vJ λ µ  fonksiyonunun Alexander dönüşümü olmak üzere,  

, ,

, ,

( )

( ) ( )
v

v n

J z

J z

λ µ

λ µ

  ℜ 
  

, , ,

, ,

( ) ( )

( )
v n

v

J z

J z

λ µ

λ µ

  ℜ 
  

, 
, ,

, ,

( )

( ) ( )
v

v n

J z

J z

λ µ

λ µ

 ′ ℜ ′  
, 

, ,

, ,

( ) ( )

( )
v n

v

J z

J z

λ µ

λ µ

 ′ ℜ ′  
, 

( )
, ,

, ,

( )( )

( ) ( )

v

v n

J z

J z

λ µ

λ µ

 Λ ℜ 
Λ  

 ve 
( ), ,

, ,

( ) ( )

( )( )

v n

v

J z

J z

λ µ

λ µ

 Λ ℜ Λ  
 

için üst sınırlar bulmaktır. 

 

Bu bölümdeki teoremleri ispatlamak için öncelikle aşağıdaki yardımcı önermeyi 

vermek gerekir. 

Yardımcı Önerme 4.2.1. , 0v µ > , 
1

2
λ ≥ − , 0, 462vλ + ≥  ve  µ , µ ’nün tam 

değeri olmak üzere,  

 ( 1)( 1)M v
µλ λ= + + +  

olsun. Bu durumda , , :vJ Dλ µ →normalize edilmiş genelleştirilmiş Wright-Bessel 

fonksiyonu aşağıdaki eşitsizlikleri sağlar: 

(i) , ,

4
( ) , ( )

4 1v

M
J z z D

M
λ µ ≤ ∈

−
 

(ii) 
2

, , 2

16
( ) , ( )

(4 1)v

M
J z z D

M
λ µ′ ≤ ∈

−
 

(iii) , ,

8 1
( ) , ( ).

8 2v

M
J z z D

M
λ µ

− Λ ≤ ∈  −
 

 

 
İspat 
 

(i) (4.3) ile (4.4) eşitsizliklerini ve z w z w+ ≤ +  şeklindeki iyi bilinen 

üçgen eşitsizliğini kullanarak, 

, , 1
2

( 1) ( 1)
( )

4 ( ) ( 1 ( 1) )
k

v k
k

v
J z z z

k v k
λ µ

λ λ
λ λ µ

∞

−
=

Γ + Γ + +
= +

Γ + Γ + + + −∑  
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1

2

( 1) ( 1)
1

4 ( ) ( 1 ( 1) )k
k

v

k v k

λ λ
λ λ µ

∞

−
=

Γ + Γ + +
≤ +

Γ + Γ + + + −∑     

                1 1 ( 1)
2

1 1 1
1

4 ( 1) ( 1)k k k
k v

µλ λ

∞

− − −
=

≤ +
+ + +

∑    

               
1

2

1
1

4

k

k M

−∞

=

 = +  
 

∑      

               
4

( )
4 1

M
z D

M
= ∈

−
   

olarak elde edilir.   

 
(ii) Yine (4.3) ve (4.4) ile verilen eşitsizlikleri kullanarak, üçgen eşitsizliği 

yardımıyla,  

1
, , 1

2

( 1) ( 1)
( ) 1

4 ( ) ( 1 ( 1) )
k

v k
k

k v
J z z

k v k
λ µ

λ λ
λ λ µ

∞
−

−
=

Γ + Γ + +′ = +
Γ + Γ + + + −∑  

               
1

2

( 1) ( 1)
1

4 ( ) ( 1 ( 1) )k
k

k v

k v k

λ λ
λ λ µ

∞

−
=

Γ + Γ + +
≤ +

Γ + Γ + + + −∑      

                1 1 ( 1)
2

1 1
1

4 ( 1) ( 1)k k k
k

k

v
µλ λ

∞

− − −
=

≤ +
+ + +

∑     

               
1

2

1
(4 )k

k

k

M

∞

−
=

= +∑       

               
2

2

16
( )

(4 1)

M
z D

M
= ∈

−
   

olarak bulunur.  

(iii) 2k ≥  olduğunu biliyoruz. (4.3) ve (4.4) eşitsizlikleri ile birlikte üçgen 

eşitsizliğini kullanarak, 

, , 1
2

( 1) ( 1)
( )

4 ( ) ( 1 ( 1) )
k

v k
k

v
J z z z

k k v k
λ µ

λ λ
λ λ µ

∞

−
=

Γ + Γ + + Λ = +  Γ + Γ + + + −∑       

                       
1

2

( 1) ( 1)
1

4 ( ) ( 1 ( 1) )k
k

v

k k v k

λ λ
λ λ µ

∞

−
=

Γ + Γ + +
≤ +

Γ + Γ + + + −∑    
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                        1 1 ( 1)
2

1 1 1
1

4 ( 1) ( 1)k k k
k k v

µλ λ

∞

− − −
=

≤ +
+ + +

∑    

                       
1

2

1 1
1

4

k

k k M

−∞

=

 = +  
 

∑    

                       
1

2

1 1
1

2 4

k

k M

−∞

=

 ≤ +  
 

∑  

                       
8 1

( )
8 2

M
z D

M

−
= ∈

−
        

şeklinde bulunur. Böylece Yardımcı Önerme 4.2.1’in ispatı tamamlanır. 

 

w  fonksiyonu, 'D de analitik olsun. Bundan sonra, z D∈  için aşağıdaki iyi bilinen 

sonuç kullanılacaktır: 

( ) 1, ( )w z z D< ∈  olması, 1 ( )
0

1 ( )

w z

w z

 +
ℜ > − 

 olması için gerekli ve yeterlidir. 

Teorem 4.2.2. , , ( )vJ zλ µ  normalize edilmiş genelleştirilmiş Wright-Bessel fonksiyonu 

verilsin.  ( 1)( 1)M v
µλ λ= + + +  olmak üzere,  

                                             , ,

, ,

( ) 4 2

( ) ( ) 4 1
v

v n

J z M

J z M

λ µ

λ µ

  − ℜ ≥  −  
                                       (4.10)  

ve 

                                             , ,

, ,

( ) ( ) 4 1

( ) 4
v n

v

J z M

J z M

λ µ

λ µ

  − ℜ ≥ 
  

                                       (4.11) 

şeklindedir.  

 

İspat   

1

, , 2

1, ,

2

1
( )

1 ... ( )
( ) ( )

1

k

k
v k

n
kv n

k

k

a z
J z

z D
J z

a z

λ µ

λ µ

∞
−

=

−

=

+
= = + ∈

+

∑

∑
 

ve 
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1

, , 2

1, ,

2

1
( ) ( )

1 ... ( )
( )

1

n
k

k
v n k

kv
k

k

a z
J z

z D
J z

a z

λ µ

λ µ

−

=
∞

−

=

+
= = + ∈

+

∑

∑
 

olduğundan, , ,

, ,

( )
( )

v

v n

J
z z

J

λ µ

λ µ

→  ve , ,

, ,

( )
( )v n

v

J
z z

J

λ µ

λ µ

→  fonksiyonlarının görüntü 

kümeleri orijini içermez. Bunun anlamı, , ,( ) ( )v nJ zλ µ  ve , , ( )vJ zλ µ  fonksiyonlarının 

z D∈  için sıfıra eşit olmamasıdır. 

 

Yardımcı Önerme 4.2.1’in (i) maddesinden,  

2

4
1

4 1k

k

M
a

M

∞

=

+ ≤
−∑       

veya eşdeğer olarak, 

2

(4 1) 1k

k

M a
∞

=

− ≤∑     

olur. Burada 

                                
1

1 ( 1) ( 1)

4 ( ) ( 1 ( 1) )k k

v
a

k v k

λ λ
λ λ µ−

Γ + Γ + +
=

Γ + Γ + + + −
                               (4.12) 

şeklindedir. Buradan,  

1 1

, , 2 1

1, ,

2

1 (4 1)
( ) 4 2

(4 1)
( ) ( ) 4 1

1

n
k k

k k
v k k n

n
kv n

k

k

a z M a z
J z M

M
J z M

a z

λ µ

λ µ

∞
− −

= = +

−

=

+ + − − − − = −   +

∑ ∑

∑
 

                                                     
1 ( )

:
1 ( )

w z

w z

+
=

−
 

yazılabilir. Buradan,  

1

1

1 1

2 1

(4 1)

( )

2 2 (4 1)

k

k

k n

n
k k

k k

k k n

M a z

w z

a z M a z

∞
−

= +
∞

− −

= = +

−
=

+ + −

∑

∑ ∑
 

ve 
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1

2 1

(4 1)
( )

2 2 (4 1)

k

k n

n

k k

k k n

M a

w z

a M a

∞

= +
∞

= = +

−
≤

− − −

∑

∑ ∑
  

elde edilir. Böylece, 

1 2

2(4 1) 2 2
n

k k

k n k

M a a
∞

= + =

− ≤ −∑ ∑  

olması, ( ) 1w z ≤  olması için gerekli ve yeterli olur ki bu da, 

                                          
2 1

(4 1) 1
n

k k

k k n

a M a
∞

= = +

+ − ≤∑ ∑                                        (4.13) 

koşulu ile eşdeğerdir. 

(4.13)'ün sol tarafının üstten 
2

(4 1) k

k

M a
∞

=

− ∑  ile sınırlandığını göstermek yeterlidir. Bu 

ise,  

2

(4 2) 0
n

k

k

M a
=

− ≥∑   

olması demektir. 

 

Diğer taraftan, (4.11)’i ispatlamak için,  

1 1

, , 2 1

1, ,

2

1 4
( ) ( ) 4 1

4
( ) 4

1

k k

k k
v n k k n

kv
k

k

a z M a z
J z M

M
J z M

a z

λ µ

λ µ

∞ ∞
− −

= = +
∞

−

=

+ − − − = 
   +

∑ ∑

∑
 

                                             
1 ( )

:
1 ( )

w z

w z

+
=

−
 

yazabiliriz. Buradan,  

1

2 1

4
( )

2 2 (4 2)

k

k n

n

k k

k k n

M a

w z

a M a

∞

= +
∞

= = +

≤
− − −

∑

∑ ∑
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olarak yazılır. Bu ise ( ) 1w z ≤  koşulunun sağlanması için, 

                                               
2 1

(4 1) 1
n

k k

k k n

a M a
∞

= = +

+ − ≤∑ ∑                                   (4.14) 

olması demektir. (4.14)’ün sol tarafı üstten 
2

(4 1) k

k

M a
∞

=

− ∑  ile sınırlı olduğundan ispat 

tamamlanır.  

 

Bir sonraki teoremde türevleri içeren oranlar ele alınacaktır. 

 

Teorem 4.2.3. , , ( )vJ zλ µ  normalize edilmiş genelleştirilmiş Wright-Bessel fonksiyonu 

verilsin.  ( 1)( 1)M v
µλ λ= + + +  olmak üzere,  

                                    
2

, ,

2
, ,

( ) 16 16 2

( ) ( ) (4 1)
v

v n

J z M M

J z M

λ µ

λ µ

 ′ − + ℜ ≥ ′ −  
                              (4.15) 

ve 

                                            
2

, ,

2
, ,

( ) ( ) (4 1)

( ) 16
v n

v

J z M

J z M

λ µ

λ µ

 ′ − ℜ ≥ ′  
                                 (4.16) 

şeklindedir.  

İspat z D∈  için , ,

, ,

( )
( )

v

v n

J
z z

J

λ µ

λ µ

′
→

′
 ve , ,

, ,

( )
( )v n

v

J
z z

J

λ µ

λ µ

′
→

′
 fonksiyonlarının görüntü 

kümelerinin orijini içermediği kolaylıkla görülebilir. Çünkü, 

1

, , 2

1, ,

2

1
( )

1 ... ( )
( ) ( )

1

k

k
v k

n
kv n

k

k

ka z
J z

z D
J z

ka z

λ µ

λ µ

∞
−

=

−

=

+′
= = + ∈

′ +

∑

∑
 

ve  

1

, , 2

1, ,

2

1
( ) ( )

1 ... ( )
( )

1

n
k

k
v n k

kv
k

k

ka z
J z

z D
J z

ka z

λ µ

λ µ

−

=
∞

−

=

+′
= = + ∈

′ +

∑

∑
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şeklindedir. Bunun anlamı, , ,( ) ( )v nJ zλ µ ′  ve , , ( )vJ zλ µ′  fonksiyonlarının z D∈  için sıfıra 

eşit olmamasıdır. 

 

Yardımcı Önerme 4.2.1’in (ii) maddesinden,  

2

2
2

(4 )
1

(4 1)k

k

M
k a

M

∞

=

+ ≤
−∑  

olduğunu görürüz ki bu da, 
ka , (4.12) ile verilmiş olmak üzere, 

2

2

(4 1)
1

8 1 k

k

M
k a

M

∞

=

−
≤

− ∑  

olması demektir. Buradan,  

2
1

1
2

1 1

2 1

(4 1)

8 1
( )

(4 1)
2 2

8 1

k

k

k n

n
k k

k k

k k n

M
ka z

M
w z

M
ka z ka z

M

∞
−

= +
∞

− −

= = +

−
−=

−
+ +

−

∑

∑ ∑
 

olmak üzere, 

2
1 1

2 2
, , 2 1

2
1, ,

2

(4 1)
1

( )(4 1) 16 16 2 8 1

8 1 ( ) ( ) (4 1)
1

n
k k

k k
v k k n

n
kv n

k

k

M
ka z ka z

J zM M M M

M J z M
ka z

λ µ

λ µ

∞
− −

= = +

−

=

−
+ + ′− − +  −− = ′− −   +

∑ ∑

∑
 

                                                                      
1 ( )

:
1 ( )

w z

w z

+
=

−
 

yazılabilir. Böylece eğer, 

                                        
2

2 1

(4 1)
1

8 1

n

k k

k k n

M
k a k a

M

∞

= = +

−
+ ≤

−∑ ∑                                  (4.17) 

ise, 

2

1
2

2 1

(4 1)

8 1
( ) 1

(4 1)
2 2

8 1

k

k n

n

k k

k k n

M
k a

M
w z

M
k a k a

M

∞

= +
∞

= = +

−
−≤ ≤

−
− −

−

∑

∑ ∑
 

olur. 
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(4.17)'nin sol tarafı üstten 
2

2

(4 1)

8 1 k

k

M
k a

M

∞

=

−
− ∑  ile sınırlıdır, bu da  

2

2

(4 1)
1 0

8 1

n

k

k

M
k a

M =

 −
− ≥ − 
∑  

olması demektir. 

 

Sonuç (4.16)’yı ispatlamak için,  

2

1
2

2 1

16

8 1
( ) 1

16 16 2
2 2

8 1

k

k n

n

k k

k k n

M
k a

M
w z

M M
k a k a

M

∞

= +
∞

= = +

−≤ ≤
− +

− −
−

∑

∑ ∑
 

olmak üzere, 

2 2
, ,

2
, ,

( ) ( )16 (4 1) 1 ( )
:

8 1 ( ) 16 1 ( )
v n

v

J zM M w z

M J z M w z

λ µ

λ µ

 ′ − + − = ′− −  
 

yazılır. Bu son eşitsizlik,  

                                      
2

2 1

(4 1)
1

8 1

n

k k

k k n

M
k a k a

M

∞

= = +

−
+ ≤

−∑ ∑                                    (4.18) 

olması demektir. (4.18)’in sol tarafı üstten 
2

2

(4 1)

8 1 k

k

M
k a

M

∞

=

−
− ∑  ile sınırlı olduğundan 

ispat tamamlanır.  

 

Bir sonraki teoremde , ,vJ λ µ  fonksiyonunun Alexander dönüşümünü içeren oranları ele 

alınacaktır. 

 

Teorem 4.2.4. , , ( )vJ zλ µ  normalize edilmiş genelleştirilmiş Wright-Bessel fonksiyonu 

verilsin.  ( 1)( 1)M v
µλ λ= + + +  ve , ,vJ λ µ Λ   , , ,vJ λ µ  fonksiyonunun Alexander 

dönüşümü olmak üzere,  

                                          
( )

, ,

, ,

( ) 8 3

8 2( )

v

v
n

J z M

MJ z

λ µ

λ µ

  Λ −  ℜ ≥  − Λ   
                                  (4.19) 



82 

 

ve 

                                          
( ), ,

, ,

( ) 8 2

8 1( )

v
n

v

J z M

MJ z

λ µ

λ µ

  Λ −  ℜ ≥  − Λ   
                                  (4.20) 

şeklindedir. 

 

İspat Burada sadece (4.19)'u Teorem 4.2.2'nin ispatına benzer olarak ispatlayacağız. 

(4.20)'nin ispatı, (4.11)'in ispatındakine benzer hesaplamalar kullanılarak yapılabilir. 

Yardımcı Önerme 4.2.1’in (iii) maddesinden,  

2

8 1
1

8 2
k

k

a M

k M

∞

=

−
+ ≤

−∑  

olduğunu görürüz ki bu da, 
ka , (4.12) ile verilmiş olmak üzere, 

2

(8 2) 1k

k

a
M

k

∞

=

− ≤∑  

olması demektir. Buradan,  

1

1

1 1

2 1

(8 2)

( )

2 2 (8 2)

kk

k n

n
k kk k

k k n

a
M z

k
w z

a a
z M z

k k

∞
−

= +
∞

− −

= = +

−
=

+ + −

∑

∑ ∑
 

ve 

1

2 1

(8 2)

( )

2 2 (8 2)

k

k n

n
k k

k k n

a
M

k
w z

a a
M

k k

∞

= +
∞

= = +

−
≤

− − −

∑

∑ ∑
 

olmak üzere, 

( )

1 1

, , 2 1

1, ,

2

1 (8 2)( ) 8 3
(8 2)

8 2( ) 1

n
k kk k

v k k n

n
kkv

n

k

a a
z M z

J z M k k
M

aMJ z z
k

λ µ

λ µ

∞
− −

= = +

−

=

+ + −  Λ −  − − = − Λ   + 

∑ ∑

∑
 

                                                             
1 ( )

:
1 ( )

w z

w z

+
=

−
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yazılabilir. Böylece, ( ) 1w z ≤  koşulunun sağlanması için, 

                                           
2 1

(8 2) 1
n

k k

k k n

a a
M

k k

∞

= = +

+ − ≤∑ ∑                                      (4.21) 

olmalıdır. (4.21)’in sol tarafının üstten 
2

(8 2) k

k

a
M

k

∞

=

− ∑  ile sınırlı olduğunu yani, 

2

(8 3) 0
n

k

k

a
M

k=

− ≥∑   

olduğunu görmek kolaydır. Böylece ispat tamamlanır.  
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasının giriş bölümü kompleks analiz, ünivalent fonksiyonlar ve özel 

fonksiyonların tarihsel gelişimi hakkında kısa bir bilgilendirmedir. 

 

İkinci bölüm, ayrıntılı olarak verilen kompleks analizin temel tanım ve kavramlarından 

oluşur. 

 

Üçüncü bölüm olan ünivalent fonksiyonlar bölümünde, daha çok bizim çalışmamızla 

ilgili olan fonksiyonlar üzerine yoğunlaşılmıştır. İlk olarak ünivalent fonksiyonlar 

tanıtılmış, bu fonksiyonlarla ilgili olan konveks, yıldızıl, konvekse yakın gibi önemli 

alt sınıflar ve bu sınıfların özellikleri ayrıntılı olarak tanıtılmıştır. Yine bu bölümde 

Gamma fonksiyonu, Bessel fonksiyonu, Wright fonksiyonu ve tez çalışmamızın 

konusu olan genelleştirilmiş Wright Bessel (-Lommel) fonksiyonunun tanımları ve 

bazı özellikleri verilmiştir.   

 

Dördüncü bölümde genelleştirilmiş Wright Bessel (-Lommel) fonksiyonu ele alınarak 

öncelikle bu fonksiyon normalize edilmiştir. Daha sonra normalize edilmiş 

genelleştirilmiş Wright Bessel fonksiyonunun birim diskte yıldızıl, konveks, konvekse 

yakın fonksiyon sınıflarına ait olabilmesi için gerekli ve yeterli koşullar elde edilmiştir. 

Yine bu fonksiyonun 1/2D  diskinde yıldızıl ve konveks olma koşulları incelenmiş, 

ardından pS sınıfına ait olma koşulu bulunmuştur. Ayrıca bu bölümde genelleştirilmiş 

Wright-Bessel fonsiyonunun kısmi toplamları incelenmiş ve bu kısmi toplamlar için 

üst sınırlar belirlenmiştir.  

 

Literatürde genelleştirilmiş Wright-Bessel fonsiyonunun geometrik özellikleri ve 

kısmi toplamları hakkında herhangi bir çalışma bulunmamaktadır. Bu nedenle elde 

edilen sonuçların literatüre katkı sağladığı ve bu alanda çalışan araştırmacılara yol 

göstereceği açıktır. Elde edilen sonuçların bir kısmı “Annals of the University of 

Craiova” dergisinde yayınlanmıştır [44]. Bir kısmı ise yayına gönderilmiş olup halen 

incelemededir.  
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