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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

GENELLESTIRILMIS FIBONACCI p-SAYILARI VE KOMBINATORYAL
YAKLASIM iLE UYGULAMALARI

Berke CENGIZ

Erzincan Binali Yildirim Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisu
Matematik Anabilim Dali

Danigman: Dr. Ogr. Uyesi Yasemin TASYURDU

Bu calismada yeni bir k parametresine gore bir yineleme bagintisi ile sayilar
arasindaki uzaklik tanim1 kullanilarak hem Fibonacci, Jacobsthal, Narayana sayilarini
hem de uzaklik durumundaki Fibonacci p-sayilarmi genellestiren Fibonacci
(k,p)-sayilar1 tanimlanmistir. Bu sayilarin dizileri ve kombinatoryal yorumlari
sunulmustur. Bu dizilerin n-inci terimini bulmamiza olanak saglayan agik formiiller
ve treteg fonksiyonlar1 elde edilmistir. Ayrica Fibonacci p-sayilart ve Fibonacci
(k, p)-sayilari i¢in bir doseme yaklasimi verilmistir. Fibonacci p-sayilart » = 1 den
r = p+ 1 e kadar ¢esitli 1 X r, r-ominolar kullanilarak bir 1 X n tahtasin1 déseme
yollarinin sayisi olarak yorumlanmis ve Fibonacci (k, p)-sayilari, p-ominolar igin k
farkli renk olmak iizere 1 x 1 kareler ve renkli 1 X p, p-ominolar kullanilarak bir
1 X n tahtasin1 doseme yollarmin sayisi olarak yorumlanmistir. Ayrica bu sayilarin
0zel alt indislerle carpim esitlikleri ve toplam formiilleri, 6zelliklerinin tiiretilmesine
olanak saglayan doseme yorumlari ile verilmistir.

2023, 101 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Doseme, Fibonacci sayisi, Genellestirilmis Fibonacci sayilari,
Kombinatoryal formiil



ABSTRACT

MSc Thesis

GENERALIZED FIBONACCI p-NUMBERS AND THEIR APPLICATIONS
WITH COMBINATORIAL APPROACH

Berke CENGIZ

Erzincan Binali Yildirim University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Yasemin TASYURDU

In this study, Fibonacci (k, p)-numbers which generalize both Fibonacci, Jacobsthal,
Narayana numbers and Fibonacci p-numbers in the distance sense are defined by
using the definition of the distance between numbers by a recurrence relation
according to a new parameter k. Sequences and combinatorial interpretations of these
numbers are presented. Explicit formulas that allow us to calculate the nth term and
generating functions of these sequences are obtained. Also, a tiling approach to the
Fibonacci p-numbers and the Fibonacci (k,p)-numbers is given. The Fibonacci
p-numbers are interpreted as the number of ways to tile a 1 x n board by using
various 1 X r, r-ominoes from r=1 up to r = p+1, and the Fibonacci
(k, p)-numbers are interpreted as the number of ways to tile a 1 X n board by using
1 x 1 squares and colored 1 X p, p-ominoes, where there are k different colors for
p-ominoes. Moreover, product identities and sum formulas of these numbers with
special subscripts are given by tiling interpretations that allow the derivation of their
properties.
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1. GIRIS

Cebirde farkli bigimlerde tanimlanan diziler bulunmaktadir. En ¢ok ilgi goren diziler
herhangi bir terimi kendisinden onceki terimler araciligi ile hesaplanan yineleme
(tekrarlama, indirgeme) dizileridir. Everest vd., lineer yineleme dizilerinin modern
teorisini ve bunlarin genellemelerini detayli bir sekilde sunmuslardir (Everest vd.,
2003). Ikinci ve daha yiiksek mertebeden yineleme bagntilariyla tanimlanan Fibonacci
ve Fibonacci benzer diziler uzun yilladir cebir, fizik, kimya, biyoloji, bilgisayar
biliminin yani sira sanatin farkli bilim dallarindaki bir¢ok aragtirmacinin oldukga

ilgisini gekmistir.

Fibonacci tarafindan yazilan Liber Abaci adli eserde Edward Lucas gordiigii bir
problemdeki 0,1,1,2,3,5,8, ... dizisinin her bir terimine Fibonacci sayis1 ve diziye
Fibonacci dizisi adin1 vermistir. Bilimin hemen hemen her alaninda hem teorik hem de
uygulamali olarak ¢ok genis alanda calisilan Fibonacci sayilart Fp, =0 ve F; =1
baslangic degerleri olmak {izere n > 2 igin F, = F,_; + F,,_, Yyineleme bagntisi ile
tanimlanmuistir. Bu dizinin ikinci teriminden sonra her terimi, kendisinden onceki ikinci
terimin bir onceki terime eklenmesiyle elde edilir. Yani, eklenen terimler arasindaki

uzaklik 1 dir.

Fibonacci dizisi ve onun baglantili oldugu yiiksek mertebeli diziler (tribonacci,
quatranacci, k-nacci) genellikle tam sayi1 dizileri olarak gosterilir. Uzun yillardir
Fibonacci sayilarinin ve dizilerinin genellestirmeleri ¢alisilmaktadir. Fibonacci
dizilerinin genellestirilmesi c¢alisilirken farkli bakis acilar1 ortaya ¢ikmustir. Bir taraftan
sunulan genellestirmeler iyi bilinen Fibonacci dizisinin baslangic degerlerine ve
terimlerinin katsayisina bagliyken diger taraftan ise Fibonacci dizisinin yineleme

bagintisindaki terimlerin arasindaki uzakliga bagl olarak sunulmustur.

1960 ve 1961 yillarinda sunulan ¢aligsmalarla, Fibonacci dizilerinin farkli mertebeden
genellestirmeleri sunulmustur. Binet formiilii, toplam formiilleri ve bir¢ok esitlik
verilmistir (Miles, 1960; Horadam, 1961). Horadam 1965 yilinda Fibonacci dizilerinin
de genel hali olan ve Horadam dizileri olarak adlandirilan ikinci mertebeden yineleme

dizilerini tanimlanmistir (Horadam, 1965).



Fibonacci sayilarinin en onemli genellestirmesi olarak Lucas sayilar1 sunulmustur.
Lucas sayilar1 Fibonacci sayilarmin yineleme bagintis1 ve farkli baslangi¢ degerleri
kullanilarak tanimlanmistir. Hoggatt, 1969 yilinda sundugu calismasi ile Fibonacci ve

Lucas sayilarini detayli bir seklide sunmus ve 6zelliklerini incelemistir (Hoggatt, 1969).

Fibonacci sayilart gibi yineleme bagmtilarla tanimlanan Lucas, Pell, Pell-Lucas,
Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas, Naraya ve Naraya-Lucas gibi sayilar Fibonacci tipli ve
Lucas tipli olarak incelenmistir ve birgok farkli genellestirmeleri sunulmustur. Koshy
literatiirde bulunan Fibonacci ve Lucas dizileri ile genellestirilmeleri {izerine sunulan
hemen hemen her c¢alismayi toplamis ve iki harika kitap seklinde okuyuculara
sunmustur (Koshy, 2001; 2014).

Fibonacci sayilarinin yineleme bagintisina keyfi bir tam say1 eklenerek, ayni baslangic
degerleri ile Pell ve Jacobsthal sayilari tanimlanmistir. Narayana sayilari ise Fibonacci
sayilarinin yineleme bagintisindaki toplanan ardisik terimlerin arasindaki uzakligin 1
diistintilmesi ile sunulmustur. Bu sayilarin dizilerinin 6zellikleri ve aralarindaki iliskiler
incelenmistir (Horadam 1971; 1996; Shanon ve Horadam, 1973; Stakhov, 1989;
Allouche ve Johnson, 1996; Kalman ve Mena, 2003; Cagman, 2021a; 2021b).

Falcon ve Plaza Fibonacci dizisinin baslangic degerleri ve terimlerin katsayilarini
dikkate almis ve Fibonacci dizisinin yineleme bagintisindaki terimlerin katsay1 degeri
i¢in k parametresini diisiinerek k-Fibonacci dizilerini, Fy o, = 0 ve F,; = 1 baslangig
degerleri ile Fy,,, = kFy,_1 + Fyn—, yineleme bagmtisi ile sunmustur. Ayrica Binet
formiillerini, iirete¢ fonksiyonlar1 ve Pascal {iggeni kullanilarak bazi 6zellikleri elde
edilmistir (Falcon ve Plaza, 2007a; 2007b). Daha sonraki yillarda bu c¢alisma
aragtirmacilar arasinda Fibonacci dizisinin en ilgi gdoren genellestirmesi olmustur.
Mikkawy ve Sogabe k-Fibonacci dizisinin yeni bir ailesini tanitmistir (Mikkawy ve
Sogabe, 2010). Tagyurdu ve vd. ise bu yeni ailenin periyodu ile birgok &zelligini
sunmustur (Tagyurdu vd., 2016). Bolat ve Kose k-Fibonacci sayilarinin bir¢ok
0zelligini vermislerdir (Bolat ve Kdse, 2010). Panwar ise 2021 yilinda klasik Fibonacci,
Pell, Jacobsthal dizileri ile k-Fibonacci dizisinin genel hali olarak genellestirilmis
k-Fibonacci dizisinin bir genellestirmesini sunmus ve genellestirilmis k-Fibonacci
dizisinin ilging o6zelliklerini belirterek {iirete¢ fonksiyonunu elde etmistir (Panwar,
2021).



Lucas, Pell, Jacobsthal ve Narayana sayilarmin yineleme bagimtisindaki terimlerin
katsay1 degeri i¢in keyfi parametreler diisiinerek k-Fibonacci dizilerine benzer olarak
k-Lucas, k-Pell, k-Jacobsthall ve k-Narayana sayilari tanimlanmis ve birgok 6zelligi

elde edilmistir.

Falcon 2012 yilinda Lucas dizisinin yineleme bagintisindaki terimlerin katsayisinda bir
k parametresini alarak k-Lucas dizisini tanimlamis ve bu sayilar igin k-Lucas ti¢geni,
kombinatoryal formiili, iireteg fonksiyonu ve Binet formiilii gibi dnemli 6zelliklerini
sunmustur (Falcon, 2012). 2013 yilinda, Pell dizisinin yineleme bagintisindaki
terimlerin katsayisinda bir k parametresini alinarak tanimlanan k-Pell sayilari
calisilmigtir. Bu sayilarin Binet formiilii ile lirete¢ fonksiyonunun yani sira, Catalan,
Cassini ve d’Ocagne gibi bazi 6nemli esitlikleri sunulmustur (Catarino, 2013). Ramirez
ve Sirvent tarafindan 2015 yilinda k-Narayana dizisi tizerine sunulan ¢aligmada bilinen
Narayana dizisi ile k-Narayana dizisi arasindaki iliskiler ve bazi kombinatoryal
ozellikler incelenerek toplam formiilleri matris yontemleriyle verilmistir (Ramirez ve
Sirvent, 2015). Boussayoud vd., simetrik fonksiyonu kullanarak negatif indisli
k-Fibonacci ve k-Jacobsthal sayilarini incelemisler ve birgok 6zelligini sunmuslardir

(Boussayoud vd., 2018).

Tagyurdu 2019 yilinda bilinen Fibonacci dizilerinin  genellestirmesi  olan
(p, g)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas dizileri ile iliskili genellestirilmis (p, q)-Fibonacci-
benzeri dizileri tanimlamis ve Binet formiilii, toplam formiiliiniin yani1 sira bir¢cok

ozelligini elde etmistir (Tasyurdu, 2019).

Bilinen Fibonacci dizilerinin yineleme bagintisinda terimleri arasindaki uzaklik gesitli
parametrelere bagli alinarak yeni genellestirmeler sunulmustur. Bu diisiincenin mimari
olan Stakhov 1970 li yillarda yayinlanan eseriyle “Algoritmik olglim teorisi” nin
temelini atmistir. Algoritmik Ol¢lim teorisi, bilinen tlim say1 sistemlerini takip etmistir.
Olgiim teorisi 6zellikle yeni ve bilinmeyen say1 sistemleri ile algoritmik “Fibonacci” ve
“Binom” say1 sistemlerini ortaya ¢ikartmistir. Bu nedenle algoritmik 6l¢iim teorisi, yeni

say1 sistemleri i¢in bir kaynaktir.



Stakhov bilinen Fibonacci dizilerinin yeni bir genellestirmesi olarak Fibonacci
p-sayilarini, yineleme bagmtisindaki terimleri arasindaki uzakligi p parametresine bagli
sunmugtur. Pascal {iggeninin “diagonal toplam™ olarak da adlandirilan Fibonacci
p-sayillar, p =0, n>p+1 tam sayilar olmak {iizere F,(1)=F,(2) ==
E,(p + 1) =1 baslangic degeleri ile F,(n) = F,(n—1) + F,(n—p —1) yineleme
bagntisi ile tanimlanmugtir (Stakhov, 1977). Stakhov ve Rozin Fibonacci p-sayilari igin
genel formiiller vererek bu formiillerin Binet formiillerine benzer oldugunu gostermistir.
Ayrica Lucas dizilerinin yineleme bagintisinda terimleri arasindaki uzaklik ¢esitli
parametrelere bagli alinmig ve Yyineleme dizilerinin yeni bir sinifi olarak Lucas

sayilarinin bir genellemesi olan Lucas p-sayilarini tanimlanmistir (Stakhov ve Rozin,

2005).

Kuhapatanakul 2016 yilinda Fibonacci p-sayilarii ve Pascal iiggeninin bazi
Ozelliklerini kullanarak Fibonacci p-sayilari icin kombinatoryal formiil elde etmistir.
Ayrica Fibonacci p-sayilarinin matris temsilini sunmus ve bu matrislerin bazi

ozelliklerini kullanarak Fibonacci p-sayilarinin 6zelliklerini vermistir (Kuhapatanakul,

2016).

Fibonacci p-sayilarini elde etmek i¢in kullanilan genellestirme metodu birgok
aragtirmactya ilham kaynagi olmus ve genellestirilmis Fibonacci sayilar1 ya da uzaklik
durumundaki Fibonacci sayilar1 olarak adlandirilarak c¢esitli caligmalar literatiire
kazandirilmistir. Bilinen Pell sayilar1 ele alinarak Fibonacci p-sayilarina benzer sekilde,
0<i<p i¢in genellestirilmis Pell (p,i)-sayilart denilen Pell sayilarinin bir

genellestirmesi verilmistir (Kilig, 2009).

2000 ve 2013 yillarinda sayilar arasindaki bilinen uzaklik kavrami, Fibonacci dizisinin
yineleme bagintisindaki terimleri arasinda dikkate alinarak genellestirilmis Fibonacci
sayilari, uzaklik Fibonacci ve (2, k)-uzaklik Fibonacci sayilart olarak adlandirilan
caligmalar sunulmustur. Bu sayilar bilinen Fibonacci sayilarinin yineleme bagintisina
benzer olarak terimlerin toplanmasiyla tanimlanmigtir. 2000 yilinda sunulan
genellestirilmis  Fibonacci sayilari, farkli baslangic degerleri igin yineleme
bagintisindaki toplanan terimlerden biri tam olarak (n — 1)-inci Fibonacci sayisi iken
digeri 6zel olarak (n — k)-inc1 Fibonacci sayisi alinarak tanimlanmistir (Kwasnik ve

Wtoch, 2000).



2013 yilinda uzaklik Fiboancci sayilari olarak adalandirlan genellestirme, toplanan
terimlerden bir tam olarak (n — k + 1)-inci Fibonacci sayisi iken digeri 6zel olarak
(n — k)-inc1 Fibonacci sayisi alinarak pozitif ve negatif indisli terimler ig¢in
tanimlanmistir. Bilinen Fibonacci ve Padovan sayilarini ayni anda genellestiren bu
sayilar i¢in genel formiiller ile toplam formiilleri sunulmustur. Ayrica matris iiretegleri
ve Pascal tiggeni kullanarak 6zellikleri elde edilmistir (Bednarz vd., 2013). 2013 yilinda
(2, k)-uzaklik Fibonacci sayilar1 ise toplanan terimlerden bir tam olarak (n — 2)-inci
Fibonacci sayisi iken digeri 6zel olarak (n — k)-inc1 Fibonacci sayist alinmig ve uzaklik
Fibonacci sayilar1 ile uzaklik Lucas sayilariyla iliskili olarak sunulmustur. Ayrica
negatif tam sayilar icin bu sayilarin farkli 6zellikleri ile grafiklerdeki temsilleri ve

yorumlari da incelenmistir (Wtoch vd., 2013).

2014 yilinda k-Fibonacci dizileri i¢in uzaklik durumu diisiiniilerek, yeni bir
genellestirmesi olan genellestirilmis (k, r)-Fibonacci sayilari ve 6zellikleri sunulmustur
(Falcon, 2014). 2017 yilinda bilinen Padovan sayilari ele alinarak Fibonacci p-sayilar
ve Pell (p,i)-sayilarina benzer sekilde Padovan p-sayilart tamimlanmig ve ireteg
matrisi, Binet formiilii, {istel gosterimi, kombinatoryal yorumu ile toplam fonksiyonu
gibi bir¢ok 6zellikleri elde edilmistir. Ayrica bu sayilar m modiiliine gore incelenmis ve
sonlu gruplarda uygulamalar1 ¢alisilmistir (Deveci ve Karaduman 2017). 2019 yilinda
Jacobsthal dizisinin daha yiiksek mertebeli bir genellestirmesini sunulmustur (Marques
ve Trojovsky, 2019). 2021 yilinda ise iki parametreye bagli olarak uzaklik durumundaki
Fibonacci sayilarinin bir genellestirmesi, (k,p)-Fibonacci sayilari olarak sunulmustur

(Bednarz, 2021).

2022 yilinda Tasyurdu sundugu c¢alismasinda Fibonacci sayilarini bes parametreye bagl
uzaklik durumunda genellestirmistir. Bu g¢alismada Fibonacci, Pell, Modifiye Pell,
Jacobsthal, Narayana, Padovan, k-Fibonacci, k-Pell, Modifiye k-Pell, k-Jacobsthal
sayilarim1 ve uzaklik durumunda sunulan Fibonacci p-sayilari, uzaklik Fibonacci
sayilar, (2, k)-uzaklik Fibonacci sayilar1 ve genellestirilmis (k, 7)-Fibonacci sayilarinin
genellestirmesi  olarak  bes parametreli Fibonacci sayilart  tanimlanmustir.
Genellestirilmis Fibonacci sayilarinin doseme ve kombinatoryal yorumlarini sunulmus
ve n-inci terimin hesaplanmasini saglayan acik formiiller verilmistir. Ayrica bu sayilar

i¢in Urete¢ fonksiyonlar ve baz1 6zdeslikler elde edilmistir (Tasyurdu, 2022).



Fibonacci sayilar1 ve genellestirmeleri farkli yorumlarla da sunulmustur. Sonsuz bir
geometrik diizlemin birbirine uyumlu diizlem figiirleriyle kaplanmasi olan ddseme
yorumu ve kombinatoryal temsillerle Fibonacci ve Fibonacci tipli sayilarin 6zellikleri
incelenmistir. n-inci Fibonacci sayisi, 1 X 1 kareler ve 1 x 2 dominolar kullanilarak
1,2,...,n olarak etiketlenmis hiicreli n uzunlugundaki bir 1 X n tahtayr doseme
yollarinin sayis1 olarak yorumlanmustir (Holden, 1975; Brigham vd., 1996-97).
Benjamin ve Quinn, bu yorumlar1 birgok Fibonacci tipli bagintinin déseme yorumlarini
saglamak i¢in kullanmistir (Benjamin ve Quinn, 2002; 2003). 2022 yilinda
(p, g)-Fibonacci ve (p,q)-Lucas dizilerine bir déseme yaklasimi sunulmus ve bu

déseme yorumlariyla toplam formiilleri verilmistir (Tagyurdu ve Tiirkoglu, 2022).

Sunulan bu tezde bilinen Fibonacci, Jacobsthal ve Narayana sayilari ile uzaklik
kavramiyla verilen Fibonacci p-sayilarinin genel hali olarak Fibonacci (k, p)-sayilari
tanimlanmistir. Bu sayilarin dizileri olusturulmus ve iirete¢ fonksiyonlart sunulmustur.
n-inci Fibonacci (k, p)-sayilari igin kombinatoryal ve déseme yaklasimlari verilmis ve
genel formiilleri elde edilmistir. Bu yaklagimlar kullanilarak Fibonacci (k, p)-sayilari
icin toplam formiilleri verilmistir (Tasyurdu ve Cengiz, 2022b; 2023). Ayrica iyi bilinen
Fibonacci ve Narayana sayilarinin uzaklik durumunda genellestirmesi olan Fibonacci p-
sayllarinin  doseme yorumlart sunulmustur. Fibonacci p-sayilart ile  r =1 den
r = p+ 1 e kadar ¢esitli 1 X r, r-ominolar kullanarak bir 1 X n tahtay1 désemek igin
farkli yollarin sayis1 verilmigstir. Bu sayilari i¢in ¢arpim esitlikleri ve toplam formiilleri,
déseme yorumlar ile elde edilmistir (Tasyurdu ve Cengiz, 2022a; 2022c). Bu amagla

kuramsal temeller adin1 alan ikinci boliimde temel kavramlar verilmistir.

Calismamiz tgilincii boliimiinde ilk olarak Fibonacci dizisinin genellestirmesi olan
k-Fibonacci sayilar1 sunulmustur. Bu dizilerin yineleme bagintilar1 géz 6niine alinarak
Binet formiilleri, iirete¢ fonksiyonlar1 ve Catalan, Cassini, ve d'Ocagne esitlikleri gibi
onemli esitlikler verilmistir. Daha sonra Fibonacci dizisinin uzaklik durumunda
genellestirmeleri olan Fibonacci p-sayilari, uzaklik Fibonacci sayilari, (2, k)-uzaklikla
Fibonacci sayilari, genellestirilmis (k,r)-Fibonacci sayilar1 ve bes parametre ile
genellestirilmis Fibonacci sayilarinin tanimlari, genel formiilleri, matris temsilleri ve
ozellikleri verilmistir. Tam sayilar kiimesi kullanarak bu sayilar i¢in 6zel kiime ayrisimi

ile iliskili doseme yorumlari verilmistir.



Tezin dordiincii boliimiinde bu ¢alismada elde edilen sonuglar verilmistir. Ik olarak
bilinen Fibonacci, Jacobsthal ve Narayana sayilari ile uzaklik kavramiyla verilen
Fibonacci p-sayilarinin genel hali olarak Fibonacci (k,p)-sayilar1 tanimlanmistir.
Fibonacci (k, p)-sayilarinin dizileri olusturulmus ve 6zellikleri verilmistir. Bu dizilerin
tireteg fonksiyonlari ve kombinatoryal yaklasimla n-inci terimini hesaplamaya olanak
saglayan genel formiilleri elde edilmistir. Daha sonra tam sayilar kiimesi kullanarak 6zel
kiime ayrisimui ile iliskili olarak Fibonacci p-sayilar1 ve Fibonacci (k,p)-sayilari igin
déseme yorumlart sunulmustur. Fibonacci p-sayilart r =1 den r = p+ 1 e kadar
cesitli 1 X r, r-ominolar kullanarak bir 1 X n tahtasin1 déseme yollarinin sayisi olarak
yorumlanmis ve Fibonacci (k,p)-sayilari, p-ominolar i¢in k farkli renk olmak iizere
1 x 1 kareler ve renkli 1 X p, p-ominolar kullanilarak bir 1 X n tahtasini doseme
yollarinin sayisi olarak yorumlanmistir. Bu yorumlar kullanilarak bu sayilar i¢in ¢arpim

esitliklerinin yani sira bazi temel 6zdeslikler ve toplam formiilleri verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde calismamizin ana unsurunu olusturan tanimlar ve dizilere dair temel

bilgiler verilmistir.

2.1. Genel Kavramlar

Tamm 2.1: Tanim kiimesi pozitif tam sayilar olan fonksiyonlara dizi denir (Kadioglu

ve Kamali, 2003).

Bir diziyi tanimlamanin en etkili yollardan biri yineleme bagmtilarin kullanilmasidir.
Yineleme bagntilari, dizinin her bir teriminin kendisinden 6nceki terimlere bagl olarak

olarak ifade edilmesiyle olusan bagintilardir.

Tammm 2.2: Her n > r igin ky # 0 olacak sekilde k; (0 <i <r —1) katsayilar ve

to, t1, .-, tr_1 baslangic degerleri igin r-inci mertebeden homojen lineer yineleme dizisi
th = Kr—atn-1 + Krotno + -+ katy riq + kot (2.1)

esitligi ile tamimlanir. (2.1) esitligine ise r-inci mertebeden homojen lineer yineleme

bagint1 denir ve {t,, },5 ile gosterilir (Everest vd., 2003).

(2.1) yineleme bagintist ile tamimlanan {t,},s, dizisinin Kkarakteristik polinomu ve

denklemi t,, = x" yineleme bagintis1 kullanilarak elde edilir.

Tammm 2.3: (2.1) yineleme bagmtisi ile tanimlanan {t,},so dizisinin karakteristik

polinomu

p(x) =x" —ky_x" =k _ox""2 — e — kyx — ky
seklinde tanimlanir (Everest vd., 2003).

Tanmm 2.4: (2.1) yineleme bagintis1 ile tanimlanan {t,},so dizisinin karakteristik

denklemi

p(x) =x" —kp_ X"t —kp_x" 2 — i —kyx— kg =0

olarak tanimlanir (Everest vd., 2003).



Tanmm 2.5: p(x) polinomunun kokleri ay,a,,..,a, € C olmak iizere
vV i,jeE{L2,..,r}icin a; # a; ise, t, = Ajar + Azay + -+ Ayay olacak sekilde
Ay, Ay, ..., A, sabitleri vardir. Bu esitlik baslangic degerleri icin yerine yazilip elde
edilen denklem sisteminden A4, A,, ..., A, bilinmeyenleri bulunur. Boylece elde edilen

karakteristik polinomunun kokleri ve t,, arasindaki esitlige yineleme bagintinin ¢oziimii

denir (Everest vd., 2003).

Lineer homojen yineleme bagintilarin1 ¢é6zmek i¢in en 6nemli yontemlerden biri iireteg

fonksiyonlarini kullanmaktir.

Tanim 2.6: Bir {t,,},,5( dizisinin terimleri kullanilarak tanimlanan

oo
G(x) = tox® + tyxt + tyx% + tgx3 + oo = 2 tixt
i=0

serisine {t, },so dizisinin iirete¢ fonksiyonu denir (Everest vd., 2003).

Tanim 2.2 de verilen r-inci mertebeden homojen lineer yineleme dizisinin {t,},s0
literatiirde cok ilgi goren 6zel durumu r = 2 i¢in t, ve t; baslangi¢ degerleri olmak

lUzere
th = kitn—1 + kotn— (2.2)

bagintisi ile tanimlanan ikinci mertebeden lineer yineleme dizileri olmustur. Simdi en
onemli ikinci mertebeden lineer yineleme dizisi olan Fibonacci dizisi ve 6zellikleri

sunulacaktir.

2.2. Fibonacci Dizileri

Orta cagm ileri gelen italyan matematikgilerinden ve Fibonacci ismi ile tanman
Leonarda Pisa’nin eserlerinin i¢inde en {inlii olan1 1202 yilinda yazdigi Liber Abaci adli
eseridir. 19. yiizy1l say1 teorisyenlerinden Edvard Lucas, bu eserinde bir problemdeki
{0,1,1,2,3,5,8, ... } dizisine Fibonacci dizisi, bu dizinin terimlerine ise Fibonacci sayilari
ismini vermigtir. Tanim 2.2 de 6zel olarak t, = 0 ve t; = 1 baslangi¢ degerleri i¢in

(2.2) yineleme bagintisinda k, = k; = 1 alinarak Fibonacci dizisi tanimlanabilir.



Tamm 2.7: Fy = 0, F; = 1 baslangi¢ degeri olmak iizere n-inci Fibonacci sayisi

FTL = Fn—l + Fn_z, nz= 2 (2.3)

yineleme bagntisi ile tanimlanir. Bu sayilarin olusturdugu diziye Fibonacci dizisi denir

ve {F, }nso ile gosterilir (Horadam, 1961).

F,, n-inci Fibonacci sayist ve F, = 0, F; = 1 baslangi¢ degerleri olmak lizere negatif

indisli Fibonacci sayilari

Fo = Fpyz = Foyp, n<0
yineleme bagintisi ile tanimlanan {F, },,, dizisinin elemanlaridir.

Tablo 2.1. Fibonacci dizisinin bazi terimleri

Fibonacci dizisi gibi bilimin hemen hemen her alaninda hem teorik hem de uygulamali
olarak ¢ok genis alanda ¢alisilan Lucas {L,}nso, Pell {B,},>0, Jacobsthal {J,},s0 Ve
Narayana {N,},so dizileri Tanim 2.2 nin 6zel durumlar1 olarak asagidaki gibi

tanimlanir. (2.2) yineleme bagintisi ile verilen, {t,},>¢ Yineleme dizisinde

I. ko=k; =1 i¢in Ly =2, L{ =1 baslangi¢ degerleri ile Lucas dizisi
Ly=Ly 1+ Lp,

ii. ki =2, kg =1 igin P, =0, P, =1 baslangig degerleri ile Pell dizisi
B, =2P,_1+P,_,

iii. ki =1, ky =2 i¢in J, = 0, J; = 1 baslangi¢ degerleri ile Jacobsthal dizisi
Jn =Jn-1+ 2Jn

Iv. ky=1,k; =0,ky=11i¢in Ny =0, N; =1, N, = 1 basglangi¢ degerleri ile
Narayana dizisi N, = N,_; + N,,_3

yineleme bagintilari ile tanimlanir.
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Tablo 2.2. Lucas, Pell, Jacobsthal ve Narayana dizilerinin baz1 terimleri

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

L, 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199

p, 0 1 2 5 12 29 70 169 408 985 2378 5741

J, 0 1 1 3 5 11 21 43 85 171 341 683

N, O 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28

Yineleme dizileri yineleme bagintilar1 kullanilarak elde edilebilecegi gibi genel formiil
olarak bilinen Binet formiilii kullanilarak da elde edilir. Bir dizinin n-inci terimini elde
etmek igin yineleme bagmtis1 kullanilirsa kendisinden 6nce ilk n — 1 terimin bilinmesi
gerekmektedir. Ancak dizinin keyfi bir terimini bulmak i¢in kendisinden onceki tiim
terimlerin bilinmesine gerek kalmadan kolay bir sekilde Binet formiilii kullanilabilir. Bu
formiil dizinin yineleme bagintisinin ¢dziilmesi ile elde edilir. Ozel olarak (2.3)
bagintisinda F, = x™ yineleme bagntis1 kullanilirsa Fibonacci dizisinin karakteristik

denklemi
E,=F, 1 +F,_,=x"=x""14x"2

olur. Ozel olarak n = 2 i¢in x> —x — 1 = 0 elde edilir. Bu karakteristik denklemin

kokleri o ve p olarak alinirsa

olarak bulunur. Ayrica bu kokler arasinda

c+p=1
op=-1
c—p=v5

esitlikleri saglanir. Buradan Fibonacci dizisinin n-inci terimi i¢in Binet formiilii

asagidaki teorem ile verilir.
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Teorem 2.8: n >0 i¢in x%2 —x — 1 = 0 denkleminin kokleri, o = “T‘E ve p=120°
olmak iizere n-inci Fibonacci sayisi i¢in Binet formiilii

o™ — pt

E =
n c—p

seklindedir (Horadam, 1961).

Ispat: Tanim 2.5 ten A;, A, sabit katsayilar olmak iizere her n > 0 tam sayis1 igin

n-inci Fibonacci sayisinin genel formu
E, =A™ + A,p" (2.4)
seklindedir. Ozel olarak n = 0,1 igin
Fb=0=4;+A4,
Fi=1=A,0+A4,p
lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimiinde ise

1 1
Aj=—— ve A,=-———
1= 55, € A pp

olarak bulunur. Bulunan A; ve A, degerleri (2.4) esitliginde yerine yazilirsa n-inci

Fibonacci sayist i¢in Binet formiilii

o™ — pt

= s

n

seklinde elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.
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Benzer sekilde Lucas {L,},s0, Pell {P,}ns0, Jacobsthal {J,,},0 ve Narayana {N,},s0

dizilerinin n-inci termleri igin Binet formiilleri ve karakteristik denklemleri sirasiyla

e L,=0"+ p"; x*—x—1= 0 denkleminin kdkleri, o ve p

. p=22" x? = 2x — 1 = 0 denkleminin kokleri, o ve p
o-p

. J, =220 x? — x — 2 = 0 denkleminin kokleri, o ve p
o-p

n+1 n+1 n+1
4 )4

x3 —x%2—1=0 denkleminin

M = o T e T vmao-p)
kokleri o, p ve y

seklinde elde edilir (Koshy, 2001; 2014 ve Horadam, 1971).

Simdi Fibonacci dizisi i¢in iireteg fonksiyonu verilecektir. n-inci Fibonacci sayisi F,

olmak tizere {F, },5o dizisinin tirete¢ fonksiyonu

Go(x) = Z Ex™ (2.5)
n=0

olsun. Buradan asagidaki teorem verilir.

Teorem 2.9: Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu

Gr(x) = ——

1—x—x?
seklindedir (Carlitz, 1962).
Ispat: (2.5) esitliginden Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu
Gp(x) = Z Fx™ = Fox® + Fix' 4+ Fox? + -+ Ex™ + -

n=0

dir.

13



Buradan Tanim 2.7 kullanilirsa

Gr(x) —x = Z E,x™
n=2

= xGr(x) + x?Gr(x)

olup Fibonacci dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu

X

GF(X)=1_x_x2

seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Benzer sekilde sirasiyla Lucas {L,}ns0, Pell {B,}ns0, Jacobsthal {J,,},-o Ve Narayana

{N, }ns0 dizilerinin tirete¢ fonksiyonlar

i GL(x) = Xnzo Lpx" = 1_2,:;2
i, Gp () = Nio P = ——
i, G (0) = B Jux" = ——
iv. Gy() = Tyo Nt = ——

seklinde elde edilir.
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Simdi Fibonacci dizisinin n-inci terimini elde etmek i¢in kullanilan diger bir genel

formiil olan kombinatoryal formiil verilecektir.

Teorem 2.10: n = 0 tam sayis1 i¢in n-inci Fibonacci sayis1 F,, olmak {izere

=

=X (7

i=0
dir (Kuhapatanakul, 2016).

Ispat: Tiimevarim metodu kullanilarak ispat tamamlanabilir. n > 0 tam say1 olsun. n =

0 ve n = 1 i¢in Tanim 2.7 den

dir. (2.6) esitligi n icin dogru olsun ve n+ 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

Tanim 2.7 ve tiimevarim hipotezinden

Fpyo =Fhi +F,

2] 7]

D GREDN G

U s SO
SRy (7

B PR
:1+Z(n_i(4f-;1))+ Z (n—(;+1))
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52}

S 3 Y

i=0

5

|
—14 Z (n+i1—i)

) |
_ Z (n+i1—l)

i=0

olup istenilen sonug elde edilir. Bdylece ispat tamamlanir.

Yukaridaki teoremin ispatinda a < b = (Z) =0, a<0=> (Z) =0 ve (a) =1

dikkate alinmistir.

2.2.1. Fibonacci dizilerinin déseme yorumlari

Belirli bir sekil veya dosemenin iist iiste binmeyen otelemeleriyle kaplanan diizlemi
dosemenin geleneksel yontemlerinden biri, uyumlu geometrik sekiller kullanmaktir.
Fibonacci dizileri kullanilarak gesitli kareler ve diizlemler dosenmis ve elde edilen

desenlerle Fibonacci sayilarinin ilging cebirsel 6zellikleri gosterilmistir.

n hiicreli n uzunlugundaki bir tahta 1 X n ile gosterilmek iizere, Fibonacci sayilar i¢in
déseme yorumu 1 X 1 Kkaresi ve 1 X 2 dominosu kullanilarak Sekil 2.1 ile verilen bir

1 X n tahtasin1 dogemenin yollarinin sayisini nasil bulacagimizi gosterir.

I1x1|1x1 1x1

Sekil 2.1. n hiicreli bir 1 X n tahtas1
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n = 1i¢in 1 X n tahtasin1 déseme yollarmin sayisini F,,,; temsil etsin. 1 uzunlugundaki

tahta sadece 1 x 1 tahtas1 kullanilarak tek bir sekilde désendiginden F, = 1 olup

1x1

seklinde dosenir. 2 uzunlugundaki tahta iki tane 1 X 1 veya 1 X 2 kareleri kullanilarak

dosendiginden F5; = 2 olup

1x1|1x1 1x2

seklinde dosenir. n = 3 I¢in dosemenin bir 1 X 1 kare ile bittigi F,,,_; = FE, yol ve bir
1 % 2 karesi ile bittigi durumlarda F,,,;_, = F,,_; yolu oldugunu goriiliir. Boylece
Tanim 2.7 de verilen Fibonacci dizisinin yineleme bagntisi n>1 igin

Fniq1 = E, + F,,_; olarak elde edilir.

Teorem 2.11: 1 x 1 kareler ve 1 x 2 dominolar kullanilarak 1 X n uzunlugundaki bir

tahtay1 dosemenin F, 4 farkli yolu vardir.

Ispat: Tiimevarim metodu kullanilarak ispat tamamlanabilir. n uzunlugundaki bir 1 X n
tahtanin dosemelerinin sayist ¢, olsun. F,,; =c, oldugunu gosterirsek ispat
tamamlanir. n = 1i¢in 1 X 1 tahtas: kullanilarak tek bir sekilde dosendiginden F, = 1
ve 2 uzunlugundaki tahta iki tane 1 X 1 karesi veya 1 x 2 dominosu kullanilarak
dosendiginden F; = 2 dir. Keyfi n tam sayisi i¢in F,,,; = ¢, oldugunu kabul edelim.
Ispat1 tamamlamak igin F,,,, = ¢y, oldugunu géstermeliyiz. 1 X (n + 1) tahtas1 igin
tim dosemeler ya 1 x 1 karesi yada 1 x 2 dominosu ile baglar. Bir 1 x 1 kare ile
baglarsa kalan (n + 1) — 1 hiicreyi désemelerin sayis1 ¢, dir. Bir 1 x 2 dominosu ile
baslarsa kalan (n + 1) — 2 hiicreyi dosemelerin sayis1 ¢,_q dir. Toplam déseme say1s1

bu iki ayr1 durumun toplami olup tiimevarim hspotezinden
Cn+1 = Cp t Cpg
=Fp1 + B
= Ipy2

bulunur. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

17



Ornek 2.12: 1 x 1 karesi ve 1 x 2 dominosu sirastyla

olsun. Bu 1 x 1 kareleri ve 1 x 2 dominolar1 kullanarak, 1 x1,1x2, 1x3ve1x4
tahtalarin1 dosemenin farkli yollarinin sayist Sekil 2.2 de gosterildigi gibi sirasiyla,

F,, F5, F, ve Fg sayilarina esittir.

=2 [ [ ][ |
R=3 [ [l 1L 1]
ST N N e e

Sekil 2.2. F,, F5, F, ve F5 sayilarinin doseme yorumlari

Bu yorum kullanarak Fibonacci dizileri i¢in birgok iyi bilinen esitlik tekrar ifade edilmis
ve geometrik olarak ispatlanmistir. Bunlardan bazilan1t F,,,; = f,, olacak sekilde

asagidaki teoremlerle verilmistir.

Teorem 2.13: Fibonacci sayilarinin karelerinin toplami

fE+fF+ 4= fifin
dir.

Ispat: Fibonacci sayilar1 karelerin alanlar1 olarak alimirsa asagidaki sekil elde edilir.

18



Bu kareler toplanirsa yukaridaki dikddrtgenin alam f2 + fiZ + f + f# + f& + f& veya
diizenlenerek f¢(fs + f¢) = feof7 olarak bulunur. n-inci Fibonacci sayisinin karelerinin

toplami i¢in genel durum kolaylikla goriiliir.

Teorem 2.14: Fibonacci sayilarinin karelerinin toplami

fE+ i1 = fain
dir.

Ispat: Fibonacci sayilarinin Karelerini alanlar olarak alirsak asagidaki sekil elde edilir.

fi + fis1 = firz
|

fi

fi+1

} firr = fi = fiea

Bu alan f;_;fi+1 + fifi+2 olarak gosterilebilir. Fibonacci dizisinin fi_;fj + fifj+1 =

fi+j Ozelliginden fi, 41y = f2i41 elde edilir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Ikinci ve daha yiiksek mertebeden yineleme bagintilarla tanimlanan sayi dizileri, bilimin
hemen hemen her alaninda hem teorik hem de uygulamali olarak ¢ok genis bir alanda
incelenmektedir. Bu boliimde ¢alismamiz i¢in temel teskil eden ve iyi bilinen Fibonacci
sayilarinin  genellestirilmis hali olan k-Fibonacci sayilarimin tanimi verilmis ve
ozellikleri sunulmustur. Bu sayilar i¢in Binet formiili, iirete¢ fonksiyonu ile Cassini,
Catalan, d’Ocagne esitligi gibi énemli esitliklerinin yani sira toplam fonksiyonlar1 ve
birgok ozelligi verilmistir. Daha sonra sayilar arasindaki uzaklik kavraminin yineleme
bagintilarinda kullanilmasi ile tanimlanan Fibonacci p-sayilari, uzaklik Fibonacci
sayilari, (2, k)-uzaklik Fibonacci sayilari ve genellestirilmis (k, r)-Fibonacci sayilarinin
tanimlar1 sunulmustur. Bu sayilarin dizileri olusturulmus ve o6zellikleri incelenmistir.
Ayrica dizilerin n-inci teriminin hesaplanmasini saglayan kombinatoryal formiiller ve

tirete¢ fonksiyonlar1 verilmistir.

3.1. k-Fibonacci Sayilar1 ve Ozellikleri

Literatiirde ¢ok ilgi géren ve ikinci mertebeden yineleme bagmtilarla tanimlanan
Fibonacci sayilarmin genellestirmeleri uzun yillardir calisilmaktadir. k-Fibonacci
sayilart bilinen Fibonacci sayilarmin yineleme bagintisinda keyfi bir k parametresi

kullanilmasiyla tanimlanmis ve en dnemli genellestirmelerden biri olmustur.

Tamim 3.1: k herhangi bir tam say1 olmak iizere Fy o = 0, F, ; = 1 baslangi¢ degerleri

ile n-inci k-Fibonacci sayisi
Feni1r = kFyn + Fyn-g n21 3.1

yineleme bagintisi ile tanimlanir. Bu sayilarin olusturdugu diziye de k-Fibonacci dizisi

denir ve {Fk,n}n>0 ile gosterilir (Falcon ve Angela, 2007a).
Tanim 3.1 kullanilarak k-Fibonacci dizisi
{Fk,n}TP0 ={0,1,k, k?+ 1,k + 2k, k* + 3k + 1,k° + 4k3 + 3k, ...}

seklinde elde edilir.
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k-Fibonacci dizilerinin yineleme bagintisina benzer bagintilarla k-Lucas {Lk'"}n>0’

k-Pell {Pk'n}nzo’ k-Jacobsthal {]k'n}nzo ve k-Narayana {N"'"}nzo dizileri sirasiyla
I. Lo = 2,Ly, = k baslangi¢ degerleri ve
Lyn = KkLgn-1+ Lgn—2
ii. Py o =0, P, ; = 1 baslangi¢ degerleri ve
Pen = 2Pgp—q + KkPgp2
ii. Jko = 0, Jk1 = 1 baslangi¢ degerleri ve
Jem = Ken-1+ 2fkn-2
v, Nio = 0,Ny 1 = 1, Ny, = k baslangi¢ degerleri ve
Nyn = kN1 + Nin-3
yineleme bagintilari ile tanimlanir (Koshy, 2001; 2014).

k-Fibonacci sayilar1 (3.1) esitligi kullanilarak elde edilebilmesinin yani sira bilinen say1
dizilerinde oldugu gibi Binet formiilii kullanilarak da elde edilir. Binet formiilii ile daha
pratik bir sekilde n-inci k-Fibonacci sayisi elde edilir. Bu formiilii elde etmek dizinin
yineleme bagintisinin ¢oziimiine dayandig: igin (3.1) esitliginde Fj, = r™ yineleme

bagintist kullanilirsa Fibonacci dizisinin karakteristik denklemi

Fk'n = ka,Tl—l + Fk,Tl—Z = Tn = an_l + Tn_z

seklinde elde edilir. Ozel olarak n = 2 i¢in > —kr — 1 = 0 olur. Bu karakteristik
denklemin kokleri r; ve r, olarak alinirsa
k+Vk2+4 k—VkZ+4

nE=—— Ve 1n=

olarak bulunur.
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Ayrica bu kokler arasinda
n+r,=k

T1T2=—1
T'l—T'2=vk2+4

esitlikleri saglanir. Buradan n-inci k-Fibonacci sayisi i¢in Binet formiilii asagidaki

teorem ile verilir.

2
Teorem 3.2: n 2 0 igin r2 — kr — 1= 0 denkleminin kKleri, r; =~ ve 1, =
K2
i ;c ** olmak iizere n-inci k-Fibonacci sayisl i¢in Binet formiili
nt=r"
Fop=—7——— 3.2
kn T — 1 ( )

seklindedir (Falcon ve Angela, 2007b).

Ispat: Tanim 2.5 ten A;, A, sabit katsayilar olmak iizere her n > 0 tam sayisi icin

n-inci k-Fibonacci sayisinin genel formu

Frn = Airy™ + Ayry™ (3.3)
seklindedir. Ozel olarak n = 0,1 igin

Fio = 0= A4, + 4,

Fpi=1=Ar + A1,

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢oziimiinde ise

1
ve A, =-—

r1—"12 r1—"12

A1:

olarak bulunur.

22



Bulunan A4, ve A, degerleri (3.3) esitliginde yerine yazilirsa n-inci k-Fibonacci sayisi

icin Binet formiilii

"t ="

F, =
kn T

seklinde elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Benzer olarak k-Lucas {Lyn} ., k-Pell {Pcn} _ . k-Jacobsthal {Jin}
k-Narayana {N"’”}n>0 dizilerinin n-inci terimleri i¢in Binet formiilleri ve karakteristik

denklemleri sirasiyla

o Lyp=n"+n"; r?—kr—1=0denkleminin kokleri, r; ve 7,
-1 2 . . .
* Pon=""—; r“ — kr — 2 = 0 denkleminin kokleri, ry ve 1,
’ r—r2
_n"-n" 2 _ .. . .
* Jkn= F v r“ — 2r — k = 0 denkleminin kokleri, r; ve 1,
n+1 n+1 n+1
o Nip=—1 +— + D rd—kr2—1=0

(r1-12)(r1-13)  (2—1)(p-13)  (r3—1)(3-12)
denkleminin kokleri 1y, 7, Ve 3

seklinde elde edilir (Koshy, 2001; 2014 ve Horadam, 1971).
Asagidaki teorem ile n-inci k-Fibonacci sayisi igin alternatif formiiller verilmistir.

Teorem 3.3: n > 2 igin

lnl

i Fin = 5 J(2[;1) k12 (k2 4+ 4)!

21’11

lnl

i, Fin = J(“ 1) ot

dir (Falcon ve Angela, 2007Db).
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Ispat: i. (3.2) esitligi ile verilen k-Fibonacci dizilerinin Binet formiilii ve Karakteristik

k+VkZ+4 k—VkZ+a
ve r, = > kullanilarak

denklemin kokleri r; =

7 -1 <k+\/lcz—-+-4>n (k—\/kz—M>n
M rn-rn k2t a 2 2

elde edilir. Buradan n-inci kuvvet i¢in

1 1 Fl%lj 2i+1
fon = v 21 ; (21'1 R (i)
dir. Son ifade sadelestirilirse
. "z 4 | |
Fk,n = 2"‘1 ; (21 + 1) kn_l—zl(kZ + 4)1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

ii. Timevarim metodu kullanilabilir. n = 2 igin

]

—1—iy . /1
ua= ()= (o) =

i=0

olup esitlik saglanir. Esitlik keyfi n tam sayisi i¢in dogru oldugunu kabul edelim ve
n+ 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Tiimevarim hipotezinden Fy,_, Ve Fy, ic¢in

esitlik dogru olup Tanim 3.1 den

5] ]

n—1-—1i . n—2-—i .
Fomen =k Z ( i )kn_l_zur Z ( i )kn_Hl
i=0 i=0

n-1 n-2

= ) = ,
=k"+k Z (Tl - 1 - l) kn—1—2i + Z (n - 2 B l) kn—2—2i

i=1 ! i=0 !

elde edilir.
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Son ifadede i ile i — 1 yer degistirirse

n—1 n—1
n n—1-i n—2i n—1-i n—2i
Fk’”+1=k+z< i >k +2< i—1 )k
i=1 i=1

dir. Buradan (") + (™) = (™) olmak iizere

n
2] ,
n n—t n—2i
Fens = k4 ) (")
i=1

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi k-Fibonacci dizileri igin iireteg fonksiyonlar1 verilecektir. n-inci k-Fibonacci

say1s1 Fy ,, olmak iizere, {Fk_n}n>0 dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari

G () = ) Fp” B4
n=0

olsun. Buradan asagidaki teorem verilir.

Teorem 3.4: k-Fibonacci dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari

X
Cri) =10 T

seklindedir (Falcon ve Angela, 2007b).
Ispat: (3.4) esitliginden k-Fibonacci dizilerinin iireteg fonksiyonlar
GF,k('x) = Z Fk’nxn = ijoxo + ijlxl + ijzxz + -+ Fk,nxn + .-
n=0

dir.
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Bu denklemin her iki yan1 —x ve —x? ile ¢arpilirsa
—xkGp(x) = —ka'oxl - ka‘lxz - ka’2x3 — e — ka,nxn+1 .
_xZGF,k(x) = —Fk,oxz — Fk’1x3 — Fk,2x4 — . — Fk,nxn+2 .

elde edilir. Tanim 3.1 den Fy o = 0, F,; = 1 baslangi¢ degerleri ile Fy,, = kFj,,—1 +

Fy n—> Yyineleme bagintisi kullanilirsa
(1 — kx — x*)Gp x(x) = Fox°® + Fyx* — kFyx* = x

olup k-Fibonacci dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari

X

Crr) =112

seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

k-Fibonacci dizilerinin iireteg¢ fonksiyonlarina benzer sekilde, k-Lucas {Lk'”}n>o’ k-Pell

{Pun} ., Kk-Jacobsthal {J,,} =~ ve k-Narayana {Nyn} _  dizilerinin iireteg

fonksiyonlari
I GL(x) = Xao Lignx™ = 1_2,{_xkjcxz
. Gpr(x) = Lpzo PrnX™ = ﬁ
i, G(0) = Trofint" = s
V. Gyge() = Zpog Nent" = ——

seklinde elde edilir.
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Asagidaki teorem ile k-Fibonacci dizilerinin 6zel indisli terimleri igin Tlreteg

fonksiyonlart verilmistir.

Teorem 3.5: m,n birer tam say1 ve Fj, ,,, n-inci k-Fibonacci sayis1 olmak iizere

1

1 o n
I Yn=0Fint1x" = T rr—x2

. F X
[e'e) n _ km
. anoFk,mnx - 1= +r]D)+ (- 1)Mx2

Frr=(=1)™Fgr_mX
iii. n=oF x" = — :
Zn—o kmn+r 1—(rM+rM) +(—1)Mx2

. xk
V. > o F XM=
Yin=0 k2n 1-(k2+2)x+x2
00 n _ 1-x)k
V. ZTL=0Fk,2TL+1x -3 1—(k2+2)x+x2

dir (Bolat ve Kdse, 2010).

Asagidaki teoremlerle k-Fibonacci dizileri i¢in Catalan esitligi, Cassini esitligi ve

d'Ocagne esitligi gibi 6nemli esitlikler verilmistir.

Teorem 3.6 (Catalan Esitligi): n,r € N ve n > r olmak iizere
Fin-rFinir = Fgn = (D)™,

seklindedir (Falcon ve Angela, 2007b).

Ispat: k-Fibonacci dizilerinin karakteristik denklemin kokleri r; ve 7, olmak iizere

rr, = —1dir.
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Buradan (3.2) esitligi ile verilen k-Fibonacci dizilerinin Binet formiili kullanilirsa

2
it i Vs it A W s
kn-rfkn+r = 'kn — -
n—-n n—-n n—-n

T‘12 rln rr2n+r r1n+r +
— 2
(ry—12)

ny2rtrt — it

= (7'1——17'2)2 (‘(Tlrz)n (:—j)r — (rr)" (:—:)r + 2(7”17”2)11)

( 1)n+1 < 2r+r12r 2)

(T —1)2\ (1 — )"

(1 —13)?

= (_1)n+1 T (r r rz)z

— (_1)n+1_rFkZ,T'

elde edilir.
Ozel olarak Teorem 3.6 da r = 1 alinirsa k-Fibonacci dizisi igin Cassini esitligi
Fin-1Fins1 — Fgn = (D"
seklinde elde edilir.
Teorem 3.7 (d’Ocagne Esitligi): m > n olmak lizere
FimFintr = Femi1Fien = (1) Femen
dir (Falcon ve Angela, 2007b).

(3.2) esitligiyle verilen Binet formiili k-Fibonacci dizisinin ilk n+ 1 teriminin

toplamin1 kolay bir sekilde bulunmasini saglar.
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Teorem 3.8: k-Fibonacci dizisinin ilk (n + 1)-inci teriminin toplami1

- 1
z Fri = E(Fk,n+1 + Fen — 1)
i=0

dir (Falcon ve Angela, 2007b).

Ispat: (3.2) esitligi ile verilen k-Fibonacci dizilerinin Binet formiilii kullanilirsa

n

n
1 o
F,; = Zrl—rl
Zok,l G i)
1=

i=0

yazilabilir. Ayrica k-Fibonacci dizilerinin karakteristik denklemin kokleri r; ve 1,

olmak iizere geometrik seri toplamindan

n+1_1 n+1_1

n

1 7 T
szi: 4 < —1 -1 )
= rn—Tn\n )

elde edilir. Buradan

Zn:F S i oL A S B S L S S AL |
ki =
= ' (mn—r)m—1)(,—-1)

k

1 r{”l—rz”“_l_rl”—rzn =T
n—-n n—rn n—n

1
= E(Fk,n+1 + Fk,n - 1)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Asagidaki teoremlerle k-Fibonacci sayilariin bdliinebilirlik 6zellikleri verilmistir.

Teorem 3.9: Ardisik iki k-Fibonacci sayis1 aralarinda asaldir, yani

(Fk,n'Fk,n—l) =1

dir (Bolat ve Kose, 2010).
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Ispat: Tanim 3.1 den
Fk,n = ka,n—l + Fk,n—z

Fk,n—l = ka,n—Z + Fk,n—3

Frs = kF; + Fiq
Fk,Z = ka,l + 0

lineer denklem sistemi elde edilir. Ortak bolen olarak Fy,_; almirsa Oklid

algoritmasindan (Fk,n, Fk,n—l) = Fy1 = 1 olur. Boylece ispat tamamlanur.
Teorem 3.10: n ve m birer pozitif tam say1 olmak {izere

Fim | Fiemn
dir (Bolat ve Kose, 2010).

Ispat: Tiimevarim metodu kullanilarak ispat tamamlanabilir. n = 1 igin ifadenin dogru
oldugu aciktir. Keyfi [ > 1 tam sayis1 i¢in ifadenin dogru oldugunu kabul edelim ve
[ + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Yani 1 < i <[ olacak sekilde her i tam sayisi

igin Fy p, | Fi i OIUP Fi | Fie ii41) oldugunu gostermeliyiz. k-Fibonacci sayilarinin

Fk,r+s = Fk,r—le,s + Fk,rFk,s+1 (3'5)

ozelligi kullanursa

Frema+1) = Fomiem = Femi-1Fim + FiemiFiom+1

elde edilir. Fy ., | Fi oldugundan, tiimevarim hipotezinden F ., | Fy 1) dir.

Boylece n = 1 tam sayist i¢in Fy, ,, | Fy, y, 0ldugu gortiliir ve ispat tamamlanir.
Teorem 3.11: g ve n birer pozitif tam say1 olmak {izere

(Fk,qn—lka,n) =1
dir (Bolat ve Kose, 2010).
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ispat: d = (Fy gn—1, Fx.n) Olsun. Buradan
d | Fegn-1ved| Fgp

elde edilir. Teorem 3.10 dan Fy , | Fy g, oldugundan, d | Fy 4, dir. Béylece
d | Fygn-1Ved | Fygn

olur. Halbuki (Fk,qn—lka,n)zl oldugundan d |1 ve dolayisiyla d =1 olur.

Dolayisiyla (Fk,qn—p Fk,n) = 1 olur. Boylece ispat tamamlanr.
Teorem 3.12: m, n, q, r tam sayilar1 icin m = gn + r olmak tizere
(Fk,m' Fk,n) = (Fk,n' Fk,r)

dir (Bolat ve Kose, 2010).
Ispat: m, n, g, tam sayilar1 i¢in m = gn + r olmak iizere (3.5) esitligi kullanilirsa
(Fk,mv Fk,n) = (Fk,qn+r'Fk,n)

= (Fk,qn—le,r + Fi gnFir+1s Fk,n)

= (Fk,qn—le,r'Fk,n)

= (Fk,r: Fk,n)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.13: m ve n birer pozitif tam say1 olmak tizere

(Fk,m' Fk,n) = Fk,(m,n)

dir (Bolat ve Kose, 2010).
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Ispat: m > n olsun. m bolen olmak iizere aym boliinen say1 ile Oklid algoritmasi

uygulanirsa
m=qmn+nrn 0<n<n
n=qnn+nrn 0<<n<n

nn=qrtrs 0<Sr;<n

Th—2 = Qn-1Tn-1 + Ty 0<m <Th
Tn-1=(qnt +0

elde edilir. Teorem 3.12 ile (Fym Fin) = (Fin Fir,) = (Firp Fior,) = = =
(Fk'rn_ 1,Fk,rn) yazilabilir. Ancak Teorem 3.10 a gore 75, | 15,4 Yani Fy,. | Fy,. . dir.
Bu nedenle (Fy. ., Fir,) = Fir, olur. Buradan (Fy,, Fin) = Fi.r, elde edilir. Ancak
1, = (m,n) olmak sekilde Oklid algoritmasina gére (Fk,m, Fk'n) = Fy(mn) €lde edilir.

Boylece ispat tamamlanr.

Teorem 3.13 iki k-Fibonacci sayisinin en biiyiik ortak bdleninin, her zaman k-Fibonacci

say1s1 oldugunu gosterir.

Teorem 3.14: m ve n birer pozitif tam say1 olmak tizere (m,n) = 1 ise

Fk,ka,n | Fk,mn
dir (Bolat ve Kose, 2010).

Ispat: Teorem 3.10 dan Fy ., | Fmnn V€ Fin | Fimn dir. Boylece

[Fk,m' Fk,n] | Fk,mn

olur. Ancak Teorem 3.13 ten (Fi, i, Fin) = Figmny = Fi,x = 1 0lup

[Fk,m: Fk,n] = Fk,ka,n

dir. Boylece Fy 1 Fi n | Fi mn €lde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanur.
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3.2. Genellestirilmis Fibonacci Sayilar1 ve Ozellikleri

Bu boliimde Fibonacci sayilarinin yineleme bagintisindaki terimleri arasindaki uzaklik
dikkate alinarak tanimlanan ve Fibonacci p-Sayilari ile uzaklik Fibonacci sayilar1 olarak
adlandirilan ¢esitli genellestirmeleri sunulmustur. Ayrica bu sayilarin genel formiilleri,

toplam formiilleri ve birgok 6zellikleri verilmistir.

3.2.1. Fibonacci p-sayilar ve ozellikleri

Tanm 3.15: p>0, n>p+1 tam sayilar olmak iizere E,(1) = F,(2) ==

E,(p + 1) = 1 baslangig degeleri ile n-inci Fibonacci p-sayisi
Em)=EMm-1)+EMh-p-1) (3.6)
yineleme bagintisi ile tanimlanir (Stakhov, 1977).

Fibonacci p-sayilart (3.6) esitligi kullanilarak elde edilebilmesinin yani sira bilinen
dizilerinde oldugu gibi Binet formiilii kullanilarak da elde edilir. Binet formiilii ile daha
pratik bir sekilde n-inci Fibonacci p-sayisi elde edilir. Bu formiilii elde etmek, dizinin
yineleme bagntisini ¢ézmeye dayanmaktadir. Binet formiilii elde edilirken ihtiyag

duyulan, Fibonacci p-sayilarinin yineleme bagintismin karakteristik denklemi ile

Fp (n)
Fp(n—-1)

n — oo i¢in Fibonacci p-sayilarmin ardigik terimleri arasindaki limit degeri

verilecektir. Ardisik Fibonacci p-sayilarinin arasindaki oran

O

olarak ifade edilsin. Buradan

E,(n) _Fp(n—1)+Fp(n—p—1)_1+ 1
F,(n—1) F,(n—-p—-1) B Fy(n—1)

Fp(n_p_ 1)

1
Fp(n — 1)Fp(n —2) Fp(n -p)
E,(n—2)F,(n—3)--FE,(n—-p—1)

=1+

yazilabilir.

33



Burada n — oo igin (3.7) esitligi kullanilarak Fibonacci p-sayilari igin (p + 1)-inci

dereceden karakteristik denklemi
xPtl—xP —1=0 (3.9)

seklinde elde edilir. (p+1) tane koke sahip olan bu denklemin kokleri

X1, X2, X3, «e, Xp, Xp4q1 dir. Bu koklerden pozitif olani genellestirilmis “Altin Oranlar”
veya “Altin p-Oranlar’ olarak adlandirilmis ve x; =71, olacak sekilde 7, ile
gosterilmistir. Ozel olarak (3.8) esitliginde

e p = 0 i¢in denklemin pozitif koki x = 2,

1+V5

e p = 1 i¢in denklemin pozitif kokii x =

olarak bulunur. Ayrica (3.8) esitliginden Altin p-Oranlar, 7, kuvvetleri arasinda

saglanan

n_ .n-1 n-p—-1 _ n-1
Tp—Tp +Tp —TpXTp

esitligi i¢in de xy, X3, X3, ..., Xp, Xp4q kOkleri gegerlidir.

Asagidaki teoremlerle Fibonacci p-sayilarmin karakteristik denkleminin koklerinin

ozellikleri verilmistir.

Teorem 3.16: p > 0 tam sayr icin, xP*1 —xP — 1 = 0 karakteristik denkleminin

kokleri arasinda

X1+ X+ x3+ X+ + X, FXpy =1,

X1Xp + X1X3 + X1Xg + -+ X1 Xp + X1 Xpp1 T XXz + XpX4 + o0+ XX + XpXpypq + o0
+xXp_1Xp + Xp_1Xpy1 T XpXpi1 =0,

X1XX3X4 + X1 XX3Xs + o0+ Xp_2Xp_1XpXpy1 = 0,

ery

x1XZX3x4 b xp_zxp_lxp + X1X3x4 e xp_lxpxp+1 + e + XZX3X4 b xp_lxpxp_l_l S 0,
X1XpX3Xg * Xp_1XpXpy1 = (—1P.
bagintilart saglanir (Stakhov ve Rozin, 2005).
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Ispat: (3.8) esitligi x;, x;, x3, s Xp, Xp41 Olacak sekilde (p + 1) tane koke sahiptir. Bu

esitlik cebirsel olarak ¢arpanlarina ayrilirsa
xPFL—xP — 1= (x —xq)(x — x5) (x — x3) (x — x4) -+ (x — xp)(x - xp+1) =0

yazilabilir. Buradan parantez kaldirilir ve p degerine gore iki durumda incelenir. (3.8)

esitliginde p cift ise
xPH—xP — 1 = (x — x1) (x — %) (x — x3) (x — x4) -+ (x — 2) (X — 2p41)
=xPt— (o + X + X3+ Xy o+ Xp + Xy )XP
+ (o200 + 2325 + X% + 0+ Xy Xpyq F XoXz + XpXy
F o XXy + XpXpyg o Xp_1Xp F Xp_1Xpiq + XpXprq )XP L
—(2122%3 + X1 X324 + 0+ X1 XpXp4q + XpX3Xg + XpX3Xs
F ot Xy XpXppq ot X1 XpXppq )XP T2
+ (31202234 + X1 X5 X3X5 + -+ + Xp_2Xp_ 1 XpXppq )XP T
+ o (X 20X3Xg Xy oo X1 X + Xq X3 Xy X1 XpXpyq
Tt XpX3Xy xp—lxpxp+1)x T X1 X2X3Xg "t Xp—1XpXpt1
=0 (3.9

elde edilir.
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(3.8) ve (3.9) esitliklerinden

X1+ X+ X3+ X+ Xy Fxp =1

X1Xg + X1X3 + X1X4 + 00+ X Xp4q F XXz + XX + o+ XX + X Xpyq + oo
+Xp_1Xp + Xp_1Xp11 + XpXpiq = 0;

X1X2X3X4 + X1 XX3Xs + -+ + Xp_2Xp_1XpXpi1 = 0;

X1XX3Xg *** Xp_2Xp_1Xp + X1X3Xy =" Xp_1XpXps1 + o+ XpX3Xs " Xp_1XpXpi1 = 0;
X1X2X3Xy *** Xp_1XpXpse1 = L.
elde edilir. (3.8) esitliginde p tek ise
(x = x1) (x — x3) (x — x3) (x — x4) - (x y xp)(x b xp+1)
= xP*t1 — (xl +x,+x3+x,++x, + xp+1)x” + (xlx2 +x1x3 + 21Xy + 0 X Xpyq
+x5x3 + XX + 0+ XXy + XpXpyq + o X1 Xp + Xp_1Xpyq F xppr,l)x’"1
—(x1x2x3 + X1X3X4 + 0+ X XpXppq T XoX3X4 + XpX3X5 + o
XXX py1 F o F Xp_ 1 XpXpyq )XP 2
+(x1x2x3x4 + X1 XyX3X5 + - + xp_zxp_lxpxp+1)xp‘3 + -
—(x1x2x3x4 Xy Xp_1XpFX1X3Xs  Xp_1XpXppq F 0+ XpX3Xy xp_lxpxp+1)x
TX1X2X3X4 " Xp—1XpXp+1

=0 (3.10)

elde edilir.
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(3.8) ve (3.10) esitliklerinden

X1+ X+ x3+ X+ + Xy FXpye =1,

X1Xp + X1X3 + X1Xq + o+ X1 Xpypq T X2X3 + XXy + o0+ XX + XpXpyq + 00
+Xp_1Xp + Xp_1Xp11 + XpXpiq = 0,

X1X2X3X4 + X1 XX3Xs5 + o0+ Xp_2Xp_1XpXpiq = 0,

ey

xleX3x4 b xp_zxp_lxp + x1X3x4 e xp_lxpxp+1 + e + x2x3x4 b xp_lxpxp+1 = 0,
X1X2X3X4 *** Xp_1XpXpp1 = —1
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.17: p>0 ve k=123,..,p tam sayilar i¢in xP*1 —xP —1=0

karakteristik denkleminin kokleri x4, x5, X3, ..., Xp, Xp4+1 olmak {izere

k
(cr+ 2+ a3+ x4+ %, +xp11) =xF +xb+xk +xf+ - +xk+xf, =1
dir (Stakhov ve Rozin, 2005).

Bilinen say1 dizilerinde oldugu gibi pratik bir sekilde n-inci Fibonacci p-sayisinin elde
etmek i¢in Binet formiilii kullanilabilir. Simdi Fibonacci p-sayilari i¢in Binet formiilleri

verilecektir.

p > 0 tam sayisi igin kq, k5, ..., k,41 baslangic Fibonacci p-sayilarina bagl sabitler ve
X1,X2, s Xpyr 156 (3.8) Kkarakteristik denkleminin kokleri olmak {izere Fibonacci

p-sayilariin genel formu yani Binet formiilii
Fy(n) = ky (o)™ + ko ()™ + -+ + Ky (3p 1) (3.11)
seklindedir. (3.6) yineleme bagintisindan p > 0 igin
E,0)=E(-1)=FE(-2)==FE(-p+1) =0 (3.12)

elde edilir.
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(3.11) ve (3.12) esitliklerinden

(Fp(O) = kl + kz + -+ kp+1 = 0
Fp(l) ES k1x1 + kzXz + -+ kp+1xp+1 = 1

2
Fp(Z) = kl(xl)z + kz(Xz)z + -+ kp+1(xp+1) = 1 (313)

Fp(P) =k (x)P + kp(x)P + - + kp+1(xp+1)p =1

lineer denklem sistemi elde edilir. Fibonacci p-sayilarinin  Binet formiili
ki, k3, ..., kpyq Katsayillarinin - degerlerinin elde edilmesini saglayan (3.13) lineer

denklem sisteminin ¢dzliime baglidir.
Simdi p > 0 tam sayis1 gore Fibonacci p-sayilarinin Binet formiilleri verilecektir.

e p = 1 olsun. Fibonacci 1-sayilarinin yani bilinen Fibonacci sayilari i¢in Teorem

2.8 ile Binet formiilii elde edilir.

e p = 2 olsun. Fibonacci 2-sayilarinin Binet formiilii (3.6) yineleme bagintisi,

(3.8) karakteristik denklemi ve (3.12) baslangi¢ degerlerinden

F,(n)=F,(n—1)+ F,(n—3) (3.14)
E,(0)=0, F,(1) =F,(2) =1 (3.15)
x3=x2+1 (3.16)

elde edilir. (3.16) esitliginin ti¢ koki olup x; reel ve x,, x; karmasik kokler olmak

uzere
3
h = /116 + 12v93 (3.17)
i¢cin

_h 2 Y 4655712319
=T T3

1 +1 _\/§(h 2)— 0.233 0.793 ...)i
X2 =17 an 3 i c 3n)= "0 ..— (0. el
o1 1 _\/§(h 2)

~ gty tig (g 3p) = —0.233.+ (0793 )i

x3:

seklinde elde edilir.
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(3.16) esitliginin reel koki olan x; irrasyonel bir sayr olup altin 2-oran, 7, ye esit
oldugu goriiliir. (3.17) ile verilen h degeri de irrasyoneldir. Bu nedenle, x, ve x3
kokleri, reel kisimlari irrasyonel olan karmasik sayilardir. (3.11) esitliginden Fibonacci

2-sayilarinin Binet formiilii
Fo(n) = kq ()™ + kp ()™ + k3 (x3)™ (3.18)

olur. (3.15) ve (3.18) esitlikleri kullanilarak F,(0) = 0, F,(1) = F,(2) = 1 olmak

uzere

Fz(O) = k1 + k2 + k3
Fz(].) = klxl + kzXz + k3x3 (319)
F2(2) - kle + kzxg + k3x32u

denklem sistemi elde edilir. (3.19) denklem sisteminin ¢dziimiinden
_ 2h(h +2)
1™ (h3 +8)

(—(h+2)+iV3(h - 2)) h
" 4 (h3 + 8)

(—(n+2) - iv3(n - 2)) h
ks = (h3 + 8)

katsayilar1 bulunur. (3.17) ile verilen h irrasyonel oldugundan k; katsayisi irrasyonel
bir sayidir. Dolayisiyla k, ve ks katsayilari, reel kisimlari irrasyonel olan karmasik

eslenik sayilardir. kq, k, ve ks katsayilar1 kullanarak Fibonacci 2-sayilari i¢in Binet

formila
2h(h+2)h 2 1\"
R =5 1s) G*3+3)
n
+(—(h+2)+i\/§(h—2))h h 1 1 _\/§<h z)
(h® + 8) 12 303 '"2\6 31
n
+(—(h+2)—i\/§(h—2))h h 1+1+_\/§<h z)
(h® + 8) 12 303726 31
seklinde elde edilir.
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e p = 3 olsun. Fibonacci 3-sayilarinin Binet formilii (3.6) yineleme bagintist,

(3.8) karakteristik denklemi ve (3.12) baslangi¢ degerlerinden

Fy(n) = Fy(n — 1) + Fy(n — 3) (3.20)
F3(0) =0, F3(1) =F(2) =F0GB) =1 (3.21)
x*=x3+1 (3.22)

elde edilir. (3.22) esitliginin dort kokii olup x4, x, reel kok ve xs, x, karmasik eslenik
koktir. (3.22) esitliginin kokleri irrasyonel karmasik sayr oldugundan yaklasik
degerleri

x, = 1.38...
x, = —0.819 ...

x3 =0.219 ...+ 10.914 ...
x, = 0219 ...— i0.914 ...

seklinde elde edilir. (3.23) esitliginin x; kokii altin 3-oran, 73 e esit oldugu goriliir.

(3.11) esitliginden Fibonacci 3-sayilarinin Binet formiili
F3(n) = ky ()™ + kz ()™ + ke (x3)™ + kg (x0)™ (3.23)

olur. (3.21) ve (3.23) esitlikleri kullanilarak F5(0) = 0, F5(1) = F3(2) = F;3(3) =1

olmak tuzere

F;(0) =k, +k, + ks + ky

F3(1) = kyxq + koxy + ksxs + kyxy
F3(2) = kyx? + kpx% + kgx2 + kyx3
F3(3) = kyx3 + kpx3 + kax3 + kyx3

(3.24)

denklem sistemi elde edilir. (3.24) denklem sisteminin ¢dziimiinden

k, = 0.3969 ...

k, = —0.1592 ...

ks = —0.1188 ... — i0.2045 ...
k, = —0.1188 ...+ i0.2045 ...

katsayilar1 bulunur.
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ky, k,, k3 ve k4 katsayilart kullanarak Fibonacci 3-sayilari i¢in Binet formiilii

Fi(n) = (0.3969)(1.38)" — 0.1592(—0.819)"
+(—0.1188 — 10.2045)(0.219 + i0.914)"
+(—0.1188 + 0.2045)(0.219 — i0.914)"

seklinde elde edilir.

e p =4 olsun. Fibonacci 4-sayilarinin Binet formilii (3.6) yineleme bagintisi,

(3.8) karakteristik denklemi ve (3.12) baslangi¢ degerlerinden

F,(n)=Fn—-1)+F,(n—4) (3.25)
F,(0) =0, F,(1) = F(2) =F,3) =F() =1 (3.26)
x> =x*+1 (3.27)

elde edilir. (3.27) esitliginin 5 kokii olup altin 4-oran, 7, e esit olan reel kok x,, diger

dort kok ise iki ¢ift karmasik eslenik kokler x; x, ve x3, x, olmak iizere

h= 3\/(108 +12v69)

i¢cin
= h + 2 2 1.3247
Bn=cty=1
_1 i\/5—05 i0.866
Xy = > > = V. 1U.
1 V3 _
X3 = E + T = 0.5 +i0.866 ...
h 1 3/ 2 ,
Xg4 = —E — E — 17(6 — ﬁ) = —0.6623 ...—10.5623 ...
= " 1+'\/§<h 2)‘ 0.6623 ...+10.5623
Xg = 12 A 1 > \6 A = . 1U.
seklinde elde edilir.
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(3.11) esitliginden Fibonacci 4-sayilarinin Binet formiili

Fo(n) = ki ()™ + ko (x2)™ + ka(x3)™ + ka(x4)™ + ks (x5)" (3.28)
olur. (3.26) ve (3.28) esitlikleri kullanilarak F,(0) = 0, F,(1) = F,(2) = F,(3) =
F,(4) = 1 olmak lizere

F,(0) =k, +ky, + ks +ky+ ks

F,(1) = kyxy + koxy + kaxs + kaxy + koxs

Fu(2) = kyx? + kyx2 + k3x2 + kyx? + kex2 (3.29)
Fy(3) = kyx3 + kx5 + ksx3 + kyx3 + ksx3

F,(4) = kyxt + kyxy + kyxs + koxf + kexe

denklem sistemi elde edilir. (3.29) denklem sisteminin ¢dziimiinden

k, = 0.38095 ...
k, =—0.07133 ... +10.2063 ...
k; = —0.07133 ... —i0.2063 ...
k, =-0.1191 ...+ i0.04577 ...
ks =—0.1191 ... —i0.04577 ...
katsayilar1 bulunur. kq, k,, k3, k4, ve ks katsayilan ve xq, x,, x3, x4 V€ x5 kokleri

(3.29) esitliginde kullanilarak Fibonacci 4-sayilart i¢in Binet formiili yaklasik olarak

bulunur.

Benzer sekilde edilerek genel durum olarak Fibonacci p-sayilarinin Binet formiliini
(3.11) esitligi ile elde edilir. (3.11) esitligindeki katsayilar ve (3.13) lineer denklem

sisteminin ¢0ziimii ile elde edilir. Buradan asagidaki teorem verilir.

Teorem 3.18: p > 0 bir tam say1 olsun. (3.8) karakteristik denkleminin kdokleri
X1, X2,y Xppr VB (3.13) lineer denklem sisteminin  ¢oziimdeki katsayilar

ki, ks, ..., kpyq olmak iizere F,(n), n-inci Fibonacci p-sayisi
Ey(n) = ky(e)™ + k()™ + -+ kpyy (Xp1) ", =0

seklindedir (Stakhov ve Rozin, 2005).
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Ispat: n=0,1,2,..,p icin (3.13) lineer denklem sistemine gore Fibonacci
p-sayilariin yineleme bagmtisi i¢in  baslangi¢ degerleri belirlenmektedir. (3.11)
esitliginden F,(p + 1), Fibonacci p-sayisi tekrar

+1
Fp(P +1) = k()P + k()P + o 4 kp+1(xp+1)p (3.30)

seklinde tekrar yazilir. (3.8) esitligininin kokleri x4, X5, X3, ..., Xp, Xp4+1 Olmak lizere n =

0,+1,+2,43,...i¢cin

n n n-p-1

xp=xpt + xp = xp X xp 1

denkleminden (3.30) esitligi
E,(p + 1) = [l (e)? + k()P + -+ kpyq (xp11)" ]
+ [leGe)® + Ky (02)° + -+ Kyt (Xpaa) | (3.31)
seklinde elde edilir. (3.13) lineer denklem sisteminden
E,(p + 1) = E,(p) + E,(0) (3.32)

dir. Yani (3.6) yineleme bagmtist F,(p +1) Fibonacci p-sayist F,(p +1) igin
dogrudur. Ayrica, F,(p + 2),F,(p + 3), ..., E,(n), ... Fibonacci p-sayilar i¢in (3.11)
esitligi ve xf = x~ 1 + xZ_p_l = x; X xj~1 denklemi kullanilarak (3.11) esitliginin
tim pozitif degerleri i¢in saglandigi kolay bir sekilde gosterilir. Dolayisiyla

n = —1,-2,-3, ... negatif degerleri i¢in (3.11) esitligin dogru oldugu gosterilmelidir.

n = —1ig¢in
_ _ -1
Fp(_l) =k (x) ™+ k()T e kp+1(xp+1) (3.33)
dir. xP = x} 1t + x; P71 = x, x 227t denkleminden
xp Pl = xR — a7t (3.34)
seklinde yazilabilir.
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(3.34) esitliginde n = p alinirsa
xgl=xl — P (3.35)
elde edilir. (3.35) esitligi kullanilarak, (3.33) esitligi igin
E,(-1) = [k1(x1)p + ky(x2)P + - + kp+1(xp+1)p]
— [l )P + kpGe)P 4 K () (3.36)
dir. Dolayisiyla
FEED=E@) -FKRE-1D=0

dir. Yani (3.36) esitligi F,(—1) = 0, Fibonacci p-sayisin1 verir. Ayrica (3.34) esitligi
ve n=-2,—-3,—4,.. negatif degerleri i¢in (3.11) esitliginin dogru oldugu
diisiiniilerek tiim n degerleri i¢in (3.11) esitliginin dogru oldugu saglanir. Boylece ispat

tamamlanir.

Simdi Fibonacci p-sayilarinin iirete¢ matrisleri sunulacaktir. (p + 1) X (p + 1) matrisi

1 0 0 0 1
1 0 0 0 0
01 0 - 00

Qp: T (3.37)
0 -~ 0 1 0 0
0 0 0 1 ol

olmak iizere Q, matrisinin n-inci kuvveti

E,(n+1) En-p+1) - E,(n—1) E,(n)
Fp(n) Fp(n - D) Fp(n —-2) Fp(n - 1)
Qp = : : : : (3.38)
E,n—p+2) E,(n-2p+2) - E,(n—p) E,(n—p+1)
E,mn—p+1) Em-2p+1) - EMm-p-—1) E,(n—p)

seklindedir (Stakhov, 2006).
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(3.37) esitligi ile verilen @, matrisine benzer olarak Fibonacci p-sayilarmmn farkli
iiretec matrisleri de sunulmustur. Bu matrislerin elde edilmesini saglayan yardimci

lemma asagida verilmistir.

Lemma 3.19: n > 1 ve k > 2 iki tam say1 olsun. O zaman

k-1
Z Emp—p+i)=EMmp+k)-EMmp+1) (3.39)

dir (Kuhapatanakul, 2016).

Ispat: Tanim 3.15 den

k—1 k-1
Fp(np+ 1) +Z Fp(np—p+i) = Fp(np+2)+z Fp(np—p+i)
i=1 i=2

k-1
=F;a(np+3)+2 Fp(np—p+i)

=3

=FEmp+k—-1)+EMmp—-p+k—1)
= F,(np + k)
elde edilr. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.19 da n = 1 alinirsa Fibonacci p-sayilarinin toplam formiilii
k-1
Z EQ=EM0+FEK2)+EQ3)++FEk-1)=FE{@E+k) -1

=1

seklinde elde edilir.

45



Teorem 3.20: (p + 1) X (p + 1) tipindeki H,, matrisi

1 1 1 1
10 0 - O
Hy=l1 1 0 - 0 (3.40)
1 1 1 0
olmak tlizere n > 1 i¢in
[ Fp(np+1) E,(np) Fp(np—p+1)
Emp—-p+1) Emp-p) - EMmp—-2p+1)
Hp = E,(np—p+2) E,mp—p+1) - Fp(np—2p+2)} (3.41)
F,(np) BEMmp—-1) - E,(np — p)

dir (Kuhapatanakul, 2016).

Ispat: Tiimevarim metodu kullamlarak ispat tamamlanabilir. n =1 icin (3.41)
esitliginin saglandig1 agiktir. n > 1 igin (3.41) esitliginin keyfi bir n tam sayis1 i¢in
dogru oldugunu kabul edelim ve n + 1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. (3.40) esitligi
ve matris ¢arpiminin ozelliklerinden H{,‘“ = H{,‘Hp yazilabilir. (3.39) esitligi ve
timevarim hipotezi kullanilarak (3.41) esitliginin keyfi n+ 1 i¢in dogru oldugu

goriiliir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 3.21: p bir dogal say1 ve m, n iki pozitif tam say1 olmak iizere

P
E,(mp + np) — E,(mp)E,(np + 1) = Z E,(mp — )E,(np —p + i)

=1
dir (Kuhapatanakul, 2016).

Ispat: (3.41) esitligi ve matris carpimimnin 6zelliklerinden HJY*™ = H*H} kullanilarak

ispat tamamlanabilir.

Tanim 3.15 ile verilen Fibonacci p-sayilari, genellestirilmis veya uzaklik Fibonacci
sayilar1 olarak adlandirilan birgok yineleme dizisinin kesfine yol agmistir. Simdi bu

diziler verilecektir.
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3.2.2.  Uzaklik Fibonacci sayilari

Ikinci mertebeden yineleme bagntilarla tanimlanan Fibonacci sayilarinin uzaklik
kavramiyla genellestirmeleri olan uzaklik Fibonacci sayilar1 ve bunun 6zel bir durumu
(2, k)-uzaklik Fibonacci sayilar1 tanimlanmistir. Bu sayilar Fibonacci sayilarimin
yineleme bagintindaki terimleri arasindaki 1 olan uzakligin ¢esitli parametrelere bagl

alinarak sunulan 6nemli genellestirmeleridir.

Tammm 3.22: k; > 2 ve n>0 birer tam say1 olmak {izere 0 <n <k; —1 i¢in

Fd(ky,n) = 1 baslangi¢ degerleri ile n-inci uzaklik Fibonacci sayisi, Fd(kq, n)

Fd(ky,n) = Fd(ky,n—k, + 1) + Fd(ky,n—k,), n>k

yineleme bagintistyla tanimlanir (Bednarz vd., 2013).

Bazi k degerleri igin Tanim 3.22 den elde edilen uzaklik Fibonacci sayilar: Tablo 3.1 ile

verilmigtir.

Tablo 3.1. Bazi uzaklik Fibonacci sayilari

n o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Fd2n) 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610
Fd3n) 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12 16 21 28 37
Fd4n) 1 1 1 1 2 2 2 3 4 4 5 7 8 9 12
Fd5,n) 1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 4 4 4 5 7
Fdn) 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 3 4 4 4
Fd(7,m) 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3 4
Fd@n) 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2
Tanim 3.22 de

e k,; = 2 alinirsa F,,, n-inci Fibonacci sayisi olmak tizere Fd(2,n) = F, 44
e ky = 3 alinirsa ,, n-inci Padovan sayis1 olmak tlizere Fd(3,n) = P,

bagintilar1 elde edilir.
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Uzaklik Fibonacci sayilarmin yineleme bagintisi, negatif indisli uzaklik Fibonacci
sayilar1 icin genisletilebilir. Bu sayilar1 hesaplanmasini saglayan tanim asagida

verilmistir.

Tammm 3.23: k; =2, n>0 birer tam say1 olmak iizere 0 <n<k;—1 i¢in
Fd(k,,n) = 1 baslangi¢ degerleri ile negatif indisli n-inci uzaklik Fibonacci sayisi,
Fd(ky,—n)

Fd(ky,—n) = Fd(ky, —n + k) — Fd(ky, —n + 1)

yineleme bagintisi ile tanimlanir (Bednarz vd., 2013).

Baz1 k; degerleri icin Tanim 3.23 ten elde edilen negatif indisli uzaklik Fibonacci

sayilar1 Tablo 3.2 ile verilmistir.

Tablo 3.2. Bazi negatif indisli uzaklik Fibonacci sayilar

n 10 9 8 7 6 5 -4 -3 2 -1 0 1
Fd2mn) 34 21 13 8 5 3 2 -1 1 0 1 1
FdBn) 2 -1 o0 1 -1 1 o0 0 1 o0 1 1
Fd4n) 6 -4 3 -2 2 -1 1 0 1 o0 1 1
FdGn) -2 2 -1 1 0o 0 1 o0 1 o0 1 1

Uzaklik Fibonacci sayilar ile iligkili olarak matris temsilleri elde edilmistir. Simdi bu

matrisler temsilleri sunulacaktir.

1<i<k; icin g;; bileseni uzaklik Fibonacci sayilarinin yineleme bagintisindaki

Fd(kq,,n — i) katsayisina esit olmak iizere j > 2 i¢in

_{1, j=i+1
% =0, j#i+1

olacak sekilde @y, = [qij]klxk1 olsun.
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Buradan sirasiyla k; = 2,34, ..., k; igin

0 1 0 0
0 1 0 0 100 0 0 1 0
1 1 0 0 1 0 ..
Q= ],Qs=[1 0 1], .= Q=1
1 0 1 0 0 1
1 0 O 100 0 1 0 O 1
l1 0 O 0J

matrisleri elde edilir. Q,, matrisi uzaklik Fibonacci sayilar igin iirete¢ matrisi olarak

adlandirilir ve k;-1nc1 mertebeden A, matrisi

Fd(kl, 2k1 - 2) Fd(kl, 2k1 - 3) Fd(kl, kl) Fd(kl, k1 - 1)
[Fd(kl, 2k1 - 3) Fd(kl, 2k1 - 4‘) Fd(kl, k1 B 1) Fd(kl, k1 - 2)
=| 5 z
[ Fd(kl,kl) Fd(k;, k1 —1) - Fd(ky,2) Fd(k;, 1)
Fd(ky, ky — Fd(ky, ks —2) -+  Fd(ky, 1) Fd(ky,0)

olarak tanimlanir. Buradan k; = 2,n > 1 tam sayilar i¢in

Fd(ky,n+2k,—2) - Fd(k,n+k) Fd(kyn+k, —1)
Fd(kyn+2k, —3) - Fd(kyn+k,—1) Fd(k,n+k, —2)
Ay, Q. = ; s 5
Fd(kyn+ky) -  Fd(ky,n+2) Fd(ky,n + 1)
Fd(kyn+k,—1) -  Fd(k,n+1) Fd(ky,n + 0)

dir (Bednarz vd., 2013).

Teorem 3.24: k,; > 2 tam sayr olmak fiizere uzaklik Fibonacci sayr dizilerinin,

{Fd(k,,n)}nso lreteg fonksiyonu

ki—2
Ynzo X"

1—xk1=1 — xka

fd(ky,n)(x) =

dir (Tasyurdu, 2022).
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Ispat: fd(k,,n)(x), {Fd(ky,n)}nso dizilerinin iireteg fonksiyonlar1 olsun. Tanim 3.22

kullanilarak

fd ey, ) () — x4 71 fd (key, ) () — X1 fd (e, 1) ()

- z Fd(ky,n) x™ — z Fd(ky,n) x™+a=t — 2 Fd(ky,n) x™+
n=0 n=0 n=0

k-1 )
= z Fd(ky,n)x™ + Z Fd(ky,n) x™ — xk1~1
n=0 n=ky

_ z Fd(ky,n) x+a=t — z Fd(ky,n) x™+a
n=1 n=0

k-1

= z Fd(ky,n) x™ — xk1~1
n=0

+ (Z Fd(ky,n + ky) x™er — Z Fd(ky,n + 1) x™a — Z Fd(ky,n) xn+k1)

n=0 n=0 n=0

elde edilir. Buradan {Fd(k,,n)},s¢ dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari

ki-2
Ynzo X"

fd(kn,m)(x) = 7

— xki-1 _ ks
olarak bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi uzaklik Fibonacci sayilarinin, n elemanli bir kiimenin alt kiimelerinin 6zel

ailelerinin sayisinin hesabinda kullanilabilen bir kiime yorumu verilecektir.
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ki, =2 ven =k, — 1 birer tam say1 ve X = {1,2,...,n}, n elemanl bir kiime olsun. X

kiimesinin ardigik tam sayilari iceren ve

i. teTigin|Y,| €{k—1,k}
ii. tseTvet+si¢inY,NTYs =0,
iii. 0= |X\Uter Yl <k -2,

iv. Herbirm € X\ User Yrigsinyam =nyadam+ 1€ X\ Uer Y

kosullar1 saglayan kiimeler ailesi Y = {Y,:t € T} olsun. Boyle bir Y ailesi, X
kiimesinin bir yar1 k;-pargalanisi olarak adlandirilir. X\ User Y; = 0 ise X kiimesinin
bir yar1 k;-pargalanisinin k; ve k; — 1 mertebeli alt kiimelerinden olusur. Ozel olarak
k, = 2 i¢in her bir yar1 2-parcalanisi, bir ya da iki elemandan olusan X kiimesinin

parcalanisidir.

Teorem 3.25: k; = 2 ve n = ky — 1 birer tam say1 olmak iizere X kiimesinin tim yar1

k1 -pargalaniglarinin sayis1 Fd(kq,n) sayisina esittir (Bednarz vd., 2013).

Ispat: k > 2, n >k — 1 olacak sekilde birer tam say1 ve X = {1,2,...,n} olsun. X
kiimesinin tiim yar1 kq-parcalaniglarinin sayisi q(kq,n) ile gosterilsin. n = k; — 1 i¢in
{{1,2, ..., k; — 1}} olacak sekilde X kiimesinin yalnizca bir tane yar1 k,-parcalanisi elde
edilir. Buradan q(kqy,k; —1) =1 =Fd(ky,k;y —1) oldugu goriilir. n =k, igin
q(ki,n) = Fd(kq,n) esitliginin keyfi n i¢in dogru oldugunu kabul edelim ve
q(ki,m+1) = Fd(ky,n+ 1) oldugunu gosterelim. X = {1,2,...,n + 1} kiimesinin
{1,2,...,ky —1} €Y olacak sekilde tim yar1 kq-parcalaniglarinin  sayisi
qk,-1(k1,n+ 1) ve benzer disiinceyle {1,2,...,k:} €Y olacak sekilde tiim yar

k-par¢alanislarinin sayisi g, (k1,n + 1) olarak gosterilsin. Boylece
qtky,n+1) = le—l(kp" + 1)+ le(klrn + 1)

oldugu gorilir. Ayrca |X\{12,..,k;—1}=n+1-(k;—1) oldugundan
qkl_l(kl,n‘l'l) =q(k1,n+1—(k1—1) ve |X\{1,2,...,k1}| =Tl+1—k1
oldugundan gy (ky, ks + 1) = q(ky,n + 1 — k;) yazilabilir.
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Buradan Tanim 3.22 ve tiimevarim hipotezi kullanilirsa
qlky,n+1) = qlky,n—ky +2) +qlky,n—k; +1)
= Fd(kl,n - kl + 2) + Fd(kl,n - kl + 1)

=Fd(k{,n+1)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Uzaklik Fibonacci say1 dizilerinin terimleri, yineleme bagmtis1 kullanilarak elde
edilebilecegi gibi bilinen dizilerde oldugu gibi genel formiiller kullanilarak da elde

edilir. Bu formiillerle herhangi bir uzaklik Fibonacci sayisini hesaplamak igin

kendisinden 6nceki terimlerin hesaplamasina ihtiya¢ duyulmamaktadir.

Asagidaki teoremler n-inci uzaklik Fibonacci sayisin1 dogrudan hesaplanmasina olanak

saglamaktadir.

Teorem 3.26: n > 2 ve k; = 2 birer tam say1 olmak iizere

lﬁj (t+1)k,—n-2

=y 5 ()

tzlkilj i=tk;-n

dir (Bednarz vd., 2013).

Teorem 3.26 dan n-inci uzaklik Fibonacci sayisini dogrudan hesaplanmasini saglayan

diger bir formiil elde edilir.

Teorem 3.27: n > 2 ve k; = 2 birer tam say1 olmak {izere

_N[ T lk1 - 1J
Fd(ky,n) = !
j=o J

dir (Bednarz vd., 2013).
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Ispat: X ={1,2,..,n} olsun. n<k -1 igin lli =0  oldugundan
1

|, . n-jkq
Zk":li (”l'}rlj) =1 = Fd(kq,n) elde edilir. n > k; olsun. O halde Teorem 3.25 e

gore X kiimesinin tiim yar1 k,-par¢alaniglarinin sayis1 Fd(kq,n) dir. 0 < i < lﬁ] ve
-

0<;< lk%J olmak tizere X kiimesinin her bir yar1 k;-pargalanisi, k; — 1 mertebeli i

kiimeden ve k; mertebeli j kiimeden olusmaktadir. Ayrica sabit j tam sayisi i¢in

i= [T;——]klll elde edilir. Boylece k; elemanli j kiimeleri ile olusturulan X in tiim yari
=

. n—jk1

k,-pargalaniglarinin say1st (j ;“) olmak iizere (j ;”) = (J ¥ kjl-l J) elde edilir. Buradan

&l /o =k
Fd(kl,n):i lellc} lklj

=0 J

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Simdi uzaklik Fibonacci sayilarmin 6zel bir durumu olan (2, k)-uzaklik Fibonacci

sayilar1 ve 6zellikleri sunulacaktir.

Tammm 3.28: k, =1 ve n > 0 birer tam say1 olmak tizere i =0,1,...,k, —1 igin

F,(k,, i) = 1 baslangi¢ degerleri ile n-inci (2, k,)-uzaklik Fibonacci sayisi, F,(k,,n)
Fz(kz,n) = Fz(kz,n_2)+F2(k2,n_k2), nz= k2

yineleme bagintisiyla tanimlanir (Wtoch vd., 2013).

Baz1 k, degerleri icin Tanim 3.28 den elde edilen (2, k,)-uzaklik Fibonacci sayilari

Tablo 3.3 ile verilmistir.
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Tablo 3.3. (2, k;)-uzaklik Fibonacci sayilari

n o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
F(,m) 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610
F,2n) 1 1 2 2 4 4 8 8 16 16 32 32 64 64 128
F,(3n) 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12 16 21 28 37
F;4) 1 1 1 1 2 2 3 3 5 5 8 8 13 138 21
F,(5n) 1 1 1 1 1 2 2 3 3 4 5 6 8 9 12
F6,) 1 1 1 1 1 1 2 2 3 3 4 4 6 6 9
F(7n) 1. 1 1 1 1 1 1 2 2 3 3 4 4 5
F,n) 1.1 1 1 1 1 1 1 2 2 3 3 4 4 5

Tanim 3.28 de
e k, = 1 alinirsa F,, n-inci Fibonacci sayisi olmak lizere F,(1,n) = F, 44
e k, = 3 almirsa ,, n-inci Padovan sayis1 olmak tizere F,(3,n) = P,
bagintilar elde edilir.

(2, ky)-uzaklik Fibonacci sayilarinin yineleme bagintis1 negatif indisli (2, k,)-uzaklik
Fibonacci sayilar1 i¢in genisletilebilir. Bu sayilar1 hesaplanmasini saglayan tanim

asagida verilmistir.

Tanim 3.29: k,>1, k,#2 ve n=>0 birer tam say1r olmak iizere
F,(k,,0) = F,(k,,1) = 1 baslangi¢ degerleri ile negatif indisli n-inci (2, k,)-uzaklik

Fibonacci sayisi, F,(ky, —n)
Fy(ky, —n) = Fy(ky, ky —n) — Fy(ky, ky —2 — 1)
yineleme bagintisi ile tanimlanir (Wtoch vd., 2013).

Baz1 k, degerleri icin Tanim 3.29 dan elde edilen negatif indisli (2, k,)-uzaklik

Fibonacci sayilar1 Tablo 3.4 ile verilmistir.
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Tablo 3.4. Bazi negatif indisli (2, k,)-uzaklik Fibonacci sayilari

n 10 9 8 -7 6 5 -4 -3 2 -1 0 1
F,3n) 2 -1 0o 1 -1 1 0 ©0 1 o0 1 1
F,(4mn) 3 -3 2 2 -1 -1 1 1 0 0 1 1
F,Gn) 2 1 -1 -1 o 1 1 0 0 0 1 1
F,6n) -1 -1 0 o0 1 1 ©0 ©0 O0 0 1 1

(2, ky)-uzaklik Fibonacci sayilarinin da matrislerin temsilleri sunulmustur. 1 < i < k,
icin q;; bileseni (2, k,)-uzaklik Fibonacci yineleme bagintisindaki F,(ky,n — i)
katsayisina esit olmak {izere j > 2 i¢in
_ {1, j=i+1
%G =0, j+i+1

olacak sekilde Qy, = [qi j]kzxkz olsun. Buradan sirasiyla k, = 2,3,4, ..., k, i¢in

010 « 0

010 Y 4 101 « 0

0 1, _ 1010 . | :

Q= ],03—1101],(24_ Q= :
2 0 00 0 1

100 DO 000 - 1

i 0 0 - o

matrisleri elde edilir. Q,, matrisi (2, k;)-uzaklik Fibonacci sayilar1 igin iirete¢ matrisi

olarak adlandirilir ve k,-inc1 mertebeden Ay, matrisi

Fy(kp,2ky —2) Fy(ky,2ky —3) - Fy(ka ky)  Fr(kpky—1)
Fy(ky, 2ky —3) Fy(ky,2ky —4) -+ Fy(ky,ky—1) Fy(ky, ky —2)
Akz = : : : :
Fy(ka, k) Fy(ky by —1) - Fy(k3,2) Fy(k, 1)
Fy(ky ky—1)  Fy(kpky—2) - Fy(k3,1) F,(k3,0)

olarak tanimlanir. Buradan k, > 2,n > 0 tam sayilar1 i¢in

Fz(kz,n+2k2—2) Fz(kz,n-l'kz) Fz(kz,n+k2—1)
Fz(kz,n+2k2—3) Fz(kz,n'l'kz—l) Fz(kz,n+k2—2)
Ay, Qk, = 5 : :
’ ? Fz(kz,n+k2) Fz(kz,n+2) Fz(kz,n+1)
Fz(kz,n+k2—1) Fz(kz,n-l'l) Fz(kz,n)

dir (Bednarz vd., 2013).
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Teorem 3.30: k, >3 tam sayist olsun. (2, k;)-uzaklik Fibonacci sayr dizisinin,

{F,(k,,n)}pso tiretec fonksiyonu

1+x
f2(kz,n)(x) = 1_

2 — xkz
dir (Tasyurdu, 2022).

Ispat: f,(ky,n)(x), {F5(ky, n)}nso dizilerinin iiretec fonksiyonlar: olsun. Tamm 3.28

kullanilarak

fa(ka, m)(x) = x2 f5(ka, ) (x) — x*2 f5 (fep, ) (x)

- Z Fy(kym) x™ — z Fy(kym) x™+2 — z Fy(kym) x™ k2
n=0 n=0 n=0

k2—1 co k2—3
= ) Bl + ) Rl = ) Fylkym)xm
n=0 n=k, n=0

= D Fallm)xm? = 3 Fy(kym) e
n=0

TL=k2—2

ky—1 ky—3

= ) Rlm = > Rk, xm™
n=0 n=0

+ (Z Fy(kym + k) x™Hk2 — z Fy(kym + ky — 2) x™+k2 — Z Fy(kym) x”+k2>
n=0 n=0

n=0

1
= z Fy(ky,n)x™
n=0

=1+x

elde edilir.
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Buradan {F,(k,,n)},so dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari

1+ x

falkea)(X) = T3 7%,

olarak bulunur. Bdylece ispat tamamlanir.

Simdi (2, k,)-uzaklik Fibonacci sayilari, n elemanli bir kiimenin alt kiimelerinin 6zel

ailelerinin sayisinin hesabinda da kullanilabilen kiime yorumu verilecektir.

k, =3 ve n > 2 birer tam say1 ve X = {1,2,...,n}, n elemanl bir kiime olsun. X

kiimesinin ardisik tam sayilar igeren ve
i. teTicin|Y| € {2k},

il |X\ Ueer® (| € {0,1},
iii. me @\ Uprd,) isem =ndir

kosullar1 saglayan kiimeler ailesi 9 = {9,; t € T} olsun. Boyle bir 9 ailesi, X

kiimesinin bir yar1 k,-par¢alanisi olarak adlandirilir.

Teorem 3.31: k, >3,n > 2 birer tam say1 olmak iizere X kiimesinin tim yar1

k,-parcalaniglarinin sayisi, F,(k,, n) sayisina esittir (Wtoch vd., 2013).

Ispat: k, > 3,n > 2 olacak sekilde birer tam say1 ve X ={1,2,..,n} olsun. X
kiimesinin tiim yar1 k,-parcalaniglarinin sayisi gy, (n) ile gosterilsin. n = 2 igin {{1,2}}
olacak sekilde X kiimesinin yalnizca bir tane yari k,-parcalanist elde edilir. Buradan
dk,(2) = 1 = F,(ky, 2) oldugu goriiliir. n = 3 i¢gin gy, (n) = F,(k,,n) esitliginin keyfi
n igin dogru oldugunu kabul edelim ve ¢, (n+1)=F,;(k;,n+1) oldugunu
gosterelim. X = {1,2,...,n+ 1} kiimesinin {1,2} €Y olacak sekilde tiim yari
k,-pargalamglarinin sayis1 qy,),(n +1) ve benzer olarak {1,2,...,k,} €9 olacak

sekilde tiim yar1 k,-parcalaniglarinin sayisi Ak, (n + 1) olarak gosterilsin.
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Boylece

elde edilir. Ayrica q,),(n+1) = q,(n — 1) ve Q)i m+1)=q,(n+1—ky)

yazilabilir. Buradan Tanim 3.28 ve tiimevarim hipotezi kullanilirsa
e, +1) =q,(n—1) + q,(n+1—ky)
= Fy(ky,n—=1) + Fy(ky;,n+1—k,)
=F,(k,,n+1)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

(2, k;)-uzaklik Fibonacci say1 dizilerinin terimleri yineleme bagintisini kullanilarak
elde edilebilecegi gibi bilinen dizilerde olan genel formiiller kullanilarak da elde edilir.
Bu formiillerle herhangi bir (2, k;)-uzaklik Fibonacci sayisinin hesaplanmasi igin

kendisinden onceki terimlerin hesaplamasina ihtiya¢ duyulmamaktadir.

Asagidaki teoremler n-inci (2, k,)-uzaklik Fibonacci sayisin1 dogrudan hesaplanmasina

olanak saglamaktadir.

Teorem 3.32: n > 2 ve k, > 3 birer tam say1 olmak iizere

5 =
Rlem=) ) ()

=l T

dir (Wtoch vd., 2013).

Teorem 3.32 den n-inci (2, k,)-uzaklik Fibonacci sayisint dogrudan hesaplanmasini

saglayan diger bir formiil elde edilir.
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Teorem 3.33: k,,n = 2 birer tam say1 olmak iizere

&/ i
Fy (k) =kz [ 7

- l
1=0
dir (Wtoch vd., 2013).

Ispat: X = {1,2,...,n}olsun.n < k, — 1 i¢in [klj = 0 oldugundan
2

Z%%ﬂ%%>=1

i=0 i

elde edilir. n >k, olsun. O halde Teorem 3.31 e¢ gore X kiimesinin tiim yari
k,-pargalaniglarinin sayis1 F,(k,,n) dir. 0 <i < [li ve 0<j < EJ olmak tizere X
2

kiimesinin her bir yar1 k,-pargalanisi, k, mertebeli i kiimeden ve 2 mertebeli j

Tl—ikz
2

kiimeden olusmaktadir. Ayrica sabit i degeri igin j = l J elde edilir. Boylece k,

elemanlt i kiimeleri ile olusturulan X in tiim k,-parcalaniglarinin sayisi (Hl']) olmak

iizere ("17) = ( e )elde edilir. Buradan

Rtk = 315 (1)

L

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Uzaklik Fibonacci ve (2, k,)-uzaklik Fibonacci sayilarinin toplam formiilleri de elde
edilmistir. Asagidaki teoremlerle bu sayilar i¢in ¢ift ve tek indisli terimlerinin toplam

formiillerinin yani sira 6zel indisli terimlerinin toplam formiilleri verilmistir.
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Teorem 3.34: n, k4, k, birer tam say1 olsun. n > 0 olmak iizere
I. k; = 2 i¢in
n
z Fz(kl,ZI,) = FZ(kll Zn + kl) - 1
i=0
ii. ki > 1 igin
n
ZFZ(kllZi + 1) = FZ(kll Zn + k1 + 1) - 1
i=0
iii. ki >3ve0<m<k,—3igcin
n
Z FZ(kll kll + m) = Fz(kl,nkl +m+ 2)
i=0
iv. ki =>3vek, —2<m<k,igin
n
Z Fz(kl, kll + m) = Fz(kl,nkl +m+ 2) -1
i=0

V. k, >1ven > 2k; — 2 i¢in

Fz(kl,n) = Fz(kl,n - 2) + Fz(kl,n - k1 + 2) - Fz(kl,n - 2k1 + 2)

Vi. k, > 2 igin

n
Z Fd(ky, —kyi) = —Fd(ky —nk, — 1) + 1
i=0
Vil. k, > 2 igin
n
z Fd(ky, —kyi + 1) = —Fd(ky, —nky) + 2

=0

dir (Bednarz vd., 2013; Wtoch vd., 2013).
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(2, k)-uzaklik Fibonacci say1r dizilerinin ayni baslangic degerleri i¢in yineleme
bagintisindaki terimlerin katsayir degerinde k parametresi diisiiniilerek genellestirilmis
(k, r)-Fibonacci sayilar1 tanimlanmustir. k-Fibonacci sayilarinin da genellestirmesi olan

bu sayilar agagidaki tanim ile verilmistir.

Tanmm 3.35: k > 1, n = 0, r = 1 birer dogal say1 olmak iizere n = 0,1,2, ...,r — 1 igin
Fen(r)=1 ve F;(1) =k baslangic degerleri ile n-inci genellestirilmis

(k, r)-Fibonacci sayilar
Fen(r) = kFnr(r) + Fn2(r), nzr
yineleme bagintisiyla tanimlanir (Falcon, 2014).

Simdi k-Fibonacci sayilarinin genellestirmesi olan ve uzaklik kavramiyla sunulan
genellestirilmis  (k,r)-Fibonacci sayilarinin  olusturdugu dizilerin n-inci terimini

hesaplamak i¢in kullanilan genel formiil verilecektir.

Teorem 3.36:

I r = 2p olacak sekilde ¢ift ise

n/p ( D

§ n—p-—1)
Fk,Zn(zp) = Fk,2n+1(2p) = < j > kJ

j=0

ii. r = 2p + 1 = 3 olacak sekilde tek ise

n—02p—1)j . n—p—~2p—1)j )
Fr2n(2p + 1) =Z ( (21; )]> k%I +< ij:-Ii )]> k2i+1
j=0

n—QCp-1j\,,, (n—@-1)-Cp-Dj\, ..
Frons1(2p + 1) =Z< 2 k% + 2 +1 k21

dir (Falcon, 2014).
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Genellestirilmis (k,r)-Fibonacci sayilarinin ilk n teriminin, tek ve ¢ift indisli

terimlerinin toplam formiilleri asagidaki teorem ile verilmistir.
Teorem 3.37:
I. {Fk,n (r)}n>0 dizisinin ilk n terimlerinin toplamu:
n
1
Fk,j(r) = E ( Fk,n+r—1(r) + Fk,n+r(r) - 2)
=0

]

ii. {Fk,n (r)}nzo dizisinin ¢ift indisli terimlerinin toplami

n
1
D Fia() = 7 (Feznar = 1)
j=0

Iii. {Fk‘n (r)}nzo dizisinin tek indisli terimlerinin toplami

$ 1
Fk,2j+1(7") = e ( Frons14r — 1)
Jj=0

seklindedir (Falcon, 2014).

Uzaklik Fibonacci sayilarimin, (2, k)-uzaklik Fibonacci sayilariin ve genellestirilmis
(k,r)-Fibonacci sayilarinin yineleme bagintisina benzer bagintilar kullanilarak bir ¢ok
genellestirilmis Fibonacci ve uzaklik Fibonacci tipli sayilar tanimlanmistir. Bunlardan

bazilar1 soyledir:

e k=>1 tam sayr olmak tlizere 0 <n <k igin F(k,n) = n + 1 baslangig

degerleri ile genellestirilmis Fibonacci sayilari
Ftkkn)=F(kn—-1)+F(kn—-k),n>k + 1

yineleme bagintisi ile tanimlanir (Kwasnik and Wtoch, 2000).
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e p=>1 tam sayr olmak lizere 0 <i <p i¢in Pp(i)(l) == Pp(i)(i) =0 ve
Pp(i)(i +1) == Pp(i) (p + 1) = 1 baslangi¢ degerleri ile genellestirilmis Pell
(p, i)-sayilari

Pp(i)(n) = 2Pp(i)(n -1+ Pp(i)(n —-p—1), n>p+1
yineleme bagintisi ile tanimlanir (Kilig, 2009).

e p=>2 tam sayl olmak iizere Pap(l) = Pap(2) = .. = Pap(p) =
0,Pap(p+1) = 1,Pap(p +2) = 0 baslangi¢ degerleri ile genellestirilmis

Padovan p-sayilari

Pap(n+p+2) = Pap(n+ p)+ Pap(n), n = 1

yineleme bagintisi ile tanimlanir (Deveci ve Karaduman, 2017).

e k > 2 olmak iizere J, (c) = =/; (k) — .. (k ) ,(m)=0, .~ (k) , (n) = 1 baslangig

baslangi¢ degerleri ile (k, c)-Jacobsthal sayilari

(RC) ](RC) _I_](RC) + . +](k6)’ n>k
yineleme bagintisi ile tanimlanir (Marques, Trojovsky, 2019).

e k>2 n=>0 birer tam sayr ve p=>1 bir rasyonel say1r olmak iizere
1<sn<k-1 icin F,(0) =0 ve Fy,(n)= p™ ! baslangic degerleri ile

(k, p)-Fibonacci sayilari

Fopy(m) =pF,(n—-1D+@-DF,(n-k+1)+F,(n—k), n=k
yineleme bagintisi ile tanimlanir (Bednarz, 2021).

Simdi Fibonacci, Pell, Modifiye Pell, Jacobsthal, Narayana, Padovan, k-Fibonacci,
k-Pell, Modifiye k-Pell, k-Jacobsthal sayilar1 ve uzaklik durumunda sunulan Fibonacci
p-sayilari, uzaklik Fibonacci sayilari, (2, k)-uzaklik Fibonacci sayilart ve
genellestirilmis (k,r)-Fibonacci sayilarinin genellestirmesi olarak bes parametreli

Fibonacci sayilart sunulacaktir.
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3.3. Bes Parametre ile Genellestirilmis Fibonacci Sayilari

Tamm 3.38: p,q,s,t=>1, gq=p ve d=q—p birer tam sayr olmak {izere

n=012..,q9—1i¢in F&(p,q;n) = sdl?l baslangi¢ degerleri ile n-inci F&(p, q;n)
say1s1

F&(,q;n) = s4F&(p,q;n—p) + tF&(p,gsn—q), n=gq (3.42)

yineleme bagmtisiyla tammlanir. F& (p, q;n) sayilarinin dizileri {FS‘?t(p,q;n)}WO ile

gosterilir (Tagyurdu, 2022).

Tanim 3.38 de d, p, q, s, t parametrelerine gore Fs‘j_lt (p, q; n) sayst ile
e F,, n-inci Fibonacci sayist igin, F{1(1,2;n) = Fp4q
e Fpn, n-inci k-Fibonacci sayisi igin, Fk1,1(1,2; n) = Fyn41
e P, n-inci Pell sayist igin, F71(1,2;n) = Pyyq
e Py, n-inci k-Pell say1s1 igin, le_k(l,Z; n) = Py ni1
e g, n-inci Modifiye Pell says1 i¢in, F;,(1,2;n) = g,
*  Qn, n-inci Modifiye k-Pell sayisi i¢in, F} ;. (1,2;1) = qi
e Jn, n-inci Jacobsthal sayist i¢in, F{'5(1,2;1) = Jy41
® Jxn, n-inci k-Jacobsthal sayisi igin, F,g_z(l,Z; n) = Jen+1
e N, n-inci Narayana sayis1 i¢in, F;(1,3;n) = Nyiq
e P, n-inci Padovan sayisi igin, F11,1(2,3; n) =P,
e F,(n), n-inci Fibonacci p- sayisi i¢in, ¥, (1,p + 1;n) = F,(n + 1)
e Fd(ky,n), n-inci uzaklik Fibonacci sayist i¢in, Fi' (ky — 1, ky;n) = Fd(ky, 1)

e F,(ky,n), n-inci (2,k,)-uzaklik Fibonacci sayist igin, ﬂ’ff_z(z,kz;n)z
Fy(ka,m)

e Fyn(r), n-inci genellestirilmis (k,7)-Fibonacci sayisi igin, F{z(2,7;n) =
Fin (1)

bagintilar1 elde edilir.
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Simdi {F, t(p,q,n)}nzo dizilerinin {ireteg fonksiyonlar1 verilecektir. f%(p, q;n)(x),

{F&(p, q; n)}nzo dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar: olmak iizere

FEG W@ = ) F(p,qmx"
n=0

yazilabilir. Buradan {Fs‘ﬁ (v, q; n)}n>O dizilerinin tireteg¢ fonksiyonlar1 asagidaki teorem

ile verilmistir.

Teorem 3.39: d,p,q,s,t=1, q>p ve d=q—p tam sayilar olmak iizere
{F&(p, q; n)}n>0 dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar

1 -1 1 —-p-1
1 + Sdlglx + o4 Sdququ_l — Sd(xp + SdlEpr"'l + -+ Sdlq z qu_l)

1 — sdxP — tx4

fia;n)(x) =
dir (Tagyurdu, 2022).
Ispat: f%(p, ;) (%), {th(p,q;n)}n>0 dizilerinin iiretec fonksiyonlari olsun. Tanim

3.38denn =0,1,2,...,qg — 1 i¢in Fs‘ft(p, q;n) = sdl?l olup

f&(p, ;) (x) — sxP £ (p, g; 1) (x) — tx1f & (p, ;1) (x)

= Fhp.anxt —s ZF (P GIXTP = ¢ ) Pl (p, g manta
n=0 n=0
q-1 (] q—p—1

= > F&(p,g;m)x™ + Z F&(p, q;n)x™ — s Z F&(p, q; n)x™+P
n=0 n=q n=0

s4 2 F&(p, q;n)x™?P — ¢t Z F&(p,q;n)x™*4

n=q-p n=0
q-1 q-p-1
— d .
- Fs,t(p' q; n)xn d Z st(p' q; n)xn+p
n=0 n=0
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+ (2 F&(p, g n+ q)x™ — 54 Z Fi(p,gsn+q—p)x™—t Z F&(p,q; n)x’”q)
n=0 n=0

n=0

i

1 -1 1
=1+ sdlﬁlx + o+ sdququ‘l —s%(xP + sdblxlﬂr1 ++s x1™1)

elde edilir. Boylece {th (p,q; n)}n>0 dizilerinin tirete¢ fonksiyonlari

1+ sdl%Jx + -+ sdlql'%ljxq‘1 —s(x? + sdl%pr“ + et sdlq_g_lj

1 —sdxP — tx4

x971)

fE . gn)(x) =

seklinde elde edilir ve ispat tamamlanir.

F2.(p,q;n) sayilan doseme, kombinatoryal ve kiime ayristirma yorumlari gibi farkli
yorumlarla ifade edilmistir. ilk olarak bu sayilar1 icin n elemanli bir kiimenin alt
kiimelerinin 6zel ailelerinin sayisinin hesabinda da kullanilabilen bir kiime yorumu

verilecektir.

d,p,q,s,t =1 birer tam say1 ve X,, = {1,2, ..., n} n elemanl bir kiime olsun. n = p ve

q > p igin X, kiimesinin ardigik tam sayilar i¢eren ve
I. i €Iigin [M;| = p veya [M;| = q
ii. |M;| = p ise s¢ farkli renkten biri olabilir
iii. |M;| = q ise t farkli renkten biri olabilir
iv. i#j,i,jelignM;NM; =9
V. n—p+1<|UiegM;|<n
vi. réM;isei €liginyar =nyadar+1¢&M;

d ve t

kosullar1 saglayan kiimeler ailesi M = {M; : i € I} olsun. her bir M ailesi s
renkleri ile n elemanli tam sayilar kiimesinin bir renk ayrisimidir ve X, kiimesinin

(s, t)-ayrisimi olarak adlandirilir.
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MPA(n), X, kimesinin tim (s, t)-ayrisimlarinin sayisi olsun. Yukaridaki Kosullara
gore {1,2,...,p} €M veya {1,2,...,q} € M dir. {1,2,...,p} € M olacak sekilde X,
kiimesinin (s, t)-ayrisgimlarinin sayist MP(n) ve {1,2,...,q} € M olacak sekilde X,
kiimesinin (s, t)-ayrisimlarinin sayist M 9(n) ile gosterilsin. Toplama ilkesine gore bu
iki durumdan

MPA(n) = MP(n) + M9(n) (3.43)

yazilir. Béylece asagidaki teorem elde edilir.
Teorem 3.40: d,p, q,s,t = 1 birer tam sayis1 olmak lizere n > p ve q > p igin

MPA(n) = F&(p, q;n)

dir (Tagyurdu, 2022).

ispat: Tiimevarim metodu kullanilarak ispat tamamlanabilir. d,p,q,s,t =1, n > p ve

q > p birer tam say1 ve X, ={1,2,..,n} olsun. n < q ise F&(p,q,n) = sdEJ elde
edili. p <n<gq ise s® farkli renk segenegiyle i €I icin |M;| = p oldugundan
MPA(n) = F4(p,q,n) dir. n = q i¢in MP9(n) = F&(p, q,n) esitliginin keyfi n igin
dogru oldugunu kabul edelim ve n + 1 igin MP4(n+ 1) = F4(p,q,n + 1) oldugunu
gosterelim. {1,2,...,p} € M olsun. Bu durumda X,.1_,={p+1Lp+2,..,n+1}
kiimesinin alt kiime ailelerinin her birine s¢ farkli renk segenegiyle {1,2, ..., p} eklenirse
X,+1 kiimesi i¢in s¢MP9(n+1—p) = MP(n+ 1) olur. {1,2,...,q} € M olsun. Bu
durumda X,,;_4={q+1,q+2,..,n+ 1} kiimesinin alt kiime ailelerinin her birine
t farkh  renk secenegiyle {1,2,..,q} eklenirse  X,,; kiimesi i¢in
tMPI9(n+1—q) =M9(n+1) olur. Diger taraftan tlimevarimin hipotezinden
MPA(n+1-p)=F&p.qn+1—p) ve MPI(n+1-q) =F4(p.g;n+1—-q)
elde edilir. Buradan (3.42) ve (3.43) esitlikleri kullanilirsa

MPAn+1)=MP(n+ 1)+ Mi(n+1)
=sIMPIi(n+1—p) +tMPI(n+1-q)
=sFL(p,gn+1—-p) +tFL(,gn+1-q)

=F&(p,q;n+1)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Kiimelerdeki bu ayrisim yorumu, Fft(p, q,n) sayilarmin doseme yorumlariyla ifade
edilmesini saglar. Simdi {Fs‘ft (p,q; n)}n>O dizisinin n-inci terimi i¢in doseme yaklagimi

sunulacaktir.

F&(p,q,n) sayismi temsil etmesi igin (1,7n)-dikddrtgen veya n-dikddrtgen olarak
adlandirilan n uzunlugunda bir tahtay1 disiinelim. d,p, q,s,t = 1 birer tam say1 olmak
lizere bu n-dikdortgeninlerini dosemek icin s¢ farkli renk segenegiyle p-dikdértgenleri
ve t farkli renk segenegiyle g-dikdortgenleri kullanilir. Hiicreleri yerlestirirken en
soldan baglanir ve r € {0,1, ...,p — 1} i¢in bir r-dikdortgeninin sonda kaldig1 goriiliir.
Ayrica doseme ya bir p-dikdortgeni ile baslar ve bir n-dikdortgenini désemenin ayrik
yollarmin sayis1 s¢ farkli renk segenegiyle deS‘ft(p,q;n —p) ya da doseme ya bir
q-dikdortgeni ile baslar ve bir n-dikdortgenini désemenin ayrik yollariin sayisi t farkli
renk segenegiyle tFS‘ft(p, q@;n—q) olur. Boylece Tanmm 3.38 de verilen

F&(p,q;n) = s4Fa(p,q;n — p) + tF&(p, ¢;n — q) yineleme bagintisi elde edilir.

Teorem 3.41: d,p,q,s,t = 1 birer tam say1 ve q >p, n =p icin p-dikdortgenleri
igin s farkli renk ve g-dikdortgenleri igin ¢ farkli renk olmak iizere FZ (p, q;n) sayist
renkli p-dikdortgenleri ve renkli g-dikdortgenleri kullanilarak bir n-dikdortgenini
dosemenin farkli yollarinin sayisidir (Tasyurdu, 2022).

ispat: Tiimevarim metodu kullanilarak ispat tamamlanabilir. d,p, q,s,t = 1 birer tam
sayl olsun. g >p, n>p icin s® farkhi renkli p-dikdértgenleri ve ¢ farkli renkli
q-dikdortgenleri kullanarak bir n-dikdortgenini désemenin farkli yollarinin sayist
(,q)n gosterilsin. Ispatt tamamlamak i¢in (p,q), = F%(p,q,n) oldugunu

gostermelidir. p < n < q ise dosemelerdeki tiim hiicreler p olur ve déseme sayisinin

tam olarak Sd[ﬂ yol ile elde edilir. Boylece p<n<gq i¢in (p,q), =sdl§J =
Fp‘?q(p,q;n) dirn>q icin (p,q), = F&(p,q,n) esitliginin keyfi n icin dogru
oldugunu kabul edelim ve (p, Q)ns1 = F&(p,q,n + 1) oldugunu gdsterelim. Bundan
sonra ilk hiicreye gore iki secenek vardir. (n + 1)-dikddrtgeni igin p-dikdortgeni ile
baslayan dosemelerin sayisi (p),4q Ve q-dikdortgeni ile baslayan dosemelerin sayist

(@)1 ile gosterilsin.

68



Toplama ilkesine gore bu iki durumdan (p, @)ns1 = P)ns1 + ()41 Olur. ilk hiicre p-
dikdortgeni veya q-dikdortgeni ise sirasiyla n + 1 —p veya n + 1 — q uzunluklarinda
bir doseme elde etmek icin ilk hiicre kaldirilir. Bu ise sirasiyla bir p-dikdortgeni veya g-
dikdortgeni birinci hiicreye gore bir (n + 1 — p)-dikdortgeni veya bir (n+ 1 — q)-
dikdértgenini désemenin ayrik yollarmin sayistyla aynidir. Buradan s%(p, Dn+1-p =
(P)n+1 Veya t(p, Qni1—q = (@)n+1) elde edilir. Ayrica tiimevarimin hipotezinden
® Dr1-p = Fr@asn+1-p) ve ®0,Qms1-q = Fr@.asn+1—¢q) olur.
Buradan (3.42) esitligi kullanilirsa

@ Dnr1 = @1 + (@ntr
= Sd(p: Q)(n+1—p) + t(p: CI)(n+1—q)

=siF&(p,gn+1—p) +tF&(p,g;n+1—q)

=F& (. qgn+1)
elde edilir ve ispat tamamlanir.

Ornek 3.42: Teorem 341 de d =1,p=2,g = 3,5 =2,t = 3 almrsa 2 farkli renk
segenegiyle renkli 2-dikdortgeni ve 3 farkli renk segenegiyle renkli 3-dikdortgeni
kullanarak bir 5-dikdoértgeni dosemenin 16 farkli yolu bulunur. Tiim désemeler Sekil
3.1 de verilmistir. Renksiz 1-dikdortgenin her zaman sonda kaldigina dikkat
edilmelidir. Bdylece F35(2,3;5) = 16 oldugu gériiliir.

ilk kare 2-dikdértgeni Ilk kare 3-dikdértgeni

I I | I |
I I | | I |
[ N | I I
I [ | | [ |
| | | DN 0 ]
L T ]

I I [ ]
I | [
I | [ |
I I [ |

Sekil 3.1. F21,3 (2,3; 5) sayisinin déseme yorumu
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Déseme yorumundan {Fp‘fq(p,q;n)}n>0 dizisinin n-inci teriminin hesaplanmasini

saglayan acik formiiller elde edilir. d,p,q,s,t =1 birer tam say1 ven=p, q >p
olsun. p-dikdértgenleri igin s¢ farkli renk ve g-dikdortgenleri icin t farkli renk olmak

tizere Y = {(my, my, -, m;,r)|i € [ve 0 <r < p — 1} kiimesi

i. € I icinm; € {p, q},

ii. n—p+1<Yiegm <n,
Ii. Siral1 birlestirmenin son bileseni daima r € {0,1, ...,p — 1} dir

kosullar1 saglayan bir n-dikdortgeninin sirali bilesenlerinin kiimesi olsun. Y kiimesinin
her eleman1 n-dikdortgenin bir bilesenidir ve (my, m,,+:+,m;), r hari¢ m-siras1 olarak
adlandirilir. n-dikdortgeni icin tiim m-siralarin sayist Y, ,(n) olsun. Yukaridaki
kosullara gére my = p veya my = q dur. m; = p olacak sekilde tiim m-siralarinin
sayist Y, (n) ve my = q olacak sekilde tim m-siralarinin sayis1 Y, (n) ile gosterilsin.

Toplama ilkesine gore bu iki durumdan
yp,q (n) = yp (n) + yq (n) (3.44)

olur. Ik hiicre p veya q ise sirasiyla bir (n — p)-dikdortgenini veya bir
(n — g)-dikdortgenini elde etmek i¢in ilk bilesen kaldirilir. Bu ise sirastyla bir p veya
bir g birinci bilesene gore bir (n — p)-dikdortgen veya bir (n — q)-dikdortgen igin tiim
m-siralarinin -~ sayisiyla  aymidir.  Buradan sdyp’q (n—p)=TY,(n) veya
tUpq(m—q) = Yq(n) elde edilir. Boylece (3.42) ve (3.44) esitliklerinde verilen
UYpq(m) ve F&(p,q;n) ayni yineleme bagintisina ve baslangic degerlerine sahiptir.

Buradan asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.43: d,p,q,s,t = 1 birer tam sayisi olmak lizere ¢ > p ve n = p igin
Ypa() = Fé(p.asn)

dir (Tasyurdu, 2022).

Simdi {th(p,q;n)}nzo dizisinin n-inci teriminin dogrudan hesaplanmasini saglayan

baska bir genel formiil sunulacaktir.
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Teorem 3.44:d,p,q,s,t = 1 birer tam sayisi olmak lizere ¢ = p ve n =0 i¢in

3! e
Fs‘?t(p.q;n)=st[ p ¢ ]+l

j=0 J

n-—jq

dir (Tasyurdu, 2022).

Ispat: d,p,q,s,t =1, g >p ve n > 0 birer tam sayis1 olsun. Teorem 3.43 ten igin p

bilesenleri icin s¢ farkli renk ve q bilesenleri igin t farkli renk olmak iizere Y
kiimesinin tiim m-siralarimin say1s1 F&,(p, g;n) dir. 0 <i < EJ ve 0<j < EJ olmak

lizere p bileseninin i kez ve q bileseninin j kez olsun. Boylece Y kiimesindeki i + j

bilesenlerinden olusan tiim m-siralarinda j kez bulunan g bileseninin se¢im yollarinin

sayist B2 (p,q;n) = H d‘tf( -]H> olur. Tanim 3.38 kullanarak n < g —1 i¢in

l J =0 ve dolayisiyla ZH ‘“t’( -]H> s¥ elde edilir. n>q oldugunu kabul

edelim. Ayrica ip + jq < n oldugundan sabit bir j icin i < [ﬂ] seklinde elde edilir ve

R ] ) B M

ispat tamamlanmais olur.

ln Jjq
) bulunur. Dolayisiyla
J

Teorem 3.45: d,k,p,q,s,t = 1 ven = 0 birer tam say1 olmak {izere n < kp i¢in
k
d Y — kY cam-i),ipa e — (b — YV — i
Fse(p,q;n) = (l. s (0 g — (k= Dp — iq)
i=0
dir (Tasyurdu, 2022).

Ispat: (3.42) esitligi ve tiimevarim metodu kullanilarak ispat dogrudan tamamlanabilir.

Asagidaki teoremlerle {th (p, q; n)}n>0 dizisinin tek ve ¢ift terimlerinin toplama ile 6zel

indisli ilk n terimin toplami verilmistir.
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Teorem 3.46: d,p,q,s,t = 1 ven = 0 birer tam say1 olmak {izere p < q i¢in
[Tl—p-l'll
P

d dlmj dispd .
Foipgn+q)=stp !+ Z s“tFy(p,q;n —ip)
i=0

dir (Tasyurdu, 2022).

Teorem 3.47: d,p,q,s,t = 1 ve n > 0 birer tam say1 olmak izerep < qve 0 <r <p
i¢in

i dn+d|2 i ]
. F&o,qnp+q) =s7" ol 4 Yo s OtEd (p, q; ip)

q+r ,
an+d7] Yo st OtF (p,q;ip + 1)

. Fq,gnp+q+1)=s
dir (Tagyurdu, 2022).

Teorem 3.48: d,k,p,q,s,t =1 ve n>0 birer tam say1 olmak {lizere p < q ve

n+p =qgk+r, 0<r<qicin

—q+1
(=
Z s FE(p, g;n—iq), rzp
Fhpgn+p) =4 ° .
=
] deird :
tta 14 z S tlFs,t(p;q}n_lQ)» r<p

\ i=0

dir (Tasyurdu, 2022).

Teorem 3.49: d,k,p,q,s,t =1 ve n >0 birer tam say1 olmak iizere p < q ve
ng+p =qgk+r, 0<r <gqigin
PosUt" IR, (p, q; iq), r>p

i. F&ang+p) =1 . » .
i el 4 Yo si"Fd (p,q;iq), T<p

Yo sU I FS (p, g ig + 1), 2r=p
p+r

. Fqp,gng+p+1) = pr .
g el Yo st R (p, g ig + 1), 2r <p

dir (Tasyurdu, 2022).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde sayilar arasindaki uzaklik tanimi, yeni bir k parametresiyle yineleme
bagintisinda kullanilarak hem Fibonacci, Jacobsthal, Narayana sayilarinin hem de
uzaklik durumundaki Fibonacci p-sayilarinin  genellestirmesi olarak Fibonacci
(k,p)-sayilar1 tanimlanmig ve dizileri olusturulmustur. Bu diziler igin {iireteg
fonksiyonlar1 elde edilmis ve Ozellikleri incelenmistir. Fibonacci (k,p)-sayilarinin

kombinatoryal temsilleri elde edilmistir.

Tam sayilar kiimesi kullanarak Fibonacci p-sayist ve Fibonacci (k,p)-sayilart i¢in
cesitli yorumlar verilmistir. Bu sayilar ilk olarak kiime ayrisim sayilari ile temsil
edilmistir. Bunun igin kiime ayrigimu ile iligkili olarak (n + 1)-inci Fibonacci p-sayist
ve n-inci Fibonacci (k,p)-sayisi sunulmustur. Daha sonra Fibonacci p-sayilart ve
Fibonacci (k, p)-sayilar1 doseme yorumlar: sunulmustur. 1 X 1 Kkarelerve 1 X (p + 1),
(p + 1)-ominolar kullanarak n-inci Fibonacci p-sayisinin bir 1 X n tahtasin1 doseme
yollarmin sayisini ve p-ominolar i¢in k farkli renk olmak tizere 1 x 1 kareler ve renkli
1 X p, p-ominolar kullanilarak n-inci Fibonacci (k,p)-sayisinin bir 1 X n tahtasini
doseme yollarmin sayisina esit oldugu gosterilmistir. Ayrica bu yorumlar kullanarak
Fibonacci p-sayilart ve Fibonacci (k,p)-sayilarinin 6zellikleri, carpim esitlikleri ve

toplam formiilleri sunulmustur.

4.1. Fibonacci (k, p)-Sayilari ve Ozellikleri

Tanmm 4.1: k,p > 1 tam sayilar ve n=0,1,..p—1 igin Fp(k)(n) =1 baslangi¢

degerleri olmak iizere Fp(k) (n) ile gosterilen n-inci Fibonacci (k, p)-sayisi
() _ 3}
EVMm)=E " "(m—1)+kE,"(n—p),n=p 4.1

yineleme bagintisi ile tanimlanir ve bu sayilarin olusturdugu dizi {Fp(k) (n)} seklinde
nz0

gosterilir (Tagyurdu ve Cengiz, 2023).
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Tanim 4.1 de p = 1,2,3,4,5,6 i¢in Fibonacci (k, p)-sayilarinin 6zel durumlari sirasiyla

o {FPm} =14k 1+2k+Kk%1+3k+3K% + k5 1+ 4k + 6k + 4Kk% + k*, ..}
0

nz

nz0

nz0

nz0

(FPm)  =(0,1+k 1+ 2k 1+ 3k + K% 1+ 4k +3k% 1+ 5k + 6k + k3, .}
{F3(k)(n)} ={1,1,1,1+k 1+ 2k 1+3k 1+4k+k?1+5k+3k?,..}

{F4(k)(n)} = {1, 1,1,1,1+k 142k 143k, 1+ 4k, 1+ 5k + k% 1+ 6k + 3k2,...}

o {FPm)} = (LLLL 114+ k142614 3k, 1+ 4k, 145k, 1+ 6k + K%,..}
nz
. {F6(k)(n)}n>0 ={(1,1,1,1,1,1,1+k 1+ 2k 1+ 3k 1+ 4k 1+ 5k 1+ 6k, ..}
seklindedir.

Tanim 4.1 literatiirde yineleme bagintilartyla tanimlanan bir¢ok Fibonacci tipli sayimnin

genel halidir. Tanim 4.1 de verilen k ve p parametrelerine gore elde edilen Fibonacci

(k, p)-sayilarinin 6zel durumlar: Tablo 4.1 de verilmistir.

Tablo 4.1. Fibonacci (k, p)-sayilarinin 6zel durumlari

k p Sembol n-inci Fibonacci (k, p)-sayisi
1 2 Fz(l) (n) = Fpyy E,, n-inci Fibonacci sayisi

1 p+1 F;:(P1(n) = Fy(n+ 1) F,(n), n-inci Fibonacci p-sayisi
2 2 FZ(Z) (N) = Jnas Jn, n-inci Jacobsthal sayisi

1 3 F3(1) (M) = Ny N,,, n-inci Narayana sayisi
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k ve p parametrelerinin bazi 6zel degerleri i¢in {Fp(k)(n)} dizileri tam say1
nz0

dizilerinin ¢evrimici ansiklopedisinde (OEIS) dizinlenmistir (Sloane, 2006). Ornegin
. {Ff” (n)} dizisi A000079 olarak
nz0

{1,2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024, ...}

{Fz(l) (n)} _ dizisi A000045 olarak

nz

{1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377, ...}

o) _ dizisi AQ05708 olarak

nz

{1,1,1,1,1,1,2,3,4,5,6,7,9,12,16,21, ...}

{Fz(z) (n)} . dizisi A001045 olarak

nz

{1,1,3,5,11,21,43,85,171,341,683, ...}

{F2(4) (n)} _ dizisi A006131 olarak

nz

{1,1,5,9,29,65,181,441,1165, ...}

{FZ“‘) (n)} dizisi A015443 olarak

{1,1,9,17,89,225,937,2737,10233, ... }
seklinde verilmistir.

Daha genel olarak Tanim 4.1 de p = 1,2 igin Tablo 4.2 ve Tablo 4.3 asagidaki gibi elde

edilmistir.
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Tablo 4.2. Fibonacci (k, 1)-sayilar

) "lo1 2 3 4 5 6 7 8
FPm) |1 2 4 8 16 32 64 128 256
FPm) |13 9 27 8 243 729 2187 6561
FPm) |1 4 16 64 256 1024 4096 16384 65536
FPm) |1 5 25 125 625 3125 15625 78125 390625
FPm) |1 6 36 216 1296 7776 46656 279936 1679616
F®m) |1 7 49 343 2401 16807 117649 823543 5764801
F(m) |1 8 64 512 4096 32768 262144 2097152 16777216
F®m) |1 9 81 729 6561 59040 531441 4782969 43046721
F®@m) |1 10 100 1000 10000 100000 1000000 10000000 100000000
F(@m) |1 11 121 1331 14641 161051 1771561 19487171 214358881

Tablo 4.3. Fibonacci (k, 2)-sayilari

n

F ) 01 2 3 4 5 6 7 8

FPm) |1 1 2 3 5 8 13 21 34

FP@) |1 1 3 5 11 21 43 85 171
FPm) |1 1 4 7 19 40 97 217 508
FPm) |1 1 5 9 29 65 181 441 1165
FPm) |1 1 6 11 41 9% 301 781 2286
F®m) |1 1 7 13 55 133 463 1261 4039
FPm) |1 1 8 15 71 176 673 1905 6616
FPm) [1 1 9 17 8 225 937 2737 10233
FPm) [1 1 10 19 109 280 1261 3781 15130
Fm) (1 1 11 21 131 341 1651 5061 21571
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Benzer olarak Tanim 4.1 de k = 1,2 i¢in Tablo 4.4 ve Tablo 4.5 asagidaki gibi elde

edilmistir.

Tablo 4.4. Fibonacci (1, p)-sayilari

Fy ()
FiP (n)
F5" (n)
F§ (n)
FP (n)
Fg ()
F¢P (n)
F3P(n)
Fg" ()
F§P (n)
F{g ()

H
o
w
N
o
=

128 256

H
w
N
H
w
=~

I e e = e = i = T = T N
L T = e e S S N L)
R = T = = = T = = T = CRE N
N I N S N = L S < e )
N = I e e e L S/ IS
L e N = T ) S S T S}
[ S o T S SN T JC R Ue )}

R, R P, N W A 01 ©

Tablo 4.5. Fibonacci (2, p)-sayilari

Fy ()
FP ()
F$? ()
F$P ()
FP (n)
F ()
F ()
F3? (n)
FP ()
F§? ()
Fio @)

()
~
o)
H

243 729 2187 6561
43 85 171

[EY
[EY
N
=

R = = = T = T = T = =S SN S
e T = = = T = S 0
N e = = T = T = T == SV B Ce
N = e = T = T = = T I
e e = = R S

e e = R S IS BN

e = = = &2 BN

R R P, W 0N ©

R R, W 01N ©

77



4.2. Fibonacci (k, p)-Say Dizilerinin Uretec Fonksiyonlari

Bu boliimde {Fp(k) (n)} dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar1 verilecektir. {Fp(k)(n)}

nz0

dizilerinin iirete¢ fonksiyonu Gék) (x) olmak lizere

[ee]

6 (x) = Z E® () x

n=0

n=0

(4.2)

yazilabilir. Buradan {Fp(k) (n)} dizilerinin trete¢ fonksiyonlar1 agsagidaki teorem ile
0

nz

sunulmustur.

Teorem 4.2: k,p = 1 tam sayilar olmak iizere Fibonacci (k, p)-say1 dizileri igin {ireteg

fonksiyonlar1

1

(k)
G = —— S
p () 1—x—kxP

seklindedir (Tagyurdu ve Cengiz, 2023).

Ispat: (4.2) esitligi kullamlarak {Fp(k) (n)} dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari
0

nz
(k) _ (k)
G (x)_sz (n) x™
n=0

k k k k
= EX0) + EP (Dx! + EX(2)x2 + -+ O ()a™ + -
seklindedir. Buradan

G (x) — 2659 () — kx? G (x)

K k k
= Z Fp( )(n) x™ — Z Fp( )(n) x™+ — kz Fp( ) (n) x™+P
n=0 n=0 n=0
yazilabilir.
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(4.1) yineleme bagintisi ve n =0,1,2,...,p — 1 i¢in Fp(k) (n) = 1 baslangi¢ degerleri

kullanilirsa

(1—x—kx?) 6P (x) =

-1 p—2

Fp(k) (n) x™ + z Fp(k) (n) x™ — z Fp(k) (n) x™+1
n=p n=0

<

0

n

S
I

Fp(k) (n) x™*1 — k 2 F;,(k) (n) x™*P

1 n=0

p—1 p—2
= Fp(k) (n) x™ — Z F;,(k) (n) x™*1
n=0 n=0
+ (Z Fp(k) (n+p)x™*P — Z Fp(k) (n+p—1)x"?P —k Z Fp(k) (n) x"“’)
n=0 n=0 n=0
p—1 p-2
— xn _ xn+1
n=0 n=0
k k k
+ Z(Fp( J(n+p) — EX(n+p — 1) —kEX () )xm+
n=0
=1

elde edililir. Buradan
(1—x—kx?) 6P (x) =1
k) C :
olup {Fp (n)} dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari
nz0

1

(k) _
Gy () = 1—x—kxP

seklinde elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Tablo 4.1 verilen k ve p degerleri Teorem 4.2 de kullanilirsa {Fp(k)(n)} dizilerinin
0

nz

0zel durumlan igin iireteg fonksiyonlar1 elde edilir. Bu durum asagidaki sonug ile

verilmistir.
Sonug 4.3: n-inci Fibonacci (k, p)-sayisi Fp(k) (n) olmak tizere

e k=1 ve p=2 igin Fz(l)(n)=Fn+1 olmak tizere Fibonacci dizilerinin,

{Fp1+1}nso Ureteg fonksiyonu

1
1 —
G () = 1—x—x2
e k=1vep=p+1 igin F;,(i)l(n) = F,(n + 1) olmak iizere Fibonacci p-say1

dizilerinin, {Fp (n+ 1)}11>0 tirete¢ fonksiyonu

1

® —
Gpa (%) = 1—x—xp*l

e k=2 vep=2 igin FZ(Z)(n) = Jn+1 olmak tizere Jacobsthal dizilerinin,

{Jn+1}nso Ureteg fonksiyonu

1
@3] _
Gz (x)_l—x—sz

e k=1 ve p=3 igin F3(1)(n)=Nn+1 olmak {izere Narayana dizilerinin,

{Ny41}nso Ureteg fonksiyonu

1

(1) _
Gs (x)_l—x—x3

dir (Tasyurdu ve Cengiz, 2023).

80



4.3. Fibonacci (k, p)-Sayilarinin Kombinatoryal Temsilleri

Bu bolimde Fibonacci (k,p)-sayilart i¢in kombinatoryal formiiller sunulmustur.
Fibonacci (k,p)-sayilari, (4.1) yineleme bagintis1 kullanilarak elde edilebilecegi gibi
genel formiil olarak bilinen bir¢ok formiil kullanilarak da elde edilebilir. Bu formiiller,
yineleme bagintilariyla tanimlanan sayilardan keyfi bir n-inci sayiyr bulmak igin
kendisinden oOnceki tiim terimlerin bilinmesine gerek kalmadan kolay bir sekilde
bulunmasina olanak saglar. Ornegin, 100. Fibonacci (k,p)-sayisini hesaplamak icin
yineleme bagmnt1 kullanilirsa, kendisinden Onceki ilk 99 terimi hesaplamak
gerekmektedir. Ancak dizinin yineleme bagmtisi yerine genel formiiller kullanilirsa bu
dizinin 100. terimi i¢in ilk 99 terimi hesaplamaya ihtiya¢ duyulmamaktadir. Bu
formiillerden biri de kombinatoryal hesaba dayanmaktadir. Asagidaki teorem ile n-inci

genellestirilmis Fibonacci (k, p)-sayisini veren genel formiil verilmistir.

Teorem 4.4: k,p = 1 ve n = 0 tam sayilari igin

2]
E®m) = Z ("7 P D) (4.3)

, i
=0
dir (Tagyurdu ve Cengiz, 2023).

Ispat: Tiimevarim metodu kullanilarak ispat tamamlanabilir. k,p > 1 ve n > 0 tam

sayilar olsun. n < p igin EJ = 0 olmak iizere Tanim 4.1 den

151
F9 (n) = Z (PP D)=y

- l
=0

dir. n > p ve (4.3) esitligi n i¢in dogru olsun. Bu durumda n + 1 igin dogru oldugu

gosterilmelidir.
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Tanim 4.1 ve tiimevarim hipotezinden

EPm+1)=FEP M) +kEX (n+1-p)

EN N |
=Zo(n—l(lp—1))ki+ Z) (n+1—pi—l(p—1))kl-+1
E )

_ (8)+;(n—1(lp—1))ki+ ZO (n+1—pi—i(p—1))ki+1
B e

=1+ ; (n — (@ ';'j)l(p - 1)) kit 4 ; (n -+ il)(P - 1)) Jit+1
Pl

—14 ZO (n—(l+i11_(pl—1)+1)ki+1
5]

—14 Z (n+1—ii(p—1))ki

i=1

1
A

_ Z (n* 1—ii(p— D) g

i=0
olup istenilen sonug elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

a
b

alimmustir. Asagidaki 6rnek ile bu teorem igin birkag uygulama verilmistir.

Teorem 4.4 {in ispatinda a < b = (Z) =0,a<0=> ( ) =0 ve (g) = 1 dikkate
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Ornek 4.5:

i {E®m} dizisinin 6ner terimi Tanm 4.1 den F(6) =1+ 5k +

n=0

6k? + k3 dir. Ayricap = 2 icin (4.3) esitliginden

2
£ (6) = ZZ: (6 —i(2— 1)) K

l
i=0

= (e + e+ Qe+ (3w
=1+ 5k + 6k? + k3

olarak bulunur.

ii. {Fs(k) (n)}nzo dizisinin 9-uncu terimini Tanim 4.1 den Fs(k)(9) =1+ 5k dir.

Ayrica p = 5 i¢in (4.3) esitliginden
.

l
i=0

= () + (e
=1+ 5k

olarak bulunur.

ii.  {E®)} dizisinin 12-inci terimi Tamm 4.1 den F¥(12) = 1+ 7k +

n=0

k? dir. Ayricap = 6 icin (4.3) esitliginden

5
F6(k)(12) _ Z (12 — ig6 — 1)) ki
i=0
= (g e+ (K +(G)w
=1+ 7k + k?

olarak bulunur.
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Tablo 4.1 verilen k ve p degerleri Teorem 4.4 te kullanilirsa {Fp(k)(n)} dizilerinin
nz0

0zel durumlari i¢in kombinatoryal formiiller elde edilir. Bu durum asagidaki sonug ile

verilmistir.
Sonug 4.6: n-inci Fibonacci (k, p)-sayisi Fp(k) (n) olmak tizere

e k=1vep=2i¢in Fz(l) (n) = F,,4+1 olmak iizere (n + 1)-inci Fibonacci sayisi

B
Fn+1:Z(ni_l)

i=0

e k=1vep=p+1 i¢in EQ(n)=F,(n+1) olmak iizere (n+ 1)-inci

Fibonacci p-sayisi

5+l

Ey(n+1) = Z ("_iip)

i=0
e k=2vep=~2ign FZ(Z) (n) = Jp4+1 olmak tizere (n + 1)-inci Jacobsthal sayisi

5
Jn+1 = Z (n L_ l) 2!

i=0
e k=1ve p=3igin F3(1) (n) = Nu4q olmak iizere (n + 1)-inci Narayana sayisi

B
N, = Z (n —L 21)

i=0

dir (Tasyurdu ve Cengiz, 2023)
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4.4. Genellestirilmis Fibonacci p-Sayilarimin Déseme Yorumlar:

Bu bolimde tam sayilar kiimesi kullanarak Fibonacci p-sayilari ve Fibonacci
(k, p)-sayilar1 icin ddseme yorumlari sunulmustur. Ozel kiime ayrisimu ile iliskili olarak
(n + 1)-inci Fibonacci p-sayis1 olan F,(n + 1) ve n-inci Fibonacci (k,p)-sayist olan
Fp(k) (n) doseme yaklagimi verilmistir. Bunun i¢in Once bu sayilar, kiime ayrisim

sayilari ile temsil edilmistir.

Ik olarak Fibonacci p-sayilarim1 ele alalm. n elemanli tam sayilar kiimesi
X ={1,2,...,n} ve bu kiimenin alt kiimeleri 1 ve p + 1 elemanl kiimeler olsun. n > 1
ve p = 0 tam sayilar1 i¢in X kiimesinin p + 1 elemanli alt kiimeleri ardisik tam sayilar

igermek lizere
i. i€li¢in|T;| ={1,p+ 1},
ii. i#j,i,j€licin T;NT; = @,

i |Uig Tl = n

sartlarmi saglayan alt kiimelerinin ailesi T = {T; : i € I} olsun. Burada her bir T

ailesine X kiimesinin bir p-ayrigim denir.

Teorem 4.7: n>1 ve p > 0 tam sayilart igin X kiimesinin biitiin p-ayrisimlarinin

sayis1 F,(n + 1) e esittir (Tasyurdu ve Cengiz, 2022c).

Ispat: Tiimevarim metodu kullamlarak ispat tamamlanabilir. n > 1, p = 0 tam sayilar
ve X =1{12,..,n} olsun. X kiimesinin tim p-ayrisimlarmin sayist c,(n) ile
gosterilsin.n < p + 1 igin F,(n) = 1 olup T ailesi sadece bir elemanl alt kiimelerden
olusacak sekilde bir p-ayrisimdan elde edilir. Bu durumda c,(n) = 1 = E,(n + 1) olur.
n > p + 1 olacak sekilde keyfi n tam sayis1 i¢in c,(n) = F,(n + 1) oldugunu kabul
edelim. Ispati tamamlamak i¢in c,(n+ 1) = F,(n+2) oldugunu gdstermeliyiz.
{1} € T olacak sekilde X kiimesinin biitin p-ayrisimlarimin sayist c,q(n+1) ve
{1,2,...,p+ 1} €T olacak sekilde X kiimesinin biitiin p-ayrisimlarinin = sayisi
Cppr1(m+ 1) ile gosterilsin. Dolayisiyla ¢,(n+1) =c,;(n+1) +cppri(n+1)

olur.
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{1}er ise {2,3,..,n+1} kimesinin  bitin  p-ayrisimlarinin ~ sayisi
cn+1-1)=c,;(n+1) ve {1,2,..,p+1}€T ise {p+2,p+3,..,n+1}
kiimesinin biitiin p-ayrisimlarmin sayist1 ¢,(n+1—p—1) = ¢y, (n+1) olur.

Tlmevarim hipotezi ve Tanim 3.15 kullanilirsa
cn+1)=cpi(n+1)+cpp(n+1)
=c,(n) +c,(n—p)
=EMm+1D+EMm-p+1)
=FEn+2)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 4.8: n > 0 tam sayis1 olmak iizere X = {1,2,3, ..., n} kiimesinin ardisik tam say1
iceren biitlin p-ayrisimlarinin sayis1 c,(n) ile gosterilsin. n =0 i¢in X = @ olarak

tanimlansin. Teorem 4.7 den p = 2 igin biitiin 2-ayrisimlar1 Tablo 4.6 da verilmistir.

Tablo 4.6. Bazi1 2-ayrisimli kiimeler

n | X kiimesinin biitiin 2-ayrigimlari c,(n)
0|0 1
1|{1) 1
2 | {13, (23} 1
3| {13,423, {33}, {{1,2,3}} 2
0,2, 63 @)L {0, 234}, ({123} {(4)) 3
> 1 {(1),(23, (33, (43, (53}, {1}, (23,43, {53, ({13, (2, (3453}, {11,231 (43, 5))| °

T
F,(n+1)

Simdi Fibonacci p-sayilarinin yineleme bagintisinda bir k parametresi dikkate alinarak
tanimlanan Fibonacci (k,p)-sayilar i¢in kiime ayrisim sayisi ile iligkisi sunulacaktir.
Buradaki k parametresi Fibonacci p-sayilari i¢in tanimlanan J° ailesinin p-ayrigimlarina
uygulanabilir. O halde k,p = 1 birer tam say1 olmak iizere n elemanli tam sayilar

kiimesi S,, = {1,2, ..., n} ve bu kiimenin alt kiimeleri 1 ve p elemanl kiimeler olsun.
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k,p = 1 tam sayilar i¢in S,, kiimesinin k farkli renkli p elemanli alt kiimeleri ardisik

tam sayilar icermek iizere

I. i € li¢in |A;| = 1 veya |4;| = p,
ii. |A;| = p ise k farkli renkten biri olabilir,
iil. i#j,i,j€liginA;NA; =0,
iv.  |Uiesdil =n
sartlarini saglayan alt kiimelerinin ailesi A = {A;:i € I} olsun. Burada her bir A ailesi

n elemanl tam sayilar kiimesinin bir renk ayristmidir ve S, kiimesinin bir (k,p)-

ayrnsimi olarak adlandirilir.

Teorem 4.9: kkn>1 ve p>1 tam sayilan i¢in S, kiimesinin bitin (k,p)-

ayrisimlarinin sayisi Fp(k) (n) e esittir (Tagyurdu ve Cengiz, 2023).

Ispat: Tiimevarim metodu kullanilarak ispat tamamlanabilir. k,n > 1 ve p > 1 tam
say1 ve S, = {1,2, ..., n} olsun. S,, kiimesinin tim (k, p)-ayrismalarinin sayis1 s(k, p),
ile gosterilsin. Ispati tamamlamak igin s(k,p), = Fp(k)(n) oldugunu gostermeliyiz.
n < p igin A ailesi, i € I igin her bir alt kiimesi |4;| = 1 olacak sekilde tam olarak tek
bir sekilde elde edilir ve S,, in boyle 1 ailesi vardir ve s(k,p), =1 = Fp(k) (n) olur.
n=>p igin ya {1} € A ya da {1,2,..,p} € A olur. Keyfi bir n tam sayis1 igin
stk,p), = Fp(k) (n) oldugunu kabul edelim. Ispati tamamlamak icin s(k,p)nsq =

Fp(k)(n+ 1) oldugunu gostermeliyiz. {1} € A olacak sekilde S,,; kiimesinin tim
(k,p)-ayrismalarinin  sayist s;(k,p)ns1 Ve {1,2,..,p} € A olacak sekilde S, 4
kiimesinin tiim (k,p)-ayrismlarinin sayisit s,(k,p)n4q1 ile gosterilsin. Dolayisiyla
toplama ilkesi geregince s(k,p)ni+1 = S1(k,P)ns1 + 5p(k, p)pyq Olur. {1} € A igin
Sn+1-1 = {2,3,...,n + 1} kiimesinin tim (k, p)-ayrisimlarinin sayist s(k, p)p41-1 dir.
Sp+1-1 kiimesinin alt kiime ailelerinin her birine {1} eklenirse s(k,p)p41-1 =
s1(k,p)ns1 elde edilir. {1,2,..,p} €A i¢in Sy, ={p+1Lp+2.,n+1}
kiimesinin tiim (k, p) ayrisimlarinin sayist s(k, p)p.1—p dir. Sp4q_, kiimesinin alt kiime
ailelerinin her birine k farkli renk segenegiyle {1,2, ..., p} eklenirse ks(k,p)pi1—p =

sp(k,p)n+1 elde edilir.
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Tlimevarim hipotezi ve Tanim 4.1 kullanilirsa
sk, P)nsr = 51K D) pyr + Sp (K, P)nsr
=s(k,p)n + ks(k, PIns1-p
= Fp(k) (n) + ka(k) (n+1-p)
=FF(n+1)
elde edilir ve ispat tamamlanir.

Kiime ayrisimlarinin bu yorumu bagka bir yaklasim olan doseme yorumu ile n-inci

Fibonacci p-sayisinin ve n-inci Fibonacci (k, p)-sayisinin sunulmasini saglar.

Ik olarak Fibonacci p-sayilari ele alalim. n uzunlugundaki bir tahta 1xn ile
gosterilsin. Buradan (n + 1)-inci Fibonacci p-sayisi i¢in doseme yorumu 1 X 1 kareleri
ve 1xX(p+1), (p+ 1)-ominolart kullanarak bir 1 X n tahtasin1 doseme yollarinin

sayisinin nasil bulunacagini gosterir. n uzunlugundaki 1 X n tahtasi
i. i €liginp; ={1,p+ 1}
. ZielPi =1

sartlarini saglamak iizere gorsel yorumu Sekil 4.1 ile verilmistir.

1Xpy|1Xp, 1 X p;

Sekil 4.1. p; hiicreli bir 1 X n tahtasi

n = 1igin 1 X n tahtasim déseme yollarmin sayisin1 F,(n + 1) temsil etsin. n < p + 1
igin F,(n) =1 olup tek bir sekilde doseme yapilir ve F,(p +1) =1 elde edilir.
n>p + 1 icin désemenin bir 1 X 1 Kare ile bittigi F,(n + 1 — 1) = E,(n) yol ve bir
1x(p+1), (p+1)-omino ile bittigi F,,(n+1—p—1)=F,(n—p) yol vardmr.
Boylece Tanim 3.15 te verilen Fibonacci p-saylarmin yineleme bagintisi,
E,(n+1) =E,(n) + E,(n—p) elde edilir.
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Teorem 4.10: n>1, p>0 tam sayilarn i¢cin 1x1 Kkareleri ve 1 X (p+ 1),
(p + 1)-ominolar1 kullanilarak bir 1 X n tahtasinin désemenin farkli yollarinin sayisi

E,(n + 1) e esittir (Tasyurdu ve Cengiz, 2022c).

Ispat: Tiimevarim metodu kullanilarak ispat tamamlanabilir. n > 1, p = 0 tam sayilar
olsun. 1 x1 Kkareleri ve 1 xX(p+1), (p+ 1)-ominolar1 kullanilarak bir 1 X n
tahtasint dosemenin farkli yollarinin sayist s(n) ile gosterilsin. n <p+1 igin
E,(n) =1 olup 1x 1 Kkareler tam olarak tek bir sekilde dosenebilir. Dolayisryla
sm)y=1=FMm+1) olur. n>p+1 olacak sekilde keyfi n tam sayisi icin
s(n) = F,(n+1) oldugunu kabul edelim. Ispatt1 tamamlamak i¢in s(n+1) =
E,(n + 2) oldugunu gostermeliyiz. Tiim dosemelerdeki ilk déseme ya 1 X 1 Karesi ya
d 1x(p+1), (p+ 1)-ominosudur. 1x 1 Kkaresi dosemelerde ilk kare ise
1x (n+1-1) tahtasim dosemenin farkli yollarmm sayist s(n +1—1) = s(n) ve
1X(p+1), (p+ 1)-ominosu dosemelerde ilk kare ise 1 X (n+ 1 —p — 1) tahtasini
désemenin farkli yollarinin sayisi s(n + 1 —p — 1) = s(n — p) olur. Boylece toplama
ilkesine gore s(n+1) =s(n) +s(n—p) dir. Ayrica tiimevarim hipotezinden
s(n) =E,n+1) ve sn—p) =EFE,(n—p+1) elde edilir. Buradan Tamm 3.15

kullanilirsa
s(m+1) =s(n)+s(n—p)
=FEm+1D+EMm-p+1)

=FE,(n+2)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Ornek 4.11: Teorem 4.10 dan p =3 igin 1x 1 kareleri ve 1x 4, 4-ominolari
kullanarak bir 1 x 7 tahtasinin désemenin 5 farkli yolu elde edilir. Yani F5(8) = 5 dir.
Dosemelerde tiim hiicrelerin 1 X 1 karesi oldugu bir durum vardir. Diger tiim
durumlarda 1 X 4, 4-ominosu sirastyla birinci, ikinci, ti¢lincii ya da dordiincii hiicredir.

Tiim dosemeler Sekil 4.2 de verilmistir.
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1x4 1x1 I1x1 | 1x1

1x1 1x4 1x1 1x1
1x1 1x1 1x4 1x1
1x1 1x1 | 1x1 1x4

1x1 1x1 1x1 1x1 1x1 1x1 1x1

Sekil 4.2. F5(8) sayisinin doseme yorumu

Simdi Fibonacci p-sayilarinin yineleme bagintisinda bir k parametresi dikkate alinarak
tanimlanan Fibonacci (k,p)-sayilart i¢in déseme yorumu sunulacaktir. Buradaki k
parametresi Fibonacci p-sayilari i¢in tanimlanan déseme yorumundaki dominolar
etkiler. O halde n-inci Fibonacci (k, p)-sayisi igin déseme yorumu sunulabilir. k > 1
ve p > 1 tam sayilar olmak iizere n-inci Fibonacci (k,p)-sayisi i¢in déseme yorumu
1 x 1 kareleri ve k farkli renkli 1 X p, p-ominolar1 kullanarak bir 1 X n tahtasini

doseme yollarinin sayisinin nasil bulunacagini gosterir. n uzunlugundaki 1 X n tahtasi
I. i €liginc; € {1,p},
ii. c; = p ise k farkli renkten biri olabilir,
iii. YieiCi=n

sartlarin1 saglamak tizere en soldan yerlestirlmeye baslanilarak Sekil 4.3 ile verilen

gorsel yorumu elde edilir.

1Xc | 1Xc, 1Xc¢

Sekil 4.3. ¢; hiicreli bir 1 X n tahtasi
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n > 1 i¢in 1 X n tahtasim1 déseme yollarinin sayisini Fp(k) (n) temsil etsin. Buradan

déseme yorumuyla n-inci Fibonacci (k, p)-sayis1 asagidaki teorem ile verilir.

Teorem 4.12: k,n > 1, p > 1 tam sayilar ve p-ominolar i¢in k farkli renk olmak {izere
n-inci Fibonacci (k,p)-sayist 1 x 1 kareler ve renkli 1 X p, p-ominolari ile bir 1 X n

tahtasin1 doseme farkli yollarinin sayisidir (Tagyurdu ve Cengiz, 2023).

Ispat: Tiimevarim metodu kullanilarak ispat tamamlanabilir. k,n>1, p > 1 tam
sayilar olsun. p-ominolar i¢in k farkli renk olmak tizere 1 X 1 kareleri ve renkli 1 X p,

p-ominolari kullanilarak bir 1 X n tahtasinin désemenin farkli yollarinin sayisi (k,p)y,
ile gosterilsin. Ispati tamamlamak icin (k,p), = Fp(k) (n) oldugunu gostermeliyiz.
n < p ise dosemelerdeki tiim hiicreler 1 X 1 karesidir ve doseme tam olarak bir sekilde
edilir. Boylece (k,p),=1= Fp(k) (n) olur. n = p ise dosemelerdeki ilk hiicre ya
1 x1 karesi ya da 1 Xp, p-ominosudur. Buna goére keyfi n tam sayist i¢in
(k,p)n = Fp(k)(n) oldugunu kabul edelim ve n+1 igin dogru oldugunu yani
(k,P)ps1 = Fp(k)(n +1) oldugunu gosterelim. Ik hiicre 1x1 Kkaresi ise

1 X (n+1—1) tahtasim désemenin (k,p),4+1—1 yolu ve ilk hiicre 1 X p, p-ominosu
ise k farkli renk segenegi ile 1 X (n + 1 — p) tahtasini dosemenin k(k, p),41-p YolU

vardir. Boylece toplama ilkesine gore (k,p)ny1 = (k,p)n + k(k, p)pi1-p elde edilir.

Ayrica tlimevarim hipotezinden (k,p), = Fp(k) (m) ve (k,pns1-p = Fp(k) n+1-p)

dir. Tanim 4.1 kullanilirsa
(K, PIns1 = (e, P + k(K PInga—p
=Fm) +kEP(n+1-p)
=EF(n+1)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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4.5. Genellestirilmis Fibonacci p-Sayilarinin Ozellikleri

Bu bolimde doéseme yorumlari kullanilarak Fibonacci p-sayilart ve Fibonacci
(k,p)-sayilar1 icin carpim esitlikleri ve toplam formiilleri verilmistir. Ayrica bu

sayilarin bazi 6zellikleri incelenmistir.

Teorem 4.13: k,p = 1 ve n = 2p — 1 tam sayilar olsun. n-inci Fibonacci (k, p)-sayisi

Fp(k) (n) olmak tlizere
EYm) =k -DEPn-p)+EXn-1D+EPm-p+1)—kEXn-2p+1)
dir (Tagyurdu ve Cengiz, 2023).
Ispat: (4.1) ile verilen yineleme bagintis1 kullanilirsa
(k — 1)Fp(k)(n -p)+ Fp(k)(n -1+ Fp(k)(n —-p+1) - ka(k)(n —2p+1)
= ka(k) (n—p)— Fp(k) n—p)+ Fp(k) n—1)+ Fp(k) n—-p+1)— ka(k) n—2p+1)
=F(n) +0
= E"(n)
elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 4.14: p = 0 ve n = 1 tam sayilar1 igin

n
ZFp(n+1—i)+1=F;9(n+p+2)
i=0

dir (Tagyurdu ve Cengiz, 2022c).

Ispat: Teorem 4.10 dan 1 x 1 kareler ve 1 X (p + 1), (p + 1)-ominolar kullanilarak
bir 1 X (n+p+ 1) tahtasimn dosemenin farkli yollarinin sayist F,(n +p + 2) ye
esittir. Boylece bu esitligin sag tarafi hesaplanmis olur. Esitligin sol tarafinin da ayni
say1y1 verdigi gosterilirse ispat tamamlanir. Bir 1 X (n + p + 1) tahtasin diistinelim.

Tiim hiicrelerin 1 X 1 kare oldugu désemelerin sayis1 1 dir.
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Diger tiim dosemeler en az bir 1 X (p +1), (p + 1)-ominosu igerir. 1 X (p + 1),
(p + 1)-ominosu igeren dosemeler, ilk 1 X (p + 1), (p + 1)-omino konumuna goére
soldan sayilarak hesaplanabilir. Ilk hiicre 1 x (p + 1), (p + 1)-ominosu ise 1 X n
tahtasin1  dosemenin biitiin yollarmin sayis1 F,(n+ 1) olur. Diger dosemelerde
1<i<n icin (i+ 1)-inci ve (i +p + 1)-inci hiicrelerini kapsayan 1 X (p + 1),
(p + 1)-ominosundan o6nce i kez 1 x 1 Karesi vardir ve bu sekilde elde edilen
dosemelerin sayist F,(n+ 1 —i) olur. Tiim durumlarmn toplami istenen sonug¢ olup

toB,(n+1-1i)+1=E,(n+p+ 2) olarak bulunur. Béylece ispat tamamlanur.

Teorem 4.15: p >0 ve k=1 tam sayilar olsun. 0 <r <p+1 olmak {izere

n+1=(p+ 1k+ricin

(57t

ZFp(n+1—i(p+1)) ) r>1
Fp(n+2)=<[

p+1

ZFp(n+1—i(p+1))+1 , r=0

\ i=0

dir (Tagyurdu ve Cengiz, 2022c).

Ispat: Teorem 4.10 dan 1 x 1 kareler ve 1 x (p + 1), (p + 1)-ominolar kullamilarak bir
1 x (n + 1) tahtasinin désemenin farkli yollarinin sayis1 F,(n + 2) e esittir. Bdylece bu
esitligin sol tarafi hesaplanmis olur. Esitligin sag tarafinin da ayni sayiyr verdigi
gosterilirse ispat tamamlanir. Bir 1 X (n+ 1) tahtasin1 diistinelim. r > 1 ise biitiin
dosemelerde en az bir tane 1 X 1 Kkaresi bulunur. 1 X 1 karesini igeren dosemeler, ilk
1 x 1 karenin konumuna gore soldan sayilarak hesaplanabilir. Tlk kare 1 x 1 karesi ise

1Xn tahtastm dosemenin biitiin sayist F,(n+1) olur. Diger ddsemelerde
1<i< [;%ﬂ icin (i(p + 1) + 1)-inci hiicreyi kapsayan 1 x 1 karesinden once i kez

1 Xx(p+1), (p+ 1)-ominosu vardir ve bu sekilde elde edilen dosemelerin sayisi

E (n +1—i(p+ 1)) olur. Tim durumlarin toplami istenen sonu¢ olup

[

o E(m+1—i(p+1)) = F,(n+ 2) bulunur.
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Diger taraftan r = 0 ise tiim hiicrelerin 1 X (p + 1), (p + 1)-ominosu oldugu tam

olarak bir tane daha ddseme vardir ve [p:“)l En+1-i(p+1)+1=Fn+2)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.
Teorem 4.16: p = 0 ve k > 1 tam sayilar olmak lizere

E,(n+ 1DE,(n +2)

[p+ 1 r;ff

= Z F,(n+1-i(p+1)*+ z F(n—ip+D)F,(n+2—-(i+1Dp+1)
i=0

i=0

dir (Tagyurdu ve Cengiz, 2022c).

Ispat: Teorem 4.10 dan 1 x 1 kareler ve 1 x (p + 1), (p + 1)-ominolar kullanilarak

1Xxnve1lXx(n+1) tahtalarni dosemenin farkli yollarinin sayis: sirastyla F,(n + 1)
ve E,(n + 2) e esittir. Asagidaki sekilde gibi bu iki tahta birbirlerinden bagimsiz olarak
dosemelerin sayis1 F,(n + 1)FE,(n + 2) olur. Boylece bu esitligin sol tarafi hesaplanmus

olur. Esitligin sag tarafinin da ayn1 say1y1 verdigi gosterilirse ispat tamamlanir.

1Xn

1x(n+1)

Situn 1 2 3 n n+1

1xn ve 1X(n+1) tahtalarinin siitunlar1 sekilde gibi numaralandirilsin. 1 X 1
karesini iceren dosemeler, ilk 1 X 1 Kkaresinin konumuna gore soldan sayilarak
hesaplanabilir. Ilk kare ya ilk kez iist dosemede ya da ilk kez alt dodsemede goriiliir.

Herhangi bir doseme igin bir 1 X 1 kare i¢eren en kii¢iik numarali siitun ¢ olsun. Buna
gore 0 <i < [%] icin 1 X 1 Karesi iist dosemede ¢ =2+ i(p + 1) konumunda
goriiliir. Bu durumda désemlerin sayis1 E,(n —i(p + D)E,(n+2 - (i+ 1)(p + 1))
olur. Diger taraftan 0 < i < [g] icin 1 x 1 karesi alt dosemede c =1+ i(p +1)

konumunda goriiliir.
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Bu durumda dosemlerin sayist F,(n+1 —i(p + 1))? olur. Tiim durumlarin toplami

n-p
istenen  sonu¢  olup F,(n+ 1DE,(n+2) = Z[:Bp En+1-i(p+1)*+
n-2p
Z[zlgp FEn—i(p+1))E(n+2—-(i+1)(p+1)) bulunur. Bdylece ispat

tamamlanmus olur.

Asagidaki teoremlerle Fibonacci p-sayilarinin yineleme bagintisinda bir k parametresi
dikkate alinarak tanimlanan Fibonacci (k,p)-sayilarinin toplam formiilleri ve bazi

ozellikleri verilmistir.

Teorem 4.17: k,p = 1 ve n > 0 tam sayilar olmak {izere

n
() r_ &) ,:
E®(n + p) _szp O +1

=0

dir (Tasyurdu ve Cengiz, 2023).

Ispat: Teorem 4.12 den p-ominolar igin k farkli renk olmak iizere 1 x 1 kareler ve
renkli 1 X p, p-ominolar kullanilarak 1 X (n+ p) tahtalarint dosemenin farkli
yollarmin sayisi Fp(k) (n + p) ye esittir. Boylece bu esitligin sol tarafi hesaplanmis olur.

Esitligin sag tarafinin da ayni sayiy1 verdigi gosterilirse ispat tamamlanir. 1 X (n + p)
tahtasint diistinelim ve hiicreleri en soldaki hiicreden baslayarak yerlestirelim. Tim
hiicrelerin 1 X 1 Kkare oldugu dosemelerin sayis1 1 dir. Diger tiim dosemeler en az bir
1 X p, p-ominosu igerir. 1 X p, p-ominosu igeren dosemeler, ilk 1 X p, p-omino
konumuna goére soldan sayilarak hesaplanabilir. k farkli renk ile renkli 1 X p,

p-ominosu ilk kez birinci hiicrede goriiniiyorsa 1 X (n + p — p) tahtasini désemenin

biitlin  yollarmin  sayist ka(k) (n) ve ilk kez ikinci hiicrede goriiniiyorsa

1 X (n+p—p-—1) tahtasim1 désemenin biitiin yollarinin sayisi ka(k) (n—1) olur.

Benzer olarak k farkli renk ile renkli 1 X p, p-ominosu ilk kez son hiicrede goriiniiyorsa

kendisinden 6nce n kez 1 X 1 karesi vardir ve 1 X (n + p — p — n) tahtasin1 désemenin
biitiin yollarinin sayisi ka(k)(O) olur. Tim durumlarin toplami istenen sonug olup

A ka(k)(i) +1= Fp(k) (n + p) elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 4.18: k,p = 1 ve n > 0 tam sayilar 0lmak tizere 0 <r < p — 1 igin

n
k™t 4+ Z k”""Fp(k)(ip +r), r=p-1
Fp(k) (mp+r+1)=< , i=0
Z kn_in(k)(ip +7), r<p-1
i=0

dir (Tasyurdu ve Cengiz, 2023).

Ispat: Teorem 4.12 den, p-ominolar igin k farkli renk olmak iizere 1 X 1 kareler ve
renkli 1 X p, p-ominolar kullanarak 1 x (np +r + 1) tahtasin1 désemenin farkli
yollarinin sayisi Fp(k) (np +r + 1) e esittir. Boylece bu esitligin sol tarafi hesaplanmis
olur. Esitligin sag tarafinin da aymi sayiyr verdigi gosterilirse ispat tamamlanir.
1 X (np +7+ 1) tahtasin1 diisiinelim ve hiicreleri en soldaki hiicreden baslayarak
yerlestirelim. r < p — 1 ise biitiin dosemelerde en az bir tane 1 X 1 karesi bulunur.
1 x 1 karesini iceren dosemeler, ilk 1 X 1 karenin konumuna gore soldan sayilarak
hesaplanabilir. p-ominolar igin k farkli renk olmak tizere 1 X 1 Karesi ilk kez birinci
hiicrede goriiniiyorsa 1 X (np +r + 1 — 1) tahtasin1 désemenin biitiin yollarinin sayis1
ka(k) (np +r) ve ilk kez ikinci hiicrede goriiniyorsa 1Xnp+r+1—1-—p)
tahtasin1 dosemenin biitiin yollarmin sayisi ka(k)((n — 1)p + r) olur. p-ominolar igin
k farkli renk olmak {izere benzer olarak 1 X 1 karesi ilk kez son hiicrede goriiniiyorsa
kendisinden once i kez 1Xp, p-ominosu vardir ve 1X (np+r+1—-1—ip)
tahtasint dosemenin biitlin yollarinin sayis1 kin(k) (p(n—=i)+r) olur. Tim
durumlarin toplami istenen sonug olup Y-, k”‘in(k)(ip +7r)= Fp(k) (np+1r+1)elde
edilir. Diger taraftan r = p — 1 ise tiim hiicrelerin 1 X p, p-ominosu oldugu tam olarak
k™1 tane daha doseme vardir ve Y-, k”"iF;,(k) (ip+71)+ k"t = Fp(k) (np+7r+1)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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5. SONUC ve ONERILER

5.1. Sonuclar

Bu calismada yineleme bagintilarla tanimlanan Fibonacci, Jacobsthal ve Narayana
sayilar1 ile uzaklik kavramiyla verilen Fibonacci p-sayilarmin genel hali olarak
genellestirilmis (k, p)-Fibonacci sayilari tanimlanmis ve dizileri olusturulmustur. Bu
dizilerin {rete¢ fonksiyonlari ve kombinatoryal yaklasim ile n-inci teriminin
hesaplanmasina olanak saglayan genel formiiller elde edilmistir. Fibonacci p-sayisi ve
Fibonacci (k, p)-sayilart kullanilarak cesitli diizlemler désenmis ve elde edilen desenler

bu sayilarinin ilging cebirsel 6zelliklerini géstermek i¢in kullanilmistir.

(k, p)-Fibonacci sayilarmin tanimlanmasi ve bu sayilarin dizilerinin olusturulmasi ile
say1 dizileri i¢in elde edilebilecek tim 6zellikler incelenmis ve say1 dizilerinin yeni bir
smifi  kazandirlmistir. Bdylece, daha oOnce sunulan sayilar arasindaki iliskiler
incelenerek 6nemli sonuclar elde edilmistir. Ayrica bir dizinin herhangi bir terimini elde
etmek i¢in yineleme bagmtilarinin yani sira farkli formiiller sunulmustur. Literatiire
Fibonacci sayilarinin yeni bir sinifi kazandirilmis ve bunun 6zel bir tiirii olan yeni
tanimlar elde edilerek bilime katk1 saglamas1 amaglanmistir. Bu ¢alismada elde edilecek
tim sonuglar hem farkli bilim alaninda uygulanabilirligi hem de ayni alanda calisan
diger arastirmacilara yol gostericiligi agisindan literatiirde dnemli bir yere sahip olmasi

temenni edilmistir.

5.2. Oneriler

Calismamizda elde ettigimiz sonuglar dogrultusunda arastirmacilara oneriler olarak,
sayilar arasindaki uzaklik tanimi ile yineleme bagintilart kullanilarak Sunulan diger
uzaklik Fibonacci sayilari ve Lucas p-Sayilari i¢in bu calismada sunulan yontem
uygulamalar ile sayi dizileri i¢in yeni genellestirmeler tanimlanabilecegini ve bu

caligmada elde edilen tiim sonuglarin arastirilabilecegini ifade edebiliriz.
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