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OZET

Bu tez c¢alismasinda, ilk olarak Newtonyen olmayan analizlerden geometrik
analizin temel tanim ve kavramlar1 verilmistir. Daha sonra bir geometrik fonksiyonun bir
noktadaki geometrik tiirevleri klasik tiirevler ile ardigik olarak hesaplanmistir. Ayrica bir
noktadaki geometrik tiirevlerin Faa di Bruno formiilii yardimiyla klasik tiirevler ile hesab1
verilmistir. Tezin asil konusu geometrik sayisal analiz i¢in verilen geometrik bag ara
deger bulma yontemidir. Sirasiyla sifirinct derece geometrik bag ara degerleme, dogrusal
geometrik bag ara degerleme, kiibik geometrik bag ara degerleme tanitilmistir. Ayrica
dogal kiibik geometrik bag ara degerleme probleminin ¢oziimiimiin varligi, tekligi ile
¢ozlim yoOntemi incelenmistir. Son olarak kiibik geometrik bag ara degerlemenin bir
uygulamasi verilmistir. Bu uygulamada verilen problemin de ¢6ziimiimiin varhigs, tekligi
ile ¢ozlim yontemi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Bag ara deger bulma yontemi, Geometrik analiz, Newtonyen

olmayan analiz, Sayisal analiz
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SUMMARY

In this thesis, firstly, the basic definitions and concepts of geometric analysis, which
is one of the non-Newtonian analyses, are given. Then, the geometric derivatives of a
geometric function at a point are calculated successively with classical derivatives. In
addition, the geometrical derivatives at a point were calculated with the help of the Faa
di Bruno formula with classical derivatives. The main subject of the thesis is the
geometric spline interpolation method for geometric numerical analysis. Zero-order
geometric spline interpolation, linear geometric spline interpolation, cubic geometric
spline interpolation are introduced, respectively. In addition, the existence and uniqueness
of the solution of the natural cubic geometric spline interpolation problem and the solution
method are examined. Finally, an application of cubic geometric spline interpolation is
given. The existence and uniqueness of the solution of the problem given in the
application and the solution method are examined.

Keywords: Spline interpolation method, Geometric analysis, Non-Newtonian

analysis, Numerical analysis
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SEKILLER DiZiNi

Sekil 1. Birinci dereceden geometrik bag fonksiyonunun grafigi



SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Rexp : Ustel reel sayilar kiimesi
]R{;Xp : Ustel pozitif reel sayilar kiimesi
Rexp : Ustel negatif reel sayilar kiimesi
|x|. : Geometrik mutlak deger

* Ll_rg f(x) : Geometrik limit
fr(x) . Geometrik tiirev
(an)nen - Geometrik dizi (a, € Reyp)
[[h=0a, :Geometrik seri(a, € Reyp)

Bni(x)  :Bell Polinomu

T; - 1. alt aralik
B(x) : Geometrik bag fonksiyonu
b(x) : Klasik bag fonksiyonu



1. GIRIS

Isaac Newton ve Gottfried Wilhelm Leibniz’in olusturdugu analizde (Newton
analizi) bir biiyiikliikte meydana gelen kiigiik degisimler (artislar) ¢ikarma islemiyle
hesaplanmaktadir. Bu analizde Kkartezyen diizlemde bir noktada fonksiyona birinci
mertebeden yaklagim o noktada fonksiyonun grafigine teget olan (polinom olarak)
dogrusal bir fonksiyon ile yapilir. Kesfedildigi 17. yiizyilin sonundan giiniimiize
toplamsal tiirev ve integrale dayanan Newtonyen diferansiyel ve integral hesabi bilimin
en 6nemli araglarindan biri haline gelmistir.

Micheal Grossman ve Robert Katz, Temmuz 1967’de geometrik (carpimsal),
kuadratik (karesel) ve klasik analizi i¢eren bir analiz ailesini buldular. Agustos 1970°de
ise bigeometrik (¢ift geometrik), anageometrik (geri geometrik), bikuadratik (gift
karesel), anakuadratik (geri karesel) analizi igeren sonsuz sayida baska analizi buldular.
Tiim bu analizler ayn1 anda bir genel teori gercevesinde tanimlanabilir. Grossman ve
Katz, klasik analiz disinda kalan analizlere “Newtonyen olmayan” sifatin1 kullandilar
(Grossman ve Katz, 1972; Grossman, 1979). Grossman ve Katz’in buldugu Newtonyen
olmayan analizlerden yogun ilgi gorenlerinden biri geometrik (¢arpimsal) analizdir. Bu
analizde fonksiyonun degerinde meydana gelen degisimler bolme islemiyle Ol¢iiliir.
Ayrica bu analizde bir noktada fonksiyona 1. mertebeden yaklasim o noktada
fonksiyonun grafigine teget olan tistel bir fonksiyon ile yapilir.

Dick Stanley, 1999 yilinda yayimlanan bir makale ¢alismasinda geometrik analizi
carpimsal analiz (multiplicative calculus) olarak isimlendirmistir (Stanley, 1999). Duff
Campbell, ayn1 y1l bu analiz ile ilgili bir caligma yapmistir (Campbell, 1999). Bu analiz
ile ilgili bir diger 6nemli g¢alisma Bashirov ve arkadaglarinin 2008’de yaptiklari
calismadir (Bashirov vd., 2008). Son yillarda yapilan ¢alismalarin ¢arpimsal analizin
cesitli bilim dallarindaki problemlerin ¢oziimlerinde farkli bir bakis agis1 getirdigi
gozlemlenmistir (Filip ve Piatecki, 2014; Cordova-Lepe, 2006; Cordova-Lepe vd., 2015;
Florack ve van Assen, 2012; Cakmak ve Basar, 2012; Goktas vd., 2022; Goktas vd., 2022;
Yalgin, 2016; Duyar ve Erdogan, 2020; Yal¢in, 2021; Yalgin ve Dedeturk, 2021; Giingor
ve Durmaz, 2020; Bal, Yal¢in ve Dedetiirk, 2023)

Geometrik analizin gelisimi ile bu analize dayali sayisal (niimerik) yontemler de
gelistirilmistir. Aniszewska, 2007 yilinda geometrik Runge-Kutta yontemini vermistir
(Aniszewska, 2007). 2009 yilinda yiiksek mertebeden geometrik smir deger

problemlerinin niimerik ¢éziimlerinin hesaplanmasi amaciyla geometrik sonlu farklar



yontemi gelistirilmistir (Riza vd., 2009). Yine aym yil, Misirli ve Ozyapici’nin birlikte
yaptiklar1 ¢alismada ve Ozyapici’nin tez ¢alismasinda geometrik iistel interpolasyon,
geometrik Lagrange yontemi, geometrik sonlu boliim analizi, geometrik kuvvet-bolim
formiilii, geometrik sonlu fark yontemi, iistel fonksiyon yaklasimi verilmistir (Misirli ve
Ozyapici, 2009; Ozyapici, 2009). Geometrik interpolasyon yaklasimi ile geometrik
baslangi¢ deger problemlerinin niimerik ¢oziimleri i¢in geometrik Adams Bashforth-
Moulton yontemleri verilmistir (Giirefe, 2009; Misirli ve Gurefe, 2011). Bu yontemler ile
ilgili pek cok baska calismada yapilmistir (Giirefe, 2013; Ozyapici vd., 2013; Kadak ve
Ozliik, 2015; Riza ve Aktére, 2015).

Bag ara deger bulma yontemi gilinlimiizde, bilgisayar grafikleri, uydu davranig
kontrolii, veri analizi, imge ve video isleme, biyomedikal sinyal isleme ve sismik analiz
gibi miihendislik uygulamalarinda yaygin olarak kullanilan bir ara deger bulma
yontemidir (Lee, vd., 2010).

Bag (spline) fonksiyonlart, verilen diigiim (kontrol) noktalarindan olusan koordinat
konum kiimeleri (veri kiimesi) ile tanimlanirlar. Pargalar1 polinomlardan olusan pargali
tanimli bag fonksiyonlarinin grafigi diigiim noktalari ile belirlenir (Ugur, 2006).

Bag foksiyonunun grafigi ¢izilirken bir diigiim noktasinin bir tarafindan diger
tarafina gecerken diizgiin bir geg¢is olmalidir. Bunu saglamak i¢in asagidaki siireklilik
sartlar1 kullanilir.

i) Sifirinct mertebeden siireklilik: Sadece baglanti noktalari ayni (Dogrusal bag
aradegerleme i¢in).

i) Birinci mertebeden siireklilik: Baglanti noktalarinda, her iki egrinin tiirevleri esit
(Ikinci dereceden bag aradegerleme icin).

iii) Ikinci mertebeden siireklilik: Baglant1 noktalarinda, her iki egrinin 1. ve 2.
tiirevleri esit (Kiibik bag aradegerleme i¢in) (Ugur, 2006).

Kiibik aradegerleme, verilen noktalar i¢in her araliga ticlincii dereceden bir polinom
uyumlamaya dayanir. Ancak verilen herhangi iki noktadan sonsuz sayida iigiincii
dereceden polinom gegecegi i¢in uyumlanan polinomlari tek tiirlii belirli hale getirmek
icin bazi1 ek sartlar koymak gerekir. Araliklari daha yiiksek dereceden polinomlarla temsil
etmeye caligmak, bu sartlarin sayisini arttiracagi ve islemleri cok daha karmasik hale
getirecegi, uyumlanan fonksiyonu da dogal degisimlerden uzaklastiracagi igin tercih
edilmez (Bastiirk, https://acikders.ankara.edu.tr/mod/resource/view.php?id=2286).

Mathews ve Fink, klasik sayisal analiz i¢in yazdiklar kitapta (Mathews ve Fink,

1999) “bag (spline) fonksiyonlar1 i¢in ara deger bulma” yontemini vermislerdir.



Bu tez ¢alismasinda geometrik aradegerleme (interpolation) i¢in bag (spline)
fonksiyonlar1 tanitilacaktir. Caligma bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris boliimidiir.

Ikinci béliimde geometrik fonksiyon, limit, siireklilik ve tiirevle ilgili temel tanim
ve kavramlar verilecektir.

Ucgiincii boliimde bir geometrik fonksiyonun bir noktada geometrik tiirevlerinin
klasik tiirevler ile ifadesi gosterilecektir. Once geometrik tiirevlerin klasik tiirevler ile
ardisik olarak hesabi, ikinci olarak geometrik tlirevlerin Faa di Bruno formiilii yardimiyla
klasik tiirevler ile hesabi verilecektir.

Dérdiincii bolim geometrik bag ara deger bulma yontemine ayrilacaktir. Sirasiyla
stfirinct derece geometrik bag ara degerleme, dogrusal geometrik bag ara degerleme,
kiibik geometrik bag ara degerleme, dogal kiibik geometrik bag ara degerleme
tanitilacaktir. Son olarak kiibik geometrik bag ara degerlemenin bir uygulamasi
verilecektir.

Besinci boliim sonug boliimiidiir.



2. GEOMETRIK ANALIZ

Tamim 2.1: Ustel say1 kiimeleri asagidaki gibi tanimlanr:

a) Ustel reel sayilar kiimesi: Rgy, = {€*|x € R}

b) Ustel pozitif reel sayilar kiimesi: Rixp = {e¥|x €R, x > 0} = (1, )
c) Ustel negatif reel sayilar kiimesi: Ry, = {e*|x € R, x < 0} = (0,1)

Tamm 2.2: A c R olmak iizere bir f:A - R,,, fonksiyonuna bir geometrik

fonksiyon denir.

Bir geometrik fonksiyonunun tanim kiimesi reel sayilarin bir alt kiimesi iken deger
kiimesi tistel reel sayilardir.

Tanm 2.3: P:R - R,,, geometrik fonksiyonu a, € R sabitleri ile

P(x) = exp {Z akxkl

k=0

bigiminde ise P(x)’e bir geometrik polinom denir.
Tamm 2.4: |-|.: Ry, = Ry, U {1} tanimh |x|, = exp(|In(x)|) fonksiyonuna
geometrik mutlak deger fonksiyonu denir.

Bu tanima gore

yazilabilir (Bashirov vd., 2008).

Tamim 2.5: Egerher ¢ > 1igin 0 < |x — x| < 6 iken |¥

< ¢ kalacak sekilde

6 > 0 varsa f geometrik fonksiyonunun x — x, € R noktasina yaklasirken geometrik
limiti L’dir denir ve

* lim f(x) =1L

X—=Xo

ile gosterilir (Bashirov vd., 2008).
Tanmm 2.6: Eger * lim f(x) = f(x,) ise f geometrik fonksiyonu x = x, € R
X—Xg
noktasinda geometrik siireklidir denir (Bashirov vd., 2008).
Tamm 2.7: AS R olmak lizere f:A — R, fonksiyonu verilsin. I € A, f

fonksiyonunun tanim kiimesinin i¢inde bir agik aralik ve x € I bu aralikta bir nokta olsun.

Eger asagidaki limit var ise x € R noktasinda f’nin geometrik tiirevi



1
crn v [fGe+m]E
re=ml e

olarak tanimlanir (Bashirov vd., 2008).
Onerme 2.1: Pozitif bir f fonksiyonu herhangi bir x noktasinda klasik anlamda

tiirevlenebilir ise bu taktirde, geometrik tiirevlenebilirdir ve geometrik tiirevi

d JC9)
fr(x) =exp {a (In Of)(x)} =efk)

seklinde yazilir (Stanley, 1999).
Teorem 2.1: f(x), h(x) geometrik fonksiyonlar ve cy,c, iki reel sayr olsun.

Geometrik tiirev asagida verilen 6zelliklere sahiptir.

a) Geometrik tiirev geometrik dogrusaldir:

[(FG)™ - (hG) ] = (£ )™ - ()™

b) Sabit iistel sayilarin geometrik tiirevi 1’e esittir: VC € R,y igin
) =1.

) Bolimiin geometrik tiirevi:

O] F@
h(x)|  h(x)°

d) a € Rexp, 0 ¥ n € Rigin
(@) = am",
Onerme 2.2: f: R — R tiiretilebilir fonksiyonu igin

(ef(x))* = ef'®



esitligi gecerlidir.
ispat:

. d(ln o o d
(ef®) = (expo ) (x) = exp{ (In ;;(p 2 (X)} = exp {af(x)}

(ef(x))* =ef'@,

Tamm 2.8: Elemanlar1 R, ’den secilen bir diziye bir ¢arpimsal dizi denir.

Tanm 2.9: (a,) ey = {an € Reyp|n € N} bir ¢arpimsal dizi olsun. Bu durumda
[e%) N

[Jeo =g ([ o)

n=0 n=0

sonsuz ¢arpimina eger sagdaki geometrik limit var ise bir ¢arpimsal seri denir.

Tanmmm 2.10: (a,),ey bir carpimsal dizi ve x, € R sabit bir nokta olsun. Bu

durumda terimleri a, **)"  ye esit olan degisken terimli
ﬂ an (x_xO)n
n=0

carpimsal seriye bir ¢arpimsal kuvvet serisi denir (Yalgin, 2021).
Tamm 2.11: f:(a,b) » R,,, bir geometrik fonksiyon, x, € (a,b) < R olsun.
Eger f(x) geometrik fonksiyonuna x,’ i en az bir N(x,) < (a, b) komsulugundaki tim

noktalar i¢in (x € N(xy)) yakinsayan asagidaki gibi bir c¢arpimsal kuvvet serisi

1) = | [@® 0", (@n € Rexp)
n=0

varsa f(x) geometrik fonksiyonuna x, noktasinda geometrik analitiktir denir (Yalg¢in,
2021).



3. BIR GEOMETRIK FONKSIYONUN BiR NOKTADA GEOMETRIK
TUREVLERININ KLASIK TUREVLER iLE iFADESI

Bu boliimde bir geometrik fonksiyonun bir noktada geometrik tiirevlerinin klasik
tirevler ile ifadesi verilecektir. Bunun ig¢in dogal logaritmanin yiikksek mertebeden

tirevleri kullanilacaktir.

Onerme 3.1: Dogal logaritmanin yiiksek mertebeden tiirevleri

dk (—1)k1(k — 1)!
ﬁln(x) =

" , k=12

formiilii ile hesaplanir.

Ispat:k = 1 i¢in

In(x) = -
dx B Y X
esitlik gegerlidir.
k = nigin
dn (D" (n—1)!
i

gecerli oldugunu kabul edelim.

k = n + 1 i¢in esitligin gegerli oldugunu gosterelim.

dntt d d" d [(-D)"1(n-1)!
In(x) =——-—In(x) = —
dxn+1 dx dx™ dx x"
m d n—1 -n n—1 —(n+1)
G = (D" (= DI = (CD = D (—n)x
dntt (=1)"n!
) =

Boylelikle matematiksel tiimevarimla ispat biter.



3.1. Geometrik Tiirevlerin Klasik Tiirevler ile Ardisik Olarak Hesaplanmasi
Tamm 3.1:f geometrik analitik bir geometrik fonksiyon ve m € N olsun. Ustel

reel sayilardan reel sayilara Rp,: R.,, = R fonksiyonu

fo [ () M)
f@® f&

Rm(x) =

ile tanimlansin.

Onerme 3.2: f geometrik analitik bir geometrik fonksiyon olsun. Bu durumda

asagidaki esitlik gecerlidir.

iRm(x) = (Rm+1 — R - R ().

dx

iSpat:

< r (x) = d (M ) f@) - ™) - )
dx ™77 dx\ f(x) ) F200)

_ Y@ M@ @)

f(x) fGx) fx)
= (Rm+1 — Rm - Ry (20).

Onerme 3.3: f geometrik analitik bir geometrik fonksiyon olsun. Bu durumda bu
geometrik fonksiyonun logaritmasinin ilk birkag mertebeden tiirevleri i¢in asagidaki
esitlikler gecerlidir.

i) (Inf)'(x) = R, (),

i) (In )" (x) = (R, — RP (),
iii) (In )" (x) = (R3 — 3R,Ry + 2R7) (%),

iv) (In )@ (x) = (R, — 4R3R; — 3R% + 12R,R? — 6RH)(x),



V) (In /) (x) = (Rs — 5R4R; — 10R3R, + 20R3R? + 30R3R, — 60R,R3 +

24R?)(x).
ispat:
i)
ooy f1)
(Inf)'(x) = o R1(x).
i)
17 _ d l; _ d
(Inf)"(x) = [ f)' ()] = =Ry (®)
(nf)"(x) = (R, — RD).
iii)
d d
(Inf)"(x) = T [(n f)"(x)] = T (R; — RH)(x)
= (Rz — 2R1R1) (x)
= [(Rs — R2Ry) — 2R, (R; — R%)](x)
(In f)""(x) = (R3 — 3R3R; + 2R7) (x).
iv)
4) d " d 3
(In D) = —[Un )" ()] = 7 (Rs = 3R,Ry + 2RD )
= (R — 3R,R; — 3R,R; + 6R2R})(x)
= [(R4 —R5 - Ry) —3(R3 — RyR1)R; — 3R,(R; — Rf)
+ 6R{ (R, — RP)](x)
(In )@ (x) = (R, — 4R3R; — 3R% + 12R,R? — 6RH) (x).
v)

d
(InHB(x) = Ix [an H® ()]
d 2 2 4
= a (R4 — 4‘R3R1 - 3R2 + 12R2R1 - 6R1)(x)
= [R} — 4R3R, — 4R3R] — 6R,R} + 12R,R? + 24R,R R}
3 1 2 211 1
— 24R{R1](x)



= [(Rs — Ry R1) - 4(R4 —Rs- R1)R1 - 4Rs(Rz - Rf)
— 6R,(R3 — R, - Ry) + 12(R3 — R, - R{)R? + 24R,R, (R, — R?)
— 24R7 (R, — RD]I (%)
(In )® (x) = (Rs — 5R4R; — 10R3R, + 20R3R? + 30R2R, — 60R,R3
+ 24R3)(x).

Teorem 3.1: f geometrik analitik bir geometrik fonksiyon olsun. Bu durumda bu
geometrik fonksiyonun x = x, noktasinda ilk birka¢ mertebeden geometrik tiirevleri ayni

noktadaki klasik tiirevleri ile asagidaki gibi hesaplanabilir.

5o ' (x0)
) £ (xo) = exp (£},

L JCORRILEDE
1) £ (x0) = eXp{f(xog - [fz(;o} }

o W, f1"00) o £ o) (xo) [f'(xo)]g}
) f (xO)_eXp{f(xO) 3 Ftm T2 o )
2 2

N px(4) . fP) o) (x0) o [F (o) el )]
V) f (o) eXp{f(xo) Y e S R TR A

[f'(xo)]4}

F4(xo) ’

2
*(5) — f(s)(xo)_ f(4)(x0)f'(xo)_ f!" o) f! (x0) ! xo)[f' (x0)]

V) ST (o) eXp{f(xo) raw 0 pan T Gy T

30

[P @’ ) o £l )] [’ o))
£3(x0) 60 F4(x0) ks f3(xo) |-

ispat:

i) Onerme 3.3 (i) deki esitligin her iki tarafinin e tabaninda iissii alinirsa

(Inf)'(x) = Ry(x)

enN'® = exp{R, (x)}
f ’(x)}

f(x)

frx) = eXp{

yazilir. Burada x = x, alinirsa

f’(xo)}

f*(xO) = exp{f(xo)

10



istenilen esitlik elde edilir.
Diger maddelerin ispat1 da benzer sekilde yapilir.
]
Ornek 3.1: f, geometrik analitik olan geometrik fonksiyonu igin f(1) = 2,
f'(1) =3, f"(1) =1,f""(1) = —1 olarak veriliyor. Buna gore f***(1) =?

Coziim:

+ 2

7 A A) [f’(l)]3}
f f2() 2

= exp{

~ 1 31-3+233
B I 22 23

- { 1 9+27}
= exp > 2

4
f***(l) — 94.

3.2. Geometrik Tiirevlerin Faa di Bruno Formiilii Yardimyla Klasik Tiirevler
ile Hesaplanmasi
Tanmm 3.2: k,n €N ve 0 <k <n olsun. I,, indeks kiimesi asagidaki gibi

tanimlansin.

e = {1t = (U1, gy oo fnoiesr) € NPTRFL SHHD 0 — o SR ) = n}

Ornek 3.2: I, , indeks kiimesi asagidaki gibi hesaplanr.

n = 4,k = 2 oldugundan indeks kiimemizin elemanlart n — k + 1 = 3 boyutlu
p = (pq, 4y, u3) vektorlerinden olusur. I,, indeks kiimesine ait her bir vektoriin
bilesenler toplam1 k = 2’ye esit ve bilesenler ile siralarinin ¢arpimlariin toplami n =

4’e esit olmalidir.

pr+py +pz =2 Ty + 2u; +3pu3 = 4 t= (p1, Mz P3)
1+40+1=2 1-14+2:-04+3-1=4 ©=(1,0,1)
04+2+0=2 1-0+2:243-0=4 1= (0,2,0)

Boylelikle I, , = {(1,0,1), (0,2,0)} olarak bulunur.

Ornek 3.3: Asagida bazi I, indeks kiimesi ornekleri verilmistir.

11



ILiy={u=@W)EN|p; =1, 1- g =1} ={(D}

i)
Ly ={u=(u,p2) € N?|py +pp =1, 1py + 2p, = 2} = {(0,1)},
Ly ={u=(u) €ENlp; =2, 1-pu; =2} ={(2)}
iii)
13,1 ={u = (uy,p, u3) € Ngllh +up, +pus =1, 1ug + 2u, + 3u3 = 3},
13,1 = {(0.0,1)},
Lo ={u=(u,u;) € N2y + pp =2, 1ug +2p, =3} ={(1,1)},
13,3 ={u=(u)€EN|y =3 1y =3}={3)}
iv)

I, ={(0,0,0,1)},

I, = 1(1,0,1),(0,2,0)},
Lz ={(2,1)},

Lya = (D)}

Onerme 3.4: I, indeks kiimeleri i¢in asagidaki dzellikler verilebilir.
) I = ()},
i)n>2iginl,,— 1 ={(n—21)},
i) Iy = {(11, 2, s Mn—1, ) = (0,0,...0,1)}.
ispat:
i) Inn ={1= () ENlpy =n, 1.y =n} ={(n)}

i) n = 2 icin

Iyn-1={u = (u, 112) € N?|uy + g, =n—1, 1y +2p, = n}

( pptp, = n—-1

lpyg+2u, = n }:>,ul=n—2,y2=1)

In,n—l ={(n—-21)}.

i)
Ini={u=(ui bz opin) EN| X7y =1, B0 j - p; = n}

12



Pt Uy + et Uy 1} o B ~ )
(1u1+2M2+"'+nun = n ﬁnul_HZ_ _.un—l_o;#n—].

In,l = {([11, Uzy oy Un—1, :un) = (0,0, 011)}

Tanmm 3.3: kkneN ve 0<k<n olsun. x = (xq,x3, ..., Xp_gs1) V& U=

(,U1; L YRRy Aun—k+1) 1(;11’1

s Y ][]
el j=1 %

polinomu Bell polinomu olarak adlandirilir.

Ornek 3.4: Asagida Bell polinomlari igin birkag 6rnek vardir.

i)
4
1 x]' Hj
B4,1(x1;x2;x3,9€4) = 4! z 1_[ _'(_')
UElL; j=1 LA
= 1 /xi\%i
= 4] ]
41 _[ W(] ) l
#=(0,0,01) j=1
1 /x4
T 11 (4!)
B4-,1(x11 X2,X3, X4,) = Xy,
i)
B42(X1JX2,X3) = 4! Z 1_[[ ]
KELL o
3 1 u
Xi\Mi
= 4! 1>
z 1_[ M]l(] l
©=(1,0,1),(0,2,0) j=1
xl 1 1 x3 1 1 x2
[1! 1! ( l) +2|(2|)]
34,2(x1Jx2; xg) = 4’x1X3 + 3x2,
iii)

13



2 . 1 X\ Hj
By 3(xq,x5) = 4!11;3 D ;! (]]) l
211 i
MZDL £ (]]) l
~ a3 3]

By (x1,%) = 6951 X2,

Bya(xy) = 4! z 1—[ %'C_]')”f

UEly, J=1

. Ui
WSty g1 N

- [z@) ]

Bya(xq) = Xy,

Asagidaki 6nermede, bir geometrik fonksiyonun logaritmasinin yiiksek mertebeden
tirevlerinin hesabi, bu fonksiyonun tiirevleri bilindiginde Faa di Bruno formiilii
yardimiyla verilecektir. Faa di Bruno formiili, bileske fonksiyonun yliksek mertebeden
tiirevlerini hesaplamak i¢in kullanilir ve su sekilde ifade edilebilir: g, f ve go f, n.

mertebeye kadar tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in

n—k+1

n! f(”(x) Y
goe x) = g
6= 3 s 0o | |

=1 u€lyk

esitligi gecerlidir. Burada p = (uq, U, o) Un—k+1)-
Onerme 3.5: f geometrik analitik bir geometrik fonksiyon olsun. Bu durumda bu

geometrik fonksiyonun logaritmasinin yiiksek mertebeden tiirevleri n>1 ve
Pr-k+1(X) = (Ry(x), Ry (%), ., Ry—per1(x) ), 1 < k < migin

(o HME) = Y [(~D¥(k = D! By (pn-iesr (0)]
k=1

14



esitligi gecerlidir.

Ispat: Faa di Bruno formiilinden pu = (uq, tp, ...\ hn-r+1) igin asagidaki esitlik

yazilabilir.

(ln°f)(")(x)—z D ()

=1u€lyg

n—k+1

Tilee)

j=1

Bu esitlikten

_1)k-1(p —
““°f>°“<x>‘2 Y A e o

=1 p€ly g it (f(x))
Tl
=1
oldugu goriilir. Burada = (U1, Uz, oo P—i+1) € Ing
kiimesine ait oldugundan
n—-k+1
k=p +pp+ -+ Uy g1, Z uj =k
j=1

esittir. Bu sayede

n—k+1

(F@)* = @y = [ (re)”
j=1

elde edilir. Bu esitlik kullanilarak

15
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! ( DE1(k — 1!
(Ine £ (x) = - -
n f X ;#El 3 { ,Ll l H‘n k+1(f(x))”]

n—k+1

H [(f%))”f”

yazilir. Burada bazi diizenlemeler ile

n

(neHWG) = ) {(—Dk-l(k - 1!

k=1

[z (T B )

{(—1)"1(k - !

M:

&
1l
Juy

—k+1
J

| lz <nn Li ) )H)”

n n—k+1 () Uj
Sfeomen |3 (W)
k=1 HEIn K
n [ n—k+1lr ) Wj
:Z{(—nk—l(k—n! Z (m H ff(g) D]}
k=1 | UEIL i j=1 L
[ n—k+1 _
] R (x) “f )B
=) { (=D 1k - 1)! n!
{ _Il;n,k < H 4!

& &
) uM: uM:
[N [y

{(=DF1(k — DBk (Ry (%), Ry (%), ..., Rp—g41 (%) )}

(o HME) = Y [(~DF(k = D! By (pn-sesr (9)]
k=1

elde edilir. Boylelikle ispat biter.

16



Teorem 3.2: f(x) geometrik analitik bir geometrik fonksiyon olsun. Bu durumda
bu geometrik fonksiyonun x = x, noktasinda ilk birka¢ mertebeden geometrik tiirevleri
Faa di Bruno formiilii yardimiyla ayni noktadaki klasik tiirevleri ile asagidaki gibi

hesaplanabilir.

fr®(xo) = exp {Z[(—l)k—l(k = D! B e(Pn-rer1 (60))]

k=1

Buradan = 1ve p_i+1(x) = (R1(x),Ry(x), .., Rp_j41(x) ), 1 <k <n ile tamimh
vektor degerli fonksiyondur.

Ispat:

Onerme  3.5°deki  esitligin  her iki tarafinn e tabaninda iissii

alinirsa

(e HME) = > [(~DF(k = D! Bui(pn-ies (9)]
k=1

eneN™ ) = exp {z[(_l)k‘l(k — D!Bpi(pn-k+1(0)]

k=1

f1® () = exp {Z[(—nk-%k = D! B Pk ()]

k=1

yazilir. Burada x = x4 alinirsa

£ ™ (x,) = exp {Z[(—l)k_l(k - 1! Bn,k(pn—k+1(x0))]

k=1

istenilen esitlik elde edilir.
Ornek 3.5: f, geometrik analitik olan geometrik fonksiyonu igin f(0) = 1,
f'(0)=2,f"(0)=0, f"(0) =3, f%(0) = 4 veriliyor. Buna gére f*®(0) =?

Coziim:

f®0) = exp {Z[(—l)k-l(k = D! Bage(pa-rer1 (0))]

k=1

17



f*(4)(0) = eXp{B4’1(p4(O)) - B4,2(P3 (0)) +2!By3 (Pz(o)) — 3! 34,4(91(0))}
= exp{(R, — 4R R; — 3R5 + 12R?R, — 6R{)(0)}

IR ORIV OV ORI OV SO
A WIO) £2(0) £2(0) £3(0)
e [f’(O)]“}
£4(0)

=exp{f4d—4-6—6-16}
@) =e77°,

18



4. GEOMETRIK BAG ARA DEGER BULMA YONTEMIi

Birbirlerine belirli siireklilik kosullari ile bagl alt araliklarda geometrik polinom
parcalarindan olusan pargali geometrik fonksiyonlar geometrik bag (spline)
fonksiyonlaridir. Asagida bu fonksiyonlarin tanimi verilmistir.

Tanmm 4.1: n >3 igin (x; < x, < -+ < x,) olacak sekilde x,..,x, ayrk

interpolasyon noktalarina diigiim noktalari denir. Bu diiglim noktalar1

T = [xi,xi+1),i = 1,2, e, = 2,

Tpno1 = [Xn_1, %]
alt arahiklar1 tanimlanirsa [xq, x,,] araligini
[, X, ] =T, UT, U U T4

biciminde n — 1 adet alt araliga boler.
Tamim 4.2: En az ii¢ (x; < x, < - < x,,) diigiim noktasina sahip m. dereceden

bir B: [x1, x,] = Reyp
B(x) =Bij(x),x€rt,i=1,..,n

geometrik fonksiyonu asagidaki kosullart saglar ise geometrik bag fonksiyonu olarak
adlandirilir:

1) Her 7; alt araliginda B;(x) geometrik polinomunun derecesi < m dir,

ii) B, (xq,xy) araliginda (m — 1). mertebeden geometrik siirekli tiireve sahip, pargal

stirekli bir geometrik fonksiyondur, bu sebeple i¢ diigiim noktalarinda

B'P(xi11) = B/ (xi41),  i=1,..,n—-2, j=01,..,m—1
esitlikleri gegerlidir.

Teorem 4.1: Eger F: (a,b) = R,,,, m. mertebeden siirekli geometrik tiireve sahip
bir geometrik fonksiyon ise f: (a,b) = R, f(x) = (Ino F)(x), m. mertebeden siirekli
tiireve sahip klasik bir fonksiyondur.

Ispat: Oncelikle asagidaki esitligin oldugunu not edelim:



f(x) = (Ine F)™(x) = (In o F*™)(x).

Keyfi x = ¢ € (a, b) noktasinda F*™ geometrik tiirevi siirekli olsun. Keyfi bir

€ > 0secelim. E =ef* > 1iginx € (c —6,c+ &) iken

F*m ()

F*m(x) e
(x) =

JE - F*(m) (¢)

olacak sekilde 36 >0 vardir. Buradan segilen ¢ >0 ve x € (c—6,c+06)

icin

*(m)
(Ine F)Go) € (‘“ <FT()> in(E-F) )

(Ino F*™)(x) € ((1n o F*M)(¢) — In(E), (Ino F*™)(c) + ln(E))
F™0) e (F™(c) — & FM™(c) + &)

oldugu goriiliir. ¢ € (a, b) keyfi segildiginden f(x) = (In o F)(x) fonksiyonunun (a, b)
araliginda m. mertebeden siirekli tiireve sahip klasik bir fonksiyon oldugu ispatlanir.

Teorem 4.2: Eger f: (a,b) = R, m. mertebeden siirekli klasik tiireve sahip bir
klasik fonksiyon ise F:(a,b) = Reyp, F(x) = (exp e f)(x), m. mertebeden siirekli
geometrik tlireve sahip geometrik bir fonksiyondur.

Ispat: Bir 6nceki teoreme benzer sekilde ispat yapilir.

Teorem 4.3: Eger B(x), m. derece geometrik bag fonksiyonu
ise b(x) = (In o B)(x) m. derece klasik bag fonksiyonudur.

Ispat:

B(x), geometrik fonksiyonu x, ..., x, digiim noktalarina sahip asagidaki gibi

verilen m. dereceden bir keyfi geometrik bag fonksiyonu olsun:
m
B(x) = B;(x) = exp Zaij(x -x)|, xer, i=1,..,n—1.
j=0

b:[x1,x,] = Rve b;: ; = R klasik fonksiyonlarini
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b(x) = (In° B)(x),x € [xq,%n],
bj(x)=(neB)x),x€T1,i=1,..,n—1

olarak tanimlayalim Bu durumda

i)
m

b(x) = b;(x) = Zaij(x -x) ,x€er, i=1,..,n—1
7=0

esit oldugu goriiliir. Yani her 7; alt araliginda b; (x) polinomunun derecesi < m dir.

i) B, (xo, x,) araliginda (m — 1). mertebeden geometrik siirekli tiirevlere sahip bir
geometrik fonksiyondur. Teorem 4.1’den b =Ino B, (xy, x,) araliginda (m — 1).
mertebeden siirekli tiirevlere sahip bir klasik fonksiyon oldugu goriiliir. Ayrica i =

1,..,n—2vej=0,1,..,m—1igin

Bi*(j) (xi+1) = B;ﬂ) (xi+1)
In [Bi*(j) (xi+1)] =In [Bi*ﬂ) (xi+1)]
(ln ¥ Bi*(j))(le) = (ln p Bi*g))(xiﬂ)

(Ino Bi)(j) (xi+1) = (Ino Bi+1)(j) (Xi41)

yazilabilir ve boylelikle i = 1,...,n—2vej =0,1,... ,m — ligin

bi(j) (Xi41) = bi(.{.)1(xi+1)
esitlikleri gecerlidir.
(i) ve (ii) den b(x) fonksiyonunun [x,, x,,] araliginda tanimli m. derece bir klasik

bag fonksiyonu oldugu ispatlanmis olur.

4.1. Sifirinci1 Derece Geometrik Bag Ara Degerleme
{(x1,v1), (x2,¥2), oo, (xn, Y ) } Veri kiimesi igin sifirinct derece geometrik bag ara
degerleme

B(x)=B;(x)=y;, x€t1;, i=1,..,n—1

21



bi¢iminde tanimlanir.

4.2. Dogrusal Geometrik Bag Ara Degerleme
{(x1,v1), (x2,¥2), e, (X, Vo) } veri kiimesi i¢in 1. derece geometrik bag ara

degerleme

X—X;

Xi+1—Xi .
) , X€T;, i=1,..,.n—1

Yi+1

i

BGO) = B0 =y

bi¢imindedir. Bu fonksiyonunun grafiginde ardisik iki nokta bir iistel fonksiyon ile

baglanir. B(x), fonksiyonu asagidaki gibi de verilebilir.

B(O) = Bi(x) = y; - m ™

;L xer, i=1.,n-1,

1

Yi+1\Xig1—%i .

miz( R — 14 — 1.
Vi

Ornek 4.1: {(0,1),(1,2),(2,2¢e),(3,4€)} veri kiimesi igin S(x), 1. dereceden
geometrik bag fonksiyonunu olusturalim.

Coziim:

i Veri noktasi X Vi
i=1](xy,y)=(01) x; =0 y1=1
=2 (xy2)=(12) |x=1 Y2 =2
i =3 (x3y3) =(22e) |x3=2 y3 = 2e

i=4|(xys) =3B4e) |x,=3 |y,=4e

Oncelikle m; degerlerini hesaplayalim.
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Bu degerleri kullanarak S(x)’i bulalim.

Bi(x) =y, -m]{ ", x €[0,1), 2% x €[0,1),

X=Xy

S)=4B,(x) =y, -m; %, x€[1,2), =421, x€[12),

By(x) =y, -mi ™, xe[23] (2e-2%7?% x€[23]

Boylelikle
2%, x €[0,1),

2
S(x) = ;ex, x € [1,2),
gzx, x € [2,3],

olarak bulunur.

A }(13,'4.9)
rd
10 i
/
/
5 (2,26
I 4
/15(x)
112
-”’l"
Aiig L
Oy 2 3 4

Sekil 1. Birinci dereceden geometrik bag fonksiyonunun grafigi

4.3. Kiibik Geometrik Bag Ara Degerleme
{(x1,v1), (x2,¥2), oo, (X, Vo) } veri kiimesi i¢in B, B* ve B** (x4, X,) araliginda

geometrik siirekli olacak sekilde bir B(x);

3

B(x) = B;(x) = exp Zaij(x -x)|, xer, i=1,..,n—1,
7=0

B(x;) =y;
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fonksiyonu aranir. Burada B; (x)’ler kiibik geometrik polinomlardir.
Burada n tane diigiim noktasi, n — 1 adet alt aralik vardir. Her bir 7; alt araliginda
hesaplanmas gereken 4 tane (a;j,j = 0,1,2,3) katsay1 oldugu i¢in 4(n — 1) = 4n — 4
adet bilinmeyen vardir. Bunlar1 hesaplamak i¢in 4n — 4 adet kosul yazilmas1 gerekir:

i) I¢ diigiim noktalarinda birbirine komsu polinom pargalarinin degerleri birbirine

esit olmak zorundadir. Bu 2(n — 2) = 2n — 4 kosul asagidaki sekilde ifade edilebilir.

Bi(xi11) = ¥iy1, i=12,..,n—-2,
Bit1(Xit1) = Yiy1, 1=12,..,n— 2,

ii) Ik ve son polinom parcalar1 u¢ noktalardan gegmek zorundadir. Bu iki kosul

Verir.

Bi(x1) = y1,
Bn—l(xn) = Yn-

iii) i¢ diigiim noktalarinda birinci geometrik tiirevler birbirine esit olmak

zorundadir. Bu n — 2 tane kosul verir.

B/ (xi41) = Bi41(xi41), i=12,...,n—2.

iv) I¢ diigiim noktalarinda ikinci geometrik tiirevler birbirine esit olmak zorundadur.

Buradan da n — 2 tane kosul yazilir.

B:*(xl'Fl) = Blik-:l(xii-l)l [ = 1121 e, 2.

v) Toplam 4n — 6 kosul yazildi. Bag fonksiyonunun tek tiirlii belirlenebilmesi i¢in

iki kosul daha eklenir.

4.3.1. Dogal Kiibik Geometrik Bag Ara Degerleme
Bu ara degerlemede kiibik geometrik bag ara degerleme i¢in gereken ek iki kosul,

ilk ve son diiglim noktalarinda ikinci geometrik tilirevler bire esit olarak verilir:

B**(xl) = 1)
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B**(x,) = 1.

Teorem 4.4: {(xq,v1), (x2,¥2), ., (X, ¥o)} veri kiimesi i¢in dogal kiibik
geometrik bag ara degerleme ile bulunan geometrik bag fonksiyonu tek tiirli belirlidir.
Ispat: Bu ispat yapilirken Mathews ve Fink’in yazdiklar1 kitabn 5.3
boliimiinden yararlanilmistir (Mathews ve Fink,1999). B,B* ve B** geometrik

surekli olan ve

3

B(x) = B;(x) = exp Zaij(x -x)|, xer, i=1,..,n—-1),
=0

B(xi) =Y

B**(xl) = 11

B**(xn) =1

bigiminde olan bir B: [xy, x,] = R4, geometrik bag fonksiyonu alalim.

Simdi b: [x4, x,,] = R klasik fonksiyonu b(x) = (In o B)(x) olarak tanimlayalim.
Ayricab;:t; > R,(i=1,..,n—1)

3

bi(x)=(anBi)(x)=Zaij(x—xi)j, xer, i=1,..,n—1).

j=0
seklinde tanimlanan klasik polinomlar1 igin
b(x) = b;(x), xer,i=1,..,n—1)

esitligi vardir.

Teorem 4.3’den dolay1

3

b(x) = b;(x) = Zaij(x —x),(x€1;, i=1,.,n—1),

j=0

[b(x) = b;(x) = a;3(x — x;)% + @i (x — %) + a1 (x — x;) + ayo]
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klasik bir 3. dereceden bag fonksiyonudur.

b(x), 3. derece klasik bag fonksiyonu oldugundan b"' (x), [x4, x,,] araliginda bir
dogrusal bag fonksiyonudur. Dogrusal Lagrange formiilii ile
X — X

X — X;
b (x) = b" (x;) ——% + b" (x141)
Xi — Xi+1 Xiv1 — X

yazilabilir. M; = b"' (x;), (i = 1, ..., n) olarak tanimlayalim.

X Xi
— 1 (xet1,i=1,..,n—1).

X — X;
" i+1
b;"(x) = M\j —————+ M;,,

i — Xi+1 i+1 — Xj

Iki kere integral alirsak

. X — X; X — X;
fbi (x)dx =f(Mix—l+1+Ml-+1—l> dx
i

i — Xi+1 Xit1 — X
M; (x = x341)*  Mipq (x — x;)?

bi(x) = — + +¢;
2 2 X;— Xy 2 Xp—x
, M; (x — x;41)% M1 (x — x;)?
]bi (x)dx =f _l( i+1) + i+1 ( i) +ey | dx
2 X — X4 2 Xip1—xp 7
M; (x — x;41)° My, (x — x;)3
bl(x) — <_1( l+1) + i+1 ( 1) ) + Ci_lx + Ci_z
6 Xi— X1 6 Xip1—X;

esitligi elde edilir. Burada c; ; Ve c; , integral sabitleridir. Simdi

CinXi + Cio .
pi = —,(l = 1,...,Tl— 1),
Xi+1 — X
Ci1Xit1 +Ciz .
q=——""""=,(i=1,..,n—-1)

Xiv1 — X

olarak tanimlanirsa

Ci1X + Cip = pilxipr — x) + qi(x — x;)

esit oldugu goriiliir. Ayrica h; = x;,1 — x; denirse
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M; M;
bi(x) = — (x40 — %)% + l—+1(x — %) +pi(xi1 — %) + ¢ (x — x;)
6h; 6h;

yazilabilir. b; (x;) = y; esitliginden

Mi 3 Mi+1 3
Yi = %(le —x)° + oh. (e = x;)7 + pi(Xiq — %) + qi(x; — x;)
l L
M; .
Vi = g-hi +pih
l
Vi = ?lhlz + pihi,
- M;h?
i 6
pi =
12 hl
oY Mih

elde edilir. Ayrica b;(x;11) = V41 esitliginden

M 3, Miyq 3
Yiv1 = g (Xi41 = Xi11)” + oh (Xir1 = %7 + Pi(Xie1 — Xi41)
2 L

+ q;(xi41 — x;)

M4
Vier = ——h? + qihy

oh;
M.
Yisr = ——=h? + q;h;,
M;, h?
Yi+1 — %
q; =
L hl
_Yie1 M;,1h;

elde edilir. Bulunan p;, q; degerlerini b; (x) fonksiyonunda yerlerine yazalim.

M; M;
b;(x) = 6—hl_(xi+1 - x)% + ﬁ(x — %)% + (X1 — X) + q;(x — x;)
l l
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M, M, v, M
bi(0) = 2 Grin = 0 + =22 (e =)+ (2= =) (i — )
L

6h; 6h;
Yit1 Mipihy
ety
Oncelikle
M; Miyy Yi  Mihi | Yier  Migahy
bI(x) = — —- (xiee — x)2 + —x)2 -2
, M; M; Yier —YVi  h; h;

bi(x) = = 55 Gais =% + Z;jil G = 0”4 === g M = My

Yi+1~ Vi

i

oldugunu not edelim ve d; = olarak tanimlayalim. b; (x) ve b;,,(x)

, M; M; 4 h; h;
bi(x) = = iy = 0%+ — = (0 = x)? + i+ My = My,
l l
, M; 4 M;,, h;
bi+1(x)=—T:1(xi+2—x)2 ZhLerl (x —x;41)* + diyq + lglMiﬂ
l l
i1
_%Mi+2

olarak hesaplanir.

Bu asamada diigiim noktalarinda birinci mertebeden geometrik tiirevlerin
geometrik siireklilik sartt (b](x;41) = bj,1(x;41)) kullanilarak M; katsayilari igin fark

denklemleri yazilacaktir. Ik olarak b;(x;,,) ifadesini hesaplayalim:

/ M 2 Ml+1 h-
bi(xi41) = Zh 5 (i1 — Xi41)° + 2h; —— (Xi41 — 1) +d; +— 6 M 6 Ml+1
, 2 h; h;
b; (xi41) = 2h My +di+— 6 M 6 M1+1

, h; h;
b (xi41) = d; + 7 Mit+ 5 M.

Ikinci olarak b;, ; (x;,,) ifadesini hesaplayalim:
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' M; 4 M, hiy1

bi 1 (xit1) = — ZhLi_,_l (Xi42 — xi+1)2 + Zhll-_,_l (X1 — xi+1)2 +diy t lTMiH
hitq
- lTMHZ

/ h? 1 hiyq hitq
biy1(xi41) = —#;11‘4”1 +diyr + lTMHl - lTMHZ

, hiss hiss
bi+1(xi+1) =diy — lTMi+1 - lTMHz-

!

Ugiincii olarak buldugumuz bu iki ifadenin esitligini b/ (x; 1) = b;,;(x;+1) kullanalim.

b{(xi+1) = bi’+1(xi+1)

h; h; hitq Riyq
d; + ZlMi + ELML'+1 =dis1 _%MHI _%MHZ
h; h; + hj;q hisq
glMi +—— 3 = Mg + —l6+ My, = diy1 — d;

ve boylece i = 1, ...,n — 2 i¢in asagidaki fark denklemleri elde edilir:

hiM; + 2(h; + hiy1)Miyq + hip My, = 6(diq — dy).

Ayrica B**(x;) = 1, B*™(x,) = 1 esitliklerinden

B™(x) =1

(Ine B*)(x,) = In(1)
(IneB)"(x,) =0
b"(x;) =0
M; =0

ve benzer sekilde

B (xy) =1

(Ine B*)(x,) = In(1)
(IneB)"(x,) =0
b"(x,) =0
M, =0
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olarak bulunur. Diger taraftani =1, ...,n — 2

hiM; + 2(h; + hiy1)Miyq + hip My, = 6(dipq — d;)

fark denklemleri M,, My, ..., M,,_; bilinmeyenleri i¢in asagidaki matris denklemi olarak

yazilabilir:
1 0 0 0 0 0 1
h, 2(hy + hy) h, 0 0 0 M;
0 h, 2(hy + hg) hsg 0 0 M,
0 0 . . : :
: : 0 M;,_4
0 0 0 h,p 2(hy,_,+h,_1) h,_{|L My |
L0 0 0 0 0 1 -

l6(dn—1 - dn—Z)
0

Bu matris denkleminin katsayilar matrisi tam anlamiyla koésegen baskin matris

oldugundan ¢6ziimii var ve tektir. M;’ler bulunduktan sonra
bi(x) = ais(x — %)% + app(x —x)* + a; (x — x) + ay

polinomunun a;;,j =0,...,3 Kkatsayilar1 asagidaki dort maddede oldugu bi¢imde

hesaplanir.

1) a;o = In(y;) esitligi vardir, ¢linkii

Bi(x;) = y;
(Ine By)(x;) = In(y;)
bi(x;) = In(y;)
a3 (x; = x)° + ap(x; — x)% + a; (6 — x;) + ayo = In(y;)

ao = In(yy).
.. h; h; Cqee . .
ia;, =d; — ;Ml- - ZMiH esitligi vardir, ¢linkii
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, M; s Mg ) h; h;
bi(x) = _Z_hi(xi+1 —x) +2_hi(x —x)" +di+ M= My

, M, M, he o h
bi(x;) = —2—};(xi+1 —x)*+ 21}:1 (o —x)? +di + glMi - ELMHl
L 2
, by h R
bi(x;) = _?lMi +d; + ELML' - ELMHl
h; h;
bi(x;)) = d; — ?lMi - ELMHl

ve

bi(x) = 3a;3(x — x;)* + 2a;,(x — x;) + ap
b (x;) = 3a;3(x; — x;)* + 2a;,(x; — x;) + an

bi(x;) = ai
oldugundan

i h;
G =d— 5 M -+

Miyq.

i) a;, = %Mi esitligi vardir, ¢iinkii

b"(x;) = M;
b (x;) = M;

ve
b{'(x) = 6a;3(x — x;) + 2a;;

b{'(x;) = 6a;3(x; — x;) + 2a;;
b{'(x;) = 2a;,

oldugundan
Zaiz = Mi
1
A, = EML
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V) a;3 = 6%1- (M; ., — M;) esitligi vardir, ¢iinkii

X — X; X — X;
" i+1 2
bi" (x) = Mj—————+ M;;4
Xi — Xi41 Xiv1 — X
— Xi+1 X — X

X
b () = —M =y, T2
l L hl +1 hI

n 1 1
b" (x) = _EMi +EMI:+1
L l

1
b{" (x) = — (M4, — M;)

h;
nr 1
b;" (x;) = F(Mi+1 - M)
l
ve
b;" (x) = 6a;3
b;" (x;) = 6a;3
oldugundan

1
6a;; = E(Mi+1 - M;)
l

1
a3 = J(Miﬂ - M;).
l

Son olarak bulunan a;; (i = 1,...,n — 1,j = 0,1,2,3) katsayilar1

3
B(x) = B;(x) = exp [Z a;j(x — x) |, (xer, i=1,..,.n—1)
=0

yerine yazilir.

4.4. Kiibik Geometrik Bag Ara Degerlemenin Bir Uygulamasi
Bu uygulamada kiibik geometrik bag ara degerleme i¢in gereken ek iki

kosul v4, v, € Rigin
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B’(xl) = vl,
B"(x1) = v,

biciminde alinacaktir. Bu ara deger problemi icin Oncelikle bununla ilgili baslangic
noktasinda kendisi ve ilk 2 mertebeden geometrik tiireviyle ilgili sartlar1 igeren bir kiibik
geometrik polinomun bulunmasi probleminin ¢6ziimi incelenecektir.

Teorem 4.5: a,f € R ve a # f olsun. ay, a4, a,, a; bilinmeyen reel sabitleri ile

tammlanan P: [a, f] = Ry,
P(x) = exp{az;(x —a)® + a,(x — a)? + a;(x — a) + a,}

kiibik geometrik polinomu i¢in yq,y,, I3, 15 € Reyy, Verilen iistel reel sabitler olmak

uzere

P(a) =y, P(B) = ya,
P*(a) = I,
P (a) = I,

sartlar1 ele alinsin. Buna gore P(x) geometrik polinomu

(a0 =In(y,),
a; = ln(l—i),

1
) a, = Eln([‘Z)‘

a3=

—;ln(l")—;ln(l“)+;ln<&)
\ 2-a) 7Y (B-a? TV (B-a)® \n

katsayilar ile mevcut ve tek tiirlii belirlidir.

Ispat:
P(x) =exp{as(x —a)® + a,(x —a)? + a;(x — a) + a,}

kiibik geometrik polinomunda verilen sartlar kullanilarak katsayilar tek tiirlii olarak

asagidaki gibi bulunur:

33



i)

P(a) =y,
et =y,
ao = In(yy),

i)

P*(a) =1,
exp{3a;(x — a)? + 2a,(x — @) + ag}lyx=a = 1
et =1

a; = In(y),

i)

P(a) =1,
exp{6a3 (x - (l) + 2a2}|x=a =1
ezaz — 1"2

1
a; = E ln(['Z)i

iv)

P(B) =y,

exp{az(B —a)® + a;(B—a)* + a; (B — @) + ap} = y;
az(B—a)® + a,(B—a)®* + a,(B — a) + ap = In(y,),

ve buradan

az = [—a,(f — @) — a;(f — @) + In(y;) — aol/(B — @)®

1 1 1
as = "3 % G —a)? a; + B —a)y [In(y2) — ac]
1 1 1
az = —mln(ﬁ) - mll’l([&) + m [IH(YZ) - 1n(:V1)]
1 1 Y2
= == )+ gy ()

elde edilir.
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Teorem 4.6: {(x1,y1), (x2,V2), ..., (X5, yn)} veri kiimesi igin kiibik geometrik bag

ara degerleme ile v4, v, € R verilen sabitler olmak {lizere

B'(x1) = vy,
B"(x1) = v,.

ek sartlarin1 saglayan bir B: [xq, x,] = Ry, geometrik bag fonksiyonu arandigini kabul
edelim. B(x), geometrik bag fonksiyonu mevcut ve tek tiirlii belirlidir.

Ispat: Oncelikle B;: [x;, x;] = Ry, By (x) = B(x) bigiminde tammli ve

B1(x1) = y1,B1(x2) =y,
Bi(xl) = 171;
B{I(xl) = UZ'

sartlarin1 saglayan B;(x) kiibik geometrik fonksiyonu bulalim. 3. boliimde bulunan

formiiller kullanilarak

Bi(x1)
B;(x1)

U1
Bi(x;) = ex {—}
1(X1 p v

Bi(x1) = exp{

ve

Bi"(xy) = exp {Bil(’“) (B{("l)) }

B (x1) - B (xq)
2
UV, D
Bi*(x1) = exp {—— —}
t V1 3’12

2
- ViU, =V
Bi*(x;) = exp {Tl}

1

hesaplanir. Teorem 4.5’den
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B1(x1) = ¥1,B1(x3) = ¥,,
U

Bi(x;) = ex {—},
1X1 p v

v, — v}
B;*<x1)=exp{y—1 > }

N

sartlarint saglayan B; (x) kiibik geometrik polinomu tek tiirlii olarak belirlenir.
Ikinci olarak By: [x2, %3] = Rexp, B2(x) = B(x) biciminde

tanimli ve

By (x3) = 5, B2(x3) = y3,
B3(x;) = Bi(x,),
B3 (x3) = Bi"(x3)

sartlarin1 saglayan B,(x) kiibik geometrik polinomu bir Onceki teoremden tek
tiirlii olarak belirlenir.
Bu islem ardigck olarak i=3,..,n—1 i¢in B;:[x;,Xi41] = Reyp,

B;(x) = B(x),3 < i < n — 1 bi¢iminde taniml1 ve

Bi(x;) = yi, Bi(Xi41) = Yit1,
B; (x;) = Bi_1(xy),
B (x;) = BiZ1(x)

sartlarin1 saglayan B;(x) kiibik geometrik polinomlart Teorem 4.5’den tek tiirlii

olarak belirlenir. B: [x;, x,] = Ry, geometrik bag fonksiyonunun
B(X) = Bi(X),X € [Xi,xl'+1],i = 1: Y (2 1

esitliginden varlig: ve tek tiirlii belirli olacagr agiktir.
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5. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu tez calismasinda, geometrik analizin temel tanim ve kavramlar1 verilmistir.
Daha sonra bir geometrik fonksiyonun bir noktadaki geometrik tiirevleri klasik tiirevler
ile ardisik olarak hesaplanmistir. Ayrica bir noktadaki geometrik tiirevlerin Faa di Bruno
formilii yardimiyla klasik tiirevler ile hesab1 verilmistir. Asil olarak geometrik sayisal
analiz i¢in geometrik bag ara deger bulma yontemi verilmistir. Sirasiyla, sifirinct derece
geometrik bag ara degerleme, dogrusal geometrik bag ara degerleme, kiibik geometrik
bag ara degerleme tamitilmistir. Ayrica dogal kiibik geometrik bag ara degerleme
probleminin ¢oziimiimiin var ve tek oldugu gosterilmis ve ¢oziim yontemi verilmistir.
Son olarak kiibik geometrik bag ara degerlemenin bir uygulamasi verilmistir. Bu
uygulamada verilen problemin ¢oziimiiniin var ve tek oldugu gosterilmis ve ¢6ziim

yontemi incelenmistir.
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