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OZET

Bu tez calismasi dort bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde; konunun tarihi
gecmisi hakkinda bilgi verildi. ikinci béliimde; tez konusu ile ilgili ihtiya¢ duyulacak
temel tanimlar ve teoremler ele alindi. Tez konusunun islendigi tigiincii boliim ise iki
kistmdan olusmaktadir. {1k kisimda Cesaro dizi uzaylarmm 1 < p < oo ve p = o olmak
tizere tanimlari, Newton ve Leibnitz’in iiretmis oldugu klasik analizden farkli olan
geometrik kalkiiliise aktarildi ve bu tanimlanan C esg geometrik Cesaro dizi uzaylariin
geometrik kalkiiliise gore vektor uzayi, normlu uzay, Banach uzay1 olduklart gosterildi.
Bununla birlikte Cesaro dizi uzaylarinin geometrik I dizi uzay: ile aralarindaki kapsama
iliskileri irdelendi ve baz1 gerekli 6rneklendirmelere yer verildi. ikinci kisimda Ces® (p)
genellestirilmis geometrik Cesaro dizi uzaylari tanimlandi ve bu tanimlanan
genellestirilmis geometrik Cesaro dizi uzaylarinin temel ozelliklerinin yani sira G-
modiiler, G-modiilerin 6zellikleri ve Luxemburg G-norm ile iligkisi irdelendi. Son

boliimde tez konusu ile ilgili sonug ve degerlendirmelere yer verildi.

Anahtar Kelimeler: Geometrik kalkiiliis, Geometrik Cesaro dizi uzaylari,

Genellestirilmis Geometrik Cesaro dizi uzaylari, G-modiiler, Luxemburg G-norm
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SUMMARY

This thesis consists of four chapters. In the first chapter, the information about the
historical background of the subject is given. In the second chapter, the basic definitions
and theorems related to the study are handled. The third chapter, which deals with the
thesis topic, consists of two parts. In the first part, the definitions of Cesaro sequence
spaces with 1 < p < oo and p = oo are given in the sense of geometric calculus, which
differs from the classical calculus introduced by Newton and Leibnitz, and it is shown
that Cesf geometric Cesaro sequence spaces are vector spaces, normed spaces, and
Banach spaces in the sense of geometric calculus. In addition to, the inclusion relations
between the geometric Cesaro sequence space and L5 geometric sequence spaces are
researched and some necessary examples are given. In the second part, Ces®(p)
generalized geometric Cesaro sequence spaces are defined and the basic properties of
these spaces are given. Moreover, G-modular, properties of G-modular and their
relationship with Luxemburg G-norm are examined. In the last chapter, conclusions and

evaluations related to the thesis subject are given.

Keywords: Geometric calculus, Geometric Cesaro sequence spaces, Generalized

Geometric Cesaro sequence spaces, G-modular, Luxemburg G-norm
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Dogal sayilar kiimesi

. Reel sayilar kiimesi

: Geometrik reel sayilar kiimesi

: Cesaro dizi uzay1 (1 < p < o)

: Cesaro dizi uzay1 (p = )

. Genellestirilmis Cesaro dizi uzay1

: Geometrik Cesaro dizi uzay1 (1 < p < o)
. Geometrik Cesaro dizi uzay1 (p = o)

: Genellestirilmis Geometrik Cesaro dizi uzay1
: Reel say1 dizi uzayi

: Geometrik reel say1 dizi uzay1

: Sinirlt dizi uzayi

: Lebesgue dizi uzay1 (1 < p < ©)

: Geometrik Lebesgue dizi uzay1 (1 < p < )
. Geometrik sinirl dizi uzay1

: Geometrik toplam

. Geometrik ¢ikarma

: Geometrik carpma

: Geometrik bolme

. G-toplam

: G-norm

: G-mutlak deger

: G-limit

: G-supremum

> G-infimum

. G-aritmetik ortalama

. G-geometrik ortalama
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: Biiytiktiir

: Kiigiik veya esittir
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. Bliyiik veya esittir

. Geometrik kiigiiktiir

: Geometrik biiyiiktiir

. Geometrik kiiclik veya esittir
: Geometrik biiyiik veya esittir
. Alt kiime

: Kapsar veya esit

: Elemanidir



1. GIRIS

Dizi uzaylari, ekonomiden miihendislige kadar genis uygulama alanlarina sahiptir.
Dizi uzaylari, fonksiyon uzaylarinin 6nemli bir 6rnegi olup, Banach uzaylar1 teorisinin
incelenmesinde Onemli bir rol oynar. Banach uzaylarinin topolojik ve geometrik
ozellikleri, Banach uzaylar1 teorisinin modern bir konusu haline gelmistir. Bu sebeple son
zamanlarda bazi dizi uzaylar1 ve 6zellikleri ile ilgili ¢ok sayida ¢calisma yapilmakta ve bu
calismalar piir ve uygulamali analizde arastirmalarin odak noktasi haline gelmektedir.

1 < p < o olmak lizere

( .

1
1 n P\ P
Cesp, = {x = (x¢) * Z(EEIJM) < o
k=1

n=1

)

Cesaro dizi uzaylar ilk olarak 1968’de “Programma van jaarlijkse prijsvragen (Annual
problem section)” adli ¢alismada tanimlanmustir. 1970 yilinda Shiue, “On the cesaro
sequence space” adli calismasinda bu uzaylar1 normla birlikte ilk defa tanimlamistir ve
bazi temel 6zelliklerini ele almistir (Shiue, 1970a). Leibowitz (Leibowitz, 1971), Hassard
ve Hussein (Hassard ve Hussein, 1973) tarafindan Cesaro dizi ve fonksiyon uzaylarinin
bazi temel sonuglari elde edilmistir. Bunun sonrasinda Cesaro dizi uzaylari, Banach uzay1
konusunda calisan bilim insanlar1 arasinda biiylik bir 6nem kazanmistir. Jagers,
1<p <o igin Ces, uzaymmn dualinin izometrik tanimin vermistir (Jagers, 1974).
Benzer bir sonu¢ 1976’da Ng ve Lee tarafindan p = oo durumu i¢in elde edilmistir (Ng
ve Lee, 1976). Cui, Meng ve Pluciennik tarafindan Ces, dizi uzaymmn Banach — Saks
ozelligi ve (B) ozelligine sahip oldugu gosterilmistir (Cui vd., 2000). Sanhan ve Suantai
p = (pn), her n € N igin p,, = 1 kosulunu saglayan sinirhi pozitif reel sayilarin dizisi

olmak tuzere

o n Pn
Ces(p) = {x o) (%Zm) < oo}
n=1 k=1

genellestirilmis Cesaro dizi uzaymi tanimlamistir (Sanhan ve Suantai, 2003). Suantai

genellestirilmis Cesaro dizi uzaylarinin iizerinde konveks modiiler ve Luxemburg norm



tanimlayip bunlarin arasindaki iliskiyi irdelemistir, sonraki ¢alismasinda ise bu dizi
uzayinin geometrik 6zelliklerini incelemistir (Suantai, 2003a; 2003b).

Grossman ve Katz, 1967-1970 yillar1 arasinda Newton ve Leibniz tarafindan
olusturulan klasik kalkiiliise bir alternatif olarak yeni bir kalkiiliis insa etmislerdir
(Grossman ve Katz, 1972). Klasik, geometrik, harmonik ve kuadratik kalkiiliisii igeren
kalkiiliistin bir sonsuz ailesini tanimlamiglar ve daha sonra bu ilerleme siirecinde
bigeometrik, biharmonik ve bikuadratik kalkiiliisii olusturmuslardir. Klasik kalkiiliisten
farkli olan simiflarin tiimiinii igine alan bu yapiya Newtonyen olmayan kalkiiliis adi
verilmistir. Newtonyen olmayan kalkiiliis yerine *-kalkiiliis ifadesi de kullanilmaktadir.
Klasik kalkiiliiste kullanilan tiim kavramlarin, Newtonyen olmayan kalkiiliis sinifinin her
bir liyesi i¢inde karsilig1 vardir. Newtonyen olmayan kalkiiliis fen bilimleri, miithendislik
ve matematik gibi birgok uygulama alanima sahiptir. Uzerinde ¢aligilan alanlardan bazilart
faiz oranlari; ekonomide esneklik teorisi; kanin akiskanligi; gériintii isleme ve yapay
zekayi iceren bilgisayar bilimi; biyoloji; diferansiyel denklemler; fonksiyonel analiz;
olasilik teorisi seklinde ifade edilebilir. Yapilacak ¢alismalarin, bu uygulama alanlarina
aktarimiyla giinliik hayatta karsilagilan bazi problemlere farkli bakis acisi getirilecegi
diisiiniilmektedir. Newtonyen olmayan kalkiiliisiin en 6n planda olan siniflarindan biri
geometrik kalkdiliistiir.

James R. Megginniss tarafindan yapilan ¢alismada insan davranisina ve se¢im
yapmaya uyarlanmis olasilik teorisi olusturmak i¢in Newtonyen olmayan kalkiiliis
kullanilmistir (Megginniss, 1980). Michael Grossmann tarafindan yapilan caligmada
bigeometrik kalkiiliiste Olgliden bagimsiz tiirev incelenmistir (Grossman, 1983).
Agarmirza E. Bashirov, Emine Misith ve Ali Ozyapici geometrik kalkiiliis ve
uygulamalari lizerine ¢aligmalar yapmislardir (Bashirov vd., 2008). Cengiz Tiirkmen ve
Feyzi Basar geometrik kalkiiliiste dizi uzaylar1 iizerine ¢calismistir (Tlirkmen ve Basar,
2012). Diana Andrada Filip ve Cyrille Piatecki ekonomideki neoklasik (Solow-Swan)
bliylime modelini yeniden dogrulamak ve analiz etmek icin Newtonyen olmayan
kalkdiliisii kullanmislardir. (Filip ve Piatecki, 2014). Boruah tarafindan geometrik reel dizi
uzaylar1 ve bazi temel Ozellikleri ele alinmistir (Boruah, 2017). Boruah ve Hazarika
geometrik fark dizi uzaylarimmi tanimlayarak Banach uzayir oldugunu goéstermis ve
duallerini incelemislerdir (Boruah ve Hazarika, 2017).

Bu tez ¢alismasinda, geometrik kalkiiliisteki temel kavramlar kullanilarak, Cesaro
dizi uzaymnin tanimi1 geometrik kalkdiliise aktarildi ve tanimlanan geometrik Cesaro dizi
uzaylarinin, Geometrik kalkiiliiste vektor uzayi, normlu uzay, Banach uzay1 olduklari

gosterildi. Ayrica, Cesaro dizi uzaylarinin geometrik lg dizi uzay: ile aralarindaki
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kapsama iligkileri irdelendi ve bazi gerekli 6rneklendirmelere yer verildi. Daha sonra,
Ces%(p) genellestirilmis geometrik Cesaro dizi uzaylar1 tanimlandi ve bu tanimlanan
genellestirilmis geometrik Cesaro dizi uzaylarinin temel Ozelliklerinin yani1 sira

G-modiiler, G-modiilerin 6zellikleri ve Luxemburg G-norm ile iliskisine yer verildi.



2. GENEL BILGILER
Bu boliimde diger kisimlarda kullanilacak olan temel tanim, teoremlere yer verilmis

ve geometrik kalkiiliisten kisaca bahsedilmistir.

2.1. Klasik Kalkiiliiste Baz1 Temel Kavramlar
Tamim 2.1.1. X # @ bir kiime ve F ise reel veya kompleks sayilar cismi olsun. Eger her

x,y,Zz€ XveherAdu€F igin

+: X XX ->X T F X X-> X
(x,y) >x+y ve Ax)->1-x

islemleri agagida verilen sartlari sagliyorsa, X kiimesine + ve - islemlerine gore F cismi
tizerinde bir vektor uzayi (lineer uzay) denir (Maddox, 1970).
Her x,y,z € X veher ., u € F igin
V1) x+y=y+x
V2) (x+y)+z=x+Qy+2)
V3) Herx € Xigin x + 8 = x olacak sekilde bir 8 € X vardur.
V4) Herx € X i¢in x + (—x) = 0 olacak sekilde bir (—x) € X vardr.
V5) 1.x=x
V6) A.(x+y)=2A.x+ .y
V) A+ w.x=21.x+pu.x
V8 A.(u.x) = (A.n).x
Tanmm 2.1.2. X, F cismi lizerinde bir vektor uzayi ve Y, X kiimesinin bos olmayan bir alt
kiimesi olsun. Eger herhangi x,y € Y ve her a, f € F i¢cin ax + Sy € Y ise Y kiimesine
X uzaymin bir alt vektor uzay1 denir (Maddox, 1970).
Tammm 2.1.3. x = (x;) reel terimli bir dizi olmak iizere w biitin x = (x;) dizilerinin

kiimesini gostersin. a bir skaler olmak tizere

x+y= () + k)

ax = (axy)



seklinde tanimlanan toplama ve skalerle ¢arpma islemleri altinda w bir vektor uzayidir.
Buna gore w uzayinin her alt vektor uzayma bir dizi uzay1 denir (G. Goes ve S. Goes,
1970).

Teorem 2.1.1. (Minkowski Esitsizligi) 1 < p < oo olmak iizere k = 1,2,...,n igin
Xy, Vi = 0ise

1 n

Z yi?

k=1

/p Yp
< +

n
2.

k=1

[Z Cai + 7P
k=1

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Minkowski esitsizligi denir (Yeh, 2006; Maddox 1970).
Onerme 2.1.1. p € (0,1) olsun. Eger x,y > 0 ise

(x+y)P <xP +yP
dir (Yeh, 2006).

Onerme 2.1.2. (Jessen’s Esitsizligi) 0 < p < q ve x = (x;,) bir reel say1 dizisi olsun. O

halde asagidaki esitsizlik gecerlidir:

1
n 1/q n >
DK I AL
k=1 k=1

(Mahto vd., 2018).

Teorem 2.1.2. (Hélder Esitsizligi) 1 < p,q < oo olmak {izere %+ % =1 kosulunu

saglayan p ve q reel sayilar verilsin. k = 1,2,...,ni¢in xi ,y, = 0 olmak {izere

Sns(§) ()

n
k=1 k=1 k=1

esitsizligi gergeklesir. Bu esitsizlige Holder esitsizligi denir (Yeh, 2006; Maddox 1970).



Teorem 2.1.3. (Aritmetik ve Geometrik Ortalama Esitsizligi) x,, x,, ..., x,, pozitif reel

sayilar1 igin

x1+x2+'“+xn l
2 (xl .xz . ....xn)n

n

esitsizligi gerceklesir.

Teorem 2.1.4. (Young Esitsizligi) p ve q, —+ - =1 esitligini saglayan pozitif reel

< |-
Q|

sayilar olsun. Eger x ve y, x,y = 0 kosulunu saglayan reel sayilar ise

xP  y4
Xy s—+—
p 4q

dir (Castillo ve Raferio, 2016).

Teorem 2.1.5. (Hardy Esitsizligi) (x,),en pozitif reel sayilarin bir dizisi ve

o)

S <

n=1

olsun. O halde p > 1 olmak iizere,

o) 1 n 14 p o)
) 2
— < |—
Z(nzxk> _(p—l *n
n=1 k=1 n=1

esitsizligi gergeklesir (Hardy, 1952).

Tanmm 2.1.4. X , F cismi tlizerinde bir vektor uzay1 olsun. Eger
Il X - R

fonksiyonu her x,y € X ve her a« € F igin asagidaki sartlar1 sagliyorsa, ||.]|
fonksiyonuna X tizerinde bir norm ve (X, ||. ||) ikilisine de bir normlu uzay denir.

Nl) x| =0=x=86

N2) [Jax|l = lal. llx|l



N3) [lx + yll < [lxl + [yl

(Kreyszig, 1978).

Tanim 2.1.5. x = (x;), (X, ||.]]) normlu uzayinda dizi olsun. Her k € N i¢in ||x|| < m
olacak sekilde bir m > 0 reel sayisi1 varsa (x;,) dizisine bir sinirlt dizi denir.

Tamim 2.1.6. x = (x;), (X, ||. ||) normlu uzayinda bir dizi ve x € X olsun. Eger verilen

her e > 0 sayisii¢in her k > k, oldugunda
llx —xIl <

olacak sekilde bir ko = kq(€) € N sayis1 varsa bu x = (x;) dizisi x € X elemanina

yakinsiyor denir ve ]lim X, = x veya x; — x seklinde gosterilir (Kreyszig, 1978).

Tammm 2.1.7 (X, |l.|]) bir normlu uzay ve x = (x;), X uzayinda bir dizi olsun. Eger

verilen her € > 0 sayisi i¢in her k, m > k, oldugunda
Ik — xmll < €
olacak sekilde bir k, = kq(€) € N sayis1 varsa x = (x) dizisine bir Cauchy dizisi denir
(Kreyszig, 1978).
Tanmm 2.1.8. (X, ||.|]) normlu uzayinda her Cauchy dizisi bu uzayda bir elemana

yakinsiyorsa, bu uzaya tam normlu uzay veya Banach uzay denir (Kreyszig, 1978).

Tamm 2.1.9. 1 < p < o olmak iizere [, dizi uzayi

L, = {x = (xy) € a):Zkalp < 00}
k=1

seklinde tanimlanir.

1<p<oiginx = (x;) € l,, olmak iizere

00 1/p
Ixll, = (lekw)
k=1

seklinde taniml1 |-||,, : 1, = R fonksiyonu L, iizerinde bir normdur.



Tamm 2.1.10. [, dizi uzay1
lo = {x = (x) € w:sup|xy| < oo}
keN

seklinde tanimlanir.

x = (xy) € l, olmak lizere

lIxlleo = sup|x|
keN

seklinde tanimlanan ||-||, : I, — R fonksiyonu [, iizerinde bir normdur.

2.2. Cesaro Dizi Uzaylari

Bu kisimda oncelikle, 1 < p < oo olmak iizere Ces,, Cesaro dizi uzayi tanitilmis ve

bazi temel 6zellikleri ifade edilmistir. Daha sonra genellestirilmis Ces(p) Cesaro dizi
uzayindan kisaca bahsedilerek, modiiler kavramina yer verilmis, bu uzay iizerindeki
modiilerin 6zellikleri ve Luxemburg normu ile arasindaki bazi iliskilerden bahsedilmistir.

Tamm 2.2.1. x = (x;) reel say1 dizisi ve 1 < p < oo olmak lizere Ces,, dizi uzay1

oo 1 n P\p
Ces, =< x = (x3) : — D |xil < o
p n
k=1

n=1

seklinde tanimlanir.

1 < p < o olmak lizere Ces), uzay1

1
p

et = (S (%Zm)p

n=1

fonksiyonu ile bir normlu uzaydir (Shiue, 1969).



Tamm 2.2.2. x = (x) reel say1 dizisi ve p = o olmak iizere Ces,, dizi uzayi

n
1
CeSo, =3x = (x3): sup— ) |xi| <
nENnk=1

seklinde tanimlanir.

Cesy uzayi

n

lx|lco = sup— ) |xi]
neN
k=1

fonksiyonu ile bir normlu uzaydir (Shiue, 1969).
Teorem 2.2.1. p > 1 igin I, € Ces, dir (Shiue, 1969).

Tanmm 2.2.3. X, R cismi iizerinde bir vektor uzay1 olsun. ¢ : X — [0, o] fonksiyonu
asagidaki kosullar1 saglarsa modiiler adin1 alir:

i) ox) =0 x=26

i) || = 1 kosulunu saglayan her @ € R igin g(ax) = o(x)

iii) a + B = 1 kosulunu saglayan her a, f = 0 ve her x,y € X i¢in

e(ax + By) < e(x) + o(y)
Ayrica, o modiileri
iv) a + [ = 1 kosulunu saglayan her a, § = 0 ve her x,y € X igin
e(ax + By) < ae(x) + Be(y)
sartin1 sagliyorsa konveks modiiler olarak adlandirilir (Musielak, 1983).
Tanmm 2.2.4. X, R cismi iizerinde bir vektor uzay: ve g, X uzayi lizerinde bir modiiler
olsun. Bu takdirde

Xo={x€X:0(1-x)>0,1— 0"}

seklinde tammlanan X, uzayima, modiiler uzay denir (Orlicz, 1992).



Teorem 2.2.2. X, R cismi iizerinde bir vektor uzay1 ve g bir konveks modiiler ise

lxll = inf{2>0: ¢ (;) <1]

seklinde tanimlanan fonksiyon X, iizerinde bir norm tanimlar ve bu norm, Luxemburg

normu olarak adlandirilir (Orlicz, 1992).
Tanimm 2.2.5. p = (p,), her n € N i¢in p, = 1 kosulunu saglayan sinirl pozitif reel

sayilarin dizisi olsun.

o(x) = i (%ilxu)pn

n=1 k=1

olmak tizere Ces(p) dizi uzayi
Ces(p) ={x = (xp) Ew: d(x) < 0}

yani

%) n Pn
1
Ces(p) = {x =) Ew: ) <Ez|xk|> < oo}
n=1 k=1

seklinde tanimlanir (Sanhan, 2000).

Teorem 2.2.3. a, Ces(p) uzay1 lizerinde konveks modiilerdir (Suantai, 2003).

Onerme 2.2.1. p = (p,,), her n € N icin p,, = 1 kosulunu saglayan smirli pozitif reel

sayilarin dizisi ve M = sup p,, olsun. Ces(p) uzay1 iizerinde tanimli ¢ modiileri asagidaki
neN

ozellikleri saglar:

(i) 0<c<1lisecMo (%) < o(x) ve o(cx) < co(x)

.. - M f

(i) c>1liseo(x)<cMo (C)

(iii) c=1liseo(x) < co(x) < a(cx)

(Suantai, 2003).
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Teorem 2.2.4. Ces(p) dizi uzayi

|x|| = inf{/'l >0: GG) < 1}

naso-y (P o

n=1

Luxemburg normu ile bir normlu uzaydir (Sanhan, 2000).
Onerme 2.2.2. Her x € Ces(p) igin,

) lixll <liseo(x) < |lxl|

(i) x|l > Lise o(x) = |Ixl|

(i) Jxll=1edx)=1

(iv) Jxll<leokx)<1

(v) x| >1 e o0(x)>1

dir (Suantai, 2003).
Onerme 2.2.3. Her x € Ces(p) ve M = sup p,, olsun.
neN

(i) 0 <c<1ve ||x|| > cise, butakdirde a(x) > cM dir.

(ii) c>1ve ||x|| < cise, butakdirde o(x) < ¢ dir (Sanhan, 2000).
Onerme 2.2.4. x = (x;), Ces(p) uzayinda bir dizi olsun.

(i) llim |x |l = 1 ise I!im o(x,) = 1dir.

(i) zlim o(x;) = 0ise Ilim ||xx |l = O dir (Suantai, 2003).

Teorem 2.2.5. Ces(p) uzay1 Luxemburg normu ile bir Banach uzayidir.

2.3. Geometrik Kalkiiliis

Bu kisimda, ¢aligmada kullanilacak olan Geometrik kalkiiliis tanitilip bazi temel
tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Tamm 2.3.1. Tanim kiimesi R ve goriintii kiimesi de R kiimesinin bir alt kiimesi olan
birebir fonksiyona iirete¢ denir. [ Ozdeslik fonksiyonu, exp fonksiyonu iireteg
fonksiyonuna 6rnek gosterilebilir.

Goriintii kiimesi A olan bir ¢ {ireteci goz oniine alinsin. Bu tireteg t, z € A olmak
lizere asagida verilen islemler ve siralama bagintistyla birlikte a-aritmetik olarak

adlandirilir.
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a-toplama t+z = af{a™1(t) + a 1(2)}

a-¢ikarma t~z = af{a”1(t) — a 1(2)}
a-garpma txz = a{a”1(t) X a 1(2)}
a-bolme (z # 0 = a(0)) t/z = a{a ' (t) + a1 (2)}
a-siralama t<zoeal(t) <al(z)

a ireteci 6zdeslik fonksiyonu olarak segilirse, her t € A igin a(t) = t olur, bu da

a~1(t) = t olmasi anlamina gelir. Boylece,

a-toplama t+z = afa™ ') + a1 (2)} = aft + z} klasik toplama
=t+z

a-gikarma t~z = afa”'(t) —a 1(2)} = aft — z} klasik ¢ikarma
=t—2z

a-garpma txz = a{a(t) xa 1(2)} = aft x z} klasik carpma

=tXz
a-bolme(z #0) t/z = a{a™(t) + a 1 (2)} = aft + z} klasik bolme
=t+z

seklinde yazilir ve a-aritmetik, klasik aritmetige indirgenmis olur.
a iireteci exp fonksiyonu olarak secilirse, her t € A igin a(t) = et olur, bu ise

a~1(t) = Int olmas1 anlamina gelir. Buradan,

a-toplama t®z = ala () + a 1(z)} = elint+inz}  geometrik toplama
=t-z

a-cikarma tOz = afa (t) —a~1(2)} = ellnt-Inz}  geometrik ¢ikarma
=t=+z

a-garpma tOz = afa (t) x a~1(2)} = ellntxInz}  geometrik garpma
_ ¢Inz _ ,Int

a-bolme(z # 1) t _ a{a-1(t) + a-1(2)} = elnt+Inz) geometrik bélme

12



a-siralama t<gze Int<lInz geometrik siralama

seklinde yazilir ve a-aritmetik, geometrik aritmetige indirgenmis olur (Grossman ve
Katz, 1972; Boruah, 2017).

Tamim 2.3.2. exp fonksiyonu ile iiretilen aritmetige geometrik aritmetik denir.

Tamim 2.3.3. {e*: x € R} kiimesine geometrik aritmetikteki reel sayilar kiimesi denir ve
R; (veya R(G)) ile gosterilir. Geometrik pozitif reel sayilar ve negatif reel sayilar

sirastyla

RE ={xERG:x >G l}VE]RE ={XERG:X <G 1}

seklinde tanimlanir (Boruah, 2017; Boruah ve Hazarika, 2018).
Geometrik sifir sayis1 e® = 1 ve geometrik bir sayis1 e! = e dir. G-tamsayilar, 1
sayisindan ardisik olarak e sayisinin G-toplamasiyla ve 1 sayisindan ardisik olarak e

sayisinin G-gikarmasiyla elde edilir. O halde G-tamsayilar

-2 -1 2
., % e ", 1,ee4, ...

seklindedir. Her bir n tamsayisi G-aritmetigine gore e™ ile gosterilir. Eger e™ bir

G-pozitif tamsay1 ise

e"=ePed..Pe

n tane

dir (Grossman ve Katz, 1972).

Sonug¢ 2.3.1. R lizerinde tanimlanan

@ :R; X R; = R,

(t,z) »tDz= a{a‘l(t) + a—l(z)} = pflnt+lnz} — 4.,

toplama islemi ve

13



O:R; X R; = R,

(t,z) »tQOz= a{a‘l(t) % a‘l(z)} — e{lntxlnz} = tinz

carpma islemine gore (R;, @, ©) bir cisimdir (Boruah ve Hazarika, 2018).

Tanmm 2.3.4. A c R, kiimesindeki her t <; zsayisiigcint <; x <; z kosulunu saglayan
x € A geometrik sayilarinin kiimesi G-aralik olarak adlandirilir ve bu G-arahigi z © t,
G-uzunluga sahiptir.

Onerme 2.3.1. x,y, z,t € R; olmak iizere asagidaki ifadeler gergeklesir:

i) x<gyisexPz<,yDzvexBz<;,y0 2z
||) xSGyVEZSGtiSEx@zSGy@tvex@ZSGyet,

iii) styvelSGzisexC)szy@zvegG S(;%G,
iv)  1<gxyve styisegG SG:QCG,

V) x<;yisel8y<;16«x
(Erdogan, 2016; Boruah ve Hazarika, 2018).

Tanmm 2.3.5. x € R;; olmak {izere x sayisinin geometrik karesi

x26 = x Ox= elnxinx — e(lnx)z = xInx
seklinde tanimlanir. Benzer sekilde
Inx 3
x36 = x @ X @ X = (elnx.lnx) — e(lnx)
— (xlnx)lnx — xlnzx

xM=x0xOxOx= ((elnx'lnx)lnx)lnx = e(nx)*

— ((xlnx)lnx)lnx = yInx

o Inx

e =xO0xOx0..0x= ((((elnx.lnx)lnx)mx) ) — p(nx)"

o Inx

- ((((xlnx)lnx)lnx) ) _ InPix

yazilir (Grossman ve Katz, 1972; Boruah ve Hazarika, 2018).

14



G
Tamm 2.3.6. x € R, olmak iizere x sayisinin geometrik karekokii vx  ile gosterilir ve

G 1
\/} = e(Inx)2

seklinde tanimlanir.

x € R; olmak {izere x sayisinin geometrik p. kokii

1
p=C P
\/} = (nx)?P

seklinde tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972; Boruah ve Hazarika, 2018).

Tamim 2.3.7. Herhangi bir x € R; sayisinin geometrik mutlak degeri

X
1 x>1
lxlg = 1 X =
= 0<x<1
X
veya
e, e¥>e'=1
el =1lev|g =1 1, e =e?

e’”, e¥ < el

seklinde tanimlanir. Bu durumda

G
[x26¢ = |x|G — ellnxl

ile gosterilir (Grossman ve Katz, 1972; Boruah ve Hazarika, 2018).

Onerme 2.3.2. x,y,z,t € R;, p € Nve y, t # 1 olmak iizere asagidaki esitlikler vardir:

i x zZ,~_ xOHOWO2)

) y O t G yOt '

T x z .~ _ xO)BW0O2)

i) " GOS - G ot G,

X VA _ x_OZ

i) yG@tG—yOtG,
X

iv)  z# 1olmakiizere =G =26 @ L6 =22¢,
;G y z yOz



v (6)" =2,

y T yPG
Vl) (x @ Z)pG = xpG O ypG,

Onerme 2.3.3. (U¢gen Esitsizligi) x, y € R, olmak iizere

lx D yle <¢ |xlc @ lylg

esitsizligi gergeklesir (Cakmak ve Basar, 2012a).
Onerme 2.3.4. x,y € R; olmak iizere

i) lx © ¥l Z¢ Ixlc © yle

i) lx © ylg = Ixlg O lylg

iii) lx @ yls = Ixlg @ lylg

ifadeleri gergeklesir (Boruah, 2017).
Tamim 2.3.8. (G-Aritmetik Ortalama) x4, x5, ..., x,, geometrik pozitif reel say1 olsun.
G-aritmetik ortalama her k € N i¢in x;, sayilarinin G-toplaminin e™ degerine G-oranidir

ve A; ile gosterilir. Buna gore

n

n
In xj In(xq)+In(x5)+--+In(xy,)
HCTE LD LR W L
k=1

Ag

e e
k=1
olur (Kadak, 2011).
Tammm 2.3.9. (G-Geometrik Ortalama) xq, x5, ..., x, geometrik pozitif reel sayilar
olsun. G-geometrik ortalama her k € N igin x;, sayilarinin G-¢arpimlarinin G-kokleridir

ve G ile gosterilir. Buna gore

1

n G 1 1
{(l’[;(l=1 In xk)"} {(ln(xl) In(xy)... ln(xn))n}
GG =G nxk =e =e

k=1

seklinde ifade edilir (Kadak, 2011).
Tanim 2.3.10. Bos olmayan bir X c R, alt kiimesi verilsin. Eger her x € X i¢in x <; b
olacak sekilde bir b € R elemani varsa X kiimesi G-iistten sinirli ve b sayisina da X

kiimesinin bir G-list sinir1 denir. (Erdogan, 2016).
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Tamm 2.3.11. Bos olmayan bir X < R, alt kiimesi verilsin. Eger her x € X icin x >, a
olacak sekilde bir a € R; eleman1 varsa X kiimesi G-alttan smuirli ve a sayisina da X
kiimesinin bir G-alt sinir1 denir. (Erdogan, 2016).

Tamm 2.3.12. Bos olmayan bir X © R, alt kiimesi verilsin. Her x € X i¢in m <; x
olacak sekilde bir m € X eleman1 varsa m elemanina X kiimesinin G-minimal elemani
denir ve kisaca m = ;min{x: x € X} = ;minX seklinde yazilir (Erdogan, 2016).
Tanmm 2.3.13. Bos olmayan bir X c R, alt kiimesi verilsin. Her x € X i¢in x <; M
olacak sekilde bir M € X eleman1 varsa M elemanina X kiimesinin G-maksimal eleman1
denir ve kisaca M = ;maks{x:x € X} = ;maksX seklinde yazilir (Erdogan, 2016).
Tamm  2.3.14. Verilen bir  G-istten smirh X c R;  kiimesi  igin
A = {b : b, X kiimesinin bir G-iist sinir1} olsun. A kiimesinin G-minimal elemanina X
kiimesinin G-supremumu denir ve ;sup X ile gosterilir (Erdogan, 2016).

Tammm 2.3.15. Verilen Dbir G-alttan smirh X c R; alt kiimesi igin
A = {b: b, X kiimesinin bir G-alt sinir1} olsun. A kiimesinin G-maksimal elemanina X
kiimesinin G-infimumu denir ve ;infX ile gosterilir (Erdogan, 2016).

Tammm 2.3.16. Bos olmayan ve G-iistten sinirhh her X € R, alt kiimesinin bir tek
G-supremumu vardir (Erdogan, 2016).

Tammm 2.3.17. Bos olmayan ve G-alttan sinirli her X € R, alt kiimesinin bir tek
G-infimumu vardir (Erdogan, 2016).

Teorem 2.3.1. (Geometrik supremum ozelligi) Bos olmayan ve G-iistten sinirl bir
A c R kiimesi verildiginde ¢ = ;sup A4 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

(1) ¢ sayisiin A kiimesi i¢in bir G-iist sinir olmasi ve

(2) Her € > 1 sayisi i¢in a; >; ¢ © ¢ olacak sekilde en az bir a, € A sayisinin
bulunmasidir (Erdogan, 2016).

Teorem 2.3.2. (Geometrik infimum 6zelligi) Bos olmayan ve G-alttan sinirli bir

A c R; kiimesi verildiginde ¢ = ;inf A olmas i¢in gerekli ve yeterli kosul

i) ¢ sayisinin A kiimesi i¢in bir G-alt sinir olmasi ve

i) Her € > 1 sayisiicin b, <; ¢ @ ¢ olacak sekilde en az bir b, € A sayisinin

bulunmasidir (Erdogan, 2016).
Teorem 2.3.3. (Geometrik Minkowski Esitsizligi) 1 <p <o ve her k € N igin

X, Vi € R olmak iizere
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o0 (1/p)e oo (1/p)¢ oo (1/pg
(G PR yk|§G> < (G Z|xk|§;6> & (a Zrm?)
k=1

k=1 k=1

esitsizligi gergeklesir (Gurefe vd., 2016).
Ispat. 1 < p < o ve her k € N icin xi, yx € Rg; olsun. x;, = e%,y, = e’k seklinde

alinirsa, o halde

® (1/p)¢ "
o0 pG
<G lek &) ykIZG> _ o(nGERn®yelf)

k=1

p=1p, . 1/p
[N T xieyil™? ™ iVl |

P-1|eak.cbr|]"P
ln1'[,"(°=1|e‘7‘k-ebk]ln |eh-e |]

1ok bk []?
lnl_[;,cozlleak_l_ebk|ln |e +e |]

1/p

[ Jag+brP
In TT3%, (elek+xl)
= el

1/p
[ln H?=19|ak+bk|p]
e

1/p
[ln ez?=1|ak+bk|p]
e

= e[Ef=1|ak+bk|p]1/p

S e(zl;.o=1|ak|p)1/p+(zloco=1|bk|p)1/p

1/p 1/p

= e(z?=1|ak|p) e(zlio=1|bk|p)

= oI 1alP)? L (n 5, belP) 7

p\1/P p\1/P
e(lnn,;”=1e|ak| ) e(lnn;leelbkl )

1/p 1/p
lnp_lelakl ]np_lelbkl
In1$, elal In1$, elPkl
= e e

0 (1/p)e o (1/p)¢g
= (G lekIZ‘;) @ <G Zb’k@(;)

k=1

elde edilir.
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Onerme 2.3.5. 0 < p < 1olsun. x,y >; 1 kosulunu saglayan her x,y € R; icin

(x 69 y)pG SG xpG @ ypG

esitsizligi gergeklesir (Sagir ve Eyiipoglu, 2022).
Ispat.
0 <p < 1olsunvea,b € R olmak iizere x = e%,y = e” olacak sekilde x,y € R

verilsin. O halde Onerme 2.1.1 kullanilirsa,

(x @ y)Pe = (x.y)" " *
_ (ea.eb)lnp‘le“.eb
_ (ea+b)lnp—1 ea+b
. e(a+b)lnp‘1e(a+b) = glatb)?

< paP+b? bP

=e? ¢
= gaaP™ ,b-bP7t

= ga(n ea)p‘ll eb(ln eb)p_1
e¢11n7"‘1 et eb~lr1”‘1 eb
— xlnp_lx_ylnp_ly

= xpG_ ypG

= xpG @ ypG

elde edilir.

Onerme 2.3.6. x = (x;), R; uzayinda bir dizi olsun. 0 < p < q olmak iizere

n (1/d)¢ n (1/p)¢
<GZkaIZG> <¢ (GZ|X1<|ZG)G>

k=1 k=1

esitsizligi vardir (Sanjay vd., 2018).
Ispat.

n 1/a¢
u= <GZ|xk|ga)
k=1
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olsun. Bu denklem klasik aritmetige doniistiiriiliirse,

n 1/q)
Inu = <Z|ln xk|q>
k=1

bulunur. Onerme 2.1.2 kullanilirsa

n (1/p)
Inu < <Z|ln xk|p>
k=1

esitsizligi gergeklesir. Bu esitsizlik geometrik aritmetige doniistirildigiinde,

n (1/p)é
u < (G Z ka|26>
k=1

elde edilir.

Tamim 2.3.18. X bos olmayan bir kiime ve R cismi verilsin. Eger her x,y, z € X ve her

a,B € Rg icin
+: XX X-> X - TR X X X
(xy) >x+y=x®y ve (,x)»a-x=(a®x)

islemleri asagidaki 6zellikleri sagliyorsa, X kiimesine R; cismi {izerinde bir Geometrik

vektor uzayi (G-vektor uzayi) denir.

V)x@y=y®x

V) x@y) Dz=xD(yD2)

V3) Her bir x € X i¢in x @ 6; = x olacak sekilde bir ; € X vardr.

V4) Her bir x € X igin x @ (6; © x) = 6, olacak sekilde bir 8; © x € X vardir.
Vhe(Ox=x

VE)aO (x®By)=aOxPal@y
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V) (@@ B Ox=aOQxDLOx

V8)aO(BOx)= (aOB)Ox.
Tammm 2.3.19. R, terimli tim dizilerin kiimesi wg; = {x = x| x: N > R;} ile
gosterilir. « = exp oldugundan w; = {e*, k € N} seklinde elde edilir.

Teorem 2.3.4. x = (x3),y = (V&) € wg, A € R; olmak tizere,

+ fwg X wg 2 wg iR X wg 2 wg

(x,y) > x+y=x, Dy ve ALx)2 1 x=QA0Ox)

seklinde tanimlanan cebirsel toplama + ve skalerle ¢arpma - islemleriyle birlikte wg
kiimesi R, cismi iizerinde bir vektor uzayi olusturur.

Ispat. x = (x),y = (vx),z = (2) € w; Ve A, u € R, olsun.

V1) x+y=( Dy )= Dxx) =y +x
V2) X+ +z=0, By ) Dz =x D x B z) =x+(y+2)
V3) Her k € N igin 0;, = 1 olsun.

x+0=(x, DO0x) =(xp) =x

bulunur.

V4) Her x € wg i¢in —x = (0, © xi) € wg alinirsa

x+ (—x) = (xk @ (0, exk)) = ((xk @ 0,) exk) = Ox) =0, =1

bulunur.

V5) e-x=0€E0Ox) =0y =x

V6) A'(x+Y):A@(xkea)Ik):(A@(xk@Yk))
=0 @10 Y) = (A0 x)+ 10O y)
= Ax + Ay

Vv7) AOwW x=((ABWOx) =((10x) D O xi))
=(A0x)+ WO x) = Ax +px

Vv8) M) =2 O x) =10 WO x)) = (1O W) O xx)

= () © 1) = (Awx

21



bulunur.
Tamim 2.3.20. X, R;; cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun. |||l : X - R fonksiyonu

her x,y € X ve A € R; i¢in

(GNI) lIxllg =0 =1 & x =6
(GN2) |1 O xllg = Il¢ O lIxllg
(GN3) llx @ yll¢ < llxllc D llyllg

kosullar1 saglaniyor ise ||-||; fonksiyonuna X {izerinde bir G-norm, (X, ||-||;) ikilisine de
G-normlu uzay denir (Cakmak ve Basar, 2012b).

Tanmmm 2.3.21. x = (x3), (X, ||'|lg) G-normlu uzayinda bir dizi olsun. Her k € N i¢in
x|l < m olacak sekilde bir m > 1 geometrik reel sayist varsa (x;) dizisine bir
G-sinirl dizi denir.

Tanim 2.3.22. 1 < p < oo olmak iizere I dizi uzay1

15 = {x = (xx) €E wg : GZkalgG <g oo}

k=1

= {x = (e®) : x; € R, eZi=1tl” < oo}

seklinde tanimlanir.

1<p<owvex=1(x)€ lg olmak {iizere,

1
2

Ixllg, = <GZkaI§G>
k=1

seklinde tanimlanan ||. ||Gp: lg — R fonksiyonu lg uzay1 lizerinde bir G-normdur.

Tanmm 2.3.23. [§ dizi uzay:

15 = {x = (%) € wg * gsuplxgle < 00}
keN

sup|axg|
= {x = (e**) : x; € R, ekeN < oo}
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seklinde tanimlanir.

x = (x;,) € 1S olmak iizere
||x||(;oo = gsup|xklg
KkeN

seklinde tanimlanan |. ||¢,,: 1S — R fonksiyonu IS iizerinde bir G-normdur.

Tamim 2.3.24. (Geometrik Yakinsak Dizi) (X, ||. ||;) bir G-normlu uzay ve x = (x;) €
X olsun. Herhangi bir € > 1 sayisi1 i¢in her k > k, oldugunda

lx, © xllg <¢ €

olacak sekilde bir ko = ky,(e) € N sayis1 varsa x = (x;) dizisi x noktasina
G
G-yakinsaktir denir ve G}lim X, = x veyak — oo i¢in x;, — x seklinde gosterilir (Cakmak

ve Basar, 2012D).
Teorem 2.3.5. (X, ||. l|g) G-normlu uzayinda, G-yakinsak bir dizinin G-limiti tektir.

. . G G
Ispat. k — oo iken x; — x ve x; — y olsun. O halde

1< lIx©ylle <¢ llx © xillc ® llx © yllg

olup k — oo iken G-limit alinirsa,

lx Oyl =1

elde edilir. Buradan x = y olup G-limiti tektir.

Teorem 2.3.6. (X, ||. l|g) G-normlu uzayinda, G-yakinsak bir dizi G-sinirhdir.

. G
Ispat. x = (x), (X, . ||g) G-normlu uzayinda, G-yakinsak bir dizi ve x; — x olsun.

Her € > 1 sayisina karsilik her k > k. oldugunda
lx © xllg <¢ €
olacak sekilde bir k. € N vardir. Ozel olarak £ = e alinirsa, her k > k i¢in

llxxlle © lixllgle <g llxx © xll6 <¢ e
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olacak sekilde bir ky € N vardir. Boylece her k > k; i¢in
Ixille <c e @ llxllg

olur. a = Gmaks{llxlllc, x2llg, s ||k, € 0 ||x||G} denilirse her k € N icin

lxelle <g a

olup buradan (x;), G-smirhdir.

Not 2.3.1. G-siirli bir dizinin G-yakinsak olmasi gerekmez. Oregin, x) = e(-DF

. . . . . .. .. = G b
G-sinirli geometrik reel say1 dizisi goz Oniine alinsin. k — oo iken x;, — a olsun. Ozel

olarak & = e sayisi igin her k > m oldugunda
lx © alg <g e

olacak sekilde bir m € N vardir. Buradan her kK > m igin

exp{|llnx, —Inal} <; e
Inx, —Inal <lne

Ina—Ine<Ilnx; <Ilne+lna

a
lng<lnxk <lIlne-a

a
—-<x,<e-a
e

a Kk
g<e(‘1) <e-a

bulunur. Boylece

a 2 ve a yzm—1

—<eD"M < e.q —<e1 <e-a
e e

a a

—<e<e-a ve —<el<e-a

e e

a 2,

—2<1<a ve a<l<e‘-a

e

1<a ve a<l1
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olup ikisi ayni anda saglanamayacagindan kabul yanlistir. O halde x = (x;) dizisi
G-yakinsak degildir (Boruah, 2017).

Teorem 2.3.7. R; kiimesinde (xj) ve (yx) G-yakinsak dizileri ile bir ¢ € R; sayist
verilsin. Eger G}lim X = x Ve G}!im Vi = y ise asagidaki ifadeler dogrudur:

i) G}lim(c@xk)=c®x

i) c,li_{{}o(xk D yi) = ¢lim x; @ glim y, =x @y

i) g lim (v @ i) = glim x, © glim y, =x Oy

iv) x # 1ise her k > kg igin |x;|g >¢ %G olacak sekilde en az bir k, € N sayisi

vardir.

(2¢) _ Gt s X
Yk Glim yg y

k—o0

V) Herk e Niginy, # 1vey # 1ise Gzlim

vi) G,li_l;golxle = |x|g
(Erdogan, 2016; Boruah, 2017).

Tamm 2.3.25. (Geometrik Cauchy Dizisi) (X, ||. ||¢) bir G-normlu uzay ve x = (x;) €

X olsun. Herhangi bir € > 1 sayis1 i¢in her k, m > k, oldugunda

lxx © xmlle <

olacak sekilde bir ky = ky(e) € N sayis1 varsa x = (x;,) dizisine bir G-Cauchy dizisi
denir (Cakmak ve Basar, 2012D).
Teorem 2.3.8. (X, ||. ||s) G-normlu uzayinda, her G-yakinsak dizi bir G-Cauchy dizisidir.

. . .. G
Ispat. x = (xi), (X, |l.llg) G-normlu uzayinda bir G-yakinsak dizi ve x; — x olsun.

Herhangi bir € > 1 sayisi igin her k > k, oldugunda
€
lx © xllg <e ;G

olacak sekilde bir ky € N vardir. O halde her k, m > k; i¢in

Xk © xmlle <¢ Xk © xll¢ @ llx © xill¢
& &
<g ;G @;G
=&
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bulunur. Buradan x = (x;,) bir G-Cauchy dizisidir.

Tanmim 2.3.26. (X, ||. ||z) G-normlu uzayinda her G-Cauchy dizisi bu uzayda bir elemana
G-yakinsiyor ise bu uzaya tam G-normlu uzay veya G-Banach uzayi denir.

Teorem 2.3.9. (Rg, |. |¢) uzay1 bir G-Banach uzayidir.

Ispat. (R;,|.|s), G-normlu uzayinda herhangi bir x = (x,) G-Cauchy dizisi verilsin.

Herhangi bir ¢ > 1 sayisi igin her k, m > k, oldugunda
| © xmle <¢ €

olacak sekilde bir k, € N vardir. Boylece her k, m > k, i¢in
Inx, —Inx,,| <lne¢

olur. Bu ise (In x;) dizisinin R de bir Cauchy dizisi olmasi demektir. R tam oldugundan

In x;, = a olacak sekilde bir a € R sayis1 vardir. Dolayisiyla her k > k icin
Inx, —al <Ilne

olacak sekilde bir k; € N vardir. a € R oldugundan e® € R olur. Buradan her € > 1

sayis1 ve her k > k4 i¢in

|xx © e?|g = exp{|Inx; —Ine?[}
= exp{[Inx, — al}

<; exp(lng) =¢

bulunur. Bu ise G}lim x, = e® oldugunu gosterir. O halde (Rg, |. |¢) uzay bir G-Banach

uzayidir.

Teorem 2.3.10. R;; kiimesinde geometrik yakinsak (x; ) dizisi verilsin ve G}lim X =X

olsun. (x;) dizisinin her (xkn) alt dizisi de x elemanina G-yakinsar.
Tamim 2.3.27. Her k € N igin x = (x;) € wg olmak iizere bir x;, geometrik reel sayi

dizisi verildiginde
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X Px, D..Ox, D ...=GZxk
k=1
— e[ln(xl)+ln(x2)+~-~+1n(xk)+~-~]
— e[lnx1+1nx2+~-~]
-] [«

k=1
sonsuz G-toplamina geometrik reel say1 serisi veya G-seri denir. Burada x; sayilarina
G-serinin terimleri denir.

Tamm 2.3.28. G Y.;7_; X bir geometrik seri olmak iizere, genel terimi S, = G Y= Xx
olan (S,) dizisine G Y-;x; serisinin G-kismi toplamlar dizisi denir. Yine
Sp = G Y}-1x; G-toplamma ise geometrik serinin geometrik n. kismi toplami denir

(Duyar ve Erdogan, 2016).

Tanim 2.3.29. G Y,;°-; x;, serisinin (S,) kismi toplamlar dizisi G-yakinsaksa, bu serinin
G-yakinsak oldugu soylenir. Eger Grlll—l;lc}o Sp=SiseG Yp-q1 X, = S yazilir. G%l_r)lgo Sy, limiti
yoksa veya Grlll_r)lgo S, =0 veya Grlll-{?o Sp = 4o ise G Y.p-; xj Serisinin 1raksak oldugu
sOylenir.

G Y%, x, serisi ve i > 2 dogal sayis1 verildiginde G Yy, xx = G Y5% x D
G Y -i X olur. Boylece G )3, X, serisinin yakinsak olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
G Y. 1-; X serisinin yakinsak olmasidir. Yani bastan sonlu tane terimin ¢ikarilmasi veya

eklenmesi serinin karakterini degistirmez (Duyar ve Erdogan, 2016).

Tamim 3.2.30. I, R, lizerinde bir aralik olmak lizere A € [1, e] igin,

fAOxB DOV <A0f()B (DO fH)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna G-konveks fonksiyon denir (Giingor, 2020).
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3. GEOMETRIK CESARO DiZi UZAYLARI
Tezin orijinal kismini olusturan bu boliimde geometrik kalkiiliise gore bazi Cesaro

dizi uzaylar1 tanimlanmis ve tanimlanan bu uzaylarin temel 6zellikleri incelenmistir.

3.1. CesS Geometrik Cesaro Dizi Uzaylar

Bu kisimda geometrik kalkiiliiste, C esg dizi uzaylar1 tanimlanmis ve bu uzaylarin
temel Ozellikleri verilmistir. Ayrica p reel sayisinin durumuna goére C esg uzaylari
arasinda kapsamalar ve lg geometrik Lebesgue dizi uzaylan ile aralarindaki iliski
irdelenmistir.
Tamm 3.1.1. x = (x;) geometrik reel say1 dizisi ve 1 < p < oo olmak iizere Cesy dizi

uzayl

n=1

[¢) n | 4¢ (%)G
Cesg =3 x = (x) € wg Gz<ei"G®Gzlxk|G> <; ®©
k=1 )

seklinde tanimlanir.

Tamim 3.1.2. x = (x) geometrik reel say1 dizisi olsun. Ces$ dizi uzay1

n
e
Cesé ={x = (x) € w; : Gsuge—nGOGZIxRIG <c 00}
k=1

ne

seklinde tanimlanir.

Onerme 3.1.1. p € [1, ) olmak iizere a, b € R; igin
la @ bI3¢ < (e®)Pe O (lalz® @ |bl5°)

esitsizligi gerceklesir.

Ispat. a ve b geometrik reel sayilar1 verilsin. Bu durumda

la @ bls <¢ lalg @ |blg <¢ e’ © c¢maks{|alg, |bls}



olur. Her iki tarafin p;. kuvveti alinirsa

la @ b|P¢ <; (e2)Ps O ( gmaks{|als, |bls})"
= (e?)Pé @ ;maks{|al?¢, |b|2}

<¢ ()¢ O (lalg’ + |bg%)

oldugu goriiliir. Boylece istenen esitsizlik elde edilir.

Teorem 3.1.1. 1 < p < oo olmak iizere Cesy Ve Ces§, uzaylari, geometrik aritmetigin
@ ve © islemlerine gore w; uzaymin birer alt vektor uzaylaridir.

Ispat. Herhangi x = (x;), ¥y = (yx) € Cesg ve A € R verilsin. Uggen esitsizligi ve

Onerme 3.1.1 kullanilirsa,

PG
Gz( G@GlekeaykIG)
Z( a@GZ|xklc@|yk|(,~>
i . .
saGZ(@%G@szﬂlxkla@einac)ckz_llykI(;)
n PG n PG
<GGZ(32)PG [(ee;”G@GkZ_llku(;) @(%G@GZIWIG)]

=(e2)PG®[GZ<§G@GilkuG> @GZ( G@GZlqu)]
n=1 k=1

yazilir. CesS uzaymmn tammi geregince G Y- 1( GOGYE- 1|Xk|c) <; © Ve

Gy 1( GOGY- |yk|G> <; o olacagindan,

Gi (eenG © Glek @J’k|c)p <g ®

n=1

olup x @ y € Cesj elde edilir. Ayrica,
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o)

Gi(e%GQGZM@mG) - 2( GOGZMIG@kalc)pG

n=1

= © aZ( do GZmlG)

Pe
yazilir. Ces§ wuzaymn tanimi geregince G Y- 1( GOGYR 1kalc) <; ©

olacagindan,

GZ( GOGZM@XHG)pG <g®

olup 2 © x € Cesy elde edilir. Bu ise Cesy uzaymnin, w; uzaymn alt vektor uzayi
oldugunu gésterir. Benzer sekilde Ces$ uzayinin w; uzayinin alt vektoér uzayi oldugu
gosterilir.

Sonug 3.1.1. 1 < p < oo olmak iizere Cesy Ve Ces§, dizi uzaylari, R; cismi iizerinde
birer vektor uzayidir.

Teorem 3.1.2. 1<p < ve x = (x;) € Ces; olmak iizere, Cesy uzay iizerinde

tanimlanan

0 e 0 | e (%)G
Ixll§ = (GZ <e—na © GZmlG) )
n=1 n=1

G-normuna gore bir G-normlu uzaydir.

Ispat. Herhangi x = (x;),y = (yx) € Ces§ ve A € R verilsin.

GND lxl§ =1 & (632, (56063 |xk|c)”‘;)(5)‘;=1

@GZ( GOGZkaIG> -1

n
e
@e—nGQGZkaIG:L vn €N
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n

@GZkah;:l, vn €N
k=1

<:>|xk|621, Vk € N

(:)xk=1, vk € N

olur. Bu ise ||x||l; = 1 dir ancak ve ancak x = 1 oldugunu gosterir.

(GN2) 11O xlI§ = (6251 (56 O 6,110 xkla)pa)(;)c
(),

oo n | 4¢
e
(3 (o0 Y o)

n=1

S n (e
o6y <eiG © GZmlG)
k=1

n=1

= |Al¢ O llxlIg

yazilir. Buise [|[1 O x|l; = |4l O ||x||g oldugunu ispatlar.

(GN3) Uggen esitsizligi kullanilarak

1
5)g

) n bG (
Ix @ ylI§ = GZ(fnG@GZ"‘k@yk“)
k=1

n=1
) n n (4
e e
< |6y (?u"' ©6 ) Ixils @G O GZ|yk|G>
n=1 k=1 k=1

bulunur. Burada geometrik kalkiiliise gére Minkowski esitsizligi kullanilirsa,

o n n PG
e e
GZ (e—nG o) GZkaIG OGO GZka|G>
k=1 k=1

n=1
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Gi(fnaoasz) @ Gi

n=1
olur. Boylece
lx @ yli§ <¢ llxll§ S lIyll3

elde edilir.

Teorem 3.1.3. Ces&, uzayi, iizerinde tanimlanan
Ixll§, = gsup -6 © 6 Zmlc

G-normuna gore bir G-normlu uzaydir.
Ispat. Herhangi x = (x;), y = (yx) € Ces§ ve 1 € Rg verilsin.

(GN1) |Ix]I$ =1 GSuUp— G@sz xele =1

neN €

n
e
@e—nGQGZIx]JG:l, vn €N
k=1

n

(:)GZkalazl, vn €N
k=1

(:)|xk|G=1,VkEN

(:)xk=1,Vk€N

olur. Buise ||x]|% = 05 = 1 dir ancak ve ancak x = 0; = 1 oldugunu gosterir.

(GN2) RO x5, = gsup 76 O 6 Tt O Xelg
n

= GSUP_G OG VIPXOREMP

eN €
n k=1

= 1; © <Gsup—a © GZkaIc)
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= | O llxll&

yazilir. Buise [|1 O x||$ = |1 O 1x]|% oldugunu gosterir.

(GN3) |lx ® yll& = gsup—; =G OG Yol @ yile

neN €

< GSUP_G OG (Ixkle @ lyklg)
neN € =1

n

e
scsup—6062|xklc UG OG ) 1yl
neN €

neN € ]
elde edilir. Buradan

lx @ Yl < xS @ lIyllE

bulunur.
Teorem 3.1.4. 1 < p < oo olmak iizere Cesy uzay: ||. ||§ , G-normu ile bir G-Banach

uzayidir.
Ispat. x” = (x,gr)) = (x],x5,...,xf,...) olmak iizere (x") dizisi, Cesj uzayinda bir

G-Cauchy dizisi olsun. Herhangi bir € > 1 sayist1 i¢in her r,m > 1, oldugunda

= © ]

oo

n (e
=16) (5606 ) |u® x| <ce 1
k=1

n=1

olacak sekilde bir ry € N vardir. (1) ifadesinden her N € N i¢in,

| 4e
Gz< GOGZka(”ka(m)|> <, £PG

olur. Buradan her n € N ve her r,m > r, igin,
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n
€ ) (m)
e—nGQG |xk O xy |G <; € (2)
k=1

yazilir.

n
e
p(x™) = SGOG Z x, ™

k=1

seklinde tanimlansin. Bu durumda (2) ifadesinden

n n
e e
|p(x), = p(x™) | =|5606) %D 0606 ) 1™

G

n
e
= e_"G OG Z(xk(r) o xk(m))
k=1

G
n
e
SG e_nG @ Glek(T‘) e xk(m)lc
k=1

<G€

olur. Béylece her n € N ve her r,m > r, igin,
|p(x(r))n _ 'D(x(m))n|g <c €

elde edilir. Buradan p(x™) = dizisi R; uzayinda bir G-Cauchy dizisidir ve Rg tam

G
oldugundan p(x(r))n dizisi G-yakinsaktir. O halde her n € N i¢in p(x(r))n — b, olacak

sekilde bir b,, € R; vardir. Dolayisiyla

n

lim—6 O G ™ =
Grl—{ge_n ©) Xk~ = Dp
k=1

seklinde yazilir. Her k € N igin ,lim x,Er) limiti mevcuttur ve bu limit by, = 1 olmak
T—00

uzere
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e* O b, © (e*Oe) O by
ifadesine esittir. x = (x;) dizisi

() =e*O b © (O e) O by
seklinde tanimlanirsa, her k € N i¢in

: r
¢ lim x,(c ) = Xk
T—>00

olur. (1) ifadesinde r sabit tutulur ve m — oo igin G-limit alinirsa her r > r; igin
k0 O < ¢
p <G
elde edilir. Buradan (x") dizisinin CesjS uzayinda x noktasma yakinsadigi goriiliir.
Ayrica x™ © x € Ces§ oldugundan x = x™ © (x B x) € Ces§ bulunur. Boylece

C esg Banach uzayidir.

Teorem 3.1.5. Ces& uzay1 ||. ||%, , G-normu ile bir G-Banach uzayidir.
Ispat. x” = (x,((r)> = (x],x%,...,x},...) olmak iizere (x") dizisi, Ces& uzaymnda bir

G-Cauchy dizisi olsun. Herhangi bir € > 1 sayis1 i¢in her r,m > r; oldugunda
n
G e
[x © x| = gsup— G O G zlxk(ﬂ O x ™|, <ge 3)
*© nenN € G
k=1
olacak sekilde bir ry € N vardir. (3) ifadesinden her n € N i¢in
n
i(;@(;Z|x M Qx ™| <g e 4)
on k ko lg <6
k=1

olur.

n
e
p(x™) = SGOG Z x; ™
k=1
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seklinde tanimlansin. Bu durumda (4) ifadesinden

n n
e e
|p(x(r))n _ p(x<m))n|6 = | 5606 z %" O —GOG Z 2, ™

G

n
e
= e_"G ©) GZ(xk(r) o xk(m))
k=1

G
n
e
<6 =606 ) [uDexm]|
k=1

<G€

bulunur. Boylece her n € N i¢in
|p(x(r))n _ p(x<m))n|G <g €

yazilir. Buradan p(x(r))n dizisi R; de bir G-Cauchy dizisidir ve R; tam oldugundan

G
p(x(r))n dizisi G-yakinsaktir. O halde r — oo iken p(x(r))n — b, olacak sekilde bir

b, € R; vardir. Dolayisiyla
n
I ()
Grh_)r{)loe_n GOG ) x" = by
k=1

seklinde yazilir. Her k € N igin Glimx,gr) limiti mevcuttur ve bu limit b, = 1 olmak
T—00

luzere

ek O b, O (ek ©e) O by

ifadesine esittir. x = (x;) dizisi

(xx) = e © b, © (ek ©e) O bx_4

seklinde tanimlanirsa, her k € N i¢in

36



climx" = x,

T—00

olur. (3) ifadesinde r sabit tutulur ve m — oo igin G-limit alinirsa her r > r; igin
n
G e
||x(r) S x|| = ¢Sup—G ©O) GZ|xk(r) S xk| <; € (5)
«© neN € ] G

G
sonucuna varilir ve bu Ces$ uzaymnda x —x olmasi demektir. Bu durumda (5)

ifadesinden, her n € N i¢in

n n n

e G G < e G G @) € G G )

on © lxkle < on © |k ele @e—n O] | |G
k=1 k=1 k=1

<c ¢ @[]

olup x = (xx) € Ces$ elde edilir. Bdylece Ces$ uzay: G-Banach uzayidir.

Onerme 3.12. (Geometrik Hélder Esitsizligi) x = (x;),y = (y,) € RF ve
1 < p,q < oo olmak iizere % + % = 1 kosulunu saglayan p ve q reel sayilar1 verilsin. O

halde

n n (1/p)g n (1/9)¢
YCHPAES (GZ@@%) O (c zm)qc)
k=1 k=1

k=1

esitsizligi gergeklesir (Gilingor, 2020).
Ispat. x = (x,),y = (yx) € R} olsun. O halde

n n
G Z(xk © J’k) =G Z enCxi) In(y)
k=1 k=1

—e [In(en&)InGy1)) 41n(eIn*2)In(y2))4... 4 In(enCrn) In(yn))]
= el(n(x1)In(y1))+0Un(xz) In(yz))+:+In(xp) In(yn))]

— eZﬁﬂ In (xp)-In(yg)
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esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinin In fonksiyonu altindaki goriintiisii alinir
ve 1<p,q <o olmak iizere %+ % = 1 kosulunu saglayan p ve q reel sayilari i¢in

Holder esitsizligi kullanilirsa

In (G pXEAC m) = > In(x) - In(y)
k=1 k=1
n o @
< (Z (ln(xk»p) : (Z <1n<yk)>q> 6)
k=1 k=1

bulunur. Boylece (6) ifadesinin her iki tarafinin exp fonksiyonu altinda goriintiisii

alinarak,
n 1/q
G Z(xk O ) <¢ e((zk_ (In (xp)) ) .(Zkzl(ln (yk))q) )

/ (n20) )ﬂp).lne((Z;lO“ (yk))q>1/q>\
e )

e<( _(n @0)’) ) e((zzzl(ln (yk))")l/q>
(( (et )" ) ((Z(m <yk>>q>)”">
ln (x 1”’) - e(<2:=11n (y;z(;))l/Q>

(o
(T[S
(( >>> ] ((z ( >>>

1/q

=e

_ (n(e22() " g p(m(e i (4))

n (1/p)g n (1/a)¢
= (G Z x}jG) ©) (G Z yga>
k=1

k=1

elde edilir. Boylece istenen esitsizlik gergeklesir.
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Not 3.1.1. Geometrik Holder esitsizligi C es{,; uzayinda saglanmaz. Asagida buna bir
ornek verilecektir.

2 _ _ e 0 0 0 _ e .

Ornek 3.1.1. x = (x;) = (e—z G,e’ e’ e’ ) = (e—z G,1,1,1, ) geometrik reel sayi

dizisi verilsin. O halde,

= <(eiz"')pa D <§ZG o(56e e°)>pG ™ (:;30 O(56@e°® e0)>p6 ® ...>(%)°‘
- (56)" @ ()" 0 (30)" @ (0] @ )"

~ () @ @ @ () @ ) e

= (WP (7 g/ /P . .\,
(O PP
(@ (=)

S

=e

|~

= e%(zf:lkip)p

elde edilir. p > 1 i¢in Z,‘lekip serisi yakinsak oldugundan, ||x||g < oo olup, x € Cesg
oldugu goriiliir.

1 <p, g < o olmak iizere % + $ = 1 kosulunu saglayan q reel sayis1 ve

y =) =(ehee’ . ) =(e11,..)

geometrik reel say1 dizisi g6z Oniine alinsin. Buradan;

[ n qG (%)G

e

Ivl§ = (G > (e—nc © GZWG) )
n=1 k=1

= (e @ (61/2)‘16 oy (81/3)‘16 D )(%)G
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= (e WD (/3. )(%)G

_ e<2;0=1(%)q)(1/q)

q
esitligi yazilir. ¢ = ﬁ > 1 olmak tizere Y5, (%) serisi yakinsak olup, buradan

y € Cesg bulunur. Fakat,

[ee) n
e
IxOYI¢=6 ) (e—nc ©6 ) Ix @yklc)
n=1 k=1

=el2@el/tPel/o @ -

1/2 p1/4 p1/6

e .e .e

= e(1/2)+(1/4)+(1/6)+...

= 2 (Zp)

ifadesi dikkate alindiginda Z’?ﬂ% serisi 1raksak olup, ||x © y||¢ ifadesi sonlu degildir.

Bu sebeple
lx O¥lf >¢ lxll§ O llyll§

esitsizligi gergeklesir. Bu ise C esg uzayinda geometrik Holder esitsizliginin
saglanmadig1 sonucu ortaya ¢ikarir.

lg ve C esg dizi uzaylarinin arasindaki iliskiyi irdelemek i¢in geometrik kalkiiliiste
asagida yer alan esitsizliklere ihtiya¢ duyulmustur.
Onerme 3.1.3. (Geometrik anlamda aritmetik ve geometrik ortalama esitsizligi)

X1, X3, ..., Xn pozitif geometrik reel sayilari icin

X1 Dx, D - Dy

en

1
G ZG (x1 @ X, Q Q xn)(ﬁ)g

esitsizligi gerceklesir.
Ispat. Geometrik aritmetigin ozellikleri ve klasik anlamda aritmetik ve geometrik

ortalama esitsizligi kullanilarak,
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1 nxs\ " INXn (%)G
X O0Ox0 - O xn)(ﬁ)a — <( xinxz)l 3) >

_ (xin Xy Inxz: - lnxn)(%)g

1

= exp {([ln xl]ln Xy Ilnxg: e lnxn)z}

1
= exp {(ln X1 -Inx, - Inx; ... In xn)ﬁ}

Inx; +lnxy + - + lnxn}

<g exp{ -

1
= exp{a “In(xq - xq - oo -xn)}
1

= exp {ln ((x1 SXqp e -xn)ﬁ)}

= (g Xg - - x)T

1
=(x; Dx; D D x,)me”
_n®n® - O,

en

ifadesi elde edilir. Boylece istenen esitsizlik gergeklesir.

Teorem 3.1.6. (Geometrik Young Esitsizligi) pve q, -+

Q|-

= 1 esitligini saglayan

T =

pozitif reel sayilar olsun. Eger a ve b, a,b =>; e kosulunu saglayan geometrik reel

sayilar ise

apG qu
a@b SG e—pG @e—qG

dir.

ispat. % + % = 1 kosulunu saglayan p = mTM, q= mT-I—n reel sayilart ve

o= xCe, b=y (Va;

olmak {iizere a,b geometrik pozitif reel sayilar1 verilsin. Boylece geometrik anlamda

aritmetik ve geometrik ortalama esitsizliginden,
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= e ¢ © —rm

eb ed nrr
e m e n
xOQem"PyQOen
= em+n
m n
XD - CxDyD - By
- em+n
m defa n defa (ﬁ)c
ZG (x@ cee Ox@y@ cee Oy)
- (xQ @x) m+nG@(}’® Qy) m+n/g
_ et ) ) fin(etnom )
— e((lnx)m)ﬁ ©) e((lny)”)ﬁ
— 0T oy ,(iny)ms
— x(%)c @ y(ﬁ)G
1 1
_8. 0,0
=a@®b
elde edilir.

Teorem 3.1.7. (Geometrik Hardy Esitsizligi) (x,,),en geometrik pozitif reel sayilarin

bir dizisi ve

o
PG
G Z Xn <G [o¢)
n=1

olsun. O halde p > 1 olmak tizere

PG ©

2( G@GZxk> G( plc> chx,’;f;

n=1

esitsizligi gerceklesir.
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Ispat. A, = x;, ® x, ® -+ D x,, olmak iizere

X X X A
Ynz 169 Z?n @nGZe—ZG

seklinde alinsin. Buradan
Ap=e" O
olur. Boylece

X1 Dx, D - Dxpoy =" Ovn
x1Dx, D - @xn—leaxn:en@)/n

ifadelerinden faydalanilarak
Xn=e" 0¥ 0" O¥n
esitligi bulunur.
eP
WO =60r T Ox,

eP -
=10 560R O E 0RO Orn)

ngp_l)c 0 en—1 ©) Vo1

e -
=Va G—ep_l COR OO

eP(n—-1)

=yye ]EB —G O O ¥y (7)

esitligi gdz oniine alinsin. Geometrik Young esitsizligi kullanilirsa,

-1\ 76
eP(n 1) 6oy g B ep(n-1) 6o (Vn_1)PS 6o (Vn ) c
eP Vn Yn-1 =¢ eP eP ed
ep(n-1) ep(n=1) )
— G
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ep(n-1) eP(m—1)

GOV D ——=G6OYC

p(p 1) ed(p-1)

n-—1

GOV, @ Oy (8)

bulunur. (7) ve (8) ifadelerinden

e ~_ & (P-1)g
Yo' © 570 0O O xp

pn (n-1)

<¢ Ve —GOY, e Oy

ep

_ep-lc)y O OR @V Oy B OO R

ep-1

Y (eP 1O e @ (e O eP ) D et Oy,
_ =
e "OY D OYS,

ep1

G

esitsizligi elde edilir. Buradan

N
_ e
(» I)GanSGFGQGZ[e_nQ 6 @ en 1@]/ ]
n=1

N
Gy e
n=1

1Oy O e Oy

_GOGGNQYK;G

eP~1 G
SG 60
olur. Boylece
N
G Z VTIL)G SG (r-1g @ X,
n=1 n=1
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esitsizligi bulunur. O halde % + % = 1 esitligini saglayan p ve q pozitif reel sayilar1 i¢in

Geometrik Holder esitsizligi kullanilirsa,

n=1 n=1 n=1
» o (1/p)e o0 1/de
e
=560 (G z xﬁG> ©) (G y,f";>
n=1 n=1

olup

esitsizligi elde edilir. y,, = 1000 O ¢ odugundan
g on g

P | 4¢ ©

n bec
e e P
e—nGQG Xk SG ep—lG QGan
k=1

n=1

2

n=1

yazilir ve bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.1.8.p > 1i¢in I c Cesf dir.

Ispat. x = (x;) € [§ olsun. Bu takdirde [ uzayinin tanimindan

(o]
G ZIXkI’EG <g®
n=1

olur. Geometrik Hardy esitsizliginden
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(1/p)g

o n PG
e
GZ(e_”GQGzlkuG> <¢
k=1

n=1

P oo (1/p)g

e

ep—1 GO (G leklgc) <¢ ®
n=1

olacagindan x = (x;) € Cesj elde edilir. Bu ise istenen kapsamay verir.

Not 3.1.2. p = 1 igin Teorem 3.1.8. gerceklesmez yani [ ¢ Ces’ dir. Bu kapsamanin
gerceklesmedigine dair 6rnege asagida yer verilmistir.
Ornek 3.1.2. x = (e}, e%¢e%..) = (e,1,1,..) geometrik reel say1 dizisi goz Oniine

alinirsa,

(0e]
GZ|xk|G =e
k=1

yani ||x||; < oo oldugu gériiliir. Boylece x € I dir. Fakat

= Gi (einG © Gzn:|xk|a>

=

1l

ifadesi dikkate alinirsa 2;?:1% serisi 1raksak oldugundan G )57, ein G 1raksaktir. Boylece

x & Ces$ oldugu goriiliir. Buise I§ ¢ Cesf oldugunu gosterir.
Asagidaki verilen drnek ile 1S uzayinm, Ces& uzaymin kesin alt uzay1 oldugu
sonucuna vartlir.

Ornek 3.1.3. x = (x,) dizisi

N _{ e", k=n?
7 e =1, k # n?

seklinde tanimlansin. x € 1S oldugu agiktir. Diger yandan, n? < N < (n + 1)?
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i¢in
1<¢yn
N
e
:e_NG @szk
k=1
n2
e
:e_NG @szk
k=1
n2
e
<G e?G Oszk
k=1
= Yn2

elde edilir. O halde

Infe 2

bulunur. Bu ise y € 1S oldugunu gosterir. Boylece x = (x;,) dizisi Ces& uzayina aittir.

Teorem 3.1.9. 1 < p < g < oo olmak iizere Ces € Ces§ kapsamasi gergeklesir.

Ispat. x = (x;,) € Ces§ olsun. Bu takdirde Ces§ uzaymn tanimindan,

Do

oo n | Ze (
e
GZ(e_"GGGzlxk|G> <g®
k=1

n=1
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yazilir. Eger

n
e
pn(x) = e_”G O GZ|xk|G
k=1

seklinde alinirsa Onerme 2.3.6 dan
1 1
7) 7)

(65 = (3 or)

bulunur. Béylece

@

G o0 n | 4¢
e
=< GZ(e—nG@G2|xk|6) <g ®
k=1

n=1

o n daG
e
Gz (e_"G ©) Glek|G>
k=1

n=1

olup x = (x;) € Cesg oldugu goriiliir. Bu ise istenen kapsamay1 verir.

3.2. Ces%(p) Geometrik Cesaro Dizi Uzaylan

Bu kisimda geometrik kalkiiliiste, p = (p,), her n €N i¢in p, = 1 kosulunu
saglayan smirli pozitif reel sayilarm dizisi olmak iizere Ces®(p) genellestirilmis
geometrik Cesaro dizi uzaylar1 tanimlanacak ve bu uzaylarin temel 6zellikleri
irdelenecektir. Ayrica, Ces®(p) genellestirilmis geometrik Cesaro dizi uzay: iizerindeki
G-modiiler, G-modiilerin 6zellikleri ve Luxemburg G-norm ile iliskisi verilecektir.

[lk olarak geometrik kalkiiliiste ihtiyag duyulan, modiiler ve Luxemburg norm basta
olmak {izere bazi tanim ve teoremlere yer verilecektir.
Tanmm 3.2.2. X, R, cismi {izerinde bir vektor uzay1 olsun. ¢ : X — [1, o] fonksiyonu
asagidaki kosullar1 saglarsa G-modiiler adini alir:
(i) ox)=1eox=0;
(i) |a|; = e kosulunu saglayan her @ € R;; i¢in o(a © x) = o(x)
(iii) a @ f = e kosulunu saglayan her o, f >, 1 ve her x,y € X igin

0(@OQxD®POY) <s0(x) Do)
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Ayrica, o G-modiileri

(iv) a @ B = e kosulunu saglayan her @, 8 = 1 ve her x,y € X igin

(@OxDPOY)<ca@ex) DL Oe®)

sartin1 sagliyorsa G-konveks modiiler olarak adlandirilir.
Tamm 3.2.3. X, R, cismi iizerinde bir vektor uzayi ve g, X uzayi lizerinde bir G-modiiler

olsun. Bu takdirde

ng{xEX:Q(e’le)gl,e’lelJr}

seklinde tanimlanan X, uzayina, G-modiiler uzay denir.

Teorem 3.2.1. X, R, cismi lizerinde bir vektor uzayi ve g bir G-konveks modiiler ise
lxllg = ginf{e? >4 1: 0 (56) < e}
Xllg = ginhe” >¢ 'Qel =g €

seklinde tanimlanan fonksiyon X, tizerinde bir G-norm tamimlanir ve bu G-norm,
Luxemburg G-normu olarak adlandirilir.

ispat. (GN1) x = 6, olsun. Bu durumda ¢ (22G) = 1 olup, bu esitlik her e* pozitif
geometrik sayisi i¢in saglanacagindan bu e? sayilariin olusturdugu kiimenin infimumu
1 yani ||x||; = 1 olur.

Tersing, ||x|| = 1 olsun. Ayrica ¢ G-konveks modiiler oldugundan 1 <; a <; e

kosulunu saglayan her a € R i¢in

(@O x) =p(a O x®B(e ©a)© b;)
<ca O ex)B(e ©a)O o(b;)
=a©eox)

yani,

(@O x) <ga®ox)

dir. Bu durumda her n € N igin,
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1 1 1
Q(x)=Q<en@e—nG®x) SGe—nG@Q(e"@x)=e—nG@Q 1—G

yazilir. Buradan ¢(x) = 1 bulunur. Bu ise x = 6; oldugunu gosterir.

(GN2) Herhangi bir x € X ve a € R verilsin. a =1 ise |la © x|z = |lals O lxll¢g
oldugu agiktir.

a € R; — {1} olsun. ||. || fonksiyonu tanimi geregince

( anG
aQx |a]
— i i . G
” 2l ” = ginf{e* >;1: 90 ol G |<ge
\
p
x
= sinf{e? >, 1: 0| ————G | <z e
elglalGG

\ a

yazilir.

)
a > 1ise, bu takdirde e = %G seklinde alinirsa

a®x e O« X
G” = nf{—G>;1:0|{—G) <
” lalg M, € { lalg ¢ Q(e’“ ) Ge}

=—G@ Gll’lf{ EIIN I Q( G) }

|alg

=G O il
lalg ¢

= llxll¢ €)

bulunur.

A
a <; 1ise, bu takdirde etz = %G seklinde alinirsa

[T e

|a|G

Az
= Ginf{e O(l@a)G >61:Q<—(199)®xG> <c e}

lalg etz

_190{

lalg

GO Ginf{e’12 >c1:0 (ﬁG) < e}
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190{
alg

= |lxllg (10)

O lixllg

bulunur. Boylece (9) ve (10) ifadelerinden her a € R; — {1} i¢in

el

lalg

= |lxllg (11)

elde edilir. Ayrica

e

q
lalg

einfle? > 1o ; Aa<§)|§| 6) < ¢f

oldugundan et = et © |a|; seklinde tanimlanirsa,

l’
Halex = Gmf{le_laG@a >q1: Q( QxG) <¢ e}
=WG ) Ginf{ V>0 Q(anG> <¢ e}
G
1
=|a—G O lla © xllg
G
yani
an
|5 =—G O lla © xll (12)
G

bulunur. (11) ve (12) ifadelerinden

a@x

||G

Ielle = |7

1
=—=0G OllaOxllg
afg

¢ |

olup, her @ € R; — {1} i¢in
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lla O xllg = lals © lixlle

elde edilir.

(GN3) Herhangi x,y € X verilsin. Bu takdirde Q(eleG) <; €, Q(e%G) <;e ve

0 (2?33/ G ) < e esitsizliklerini saglayan e*1, e*2 ve e*s pozitif geometrik reel sayilarmin

olusturdugu kiimeler sirasiyla A, B ve C ile adlandirilsin.
D = {e’ll @ etz;etr e A Net2 € B}

seklinde tanimlanirsa D © C olur. Ciinkii keyfi e?t @ e?2 almnirsa, o , G-konveks

modiiler oldugundan

x x
e (e’11 g}e]’lz G) - @ (e’ll @ etz O eh é; etz G)
eM x
4 (WG Omt®
eM
S¢ el1 &) elz

A

Az

el @ elz

G@%G)

e/l
Az

G@Q(%G)EBWG@Q(:}TZG)

(o e ¢
=G et @ elz e @ elz

=e

bulunur. D c C oldugundan ;infC <; ;infD = ;infA @ infB bulunur. O halde

lx @ ylle <¢ llxllc @ llylla

elde edilir.
Tanmm 3.2.4. p = (p,), her n € N i¢in p,, = 1 kosulunu saglayan sinirli pozitif reel

sayilarin dizisi olsun.

olmak iizere Ces®(p) dizi uzay
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Ces®(p) = {x = (x}) € wg * a(x) <; o}
yani

o0 n (rndc
e
Ces®(p) = {x = (x) € wg Gz<e_nG®GZ|xk|G> <¢g ®
n=1

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.2.2. p = (p,,), her n € N i¢in p,, = 1 kosulunu saglayan sinirl pozitif reel
sayilarm dizisi olmak iizere Ces®(p) dizi uzayi, geometrik aritmetigin @ ve ©
islemlerine gore w; uzaymin bir alt vektor uzayidir.

Ispat. x = (x), vy = (y,) € Ces®(p) ve A€ R; verilsin. M = sup p,, olmak iizere

neN

hern € N igin a, = %" olarak almirsa a,, < 1 olur. Béylece Onerme 2.3.5 kullanilarak,

. (rn)c
c(x®y) = GZ (einG © GZ|xk @3’k|c>

n=1

Map)g
e
=6) (560 Glek eaykla>

e
n=1

o0 n (pnle (o) n (Pn)c
= ()" O GZ<§G@GZ'xk'G> @GZ((%G@GZWG)
n=1 k=1 n=1 k=1
= (9" O [0() ® o(y)]

yazilir. Ces®(p) uzayinin tanimi geregince o (x) <; oo Ve o(y) < o olacagindan,
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c(x@y) <g o

olup x @ y € Ces’(p) elde edilir.

L = ;maks{e, Illga} olarak alinirsa,

o) n (pn)e

e
c(AOx)= GZ(e—nG OGZIAOxkl(;)

n=1 k=1

co (rndeg
e

=6y (ena © GZMIG kalc;)
n=1

<6 P O GZ( 6O GElxk|G>
< LOGZ( G OGElxk|G>

bulunur. Ces®(p) uzaymin tamimi geregince o(x) <g o olacagindan,

c(AOx) <z oo

olup 21O x € Ces’(p) elde edilir. Bu ise Ces®(p) uzayinmn, w; uzaymin alt vektor

uzay1 oldugunu gosterir.

Sonug 3.2.1. Ces®(p) dizi uzay1, R; cismi iizerinde bir vektdr uzayidir.

Simdi, o fonksiyonunun Ces®(p) uzayi iizerinde G-konveks modiiler oldugunu
gostermek i¢in kullanilacak gerekli onermeye yer verilecektir.
Onerme 3.2.1. p, > 1 olmak iizere hern € Nigin f: R; » R; , t — |t|(Gp”)G fonksiyonu
G-konveks fonksiyondur.

Ispat. A € [1, e] olmak iizere

f(AQXGB(eeA)@y):M@x@(ee/l)gyl(g’n)c

_ |xln/1 ) yln(el—lnl) (Pns

G

= [eXp{lln(xlnl . y(l—lnﬂ))l}](Pn)G

= (exp{/InA-Inx + (1 —=InA) - Iny|})Pnc
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— exp{(ln(e |1n/1-lnx+(1—1n/1)~1nyl))pn}

=exp{|/lnA-Inx + (1 —InA) - Iny|Pn} (13)

esitligi gergeklesir. A € [1, e] oldugundan In A € [0,1] olup klasik kalkiiliiste t — |t|Pn

fonksiyonunun konveksliginden faydalanilarak
InA-Inx+ (1 —1InAd)-Iny|P» <InAd:|lnx|P»+ (1 —-1InA): [Iny|Pr (14)
bulunur. Boylece (13) ve (14) ifadelerinden

fAOx® (0 Oy) < exp{lnd-|Inx|P» + (1 —1n2) - [Iny|Pn}
= exp{ln){ 3 lne“nxlpn + (1 —In /’{) -1n e|ln37|pn}

= exp {lnl ‘Ine™*E" + (1 —1n2)-In elnlyl’c’”}
= exp {ln/l - lnIxI(Gp”)G +(1—-1nAa)- ln|y|épn)c}

. (rn)G (Ine-In)). (pn)g
exp {11’1 {elnllnlxla } +1In {elne In|yl; }}

=1 @ |x|g’n)c EB (e e /1) @ |y|gpn)c

elde edilir.

Teorem 3.2.3. o, Ces%(p) uzayi iizerinde G-konveks modiilerdir.
Ispat. x,y € Ces®(p) verilsin.

(i) cx)=1ex=1,

(i)  |alg = e kosulunu saglayan her a € R igin,

o) n (pn)G
ola®Ox) = GZ <einG OGZla Oxk|G>
n=1 k

=1

oo n (rn)c
e
= GZIaI(G””)G © (e_nG ©) Glek|G>
n=1

k=1
o n (pnle
= GZ <—nG © GZ|xk|G>
n=1 k=1
= o(x)
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yazilir. Béylece
ola®x) = o(x)

esitligi elde edilir.

(i) a,BER; ve a,f 2, 1icina @B =e olsun. Her n € N icin ¢ — |¢| P60

geometrik konveks fonksiyon oldugundan

(Pn)a
a(anGBﬁ@y)—GZ( 6662|a®xk@ﬁ®yklc)

o (pn)
<¢ Z( G@CZ@GZPCHG _GQ,B@GZ|}’k|G)pG

» (pndc
=GZ a@( GOGZIXRIG>EBL?@< GQGZkalG)
n=1
0 ; n (rnde (pn)c
<¢ Gz a@(e—nG@GZPCHG) @ﬁ@( GQGZD’HG)
n=1 k=1

(Pnlc © (Pndc
—maZ( G@GleuG)p EB,BC)GZ< G@GZlykla)p

=aQax)@® BOa(y)

elde edilir. Béylece o, Ces®(p) uzayi iizerinde G-konveks modiilerdir.
Onerme 3.2.2. p = (p,,), her n € N i¢gin p,, = 1 kosulunu saglayan smirli pozitif reel

sayilarm dizisi ve M = sup p,, olsun. Ces®(p) uzayi iizerinde tanimli o, G-modiileri
neN

asagidaki ozellikleri saglar:
(i) 1<sa<geisea’e Qo (z G) <cox)veo(a®x) <;a®o(x)
(i) a>geiseoa(x)<;a"e Oo (g G)

(i) a>geised(x)<; a®oa(x) <;o0(a® x).
Ispat.

M 1 <; a <; e olsun. Bu takdirde
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Il
o)
E
"
Q
©
=
=|‘°
o
©
D
M=
JE
o
—
~——
3
Q

yazilir ve her n € N igin a®®¢ <. a oldugundan,

(pn)c
o(a®x) = GZ( G@GZIa@kuG>

k=1
oo n (rn)e
e
<caQ® Gz (e_”G ©) Glek|G>
n=1 k=1
=a® o(x)

elde edilir.

(i) a > e olsun. Bu takdirde

00 n (rng
e
= GZ a®Pnlc ©) (_nG ©) GZ |_kG| )
e G
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<;a"’s O G i( G@GZ|—G| >(pn)G

=aMé O a(aG)

elde edilir.

(ili)  a = e olsun. Bu durumda o, G-konveks modiiler oldugundan
o(x) <; a®o(x)

dir. Ayrica

(rn)g
a(a@x)—GZ( G(DGZIankIG>
(rndg
= GZ|a|(pn)G @( GO GZ|xk|G>
o0 o n (pndg
=G ) aPe © (—nG OG |xkla>
(rndg
>Ga®GZ( G@Glek|G>

=a@® olx)
bulunur. Buradan,
0(x) < a®@alx) <;0(a®x)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 3.2.4. Ces®(p) dizi uzay

x|l = Ginf{e’l >q1: a(eiG) <c e}

(Pn)c
| le
cinfler>;1:G GQG <
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Luxemburg G-normu ile bir G-normlu uzaydir.

ispat.

(GN1) x=1 wolsun. Bu durumda her keN igin |xg|lg=1 olup

(Pndc
) =1 esitligi her e? pozitif geometrik sayisi igin

635, (56065,
saglanacagindan bu e? sayilarinin olusturdugu kiimenin infimumu 1 yani ||x||; = 1 olur.
Tersine, |[x||; = 1 olsun. Ayrical <; a <; e kosulunu saglayan her a € R igin

g(a © x) <; a © a(x) oldugu biliniyor. Dolayisiyla herhangi bir m € N igin

© "l Pn)c o non o Glele (Pl
BT Z<_G@Gz )

n=1

m (Pndg
< —GOGZ( GOGEM )

2 n (pn)G
1 e | %k | 6
- _m Z e_"G O GZ et G
k=1e—mG

n=1

(rn)
olup buradan o(x) = G X%, (einG O Gyp. e G) ° = 1 bulunur. Bu ise x = 1

e

oldugunu gosterir.

(GN2) Herhangi bir x € Ces®(p) ve a € R verilsin. a = 1ise |la O x|z = |als ©

x|l oldugu agiktir. Eger a € R; — {1} ise

[e9) | O | (rn)e
e a(®x
la © x|l = ginf et >q1: GZ(enGOGZ kG ) <ce

n=1
- n | | (pn)G
. e XklG
= inf e’1>GlzGZ e—nGQGZ o G <ge
n=1 k=1 7——
|a|G

U .
yazilir. e* = e* © |al|; seklinde tanimlanirsa,
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= |alg O lIxllg

elde edilir.

(GN3) Herhangi x, y € X verilsin. Bu takdirde

ve

GZ( GQGZM >(Pn)c .

esitsizliklerini saglayan et | e?2 ve e?s pozitif geometrik reel sayilarmin olusturdugu
kiimeler sirasiyla A, B ve C ile adlandirilsin. D = {e’ll @ etz:etre A Netz € B}

seklinde tanimlanirsa D © C olur. Ciinkii keyfi et @ e?2 alinirsa,

n | @ | (Pn)e
e Xk D Ykle
(e—nGOG —e/h@e/lz G)
1

oo | | n | | (rpnlc
e klG e Ykle
GZ(e"GQGZell@eAZGGBeTGQGZeAl@elZG)
k=1




A2

=G Y _et o606 y lx"lGG " 0l
N Z el @ etz Qe_" O Z et & e’ @ ez CDe_nG
k=1

n I I (rne
oYe Ykl G)

<;G OOE e—G@ iG@G né elg
=G ell @ elz en ell

n I I (rndc
e
O(—nGOG ykGG)
e

(rndc elz
b ———7-G

el @ et2

etz
k=1

A1 Az

(rnlc
e x| e
_elleBelZ@GZ< GQGZ ) 696’11696’126

@GZ< GGGZ il >(Pn)c

Az

eM e

G D
G ol @ el eh @ etz

G=¢e

olur. D c C oldugundan ;infC <; ;infD = ;infA @ ;infB bulunur. O halde

lx @ ylle <¢ llxllc @ llylla

elde edilir.
Sonu¢ 3.2.2. Her n € N igin p, = p = 1ise Ces®(p) uzayi, Ces; geometrik Cesaro dizi
uzayii verir. Ayrica, Ces®(p) uzay iizerindeki Luxemburg G-normu, C esg uzayinin

tizerindeki olagan norma indirgenmis olur yani

Pe (1/p)¢

[ee] n
e
Ixllg = il = { 6 ) (e—na © GZ|xk|G>
k=1

n=1

dir.
Ispat. Her n € N i¢in p,, = p olsun. Bu takdirde
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o P
. 2 e - Xk ¢
lxllg = ginfle? >¢ 1: Gz e—na@GZ|e70|G < e
. 2 - e
= ginflet >4 1: A)pc ©6) enG@GZ|xk|G <g e

n=1
1) [ e
_ e PG
= Glnf{e’1 >:1: G (—nG OG6 |Xk|c> <ceO(e*) }
) n [ e (1/p)G 1
= Gmf{e >c1: Z ( € GO GZka|G> <6 ((el)?’c)( /p)g

(o] n
e
= Gmf{e >q1: Z(e—nG@GZkah;) <; et

n=1 k=1
oo PG (1/p)G
= GZ(TGQGZbCle)
n=1 k=1
= |lxIlg

elde edilir.
Ces%(p) uzay: iizerindeki o, G-modiileri ile Luxemburg G-normu arasindaki

iligkiyi ifade eden 6nermeler verilecektir.

Onerme 3.2.3. Her x € Ces®(p) icin,

) xllg <¢ eise a(x) < llxllg
(i) llxllg >¢ eise a(x) = llxllg
(i) lxllg =eeox)=e
(iv)  lxllg <c e alx) <g e
V) lixllg >c e ax) > e
dir.
Ispat.
(1) 1<; e <;eB|lx|lg olacak sekilde bir & geometrik reel sayisi verilsin. Bu
durumda
lIxllc e <ge
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yazilir. || || tanimi1 geregi,
lxllg B & >; e* ve a(e%G) <qe

olacak sekilde bir e* > 1 sayis1 vardir. Onerme 3.2.2 (i) ve (iii) siklarindan,

o) <o o <(I|xllcl® &, o x)
e

- cr((nxna ® ) @%G)

<6 (Ixllc ® &) © o (56)

<c e O (lxllc ® ¢)
= llxllc @ €

elde edilir. Boylece her € € (1,e © ||xll¢) igin a(x) <; ||x|l¢ @ € bulunur.
A={llxllc e : 1<ge<ceOllxllc}

olarak alinirsa ||x||; = infA olur. 6(x), A kiimesinin bir G-alt sinir1 oldugundan
o(x) <¢ llxll

oldugu goriiliir.

lixll¢©e

ol G olacak sekilde bir € > 1 sayisi segilsin. Bu durumda
G

(”) 1 <G & <G

lIxll >¢ llxlle © (e © ) >g e

esitsizligi yazilir. Béylece ||. ||, G-normunun tanimindan ve Onerme 3.2.2 (i) stkkindan,

¢ G ¢ (e e S) @ ”"(”(;

< e
“ e Olxlg
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elde edilir. Yani her € € (1,”’;'}'6%68) icin (e & ¢) O ||x|lg <¢ o(x) yazilir.
G
llxllc © e
A={(e6€)®|lxlla= OG:1<GE<GW
G

seklinde alinirsa,
lIxllg = gsupA

olur. o(x), A kiimesinin bir G-iist smir1 oldugundan, ||x||; <; o(x) oldugu goriiliir.

iii llx|l¢ = e olsun. ||.||; ifadesinin tanimindan her € > 1 sayisi i¢in
G G G Y
X
(e @ &) > e* > llxlls ve o (56) <; e

olacak sekilde bir e? >; 1 sayis1 vardir. e? >; e oldugundan Onerme 3.2.2 (ii) sikki

geregince,

o(x) <¢ (el)MG Oo (:7 G)
<¢ (eM)"
<; (e @ e)Ms

1
elde edilir. Béylece her & > 1 sayisi i¢in (a(x))(M)G <c;e® eolup,buiseo(x) <; e
oldugunu gésterir. o(x) < e oldugu kabul edilirse, o(x) <; aMé <, e olacak sekilde

bir a € (1, e) sayis1 bulunabilir. Onerme 3.2.2 (i) den

X
M *
a”é © a(aG> <; o(x)
O'(EG) <, — GO olx)<ge
a =G gMg G
yazilir. Buradan ||x||; <; a < e olur ki bu bir geliskidir. O halde g(x) = e olmalidur.

Tersine o(x) = e olsun. ||. ||z, Luxemburg G-normunun tanimindan, ||x||; <; e

oldugu sonucuna varilir. Eger ||x||; <; e ise Onermenin (i) sikkindan

o(x) <¢ llxllg <¢g e
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elde edilir. Bu ise, o(x) = e varsayimu ile ¢elisir. Bu nedenle ||x||; = e olmalidir.

(iv)  Eger ||x|l; <¢ e ise Onermenin (i) sikkindan
o(x) <¢ llxllg <¢ e

bulunur.

Tersine o(x) <; e olsun. Bu durumda ||x||; =; e oldugu kabul edilsin.
llx|l; >¢ e ise Onermenin (ii) sikkindan o(x) =¢ ||x|l¢ oldugundan o(x) >; e ve
lx|l; = e ise Onermenin (iii) sikkindan o(x) = e elde edilir. Bu ise hipotezle celisir, o

halde varsayim yanlis olup ||x||; <; e olmalidir.

(v)  Eger ||x||g > e ise Onermenin (ii) sikkindan,
o(x) =g lIxllg > e

bulunur.

Tersine a(x) > e olsun. Bu durumda [|x||; < e oldugu kabul edilsin. ||x||; = e
ise Onermenin (iii) sikkindan o(x) = e ve ||x||; <; e ise Onermenin (iv) sikkindan
o(x) <; e elde edilir. Bu ise hipotezle ¢elisir, o halde varsayim yanlis olup ||x]||; >¢ e
olmalidir.

Onerme 3.2.4. x € Ces®(p) ve M = sup p,, olsun.
neN

(i) 1<;a<;eve ||x|lg >¢ aise, bu takdirde a(x) >, aMe dir.
(i) a=>;eve ||x|lg <g aise, butakdirde o(x) <, a™c dir.
ispat.

(i) 1<;a<;eve |x|lg >¢ a olsun. O zaman
[Z6ll, > e
a Vg
yazilir. Onerme 3.2.3 (ii) sikk1 geregince

o (56) 2 el >
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bulunur. 1 <; a <; e oldugundan Onerme 3.2.2 (i) sikk1 g6z 6niine alinirsa,
x
o(x) =;a"e © o (E G) >. aMe O e =aMe

elde edilir.

(i) a=>=;eve |lx|lg < a olsun. O zaman

Iz¢ll, <
- e
a G G

olur. Onerme 3.2.3 (i) sikkindan

o (26) e el <

bulunur. Buradan, a = e ise

g(x) <; e =ae

oldugu aciktir. Eger a >; e ise Onerme 3.2.2 (ii) sikkindan

X
o(x)<;a"e O o (E G) <;a"e O e =aMs

oldugu goriiliir. Bu ise isteneni verir.

Onerme 3.2.5. (x;), Ces®(p) uzayinda bir dizi olsun.

() a,}ijgollxkllc = e ise Glli_)rgo-(xk) = e dir.

Ispat.

(1) ¢ lim |[xg |l = e olsun. € € (1, e) sayis1 verilsin. Bu durumda her k > N igin
n—-o0o

(e©¢) < llxklls <c (D e)

olacak sekilde bir ky € Nvardir. 1 <; (e © ¢€) <; eve (e © ¢€) <; |lxxll¢ oldugundan
Onerme 3.2.4 (i) sikki geregince her k > k i¢in
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o(x) > (e © e)Me (15)

bulunur. £ @ e >; e ve |lxxllg <¢ € D e oldugundan Onerme 3.2.4 (ii) sikki geregince

her k > k, i¢in
a(x) <¢ (e @ e)Me (16)
olur. (15) ve (16) ifadelerinden her k > k, igin

(e ©® e)Ma <; a(xy) <¢ (e B e)Me
e e) < (0(x)™ <; (e &)

G
elde edilir. Bu ise k — oo iken o(x;) — e oldugunu gosterir.

(ii) G}lim l[xxllg # 1 oldugu varsayilsin. Bu durumda her n € N i¢in

lxicnll; >6 €

olacak sekilde bir € € (1,e) sayist ve (x;) dizisinin bir (xkn) alt dizisi vardir.

Onerme 3.2.4 (i) sikki geregince her n € N igin

U(an) >G SMG

oldugu goriiliir. Bu ise k — oo iken o (x;) _/G_) 1 oldugunu gosterir.
Teorem 3.2.5. Ces%(p) uzayi bir G-Banach uzayidir.
ispat. (x™) = (x,(cn)), Ces®(p) uzayinda bir G-Cauchy dizisi olsun. Herhangi bir

€ € (1, e) sayis1 verilsin. Bu takdirde her n,m > n, oldugunda

olacak sekilde bir ny € N vardir. Onerme 3.2.3 (i) sikki geregince her n,m > n, igin,

a(x(”) [ x(m)) <c ”x(n) [ x(m)”G <; eMe
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ifadesi gergeklesir ve

(rrde
Z( GOGZ| )ex(m)a) <; eMa

elde edilir. Her N € N igin,

N (rr)c
e
(n) (m)
<e—NG 06 k§_1|xk O x{ G) < Mo

olur ve bdylece

GZ x(n) ,(Cm) <ce@eV=¢N

yazilir. Buradan her k € N ve her n,m > n, i¢in,

(n) o x(m) <G ek

bulunur. Buradan ( (n)) dizisi R; de bir G-Cauchy dizisidir. O halde her k € N igin

(n) — xp, olacak sekilde bir x;, € R vardir.

x = (x;) olmak iizere x € Ces®(p) oldugu gosterilmelidir.
x|, = (g, %0,...,%,,1,1,1,...)

seklinde tanimlansin. Her r € N ve her n,m > n,, igin,
o ((x(”) e x(m))|r) <g eMa

yazilir. m — oo i¢in x( m 5 Xk, k=1,23,...,r oldugundan m — oo iken
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G

o ((x(") S x(m))|r) —>a ((x(n) S x)|r)

dir. Boylece her n > n,, ve her r € N igin o ((x(") S x)|r) <¢ €Me olur. Buradan her

n >n, i¢in
o(x™ 6 x) < eMs
bulunur. Onerme 3.2.4 (i) sikki geregince her n > n,, i¢in

|x™ 6 x||G <; €

- ; . . G .
elde edilir. Bu ise n — oo i¢in Ces®(p) uzayinda x™ — x olmasi demektir. x™ © x €

Ces%(p) ve Ces%(p) vektor uzayr oldugundan
x=x™ 6 (x™ O x) € Ces’(p)

yazilir. Béylece Ces®(p) uzay1 G-Banach uzayidir.
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4. SONUC ve DEGERLENDIRME

Bu calismada Cesaro dizi uzaylarinin tanimi geometrik kalkiiliise aktarildi ve
tanimlanan geometrik Cesaro dizi uzaylarinin geometrik kalkiiliiste vektor uzayi, normlu
uzay, Banach uzay1 olduklar1 gosterildi. Cesaro dizi uzaylar1 arasindaki kapsamalar ve
bunun yani sira lg dizi uzay: ile aralarindaki kapsama iligkileri irdelendi. Ayrica
geometrik kalkiiliiste genellestirilmis Cesaro dizi uzaylari tanimlandi ve temel 6zellikleri
gosterildi. Modiiler ve Luxemburg norm kavramlar1 geometrik kalkiiliise aktarildi.
Genellestirilmis geometrik Cesaro dizi uzaylar1 {izerindeki G-modiiler tanimlandi,
G-modiilerin 6zellikleri ve Luxemburg G-norm ile iliskisi incelendi.

Cesaro dizi uzaylari ve geometrik kalkiiliisiin matematik, fizik ve miihendislik basta
olmak lizere bir¢cok dalda onemli bir yere sahip olmasi nedeniyle bu calismanin,
bahsedilen alanlarda yer alan bazi problemlerin ¢dziimleri i¢in kolaylik saglayacagi ve

yeni bakis agis1 getirecegi diisiiniilmektedir.
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