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OZET

Yiksek Lisans Tezi

GEOMETRIK KONVEKS FONKSiYONLAR UZERINE BAZI INTEGRAL
ESITSIZLIKLER

Nurullah KILIC

Agr1 Ibrahim Cecen Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Ahmet Ocak AKDEMIR

Bu tez ¢alismasinda, geometrik-aritmetik konveks ve geometrik-harmonik konveks
fonksiyonlara iliskin bazi yeni integral esitsizliklere yer verilmistir. Birinci bdliimde,
esitsizlik teorisi ve konveks analiz iizerine baz1 bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde, baz1
tamimlar, temel kavram ve sonuclar hatirlatilmistir. Calismamizin {igiincii boliimii,
literatiirde mevcut olan geometrik konveks fonksiyonlar yardimiyla elde edilmis olan
integral esitsizlikleri igermektedir. Dordilincli boliimde, temel kavramlar ve elementer
analiz teknikleri kullanilarak birinci tiirevinin mutlak degeri geometrik konveks olan
fonksiyonlar i¢in Hadamard tipli yeni integral esitsizlikler olusturulmustur. Ayrica,
geometrik konveks fonksiyonlarin ¢arpimini ihtiva eden bazi yeni integral esitsizlikler
ispat edilmistir. Son olarak, bazi 6zel durumlar ve 6rnekler segilerek sonuglara dair
uygulamalar verilmistir. Son boliimde ise elde edilen sonuglara iliskin kisa bir tartisma

yapilmustir.

2016, 59 sayfa
Anahtar Kelimeler: Konveks fonksiyonlar, GA —konveks fonksiyon, GG — konveks

fonksiyon, GH — konveks fonksiyon, Hermite-Hadamard esitsizligi, Holder esitsizligi



ABSTRACT

In this thesis, some new integral inequalities have been given related to geometric-
arithmetic convex and geometric-harmonic convex functions. In the first section, some
informations have been given on convex analysis and inequality theory. In the second
part, some definitions, basic concepts and fundamental results have been recalled. Third
part of our study include integral inequalities that have been proved via geometic
convex functions, previously. In the fourth section, new integral inequalities of
Hadamard type have been established for functions whose absolute values of derivatives
are geometric convex by using basic concepts and elemantery analysis techniques.
Also, some new integral inequalities which involve product of several geometric convex
functions have been proved. Finally, by choosing some special cases and examples,
applicaitions have been given. In the last section, a short discussion has been achieved

on our results.

2016, 59 pages

Keywords: Convex functions, GA—convex function, GG—convex function, GH—convex
function, Hermite-Hadamard inequality, Holder inequality.
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1. GIRIS

Konvekslik kavrami ilk olarak Hermite tarafindan Ekim 1881’de elde edilen bir
sonucun, 1883 yilinda Mathesis adli dergide yaymnlanmasiyla ortaya c¢ikmistir.
Hadamard’in 1893 yilindaki c¢alismasinda konvekslige rastlansa da konveks

fonksiyonlarin sistematik olarak ¢aligsilmasi 1905-1906 yillarinda Jensen ile baglar.

Konveksligin tanim1 esitsizlikle ifade edildiginden ve matematik bir bakima
karsilastirma oldugundan Konveks Fonksiyonlar Teorisinde esitsizliklerin énemli bir
yeri vardir. Hardy, Littlewood, Pdlya, Beckenbach, Bellman, Mitrinovi¢, Pachpatte,
Pecari¢ ve Fink gibi matematik¢iler Konveks Fonksiyonlar ile Esitsizlikler Teorisi’ni
bir arada inceleyerek ¢esitli kitaplar ve ¢ok sayida makaleler yaymlamislardir. Bu tiir
esitsizlikleri konu alan ilk temel ¢calisma 1934’te Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan
yazilan “Inequalities” adli kitaptir (Hardyet al. 1952). Ikinci calisma ise E.F.
Beckenbach ve R. Bellman tarafindan 1961°de yazilan 1934-1960 yillar1 arasinda elde
edilen yeni esitsizliklerin sonuglarini igeren ve yine “Inequalities” ad1 verilen kitaptir
(Beckenbach and Bellman 1961). Bunu Mitrinovi¢’in 1970 yilinda yayinladig: ve ilk iki
kitapta bulunmayan farkli konulara da yer verdigi “Analytic Inequalities” isimli kitab1

takip eder (Mitrinovi¢ 1970).

Konveks Fonksiyonlar Teorisi ile iliskili olan Esitsizlik Teorisi Gauss, Cauchy ve
Cebysev ile gelismeye baslamustir. 19.-20. yy’da bulunan esitsizliklerin bir kismu
konveks fonksiyonlarla iliskilendirilerek temel esitsizlikler haline gelmistir. Bunlarin en
onemlileri 1881 yilinda Hermite tarafindan elde edilen Hermite-Hadamard esitsizligi ve
1938 yilinda Ostrowski tarafindan elde edilen Ostrowski esitsizligidir. Hermite-
Hadamard esitsizligi ile ilgili ¢aligmalarin biiylik bir kismi Dragomir ve Pearce
tarafindan 2000 yilinda yazilmis olan “Selected Topics on Hermite-Hadamard
Inequalities and Applications” isimli kaynakta bir araya getirilmistir (Dragomir and
Pearce 2000). Konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler iizerine yogun calisan diger
matematikciler Ozdemir, Kirmact, Agarval, Anastassiou, Milovanovic, Fink, Roberts,

Varberg, Barnett, Yildirnm, Sarikaya, Ujevi¢, Varosanec, Bullen, Cerone, Toader,



Alomari, Qi, Pearce, Darus, Bakula, Pecari¢, Set, Akdemir, Kavurmaci-Onalan, Avci-

Ardig, Giirbliz, Ekinci, Yildiz, Tung seklinde siralanabilir.

Set tarafindan hazirlanan “Bazi Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlar I¢in Integral

Esitsizlikleri” baslikli doktora tezinde E —konveks ve E — m —konveks fonksiyonlar
ile birlikte farkli tiirden E —konveks ve E — m —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard tipli ve diger bazi farkli tiirden konveks fonksiyonlar olan m — konveks,
(@, m) —konveks, log —konveks, quasi —konveks, s —konveks, r —konveks ve h —

konveks fonksiyonlar i¢in yeni integral esitsizlikleri verilmistir. Bunlarin yan1 sira bazi

genellestirmeler de elde edilmistir (Set 2010).

Tung tarafindan sunulan “Bazi Konveks Fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard Tipli
Esitsizlikler Ve Uygulamalar1” baglikli doktora tezinde konveks ve farkli tip konveks
fonksiyon siniflar1 i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra

elde edilen esitsizlikler i¢in 6zel uygulamalar ve sonuglar verilmistir (Tung 2011).

Alomari’nin “Several Inequalities of Hermite-Hadamard, Ostrowski and Simpson Type

for s —Convex, Quasi —Convex and r —Convex Mappings and Applications” baslikli
doktora tezinde s — konveks, gquasi — konveks ve r —konveks fonksiyon simiflari

kullanilarak Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli integral esitsizlikleri elde

edilmistir ve bu esitsizlikler i¢in uygulamalar verilmistir (Alomari 2011).

Yildiz tarafindan hazirlanan “Quasi Konveks Fonksiyonlar I¢in Esitsizlikler Ve
Uygulamalar1” baglikl yiiksek lisans tezinde guasi —konveks fonksiyonlar icin yapilan
genis bir literatlir taramasinin yanisira, guasi —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra elde

edilen esitsizlikler i¢in sonuglar ve bu sonuglara bagli 6zel uygulamalar verilmistir

(Yildiz 2011).



Kavurmaci-Onalan’in “Baz1 Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlar Igin Ostrowski ve
Hermite-Hadamard Tipli integral Esitsizlikler” baslikli doktora tezinde farkli tiirden
konveks fonksiyon simiflar1 kullanilarak yeni baskin konveks fonksiyon kavramlari
tamimlanmig, bu yeni fonksiyon siniflar1 igin Hermite-Hadamard tipli integral
esitsizlikleri edilmistir. Konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli; konveks ve
konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli yeni integral esitsizlikleri elde edilmistir ve

elde edilen bazi esitsizlikler i¢in uygulamalar verilmistir (Kavurmaci 2012),

Yildiz’in ©> mn . Mertebeden tiirevlenebilen konveks fonksiyonlar i¢in integral
esitsizlikleri’” baslikli doktora tezinde Fejér esitsizligi kullanilarak yeni teoremler
ispatlanmig, g 'nin 06zel degerleri i¢in yeni sonuglar elde edilmistir. Ayrica n .

Mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar i¢in Lemmalar yazilmis ve bu Lemmalar

kullanilarak yeni genellestirmeler yapilmistir (Yildiz 2014).



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Konveks Fonksiyonlarla flgili Temel Tanim ve Ozellikler

Bu calismada kullanilacak bazi temel tanimlar asagida verilmistir.

Tamm 2.1.1. “Konveks Kiime”: “L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak

uzere

B={z€Lz=tx+(1-1t)y, 0<t<1}cA

Ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = tx + (1 — t)y esitligindeki x
ve y’nin katsayilar1 i¢in t + (1 —t) = 1 bagintis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple
konveks kiime tamimindaki t, 1 —t yerine t+k =1 sartim1 saglayan ve negatif
olmayan t, k reel sayilar1 alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi ug¢ noktalar1 x ve y
olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve
herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir” (Bayraktar
2000).

Sekil 2.1. Konveks kiime



Sekil 2.2. Konveks olmayan kiime

Tamim 2.1.2.(J —Konveks Fonksiyon) “I,R’de bir aralik olmak tizere her x,y € [ igin

f(x;ry) Sf(»c) wZLf(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna I iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J —konveks

fonksiyon denir” (Mitrinovi¢ 1970).

Tamim 2.1.3. (Kesin ] —Konveks Fonksiyon)“Her x,y € I ve x # y igin

f<xJ2ry) <f(x) ;f(y)

oluyorsa f fonksiyonuna I iizerinde kesin J —konveks fonksiyon denir” (Mitrinovi¢
1970).

Tamim 2.1.4. (Konveks Fonksiyon): “I, R’de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon

olmak tizere her x,y € I ve a € [0,1] igin,

flax+ (1= a)y) < af (x) + (1 = a)f(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir” (Pecari¢ et al. 1992).



Eger a € (0,1) araliginda alinirsa bu durumda

flax+ (A =Dy) <af(x)+ (1 -a)f(¥)

olur. Bu f fonksiyonuna da strictly konveks fonksiyon denir.“—f” konveks (strictly

konveks) ise 0 zaman f’ ye konkav (strictly konkav) denir.

Konveks fonksiyonun geometrik anlami asagidaki gibidir:

yA

<y

a ta+(1-)b b

Sekil 2.3. Konveks fonksiyon

Geometrik olarak ta + (1 — t)b noktasinda; f’nin egri lizerinde aldig1 deger (a, f(a))

ve (b, f (b)) noktalarini birlestiren dogru pargasinin {izerinde aldig1 degerden her zaman



daha kiiciiktiir, yani bu iki noktay1 birlestiren kiris (dogru pargasi) her zaman egrinin

[a, b] araliginda kalan kisminin {izerinde veya tistiindedir.

Sekil 2.3” den de goriildiigii gibi t €[0,1] oldugundan tf(a) < f(a) dir. Benzer sekilde

(1 —=t)f(b) < f(b) dir. Yani tf(a), f(a)’'nin (1—t)f(b)de f(b) nin altindadur.

Dolayisiyla tf (a) + (1 — t)f(b), f(a)ile f(b) arasinda olur. Konkav fonksiyon igin

kiris f” nin grafiginin [a, b] araliginda kalan kisminin iizerinde veya altindadir.
Teorem 2.1.1. (Ucgen Esitsizligi):“Herhangi bir x, y reel sayilari icin
lx + y| < x| + [y,
[1x] = Iyl] < |x —yl,
[1x] — Iyl] < |x + I,
ve tiimevarim metoduyla
ey o+ 2l S ]+ P

esitsizlikleri gegerlidir” (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.2. (U¢gen Esitsizliginin integral Versiyonu):*f, [a, b] araliginda siirekli

reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde

b b
j Foodx| < f IF (0)ldx (a < b)

esitsizligi gecerlidir” (Mitrinovic et al. 1993).

Ornek 2.1.1. f:1 ¢ R = R, f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde konveks fonksiyondur.



Coziim: f’nin konveks oldugunu gdstermek i¢in x,y € I ve a € [0,1] igin

flax+ (1 -a)y) s af(x) + 1 - a)f (¥)

oldugunu gostermeliyiz. Buna gore

flax+ (1 —a)y) = |ax+ (1 - a)y|
< lax|+ |(1 —a)y| (iggen esitsizliginden)

= alx[+ (1 -a)lyl
=af(0)+ A -a)f )

elde edilir. Ik ve son ifadeden f fonksiyonunun konveksligi ispatlanmig olur

f(x) =|x| fonksiyonu x =0 da tireve sahip olmamasina ragmen konveks

fonksiyondur.

v
x

Sekil 2.4. Aralik {izerinde konveks fonksiyon

Sonug¢ 2.1.1.“x,y € Rve p + g > 0 olmak iizere

px+qy\ _pf(x)+qf ()
f(p+q)S p+q



esitsizligi (2.1) esitsizligine denktir” (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.3. (Holder Esitsizligi):“a = (a4, ...,a,) ve b = (by, ..., b,) reel veya

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu taktirde

—4+-=1
olmak tizere
(@p > 1ise,
1 1
n n . n E
> aby < (kav’) (Zw) ,
k=1 k=1 k=1

(b)p < 0veyaq < 0 ise,

1
q

l n
z agby = (Zlak|p>p <Z|bk|q)
=1 = =

esitsizlikleri gecerlidir” (Mitrinovi¢ 1970).

Teorem 2.1.4. (Integraller icin Hélder Esitsizligi):“p > 1 ve % +3 =1 olsun. f ve g,

[a, b] araliginda tanimli ve integrallenebilen iki fonksiyon olsun.|f|P ve |g|?, [a, b]

araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise

1

[ ' f 09l dx < ( [ b|f<x)|pdx)% ( [ b|g(x)|qu)a

esitsizligi gecerlidir” (Mitrinovi¢ et al. 1993)



10

Tamim 2.1.5. (Siireklilik):“f: S € R =» R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun.

x€ESve|x—x9| <6 igin [f(x) — f(xp)| < &

olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f, x’da siireklidir denir” (Bayraktar 2010).

Tamim 2.1.6. (Diizgiin Siireklilik):“f:S € R — R fonksiyonu ve € > 0 sayis1 verilmis

olsun.

|xq1 — x2] < & sartin1 saglayan her x1,x, € Sicgin |f(x1) — f(xp)| < ¢

olacak sekilde bir § > 0 sayisi varsa f,S’de diizgiin stireklidir denir” (Bayraktar 2010).

Tanim 2.1.7. (Lipschitz Sart1):“ f:S € R - R fonksiyonu i¢in

If () = f = Mlx -yl

olacak sekilde bir M > 0 sayis1 varsa f, S’de Lipschitz sartini sagliyor denir”
(Bayraktar 2010).

Sonug¢ 2.1.2.“f, S’de Lipschitz sartin1 saghyorsa f, S’de diizgiin siireklidir” (Bayraktar
2010).

Teorem 2.1.5.“[a, b] € I"olsun. Eger f:1 - R konveks bir fonksiyon ise f Lipschitz
sartim1  saglar. Sonug¢ olarak  f, [a,b] araliginda mutlak siirekli ve I° ’de
stireklidir”’(Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.6.“f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise

a. f, (a, b) araliginda siireklidir ve
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b. f, [a, b] araliginda siirlidir” (Azpeitia 1994).

Tamim 2.1.8. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar):“f, [ araliginda tanimli bir fonksiyon

Ve x1, x, de I’da iki nokta olsun. Bu durumda

(@)xy > xq iken f(x;) > f(xy) ise f fonksiyonu I tizerinde artandir,
(b)x; > xq iken f(x;) < f(x;) ise f fonksiyonu I tizerinde azalandir,
(C)xy > xq iken f(x;) = f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir,

(d)xy > xq iken f(x,) < f(xy) ise f fonksiyonu I tizerinde artmayandir
denir” (Adams and Essex 2010).

Teorem 2.1.7.“] acik bir aralik ve /] € I olmak {izere f, I lizerinde siirekli ve J iizerinde

diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(a) Her x € J igin f'(x) > 0 isef fonksiyonu I iizerinde artandir.
(b) Her x € J igin f’(x) < 0 isef fonksiyonu I iizerinde azalandir.
(c) Her x € ] i¢in f’(x) > 0 isef fonksiyonu I iizerinde azalmayandir.

(d)Her x € J igin f'(x) < 0 isef fonksiyonu I iizerinde artmayandir”(Adams and Essex
2010).

Asagida konveks fonksiyonlarin tiirevleri ile artanlik (azalanlik) arasindaki iliskiyi

igeren sonug ve teoremler verilmistir.

Sonu¢ 2.1.3.“f, g konveks fonsiyonlar ve g ayn1 zamanda artan ise g o f fonksiyonu
konvekstir” (Roberts and Varberg 1973).

Teorem 2.1.8. “Eger f:1 — R konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise f;(x) ve

f " (x) var ve bu fonksiyonlar [°°de artandir (kesin artandir)”(Pecari¢ et al. 1992).
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Teorem 2.1.9.f fonksiyonu (a, b) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun.
Bu durumda f fonksiyonunun konveks olmasi igin gerek ve yeter sart f”nin artan

(kesin artan) olmasidir”’(Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.10.“f fonksiyonunun I agik araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun

bu aralik tizerinde konveks (kesin konveks) olmasi i¢in gerek ve yeter sart x € I igin

f =)0

olmasidir” (Pecari¢ et al. 1992)

2.2. Farkh Tiirden Bazi Konveks Fonksiyon Siniflari

Cesitli konveks fonksiyon tiirleri vardir. Bunlardan en ¢ok bilinen ve literatiirde bu

konuda ¢alisanlar tarafindan sik kullanilan konveks fonksiyon tiirleri sunlardir:

Tamm 2.2.1. (Quasi-Konveks Fonksiyon):“S c R™ bostan farkli bir kiime ve f: S —

R bir fonksiyon olsun.vx,y € S ve a € [0,1] i¢in
flax + (1 —a)y) < max{f (%), f(¥)}
ise f’ye quasi —konveks fonksiyon denir” (Dragomir and Pearce 1998).

Eger

flax+ (1 - a)y) <max{f(x),f()}

ise f’ye strictly quasi —konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda

flax + (1 - @)y) = max{f(x), f(y)}
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ise f’ye quasi —konkav fonksiyon ve

flax + (1 = a)y) > max{f(x), f(¥)}

ise f’ye strictly-quasi —konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Tammm 2.2.2.“ f hem quasi — konveks hem de quasi— konkav ise f ’ye

quasi —monotonik denir” (Greenberg and Pierskalla 1971).

Sonu¢ 2.2.1.“Herhangi bir konveks fonksiyon quasi —konveks fonksiyondur. Fakat
tersi her zaman dogru degildir. Yani quasi — konveks olup konveks olmayan

fonksiyonlar vardir.

Omegin g:[-2,2] - R,

(1, te[-2,-1]
g(t)_{tz, t € (~1,2]

fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir. Fakat g fonksiyonu [—2,2] araliginda
quasi —konveks fonksiyondur” (lon 2007).
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Sekil 2.5. Quasi-konveks olup konveks olmayan fonksiyon

A

Sekil 2.6.Quasi -konveks olmayan fonksiyon

Quasi-konveks olmayan bir fonksiyon: Fonksiyonun tanim kiimesinde, degerleri kirmizi
kesik ¢izginin altinda kalan noktalar, iki kirmizi aralifin birlesimidir ve fonksiyon bu

noktalarin birlesiminde konveks degildir.

Tamim 2.2.3. (Wright-Konveks Fonksiyon): “f:1 — R bir fonksiyonvey > x,a > 0

sartlar1 altinda her bir y + a, x € [ i¢in
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fG+a)-f) <f+a)-f)

esitsizligi saglaniyorsa f’ye I € R’de Wright-konveks fonksiyon denir” (Dragomir and
Pearce 1998).

Tamim 2.2.4. (Wright-Quasi-Konveks Fonksiyon): “f:I — R bir fonksiyon olsun.
y > x, a > 0 sartlar1 altinda V x,y,y + a € I ve Va € [0,1] i¢in

1
Sftx+ A =0y) + f(A = Ox + ty)] < max{f (0, fF(¥)}

veya

1
5 [fO) + f(x + a)] < max{f(x), f(y + £)}

esitsizliklerinden biri saglaniyorsa f’ye I € R’de Wright-quasi-konveks fonksiyon

denir” (Dragomir and Pearce 1998).

Tamim 2.2.5. (J —Quasi-Konveks Fonksiyon): “f: 1 — R fonksiyonu her x,y € I i¢in

£(557) = maxtreo, ron

sartin1 sagliyorsa f fonksiyonuna J — quasi —konvekstir denir” (Dragomir and Pearce
2000).

Tamim 2.2.6. (Log-Konveks Fonksiyon):“I, R’de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon
olsun. Her x,y € Ive t € [0,1] igin

flex+ A —-0y) < fr{Of 7 B
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sartin1 saglayan f fonksiyonuna Log-konvekstir denir” (Pecari¢ et al. 1992).

Tammm 2.2.7(Godunova-Levin Fonksiyonu): “ f:I - R negatif olmayan bir

fonksiyon, Vx,y € I,t € (0,1) olmak iizere

f(tx+(1—t)y)s%x)+{(—_y)t

sartin1 saglayan f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyon veya Q(I) smifina aittir

denir.
Bu tanima denk olarak;
feQ() ve x,y,z € I ise bu takdirde

fO=E-2)+fMNy -0 -2)+f@z-x)(z-y)=0
esitsizligi saglanir” (Godunova and Levin 1985).
Tamim 2.2.8.(P —Fonksiyonu): “f: I — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun.
Vx,y € I,t € [0,1] olmak lizere;

fax+ A =-y) < f() +f()

sartin1 saglayan f fonksiyonuna P — fonksiyonu veya P(I) smifina aittir denir”
(Dragomir et al.1995).

Tamim 2.2.9.(m —Konveks Fonksiyon): “f:[0,b] - Rve b > 0 olsun. Her x,y €
[0,b], « €[0,1] ve m € [0,1] igin
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flax+m(A—-a)y) <af(x)+m(1l—-a)f(y)
sart1 saglantyorsa f fonksiyonuna m —konvekstir denir” (Toader 1984).

—f fonksiyonu m — konveks ise bu takdirde f fonksiyonu m — konkavdir. Ayrica
f(0) < 0igin [0, b] araliginda tanimli tiim m —konveks fonksiyonlarin sinifi K,,,(b) ile
gosterilir. Eger m = 1 alinirsa [0, b] tizerinde m —konveks fonksiyon bilinen konveks

fonksiyona dontistir.

Tamim 2.2.10. (Birinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): “R, = [0,00), f:R, - R

ve 0 < s < 1olsun. a° + B° = 1 olmak iizere her u, v € R, ve her a, f = 0 i¢in

flau+ Bv) < a*f(w) + B°f (v)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir”
(Orlicz 1961).

Tamim 2.2.11.(Ikinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): “R, = [0,), f:R; - R

ve0 <s<1olsun.a,f = 0,a + B = 1 olmak {izere her u, v, h € R, igin

flau+pv) < a’f(u) + B°f(v)
esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonuna ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir.

ikinci anlamda s — konveks fonksiyonlarin simfi K2 ile gdsterilir(Breckner 1978).

Yukarida verilen her iki s —konvekslik tanimi s = 1 i¢in bilinen konvekslige doniisiir.
Ornek 2.2.1. “s € (0,1) ve a, b,c € R olsun. f:[0,0) - R fonksiyonu

a, t=0
f(t)_{bts+c, t>0
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olarak tanimlansin. Bu takdirde

()b =0ve0 <c<aisef €Kzdir.

(ii)b > 0ve c < 0ise f & K2dir’ (Hudzik and Maligranda 1994).

Tamm 2.2.12. (h —Konveks Fonksiyon): “h:] € R — R pozitif bir fonksiyon olsun.
Herx,y € I, a € (0,1) i¢in

flax + (1 - a)y) < h(@)f(x) + h(1 — a)f(¥) (2.1)

sartin1 saglayan negatif olmayan f:I € R — R fonksiyonuna h —konveks fonksiyon

veya SX (h,I) sinifina aittir denir” (VaroSanec 2007).

“(2.3) esitsizliginin tersini dogrulayan f:1 € R — R fonksiyonuna h — konkav
fonksiyon denir yani f € SV (h, I)’dir” (VaroSanec 2007).

“Bu tamimdan agik¢a su sonuglar ¢ikarilabilir: h(a) = a ise tim negatif olmayan

konveks fonksiyonlar SX (h,I) sinifina ve esitsizligin yon degistirmesi durumunda tiim
negatif olmayan konkav fonksiyonlar SV (h,I) smifina aittir; h(a) = i ise SX(h,I) =

Q(D) smifina aittir; h(a) = 1 ise SX(h,I) 2 P(I)’dir; s € (0,1) olmak iizere h(a) =
a’ ise SX(h,1) 2 K2 dir’(Varosanec 2007).

Tamm 2.2.13.(Starshaped Fonksiyon): “b > 0 olmak iizere f: [0, b] = R fonksiyonu,
her x € [0,b] ve a € [0,1] i¢in

f(ax) < af (x)

sartin1 sagliyorsa bu fonksiyona starshaped fonksiyon denir” (Toader 1984).
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Tammm 2.2.14. (Geometrik Konveks Fonksiyon) “ f:I c R, — R, fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I ve t € [0,1] i¢in

fOy=D) < [FIFf DI

esitsizligini saghyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir” (Zhang et
al. 2012).

Tamm 2.2.15. (s —Geometrik Konveks Fonksiyon) “f:I c R, — R, fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I, s € (0,1] ve @ € [0,1] igin

fOy™ ) < [FI* F 1"

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna s —geometrik konveks fonksiyon denir” (Zhang
et al. 2012).

s = 1 i¢in, s —geometrik konveks fonksiyon taniminin geometrik konveks fonksiyon

tanimina doniisecegi agiktir.

Tanum 2.2.16. (Harmonik Konveks Fonksiyon) | < R/{0} bir acgik aralik

olsun. f:1 - R bir fonksiyon olmak iizere eger Vx,y € I ve a € [0,1] i¢in

o) S ef )+ - ) ()

ax+(1-a)y
esitszilgini saglhyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir(Iscan, 2014)

Tanmim 2.2.17. (Ortalama Fonksiyonu:“M fonksiyonu M: (0, ) X (0, ) — (0, o)

seklinde verilsin.Eger
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(1) M(x,y) = M(y,x)

(2) M(x,x) =x

B x<Mkx,y)<y,x<y

(4) M(ax,ay) =aM(x,y), a>0

sartlar1 saglaniyorsa M fonksiyonuna ortalama fonksiyonu denir” (Anderson et al.
2007).

Ornek 2.2.2

“(DM(x,y) = Ax,y) === Aritmetik ortalama

QM (x,y) = G(x,y) = \/xy Geometrik ortalama
B)M(x,y) =H(x,y) = 1/A(1/x,1/y) Harmonik ortalama
OM@x,y) =L(x,y) =—2—, x %y icinvel(x,x) = x Logaritmik ortalama

logx—logy’
N
_ _ l ﬁ x=y — H 2
(5) M(x,y)—l(x,y)—(e)(yy) , x#y ve I(x,x)=x Identrik ortalama

(Anderson et al. 2007).
Tammm 2.2.18. ( MN - Konveks (Konkav) fonksiyon):"f : I — (0,00 ) siirekli

fonksiyonu verilsin.I < (0,00)ve M, N herhangi iki ortalama fonksiyonu olsun. Eger

Vx,ye Il i¢in

f(M(x,y)) < IN(f(x), f()

sartt saglamiyor ise f fonksiyonuna MN — konveks(konkav) fonksiyonu denir”
(Anderson 2007).

Teorem 221 1< (0,00) ve f:I— (0,00) siirekli fonksiyonu verilsin.(4)-(9)

secenekleri i¢in I = (0,b) ,0 < b < oo olarak verilsin.
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(1) f nin AA —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f nin konveks(konkav)
olmasidir.

(2) f nin AG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart logf nin konveks
(konkav) olmasidir.

(3)f nin AH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1/f nin konveks
(konkav) olmasidir.

(4) f nin GA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f(be™") nin(0, o)
tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(5) f nin GG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f(be™%) nin (0, o)
tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(6) f nin GH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart 1/f(b et nin
(0, 00) tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(7)f nin HA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f (1/ x) Nin (1/ )
tizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(8) f nin HG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart logf (1/x) nin
(1 / b o) iizerinde konveks (konkav) olmasidir.

(9) f nin HH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart 1 /f ( nin

1 /x)

1/ ,» ©) tizerinde konveks (konkav) olmasidir” (Anderson 2007).

Teorem 2.2.2. “I < (0,) ve f: 1 — (0, ) diferensiyellenebilir fonksiyonu verilsin.

(4)-(9) segenekleri igin I = (0,b),0 < b < oo olarak verilsin.

(1)f nin AA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart f '(x) nin artan (azalan)

olmasidir.

(2) f nin AG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f (x)/ 1165 nin artan

(azalan) olmasidir.
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(3)f nin AH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart f (x)/ F)? nin artan

(azalan) olmasidir.
(4) f nin GA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart xf'(x) nin artan

(azalan) olmasidir.
(5) f nin GG —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart xf (x)/ £ nin
artan (azalan) olmasidir.

(6) f nin GH —konveks (konkav) olmasi igin gerek ve yeter sart xf (x)/ F0? nin artan

(azalan) olmasidir.

(7)f nin HA —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart x? f,(x) nin artan

(azalan) olmasidir.

2 U
(8) f nin HG —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart x°f (x)/ £ nin artan

(azalan) olmasidir.

2 U
(9) f nin HH —konveks (konkav) olmasi i¢in gerek ve yeter sart x°f (x)/ £ nin

artan (azalan) olmasidir” (Anderson 2007).
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3.MATERYAL ve YONTEM

Lemma3.1l. “f:1 € R, — R fonksiyonu I iizerinde diferensiyellenebilen bir doniisiim

vea,b € I°, a < b olsun. Eger f' € L[a, b] ise

b
bﬂm—ww—fﬂmw

a
1 1
= (Inx — Ina) f x2ta?A=Of ! (xta'"t)dt — (Inx — Inb) j x2tp2A-D f1 (xtp1-t)dt
v 0

esitligi Vx € [a, b] igin gegerlidir’(Avc et al. 2015).

Lemma3.2.“f:1 € R, = (0,0) — R fonksiyonu I {izerinde diferensiyellenebilen bir

doniistim ve a, b € 1°, a < b olsun. Eger f' € L[a, b] ise

b 1 ,
[bf(b) — af (@)] — f fe)dx = (Inb — Ina) fo b2 q21-0 F (bt al—t)dt

esitligi gecerlidir” (Zhang et al. 2013).

Teorem 3.1. “ f:1 S R, — R fonksiyonu [ iizerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon, a < b ve f'EL[a,b] olsun. Eger |f'(x)|q fonksiyonu [a,b] araliginda

GA —konveks ise g = 1 igin;

b
[bf () = af @] - | feod

a
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B [(b— a)ASa, b)]1‘3
24

{IL(a%b*) = a®]If ' (@) + [b* — L(a?, bz)]lf’(b)lq}%

esitsizligi gecerlidir” (Zhang et al. 2013).

Teorem 3.2. “ f:1 € R, —» R fonksiyonu [ iizerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon, a < b ve f’ € Lla,b] olsun. Eger |f'(x)|q fonksiyonu [a,b] araliginda

GA —konveks ise g > 1 igin;

b PP VNG o SR
(bf ) = af @] = | f@dx| < (b~ o)L (a7 0,65 0)] "4 @[ )T

esitsizligi gecerlidir” (Zhang et al. 2013).

Teorem 33. “ f:1 € R, = R fonksiyonu [ iizerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon, a < b ve f'EL[a,b] olsun. Eger |f'(x)|q fonksiyonu [a,b] araliginda

GA —konveks ise g = 1 igin;

b
bf(b) — af (a) — f FOOdx

a

1

(nb—Ina)' @ 2a 2q
o 2

1t
q

1

)4

x {[L(a®?,b*?) — a*1]|f"(a)|? + [b*? — L(a®", bz")]lf’(b)l"}%

esitsizligi gecerlidir” (Zhang et al. 2013).
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Teorem3.4.“f:1 € R, — R fonksiyonu I iizerinde diferensiyellenebilen bir doniisiim
ve a,b€ I1°, a<b, f'eLlab]olsun. Eger |f (x)| fonksiyonu [a,b] arahgnda
GA —konveks ise bu taktirde

b
‘bf(b) — af(a) - f Fawdu

L 2,b2 —L 2’ 2 L 2’ 2y _ 42
s( Sl x)>lf’(x)l+< @) a)lf’(a)l
b? — L(x?, b?
+< & )>If’(b)|

esitsizligi Vx € [a, b] i¢in gegerlidir’(Aver et al. 2015).

Teorem3.5. “f:1 € R, = R fonksiyonu I iizerinde diferensiyellenebilen bir doniisiim

ve a,b€ I°, a<b, f'elL[a, b]olsun. Eger |f'(x)|q fonksiyonu [a, b] araliginda

GA —konveks ise bu taktirde

b
bf(b) — af(a) — j fadu

a

(@) - |f'(x)|q>3

swm—m@“ﬂuﬁm%—ﬂf7< >

+(Inb — Inx) ' Ta(L(b? x2) — b2)1_5<

F (B - |f'(x)|q>3
2

esitsizligi Vx € [a, b] ve q = 1 igin gegerlidir’(Avci et al. 2015).
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Teorem3.6. “f:1 € R, — R fonksiyonu [ iizerinde diferensiyellenebilen bir doniisiim
ve a,b€ I°, a<b, f elL[a, b] olsun. Eger |f'(x)|q fonksiyonu [a, b] araliginda

GA —konveks ise bu taktirde

b
bf(b) - af @ — | fadu

a

) (- ) (s |f'<a>|q>%

(4 1)17 (b1 - xff"l)l'3 (lf ot If’(x)|q>%

esitsizligi Vx € [a, b] ve q > 1 igin gegerlidir’(Avci et al. 2015).

Teorem 3.7.“f:1 € R, — R fonksiyonu I {izerinde diferensiyellenebilen bir doniisiim
ve a,b€ I°, a<b, f'elLl[a, b] olsun. Eger |f'(x)| fonksiyonu [a, b] araliginda

GG —konveks ise bu taktirde

b
bf(b) — af(a) — j fadu

a

< (Inx — Ina)L(a®|f"(@)], x*|f" (x)]) + (Inb — Inx)L(x?|f' (x)|, b?| f' (b))
esitsizligi Vx € [a, b] i¢in gegerlidir” (Akdemir et al. 2015).

Teorem 3.8. “f:1 € R, — R fonksiyonu I iizerinde diferensiyellenebilen bir doniisim
ve a,b€ I°, a<b, f'el|a, b] olsun.Eger |f'(x)|q fonksiyonu [a,b] araliginda

GG —konveks ise bu taktirde
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bf(b) — af(a) — f bf(u)du < (Inx — In@)L""i(a?, x?)Li (@|f @ % |f o)

a

1 1
+(Inb — Inx)L""a(x?, b2)La(x?|f'(x)|9, b| f'b|%)
esitsizligi Vx € [a, b] ve q = 1 igin gegerlidir” (Akdemir et al. 2015).

Teorem 3.9. “f:1 € R, — R fonksiyonu [ iizerinde diferensiyellenebilen bir doniisiim
ve a,b€ I°, a<b, f'elL[a, b] olsun.Eger |f'(x)|q fonksiyonu [a, b] araliginda
GG —konveks ise bu taktirde

bf(b) — af(a) — fbf(u)du < (Inx — Ina)Ll_% (a%, x%) Lé (|fl(a)|q, |f'(x)|q)

L1/ 20 zay\ 1
+(nb — Inx)L" 4 (xq‘l,bq‘1> La(lf" (1%, 1 f'b]?)
esitsizligi Vx € [a, b] ve q > 1 i¢in gegerlidir” (Akdemir et al. 2015).

Teorem 3.10.¢ f:1 € R, - R fonksiyonu [ iizerinde diferensiyellenebilen bir
doniisim ve a,b€ I°, a<b, f'eL[a, b] olsun. Eger |f'(x)|q fonksiyonu [a, b]

araliginda GG —konveks ise bu taktirde

bf(b) — af(a) — f bf(u)du < (Inx — In@)Li (@|f @|)".(x|f @))")

a

+(nb — Inx)L%((lef’(X)I)q, CHIRODD

esitsizligi Vx € [a, b] ve q = 1 igin gegerlidir” (Akdemir et al. 2015).
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Teorem 3.11. “ f:1 € R, - R fonksiyonu [ fizerinde diferensiyellenebilir bir

fonksiyon,

a<bve f’ € L[a, b] olsun. Eger|f’(x)|qfonksiyonu [a, b] araliginda GA —konveks ise

b )~ af(@) - | bf(x)dx]S(l"b_l;"a)l_%x[L( ) ;

pq
X {[L(a?,bP) — aP]If"(@)|? + [bP — L(aP,bP)]If" (D)9}
esitsizligi ¢ > 1 ve 2q > p > 0 i¢in gecerlidir” (Zhang et al. 2013).

Teorem 3.12. “ f:1 € R, - R fonksiyonu [ tizerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon, a < b ve f'eL[a,b] olsun. Eger |f'(x)|q fonksiyonu [a,b] araliginda

GA —konveks ise ¢ > 1 igin;

b
bf(b) — af(a) — j FOOdx

(b—a)

{ (@b - |f @[ +(2b - a—Lia b)) |f(b)|]
2q

a|(b-2a+L@b)|f @ + (b~ L@b) |f B

esitsizligi gecerlidir” (Latif et al. 2014).

Teorem 3.13.“ f:1 € R, - R fonksiyonu [ fizerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon, a < b ve f’ € L[a,b] olsun. Eger |f'(x)|q fonksiyonu [a,b] araliginda

GA —konveks ise g > 1 igin;
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1

1= o] 2

S 1%

x (LA @19, 31 DD + alAGIF @I 1 BT

esitsizligi gecerlidir” (Latif et al. 2014).

Teorem 3.14 f:1 € R, - R fonksiyonu [ {izerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon, a < b ve f'eL[a,b] olsun. Eger |f'(x)|q fonksiyonu [a,b] araliginda

GA —konveks ise ¢ > 1 igin;

b
bf(b) — af (@) — f fO)dx

11
< (Inb—Ina) «

2(2q)"

x {b (L@@ b% = QIf @17 + (2b — a? = L(a?, bD)If'(B)|4)°

+a((b? - 2a% + L(a®, bD)If (@) + (b7 - L(aq,bq))lf’(b)lq)a}

esitsizligi gecerlidir” (Latif et al. 2014).

Teorem 3.15. “ f:1 € R, - R fonksiyonu [ {izerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon, a < b ve f’ € L[a,b] olsun. Eger |f’(x)|q fonksiyonu [a,b] araliginda

GA —konveks ise
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b
’bf(b) —af(@— [ f@dx

|anb -t (e, bg)]l_i
<

2(2p)e

1
x {al_sb (L@.b") = an) | @ + (26" @ = L(a, 7)) |F )| |
1
+ab' (5 202 + L@, b)) |F @[+ (87 = L@, 1) |[F )|
esitsizligi ¢ > 1 ve 2q > p > 0 igin gegerlidir” (Latif et al. 2015).

Lemma3.3. “f:1 € R/{0} » R harmonik fonksiyon a,b € I ve a < b olmak iizere
eger f' € L|a,b] ise bu durumda

f@+ f(b) ab fbf(x)dx

2 b—a)l, x?

_ab(b-a) (* 1-2t , ab
a 2 JO (th+ (1 — t)a)zf (tb + (1 - t)a) dt

esitligi saglanir” (Iscan 2014).

Teorem 3.16. “f:1 < R/{0} » R harmonik fonksiyon a,b € I ve a < b olmak tlizere

eger f € L[a,b] ise bu durumda

2ab ab (Pf(x) f(a) + f(b)
<a+b>S b—af x2 dx < 2

a

esitsizligigecerlidir” (Iscan 2014).
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Teorem 3.17. “ f:1 € R, = R fonksiyonu [ {izerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon, a < b ve f' € L[a,b] olsun. Eger |f'(x)|? fonksiyonu [a,b] araliginda

harmonik konveks ise g = 1 igin;

UL IF (@17 + &) (B0

f@+ f(b) ab fbf(azc)dx‘sab(b—a)ﬁl—l

2 b—al, x 2 1
esitsizligi gecerlidir ve burada
1 2 (a + b)?
1(1 — = n
ab (b —a)? 4ab
-1 3a+b = (a+b)?
£

“bhh—a) G=a@ " 4ab

ve

1 3a+b (a+b)?*

== o™ 2 Ak

seklinde tanimlidir” (Iscan 2014).

Teorem 3.18.“ f:1 € R, —» R fonksiyonu [ {iizerinde diferensiyellenebilir bir
fonksiyon, a < b ve f' € L[a,b] olsun. Eger |f'(x)|? fonksiyonu [a, b] araliginda

harmonik konveks ise

f@+ f(b) ab fbf(x)dx‘

2 b—a x?2

1 s :
(57) bl @17 + wlf @)1
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esitsizligi % + % = 1 olacak sekilde g > 1 icin gegerlidir ve burada

a*"27 4+ b129[(b — a)(1 — 2q) — a]]
2(b-a)*(1 - q)(1 - 2q)

U1 =

a?~?4 —a'2[(b — a)(1 — 2q) — a]]
2(b—a)*(1 = q)(1 - 2q)

Uz =

seklinde tanimlidir” (Iscan 2014).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde, arastirmada ede edilen bulgulara yer verilecektir.
4.1. Fonksiyonun 1. Tiirevini Iceren Bazi Yeni Esitlikler

Lemma4.1.1. f:1 € Rt > R fonksiyonu I’ iizerinde diferensiyellenebilen bir
doniisim ve a,b €I° ve a<b olsun. Eger f' € L[a,b] ise n € N,n > 1 icin

asagidaki esitlik gecerlidir

b
b (b) — a™f(a) — n f X" f () dx

1
= (Inb — lna)f a0 £ (qtpl-tyqe
0

Ispat:Bu lemmayi ispatlamak icin,

1
f a(n+1)tb(n+1)(1—t)fl(atbl—t)dt
0

integralinde, x = ath'~t degiken degistirmesi yapilirsa,

1
] a(n+1)tb(n+1)(1—t)fl(atbl—t)dt
0

— 1 ¢ ngt d
_(lnb—lna)fb X ()dx

b
= G ey L") — " (@) _nfa 1 (x|
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elde edilir. Daha sonra esitligin her tarafi (Inb — Ina) ile carpilirsa ispat

tamamlanmis olur.

Lemmad.1.2. f:1 € Rt > R, f fonksiyonu I’ iizerinde diferensiyellenebilen bir
doniisiim ve a,b €I’ ve a <b olsun. Eger f' € L[a,b] ise n € N,n > 1 iken

asagidaki esitlik Vu € (a, b) igin gecerlidir

b"f(b) —a"f(a)
b
- nf x" 1 f(x)dx

a

1
= (lnu — lna)f pm+t a(n+1)(1—t)f’(uta1—t)dt
0

1
+ (lnb = lnu)j u(n‘l‘l)t b(n+1)(1—t)f[(utb1_t)dt
0
Ispat: Bu lemmay1 ispatlamak igin 6nce

1
I, :f P FDE (D=0 £1(y 16 g
0

1
12 — j u(n+1)t b(n+1)(1—t)fl(utb1—t)dt
0
alalm. x = uta'~* degisken degistirmesi yapilir ve integral alinirsa

1
L =] y+t a(n+1)(1—t)fr(uta1—t)dt
0

W f(w) — af (@) = n f x”‘lf(x)dxl ©

- (lnu — lna)

elde edilir. Benzer sekilde
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1
12 zf u(n+1)t b(n+1)(1—t)fl(utb1—t)dt
0

1 v
- Gy [ @0~ ) = [ 2 as] @

(1) esitlik (Inu —Ina)ve (2) esitlik (Inb —Inu) ile carpilir ve taraf tarafa toplanirsa

ispat tamamlanmis olur.
4.2. Geometrik Konveks Fonksiyonlarla ilgili Baz1 Yeni Esitsizlikler
Teorem4.2.1.f:1 ¢ R* - R* fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,a <

b,neN,n>1ve f'€ Ll[a,b] olsun. Eger [a,b] araliginda |f'(x)|? fonksiyonu

GG —konveks ise;

b
b"f(b) — a"*f(a) — nj x"1f (x)dx

1 1
< (Inb — Ina) L7 (a™ VP, p+ VP La (| ' ()9, |f' (b)]9)
esitsizligi p > 1 ve % + % =1 icin gecerlidir.

Ispat: Lemma4.1ve |[f'(x)|? nin GG konveks oldugu kullanilarak
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b
b"f(b) — a"f(a) — nf x™" 1 (x)dx

1
< (lnb — lna)f a(n+1)tb(n+1)(1—t)Ifr(atbl_t)ldt
0

1
< (lnb _ lna)f a(n+1)tb(n+1)(1—t) |fr(a)|t|fr(b)|(1—t)dt
0

t

ta f'@
= (Inb — lna)b™D|f' (b |f Gmsne [ DF 4,
PO QU Eg
elde edilir. Holder integral esitsizligi kullanilarak
b
b F(b) — af (@) —n f A1 () dx
a
1 1
1 (n+1tp 7| r1 (@) tq q
< (Inb — Ina)b™D|f' (b U 2 dtl f dt
( O] (3) o

1 1
= (Inb — Ina)Lr (@™ VP, pH+OP) La (|f (@)1, | (B)1%)
elde edilir ve ispat tamamlanmus olur.

Teorem4.2.2.f:1 ¢ Rt - R* fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,a <
b,neN,n>1ve f'€L[ab] olsun. Eger [a,b] arahiginda |f'(x)|? fonksiyonu
GA —konveks ise;

b
b"f(b) — a*f(a) — nJ x"1f(x)dx

< (Inb — Ina)(p + 1) 7L (@™ D9, b@+Da) (| (@)] + | £ (B)])

esitsizligi p > 1 ve % + % =1 icin gecerlidir.
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Ispat: Lemmad.1, |f'(x)|? in GA — konveksligi ve Holder integral esitsizligi

kullanilarak

b
b"f(b) — a"f(a) — nf x" 1 f(x)dx

1
< (Inb — lna)f @+ DDA £1 (gt p1-t) | dt
0

(n+1)t

< (Inb — Ina)p™*+V U (%) tlf' @+ Qa@-=-olf' (vl dt_
0 ]

(n+1)t

dt

(n+1)t

N——

- b -+ i@ [ () aer o [a- o
0

1

< oo can ([ ([
0 0
’ ! y % 1 a (n+1)tq %
+1f (b)IU0 (1 t)ﬁ) (L (b) )

1 1
< (p + 1) ?(Inb — Ina)La (a™*9, y™+ D) (|f' (@) | + |f' (b))
elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
Teorem 4.23. f:IcR* > R* fonksiyonu [I° de diferensiyellenebilen bir

fonksiyon,a < b,n € N,n > 1ve f' € L[a, b] olsun. Eger [a, b] araliginda |f'(x)|?

fonksiyonu GG —konveks ise Vu € (a, b) igin

b
b"f(b) —a™f(a) — nJ x" 1 (x)dx

< (lnu — lna)LPi(u(”“)p,a(”“)p)qu(lf'(qu' If" (@)

+ (Inb — ) LF (P, bO+OPY L4 (£ ) |9, | (b))
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esitsizligi p > 1 ve % + % =1 icin gecerlidir.

Ispat: Lemmad.2, |f'(x)|? in GG — konveksligi ve Holder integral esitsizligi

kullanilarak

b
b"f(b) — a™f(a) — nf x"LF (x)dx
a
1
S (lnu - lna,)f u(n+1)ta(n+1)(1—t)|f/(uta1_t)Idt
0
1
+ (lle - lnu) f u(n+1)tb(n+1)(1—t)|f’(utb1—t)|dt
0
1
< (imu — tna) [ w* D000 ]| @) Ot
0

1
+ (b — ) [ D000 ) () OO
0

t

(n+1)t 4 u
@ 4.

(@)

1 (n+1) /
+ (Inb — lnwW)b™* | (b)| f (%) t ];83 dt
0

—/

= (lnu — Ina)a™ V| f'(a)| fl (g)
0

~

[ 1 n+1)t '% [ 1 / tq %
< (Inu — Ina)a™V|f' (a)| f (Z)( e dt f ;,EZ; dt

[Jo 1 1/

[ ~1 u (n+tp '% [ 1 fl(u) tq ]
+ (Inb — lnw) bV £/ (b)| f (E) dt f o &

[0 1 170 i

< (lnu — lna)LPl(u("“)p,a(”“)p)qu(lf'(qu' If" (@)

+ (Inb — ) LF (u™ 0P, 5O+ OPY LT (| )19, | (B 19)

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur
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Teorem4.2.4. f:1 c Rt - Rt fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir
fonksiyon, a < b,n€ N,n>1vef' € L[a,b] olsun. Eger[a, b] araliginda |f'(x)|?

fonksiyonu GA —konveks ise Yu € (a, b) igin

b
b™f(b) —a"f(a) — nf x" 1 f(x)dx

a

< (p+ 177 [mu — @)L (w09, D) (U QL ' (@)D

1
+ (Inb — Inw)La (w9, p+Da) (| £ ()], |f'(b)|)]
esitsizligip > 1 ve % + é = 1 icin gecerlidir

Ispat: Lemmad.2, |f'(x)|? in GA — konveksligi ve Holder integral esitsizligi

kullanilarak
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b
b"f(b) — a"*f(a) — nf x" 1 f(x)dx

1
u(n+1)ta(n+1)(1—t) |f’ (utal—t) Idt

~—
o

u(n+1)tb(n+1)(1—t) |fr(utb1—t) |dt

N——
o 3
ey

uM+DE D=0 (¢ £ ()| + (1 — )|/ (@) )dt

N——
o 2
Juy

clc ol glTc olc

DR EDA=0 (¢ | £/ (w)| + (1 — £)|f' (b)) dt

——
e =N

(n+1)t

£/ f dt
+IF @ f a-o®"" dt]

(ln b) pm+1)

) @+

=3
o g

(n+1)t

@l j dt

ol [ a-o) dtl

) e lv wi([ ) ([ & ("“)tqf
I (a)|<f (1- t)p)%< Wmﬂ

(n+1>[|f (u)|<f )(f “”””)"
FIF D) ( f (- t)p)% < fo 1 (%)(Mtqﬂ

<(p+1) [tmae — imay L (w9, +09). (1oL 1 (@)

+ (In2) L (e, b0 Da) 1), 1))
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elde edilir ve ispat tamamlanmis olur

Teorem4.2.5.f:1 c Rt - R* fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,a <
b,neN,n>1ve f'€Llab] olsun. Eger [a,b] aralhiginda |f'(x)|? fonksiyonu
GA —konveks ise ;

b
b"f(b) — a™f(a) — nf x" 1 f(x)dx

@I+ |f'(b)|<q+1>>3

< (inb — Ina)(q + 1) 9Ly (0P, pr+DP) < F @I =17 @)

esitsizligip > 1 ve % + i =1 icin gegerlidir.

Ispat:Lemma4.1, |f'(x)|? in GA— konveksligi ve Holder integral esitsizligi

kullanilarak

b
b"f(b) — a"*f(a) — nJ x" 1 (x)dx

1
< <1nE)f a(n+1)tb(n+1)(1—t)|fr(atb1_t)|dt
a’ Jo

<in 2) pnsD) Uol (%)(nmt Elf' (@) + (1= OIf (b))t

([ [

S
q

+(1- t)lf’(b)l)th>
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elde edilir. Eger burada t|f'(a)| + (1 —t)|f'(b)| = u degisken degistirmesi yapilirsa

b
b"f(b) — a™f(a) — nf x" 1 f(x)dx

(@) @D - |f'(b)|<q+1>>3

< (Inb — Ina)(q + 1) aL7 (a0, p+0p) < ROEIRO]

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
Teorem4.2.6. f:I c Rt - R* fonksiyonu [° de diferensiyellenebilen  bir

fonksiyon,a < b,n € N,n>1 ve f' € L[a, b] olsun. Eger[a, b] araliginda |f'(x)|?

fonksiyonu GA —konveks ise Vu € (a, b) igin

b
b"f(b) — a™f(a) — nf x"1f(x)dx

f/ )@ - If’(a)l(q“)>5

_1 uy L + n+
< 1078 (n3) 0 o,y (LB e

@] - |f'<b)|<q+1>>5

by 1
I (n+1) (n+1)
+(ing) L7 or, b ,,)< THOIEIRO]

esitsizligip > 1 ve % + é = 1 icin gecerlidir
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Ispat:Lemma4.2, |f'(x)|? in GA — konveksligi ve Holder integral esitsizligi

kullanilarak

b
b"f(b) —a"f(a) — nf x™"1f (x)dx

a

1
< (i) f w0 £ (ut a0 dt
a’Jo

(
b 1
+ (lna).f u(n+1)tb(n+1)(1—t)|fr(utb1—t)|dtu
0
(1) a0 [ [ " pwi+a- t)If’(a)I)dtl

) e [ [ " @+ a- t)If’(b)I)dtl

<) ([[@ ) ([ @r

1
q

+(1- t)If’(a)I)th>

(o ()" ) ([ ol

S
q

+(1- t)lf’(b)l)th>

elde edilir. Eger burada  t|f'(a)| + (1 =) |f'(b)| =u degisken degistirmesi

yapilirsa

b
b"f(b) — a™f(a) — nf x" 1 f(x)dx
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Fl ) |f'<a)|<q+1>>3

—% u pl (n+p ,m+1)
<@+D7|(In]) (7, ”’)< a1 @I

W]+ |f'(b)|<q+1>>3

by 1 |f'
_)712 (7t (n+1)
+ (‘“ u)L (uoP, b p)< ROIEIAO]

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur
Teorem4.2.7.f:1 c R* - R™* fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,a <

b,neN,n=>1ve f' € Lla,b] olsun. Eger [a,b] araliginda |f'(x)|? fonksiyonu

GH —konveks ise;

b
b"f(b) — a*f(a) — nf XL (x)dx

I (@D — |f'(b)|<-q+1>)5

b 1 1
s _ ql ! ’ 2 (q(+1) (n+1)
< (lna) (1= q) f' @IIf' () |Lr (a™* VP, b p)( F @I =1 (D)

esitsizligip > 1 ve +-=1 icin gecerlidir.

1 1
14 q

Ispat:Lemma4.1, |f'(x)|9 in GH — konveksligi ve Holder integral esitsizligi

kullanilarak

b
Nﬂm—wﬂ@—nfﬂ*ﬂmw
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1
f a(n+1)tb(n+1)(1—t) |f’(atb1_t)|dt
0

b
=(‘“5)
b (n+1>t F @IIf' )
- (n+1)
(‘“a b U <t|f'(a)|+<1—t)|f'<b)|>‘“]
b N (n+1)tp 1 q q
< (in2) b1 @IIF “’”U dt] U tIf’(a)|+(1—t)|f’(b)|) dt]

by : F @I - @) oDy
— _ _ ql £/ ! ) (n+1) (n+1)
(1n2) @ = o @IIF B (@ v, b *’)( PRI )

ispat tamamlanmis olur

Teorem4.2.8.f:1 c R* - R™* fonksiyonu I° de diferensiyellenebilen bir fonksiyon,a <
b, neN,n>1 ve f'€ Ll[a,b] olsun. Eger [a,b] arahgmmda |f'(x)|? fonksiyonu
GH —konveks ise Yu € (a, b) i¢in

b
B f(b) — af(a) — n f X1 () dx

1

<@ = | ’ (1 u)Ll (n+Dp 4(n+1Dp |f’(u)|(_q+1)—|f'(a)|( "\
<1-9 |f(u)||l|f(a)| na) b (et If | ~|f @]

|f'(u)|(—CI+1) _ |f,(b)|(_q+1) E]
IF @l = @)

+ |f '(b)| <ln E) L (u(""‘l)p, b(n+1)p) (

esitsizligip > 1 ve 1?+ $ =1 icin gecerlidir.
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Ispat: Lemmad.2, |f'(x)|? in GH — konveksligi ve Holder integral esitsizligi
kullanilarak

b
b"f(b) — a™f(a) — nf x"1f (x)dx

(ln g) f

0

<]n E) J;)l u(n+1)tb(n+1)(1—t) |f, (utbl—t)| dt

<o [ (A

tlf |+ -0|f @
+ <ln E) p@+D) -fl (E)(nﬂ)t , |f,(u)| |fl(b)| | dt.
u Jo P tlf w|+a-nlfm|) |

AT .
S@Eﬁ““hﬁﬂﬁmﬂﬁX@“”mﬁka 1 > N

t|f w|+a-v|f @

1
y M+ DE g+ (A-0) |f, (utal—t)| dt

+

|
Q|

<
I
Q|

ir q
b\ , . 1 (+Dtp ] 1 1
+ (g f el Fol|[ () e ﬁ)( ) dt

t|f w|+a-olf )

= “o|f |[(1 u) ’ Ll (n+Dp 4(n+Dp |f,(u)|(_q+1)_|f’(a)|(_q+1) ’
o V@Hn;Vwﬂ(u N T el @

+ (m E) |F )| I (ut D, pOP) (

|f,(u)|(—q+1) ~ |f'(b)|(_q+1) d
f |- |f ®

ispat tamamlanmis olur.
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4.3.Geometrik Konveks Fonksiyonlarin Tanmm Kullamilarak Olusturulan Baz

Esitsizlikler

Teorem4.3.1. fi:R* > R*, (i =1,2,.....,n, n € N) , GG —konveks fonksiyonlar ve

fi € L[a, b] ise bu durumda

1 bH?=1fi(x) - n
lnb—lnafa x dxﬁL(gﬁ(a),l;[ﬂ(b))

esitsizligi saglanir.

Ispat:f; fonksiyonlar1 birer GG —konveks fonksiyon ve t € [0,1] igin
tp1-t t -
fi(@a'b* ") < (f1(a)) (f1(b))

@b < (@) (L®)

£.@b ) < (fu@) ()

ifadeleri yazilabilir. f;, (i =1,2,.....,n, n € N) ler pozitif fonksiyon olduklarindan

esitsizlikler taraf tarafa ¢arpilir ve [0,1] {izerinden integrali alinirsa
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flfl(atbl_t)fz(atbl‘t) ......... £.(ath't) dt
0

1
S f [1(@£2(@) ... (@] [fi(B)f2(D) .. ... f(D)]* "t

elde edilir. x = a*b*~tdegisken degisimi yapilirsa

Inb 1 lnaf b ?zlei(x) st (nf (a)’f[fi(b))

a
elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
Teorem4.3.2. fi:R* > R*, (i =1,2,.....,n, n € N) , GG —konveks fonksiyonlar ve

fi € Lla, b] ise bu durumda

byn ¢ -
1 f zlﬂf(x) dx < ZL(ﬁ(a),ﬁ-(b))

Inb — Ina .
i=1
esitsizligi saglanir.

Ispat:f;, (i=1,2,....,n, n € N) fonksiyonlar1 birer GG —konveks fonksiyon ve
t €[0,1] i¢in

fi@b™) < (@) (AB)

£@b) < (H@) (L®)
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t 1-t
fu@b8) < (fu(@) (fu(b)
ifadeleri yazilabilir. Esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve [0,1] lizerinden integrali alinirsa

1
f [ (i@ b ™ O)+f,(atb' ™) + - o+ fr(@'h' 0] dt
0

< [ L@ (e + (B@) (R®)
0

A (@) (R®) 1t

elde edilir. x = a*b*~tdegisken degisimi yapilirsa

1 by fi(x) -
Inb f L dxs ; L(fi(a), f;(b))

—lInaJ,

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
Teorem4.3.3. fi:Rt > R*, (i =1,2,.....,n, n € N), GA —konveks fonksiyonlar ve

fi € L[a, b] ise bu durumda

1 1ﬁ(x) X ﬁ(a)+ﬁ(b) -
Inb — Ina f Z( )—A(ﬁ-(a)+ﬁ-(b))

=1

esitsizligi saglanir.
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Ispat: f;, (i=1,2,....,n, n € N) fonksiyonlar1 birer GA —konveks fonksiyon ve
t €[0,1] i¢in

fil@'h'™") < tfi(@) + (1 — )f1(b)

f(ath'™t) < tfy(a) + (1 = t)fo(b)

fn(atbl_t) < tfp(a) + (1 = ) fu(b)

ifadeleri yazilabilir. Esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve [0,1] tizerinden integrali alinirsa

1
f [ (fi(@'br D)+ f(atbr8) + - . .. + f(atb1™)] dt
0

1
< f [(tfi(a) + A = O)fi (D)) + (tfa(a) + (1 = ) fo(D))
0
~H(tf(a) + (1 =) f(b)) dt

elde edilir. x = a*bh'~t degisken degisimi yapilirsa

1 1ﬁ(x) c ﬁ(a)+ﬁ(b)
[ <> (H95 D) —agiw + iy

lna
=1

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
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Teorem4.3.4. fi:R* > R*, (i=1,2,....,n, n € N) , GH —konveks fonksiyonlar ve

fi € Lla, b] ise bu durumda

1 fb = /i)

Inb — lna X

v <Y (A@AOE (1@, £:))

a i=1

esitsizligi saglanir.

Ispat:f;, (i =1,2,....,n, n € N) fonksiyonlar1 birer GH —konveks fonksiyon ve
t €[0,1] i¢in

A(@fi(b)

O O ETCETAO)

f2(@)f>(b)
tf(a) + (1 —t)f2(b)

f(a'b™™") <

fn(@) fn(b)
tha(a) + (1 =) fo(b)

fu(a'b't) <

ifadeleri yazilabilir. Esitsizlikler taraf tarafa toplanir ve [0,1] tizerinden integrali alinirsa
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<f1[< fil@)fi(b) >+< f2(@)f(b) )
)y \tfile)+ (1 —t)f1(b) tf2(a) + (1 —t)f>2(b)

fo(@fu(b)
Tt <tfn<a> T(- t)fn<b)> Jat

elde edilir. Eger burada

sag taraf i¢in tif' (@) + @ —=0)|f' (b)|=u,

sol taraf igin x = a'h'"t degisken degisimi yapilirsa

1 j” o1 fi()

Inb — lna X

dx < ) (F@FGL (f(@, fi(5))

i=1
elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
4.4. Elde Edilen Bulgulara Dair Bazi1 Sonuc¢ ve Uygulamalar

Sonug¢ 4.4.1. Teorem 4.2.1 de n = 1 segilirse

b ) 1
‘bf(b) —af(a) —f f(x)dx| < (Inb — Ina)LP (a®P, b*P)La (|f' ()19, |f' (b))

esitsizligi p > 1 ve % + i =1 icin elde edilir.

Sonug¢ 4.4.2. Teorem 4.2.2 de n = 1 segilirse
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b
bf(b) — af (a) — f FOOdx

a

1 1
< (Inb — Ina)(p + 1) ?La(a®4,b*D)(If" (@] + |If' B
esitsizligi p > 1 ve % + ; =1 igin elde edilir.

Sonug 4.4.3. Teorem 4.2.5 de n = 1 segilirse

b
bf(b) — af (a) — j fG)dx

(@)D |f'(b)|(q+1>>3

< (inb — Ina)(q + 1>_3L”l(“2p"’2p)< F@I=1F B

esitsizligi p > 1 ve % + 5 =1 icin elde edilir.

Sonug¢ 4.4.4. Teorem 4.2.7 de n = 1 segilirse

b
bf(b) — af (a) — j fG)dx

a

(@)D |f'(b)|<q+1>>3
@I 17 ®)

< (Inb — Ina)(1 — @) If" @IIf (B)ILP (a2, b?P) (

esitsizligi p > 1 ve %+ % =1 icin elde edilir.

Uygulama 4.4.1a,b € R*ve a < b olsun. Bu durumda

1

leb(b — 1) — e%(a — 1)| < (Inb — Ina)L7 (a??, b?P)L7 (%, eb7)
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esitsizligi p > 1 ve % + i = 1 icin gegerlidir.

Ispat: Sonu¢ 4.4.1 de f:R* - R",f(x) = e* GG — konveks fonksiyonu secilirse

istenen sonug elde edilir.

Uygulama 4.4.2 a,b € R*ve a < b olsun. Bu durumda

b+1 11
|log [(ea‘b) (a_-l-l)” <(nb-mma)(p+1) PLi(a?,b?*D(a+ DT+ B+1D™Y)
esitsizligi p > 1 ve % + i = 1 icin gecerlidir.

Ispat: Sonug 4.4.2 de f:R* - R*, f(x) =log(x +1) GA — konveks fonksiyonu

secilirse istenen sonug elde edilir.

Uygulama 4.4.3 a,b € R*ve a < b olsun. Bu durumda

Joel e+~ (G55

(b + 1)~V — (g 4+ 1)~@+D) %
b+ 1t=-(a+1D? >

< (Inb — lna)(q + 1) aLr (a??, b?P) <

esitsizligi p > 1 ve % + % = 1 i¢in gecerlidir.

Ispat: Sonuc 4.4.3°de f:RT — R™, f(x) =log(x +1) GA — konveks fonksiyonu

secilirse istenen sonug elde edilir
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Uygulama 4.4.4 a,b € R*ve a < b olsun. Bu durumda

1

q—@+1D) _ p=(g+1)\q
b—a

|b —a| < (Inb—Ina)(1 —q) aL? (a?P,b?P) (

esitsizligi p>1 ve =+-=1 i¢in gecerlidir.

< |-
Q|-

Ispat: Sonu¢ 4.4.4te fi(1,0) = (0,00) ve f( x)=—Inx GH — konveks

fonksiyonu segilirse istenen sonug elde edilir
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5. TARTISMA ve SONUC

Esitsizlikler tlim bilim dallarinda siklikla kullanilan, bazen estetik oldugu icin tercih
edilen, uygulama alani olduk¢a genis bir teoridir. Bilim siirekli genisleyen ve kendini
yenileyen bir olgudur. Bu tez ¢alismasinda geometrik konveks fonksiyonlarla ilgili
Holder integral esitsizligi kullanilarak elde edilmis yeni integral esitsizlikler ispat

edilmistir. Farkl tiirden konveks fonksiyonlar i¢in ¢esitli yeni sinirlar elde edilmistir.

Bu tez calismasinda verilen integral esitliklerine benzer esitlikler kurularak konveks
fonksiyon siniflar1 i¢in yeni integral esitsizlikleri elde edilebilir. Ayrica yeni
genellestirmeler, Hermite-Hadamard tipli, Ostrowski tipli ve Simpson tipli benzer
esitsizlikler elde edilebilir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar, dordiincii boliimde verilen ve kullanilan lemmalarin

farkli versiyonlarini elde edebilir ve yeni integral esitsizlikler elde edebilirler.
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