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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. Mustafa Giirbiiz

Bu tezde, ikinci mertebeden tiirevlienebilen fonksiyonlar i¢in literatiirde mevcut bir
lemmaya farkli konvekslik siniflart uygulanarak bazi yeni integral esitsizlikler elde
edilmis ve uygulamalar verilmistir. Ayrica geometrik-kuadratik konveks fonksiyon
sinifi tanimlanmis, bu sinifa ait lemma, teorem ve &rnekler verilmistir. ilk boliim
giris niteliginde olup, bu boliimde konveks fonksiyonlar ve esitsizlikler ile gliniimiize
kadar yapilan ¢alismalarla ilgili bilgiler verilmistir. Ikinci béliimde tezde kullanilan
konveks fonksiyon kavramlari, bunlar arasindaki hiyerarsi, temel teoremler ve pozitif
reel sayilarin bazi 6zel ortalamalar verilmistir. Uciincii boliimde, arastirmanin temel
kisminda kullanilacak olan bazi temel teoremler verilmistir. Dordiincii boliimde ise
once ikinci tirevi (a,m) —konveks, s —konveks ve quasi—konveks olan
fonksiyonlar i¢in esitsizlikler elde edilmis ve elde edilen esitsizliklerin bazilarina
uygulamalar verilmis, sonra geometrik-kuadratik konveks fonksiyon smifi
tamimlanmis, bu simifa ait lemma, teorem ve Ornekler verilmistir. Elde edilen
sonuclardan bir ¢ogunun literatiirii destekledigi gozlemlenmistir.

2016, 53 sayfa

Anahtar sozciikler: Esitsizlikler, GQ-konveks fonksiyon, Holder Esitsizligi,
(@, m) —konveks fonksiyon, , Power-Mean Esitsizligi, quasi —konveks fonksiyon,
s —konveks fonksiyon



ABSTRACT

Master

GEOMETRIC-QUADRATIC CONVEX FUNCTIONS AND INTEGRAL
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In this thesis, some new integral inequalities are handled and applications are given
by applying different convexity classes to a lemma for second order differentiable
functions which exist in the literatiire. Also geometric-quadratic convex function
class is defined, lemmas, theorems and examples belong to this class are given. The
first part is introductory part which includes information about the findings of the
studies related convex functions and inequalities conducted until now. The second
includes convex function concepts used in the thesis, the hierarchies among them,
basic theorems and some special means of positive real numbers. In the third part,
some theorems which are going to be used in the main part of the research are given.
In the fourth part, firstly, some inequalities for functions whose second derivatives
are (a,m) —convex, s — convex or quasi — convex are obtained and applications
are given to some of the found inequalities, then geometric-quadratic convex
function class is defined; lemmas, theorems and examples belong to this class are
given. Most of the findings of this thesis were observed to be supported by the
literature.
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1.GIRIS

Konvekslik, M.O. 250 yilinda Archimedes’in {inlii = degerini hesaplamasina
kadar uzanan basit ve bilinen bir kavramdir. Buna ragmen matematikte yer almasi
19. yiizyil sonu 20. yiizyil basim1 bulmaktadir. “Konvekslik” kavrami ilk olarak
Hermite tarafindan Ekim 1881°de elde edilen bir sonucun, 1883 yilinda Mathesis adli
dergide yaymlanmasiyla ortaya ¢ikmistir. Hadamard’in 1893 yilindaki ¢alismasinda
konvekslige rastlansa da konveks fonksiyonlarin sistematik olarak calisilmasi 1905-

1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen ile baglar.

Konveksligin tanimi esitsizlikle ifade edildiginden ve matematik bir bakima
karsilastirma oldugundan Konveks Fonksiyonlar Teorisinde esitsizliklerin 6nemli bir
yeri vardir. Hardy, Littlewood, Polya, Beckenbach, Bellman, Mitrinovi¢, Pachpatte,
Pecari¢ ve Fink gibi matematik¢iler Konveks Fonksiyonlar ile Esitsizlikler Teorisi’ni
bir arada inceleyerek c¢esitli kitaplar ve ¢cok sayida makaleler yayinlamislardir. Bu tiir
esitsizlikleri konu alan ilk temel ¢alisma 1934’te Hardy, Littlewood ve Polya
tarafindan yazilan “Inequalities” adl1 kitaptir (Hardy et al. 1952). ikinci ¢alisma ise
E.F. Beckenbach ve R. Bellman tarafindan 1961°de yazilan 1934-1960 yillari
arasinda elde edilen yeni esitsizliklerin sonuglarini iceren ve yine “Inequalities” adi
verilen kitaptir (Beckenbach and Bellman 1961). Bunu Mitrinovi¢’in 1970 yilinda
yayimnladigr ve ilk iki kitapta bulunmayan farkli konulara da yer verdigi “Analytic
Inequalities” isimli kitab1 takip eder (Mitrinovi¢ 1970). Bu temel kaynaklarin yam
sira “Inequalities Involving Functions and Their Integrals and Derivatives”
(Mitrinovi¢ et al. 1991), “Classical and New Inequalities in Analysis” (Mitrinovi¢ et
al. 1993), “Mathematical Inequalities” (Pachpatte 2005) ve “Convex Functions and
Their Applications” (Niculescu and Persson 2006) literatiirde mevcut olan diger

kaynaklardir.

Konveks Fonksiyonlar Teorisi ile iliskili olan Esitsizlik Teorisi C.F. Gauss,

A.L. Cauchy ve P.L. Cebysev ile gelismeye baslamistir. 19.-20. yy’da bulunan



esitsizliklerin bir kismi konveks fonksiyonlarla iliskilendirilerek temel esitsizlikler
haline gelmistir. Bunlarin en 6nemlileri 1881 yilinda Hermite tarafindan elde edilen
Hermite-Hadamard esitsizligi ve 1938 yilinda Ostrowski tarafindan elde edilen
Ostrowski esitsizligidir. Hermite-Hadamard esitsizligi ile ilgili ¢alismalarin biiyiik
bir kism1 S.S. Dragomir ve C.E.M. Pearce tarafindan 2000 yilinda yazilmis olan
“Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications” isimli

kaynakta bir araya getirilmistir (Dragomir and Pearce 2000).

Konveks fonksiyonlar ig¢in esitsizlikler iizerine yogun c¢alisan diger
matematikgiler M.E. Ozdemir, U.S. Kirmaci, R. Agarval, G. Anastassiou, G.V.
Milovanovic, A.M. Fink, A.W. Roberts, D.E. Varberg, N.S. Barnett, H. Yildirim,
M.Z. Sarikaya, N. Ujevi¢, S. VaroSanec, P.S. Bullen, P. Cerone, G. Toader, M.
Alomari, F. Qi, C.E.M. Pearce, M. Darus, M.K. Bakula, J. Pecari¢, E. Set, A.O.

Akdemir, H. Kavurmaci Onalan,

Bu konu iizerine yazilan birgok kitabin disinda literatiirde doktora ve yiiksek
lisans g¢alismalarina da rastlanmaktadir. M. Avci Ardig, M. Giirbiiz, A. Ekinci, C.
Yildiz, M. Tung seklinde siralanabilir.

“Inequalities and Applications” baglikli doktora tezinde integral esitsizlikleri
lizerine uygulamalar yazilmis ve ortalamalar tizerine farkli sonuglar elde edilmistir.
Bunun yaninda Cauchy-Schwartz, Bessel ve Jensen esitsizlikleri lizerine ¢alismalar

yapilmustir (Rooin 2003).

“Solving Methods of Linear Functional Equation and Stability of t —Convex
Functions” baslikli doktora tezinde esitsizlikler yardimiyla lineer fonksiyonel
denklemlerin ¢oziim yontemleri incelenmis, ve ¢ —konveks fonksiyonlarin kararlilig1

incelenirken yine bazi esitsizlikler kullanilmis ve yenileri elde edilmistir (Hazy

2005).



“Inequalities and Applications” baslikli yiiksek lisans tezinde ortalamalar
lizerine yeni esitsizlikler elde edilmis, yeni fonksiyon siniflar1 ortaya atilmistir

(Bagdasar 2006).

“Bazi Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlar Igin Integral Esitsizlikleri”
baslikli doktora tezinde E —konveks ve E —m —konveks fonksiyonlar ile birlikte
farkli tiirden E —konveks ve E — m —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard
tipli ve diger bazi farkli tirden konveks fonksiyonlar olan m —konveks,
(a, m) —konveks, log —konveks, quasi —konveks, s —konveks, r —konveks ve
h —konveks fonksiyonlar i¢in yeni integral esitsizlikleri verilmistir. Bunlarin yani

sira bazi genellestirmeler de elde edilmistir (Set 2010).

“Baz1 Konveks Fonksiyonlar I¢in Hermite-Hadamard Tipli Esitsizlikler Ve
Uygulamalar1” baslikli doktora tezinde konveks ve farkli tip konveks fonksiyon
smiflart i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra elde

edilen esitsizlikler i¢cin 6zel uygulamalar ve sonuglar verilmistir (Tung 2011).

“Several Inequalities of Hermite-Hadamard, Ostrowski and Simpson Type
for s —Convex, Quasi —Convex and r —Convex Mappings and Applications”
baslikli doktora tezinde s —konveks, quasi —konveks ve r —konveks fonksiyon
smiflar1  kullanilarak Hermite-Hadamard, Ostrowski ve Simpson tipli integral

esitsizlikleri elde edilmistir ve bu esitsizlikler i¢in uygulamalar verilmistir (Alomari
2011).

“Quasi Konveks Fonksiyonlar I¢cin Esitsizlikler Ve Uygulamalar1” baslikli
yiiksek lisans tezinde quasi —konveks fonksiyonlar i¢in yapilan genis bir literatiir
taramasinin  yanisira, quasi —konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard,
Ostrowski ve Simpson tipli esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra elde edilen

esitsizlikler i¢in sonuglar ve bu sonuglara bagl 6zel uygulamalar verilmistir (Yildiz
2011).



“Baz1 Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlar igin Ostrowski ve Hermite-
Hadamard Tipli integral Esitsizlikler” baslikli doktora tezinde farkli tiirden konveks
fonksiyon smiflar1 kullanilarak yeni baskin konveks fonksiyon kavramlari
tamimlanmis, bu yeni fonksiyon smiflar1 i¢in Hermite-Hadamard tipli integral
esitsizlikleri edilmistir. Konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli; konveks
ve konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli yeni integral esitsizlikleri elde edilmistir

ve elde edilen bazi esitsizlikler i¢in uygulamalar verilmistir. (Kavurmaci 2012),

“Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlarmn Carpimi Uzerine Integral
Esitsizlikleri Ve Uygulamalar1” baslikli doktora tezinde farkli tiirden konveks
fonksiyonlar kullanilarak yeni tanimlamalar, 6rneklemeler yapilmis olup bu tiirden
konveks fonksiyonlar ve literatiirde bulunan bazi1 konveks fonksiyonlarin ¢arpimi

lizerine integral esitsizlikleri elde edilmistir. (Giirbiiz 2013),

“n. mertebeden tiirevlenebilen konveks fonksiyonlar i¢in integral
esitsizlikleri’” baslikli doktora tezinde Fejér esitsizligi kullanilarak yeni teoremler
ispatlanmig, g’nin 6zel degerleri i¢in yeni sonuglar elde edilmistir. Ayrica n.
mertebeden tiirevlenebilen fonksiyonlar i¢in Lemmalar yazilmis ve bu Lemmalar

kullanilarak yeni genellestirmeler yapilmistir.(Y1ildiz 2014).

Bu ¢alismada, farkli tiirden konveks fonksiyonlar detayli olarak incelenmistir.
Bu amagla caligmanin ikinci boliimiinde matematikte yer alan bazi temel tanim ve
teoremler, bazi konveks fonksiyon siniflar1 arasindaki hiyerarsi verilmistir. Ugiincii
boliimde ise, arastirmanin temel kisminda kullanilacak olan bazi temel teoremler ve
ikinci tlirevi konveks fonksiyonlar i¢in literatiirde mevcut bazi lemma ve teoremlere

yer verilmistir.

Dordiincii  bolimde ikinci tirevi (a, m) —konveks, s —konveks ve
quasi —konveks olan fonksiyonlar i¢in esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra
GQ —konveks smifi tanimlanip bu simif ilizerinde yeni Lemma ve Teoremler elde

edilmistir. Son olarak ise bulunan bazi esitsizliklere uygulamalar verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde, arastirmada kullanilacak bazi temel tamim, teorem ve Ornekler

verilecektir.

Tamm 2.1.1. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak

uzere

B={z€Lz=ax+(1—-a)y, 0<a<l1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki
x ve y’nin katsayilar ig¢in a + (1 —a) = 1 bagintisi her zaman dogrudur. Bu
sebeple konveks kiime tanimindaki «, 1 — a yerine a + 8 = 1 sartin1 saglayan ve
negatif olmayan a, 8 reel sayilari alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi ug¢ noktalart
x ve y olan bir dogru pargasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos
olmayan ve herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva eden kiimedir
(Bayraktar 2000).

Sekil 2.1. Konveks kiime



Sekil 2.2. Konveks olmayan kiime

Ornegin araliklar reel eksen iizerindeki konveks kiimelerdir.

Tamim 2.1.2. (J —Konveks Fonksiyon): I,R’de bir aralik olmak tizere her x,y € I

icin

f<xJ2ry) Sf(x) erf(y)

sartin1 saglayan f fonksiyonuna [ iizerinde Jensen anlaminda konveks veya

J —konveks fonksiyon denir (Mitrinovi¢ 1970).

Tamim 2.1.3. (Kesin ] —Konveks Fonksiyon): Her x,y € I ve x # y igin

f<xJ2ry) <f(x) erf(y)

oluyorsa f fonksiyonuna I tizerinde kesin | —konveks fonksiyon denir (Mitrinovi¢
1970).

Tamim 2.1.4. (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon

olmak tizere her x,y € I ve a € [0,1] igin,

flax+ (1 = a)y) < af(x) + 1 - a)f (y) (2.1)



sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger (2.1) esitsizligi x # y
ve a € (0,1) i¢in kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir
(Pecari¢ et al. 1992).

Sonug 2.1.1. Her konveks fonksiyon /] —konveks fonksiyondur.

Sonu¢ 2.1.2. I € R olmak {izere, bir f fonksiyonunun I’da konveks olmasi igin

gerek ve yeter sart, her x,y € I ve her p, g > 0 reel sayilar1 igin

(px+qy) <pf (x) +qf ()
p+q/ p+q

olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).

Ornegin, f:1 € R - R, f(x) = |x| fonksiyonu I iizerinde konveks fonksiyondur.

AY

v

Sekil 2.3. Araliklar {izerinde konveks fonksiyon ( f(x) = |x|)

I izerinde tanimli bir f fonksiyonunun kesin konveksliginin geometrik anlami
(x,f(x)) ve (y,f(y)) noktalarmi igeren [ tizerindeki dogru pargasinin f’nin
grafiginin iist kisminda yer almasidir (Bakiniz Sekil 2.4).



Lfix) + (1 —0) fiy)
Sflex+(1-0)y)

Jox) g :

1]

x (x+(I-1)y y
Sekil 2.4. Konveks fonksiyon

Eger f fonksiyonu [a,b] araliginda tammli ve konveks (konkav) ve x,

noktasinda diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise x € (a, b) igin

) = f(xo) = (2)f'(x0) (x — x0) (2.2)

esitsizligi yazilir. Yani (a,b) araliginda diferensiyellenebilen konveks fonksiyon

(2.2) esitsizligini saglar (Roberts and Varberg 1973).

Tamim 2.1.5. (Quasi-Konveks Fonksiyon): f: S — R bir fonksiyon ve S c R bostan

farkli konveks kiime olsun. Vx,y € Sve 1 € [0,1] i¢in
fx + (1= Dy) < max{f(x),f(¥)}
ise f’ye quasi —konveks fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Eger

fQx + (1= Dy) <max{f(x), f(y)}



ise f’ye strictly quasi —konveks fonksiyon denir. Ayni sartlar altinda

fQAx + (1= y) =2 max{f(x), f()}

ise f’ye quasi —konkav fonksiyon ve

fQx + (1 = 2)y) > max{f(x), f(¥)}

ise f’ye strictly quasi —konkav fonksiyon denir (Dragomir and Pearce 1998).

Tammm 2.1.6. f hem quasi—konveks hem de quasi—konkav ise f’ye

quasi —monotonik fonksiyon denir (Greenberg and Pierskalla 1970).

Sonug 2.1.4. Herhangi bir konveks fonksiyon quasi —konveks fonksiyondur. Fakat
tersi her zaman dogru degildir. Yani quasi —konveks olup konveks olmayan

fonksiyonlar vardir. Oregin g: [-2,2] - R,

(1, te[-2,-1]
g(t)_{ £2, te(=1,2]

fonksiyonu [—2,2] araliginda konveks degildir. Fakat g fonksiyonu [—2,2]

araliginda quasi —konveks fonksiyondur (lon 2007).



Sekil 2.5. Quasi-konveks olup konveks olmayan fonksiyon
A

Sekil 2.6. Quasi —konveks olmayan fonksiyon

Quasi-konveks olmayan bir fonksiyon: Fonksiyonun tanim kiimesinde,
degerleri kirmizi kesik ¢izginin altinda kalan noktalar, iki kirmizi araligin

birlesimidir ve fonksiyon bu noktalarin birlesiminde konveks degildir.

Tanmm 2.1.7. (m —Konveks Fonksiyon): f:[0,b] > R ve b >0 olsun. Her
x,y €[0,b], t € [0,1] ve m € [0,1]igin

fltx +m(1 = 0)y) <tf(x) + m(1 -1)f(y)

10



sart1 saglantyorsa f fonksiyonuna m —konvekstir denir (Toader 1984).

—f fonksiyonu m —konveks ise bu takdirde f fonksiyonu m —konkavdir. Ayrica
f(0) < 0 igin [0, b] araliginda tanimli tiim m —konveks fonksiyonlarin siifi K, (b)

ile gosterilir.

Eger m =1 alinwsa [0,b] tlizerinde m —konveks fonksiyon bilinen konveks

fonksiyona doniisiir.

Tanmm 2.1.8. ((a, m) —Konveks Fonksiyon): f:[0,b] - R ve b > 0 olsun. Her
x,y € [0,b],t € [0,1] ve (a,m) € [0,1]? i¢in

fx+m(1=0)y) <t“f(x) + m(1 - t*)f(y)

sart1 saglantyorsa f fonksiyonuna (&, m) —konveks fonksiyon denir (Mihesan 1993).

f(0) <0 icin [0, b] araliginda taniml tiim (a, m) —konveks fonksiyonlarin sinifi
KZ%(b) ile gosterilir. Burada (a,m) € {(0,0),(a,0),(1,0),(1,m),(1,1),(a, 1)}
alindiginda sirasiyla artan, a —starshaped, starshaped, m —konveks, konveks ve

a —konveks fonksiyon siniflari elde edilir.

Tammm 2.1.9. (Godunova-Levin Fonksiyonu): f:I - R negatif olmayan

fonksiyonu x,y € I, 1 € (0,1) olmak lizere

f(/lx+(1—/1)y)S¥+f(—_yz1

esitsizligini sagliyorsa f’ye Godunova-Levin fonksiyonu veya Q(I) simifina aittir

denir.

Bu tanima denk olarak; f € Q(I) ve x,y,z € [ ise, bu takdirde
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fOE=-NE-+fWG -0 -2+ f(2)(z-x)(z-y)=0

esitsizligi saglanir (Godunova and Levin 1985).

Tammm 2.1.10. (P —Fonksiyonu): f:1 — R negatif olmayan fonksiyonu x,y €1,
A € [0,1] olmak tizere

fAx+ (A =-Dy) < f)+f»)

esitsizligini sagliyorsa f’ye P — fonksiyonu veya P(I) sinifina aittir denir (Dragomir
et al. 1995).

Tanimlardan agik¢a goriilecegi lizere, tiim negatif olmayan konveks fonksiyonlar
Q(I) smifina aittir. Ayrica Q(I) > P(I) ve P(I) siifindan fonksiyonlar negatif

olmayan konveks ve Quasi-konveks fonksiyonlari igermektedir.

Tanmm 2.1.11. (Birinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): a, >0, a’ + ° =

1ve s € (0,1] olmak lizere tiim u, v € R, i¢in f: R, — R fonksiyonu

flau+pv) < a’f(w) + B°f(v)
esitsizligini sagliyorsa f’ye birinci anlamda s —konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin smifi K2 ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonu birinci

anlamda s —konkav fonksiyon olarak adlandirilir (Orlicz 1961).

Tamm 2.1.12. (ikinci Anlamda s —Konveks Fonksiyon): a,8 > 0,a+ 8 =1 ve

s € (0,1] olmak tizere tiim u, v € R, i¢in f: R, — R fonksiyonu eger

flau+pv) < a*f(w) + B°f(v)
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esitsizligini sagliyorsa f’ye ikinci anlamda s —konveks fonksiyon denir. Bu
fonksiyonlarin simfi K2 ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse f fonksiyonu ikinci

anlamda s —konkav fonksiyon olarak adlandirilir (Breckner 1978).

Yukarida verilen her iki s —konvekslik tanimi s =1 igin bilinen konvekslige

dontistir.
Ornek 2.1.1. s € (0,1) ve a, b, ¢ € Rolsun. f:[0,0) — R fonksiyonu

a, t=20
f(t)_{bt5+c, £>0

olarak tanimlansin. Bu takdirde
(i) b=>0ve0 <c<aisef €K2dir.
(ii)b>0vec<O0ise f ¢ K2 dir (Hudzik and Maligranda 1994).

Tamm 2.1.13. (h —Konveks Fonksiyon): h:] — R negatif olmayan bir fonksiyon

ve h # 0 olsun. f: I — R negatif olmayan fonksiyonu her x,y € I ve a € (0,1) igin

flax+ (1 —a)y) < h(a)f (x) + h(1 = a)f(y)

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna h —konveks fonksiyon veya SX(h,I) smifina
aittir denir (Varosanec 2007).

Bu esitsizlik yon degistirirse, bu durumda f’ye h —konkav fonksiyon veya SV (h,I)
sinifina aittir denir. Eger h(a) = @ almirsa, bu takdirde tim negatif olmayan

konveks fonksiyonlar SX(h,I) sinifina ve tiim negatif olmayan konkav fonksiyonlar

13



SV (h,I) snifina aittir. h(a) =§ alinirsa, SX(h,I) sinift Q(I) smifini; h(a) =1

almirsa, P(I) siifini ve h(a) = a®, s € (0,1) alinirsa, K2 smifin1 igerecegi agiktir.

Ornek 2.1.2. h fonksiyonu her a € (0,1) i¢in h(a) = a sartin1 saglayan negatif
olmayan bir fonksiyon olsun (6rnegin k < 1 ve x > 0 igin h; = x* fonksiyonu bu
ozellige sahiptir). f fonksiyonu I iizerinde negatif olmayan konveks fonksiyon ise;
x,y €1,a € (0,1) igin,

flax+ (1 -a)y) < af(x) + 1 -a)f () < h(@f (x) + h(1 - ) f (¥)
yazilabilir. Bu, f € SX(h,I) anlamina gelir. Benzer sekilde h fonksiyonu, a € (0,1)

icin h(a) < a sartim1 sagliyorsa f negatif olmayan konkav fonksiyonu SV (h,I)

siifina ait olur (Varosanec 2007).

Tamim 2.1.14. (Logaritmik Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik f:1 — [0, o)

bir fonksiyon olsun. Her x,y € I ve @ € [0,1] igin,

flax + (1 - a)y) < [FOII*[F ]
esitsizligi saglanirsa, f fonksiyonuna log —konvekstir denir. f = exp(logf)
oldugundan log —konveks fonksiyon konvekstir. Fakat tersi her zaman dogru

degildir (Pecari¢ et al. 1992).

Tammm 2.1.15. (Geometrik Konveks Fonksiyon): f:I c R, — R, fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I ve t € [0,1] igin

fOYTD) < FOIIFODIT

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna geometrik konveks fonksiyon denir (Zhang et
al. 2012).
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Tamim 2.1.16. (s —Geometrik Konveks Fonksiyon): f:I c R, — R, fonksiyonu
verilsin. Eger f fonksiyonu, her x,y € I, s € (0,1] ve t € [0,1] i¢in

fOy'™) < [F@ITIF O

esitsizligini saglhiyorsa f fonksiyonuna s —geometrik konveks fonksiyon denir
(Zhang et al. 2012).

s = 1 i¢in, s —geometrik konveks fonksiyon taniminin geometrik konveks fonksiyon

tanimina doniisecegi agiktir.

Tezde ad1 gegen bazi terimlerin tanimlari ve ilgili teoremler asagida verilmistir.

Tamm 2.1.17. (Siireklilik): f:S € R - R, x, € S ve € > 0 verilmis olsun.

xX€ESve|x—x5 <dbicin |f(x) — flxy)| < ¢

olacak sekilde bir § > 0 sayisi1 varsa f, x,’da siireklidir denir (Bayraktar 2010).

Teorem 2.1.1. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise

a. f, (a, b) araliginda siireklidir ve

b. f, [a, b] araliginda sinirhdir (Azpeitia 1994).

Tammm 2.1.18. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): f, I araliginda tanimli bir

fonksiyon ve x;, x, de I’da iki nokta olsun. Bu durumda

(@) x, > x4 iken f(x;) > f(xy) ise f fonksiyonu I iizerinde artandir,

(b) x, > x; iken f(xy) < f(xy) ise f fonksiyonu I tizerinde azalandir,
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(€) x, > xq iken f(x;) = f(x;) ise f fonksiyonu I {izerinde azalmayandir,
(d) x, > xq iken f(x;) < f(x;) ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir
denir (Adams and Essex 2010).

Teorem 2.1.2. | acik bir aralik ve ] €I olmak iizere f, I lizerinde siirekli ve J

tizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

(@) Her x € J igin f'(x) > 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artandr.

(b) Her x € J igin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I {izerinde azalandr.

(c) Herx € Jigin f'(x) = 0 ise f fonksiyonu I iizerinde azalmayandir.
(d) Her x € J igin f'(x) < 0 ise f fonksiyonu I iizerinde artmayandir.
(Adams and Essex 2010).

Sonug¢ 2.1.3. f, g konveks fonsiyonlar ve g ayni zamanda artan ise g o f fonksiyonu
konvekstir (Roberts and Varberg 1973).

Teorem 2.1.3. Eger f:1 - R tanimli konveks (kesin konveks) bir fonksiyon ise
fi(x) ve f!(x) var ve bu fonksiyon [°’de artandir (kesin artandir) (Pecari¢ et al.
1992).

Teorem 2.1.4. f fonksiyonu (a,b) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu durumda f fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart f'

fonksiyonunun artan (kesin artan) olmasidir (Pecari¢ et al. 1992).

Teorem 2.1.5. f fonksiyonunun [ acik araliginda ikinci tiirevi varsa, f

fonksiyonunun bu aralik {izerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart x € I igin

@ =0

olmasidir (Mitrinovi¢ 1970).

16



Tamm 2.1.19. f: X - R ve g: X = R iki fonksiyon verilsin. f ve g fonksiyonlari
her x,y € X i¢in

(f@) = FM)(g) —g(») =0

sartin1 sagliyorsa bu fonksiyonlara birlikte artan ya da birlikte azalan fonksiyonlar
denir (Skala 1998).

Tanim 2.1.20. (Baz1 Ozel Ortalamalar):

Bu kisimda a, b gibi pozitif iki reel say1 i¢in bazi1 ortalamalar verilecektir (Bullen et

al. 1988; Bullen 2003; Tung 2012);

(1) Aritmetik ortalama:

A=A(ab) = ¢ ; b,
(2) Geometrik ortalama:

G =0G(ab) = Vab,
(3) Harmonik ortalama:

H = H(a,b) = az-(ll—bb

(4) Logaritmik ortalama:
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a, a=>
L=L(a,b):={ b—a

Inb — Ina’ azb
(5) Identric ortalama:
a, a=b
1
I=1(ab):=11 <bb>b—a
—|— , a+b
e\a%
(6) p — logaritmik ortalama:
a, a=>»>
1
L, = Lp(a, b) = pP+l _ g+l 1p
a#+b

P+DOB-a)] "’

(7) Kuadratik ortalama:

2 4 p2
Q = 0a,b) = /a -

ortalamalar1 vardir.

Ayrica, p € R olmak lizere £,,’nin monoton artan oldugu bilinirve L, =1, L_; =L
ile gosterilir. Bu ortalamalar arasindaki iliski asagidaki gibi literatiirde yer
almaktadir:

H<G<L<I<A<Q.

Son olarak, x,y pozitif sayilariin r. kuvvetlerinin genellestirilmis logaritmik

ortalamasi
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(T xr+1_yr+1
1 =y r+0,—-Lx+#y
xX—Yy
L,.(x,y) =1 Inx — Iny’ r=0x#y
xy—lnx_ lny’ r=-1,x#y
xX=y
\ X, xX=y

bigiminde tanimlanir.

Tanmmm 2.1.20. (Agirhkh Aritmetik Ortalama): x; € [a,b], p; >0 ve B, :=

*opi >0 =12,..,n) olmak iizere

n
1
Ap(x,p) = P_E DiX;
=1

seklindeki ifadeye x; (i = 1,2, ...,n) sayilarinin p; (i = 1,2, ...,n) agirhikh aritmetik

ortalamasi denir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Tamim 2.1.21. a ve p iki pozitif sirali n —li ve —oo < r < +o0 olsun. a’nin r.

mertebeden p agirlikli ortalamast

My (a,p) = 1 S\
Z afl , r=20

i=1
max(aq, as, ..., a,), r =400
\ min(ay,a,, ..., a,), r = —00

olarak tanimlanir. a ve p iki pozitif siralin —live —oo < r < s < +oo ise
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M,gr)(a,p) < M,SS) (a,p) esitsizligi gegerlidir. Esitlik durumu sadece a; = a, = -+ =

a,, oldugunda saglanir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Kuadratik ortalamanin, Power-Mean esitsizliginin » = n = 2 hali oldugu kolayca

goruliir.
Teorem 2.1.6. (Ucgen Esitsizligi): Herhangi x, y reel sayilar1 i¢in

lx +y| < x| + |yl,

|lxl = Iyl| < Ix = yl,
|lxl = Iyl] < |x + yl
ve tiimevarim metoduyla
ey 4 -+ x| < Deg | + -+ x|
esitsizlikleri gegerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Teorem 2.1.7. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu): f, [a, b] araliginda

stirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b b
[ reoan| < [ reolar @<n

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovi¢ et al. 1993).

Tanim 2.1.22. I, (0, 0)’nin bir alt araligi, f: 1 — (0, o) siirekli bir fonksiyon, M ve

N her hangi iki ortalama fonksiyonu olsun. Her x,y € [ igin;
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f(M(x,y) < N, f()

sartin1 saglayan f fonksiyonuna MN — konveks (konkav) fonksiyon denir.

2.2. Baz1 Konveks Fonksiyon Siniflarimin Hiyerarsisi

Fonksiyonlar teorisi ¢alismalarinda yeni sonuglar ve genellestirmeler elde etmek icin
kimi zaman fonksiyonun sartlarinda bazi kisitlamalar yapmak gerekirken kimi
zamanda fonksiyona ek ozellikler katmak gerekir. Ciinkli fonksiyonlar ayni anda
bir¢ok Ozelligi saglayabilir veya bir fonksiyon sinifi baska bir fonksiyon sinifiyla
baz1 Ozellikleri itibariyle benzerlik gosterebilir. Calismalarimizda farkli tiirden
konveks fonksiyonlar icin ¢esitli integral esitsizlikleri ispatlarken, bu esitsizliklerin
belli 6zel durumlar igin baska konvekslik siniflari ig¢inde saglandigini agikca
gorebiliriz. Dolayisiyla buradan konveks fonksiyonlar arasinda 6zellikleri agisindan
bir hiyerarsi oldugu gercegine ulasilir. Fakat bu hiyerarside tiim konvekslik
siiflarint beraber degerlendirmek oldukca giic oldugu i¢in aralarindaki iliski,

tanimlar1 ve ozellikleri yardimiyla su sekilde olusturulabilir;

Teorem 2.2.1. I € R olmak fiizere, Log —Konveks fonksiyonlar sinifi, (negatif
olmayan) Konveks fonksiyonlar smifi, (negatif olmayan) Quasi-konveks
fonksiyonlar siifi, P —fonksiyonlar sinifi ve Godunova-Levin fonksiyonlar sinifi

sirastyla L(I), C(I), QC(I), P(I), Q(I) ile gosterilirse;

L()cCU)c Qc()c P(I) c Q)

oldugu goriiliir (Kavurmaci 2012).
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P —fonksiyon

Quasi-Konveks fonksiyon

Konveks fonksiyon

Log —Konveks
fonksiyon

Sekil 2.7. Godunova-Levin, P —fonksiyon, Quasi —Konveks fonksiyon, Konveks
fonksiyon ve Log —Konveks fonksiyon siniflarinimn iligkisi

Lemma 2.2.1. Eger f fonksiyonu m —konveks fonksiyonlar sinifina ait ise f

fonksiyonu starshaped fonksiyondur (Toader 1988).

Lemma 2.2.2. Eger f fonksiyonu m —konveks fonksiyon ve 0 <n<m < 1ise f

fonksiyonu n —konveks fonksiyondur (Toader 1988).

h —konveks fonksiyon tanimindan agikga goriilebilir ki; eger h(t) = t segilirse

negatif olmayan konveks fonksiyonlar veya esitsizligin yon degistirmesinde negatif
olmayan konkav fonksiyonlar, h(t) =% secilirse fonksiyon Q(I) sinifindan, eger

h(t) = 1 sabit fonksiyonu olarak segilirse P(I) sinifindan fonksiyon, eger h(t) = t*
secilirse burada s € (0,1) olmak iizere KZsmifindan konveks bir fonksiyon elde

edilecegi asikardir. Bu bilgiler 1s18inda h(t) fonksiyonun bazi 6zel degerleri igin;
c(I) cSX(h,I), P(I) c SX(h, 1), K2 c SX(h,I)

yazilabilir. Burada h fonksiyonu negatif olmayan fonksiyon oldugu i¢in negatif

olmayan konveks fonksiyonlar SX (h, I) sinifinin alt kiimesidir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde, arastirmanin temel kisminda kullanilacak olan bazi temel teoremler
verilecektir.

Teorem 3.1. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): I, R’de bir aralik, a,b € [ ve

a < b olmak tizere f: 1 € R — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b 1 b b
(85 2 [ e (OO

esitsizligi literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir (Pecari¢ et al.

1992).
Birgok klasik esitsizlik, yukaridaki esitsizligin bir sonucudur.

Teorem 3.2. (Holder Esitsizligi): a = (a4,...,a,) ve b = (bq,...,b,) reel veya

kompleks sayilarin iki n —lisi olsun. Bu takdirde

olmak tzere

(@) p > 1ise,

(S

k=1

> b, < (imku@)%

n
k=1 k=1

(b) p < 0veyaq <0 ise,
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1 1
n n 5 n E
> avz (Yo ) (Y
k=1 k=1

k=1

esitsizlikleri gecerlidir (Mitrinovi¢ 1970).

Teorem 3.3. (Integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve % +% =1olsun. fveg,

[a,b] arahiginda tamimli reel fonksiyonlar, |f|? ve |g|?, [a,b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

1

b b % b q
f |f(x)g(x)|dxs(f If(x)lpdx> (f |g(x)|qu)

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic et al. 1993).

Ayrica Holder esitsizliginin bir sonucu olan power-mean esitsizligi de asagidaki gibi

ifade edilir.

Sonug 3.1. (Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun. f ve g, [a, b] araliginda tanimli

reel fonksiyonlar, |f| ve |g|?, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise

L1 1
q

b b q/ b
f If(x)g(x)lde< f |f(x>|dx) ( f If(x)llg(X)I"dx>
esitsizligi gecerlidir.

Teorem 3.4. (Young Esitsizligi): a,b > 0ve p,q > 1 igin % + é = 1 olmak iizere

ab < —+—

p q
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esitsizligi gegerlidir. Esitlik durumu sadece aP? = b? durumunda saglanir (Mitrinovic¢

1970).

Lemma3.1.a,b €1, a < b ve I c R olmak iizere f:I — R fonksiyonu, I’ iizerinde
iki kez tiirevlenebilen bir fonksiyonve a,4 € [0,1] olsun. f,f'f" € L[a, b] olmak
uzere

1 1 (P
(b—a)(a—z)f’((l—a)b+aa)—mjaf(x)dx

+(1-21) f((l —a)b+ aa) + A(af(a) +(1- a)f(b))

_(b—a)?

5 fo k() f"(tb+ (1 —t)a)dt

esitligi gegerlidir. Burada

2alt — t?, 0<t<l-—a

k(t)={(1—t)(t—1+2/’1(1—a)), l-a<t<1

fonksiyonudur (Giirbiiz ve Yaradilmis).

Teorem 3.5. f:1 ¢ R - R, I’ iizerinde iki kez tiirevlenebilen fonksiyon, f, ', f" €
Lla,b], a,b€el ile a<b olsun. |f"”| fonksiyonu, [a,b] araliginda konveks
fonksiyon ise a, A € [0,1] i¢in,

8 1- 2al
n=3@t+ - (== -
— —a)? —
V2 = 5 (@2)*(1— ad) + (1~ @)? [lsa—az—(l oy 20D

_20A(1-0a)* (1-a)
3= 3 4

1—a_2a)l(1—a)+(1—a)2

_ _ 2 _
Ye=(1—a)*|al 3 3 2

ve
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w = g(l — @)1 -1 - )
(@~ 2201 - ) [a(3a ~ 4) ~ 4201 — a)*(1 ~ D]
Ha = %(1 —a)* 2t + %(d —2A(1 — @) ) [a?(42% — 42 + 3) + 4ad(1 — 22) + 4A2]
4
Hs =3 1-a)23(1-2(1 - a))

+ % (¢ —22(1 - a))z[a(Ba —4) —42(1 — @)?>(1 = )]

4
pa =51~ a)*2*
1
- (0 =241 - ) [a?(422 — 41+ 3) + 4ad(1 - 20) + 42%]

olmak tlzere

b
(b—a) (a — %)f’((l —a)b + aa) —ﬁf f(x)dx
+1-Df(1—-a)b+aa) + A(af (@) + (1 —a)f (b))

O 4wl + (4 DI @D), 20AS1-a 5 1-240-0)
< . _za)z {n +If "B + Gz + eI (@B, 1—a = max{2ad, 1 - 2A(1 - a)}
" _za)z (s +m)If " O + (s + 1) If"@P, 11— a < minf2a2,1-22(1 - @)}

o e+ il O+ G+l @D, 1-220 @) £ 1- a <202

esitsizligi elde edilir (Glirbiiz ve Yaradilmais).

Lemma 3.2. f:IcR* >R, I’ iizerinde diferensiyellenebilen bir fonksiyon,

a,b € I" ve a < b olsun. Bu durumda f' € L[a, b] ve her x € [a, b] icin

bf(b) —af(a) — f:f(u)du = (Inx — Ilna) fol x2t 2D f/ (xtgl=t) dt
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—(Inx — Inb) folthbz(l_t)f’(xtbl_t)dt

esitsizligi saglanir (Avci et al., 2015).
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4. BULGULAR

Bu boliimde, arastirmada ede edilen bulgulara yer verilecektir.

4.1 Fonksiyonun lkinci Tiirevini iceren Baz1 Yeni Esitsizlikler

Teorem 4.1.1. f:1 c [0,b*] » R fonksiyonu I” kiimesinde iki kez tiirevlenebilen
fonksiyon olsun. f,f',f" € L[a,b], a,b € I'ile a < b, b* > 0 olmak iizere ||, I
araliginda (a;, m) konveks fonksiyon ise (@, a;,m, 1) € [0,1]* igin,

22A(1 — a)®1 %2 (1 — @)% ™*3
U = -

a, + 2 a; +3
—2aA(1 —a)%*t2 (1 —a)%t3 , (1-a)P
Ha = a, + 2 a, + 3 +ai(l—a) 3
2a2(2(2ad)**? — (1 — a)®1*?2) —2QaA)* %3 + (1 — a)**3
Uz = +
a; + 2 a; +3
—2QaA)%*3 + 2aA(1 — @)®*?2 2QQal)*1*3 — (1 — @)% *3
Uy = A
a; + 2 a; +3
202)° + (1 - a)®
+(a) 3( Q) — aA(1l — a)?
ve
(=220 - )1+ A - )**) N (2-22(1-a)(1 - (1 - a)**?)
e a;+1 a;+ 2
-1+ (1 —a)*t3
a,+3
_(1-220-2))1 - A = a)**) N (2-22(1-a))((1 — )*2 - 1)
2 a;+1 a;+ 2
1-(1-a)®* (2-21(1-a)(1 - a)?
+ —
a; +3 2
1-22(1 - 1 (1-a)
+(1-220-))1—a) — ( a)+—+ﬂ
2 6 3
2(1-20(1 - @)™ = (1-24(1 — @))(1 + (1 — @)@ +1)
3 =
a; +1

N —2(1-2211 - )" (2- 221 — @) + (2 - 2A(1 — @) (A + (1 — @)4*?2)
a, + 2
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2(1 —201 - ) -1+ 1 - a)mt3)
a;+3

—2(1-221-a)"" +(1-220 - )1 + (1 — a)u*?)

$a =

a;+1
,20-220 - @)™ (2 - 211 - a)) - (2 - 21 — @) (1 + (1 — @)™1*2)
a;+ 2
L 2(1-220 - D) A+ A-)Ut) (1-0a)
a, + 3 -3
+ (2 — 24— a))(l —a) — (1 —2A(1 - a))(l —a)

2

(1-220- )’
3

1-22(1-a) 1
Q"

+(1-21(1-a))’ - > -

olmak tlzere

(b—a) (a ——)f ((1 —a)b+ aa) ——f f(x)dx
+(1—-Df((1—a)b+aa) + Aaf(a) + (1 — a)f (b))

f(b— a)?

(G + 01" B +mGw + £ | ()]}
1-2A(1—-—a) <1—a < 2alkicin;

(b —a)?

(G + el B +ms + 0|7 ()]}
1—a <min{2al,1 - 2A(1 — a)} icin;

<A (b oy
(s + 1P @)1+ mu + £ 7 ()]}
1—a = max{2ai,1 — 2A(1 — a)} icin;
(b — a)?
(s + &1 O+ mus + €0 1 ()]}
\ 20 <1 —a <1-21(1 — «) icin;

esitsizligi saglanir.
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Ispat: Lemma 3.1 de her iki yamin mutlak degeri alimip integraller icin {icgen
esitsizligi uygulanir ve [ tizerinde |f"'|’ntin (a1, m) konveks oldugu kullanilirsa;

b
(b—a) (a —%)f’((l —a)b+ aa) —ﬁf f()dx
+(1 - A)f((l —a)b + aa) + A(af(a) +(1- a)f(b))

<(b—a)2
=72

{f  t2ad = tllf (b + (1 — )|t
0

1
+f 1-v1-220—-a) —t||f"(th+ (1 — t)a)ldt}

L —Za)z {LH tl2ad — ] (£ £ (B)] + m(1 — ) | £ (%)D dt
+ 11_ (1 - B)I1- 2201 — @) — tl (£ (b))
+m(1—t*)|f" (%)D dt}

_(b-a)?
2

1-a
{f 1202 — t] (41| f7 ()] + me(1 — t%)
0

£ ()] de
{ ]1 1_a|1 — 2201 - @) - tl (1 - el (b))

o ())a]

+m(1l—-t)(1—t%)

elde edilir. Buradan;

£ ()]) e

i {ullf”(b)l +mp|f7(2)),  202>1-a

Bl O +mp |7 ()], 201<1-a

1-«a
f 1202 — t] (43| f (b)) + me(1 — )
0

ve

j 11— 24(1 — @) — ¢] (1 = DS (B)] +m(1L - (1 — £)

r (Gl ae

(arrorems | ()], 1-ez1-20-0
S OI+me | (S)], 1-esi-220-0)
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yazilabilir. Integraller hesaplanirsa Teorem 4.1.1 de verilen u; ve &; (i = 1,2,3,4)
katsayilar1 elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.2. f:1 ¢ R* - R fonksiyonu, I’ kiimesinde iki kez tiirevlenebilen
fonksiyon olsun. f,f',f" € Lla,b]; a,b €I’ ile a < b ve s € (0,1] olmak iizere
|f"'|, I araliginda ikinci anlamda s — konveks fonksiyon ise (a, 1) € [0,1]? i¢in,

2001 —a)*? (1—a)**?

"1 s+ 2  s+3
22"+ 2ad + @t -1 N 2(a@t3l —adl —a’t? + 1) N ast3—1
V2= s+1 s+ 2 s+3
_ 2(2a2)**? = 2aA(1 — a)**? N —2Q2ar)st3 + (1 — a)s*3
Vs = s+ 2 s+ 3
(1 —2aA)s*(—4ad + 2) + 2al + 22521 — a5t — 1
Y4 =

s+1

N (1 =2a0)s*%2(4alr — 4) — 2ar — 2a°31 + 2a5t% + 2
s+ 2

2(1 = 2a2)s*t3 —ast3 -1
+
s+3

ve

_(1+Qa- a)stH(1-21(1 - a)) N 1-1-a)*?)(2-221-a))

1 s+1 s+ 2
-1+ (1 —-a)s*
s+ 3
3 2a5+2(1 _ O,’)A aS+3
t2 = s+ 2 s+ 3

(1-220—)[2(1 = 22(1 — &)**) — (1 — @)S*t — 1]
s+1

3

(-2 +21(1 - a)) [2(1 21 -)" - (1 —a)st? - 1]
+ s+ 2

N 21-221-a)) " = (1 —)**3 -1

s+ 3
21 - @) 202 (1 - 27 (A - @)’ — @t
T4 = s+ 2 s+ 3
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olmak tiizere
1 1 (b
(b—a) (a - E)f,((l —a)b + aa) —mf f(x)dx
+(1=Df(1 - a)b+aa) + A(af(a) + (1 — a)f (b))
(b— a)®

{ra + "D+ (2 + )" (@13,
1-2A(1—a) <1—a < 2aligin;

(b— )’

{ra + "D+ (2 + )" (@13,
1 —a <min{2al,1 - 2A(1 — a)} igin;

<A
(b— a)?
{(rs + I B+ (ra + )" (@13,
1 —a = max{2ai,1 — 2A(1 — a)} icin;
(b - )2 " 7
{(rs + )" B+ (s + )" (@13,
\ 220 <1—-—a <1-21(1 — a) igin;

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Lemma 3.1°de her iki yanin mutlak degeri almip integraller igin iicgen
esitsizligi uygulanir ve [ iizerinde |[f"|’nlin ikinci anlamda s — konveks oldugu
kullanilirsa;

(b—a) (a ——)f ((1 —a)b+ aa) ——f f(x)dx
+(1-Df((1—a)b+aa)+ A(af(a) + (1 —a)f (b))

-
=2

1-a
{f tl2ad —t||f" (th + (1 — t)a)|dt
0

1
+f (1=8)1 =241 —a) — t]||f"(th + (1 — t)a)ldt}
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b — 2 1-a
< (Ta){f tl2ai — ¢|(¢°1f"(B)] + (1 - O°If" (@dt

+ | A=01-2201 - a) —¢|(|f" (b))l

1-«a

+(1- t)slf"(a)l)dt}

_(b-a)?

1-a
3 {f [2a2 = t|@& 1 f" (D) + t(1 = O)°If"(@))dt

+f 11— 241 - @) — t|(E5(1 = DI (b))
1-x
- t)s“lf”(a)l)dt}

elde edilir. Buradan;

1-a
f |22 — ¢ (5 (D) + (1 — t)°|f " (@)])dt
0

{Vllf”(b)l +ylf"(a), 2al=21-a
vslf "B +yalf" (@), 20A1<1-«a

ve
j 11-22(1 — ) = t|t*(1 = OIf" (D) + (A = O)**|f"(a)dt
1-a

3 {Tllf”(b)l +5,If"(@], 1-a=1-2A(1-a)
T nlf" M+l @), 1-a<1-22(1-a)

yazilabilir. Integraller hesaplanirsa Teorem 4.1.2 de verilen y;ve 1; (i = 1,2,3,4)
katsayilar1 elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.1. Teorem 4.1.2°de s = 1 segilirse Teorem 3.5 elde edilir.

Teorem 4.1.3. f:1 c R - R fonksiyonu, I’ kiimesinde iki kez tiirevlenebilen
fonksiyon olsun. f,f',f" € L[a,b]; a,b € I’ ile a < b olmak iizere |f"|, [a,b]
aralifinda quasi —konveks fonksiyon ise (a, 1) € [0,1]? igin,

(-

z; = al(1 — a)? 3

~QRa*+ (1 -a)?

3 — al(1l — a)?

Zy
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ve

_-a? (2-22(1 - )1 — a)?

+(1-221-a))(1 — )

P1 3 )
1-22(1-a) 1
B 2 "5
(- a)® (1-a? (1-22(1-a)1-a)?
e 2

~(1-220 -1 -a) + (1 - 221 - @)’

(1-22(1-a)’ (1-2201-)" 1
B 3 B 2 "%

olmak tizere
1 b
(b—a) (a = %)f’((l —a)b + aa) —mj f(x)dx
+(1 = Df(A - a)b +aa) + A(af(a) + (1 — )f (D))

( (b—a)?

max{|f" (b)], If" (D)}(z1 + p1),

2
1-21(1—-—a) <1—a < 2al igin;
b — 2
O maxtlf )L @D + o),
) 1—a <min{2al,1 - 2A(1 — a)} icin;
G =D max{| £ (D)1, 1" @z + po),
1—a = max{2ai, 1 — 2A(1 — a)} icin;
e N IO ON R T
\ 20 <1 —-—a <1-21(1 — a) igin;

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Lemma 3.1°de her iki yanm mutlak degeri alinip integraller icin iicgen
esitsizligi uygulanir ve I tizerinde |f"'|’niin quasi — konveks oldugu kullanilirsa;

b
(b—a) (a —%)f’((l —a)b+ aa) —ﬁf f(x)dx
+(1 - A)f((l —a)b + aa) + l(af(a) + (- a)f(b))
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_ 2 1-a
< (bTa){f tl2ad —t||f"(tb + (1 — t)a)|dt

1
+ (1—t)|1—2/’1(1—a)—t||f”(tb+(1—t)a)|dt}

1-a

<(b—a)2

1-«a
< CS [ 2 - tomastiy )b I @1

1
+ | (1-0I1-221 - a) — t|(max{|f"(b)I, If”(a)l})dt}

(b _ a)z 1-«a

i max{lf”(b)l,lf”(a)l}{f t|2ad —t|dt

1
+| a-91-221-0a) - tIdt}

1-a

elde edilir. Buradan;

1-a
y (z, 22A=1-a«
j; 262 tldt_{zz, 2200 <1 -«

ve

1
o _ — ) — (p, 1—a=21-21(1-a)
fl_a(l O =241 ~a) ~tldt = {,02, 1—-a<1-211-a)

yazilabilir. Integraller hesaplanirsa Teorem 4.1.3 de verilen z; ve p; (i =1,2)
katsayilar1 elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
4.2 Geometrik Kuadratik Konveks Fonksiyon Ve Ilgili Baz1 Esitsizlikler
Tamm 4.2.1 [,R*da bir aralik, f:I - R* bir fonksiyon olsun. Her x,y € I ve
t € [0,1] i¢in,
1
fGty™™) < (20 + (L= Of*()?

sartin1 saglayan f fonksiyonuna geometrik kuadratik konveks (GQ- konveks)
fonksiyon denir.

Lemma 4.2.1 i) Eger f fonksiyonu GA —konveks fonksiyon ise ayni zamanda
GQ —konveks fonksiyondur. Ancak tersi her zaman dogru degildir.

ii) Eger f fonksiyonu GQ —konveks ve artan bir fonksiyon ise ayni zamanda
harmonik kuadratik konveks (HQ —konveks) fonksiyondur.
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Ispat: i) Eger f fonksiyonu GA —konveks fonksiyon ise

f(Gx,y) < A(F (), f )

£(J5) sf(x);f(y)

3 jfz(x) +F20)
- 2
olarak yazilir. Bu ise f fonksiyonunun GQ —konveks oldugunu gésterir.
ii) Eger f fonksiyonu GQ —konveks fonksiyon ise
Qf (). f) = f(6(x )
olarak yazilir. f fonksiyonunun artan oldugu g6z 6niine alindiginda
Qf (. f») = f(H(,Y))

elde edilir. Bu ise f fonksiyonunun HQ —konveks olmasidir.

Ornek 4.2.1. f(x) = VInx fonksiyonu [e, ) araliginda GQ —konveks fonksiyondur
fakat GA —konveks fonksiyon degildir.

Ispat: f fonksiyonu GQ —konveks olmasi igin ,

fOtyt=8) < (200 + (1 — Of2(y))?

esitsizligini saglamasi gerekir. Buradan f(x) = vInx yazilirsa;

\/ln(xtyl‘t) = \/tlnx + (1 —-t)ny

oldugu goriilir. Bu ise f fonksiyonunun GQ —konveks oldugunu gosterir. Simdi ise
f fonksiyonunun GA —konveks olmadigini gosterelim.

f fonksiyonu GA —konveks olmast i¢in ,

fty'™ ™M) <tf()+ A -)f ()

sartin1 saglamasi gerekir. Buradan,;

Jin(xtyl=t) < tvinx + (1 — t)/Ilny
1 2

olupt=-, x=e? y= e olarak segilirse,
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f VFHV2
R
2 2

1,41421356237 + 1,73205080757
2

yazilir. Boylece;

1,58113883 <

= 1,57313218497

celigkisiyle karsilasilir ki bu durum f(x) = vinx fonksiyonunun verilen degerler
icin GA —konveks olmadigin1 gosterir.

Teorem 4.2.1 i) f:1 c R* - R fonksiyonu GQ —konveks fonksiyon ise f%(be™*)
fonksiyonu I tizerinde konveks fonksiyondur.

ii) f:1 c Rt > R fonksiyonu GQ —konveks fonksiyon ise f2(x) fonksiyonu I
tizerinde GA —konveks fonksiyondur.

Ispat: i) f fonksiyonunun GQ —konveks olmas1 kullanilip x = be™" ve y = be™
olarak alinirsa

_(T+s f2(be ")+ f2(be=5)
(b)) < j 2

(TS f2(be ) + f2(be™)
f2 (be (5 )) < -

yazilir. Bu ise f?(be™") fonksiyonunun konveks olmasi demektir.

ii) f fonksiyonunun GQ —konveks olmasi kullanilirsa

2 2
f(m)gjf (x)Jer )

2+ 2
f2(Jxy) < >
yazilir. Bu ise f2(x) fonksiyonunun GA —konveks olmasidir.

Sonu¢ 4.2.1. f:] c R* > R, I’ iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun. f
fonksiyonunun GQ —konveks fonksiyon olmasi igin gerek ve yeter sart xf (x)f'(x)
fonksiyonunun artan olmasidir.

Ispat: Teorem 4.2.1” in sartlar1 gdz dniine alindiginda sonug goriilir.
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Kriter 4.2.1. ikinci mertebeden tiirevlenebilen f fonksiyonunun GQ —konveks
fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart

x[f'CO1? + fFOILf () + xf"(x)] > 0
olmasidir.

Ornek 4.2.2. f(x) = log(1 + x) fonksiyonu (0, 0) araliginda GQ —konveks fakat
GG —konkav fonksiyondur.

Teorem 4.2.2. f:1 ¢ R* - R GQ —konveks fonksiyon olsun. f € L;[a, b] olmak
lizere her x,y € I ve t € [0,1] i¢gin;

1

2
[ raty=oae <2 (r.r )

0
esitsizligi gecerlidir.

Ispat: f fonksiyonu GQ —konveks oldugundan,

1
FOtyt=8) < (tf2(x0) + (1 — Of2(y))?

yazilir. Her a, b € R igin;
1
(a>+b?)z2<a+b
oldugu g6z Oniine alinirsa,
fly' ™) SVEf () + V1= tf ()

yazilabilir. Her iki tarafin t’ye gore [0,1] kapali aralig1 lizerinden integrali alinirsa
ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.3. f ve g fonksiyonlari I {izerinde GQ —konveks fonksiyon olsun. Her
x,y €lvet € [0,1] igin

| 3

y
1
[ 28D gy LDIDTIDID 4 17905 + F g0

Iny — Inx 2

esitsizligi saglanir.

Ispat: f ve g fonksiyonlari I iizerinde GQ —konveks oldugundan her t € [0,1] i¢in

FOctyt=8) < (2(0) + (1 — O f2(y))?
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ve

1
gty < (tg*() + (1 = 0 g*())?
yazilabilir. Esitsizlikler taraf tarafa carpilir ve her a, b € R* igin
1
(a®?+b¥)2<a+b
esitsizligi kullanilirsa
1 1
flxty™ gty < (tf2(x0) + (1 = OF*(1))2(tg*(x) + (1 = ) g*(»))?
< (VEF@) +VI—tf () (Veg () +VI—tg(»))

bulunur. Esitsizligin t’ye gore [0,1] kapali aralig: tizerinden integrali alinirsa ispat
tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.4. f:1 ¢ R* > R, I iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon, a,b € I" ve
a < bolsun.| f'|, [a, b] tizerinde GQ —konveks ise her x € [a, b] igin,

b
bf(b) — af (a) - f fwdu

2(Inx — 1 L(a*,x*) 1
< "a)( . )+§>(|f’(x)l+lf’(a)l)

b2(Inb — Inx) (L(x*b") 1
+ (nz nx)( (xb4 )+§>(If'(X)|+|f'(b)D

esitsizligi elde edilir.

Ispat: : Lemma 3.2 de her iki yanin mutlak degeri alimp integraller icin {iggen
esitsizligi uygulanir ve f' fonksiyonunun GQ —konveks oldugu kullanilirsa,

b
bf(b) — af (a) — f fwdu

1
< (Inx — Ina) j x2t@2=D|f" (xtal~t)| dt
0
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+(lnb - lnx) folx2tb2(1—t)|f/(xtb1_t)| dt

1
< (Inx — Ina) J. x28a?A=D VL[| ()12 + (1 = O)[If'(a)|]2dt
0

+(Inb — Inx) f X2 AOJL[|f (OI? + (1 = O)[If"(b)[12dt

elde edilir. Her a, b € R* i¢in

1
(a>+b®)z2<a+b

esitsizligi kullanilirsa,

b
bf(b) — af (a) — f fwdu

< (Inx — lna) f x2a?A=Oe|f ()| + V1 = tIf'(a)|]dt
0
1
+(Inb — Inx) f x2 2OV /()| + V1 —¢t|f'(b)|]dt
0

= a? (Inx — Ina) lJ (E)Zt \/f|f’(x)|dt N J (E)Zt — tlf’(a)ldt‘

0 0

b b
0 0

+b%(nb — lnx) [ | &) vair el + | &) Vi tlf'(b)ldt‘

yazilir. Elde edilen ifadeye Young esitsizligi uygulanirsa,

b
bf(b) — af (a) — f fwdu

Sw“ (g)M |f’(x)|dt+Jt|f’(x)|dt
0 0
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1 1
+[G) 1@l [a- t)If’(a)Idt]
0 0
1

1
b2 Inb —1
(“ b (nb — inx) l[ i (x)Idt+ftIf’(x)Idt

0

1 1
+[ () roac+ [a- t)If’(b)Idt]
0 0

4
_a*(Inx — Ina) (g) -1
B 2 4(Inx —

Ina)

)(If O+ 1f" (@D

() -1

4(Inx — Inb)

b?(Inb — Inx
R ><

)(If [+ 1D

a?(lnx — 1 * i
SaLLS na)(L(aaf) )(|f @1+ If @D

+b2(lnb Inx) (L(x b4)

5 b >(If I+ 1D

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.25 f:1 ¢ R* - R, I iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon, a,b € I ve
a < b olsun. [f'|, I tizerinde GQ —konveks ise her x € [a,b] ve p > 1, %+$ =1

i¢in

b
bf(b) — af (a) — f fwdu

1
1 q

< (nx — )P (2, a2 (S 1F QNI+ (1 @119

+(inb — 0L (e, ) (S (17 G + [ )’

esitsizligi elde edilir.
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Ispat: Lemma 3.2 de her iki yamin mutlak degeri alimp integraller igin {iggen
esitsizligi ve Holder esitsizligi uygulanip daha sonra f' fonksiyonunun GQ —konveks
oldugu kullanilirsa,

b
bf(b) — af(a) — f W du

< (Inx — lna) f x2t@?=D|f' (xtal~t)| dt

+(Inb — Inx) f x2tp2A-O|f (xth17Y)| dt

: z
< (Inx — lna) f(x”az(l‘t))pdt jlf’(xtal‘t)lth
0

Q=

s z
+(Inb — Inx) f (x2tp21-0)P gt f If' (xtbr=H)|9de
0 0

QR

1 1

Yo 2tp
= (Inx — Ina) z 2p If'(xta~t)|9dt
nx — lna Oj (a) a Oj

1 1

1
— E 2t 2p rcthl—ty|q
+(Inb — Inx) p b“Pdt |f'(x*b*~Y)|4dt
0

QR

( 1 ! 2 ! 2 a
L ] (VPG + A -0 @F)’ dt

0

< a?(lnx — Ina)

+b?(Inb

Q|-

(x

2p(Inx — lnb)

— Inx)

j (VeIF GO + (- ol DIE)’ dt
0
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1
q

< (Inx — lna)L%(xzp,azp) (f VELF G129 + (1 - t)[lf’(a)l]zth>

1

1
+(Inb — Inx)LP (x2P, h2P) <f VEllf ez + (1 - t)[lf’(b)l]zth>
0

elde edilir. Her a, b € R* i¢in

1
(a>+b®)z2<a+b

esitsizligi kullanilirsa,

b
bf(b) — af (a) - f fwdu

1
q

1
< (Inx — Ina)LP (x??, a?P) (f (Vellf (117 + V1 - t[|f'(a)|]q)dt>
0

q

1
+(Inb — Inx)LP (x?P, b?P) (f(\/ﬂh“(@”q +V1- t[|f’(b)|]q)dt>
0

1
1

= (nx — )2, a) (S 1P @7 + 11 @I19)°

q

1 2
+nb = )P (2P, b7 (S 017 N + [F BN

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Teorem 4.2.6 f:1 c Rt - R, I’ iizerinde tiirevlenebilen bir fonksiyon a,b € I ve
a < bolsun. |f'|, I izerinde GQ —konveks ise her x € [a, b] ve p > 1 igin

b
bf(b) — af (a) — f fwdu
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1

< 3w )L PG n) ((L(X“»n“)+l><[|f’(x)l]p+ [If’(n)l]”>)”

n* 2 2 2

n=a,b
esitsizligi elde edilir.

Ispat: Lemma 3.2 de her iki yamin mutlak degeri alimp integraller icin {iggen
esitsizligi ve Power Mean esitsizligi uygulanip daha sonra f’ fonksiyonunun
GQ —konveks oldugu kullanilirsa,

b
bf (b) - af @ ~ [ fwdu
< (Inx — lna)fthaZ(l‘t)lf’(xtal‘t)I dt
0
1
+(Inb — Inx) f x2tp2A-O| £ (xth1 )| dt
0

1
1-=
14

[y

1 1 ;
< (Inx — Ina) f X220y f x2q20-0| ' (xta )P dt
0 0
1 -2 /g 1
+nb— )| [ep20-0ac | { [p20-01p etptopar
0 0

1 1

@ -1\’

< a? (lTl.X' - lna) m

1
P

1
x| [ xa2e0 (VPG + G - D7 @)’ de
0

-1

B -1 \"

2 —
+b*(Inb — Inx) 20nx — Inb)
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; z
x ( [ w20 (VAP + G - ol BIE) dt)

0

1 1

< a?(Inx — lna) <2(lnx ~ )

1
1 P
X (f x2a?A=D | f (0)12P + (1 — t)[|f'(a)|]2Pdt>

0

1 1

2 -
+b*(Inb — Inx) <2(lnx ~Inb)

, z
x ( [ b0 GO + G - t)[|f'<b)|]2pdt>

0

elde edilir. Her a, b € R* i¢in
1
(a?+b®>)2<a+b

esitsizligi kullanilirsa,

b
bf(b) — af (a) — f fwdu

1 1

() -1 )

< a?(Ilnx — lna) <m

1
P

X (j x2t @O (V| (0117 + \/1——t[|f’(a)|]p)dt>
0
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1

2 —
+b*(Inb — Inx) (2(lnx ~Inb)

) 5
x ( f x 2200 (V| ()P + VT - t[lf’(b)l]p)dt>

0

2 a1z [ 2t
= ¢2(Inx ~ Ina) (“’“a;“ )) p( [C) @wreonr

0

S

+V1 - t[If’(a)I]p)dt>

2 payn 13 [ 2 t
+b?(Inb — Inx) <L(xb’2b )> p(f (%)2 b2 (VELIf (IIP

0

1
p

+V1-— t[lf’(b)l]p)dt>

D=

1
= ¥ (Inx — Ina)LL' 7 (x%, a?) ( [ )" W +vi= t[If’(a)I]”)dt>

0

4 - 2t v
+bP(Inb — Inx)L" P (x?,b?) f(g) (VELIF @OIIP + VT —¢lIf (B)I]P)dt

0

yazilir. Elde edilen ifadeye Young esitsizligi uygulanirsa,

bf(b) — af (a) — f fwdu

4 11
< a?(Ilnx — lna)L” P(x?, a?)

) <[|f’(2x)|]p [ +e)ae L Of g )

46




4 11
+b?P(Inb — Inx)L™ P(x?, b?)

, L . 5
X(MI((%) +t)dt+ lf(b)lpf +1—t>dt
1
4 1 / / p
= a?(Inx — Ina)L" P(x%,a )((L(xa - )‘ + %) <[|f (Zx)l]p + [lf (Za)”p>>

1

LG b | 1) ([If’(x)l]” + [If’(b)l]”>>5
2

4 1
_ 1__
bp — Inx)L" P(x?, b?
+bP(Inb — lnx) (x=, )(( x 5 3
elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

4.3 Elde Edilen Teoremlere Dair Bazi1 Sonug ve Uygulamalar

Sonug 4.3.1. Teorem 4.1.2°de a = %ve A = 1 secilirse,

f(a) + f(b) (b — a)?
2 _b—aff(x)dx S2(s+2)(s+3)

A" M1+ 1" @D

esitsizligi elde edilir.

Sonuc¢ 4.3.2. Teorem 4.1.3’de a = %ve A= % segilirse,

tlr@ v ar (50) + )] - f fldx

_ 2
< 11(b — a)

o5 max(lf (L1 @)

esitsizligi elde edilir.
Uygulama 4.3.1. a,b € R* ve s € (0,1) olsun. Bu durumda

(b—a)?s(s—1)

|A(a®, b%) — Li(a, b)| < (s+2)(s+3)

A(as—z’ bs—Z)

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Sonu¢ 4.3.1°de f:[0,) - R,s € (0,1),a,b,cER,b=>0 ve 0<c<a
olmak tizere
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_ a, t=0
f(t)_{bts+c, t>0

s —konveks fonksiyonu segcilirse istenen sonug elde edilir.

Uygulama 4.3.2. a, b € R* olsun. Bu durumda

11(b — a)?
-1 -1 — -1 <
|H™(a,b) +247}(a,b) = 3L7(a,b)| < o7 m ey

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Sonu¢ 4.3.2°de x > 0 olmak iizere f(x) =§ quasi —konveks fonksiyonu

secilirse istenen sonug elde edilir.

Uygulama 4.3.3. a,b € Rve 0 < a < b olsun. Bu durumda

11(b — a)?
|A(ina, inb) + 21n(A(a, b)) = 3in(1(a, b))| < £ mm{a; b7

esitsizligi gecerlidir.

Ispat: Sonug 4.3.2°de f(x) = logx quasi —konveks fonksiyonu segilirse istenen
sonu¢ elde edilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada geometrik-kuadratik konveks fonksiyonlar sinifi tanimlanmas,
bu sinifin 6zellikleri ortaya konulmus, bu sinifa ait 6rnekler verilmis ve bulunan yeni
smifla ilgili lemmalar ve teoremler elde edilmistir. Bunun yani sira ikinci tiirevi
farkli simiflardan konveks fonksiyonlar i¢in yeni esitsizlikler elde edilmis ve bu

esitsizliklere uygulamalar verilmistir.

Konuyla ilgilenen aragtirmacilar, bu ¢alismada da elde edilen geometrik-
kuadratik konveks fonksiyon smifini1 kullanarak yeni esitsizlikler elde edebilir;
literatiirde mevcut fonksiyon smniflarin1  6rneklendirerek teorik ifadeleri
gorsellestirebilirler. Ayrica bu ¢alismada elde edilmis olan yeni konveks fonksiyon
tirlerini kullanarak Hermite-Hadamard tipli, Fejér tipli, Griiss tipli bircok yeni

esitsizlik yazabilirler.
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