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TDA, topoloji tekniklerini kullanarak veri kiimelerinin analizine yonelik bir
yaklasimdir. Yiksek boyutlu, eksik ve giriiltiilli veri kiimelerinden bilgi ¢ikarmak
genellikle zordur. Yiiksek boyutlu verilerin gorsellestirilmesini saglayan TDA, bu tiir
verileri belirli bir metrige duyarli olmayan bir sekilde analiz etmek i¢in genel bir ¢erceve
saglar. Topolojik veri analizinin (TDA), amact verilerin topolojik ve geometrik yapisini
anlamaktir. Bu amag¢ dogrultusunda matematiksel ve algoritmik araglar saglar.
Gilintimiizde gelismekte olan bir alandir. Verilerden ¢ikarilan topolojik bilgiler g6z 6niine
alinarak matematiksel temellere odaklanilir. Boyle topolojik analizlerin, baska yollarla
kolayca elde edilemeyen, veri kiimeleri hakkinda nitel bilgi verebilecegi artik yaygin
olarak kabul edilmektedir. Bu tez, bu yeni alana kisa bir giris saglar. Bu tezde Topolojik
Veri Analizinin ana hatlarindan bahsedilmis ve R STUDIO programi vasitasiyla Bogazici
Universitesi Kandilli Rasathanesi ve Deprem Arastirma Enstitiisii (KRDAE) ‘nden alinan
veri seti kullanilarak bir uygulama yapilmistir.
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Topological data analysis (TDA) is an approach to the analysis of datasets using
topology techniques. It is often difficult to extract information from high-dimensional,
incomplete, and noisy datasets. By enabling the visualization of high-dimensional data,
TDA provides a general framework for analyzing such data in a way that is insensitive to
the particular metric. The purpose of topological data analysis (TDA) is to understand the
topological and geometric structure of data. It provides mathematical and algorithmic
tools for this purpose. It is a developing field today. Considering the topological
information extracted from the data, the focus is on mathematical foundations. It is now
widely accepted that such topological analyzes can yield qualitative information about
datasets that are not easily obtained by other means. This thesis provides a brief
introduction to this new field. In this thesis, the main lines of Topological Data Analysis
were mentioned and an application was made using the data set obtained from Bogazici
University Kandilli Observatory and Earthquake Research Institute (KRDAE) through
the R STUDIO program.
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1. GIRIS

1. GIRIS

TDA, topoloji teknikleri kullanilarak veri kiimelerinin analizine yonelik bir
yaklasimdir. Topolojik Veri Analizinin normal yani alisilagelmis mod, medyan, aritmetik
ortalama, standart sapma, varyans, covaryans gibi degiskenlerle yapilan veri analizinden

en biiytik farki kiiresel karakterizasyonda iglemlerin uygulanmasidir.

TDA en kisa ve en anlasilir halde nitel olarak ifade edilecek olursa bir belgesel
izlendigini g6z 6niine alinsin. Belgeselde bir fasulye tohumunun filizlenip ilk yapraklarini
cikarip ilk giceklerini agtigi hatta ilk fasulye tanelerini verdigi anlara odaklanildiginda,
tam olarak 3. Giin 5. Dakika 34. Saniye 10. Salisede tohum filizlendi denilemez ¢iinkii
sistem bir siireci takip etmistir Ve zaman konusunda bir netlik yoktur. Filizlenme islemi
tiglincii giiniin besinci dakikasinda onuncu salisesinden 6nce baglamis ve sonrasinda da
devam etmistir. TDA tam olarak islemleri birer siire¢ halinde irdelemektedir. Boylece
veri setini lineer olarak alinmadigindan herhangi bir kayip veri olugsmamakta ve daha

dogru daha giivenilir sonuglar elde edilmesi amaglanmaktadir.

TDA ile birlikte nokta bulutu veri kiimeleri i¢in homolojide teori olan persistence
homoloji kavrami ortaya ¢ikmistir. Persistence kavramimi ilk olarak 2002’de
Edelsbrunner, Letscher, Zomorodian tarafindan yazilmis olan "Topological Persistence
and Simplication" adli makalede ifade edilmistir. Persistence homoloji ile, topolojik
uzaylarin bir filtrasyonunun homolojisinin degisimini gézlemleyebilir ve dolayisiyla

calisma yapilan uzay hakkinda bilgi edinilir.

Gilinimiizde ise birgok arastirmaci bilim insam1 TDA iizerinde ¢alismalar
yapmaktadir. TDA nispeten yeni gelisen ve ¢agin gereklilikleri dogrultusunda ilerleyen

bir ¢calisma alanidir.

Tez asagidaki boliimlerden olugsmaktadir,
Birinci boliim Giris boliimiini olusturmaktadir. Bu béliimde TDA kavraminin ne

oldugundan kisaca bahsedilmis, tezin baslik ve icerigi ile ilgili bilgiler verilmistir.


https://en.wikipedia.org/wiki/Topology

1. GIRIS

Ikinci bolim Kaynak Ozetleri olup tarihsel siire¢ kismi Hesaplama,

Gorsellestirme ve Cok Boyutluluk basliklar adr altinda incelenmistir.

Ucgiincii boliim Topolojik On Bilgilerdir. Bu bsliimde Topolojik Uzaylarda yer

alan temel tanim ve teoremler hakkinda bilgi verilmistir.

Dérdiincii bolim Simplicial Kompleksler olarak adlandirilmis olup bu béliimde.

Simplicial Kompleksler, nerve, filtrasyon gesitlerinden bahsedilmistir.

Besinci bolim TDA’nin bir uygulamasi verilmistir. Bu bolimde Bogazigi
Universitesi Kandilli Rasathanesi ve Deprem Arastirma Enstitiisii (KRDAE) ‘nden alinan
2019 yilina ait 4.0 ve 5.9 siddetine sahip depremlerden olusan 176 depreme ait noktadan

olusan veri seti igin TDA yapilmistir.

Altinc1 bdlim TDA c¢alismalar1 sonucunda elde edilen Sonu¢ ve Oneriler

Boliimiinii olusturmaktadir.



2. KAYNAK OZETLERI

2. KAYNAK OZETLERI

TDA, topoloji teknikleri kullanilarak veri kiimelerinin analizine yonelik bir
yaklasimdir. Yiiksek boyutlu, eksik ve giriiltiilii veri kiimelerinden bilgi ¢ikarmak
genellikle zordur. TDA, bu tiir verileri belirli metrige duyarli olmayan bir sekilde analiz
etmek i¢in imkan tanir. Yiiksek veri boyutlarinda azalma ve giirtiltiiye kars1 dayaniklilik
saglar. Tim bunlara ek olarak, modern matematigin temel bir kavrami olan islevsellik,

yeni matematiksel araglara uyum saglamasina izin veren topolojik yapisindan mirastir.

Yapilacak olan ilk is, verilerin seklini incelemektir. TDA, matematiksel olarak
titiz bir sekil ¢alismasina izin vermek igin cebirsel topolojiyi ve piir matematikten diger
araglar1 birlestirir. Tim bu islemlerdeki temel islev, homolojinin nokta bulutu
verilerine uyarlanmasidir. Yani kalici homolojidir (persistence). Kalici homoloji, birgok
alanda bir¢ok veri tiirline uygulanir. Ayrica, matematiksel temeli de teorik Oneme
sahiptir. TDA ‘nin benzersiz 6zellikleri, onu topoloji ve geometri arasinda umut verici bir

koprii konumuna getirir.

Kalic1 homolojinin kavramimin 6nciileri zaman iginde kademeli olarak ortaya
cikmustir.

Edelsbrunner ve arkadaslari tarafindan, kalici homoloji kavrami verimli bir
algoritma ve kalicilikk diyagrami1 olarak gorsellestirme ile birlikte tanitilmistir

(Edelsbrunner et al. 2002).

Carlsson ve arkadaslar1 tarafindan ilk tanim yeniden formiile edilmistir ve
kalicilig1 degismeli cebir dilinde yorumlayarak kalicilik barkodlar1 ad1 verilen esdeger bir

gorsellestirme yontemi verilmistir (Zomorodyan et al. 2004).

2.1. Hesaplama

Cebirsel topolojide kalict homoloji, Sergey Barannikov’un Mors teorisi iizerine
caligmasiyla ortaya ¢ikmistir. Diizglin Mors fonksiyonunun kritik deger kiimesi kanonik

olarak "dogum-olim" ciftlerine boliinmiis, filtrelenmis kompleksler siniflandirilmais,


https://en.wikipedia.org/wiki/Topology
https://en.wikipedia.org/wiki/Metric_(mathematics)
https://en.wikipedia.org/wiki/Algebraic_topology
https://en.wikipedia.org/wiki/Persistent_homology
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bunlarin degismezleri, kalicilik diyagramina esdeger ve kalicilik barkodlari,
hesaplamalar1 i¢in verimli algoritma ile birlikte agiklanmigtir. 1994 yilinda Barannikov

tarafindan kanonik formlar ad1 altinda tanimlanmistir (Barannikov and Sergey 1994).

Cebirsel topoloji ortaminda kalict homoloji i¢in tiim alanlar iizerindeki ilk
algoritma, iist licgen matrisler tarafindan kanonik forma indirgeme yoluyla Edelsbrunner

ve digerleri tarafindan verilmistir.

Zomorodian ve Carlsson tarafindan, tiim alanlarda kalici homolojiyi hesaplamak

icin ilk pratik algoritma verilmistir (Zomorodyan et al. 2004).

Edelsbrunner ve Harer’in kitabi, hesaplamali topoloji hakkinda genel rehberlik
saglar (Edelsbrunner et al. 2010).

2.2. Gorsellestirme

Yiiksek boyutlu verilerin dogrudan gorsellestirilmesi imkansizdir. Temel bilesen
analizi ve ¢ok boyutlu 6lgekleme gibi veri kiimesinden diisiikk boyutlu bir yap1 ¢ikarmak
icin birgok yontem icat edilmistir. Bununla birlikte, ayn1 veri setinde bir¢ok farkli
topolojik 6zellik bulunabileceginden, sorunun kendisinin kotii bir sekilde ortaya
kondugunu  belirtmek  Onemlidir. Bu  nedenle, yiiksek boyutlu uzaylarin
gorsellestirilmesinin incelenmesi, mutlaka kalict homoloji kullanimini igermese de, TDA
icin merkezi 6neme sahiptir. Bununla birlikte, veri gorsellestirmede kalict homoloji

kullanmak i¢in son zamanlarda girisimlerde bulunulmustur.

2.3. Cok Boyutlu Kahiciik

Cok boyutlu kalicilik TDA i¢in oldukg¢a 6nemlidir. Kavram hem teoride hem de
pratikte ortaya cikar.

Carlsson ve Zomorodian tarafindan da ¢ok boyutlu kalicilik teorisi

tanitilmistir. Tanimlari, n degiskenli bir polinom halkasi iizerinde Z ™dereceli bir modiil


https://en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis
https://en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis
https://en.wikipedia.org/wiki/Multidimensional_scaling

2. KAYNAK OZETLERI

olarak n parametreli ¢ok boyutlu kaliciligi sunar. Degismeli ve homolojik cebir araglart
Harrington-Otter-Schenck-Tillman’in ~ ¢alismasinda  ¢ok  boyutlu  kaliciligin
incelenmesine uygulanir. Literatiirde ortaya ¢ikan ilk uygulama, TDA ‘nin icadina
benzer bir sekil karsilastirma yontemidir (Biasotti et al. 2008).
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3. TOPOLOJIK ON BIiLGIiLER

3.1. Topolojik Uzaylar

Tamm 3.1.1: X kiimesindeki bir topoloji, asagidaki ti¢ kosulu karsilayan X’in alt

kiimelerinden olusan bir 7 ailesidir:

1. Bos kiime @ ve X, T ‘nun elemanlaridir,
2. T ‘nun elemanlarinin herhangi bir birlesimi t ‘nun bir elemanidir,

3. T ‘nun elemanlarinin herhangi bir sonlu kesisimi, T ‘nun bir elemanidir.

X kiimesi, elemanlar1 agik kiimeler olarak adlandirilan t ailesiyle birlikte bir
topolojik uzaydir. Tiimleyeni agik bir kiime ise, X’in bir C alt kiimesi kapalidir. ¥ < X,
X’in bir alt kiimesiyse, Ty = {O NY: O €t} ailesi, Y iizerinde indiiklenmis (rolatif

topoloji) topoloji ad1 verilen bir topolojidir (Boissonnat et al. 2017).

Tanim 3.1.2: S, X topolojik uzayimnin bir alt kiimesi olsun.

S’nin kapanisi S, S “yi iceren en kiigiik kapal kiimedir.
S’nin i¢ kiimesi S°, S’nin igerdigi en biiyiik a¢ik kiimedir.

S’nin smir1 8 S, 8 S = S\ S° kiime farkidir (Boissonnat et al. 2017).

Tamm 3.1.3: X bos kiimeden farkli bir kiime olmak tizere,
d: X xX — R fonksiyonu asagidaki ozellikleri sagliyorsa, d ‘ye X iizerinde bir

metriktir denir.

Vx,y € Xi¢ind(x,y) = 0

Vx,y € Xicind(x,y) = d(y,x)

dix,y) =0 & x = y.

Vx y,z€Xi¢ind(x,z) < d(x,y)+d(y,2)

d metrigi ile birlikte X kiimesine metrik uzay denir. (X, d) Ile gosterilir (Karaca 2018).
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(X,d) bir metrik uzay olmak iizere,
B(x,v) = {y € X: d(x,y) < r} tim agik yuvarlarin igeren en kiigiik topoloji, d

tarafindan dogurulan X iizerinde metrik topoloji olarak adlandirilir (Karaca 2018).

Tamm 3.1.4: X ve X' iki topolojik uzay arasinda f : X — X' doniisimiiniin
stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter sart, herhangi bir acik kiimenin 6n goriintiisiiniin a¢ik
olmasidir. Yani f ‘nin siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart 0 < X' agik bir kiime
olmak iizere (f71(0")) = {x € X: f(x) € 0'} kiimesi X de acik bir kiime
olmasidir. Denk olarak X’ ‘daki herhangi bir kapali kiimenin on goriintiisii X te kapali bir

kiimeyse f stireklidir (Boissonnat et al. 2017).

Tamm 3.1.5: X ‘in herhangi bir agik Ortiistinliin sonlu bir alt Ortiisii varsa, X
topolojik uzay1 kompakt bir uzaydir denir. Yani {U;}ie; , X = Uier U; olacak sekilde agik
kiimelerinin herhangi bir ailesi olmak tizere X =Uj¢; U; olacak sekilde I indis kiimesinin

sonlu bir J < I alt kiimesi vardir (Boissonnat et al. 2017).

Metrik uzaylar i¢in, kompaktlik, diziler kullanilarak karakterize edilir: bir X
metrik uzaymin kompakt olmasi i¢in, gerek ve yeter sart X ‘teki herhangi bir dizinin
yakinsak bir alt diziye sahip olmasidir (Boissonnat et al. 2017).

Tamim 3.1.6: V X, y € X i¢in, y(0) = x ve y(1) = y olacak sekilde y : [0, 1] —
X siirekli doniigiimil varsa, X topolojik uzay1 yol (egrisel) baglantilidir (Boissonnat et al.
2017).

Yol baglantili bir uzay her zaman baglantilidir, ancak genel olarak bunun tersi
dogru degildir. Ornegin R? aligilmis uzayinin asagidaki alt kiimelerini gdz Oniine

alinirsa:

A={(0,y):1/2 <y <1}
B={(x,y):y = Sini,O <x <13

A U B baglantili bir kiimedir ancak egrisel baglantili degildir (Boissonnat et al. 2017).
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= {(O,: 3=y =1}
= {(x,y): y=sin(l/z), 0 <z =1}

1wﬂ .

Ai

Y

Sekil 3.1. A ve B kiimelerinin grafigi

Tanim 3.1.7: Oklid uzaylari R, d>1 uzayt ve bunun alt kiimeleri 6zellikle

ilgi cekici 6rneklerdir. Tez boyunca, x = (xq, - *,xg) € R?

llxll = X5, %7
R® iizerindeki Oklid normunu gosterir. R%:d(x,y) = ||x —y|| iizerinde Oklid
metrigini olusturur. R? {izerindeki standart topoloji, Oklid metrigi tarafindan olusturulan
topolojidir. Bir K c R? alt kiimesinin (Oklidyen topolojiden olusturulmus rélatif

topoloji ile) kompakt olmasi igin gerek ve yeter sart kapali ve sinirli olmasidir (Heine-

Borel Teoremi) (Boissonnat et al. 2017).

3.2. Topolojik Uzaylarin Karsilastirilmasi

3.2.1 Homeomorfizm, izotopi ve Homotopi Denkligi

Topolojide, homeomorf olan iki topolojik uzay ayni kabul edilir.

Tamm 3.2.2: X ve Y iki topolojik uzay olmak iizere, eger h™? tersi siirekli olacak
sekilde h : X — Y siirekli birebir ve orten bir doniisiim varsa bu iki topolojik uzay:

homeomorftur denir. h doniisiimiine de homeomorfizm denir (Boissonnat et al. 2017).
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Ornek olarak, bir gember ve basit kapali poligonal bir egri homeomorftur. Ote

yandan, bir cember ve bir yay parcasina homeomorf degildir.

A2 A4 A5
A3

Sekil 3.2. Solda: Poligonal egri, Sagda: Cember yer almaktadir

Tanimdaki ters doniisiimiin siirekliligi bazi durumlarda asikardir. U, R4’ nin acik
bir alt kiimesi ve f: U — R? birebir siirekli doniisiim ise bu durumda Brouwer’ n tanim
kiimesinin  degismezliginden V = f(U) acik ve f, UveV arasinda bir
homeomorfizmdir. Tanmim kiimesi sabitligi teoremi manifoldlara genellestirilebilir:
M ve N sinirsiz topolojik k-manifoldlar ve f, M’nin agik bir alt kiimesinden N’ye f :

U — N birebir siirekli doniisiimse, bu durumda f agiktir ve U ve f(U) arasinda bir

homeomorfizmdir (Boissonnat et al. 2017).

X, R%nin standart birim kiiresine homeomorfise, X ‘e topolojik kiire (top) denir

(Boissonnat et al. 2017).

h ki topolojik uzay X ve Y arasindaki bir doniisiim olsun. h, goriintiisiine
homeomorf ise, bu durumda X, Y ‘ye gomiilebilirdir denir. R¢ ‘nin X ve Y alt uzaylarim
gdz Oniline aldigimizda izotopi kavrami, uzaylar arasinda ayrim yapmak icin

homeomorfizm kavramindan daha giicliidiir.

Tanmmm 3.2.3: X ¢ R%veY c R? arasindaki bir ambient izotopi, F(X,1) =
Y ve F(.,0) R% iizerinde dzdeslik doniisiimii olacak sekilde F : R% x [0,1] — R bir
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doniisiimdiir ve herhangi birt € [0, 1] icin F, R%’nin bir homeomorfizmidir (Boissonnat
etal. 2017).

Sezgisel olarak, 6nceki tanim, kendi kendini kesmeyen veya topolojik degisiklik
olusturmayan X ‘in Y ‘ye siirekli bir bozulmasmi ifade eder. izotopi kavrami
homeomorfizm kavramindan daha giigliidiir. X ve Y izotop ise, bu durumda agikga
homeomorf olduklar anlasilir. Bunun tersine R’ nin homeomorf olan iki alt uzayi izotop
olmayabilir. Bu, Sekil 3.3 ‘deki gibi R® ‘e gomiilii diigiimlii ve diigiimsiiz bir tor i¢in
gecerlidir. Sezgisel olarak acik olmasina ragmen, bu iki ylizeyin izotop olmadigini

kanitlamak cebirsel topoloji bilgisi gerektirir.

Sekil 3.3. R3’te gémiilii olan tora homeomorf iki yiizey izotop degildir

Genel olarak, iki uzaym homeomorf olup olmadigina karar vermek ¢ok zor bir
istir. Homotopi denkligi adi verilen daha zayif bir kavramla ¢alismak bazen daha

uygundur.

X ve Y iki topolojik uzay, fy, f1,: X — Y iki doniisiim olmak lizere V x € X igin
H(0,x) = f, (X)ve H(1,x) = f; (x) olacak sekilde siirekli bir

H:[0,1] X X > Y

dontisiimii varsa X ve Y topolojik uzaylari homotoptur denir. Homotopi denkligi Sekil 3.4

‘te tanimlanir.

10
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Tammm 3.2.4: g ° f X ‘te 6zdeslik doniisiimiine homotop, f - g de Y de
0zdeslik doniisiimiine homotop olacak sekilde f: X - Y ve g: Y — X, siirekli
doniistimler varsa X ve Y topolojik uzaylari ayn1 homotopi tipine sahiptir (veya homotop
olarak denktir) denir (Boissonnat et al. 2017).

Ornek olarak, bir Oklid uzayindaki birim kiire ve bir nokta homotop olarak denktir

ancak homeomorf degildir. Bir gember ve bir halka da homotopi denktir.

homotopy equiv.
- L ]

frlz) = (1~ t)m
—_— . not homotdpy equiv.

homotopy equiv.

folz)==z

Jilz) =0

A J

Sekil 3.4. Homotop iki doniisiim 6rnegi (solda) ve homotop denk olan ancak homeomorf
olmayan uzay 6rnekleri (sagda).

Tanmmm 3.2.5: Biizilebilir uzay, homotop olarak tek bir noktaya denktir
(Boissonnat et al. 2017).

Ornegin, bir Oklid uzay1 R icindeki bir yay pargasi veya daha genel olarak

herhangi bir kiire biiziilebilirdir.

Homotop olarak denkligi dogrudan tanimi kullanarak ispatlamak genellikle
zordur. Y, X ‘in bir alt kiimesi oldugunda, asagidaki kriter, X ve Y arasindaki homotop

olarak denkligin ispatlanmasinda faydalidir.

Onerme 3.2.6: EgerY c X ve

1.vx € X,H(0,x) = «x,

11
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2.vx € X,H(1,x) € Y,
3.Vy € Y,vt € [0,1],H(t,y) €Y

olacak sekilde siirekli bir H : [0,1] X X — X doniisiimii varsa bu durumda X ve Y

homotop olarak denktir (Boissonnat et al. 2017).

Tanmm 3.2.7: Onerme 3.2.6 ‘da H’nin son ozelligi asagidaki daha giiclii olan
ozellikle degistirilirse, yani Vy € Y,vt € [0,1],

H(ty) =y

olursa bu durumda H’ye X’in Y’ye bir geri ¢ekilerek bozulmasi denir (Boissonnat et al.
2017).

Uzaylarin topolojik o6zelliklerini, bu o6zellikleri karakterize etmenin ve
nicellestirmenin klasik bir yolu, onlarin topolojik sabitlerini dikkate alinmasidir.
Topolojik sabitler homeomorf uzaylar ig¢in ayni1 olan matematiksel nesnelerdir (sayilar,
gruplar, polinomlar vb.). Homotopi tipi agik¢a bir topolojik sabittir: iki homeomorf uzay
homotop olarak denktir. Tersi dogru degildir: ornegin, bir nokta ve bir yay pargasi
homotop olarak denktir ancak homeomorf degildir. Topolojik sabitlerin ¢ogu gercekten

de homotopi sabitleridir, yani bunlar homotop olarak denk olan uzaylar i¢in aynidir.

3.3. Hausdorff Mesafesi

Bir metrik uzaymn kompakt alt kiimeleri kiimesi, iki kompakt alt kiimenin
birbirinden ne kadar uzakta oldugunu 6l¢meye izin veren Hausdorff mesafesi ad1 verilen
bir metrik ile verilebilir. Burada R%’nin kompakt alt uzaylarin tanim verilir. Bu tanim

herhangi bir metrik uzayin kompakt alt kiimelerine hemen uyum saglar (Boissonnat et al.
2017).

Tamm 3.3.1: R%’nin kompakt bir X kiimesi verildiginde, & yarigapidaki X’in

boru seklindeki komsulugu veya ofseti X#,

12
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XS = {y eRY: infuey =yl < &} = | JiBexo))

kapal1 kiiresini belirtmek tizere X ten en fazla € mesafesindeki tiim noktalarin kiimesidir

(Boissonnat et al. 2017).

-
X72 XT3

Sekil 3.5 R3’te (sol iist) bir tor yiizeyinde &rneklenen X™ nokta bulutu 6rnegi ve farkls
1y <ry< r3 yarigap degerleri i¢in ofsetleridir. Yarigapin (6rnegin, r; Ve 1) iyi
secilmis degerleri igin, ofsetler agikga bir torla homotoptur.

Tamm 3.3.2: R%’nin iki kapal1 X ve Y alt kiimesi arasindaki Hausdorff mesafesi
dy(X,Y )ile gosterilir. X € Y& ve Y c X® olacak sekilde & > 0 sayisinin infimumudur.

Buna denk olarak,

dy(X,Y) = max (supyey (infyex 1=yl suprex (infyey llx = ylD)

eklinde tanimlanabilir. Hausdorff mesafesi, R ‘nin kompakt alt kiimelerinin uzay1
p y

tizerinde bir mesafeyi tanimlar (Boissonnat et al. 2017).

Tamm 3.3.3: Iki kompakt metrik uzay arasindaki Gromov-Hausdorff mesafesi
dgy(My, My) ile gosterilir ve sdyle tammlanir, (M, p) bir metrik uzay olsun. Bu metrik
uzayin M, ve M, ‘ye izometrik olan iki kompakt C; ve C, < M alt uzaylarin1 g6z 6niine
alalim. dy(C;, C;)< r olacak sekilde r > 0 gergel sayilarmin infumumudur (Chazal et
al. 2021).

13
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Yakindaki veri noktasi ¢iftlerinin kenarlarla baglanmasi, 6rnegin bazi kiimeleme
algoritmalari kullanilarak verilerin baglantisinin analiz edilebildigi standart komsu grafik
kavramina yol agar. Baglantinin o6tesine ge¢mek i¢in, TDA’daki ana fikir, yalnizca
baglanti ¢iftlerini degil, ayn1 zamanda (k + 1) - ¢ok sayida yakin veri noktasini kullanarak
komsu grafiklerin daha yiikksek boyutlu esdegerlerini olusturmaktir. Simplicial
kompleksler olarak adlandirilan elde edilen nesneler, dongiiler, bosluklar ve bunlarin

yiiksek boyutlu karsiliklar1 gibi yeni topolojik 6zellikleri tanimlamamiza izin verir.

Sekil 3.6. Solda: diizlemin iki alt kiimesi A ve B arasindaki Hausdorff mesafesi. Bu
ornekte, dy (4, B), B’den en uzak olan A’daki a noktas1 ile B’deki noktalar
arasinda en yakini olan b ile arasindaki mesafedir. Sagda: A ve B arasindaki
Gromov Hausdorff mesafesi. A, Hausdorff mesafesini B’ye diisiirmek igin
dondiiriilebilir. Bu, A’nin diizleme izometrik bir gdmiilmesidir. Sonug olarak,
dey (A,B) < dy(4A,B).

Tamm 3.3.4: A # @ bir kiime ve V de F cismi {izerinde bir vektor uzayi olsun.
Asagidaki O6nermeleri dogrulayan bir f : A X A — V fonksiyonu varsa A,V ile

birlestirilmis bir afin uzaydir.

A1) VP,Q,R € Aicin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R)
A2) VP € Aicin ve Ya € Vicin f(P,Q) = a olacak bicimde bir tek Q € A

vardir.

14
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Ornegin, R" = {(xl,xzj___,xn): x€ER1LSIL n} kiimesini alinsin. R™ kiimesi

R cismi tlizerinde bir vektor uzayidir. f: R™ xR® — R"

fonksiyonu afin uzaydaki onermeleri dogrular. Dolayisiyla R™ bir afin uzaydir (Yiice

2020).

Tanim 3.3.5: : Sonlu P kiimesinin noktalarmm = {py, vy, ..., , P} R? ‘deki
k’den kiigiik boyutlu herhangi bir afin alt uzayda igermiyorsa afin bagimsiz olduklari
sOylenmektedir (Boissonnat et al. 2017).

15
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4. BASIT (SIMPLICIAL) KOMPLEKSLER

Kelime kokeni “simple” kavramindan gelen simplicial kelimesinin tam bir Tiirkce
karsiligt ~ bulunmamaktadir. Bu  nedenle  kullanom  sekli ~ “Simpleksler

Kompleksi”,”Simpleksel Kompleks” ya da “Simplicial Kompleks” olarak yaygindir.

Egriler, bilgisayarlar tarafindan kullanilabilen sonlu ayrik bir yapi olarak
dogrudan kodlanamayan, siirekli matematiksel nesnelerdir. Bu sebeple geometrik
yapilarini yakalayacak temsiller bulmak gerekir. Bu geometrik sekiller bilgisayarlar veya
bilgi islem cihazlar tarafindan kullanilirken sonlu ayrik bir yapi olarak dogrudan
kodlanamayan "siirekli" matematiksel nesneler olarak ifade edilebilir. Bu nedenle,
geometrik yapilarin1 yakalayacak ve uygulanabilir veri yapilarinin ayrik ve sonlu
dogasinda var olan kisitlamalara uyacak kadar zengin olan bu sekillerin temsillerini
bulmak gerekir. Diger yandan, mevcut tek veri bilinmeyen sekiller etrafinda 6rneklenen
nokta bulutlart oldugunda, topolojiyi ve alttaki seklin geometrisini aslina uygun olarak
kodlayan verilerin {izerine bir miktar siirekli uzay insa edebilmek gerekir. Basit

kompleksler, bu zorluklarin tistesinden gelmek igin klasik ve esnek bir ¢6ziim sunarlar.

4.1. Geometrik Simplicial Kompleksler

Tanm 4.1.1: P = {py, p1, ..., , Px} © R? kiimesi verildiginde, k + 1 afin
bagimsiz noktalar, k-boyutlu simpleksler o veya kisaca k-simpleks, P ile gerilen

disbiikey kombinasyonlarin kiimesidir;

{'(=Olipi ) Z{'czo /11' =1ve Ai >0

seklindedir. Burada py, ..., , px noktalari o ‘nin koseleri olarak adlandirilir (Boissonnat
et al. 2017).

o, P noktalarmin disbiikey kabugudur, yani py, py, ..., , Px iceren R%’nin en
kiictik digbiikey alt kiimesidir. 0—simpleks bir noktadir, 1 —simpleks bir dogru par¢asidir,

2 —simpleks bir tiggendir, 3 —simpleks bir tetrahedrondur. Kose kiimesi P olan bir o

16
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simpleksin yiizii P ‘nin alt kiimeleriyle gerilen simplekslerdir. o ‘dan herhangi bir farkl

her yiiziine o ‘nin uygun yiizii adi verilir.

Omegin, {p;, p,p3} € RY , 3 bagimsiz nokta tarafindan gerilen bir {icgenin

yizleri @; [pol; [p1]; [po: p1li [p1i P2l [P2: ol Ve [po: p1; p2] simpleksleridir. @;

genellikle koselerin bos alt kiimesi tarafindan gerilen simpleks olarak yiizlere eklenir.

VAN

O-simplex l-simplex 2-zimplex 3-zimplex

A simplicial complex

Sekil 4.1. Simpleks olusumu gosterilmistir (Zulkepli et. al 2019).

Tamm 4.1.2: R%de bir (sonlu) simpleks kompleks K, bir (sonlu) simpleksler

toplulugudur, dyle ki:

1. K’nin bir simpleksinin herhangi bir yiizii K’nin bir simpleksidir,
2. K’nin herhangi iki simplekslerinin arakesiti ya bos kiimedir ya da her ikisinin

ortak yiiziidiir (Boissonnat et al. 2017).

Bu tezde ele alinan tiim Simplicial kompleksler sonludur. K’nin simplekslerine
K’nin yiizleri denir. K’nin boyutu, simplekslerinin en yiiksek boyutudur. k boyutlu bir
komplekse k kompleksi de denir. Kendisi de simplicial kompleks olan K’nin
simplekslerinin bir alt kiimesine K nin bir alt kompleksi denir. Sk;(K), K’nin j —iskeleti

en fazla j boyutlu simplekslerinden olusan k ‘nin alt kompleksidir.

17
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Sekil 4.2. Sol: Simplicial kompleks o6rnegi. Sag: Simplicial kompleks olmayan
1 —simplekslerin birlesimi.

R®*’deki bir Simplicial kompleks K i¢in onun altinda yatan temel uzay, |K| c R%,
K’nin simplekslerinin birlesimidir. K’nin topolojisi, R deki standart topoloji tarafindan
|K| iizerinde indirgenen topolojidir. Karisiklik riski olmadiginda, R®’deki bir kompleks

ile onun altinda yatan temel uzay arasinda net bir ayrim yapilamamaktadir (Boissonnat et

al. 2017).

4.2. Soyut Simplicial Kompleksler

Koése kiimesi bilindiginde, R? ‘deki bir simpleks kompleksin, simplekslerinin
listesi ile tamamen ve kombinatorial olarak karakterize edildigine dikkat edilmelidir. Bu,

soyut simpleks komplekslerin asagidaki kavramina yol agar.

Tamim 4.2.1: V = {v, ..., v, } sonlu bir kiime olsun. V kose kiimesine sahip soyut
bir simplicial kompleksi K, asagidaki iki kosulu saglayan V’nin sonlu alt kiimelerinin
kiimesidir:

1. V’nin elemanlar1 K ‘ye aittir.

2. teKveoetise 0 €K

Burada K ‘nin elemanlarina K ‘nin simpleksleri veya yiizleri denir. o € K tam olarak

k + 1 elemana sahipse, o’nin boyutu k’dir ve o ‘ya k-simpleks denir. K boyutu,
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simplekslerinin maksimal boyutudur. R%*deki herhangi bir simpleks kompleks K, dogal
olarak, K nin kose semasi olarak adlandirilan soyut bir simpleks kompleksi K “y1 belirler:
K ve K, ayn1 kose kiimesine sahiptir ve K ‘nin simpleksleri, K nin simplekslerinin
koselerinin kiimeleridir. Tersine, eger soyut bir kompleks K, R%’deki bir K kompleksinin
kose semasiysa, bu durumda K’ya, K’nin geometrik bir gerceklesmesi adi verilir.
Herhangi bir sonlu soyut simplicial kompleks K ‘nin asagidaki sekilde bir 6klid uzaymda

geometrik bir ger¢eklesmeye sahip olduguna dikkat edilmelidir.

n, K’nin kose sayis1 olmak iizere, {vy, ..., v, } ; K ’nin koselerinin kiimesi olsun ve
o € R™; herhangi biri = 1,2 ..., n i¢in e;, i. Koordinati 1 diger tiim koordinatlari 0
olan vektor olmak iizere{ e, e,,..,e, } gerilen simpleks olsun. Bu durumda K,
[eio, €i1) -+, €] K’ nin k-simpleksi ile tanimlanan, ¢’nin alt kompleksi olmasi igin gerek
ve yeter sart [v;o, Vi1, .-, Vix | ‘uin K’nin simpleksi olmasidir. Ayrica, d boyutlu herhangi
bir sonlu soyut simplicial kompleksin, R2?¢*1°de simplicial kompleks olarak

gerceklestirilebilecegi kanitlanabilir (Boissonnat et al. 2017).

Tamim 4.2.2: {v,, ..., v, } € K olmasi icin gerek ve yeter sart { ¢(vy) ... p(v)}
€ K’ olmas1 olacak sekilde ¢: V — V' birebir ve drten doniisiimii varsa kose kiimeleri
ile V ve V'olan iki soyut simplicial kompleks K ve K’ izomorftur (Boissonnat et al.
2017).

Iki soyut simplicial kompleks arasindaki izomorfizm iliskisi, onlarin geometrik

gerceklesmeleri arasindaki homeomorfizme indirgenir.

Onerme 4.2.3: Eger iki simplicial kompleks K, K’, iki izomorf soyut simplicial
kompleksin geometrik gerceklesmeleri ise K , K', bu durumda |K| ve |K'| homeomorf
topolojik uzaylardir. Ozellikle soyut simplicial komplekslerin herhangi iki geometrik

gerceklesmesinin altinda yatan uzaylar homeomorftur (Boissonnat et al. 2017).
Bu tezde, kdseleri R%’de noktalar olan soyut simpleks komplekslerle sik sik ifade
edilmektedir. K kose kiimesi V < R? olan soyut bir kompleks olsun. Her bir k-simpleks

‘in disbiikey govdesi ¢ = {vy, ..., v, }€ K, R%’de geometrik bir k —simplekstir ve bu
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simplekslerin toplanmasi simpleks bir K kompleksini tanimlarsa, o zaman K’nin R%’ye
dogal olarak gomiilii oldugunu ve K’nin K’ nin dogal gémiilmesi oldugu soylenebilir.

Belirsizlik olmadiginda K ve K igin aymi gosterim kullanilir.

Terminoloji hakkinda onemli bir kisim ifade edilirse soyut bir simpleks
kompleksin tiim geometrik ger¢eklesmelerinin altinda yatan wuzaylar birbirine
homeomorfik oldugundan, bu temel uzaylarin topolojik 0Ozelliklerini kompleksin

kendisiyle iligskilendirmek olagandir.

Ornegin, bir soyut simpleks kompleks K’nin homeomorf veya bir X topolojik
uzayma denk homotopi oldugu iddia edildiginde, bu, K’nin herhangi bir geometrik
gerceklesmesinin altinda yatan uzayin, X’e denk homeomorf veya homotop oldugu

anlamina gelir.
4.3. Nerve

Onceki boliimde fark edildigi gibi, simplicial kompleksler ayn1 zamanda topolojik

uzaylar ve sadece kombinatoryal nesneler olarak goriilebilir.

Tanimm 4.3.1: X topolojik uzaymin agik ortiisii / bir kiime i € [ olmak iizere,
X = Ui U; olacak sekilde U; € X, agik alt kiimelerinin ‘U = (U;);¢; kolleksiyonudur.
Benzer sekilde X’ in kapali bir ortiisti, birlesimleri X olan kapali kiimelerin bir

kolleksiyonudur (Boissonnat et al. 2017).

Tanim 4.3.2: U = (U;)ier, X topolojik uzaymin bir ortiisii verildiginde;

k
g = [Ul'Oi Uil’ ey Uik] € C(U) = ﬂ Ul] +0
j=0

olacak sekilde kose kiimesi U olan soyut simplicial kompleks C(U ) ile eslenir
(Boissonnat et al. 2017).

20



4. BASIT (SIMPLICIAL) KOMPLEKSLER

Bu simplicial komplekse, U ortiisiiniin nerve (siniri) olarak adlandirilir.

Tim U; kiimeleri agik ve onlarin tiim sonlu arakesitleri biiziilebilir oldugunda,
yani bir noktaya homotop oldugunda, Nerve Teoremi C(U) ve X ‘in topolojisini

iliskilendirir.

Teorem 4.3.3: U;’lerin herhangi bir arakesiti ya bos ya da biiziilebilir olacak
sekilde U = (U;)igr R%’nin X alt kiimesinin sonlu agik ortiisii olsun. Bu durumda X ve
C (U) homotoptur (Boissonnat et al. 2017).

Nerve teoremi, X tizerinde biraz daha kisitlayici bir varsayim altinda kapali ortiiler

icin de gecerlidir.

Teorem 4.3.4: c R%, R%’de

F = (F,)ie kapali disbiikey kiimelerinin sonlu birlesimi olsun. Bu durumda X ve
C (F) homotoptur (Boissonnat et al. 2017).

Nerve Teoremi’nin varsayimlarini karsilayan bir ortii iyi bir ortii olarak
adlandirilir. Nerve Teoremi, hesaplamali topoloji ve geometrik ¢ikarimda esas dneme
sahiptir: lyi bir ortiisiiniin kesisme modelini tanimlayan simplicial kompleksle X’in
topolojik uzayr homotopi tipini kodlamanim bir yolunu saglar. Ozellikle X, R%’deki
(kapal1 veya agik) kiirelerin (sonlu) bir birlesimi oldugunda, bu kiirelerin birlesiminin

nerve’iine homotoptur.

4.4. Simplicial Komplekslerin Filtrasyonu

Simplicial kompleksler genellikle, geometri ¢gikariminda temel bir rol oynayan

basitlerinin belirli bir siralamasiyla gelir.

Tamim 4.4.1: Sonlu bir basit kompleks K’nin filtrasyonu, ¢* , K’nin bir

simpleksi olmak iizere K**' = K' U o'*! olacak sekilde;

21



4. BASIT (SIMPLICIAL) KOMPLEKSLER

P=K°c Klc..c KmM=K

i¢ ige gegcmis bir alt kompleksler dizisidir.

Denk olarak, K ‘nin filtrasyonu, herhangi bir i > 0 i¢in, simplekslerin siralanmasi
gibi goriilebilir. TIk i simplekslerinin kolleksiyonu bir simplicial komplekstir. Bu sonraki
kosulu saglamak igin, her simpleks o' ’nin tiim yiizlerinden sonra filtrasyonda

goriindiiglinii bilmek yeterlidir.

K’nin filtrasyonu tam olarak simplekslerin bir siralamasi oldugundan, bazi
durumlarda, simpleksleri reel sayilarin (a;)%, artan bir dizisiyle indekslemek daha dogal

olabilir: @ = K% c K% c .- ¢ K% = K. Bu durumda,

i, a€laaq)icin K& = K%,

ii. a<aqyicinK*=0

dir.a > K% i¢in K% = K tanimlanarak reel sayilarin tamamina filtrasyonu genisletmek

uygundur (Boissonnat et al. 2017).

Ornegin, K ’nin kdselerinde bir fonksiyon tanimlandiginda, asagidaki yolla bir alt

seviye kiime filtrasyonuna tanimlanabilir.
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Sekil 4.3. K simplicial kompleksi filtrasyonu (Horak et al. 2009)

4.5. Bir Kompleksin Koselerinde Tanimlanan Bir Fonksiyonla Eslenen Filtrasyon

K simplicial bir kompleks olsun ve f, K’nin koselerinde tanimlanan reel degerli
bir fonksiyon olsun. Herhangi bir simpleks ¢ = {v,, ..., v} i¢in bu fonksiyonla eslenen

filtrasyon;
f(o) = maxi=o_x f(vi)
olarak tanimlanir. f (o) ile gosterilir.
Her bir simpleks degerlerine gére K’nin simplekslerinin siralanmasi, bir K
filtrasyonunu tanimlar. Farkli simplekslerin ayni degere sahip olabilecegini dikkat
edilmelidir. Bu durumda onlar artan boyuta gore siralanir ve ayni boyutun ayni degerdeki

simpleksleri rastgele olarak siralanabilir. f tarafindan indirgenen filtrasyon, f’nin

f1((-o0; t]) alt seviye kiimeleri ile filtrasyonudur (Boissonnat et al. 2017).
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4.6. Vietoris-Rips ve Cech Filtrasyonlari

Filtrasyonlar genellikle verilerin altinda yatan topolojik yapiy1 ortaya ¢ikarmak

icin sonlu nokta kiimelerinin {izerine kurulur Pc R? bir (sonlu) noktalar kiimesi olsun.

Tamm 4.6.1: Cizgi teorisinin matematiksel alaninda bir klik, klikteki her iki farkli
kose bitisik olacak sekilde yonlendirilmemis bir grafigin koselerinin bir alt kiimesidir
(Alba 1973).

Tamim 4.6.2: Matematikte bir kategorinin iskeleti, genel ifade edilirse herhangi
bir  yabanci izomorfizm igermeyen bir alt kategoridir . Belirli ~ bir  anlamda,  bir
kategorinin iskeleti orijinalin tiim kategorik 6zelliklerini yakalayan en kiigiik esdeger
kategoridir. Aslinda iki kategori ancak ve ancak izomorfik iskeletleri varsa esdegerdir.

Izomorfik nesneler mutlaka ayniysa bir kategoriye iskelet denir (Goldblatt 1984).

Tamm 4.6.3: o > 0 verildiginde, P kose noktast kiimesi ve parametresi olan
Cech kompleksi, P merkezli ve yarigaph toplarin birlesimlerinin Cech(P, a ) nervediir.

Cech(P, a) ‘nin simpleksleri asagidaki kosulla karakterize edilir:

{x0,%1, ., X} € Cech(P,a) © NE,B(x;a) # 0

a, 0°dan +oo’a degerler alirken, Cech(P, a ) komplekslerinin i¢ ice dizisi Cech

kompleks filtrasyonunu tanimlar.

|P| — 1 boyutunun simpleksinin k boyutlu bir yiizii ¢ verildiginde, en kiigiik a
oyleki 0 € Cech(P,a), o ‘nin kdselerini cevreleyen en kiigiik yuvarimn yarigapidir.
Sonug olarak, Cech filtrasyonun k —boyutlu iskeleti, P ‘nin en fazla k noktasmin tiim alt
kiimelerini minimum cevreleyen yuvarlar O(|P|¥) elde edilerek hesaplanabilir
(Boissonnat et al. 2017).

Bir dizi k noktay1 kapsayan minimum hesaplanmasi O (k) zamaninda yapilabilse

de tiim Cech filtrasyonunun hesaplanmasi pratikte hizla getin hale gelir. a > 0

24


https://en.wikipedia.org/wiki/Mathematics
https://en.wikipedia.org/wiki/Mathematics
https://en.wikipedia.org/wiki/Isomorphism
https://en.wikipedia.org/wiki/Subcategory
https://en.wikipedia.org/wiki/Category_(category_theory)

4. BASIT (SIMPLICIAL) KOMPLEKSLER

verildiginde, Cech(P,a)’in, k —iskeletinin hesaplanmasi, ilk olarak bir graf olan
Cech(P,a )’nin 1 —iskeletinin en fazla (k + 1) koselerinin tiim hesaplanmasiyla ve
ikinci olarak «a ile st sinirli yarigapa sahip minimum ¢evreleyen yuvarlara sahip kliklerin

secilmesiyle yapilabilir.

S
\___/

Sekil 4.4. Cech kompleksi Cecha(X) (solda) ve Vietoris-Rips Rips2a(X) (sagda) R?
diizleminde sonlu bir nokta bulutudur. Cecha(X)’in alt kismi iki bitisik
iicgenin birlesmesi iken Rips2a(X)’in alt kism1 dort kdse ve tiim yiizleri ile
yayilan tetrahedron’dur. Cech kompleksinin boyutu 2°dir. Vietoris-Rips
kompleksinin boyutu 3’tiir. Bu ikincisinin bu nedenle R?’ye gémiilmedigine
dikkat edilmelidir.

Cech filtrasyonu ile yakindan iliskili olan simplicial bir kompleks, Vietoris-Rips
filtrasyonu, Rips(P) ile gosterilir.

Tanim 4.6.4: «a > 0 verildiginde, P kose kiimesi ve a parametresi ile Vietoris-

Rips kompleksi Rips(P, a ) asagidaki kosulla tanimlanir,

{x0,%1,..., x4} € Rips(P,a) o ||x;—x||< a, i,j € {0,..,k}

a, 0’dan +oo ‘adegerler alirken, Rips(P, &) komplekslerinin i¢ ice ge¢cmis dizisi Vietoris-

Rips filtrasyonunu tanimlar.

Vietoris-Rips kompleksinin hesaplanmasi, yalnizca mesafe karsilastirmalarini
igerdiginden Cech filtrasyonu hesaplamaktan ¢ok daha basittir. Vietoris-Rips kompleksi,
Cech kompleksi gibi ayn1 1 —iskelete sahip en biiyiik simplicial komplekstir. Boylece

tamamen 1 —iskeleti ile karakterize edilir. Vietoris-Rips filtrasyonunun tiim k —boyutlu
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iskeleti P’nin en fazla k noktasmin tiim alt kiimelerinin yarigaplar1 hesaplanarak elde
edilir (Boissonnat et al. 2017).

Lemma 4.6.5: P, R%’de bir sonlu nokta kiimesi olsun. Herhangi bir a > 0 i¢in,
Rips (P,a ) S Cech (P,a) S Rips (P,2a)
seklinde ifade edilmektedir.
Ispat
Eger o= {x0,xq,..,%c} € Rips (P,a) ise xy € NFyB (x;, a) “dir. Bu

yiizden o € Cech (P, ) ‘dir. Bu, birinci icermeyi ispatlar.

Simdi, o = {xg,xq,...,xx} € Cech (P,a) ise, y € ﬂi-‘zOB (x;, a) olacak

sekilde y € R vardir. Yani herhangi biri = 0, ...,k icin || x; — v || < a’dur.

Sonug olarak, tiim i,j € {0, ...,k} i¢in || x; — x;|| < 2a ve ¢ € Rips (P,2a)’
dir.

Cech ve Vietoris-Rips filtrasyonlarinin herhangi bir metrik uzayda noktalarimn bir
kiimesi i¢in tanimlanabilir ve yukarida bahsedilen 6zellik saglanir (Boissonnat et al.
2017).

4.7. Kombinatoryal Manifold Ucgenlemeleri

Tanim 4.7.1: Belli sayida noktalarin konumunu biiyiik bir dogrulukla ve
kesinlikle saptayabilmek i¢in, bu noktalar1 tepe olarak kabul edip bulunduklari alam

tiggenlere bolme islemidir (Goldblatt 1984).

Tanmim 4.7.2: P kose noktasi kiimesiyle K simplicial kompleks olsun.p € P ‘nin

stari, kose noktast p olan K’nin simplekslerinin kiimesidir. Bu star (p,K) olarak
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gosterilir. p’nin linki, ¢ € star(p,K) ancak t & star(p,K) olacak sekilde T C o

simpleksler kiimesidir. link (p, K) ile gosterilir.

Bir simpleksin star’min, link olmasmma ragmen kompleks olmadigi
gozlemlenmektedir. star(p, K) simpleklerinden ve onlarin alt yiizlerinden olusan K ‘nin
alt komplekslerini belirtmek i¢in K’de p’nin kapali star’1 adi kullanilsin (Boissonnat et
al. 2017).

Sekil 4.5. iki boyutlu bir kompleks K: ¢;, ¢, Ve c, iizerindeki devirlerin, déngiilerin ve
sinirlarin baz1 6rnekleri tek dongiilerdir; c; bir tek devirdir, ancak bir sinir
degildir; c4 tek siirdir, yani c, ile gevrili iki iggenin toplami olarak elde edilen
iki devirin smindir. ¢; ve cydongileri, farklari ¢; ve c,’nin birlesmesi
tarafindan ¢evrelenen {iggenlerin birlesimiyle temsil edilen iki devir
oldugundan, H; (K)’de ayn1 63eyi kapsar.

Tamm 4.7.3: K’deki her simpleks bir k —simpleksin yiiziiyse bir simplicial
k —kompleks piirdiir (Boissonnat et al. 2017).

Tamim 4.7.4 : K bir piir simplicial kK —kompleks olsun. K’nin 0K ile gosterilen
sinirt, (k — 1) —simpleksleri K’nin (k — 1) —simpleksleri olan ve k boyutunun yalnizca
bir yiiziine denk gelen K’nin (k — 1)- alt kompleksidir (Boissonnat et al. 2017).

Tanim 4.7.5: Eger

1. K saf k kompleksidir,
2. K/ 0K ‘nin herhangi bir kdsesinin “link™i tiggenlenmis (k — 1) —kiiredir
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3. K ‘nin herhangi bir kdsesinin “link”i ticgenlenmis bir (k — 1) —yuvardr.

4. Simplicial kompleks K ise, bir kombinatoryal k —manifolddur.

Iki kose ile eslenen iki simpleks genelde k —1 simplekse sahip ise bir
kombinatoryal k —manifoldunun K’nin komsuluk grafi, koseleri K’nin k —simpleksleri
kabul eden ve iki koseyi bir kenar ile birlestiren graf olarak tanimlanir (Boissonnat et al.
2017).

Tamim 4.7.6: Sonlu bir nokta kiimesinin P € R? iicgenlenmesi, kose kiimesi
P olan ve altindaki uzay1 P ‘nin en kii¢iik konveks kiimesi olan bir geometrik simplicial
kompleks K dir.

Bir sonlu nokta kiimesi P € R? ‘nin {icgenlenmesi, sinir1 P ‘nin en kiigiik
konveks kiimesinin smir kompleksi olan bir kombinatoryal manifolddur (Boissonnat et
al. 2017).

Tamim 4.7.7: Bir X topolojik uzaymin tiggenlemesi, simplicial kompleks K ve bir

h: K — |X| homeomorfizmidir (Boissonnat et al. 2017).

Tamm 4.7.8: K nin kth (basit) homoloji grubu, bdliim vektdr uzayidir.

Hk(K) = Zk(K)/Bk(K)

Sekil 4.6, Betti birkag basit uzayin sayisini verir. ¢, ¢’ € Z, (K) olmak fiizere iki
cemberin homolog oldugu soylenir. Bir sinira gore farklilik gosterirse, yani ¢’ = ¢ +
0i+1(d) olacak sekilde bir (k + 1) devir varsa Bu tiir iki gember ayn1 H;, elemanina yol
acar. Bagka bir deyisle, H; (K) 6geleri homolog ¢emberlerinin denk siniflaridir (Chazal
2021).
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[

Bo=1,p1=1,B8=0 Bo=1,51=0,B=1,83=0

Two dimensional torus: By = 1,

Br=2,B=1,8=0

Sekil 4.6. Dairenin Betti sayilar1 (sol iist), iki boyutlu kiire (sag iist) ve iki boyutlu tor
(alt). Tor tizerindeki mavi egriler, homoloji sinifi tek boyutlu homoloji
grubunun temeli olan iki bagimsiz dongiiyii temsil eder.

4.8. Topolojik Veri Analizi

Tanmm 4.8.1: Homoloji, siirekli deformasyon altinda degismez olan nitel
Ozellikleri tanimlayan, R™ nin uygun herhangi bir alt kiimesine (ve diger, daha genel uzay
tiirleri) uygulanabilir olan matematiksel bir sekil teorisidir. Bu 6zellikler, bir X uzayinin
boliindiigii baglantili pargalarin sayisini igerir. Burada, X ‘te X ‘teki herhangi iki noktay1
birbirine baglayan siirekli bir yol varsa, R™’nin bir X alt kiimesinin bagli oldugunu
sOyliiyoruz; Baska bir deyisle, baglantili bir uzayda kisi herhangi bir uzay1 digerine
deforme edebilir. Homolojinin bir X uzay1 hakkinda 6l¢tiigi bir diger 6zellik, X teki bir
dongiiniin, deformasyonun asla X ten ayrilmadigi sekilde X ‘teki tek bir noktaya deforme
edilip edilemeyecegidir. Benzer, daha yiiksek boyutlu 6zellikler de homoloji ile tespit

edilir, 6rnegin bir kiirenin bir noktaya kadar deforme olup olmadigi dlgiilebilir.

Homoloji 6lglimlerinin boyutla 6l¢iildiigii yukaridaki 6rneklerin her biri: noktalar
0 —boyutlu, dongiiler 1 — boyutlu, kiireler 2 —boyutlu ifade edilir. Bunun nedeni,
homolojinin benzer sekilde boyuta gore derecelendirilmesidir. Homoloji, negatif
olmayan her i tamsayisi, X topolojik uzay1 ve degismeyen G grubu icin yeni bir grup

tanimlar.
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H;(X,G)

X ‘in i. homoloji grubu olarak adlandirilir.

Aciklama: G’nin bir alan (reeller R veya iki elemanli alan [F? gibi) oldugunu

varsayacagiz, boylece her homoloji grubu aslinda bir vektdr uzay olacak ve bunu

H;(X)

olarak yazacagiz. H;(X) homoloji grubunun elemanlari, belirli i boyutlu 6zelliklerin
denklik  smiflaridir.  Ornegin,  birbirine  deforme  olabilen iki  dongii,

H;(X)’in ayn1 elemanini temsil eder (Skosana 2016).

4.9. Kalict Homolojiye (Persistence Homoloji) Giris

Kalici1 homoloji, verilerin topolojik 6zelliklerini ayirt etmek igin cebirsel bir
yontemdir. Topolojik 6zellikler ile bilesenler, kiimeler, delikler ve grafik yapis1 gibi
ozellikler kastedilir. Veri, ornegin nokta ciftleri arasindaki mesafeleri veren bir metrige

sahip bir nokta kiimesi olabilir.

Bir diizlemde 19 noktadan olusan asagidaki nokta bulutunu (veri seti = sonlu

metrik uzay) ele alinirsa,

Ornegin, asagidaki veriler hangi topolojik dzellikleri sergiliyor?

Sekil 4.7. 19 noktanin temsili
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Sekil 4.8. 19 noktanin temsili gemberi

Bu noktalarin bir ¢emberden kabaca orneklendigi anlasiliyor, ancak c¢ember
sadece noktalardan nasil tespit edilebilir? Yakindaki noktalari birbirine baglamak bir fikir

olarak one siiriilebilir. Once bir mesafe veya bir 6lgek parametresi olarak t segilir.

o
o ° °
°
pe ° e
s * °
/’ L ] \\. ° [ ]
T o )
e o
b 4 L)
_v . .

Sekil 4.10. Tiim noktalara t yarigapli gember ¢izilmesi

Her noktanin etrafina t ¢apinda bir ¢ember ¢izilir. Aslinda komsuluklarin birer

temsili bu gemberlerdir. iki cember, iki nokta t mesafesi kadar uzakta olmadiginda tam
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olarak kesisir, bu durumda iki noktay1 bir kenarla birlestirilir. Grafik bize noktalarin ¢

6l¢ek parametresinde tek bir kiime olusturdugunu gosteriyor.

Simplicial kompleks, noktalardan, kenarlardan, liggen yiizlerden olusturulmus bir

nesnedir.

.\ /X

Sekil 4.11. Simpleks boyutlar

e Iki nokta arasindaki kenar 1 — boyutlu tek yonliidiir

e Ucgen bir yiiz, 2 — boyutlu bir simplekstir

e Kati bir tetrahedron 3 — boyutlu bir simplekstir ve daha yiiksek boyutlu
simpleksler i¢in boyle devam eder.

e Bir¢ok simpleksi, simpleksler arasindaki kesisim de bir simpleks olacak sekilde

birbirine yapistirilirsa, basit bir kompleks elde edilir.

Asagida basit bir kompleks 6rnegi verilmistir.

Sekil 4.12. Simplicial complex

Topolojide ayrica simpleks kompleksler igin homoloji tanimlanur.
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Homoloji, Hy (X) vektor uzayimnin bir dizisini belirli bir X topolojik uzayini veren

bir topolojik degismezdir.

Homolojiyi n boyutlu delikleri saymak olarak da diistiniilebilir. Sekil 4.7 deki
nokta bulutuna tekrar bakilirsa yakindaki noktalari birlestirilir ve ardindan basit bir
kompleks olusturulur. Daha 6nce oldugu gibi t mesafesi ile baslanir ve t ‘den daha uzak

olmayan nokta giftlerini birlestirilir.

Ancak bu sefer tam simpleksleri doldurulur (yani, bir tiggen olusturmak igin
kenarlarla birbirine baglanmis ti¢ nokta oldugunda, tiggen 2 boyutlu yiizlerle doldurulur,
cift olarak bagl herhangi dort nokta ii¢ ile doldurulur. Elde edilen simplicial kompleks,
Rips Kompleksi veya Victoris Rips Kompleksi olarak adlandirilir.

Daha sonra, merkezi bir deligin varligin1 kotiileyen bu komplekse homoloji
uygulanir. Bu komplekse homoloji uygulanir, bu da merkezi bir deligin varligini

reddeder.

Sekil 4.13. Simplicial kompleksin insas1

Ancak yine de bir sorun var: t mesafesini nasil se¢ilir? Eger t ¢ok kii¢iikse, birden
fazla bagli bilesen goriilebilir ve drneklemenin artefaktlari (insan eliyle yapilan) olan
kiigiik delikler, kisacas1 giiriiltiiyii algilayacaktir. Ote yandan, eger t ¢ok biiyiikse
herhangi iki nokta birbirine baglanir ve 6nemsiz homolojiye sahip dev bir simpleks elde

edilir.
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Bazi 6zel yazilim programlart olmadan hangi mesafeyi sececegimizi bilmiyoruz.
Bu t se¢imi (kullanilan t mesafesi iyi goriiniiyor) tek bir deligi ortaya ¢ikartyor, ancak bu
deligin giiriilti degil de 6nemli oldugunu nasil bilinebilir? Tek bir t mesafesi segmek
yerine, tiim t mesafesini dikkate alinir. Her deligin belirli bir t degerinde goriindiigiinii

ve bagka bir t degerinde kayboldugu gozlemlenebilir.

Sekil 4.14. 4 nokta temsili

Bu dort nokta alindiginda,

Sekil 4.15. En kiiciik bir t1 mesafesi var

t2

Sekil 4.16. t2 Mesafesi

t mesafesi bu dort kenarin ortada bir delik olusturarak goriinmesi i¢in yeterince

biiyiiktiir. Ayni nokta konfigiirasyonu i¢in baska bir t2 mesafesi vardir.
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Zit noktalar arasinda bir kenarin goriinmesi i¢in yeterince biiyiik olan t mesafesi

vardir. Bu, doldurulan iki {iggeni tamamlar ve delik kaybolur.

e Boylece delik t1 mesafesinde goriiniir ve t2 mesafesinde kaybolur.
e Bu deligin kalicilig1 bir ¢ift (t1, t2) olarak ifade edilebilir.
e Bu cifti ayrica tl’den t2’ye kadar bir aralik veya ¢ubuk olarak

gorsellestirilebilir:

Sekil 4.17. Cift temsili

Bu cubuk, deligin kaliciliginin bir temsilidir. Bir c¢ubuk koleksiyonu bir
barkoddur ve barkodlar, kalict homolojide ¢alismanin temel nesneleridir. Barkodu

kaydetmek i¢in her noktanin etrafinda biiyliyen kiireler olusturulur.

Kiireler biiylimeye bagladikca, kenarlar belirmeye baslar ve kompleks yavas yavas
birbirine baglanir, birkag kii¢iik delik belirir, ancak hizla doldurulur. Biiyiik merkezi delik

goriiniir ve digarida daha fazla simpleks ortaya ¢iktikca kalir.

Sonunda kiireler biiyiidiik¢e, deligin ortasinda kenarlar belirir ve sonunda o da

doldurulur.

Ilk goriinen kiiciik delikler, ornekleme diizensizliginden veya giiriiltiiden

kaynaklanir. Barkodda kisa ¢ubuklarla temsil edilirler.

Verinin 6nemli bir 6zelligi olarak goriilen delik ne kadar biiyiikse, barkodda uzun

bir ¢ubukla gosterilir.

Kisa gubuklar giiriiltiiyii temsil eder. Uzun ¢ubuklar 6zellikleri temsil eder Bir

cubuk, cebirsel bir 6zelligin gorsellestirilmesidir.
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Sekil 4.18. Basit komplekslerin dizisi

Yukarida barkodlarin barkod agiklamasinda, her biri bir sonrakinin alt kompleksi
olan bir dizi basit kompleks ile ifade edilir.

Bu, baz kiigiik mesafeler igin verilerden olusturulan simplicial kompleks, biyiik

bir mesafe i¢in insa edilen simplicial kompleksin bir alt kiimesidir (Skosana 2016).

10 Radius r = 0.2 " Radius r = 0.3 10 Radius r = 0.7 10 Radius r = 0.9
8 & _ e g0, B 0,0 .
e | %
| @ oy i @ |
° g ®
‘e ® (] ‘e @
, e® ©® ® , .. ® o
ee® ®e®
K 4 3 8 10 0 4 [
10 ~ Radiusr=11 Radiusr =135

Radiusr = 3

Persistence Diagram

[

Diameter for death
= - +

4 5

2 3
Diameter for birth

Sekil 4.19. TDA siirecinin nitelenmesi 6rnegi (Chazal and Michel 2021)

Sekil 4.19 boyutlarindan dolay1r EK-2 olarak tekrar verilmistir.

Tanim 4.9.1: E", n boyuta sahip Euclidean uzayindaki noktalarin bir sirasiz
dizisidir (Chazal et al. 2016).
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Tamm 4.9.2: (X, 7) bir topolojik uzay ve x € X olsun. x € U 6zelligindeki her
U agik kiimesine x noktasinin bir komsulugu denir. Diger bir deyisle T ‘nun x noktasini

iceren her elemanina x noktasinin bir komsulugu denir (Kogak 2015).

Tamm 4.9.3: Cekirdek yogunluk tahmini (KDE), rastgele bir degiskenin olasilik
yogunluk fonksiyonunu tahmin etmenin parametrik olmayan bir yoludur. Cekirdek
yogunlugu tahmini, sonlu bir veri Ornegine dayali olarak popiilasyon hakkinda

¢ikarimlarin yapildigi temel bir veri yumusatma problemidir (Rosenblatt 1956).

Tamim 4.9.4: En yakin komsu grafigi (KNN), diizlemdeki Oklid mesafesi gibi
bir metrik uzaydaki bir dizi nokta i¢in tanimlanan yonlendirilmis bir grafiktir. KNN
‘nin her nokta i¢in bir kdsesi ve q,p'nin en yakin komsusu oldugunda, p’den q’ya
yonlendirilmis bir kenar1 vardir, bu nokta, p’ye olan uzakligi p’nin kendisinden baska

tiim verilen noktalar arasinda minimum olan bir noktadir (Preparata 1985).

Tamim 4.9.5: Vietoris-Rips kompleksi R(X,¢) olsun. X = {x4,...,x,} € R% ve
cap en fazla ¢ koseli simplekslerden olusur. Baska bir deyisle, o ‘daki her kose ¢ifti en
fazla € uzakliktaysa, bir simpleks ¢ komplekse dahil edilir. Yaricap ¢ kademeli olarak

artirilarak elde edilen Rips kompleksleri dizisi bir filtrasyon olusturur (Fasy et al. 2014).

Tamim 4.9.6: Yatay ekseni parametrelere karsilik gelen ve dikey ekseni homoloji
tireteclerinin (keyfi) bir siralamasini temsil eden bir diizlemdeki dogru pargalarinin bir

koleksiyonu olarak Hy (C; f) homoloji grubunun ¢izge sunumudur. Bu ¢izge sunumu
barkod olarak adlandirilir (Ghrist 2008).

Asagidaki ornekler ile veri setlerine karsilik gelen barkodlarin nasil elde edildigi

aciklanmustir.
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Sekil 4.20. Noktalarin barkod gosterimlerine bir 6rnek-1 (Hylton 2019)

delikleri ifade eder. Bu sekilde 6nce nokta veri setlerinin bir dagilimi alinmis, ardindan
simpleks olusumlar1 gozlemlenmistir. Simpleks olusum siirecinde her bir nokta 0

simpleksi temsil eder. Ardindan 1 —simpleks, 2 —simpleks ve 3 —simpleksler olusacak

Sekil 4.20°de kirmiz1 gizgiler bagh bilesenleri, yesil ¢izgiler ise 1 —boyutlu

sekilde isleme devam edilir.

I\.-“ K 1 h‘z h‘;; K 1 K h—h' f\-r I\‘H
z r r z |z z | z | ® z|x | x /:. T /:.
L] 1 2 3 ! ] T 3
& i Z Tz yz Ty w zw ryz
Sekil 4.21. Noktalarin barkod gosterimlerine bir 6rnek-2 (Perea2018)
Sekil 4.21 ‘de simpleks olusumlarinin birer temsili verilmistir. Burada x

noktasmin baslangict dogdugu an olarak kabul edilir. Turuncu ¢izgilerin en uzunu x

noktasini temsil eder. Yani x noktasi noktalar arasinda en uzun 6miirlii olan en inatc1




4. BASIT (SIMPLICIAL) KOMPLEKSLER

olan noktadir. y noktasi K;’inci zaman diliminde dogmus ardindan K,’lincii zaman
diliminde z noktasina baglandigindan bir simplicial kompleks ortaya ¢ikmis ve Slmiistiir.
Dolayisiyla ikinci siradaki turuncu ¢izgi bu zaman diliminde sonra ermistir. Ks’inci
zaman diliminde bir delik ortaya ¢ikmis ve bu deligin temsili yesil ¢izgi ile yapilmusitr.
Delik Kg ‘inci zaman diliminde tamamen 3 simplekslerle doldugundan Olmiistiir.
Dolayistyla ¢izgi bu zaman diliminde sonlanmistir. Artik Kg ‘inci zaman diliminden
sonra simplicial kompleksin goriintiisii hep ayn1 sekilde goriinmektedir, bunun sebebi ise

dogacak ya da 6lecek bir nokta veya delik kalmadigindandir.
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5. TOPOLOJIK DATA ANALIZININ BiR UYGULAMASI

A B C D £ f 6 H | J K L M N 0 p
1 Aylar  GinSayis M>06  Ortalama Gl 0,6<M<1,9 2<M<29 3<M<39 4<Mcd9 5<M<S9 6<M<6I 7<M<79 AylikToplam 4+5  deprem siddeti  toplam deprem
2 ocak i 19 39 683 428 76 1 1 0 0 1199 1206-19 8522
3 subat B 102 45 704 450 JL] 18 1 0 0 125 19229 5962
4 ‘mart B0 75 1293 849 159 2 2 0 0 830 29339 1020
5 nisan 0 1564 52 814 643 91 14 2 0 0 1564 16 4-49 156
b 'mayis i un 38 573 474 1 9 0 0 0 132 9559 2
7 hatiran 30 816 2 385 36 66 4 0 0 0 819 46-69 0
3 temmuz i1 3% 528 445 61 1 2 0 0 1047 13779 0
9 agustos 133 L8] 618 581 120 3 4 0 0 1336 17
0 eyl 0 W 4 690 597 116 16 3 0 0 1422 19
11 ekim iU 46 825 1 67 8 1 0 0 1422 9
2 kasim 0 1% 40 656 454 16 8 1 0 0 1195 9
13 'arallk 139 4 193 434 102 17 3 0 0 1359 2 !
14

Sekil 5.1. Bogazici Universitesi Kandilli Rasathanesi ve Deprem Arastirma Enstitiisii
(KRDAE)’ den alinan veri setinin R STUDIO ‘daki goriintiisii.

TDA uygulamasi yapilirken dncelikle veri seti R STUDIO programina aktarilarak
sacilim grafigi olusturulur. Bu tezde deprem verilerinde 4 siddetinden biiyiik 5.9
siddetinden kiiclik toplam 176 nokta incelenmistir (R STUDIO programinda kullanilan

kodlar EK-1 olarak sunulmustur.).

4<x<59

ey

Agustos Aralik Ekim  Eylil Haziran Kasim Mart Mayis Nisan Ocak Subat Temmuz

Sekil 5.2. Bogazici Universitesi Kandilli Rasathanesi ve Deprem Arastirma Enstitiisii
(KRDAE) ‘nden alinan veri setinin R STUDIO programu ile gosterimi.
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Sekil 5.2 ‘ye gore en fazla depremin mart ayinda oldugu agikca goriilmektedir.
Sagilim grafigi R STUDIO programinda ¢izdirdikten hemen sonra veri setine Cebirsel
Topoloji’ye ait olan kavramlardan Simplicial Complex islemlerini adim adim
uygulanarak Rips Fitratasyonu olusturulur. Tiim bunlarin ardindan olusturulan KDE
Diyagrami asagida Sekil 5.7 adi ile yer almaktadir. Tiim bu islemler R STUDIO

programinda gerekli kodlamalar girilerek olusturulmustur.

<x<509

4

Agustos Arallk Ekim Eylil Haziran Kasmim Mart  Mayis Nisan Ocak $ubat Temmuz

Sekil 5.3. Agustos ve Aralik aylarna ait kesisme islemi temsili ve 1 —simpleks
olusumunun gosterimi.

Oncelikle her bir nokta icin & yaricapa sahip komsuluklar alinir. Yarigaplar R
STUDIO programi aracilifi ile biiyiitiilmeye baslanir. Yani € degeri stirekli bir halde
artar. Artan yarigaplarla birlikte biiyliyen komsuluklar arasinda kesigsmeler meydana gelir.

Iki komsuluk yani iki nokta kesistiginde 1 —Simpleksler olusur.
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4<x<59

Agustos Aralikk  Ekim Eylil Haziran Kasim Mart Mayis Nisan Ocak Subat Temmuz

Sekil 5.4. Haziran ve Kasim aylarina ait kesisme islemi temsili ve 1 —simpleks
olusumunun gosterimi.

€ vyaricapt biylidilkee noktalara ait komsuluk kesisimleri artmaktadir.
1 —simplekslerin ardindan 2 —simpleksler olusmaya baslar. Amag en kiigiik konveks
kiimeyi olusturmak oldugundan 3 —simplekler yani tetrahedronlar olusturmak igin &

yaricaplar bliyiitiilmeye devam edilir.

<x<359

4

Agustos Aralik Ekim Eyldl Haziran Kasim Mart  Mayis Nigan Ocak Subat Temmuz

Sekil 5.5. ¢ yarigap1 biiylitiilmesi ile tetrahedron olusumunun temsili gosterimi
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Sekil 5.5 * te agikca goriildiigii tizere bir ¢ok noktaya ait komsuluklar kesismistir.
Ancak mart aymin hala kesismedigi goriilmektedir. Burada en dogru & degerinin ne
oldugu sorusu akillara gelebilir. Tam olarak bu kisimda Topolojk Veri Analizi devreye
girerek R STUDIO programinda TDA kiitiiphanesi ile biitiin reel sayilari stireklilik
sistemi igerisinde inceleyerek € yari¢aplari sistematik olarak arttirmaya baslar. Siireklilik
kavramindan 6tiirii TDA bir siire¢ olarak ele alinir. Bu yiizden grafiklerde zaman, 6liim
ve dogum kavramlar1 yer almaktadir. Komsuluklarin kesisme anlarin veri noktalarinin

6liim anin1 temsil ederken kesismeye bagli olusan dongiiler ise dogumun temsilidir.

4<x <59

Agustos Aralilk Ekim Eylil Haziran Kasim Mart  Mayis Nisan Ocak Subat Temmuz

Sekil 5.6. ¢ yaricap1 biiyiitiilmesi ile olusan tetrahedronlarin renklendirilerek temsili
gosterimi.

Sekil 5.6 da komsuluklar kesismis ve bir ¢cok sayida tetrahedron olusturulmustur.
Komsuluk kesisimlerini daha net gorebilmek adina kesisimler renklendirilmistir.Bu
durumda kesismenin yasanmadigi kismi yani ortada kalan boslugu agikga ifade
edebiliriz. Her komsuluk artik konveks kiimelerden olustugundan veri bulutu TOR
seklini almigtir. Betti Sayilar ile ifade edilirse b o =1, b 1=2, b 2 =1 seklindedir. b »=1

ifadesi dongii olarak da ifade edilmektedir.

R STUDIO programinda TDA i¢in adimlar devam ettirildiginde sirasiyla KDE
Diyagrami, KNN Diyagrami, Rotated Diyagrami ve Barkod sistemleri olugsmaktadir. Tiim

bu adimlarin temel amaci barkod sistemini olusturmaktir.
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KDE Diagram
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Sekil 5.7. R STUDIO programinda KDE Diyagrami gosterimi

Sekil 5.7 “ye gore siyah noktalar bagli bilesenleri kirmizi tiggenler ise dongiileri
temsil eder. Aciortay dogrusuna noktalar ne kadar yakin ise o kadar noktalarin dmiirleri
barkod sisteminde o kadar kisa ifade edilecek sekilde diizenlenecektir. Barkod sistemine

ulagmanin diger bir yolu Rotated Diyagraminin olusturulmasidir.
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Rotated Diagram
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Sekil 5.8. R STUDIO programinda Rotated Diyagrami gosterimi

Sekil 5.8, Sekil 5.7 deki diyagrama benzemekle beraber pembe kisim %90 giiven
band1 kismin1 olusturarak noise-parazit verilerden arindirilmis haldedir. Ornegin Mart ay1

pembe bandin disinda bulunan siyah nokta ile temsil edilir.

Tiim bu islemlerin ardindan Barkod sistemi olusturulur.

45



5. TOPOLOJIK DATA ANALIZININ BIR UYGULAMASI

Barcode

T T T T T T T
000 0.05 010 015 020 025 0.30
time

Sekil 5.9. Kirmiz1 ¢izgi dongiilerin dmriinii, siyah kisimlar ise bagl bilesenlerin émriinii
temsil eder.

Noktalarinin birbirine baglanma stirecleri diislintildiiglinde ilk olarak aralik ve
agustos aylarina ait noktalar kesigsmis ve 1 simpleks olustugu gozlemlenmistir. TDA
iselmleri zaman algisinda inceler. Boylece kesisimlerin kisa slirede gerceklesmesi TDA
siirecinde 6liim olarak ifade edilir. Olen noktalar barkod diyagraminda kisa dogru
parcalari ile gosterilirken daha ge¢ kesisme, daha biiyiik € yaricaplari ile kesisen noktalar
ise daha uzun dogru pargalar ile temsil edilir. Ornegin yukaridaki grafikte gériinen en
uzun siyah dogru pargasi mart aymnin kesisme zamanini ifade eder. TDAverileri siireklilik
ad1 altinda incelediginden mart ayimna ait nokta incelenirse yaklasik 0.30 ‘uncu zaman
diliminden hemen Once baglayarak ve bu zaman dilimini de asarak kesisme aninin
yasandigin1 sOyleyebiliriz. Bunu giris kisminda verdigimiz bitki Ornegi ile temsil

edebiliriz.

Kesisme islemini hemen gergeklestiren noktalar veri seti ile uyumlu noktalar
olarak iligkilendirilirken kesismesi uzun siiren noktalar noise- parazit noktalar olarak
adlandirilir. Ornegin mart ayinm noise-parazit oldugu fark edilir. Yani veri setiyle en

uyumsuz olan noktadir.
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& | Plot Zoom

KDE

Sekil 5.10. 3 Boyutta veri bulutu olan KDE Veri bulutu

Veri bulutu barkod sisteminden sonra R STUDIO araciligiyla 3 —boyutta KDE

ile ifade edilir.

Sivri kisimlarin Mart aymi daha yumusak yiizeylerin ise Agustos-Aralik aylari
olarak temsil edildigi sdylenebilir (Kili¢ ve Elmali 2021).
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6. SONUC ve ONERILER

Tez boyunca TDAtanitilmistir. TDA disiik boyutlu veri bulutlarindan yiiksek
boyutlu saglam verileri elde etmeyi amaglar. Veriler, kayip olmamasi ve en dogru
sonuglart vermesi adma veri analizinden farkli olarak kiiresel karakterizasyonda
sunulmustur. Veri setinin kiiresel sekli islem sonuglart hakkinda onemli bilgiler
saglamaktadir. Bunun i¢in Oncelikle veri bulutlar1 Rips Komplekslerle temsil edilmis ve

komplekslerin filtrasyonlarinin barkod yapilar1 olusturulmustur.

Persistence Homoloji Teorisi araciligiyla bir uzaym yiiksek boyutlu veri
kiimesinin bir drnekleminden elde edilen kiiresel topolojik bilgileri ortaya ¢ikarma

problemini ¢6zmesi hedeflenmektedir.

Bu tezde Bogazi¢i Universitesi Kandilli Rasathanesi ve Deprem Arastirma
Enstitiisi (KRDAE) ‘nden alinan veri seti kullanilarak bir uygulama yapilmistir.
Uygulama sonucunda veri bulutunun Rips Diyagrami, KDE Diyagrami, KNN Diyagrami
ve barkod yapist olusturulmustur. Bunun sonucunda en fazla depremin mart ayinda
oldugu, mart aymnindaki verinin aykir1 nokta oldugu yani noise-parazit nokta oldugu

goriilmiistiir. Ayrica homotop olan iki seklin barkodlar1 her zaman ayn1 degildir.

TDA paketi, kalict homolojinin hesaplanmasi i¢in etkili algoritmalara erisim
saglayarak topolojik veri analizini daha genis bir Kitleye erisilebilir hale getirmeyi

amaclar.

TDA ‘nin verilerin analizi i¢in kapsamli bir uygulama olmasini hedeflenmektedir.
Tezde kullandigimiz R STUDIO programindaki TDA paketi/kiitiiphanesi bu islevi
saglamaktadir. Var olan tim TDA Kkiitiiphaneleri i¢in yeni islevler eklenmesi

hedeflenmektedir.

1.000 nokta ve iizerine sahip veri setlerinde c¢alisirken giiniimiizde sik sik
kullanilan bilgisayarlar yetersiz kalmaktadir. Daha kiigiik kapasiteye sahip
bilgisayarlarda daha yiiksek boyutlu islemleri calistirabilecek programlara ihtiyag
duyulmaktadir.
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