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OZET

Son yillarda, iterasyon yontemlerinin performansini artirmaya yonelik bir¢ok ¢alisma
yapilmistir. Bu baglamda, Kanwar ve arkadaslarinin 2021 yilinda gelistirdigi yeni
iterasyon yontemleri, literatiirde 6nemli bir yenilik olarak karsimiza c¢ikmaktadir.
Iterasyon yontemleri s6z konusu oldugunda, dikkate almmasi gereken en 6nemli
hususlardan biri de bu yontemlerin yakinsama hizlaridir. Bu konuda son yillarda
stirekli olarak oOnceki yillarda elde edilen iterasyon yontemlerinden daha hizli
yakinsayan iterasyon yontemleri ortaya atilmaktadir. Sharma ve arkadaslari tarafindan
2024 yilinda baz1 iterasyon yontemleri gelistirilmis olup bu yontemlerin Kanwar ve
arkadaglar1 tarafindan gelistirilen iterasyon yonteminden daha hizli yakinsadigi
gosterilmigstir. Bu yontemler, yalnizca teorik olarak degil, ayn1 zamanda uygulamali
matematikte de daha hizli yakinsama ve daha genis bir problem sinifinda
uygulanabilirlik sunmustur. Bu tez calismasinda da Sharma ve arkadaslar tarafindan
gelistirilen iterasyon yonteminden daha hizli yakinsayan bir iterasyon yontemi elde
edilmigtir. Elde edilen bu yeni yontemin diger iterasyon yontemi ile yakinsaklik hizi
karsilastirilmis ayrica kararlilik ve veri bagliligi sonuglar1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Sabit Nokta, Yakinsaklik, Yakimsaklik Hizi, Yeni iterasyon
Yontemleri

Haziran, 2025; 59 sayfa
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SOME FIXED POINT THEOREMS FOR AN ITERATION METHOD
OBTAINED BY GEOMETRIC APPROACH
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ABSTRACT

In recent years, many studies have been conducted to improve the performance of
iteration methods. In this context, the new iteration methods developed by Kanwar et
al. in 2021 are an important innovation in the literature. When it comes to iteration
methods, one of the most important issues to consider is the convergence speed of
these methods. Inrecent years, iteration methods that converge faster than the iteration
methods obtained in previous years have been continuously proposed. Some iteration
methods were developed by Sharma et al. in 2024 and it was shown that these methods
converged faster than the iteration method developed by Kanwar et al. These methods
have shown faster convergence and applicability to a wider class of problems, not only
theoretically but also in applied mathematics. In this thesis, an iteration method that
converges faster than the iteration method developed by Sharma et al. The
convergence speed of this new method is compared with the other iteration method
and the stability and data dependency results are analyzed.

Keywords: Fixed Point, Convergence, Rate of Convergence, New Iteration Methods

June, 2025; 59 pages
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1. GIRIS

Sabit nokta teorisi gilinliik hayattaki olaylarin lineer olmayan denklemler olarak ifade
edilen yapilarin ¢oziimii i¢in gerekli sartlarin ortaya konularak en iyi ¢oziime
ulagmasidir. Bu ¢oziimlere ulasmak ya da ger¢ek degerini tespit edebilmek 6nemlidir.
Bu nedenle sabit nokta teorisi devreye girdiginde iterasyon kavrami karsimiza
¢ikmaktadir. Iterasyon yontemleri ile kesin ya da yaklasik sonuglara belirli adimlarda
ulagilabilir. Bu nedenle secilen parametrelerin ve iterasyonlarin 6nemi biiytktiir. Bu
temel ama¢ dogrultusunda, sabit nokta teorisi matematiksel analiz ve topolojinin
onemli bir alt dal olarak karsimiza ¢ikar. Esasen, belirli doniisiimlerin uygulandigi
uzaylarda degismeyen noktalarin, yani sabit noktalarin varligini ve niteliklerini
inceler. Bu teori, soyut matematiksel ¢ergeveler sunmasinin yani sira, mithendislik,
ekonomi, bilgisayar bilimleri gibi ¢esitli disiplinlerdeki problemlerin ¢éziimiinde de
giiclii araglar sunar [1-6]. Sabit nokta teoremleri, bu alanlardaki denge durumlarinin,

kararli ¢6ziimlerin ve optimal noktalarin belirlenmesinde hayati bir rol oynar.

Sabit nokta teorisinin kokleri, diferansiyel denklemler alanindaki 6ncii ¢calismalariyla
taninan Fransiz matematikciler Picard ve Poincaré'ye kadar uzanmaktadir [7-8]. Ancak
bu alandaki ilk somut adim ve kanitlanmis ilk sabit nokta teoremi olarak kabul edilen
Brouwer'in klasik teoremiyle atilmistir [9]. Ne var ki, sabit nokta kavraminin genis bir
uygulama yelpazesine sahip olmasinda Polonyali matematik¢i Banach'in yadsinamaz
bir etkisi bulunmaktadir. 1922 yilinda Banach tarafindan ortaya konulan ve Banach
Biiziilme ilkesi olarak bilinen temel teorem, tam metrik uzaylarda tanimlanan bir
daralma doniigsiimii araciligiyla olusturulan Picard iterasyon dizisinin, sz konusu
dontistimiin tekil sabit noktasina yakinsayacagini kesin bir sekilde ifade etmektedir

[10].

Banach'in bu ¢igir agcan teoremi, sadece uygulamali matematik alaninda degil,
matematigin cesitli disiplinlerinde de derin izler birakmis ve adeta bir doniim noktasi
olmustur. Bu temel sonug, alandaki hizli bir ilerlemenin fitilini atesleyerek pek ¢ok
aragtirmaciy1 bu teoremi farkli matematiksel yapilara uyarlamaya ve genisletmeye
tesvik etmistir. Iste bu yogun caligmalar neticesinde, literatiirde bugiin ¢ok sayida

farkli sabit nokta teoremi bulunmaktadir [8-14].



Uygulamali matematigin neredeyse her kosesinde iterasyon yOntemlerinin
vazgecilmez bir yeri vardir. Bu yontemlerin yakinsakliginin gosterilmesi ve hata
paylarinin belirlenmesinde ise siklikla Banach sabit nokta teoreminin gii¢lii bir araci
olarak kullanildig1r goriiliir [10]. Genis bir perspektiften baktigimizda, integral
denklemlerden diferansiyel denklemlere, kismi diferansiyel denklemlerden dinamik
programlamaya, diferansiyel icermelerden sistem analizine ve hatta fraktal
modellemeye kadar pek ¢ok alandaki problemlerin ¢oziimiiniin varligina dair yapilan
arastirmalarda sabit nokta teorisi olduke¢a islevsel bir yaklasim sunmaktadir. Dahast,
bu teorinin uygulama alani sadece bu alanlarla sinirl kalmay1p, yaklasim teorisi, oyun
teorisi, matematiksel ekonomi ve ¢esitli uygulamali bilimlerde karsilagilan sorunlara

da ¢6ziim sunma potansiyeli tasimaktadir [15].

Iterasyonlar, esasinda belirli doniisiimlerin degismeyen noktalarinin, yani sabit
noktalarinin bulunmasimi saglayan gii¢lii yontemlerdir. Ozellikle dogrusal olmayan
karmasik problemlerin ¢ézlimiinde bu matematiksel araglara siklikla bagvurulur. Bir
problem iizerinde uygulanan iterasyon siireci sonucunda elde edilen dizinin limiti, eger

varsa, o problemin ¢oziimiinii verir.

Giinlik hayat problemlerinin matematiksel olarak modellenmesi fikrinin ilk
kivileimlari, Isaac Newton'un "mekanik yasalariyla gezegenlerin hareketlerini
anlama" vizyonuyla ¢akmistir [16]. Diferansiyel hesabin bu sayede kazandig1 ivmeyle
birlikte, pek cok denklem dogrudan, kapali formda ¢oziilebiliyordu. Ancak bazi
denklemler icin asil 6nemli olan baslangi¢ ve smir kosullariyla birlikte problemin
niteliksel ve niceliksel incelikleri, Picard'm diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine
yonelik gelistirdigi ardisik yaklagim yontemi sayesinde netlik kazanmigtir. Coziilmek
istenen integral veya diferansiyel denklemlerde uygulanan bu iterasyon metoduyla

elde edilen dizinin limiti, nihayetinde denklemin ¢6ziimiinii ortaya koymaktadir [15].

Iterasyon kavraminin kisa bir tarihsel yolculuguna cikilacak olursa, Ardisik
Yaklasimlar iterasyonu'nun bilinen ilk uygulamasi, Italyan matematik¢i Picard
tarafindan adi diferansiyel denklemler i¢in Cauchy probleminin yaklasik ¢oziimiinii
arastirirken yapilmistir. Bu alandaki ilk teorik kilit tagi ise Polonyali matematikei S.
Banach'in ortaya koydugu "Daralma Doniistim Prensibi" veya yaygin adiyla "Banach
Sabit Nokta Teoremi" olmustur. iterasyon ydntemlerinin bilim diinyasinda boylesine

genis bir uygulama alani1 bulmasi, pek ¢cok arastirmacinin dikkatini ¢cekmis ve Picard'in
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baslattig1 bu siireg, giinlimiize kadar uzanan genis bir ¢aligma alani haline gelmistir.
Bu zaman zarfinda, belirli doniistim siiflar1 i¢in ¢ok sayida farkli iterasyon yontemi
gelistirilmis ve bu yoOntemlerin giicli yakinsakligi, yakinsakliklarinin denkligi,
yakinsama hizlar1 ve bu doniisiimlerin sabit noktalarinin verilere ne kadar bagli oldugu

gibi 6nemli konular detayli bir sekilde incelenmistir [17-33].

Son yillarda, iterasyon yontemlerinin performansini artirmaya yonelik birgok calisma
yapilmistir. Bu baglamda, Kanwar ve arkadaslarinin 2021 yilinda gelistirdigi yeni
iterasyon yontemleri, literatiirde 6nemli bir yenilik olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu
yontemler, yalnizca teorik olarak degil, ayn1 zamanda uygulamali matematikte de daha

hizl1 yakinsama ve daha genis bir problem sinifinda uygulanabilirlik sunmustur [31].

Sabit nokta iterasyon yontemleri, yalnizca matematiksel teorinin bir parcasi olmakla
kalmamis, ayn1 zamanda farkli disiplinlerdeki problemlerin ¢oziimiine de katkida
bulunmustur. Literatiirde, 6zellikle Mann, Ishikawa ve Noor gibi klasik yontemlerin
daha hizli ve kararli versiyonlarini gelistirmek amaciyla yapilan arastirmalar dikkat
cekmektedir [19-21]. Bu arastirmalar, iterasyon yoOntemlerinin yakinsama hizini
artirmak ve daha genis kosullar altinda ¢alisabilir hale getirmek i¢in yeni algoritmalar

gelistirmistir.

Kanwar ve arkadaslarinin onerdigi yeni iterasyon yontemleri, bu alandaki gelisimin
bir 6rnegidir [31]. Bu yontemler hem teorik temelleri giiclendirmis hem de uygulamali
problemlerde daha verimli sonuglar elde edilmesini saglamustir. Ornegin, bu
yontemlerin dogrusal olmayan denklemlerdeki kullanimi, sabit nokta teorisinin
modern mihendislik ve fen bilimlerindeki roliinii bir kez daha vurgulamistir.
Literatiirde yer alan bu tiir yontemler, hem klasik iterasyonlarin zayif yonlerini

gidermekte hem de daha hizli yakinsama saglayan ¢oziimler sunmaktadir.

Bu tezde, sabit nokta iterasyon yontemlerine odaklanilarak, literatiirde yer alan klasik
ve modern yontemlerin analizi yapilmistir. Kanwar ve arkadaglarinin 2021 yilinda
gelistirdigi iterasyon yontemi ile yine 2024 yilinda onceki g¢aligmalarindan yola
cikarak ortaya attiklar1 yeni yontemler temel alinmis ve bu yontemlerin yakinsama
hizlar1 detayli bir sekilde incelenmistir [31-33]. Tez kapsaminda gelistirilen yeni
iterasyon yontemi, literatiirdeki diger yontemlerle karsilastirilmis ve yakinsama hizlari

acisindan tistlin oldugu gosterilmistir.



Elde edilen yeni yontemin, hem daha hizli bir yakinsama sagladigi hem de w? kararh
oldugu da kanitlanmistir. Bu kararlilik 6zelligi, yontemin genis bir problem sinifinda
giivenilir bir sekilde calismasini saglamaktadir. Tezde ayrica, yeni yoOntemin
performansini ve avantajlarini ortaya koymak amaciyla ¢esitli 6rnekler verilmis ve bu

yontem, literatiirdeki diger yontemlerle kiyaslanmgtir.

Yakinsama hizi, bir iterasyon yonteminin performansini degerlendirmek i¢in en
onemli dlgiitlerden biridir. Hizli yakinsayan yontemler, daha az islem adimiyla daha
dogru sonuglar elde edilmesini saglar. Bu nedenle, iterasyon yontemlerinin yakinsama
hizinm1 artirmaya yonelik arastirmalar biiyiik bir 6neme sahiptir. Literatiirde, bu alanda
yapilan ¢aligmalar, iterasyon yontemlerinin yalnizca yakinsama hizint degil, ayni

zamanda kararlilik ve genellestirilebilirlik 6zelliklerini de iyilestirmeyi hedeflemistir.

Bu tezde gelistirilen yeni yontem, literatiirdeki diger yontemlerle karsilastirildiginda
daha hizl1 yakinsama gostermektedir. Bu durum hem teorik analizlerle hem de sunulan
orneklerle desteklenmistir. Ayrica, yontemlerin kararlilig1 iizerine yapilan analizler,
bu yeni yoéntemin w? kararli oldugunu ortaya koymus ve bu 6zelligi, ydntemin genis

bir problem sinifinda giivenilir bir sekilde kullanilabilecegini kanitlamistir.

Bu tezde, Kanwar ve arkadaslarinin gelistirdigi yontemler temel alinarak yeni bir
iterasyon yontemi gelistirilmis ve bu yontemin tiistiin performansi ayrintili bir sekilde
incelenmistir. Yapilan analizler ve verilen 6rnekler, bu yontemin literatiirdeki diger

yontemlere kiyasla daha hizli ve kararl bir ¢6ziim sundugunu gostermistir.

Sonug olarak, bu caligsma, sabit nokta iterasyon yontemleri alaninda 6nemli bir katki
sunmakta ve bu yontemlerin farkli disiplinlerdeki uygulamalarini gelistirmek icin bir
temel olusturmaktadir. Sabit nokta teorisinin derinligi ve genisligi goz Oniine
alindiginda, bu tiir ¢alismalarin hem matematiksel teorilere hem de gercek diinya

problemlerine yonelik ¢ozlimlere 151k tutacagi agiktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Tezin ilerleyen boliimlerinde kullanilan temel ifadelere yer verilecektir.
Tanim 2.1. E # @ bir kiime ve u: E X E — (0, 00) bir fonksiyon olsun.
Vu,v,w € E i¢in;

i u(u,v) =0

ii. ylu,v) =0 U=V
2.1)
il u(u, v) = u(v,u)

iv. u(u,v) < u(u,w) + u(w, v)

kosullarimi gerektiren u fonksiyonuna E {izerinde metrik, (E, 1) yapisina metrik uzay

denir [34].

Tanim 2.2 {u, }5—, dizisi (E, u) metrik uzayimnda bir dizi ve u € E olsun. Ve > 0 i¢in
n = n, iken, u(u,, u) < p olacak sekilde bir n, = ny(p) € N varsa, {u, }5-, dizisi

u’ya yakinsaktir [34].

Tanmm 2.3 {u,}5—, dizisi (E, ) metrik uzayinda bir dizi olsun. Ve > 0, m,n = n,
icin, d(u,, u,) < p olan bir ny = ny(p) sayst varsa, {u,}n—o dizisi bir Cauchy

dizisidir [34].

Tanim 2.4 (E, u) metrik uzay1 i¢cinden secilen her Cauchy dizileri yakinsak oluyor ise

bu uzay tam metrik uzaydir [34].

Tanmm 2.5 (E,u,) ve (D, u,) metrik uzaylari igin, g: E = D donilisiim ve uy € E
olsun. Vp > 0 sayist igin, py(x, %) < & iken (g(u), g(uy)) < p sartii saglayan

& = 6(&) > 0 bulunabiliyorsa, g doniisiimii u, noktasinda siireklidir [35].

Tamm 2.6 L # @ bir kiime ve K bir cisim olsun. +:L XL —>L ve K XL —>L
islemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L’ye K cismi ilizerinde vektor

uzay (lineer uzay) denir;

L kiimesi + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,



[u——

.Va,b€ Ligcina+b €L,
2.Va,b,c€Ligina+ (b+c)=(a+b)+c,
3.Ya € Ligina+ 0 =60 + a = a olacak sekilde 8 € L vardr,

4.Va € Ligina + (—a) = (—a) + a = 0 olacak sekilde —a € L vardir,

W

.Va,bE€ Ligina+b=>b+a,
a,b € L ve m,n € K i¢in asagida verilen sartlar elde edilir;

6m-a€l,

~

.m-(a+b)=m-a+m-b,
8.(m+n)-a=m-a+n-a,
9.(m-n)-a=m-(n-a),

10.1:-a = a drr.

K = R ise L’ye gergel vektor uzay, K = C ise L’ye kompleks vektor uzay adi verilir

[36].

Tamm 2.7 K gergel bir vektor uzay ve E € K olsun. Vx,y € E i¢in
A={z€K:z=bx+(1—-b)y,0<b<1}CE (2.2)

ise, E kiimesi konvekstir (disbiikey) [36].

Tanim 2.8 E bir vektor uzay ve K=R cismi i¢in, ||. ||: E = K doniisiimiiniin Va, b € E
vem € K igin
iflal=0sa=86
ii. [lm - all = |m| - [lal (2:3)
iii. la + bll < llall + Ibl|

sartlarin1 sagliyorsa ||.|| doniisiimiine E uzay1 lizerinde bir norm denir. (E, ||.||)

ikilisine ise normlu uzay denir [37].



Tanim 2.9 (E, ||-||) normlu lineer uzay olsun. E uzayi, é(a,b) = |la — b|| (a,b € E)

norm metrigine gore tam ise E’ye Banach uzay1 denir [38].

Tanimm 2.10 (E, 1), E # @ bir kiime ve S: E — E bir doniisiim olsun. Eger Su =u
olacak sekilde bir u € E varsa, bu u noktasina S’nin sabit noktasi denir ve S’ nin tiim

sabit noktalarinin kiimesi Fg, F(S) veya Fix(S) ile gosterilir [17].

Tamm 2.11 (E, p)metrik uzay ve S: E — E bir doniisiim olsun. Eger Vu, v € E igin

p(Su,Sv) <a-p(u,v) (2.4)

olup burada 3a > 0 ise S doniisiimiine Lipschitzian doniistim [17],

p(Su,Sv) < p(u,v) (2.5)

ise S doniigiimiine nonexpansive doniistim [17],

p(Su,Sy) < 1-p(u,v) (2.6)

olup burada 34 € [0,1) ise S’ye contraction doniisiim [17],

p(Su,Sv) < p(u,v) (2.7)

ise S doniisiimiine strict contraction doniisiim [17],

p(Su,Sv) <ap(u,v)+bp(u Sv) (2.8)

olup burada 0 < a <1, b = 0 i¢in S doniisiimiine zayif contraction donilisiim denir

[39].

Teorem 2.12 (E, ) tam metrik uzay ve S: E = E (2.6) sartin1 saglayan contraction

doniisiim olsun. Bu durumda S, E’de bir tek u sabitine sahiptir ve bir u, € E i¢in

Unt1 = SUp (2.9)

buradan = 0,1,2, ... ile tamml Picard iterasyonu tarafindan elde edilen {u,}n—,

iterasyon dizisi u noktasina yakinsar. [10].



Teorem 2.13 (E, u) tam metrik uzayi, S: E — E bir doniisiim olsun. Vu, v € X igin

p(Su,Sv) < s(p(w,v) + p(u,Su)) (2.10)
olacak sekilde bir s € [0, %) varsa S bir Picard operatoriidiir [40].

Teorem 2.14 (E, u) tam metrik uzayi, S: E — E bir doniisiim olsun. Vu, v € X i¢in

p(Su,Sv) < s(p(u,v) + p(u,Sv)) (2.11)
olacak sekilde bir s € [0, %) varsa S bir picard operatoriidiir [41].

Tamim 2.15 Bir E kiimesinde taniml {x,}y=o V€ {¥n}n=o verilsin. Eger Vk € N i¢in
Je(k) pozitif reel sayisi bulunabiliyor ve |[|x, —y,|| < e(k), ¥Yn =k olarak
yazilabiliyorsa, {y,}n=o dizisi {x,}n=o dizisinin yaklasim dizisi olarak adlandirilir.
Burada {y, }n, dizisinin, {x,}y=o dizisine k’dan itibaren belirli bir hata sinir1 iginde

yaklastigini ifade eder [10].

Tanmmm 2.16 Bir E kiimesinde tanimli {x,};—y ve {¥n}n=o Vverildiginde, verilen

dizilerin her bir terimi sifira yaklasiyor ve lim ||x,, — y,|| = 0 sart1 saglaniyorsa, bu
n—-oo

iki dizi denk olarak kabul edilir [42].

Tanmm 2.17 S:E — E bir doniisim olsun. § € [0,1) sarti1 saglayan bir reel
sayl1, ¢: [0,0) — [0, ) siirekli ve monoton artan bir fonksiyon olup, ¢(0) = 0 olsun.

Oyle ki, Vx, y € E igin;
I Sx—SylI<éllx—yll +¢l x —Sx II) (2.12)
sart1 saglantyorsa, (2.12) ile verilen esitsizlige contractive-like operator denir [43].

Tanim 2.17°deki (2.12) esitsizligi Sp = p olan S doéniisiimiiniin p sabit noktasi i¢in

g0z Oniline alindiginda, Vx € E igin;
I Sx—pl<dllx—pll (2.13)

olmaktadir [33].



Tanmm 2.18 {a,};—o ve {b,}n=o yakinsak diziler olup, aymt p sabit noktasina

yakinsasinlar. Bu durumda, eger lim lanpl _ oluyorsa, {a,}n=o dizisi {b,;}neo

n-oo |bp—D|

dizisinden daha hizl1 yakinsar [44].

Tanmm 2.19 {a,};—0 ve {b,}n=o yakinsak diziler olup, aym p sabit noktasina
yakinsasinlar. || a, — p I< u, ve |l b, — p II< v, hata tahminleri olsun. Burada hata
tahminleri miimkiin olan en iyi tahminlerdir. {u, }y=o Ve {Vy}n=o sifira yakinsayan iki
u

pozitif say1 dizileri olsunlar. Eger lim v” = 0 ise {a,}neo dizisi {b,}n=, dizisinden

n—-oo n

daha hizli yakinsar denir. Eger lim == = 1 ise {a,}, ve {by}, dizileri ayni hizda

n—oo Un

yakinsar denir [45].

Tanmm 2.20 Eger {¢,},-,, lim &, = 0 olacak sekilde bir pozitif sayilar dizisi ve
n—-oo

6,0 < 6 < 1 olacak sekilde bir say1 ise 0 zaman
Wne1 < 0w+, , n=0,1.2, ... (2.14)

esitsizligini saglayan herhangi bir {w,, }n=q pozitif sayilar dizisi i¢in lim w, = 0 olur

n—-oo

[46].

Tanim 2.21 (E, u) bir metrik uzay, S: E — E bir doniisim ve x, € E olsun. Picard
iterasyon yonteminden elde edilen {x,}y-, dizisinin S’nin p sabit noktasina
yakinsadigi kabul edilsin ve {u,}n-, dizisi, E uzaymda keyfi bir dizi olmak iizere,
En = /,t(un+1, f (S,un)), n =0,1,2,... olarak alimsin. Bu iterasyon ydntemi i¢in

lim ¢, =0 © lim u, = p sart1 saglaniyorsa S doniigiimii S-kararlidir [47-48].
n—>oo

n—->0oo

Tamm 2.22 (E,u) bir metrik uzay, S:E = E donlisim ve x, € E olsun. Picard
iterasyon yonteminden elde edilen {x,}y-, dizisinin S’nin p sabit noktasina
yakinsadig1 kabul edilsin. {u,},—, dizisi, E uzayinda {x,}n-, dizisinin bir yaklagim
dizisi olmak iizere &, = u(uns1, f(S,un)),n=0,12,.. olarak almsin. Eger
711_1)1010 & =0>= 711_1)130 U, = p ise bu iterasyon yoéntemi zayif w?-kararli denir [17].

Tammm 2.23 (E,pu) bir metrik uzay, S:E — E doniisiim ve x, € E olsun. Picard

iterasyon yonteminden elde edilen {x,};-, dizisinin S’nin p sabit noktasina



yakinsadigi kabul edilsin ve {u,}y=o dizisi, E uzayinda {x,};-, dizisinin bir denk
dizisi olmak iizere ¢, = u(unﬂ, fes, un)),n =0,1,2,.. olarak alinsin. Eger

lim g, =0 = lim u, = p ise bu iterasyon yontemi w2-kararl denir [49].

n—oo n—oo
Tamim 2.24 S, S: E — E iki operator olsun. Vx € E ve uygun bir € > 0 i¢in

|Sx — Sx|| < (2.15)
ise S’ye S’nin bir yaklasim operatorii denir [50].

Tamm 2.25 S: E — E bir doniisiim olsun. (2.13) ve (2.15) esitsizlikleri goz Oniine

alindiginda S doniisiimii Vx, X € E igin

|Sx = S%|| < lISx —pll + ||Sx —p|| + &
(2.16)
< 258]||x —pll + Sllx — X|| + &

esitsizligini saglar [51].
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3. SABIT NOKTA iCiN BAZI ITERASYON YONTEMLERI

Bu boliimde tezin diger bolimde kullanilan temel tanim ve sonuglardan

bahsedilecektir.
Tanmim 3.1 E # @ bir kiime ve S: E — E bir doniisiim olsun. Eger
Su=u (3.1)

olacak sekilde en az bir u € S varsa, bu u noktalarina S doniisiimiiniin sabit noktasi

denir ve S ’nin sabit noktalarinin kiimesi Fs , F (S) veya Fix(S) ile gosterilir [7].
Tanim 3.2 x, € E olan belirli bir baglangi¢ noktasi ve Vn € N igin

Xpt1 =Sx, MNEN (3.2)
biciminde verilen iterasyon yontemi Picard algoritmasidir [7].

Tamim 3.3 x, € E olan belirli bir baslangi¢ noktasi ve Yn € N i¢in
1
Xn+1 = 5 (o + 5x7) (3.3)

ile verilen iterasyon yontemi Krasnoselskii algoritmasidir [18].
Tanim 3.4 Vn € N i¢in a,€[0,1],

Xp1 = (1 = an)xy + a,Sxy (3.4)
ile verilen iterasyon yontemi Mann algoritmasidir [19].
Tamm 3.5 Vn € N igin a,,, b,€[0,1] bir gercel say1 dizisi olup,

{xn+1 = (1 - an)xn + a, Sy, (3.5)

Yn = (1 - bn)xn + bnsxn

ifadesi ile verilen iterasyon yontemi Ishikawa algoritmasidir [20].

11



Tamm 3.6 Vn € N i¢in a,, by, ¢,€[0,1] belirli sartlar1 saglayan bir gercel say1 dizisi

olmak iizere,

Xn+1 = 1- an)xn + a,Syn
Yo = (A —by)x, + b,Sz, (3.6)
Zp = (1 —cp)x, + cpSxy,

ile verilen iterasyon yontemi Noor algoritmasidir [21].

Tamm 3.7 Vn € N i¢in a,, b,€[0,1] belirli sartlar1 saglayan bir gercel say1 dizisi

olmak iizere,

{xn+1 = (1 - an)an + a, Sy, (3.7)

Yn = (1 = bp)x, + bpSxy,
ile verilen iterasyon yontemi S algoritmasidir [22-23].

Tamm 3.8 Vn € N i¢in a,, b,€[0,1] belirli sartlar1 saglayan bir reel say1 dizisi olmak

lizere,

Xnt1 = SYn
v, =1 —a,)Sx, + a,Sz, (3.8)
z, = (1 —by)x, + b,Sx,

ile verilen iterasyon yontemi Picard S algoritmasidir [24].

Tamm 3.9 Vn € N i¢in a,, b, ¢,,€[0,1] belirli sartlar1 saglayan bir gercel say1 dizisi

olmak tizere,

Xn+1 = 1- an)yn + a,Syn
Yo = A —by)z, + b, Sz, (3.9)
Zn = (1 —cp)x, + cpSxy,

ile verilen iterasyon yontemi SP algoritmasidir [25-26].

Tanimm 3.10 Vn € N i¢in a,, b, ¢,,€[0,1] belirli sartlar1 saglayan bir reel say1 dizisi

olmak iizere,
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Xne1 = (1 — ap)yn + apSyn
v, = (1 = b,)Sx, + b, Sz, (3.10)
Zp = (1 —cp)xn + cpSxy,

ile verilen iterasyon yontemi CR algoritmasidir [27].

Tamm 3.11 Vn € N i¢in a,, b, c,€[0,1] bu sartlar ile birlikte bir gercel say1 dizisi

olmak tizere,

Xn+1 = (1 - an)an + a,Sy,
v, = (1 —b,)Sx,, + b,Sz, (3.11)
zZp = (1 — cp)x, + ¢, Sx,

ile verilen iterasyon yontemi S* algoritmasidir [28].

Tamm 3.12 Vn € N i¢in a,€[0,1] bu sartlar ile birlikte bir gercel say1 dizisi olmak

uzere,

{xn+1 = SYn (3.12)

Yo = (1 = ap)x, + a,Sx,
ile verilen iterasyon yontemi Picard Mann algoritmasidir [29].

Tamm 3.13 (Abbas ve Nazir) Vn € N i¢in a,, b, ¢,€[0,1] bu sartlar ile birlikte bir

gercel sayi dizisi olmak lizere,

Xpe1 = (1 — a,)Sy, + a,Sz,
y, = (1= b,)Sx, + b, Sz, (3.13)
Zp = (1 —cp)xy + cpSxy,

ile verilen iterasyon yontemi Abbas ve Nazir algoritmasidir [30].

Tanimm 3.14 2021 yilinda ise Kanwar ve arkadaslari tarafindan asagidaki iterasyon

yontemi tanimlanmuistir;

ax, + Sx
Xn+1 = ﬁ (3.14)

Burada a = 0 olup, @ = 0 alindiginda Picard iterasyon yontemi elde edilir [31].

13



Tanim 3.15 a > 0 olmak iizere, 2023 yilinda Sharma ve arkadaslar1 tarafindan ise

(3.14)’e dayanarak asagidaki iterasyon yontemi gelistirilmistir [32].

ax, + Sxy
Iy =———
a+1
3.15
Yn =S5z, ( )
Xn+1 = S¥n

Buraya kadar literatiirde yer alan bazi iterasyon yontemlerini gosterildi. Fakat
iterasyon yontemlerine her giin daha fazla yeni yontem eklenmektedir. Yeni iterasyon
yontemi olustururken ise mevcut iterasyon yontemlerinden daha verimli bir yontem
elde etmek amaglanmaktadir. Bu dogrultuda Sharma ve arkadaslar1 [33] asagida
verilen bilgiler dogrultusunda (3.2) ve (3.14) ile verilen iterasyon yontemlerini dikkate
alarak yeni bir yaklagim sunmuslardir. Burada sabit nokta problemleri ile alakali
olarak, S operatoriiniin sabit noktasi p olup, x, ve x; noktalarinin bu sabit noktanin iki

yaklasik baslangic degeri oldugu kabul edilmistir. x, ve x; noktalarinin birbirine ¢ok

yakin oldugu kabul edilsin. O halde Tx, ve ax;—:jxl birbirine ¢ok yakin olacaktir. Bu
kabul altinda Tx, = E8": olup,
a+1
1
x = ((@+ DSxy — S(xy)) (3.16)

elde edilir. Bu yeni yaklagim Sharma ve arkadaglari tarafindan gorsel olarak asagidaki
gibi a¢iklanmistir. Fakat her zaman (3.16) denklemi kullanilarak x; noktasinin degeri
elde edilemez. Bu durumu ortadan kaldirmak amaciyla (3.16) denkleminin sag
tarafindaki x; noktasinin degerini tahmin etmek i¢in (3.14) esitligini kullanarak

yaklagik olarak hesaplamay1 amaglamislardir [33].

14
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Sekil 3.1. Geometrik Yaklasim ile Elde Edilen Bir iterasyon Y&ntemi

Sekil 3.1. ve yukarida belirtilen diisiinceler 1s181nda (3.16) numaral ifadeye dayali

genel bir yeni iteratif yontemi asagidaki sekilde ifade etmislerdir;

s = (@ + DS¥ ~ SCxin)) (317

axn+Sxn
a+1

burada x,,; = ve a > 0’dir [33]. Bu baglamda 2024 yilinda Sharma ve

arkadaslar tarafindan agagida verilecek olan iterasyon yontemleri gelistirilmistir;
Tanim 3.16 @ > 1 olmak iizere, {x, }5= dizisi agagidaki gibi tanimlanmstir [33];
1 ax, +Sx,
y"‘&<(“+1)5""_5( a+1 )) (3.18)
Xn+1 = SYn

Tanim 3.17 ¢ > 1 ve § > 0 olmak iizere, {x,, }5, dizisi asagidaki gibi tanimlanmistir

[33];
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1 ax, + Sx
Yn = E((a + 1)Sx, — S (M»

a+1
ﬁyn+5yn>
g+1

o 5( (3.19)

Tanim 3.18 « > 1 ve § > 0 olmak iizere, {x,, }5—, dizisi asagidaki gibi tanimlanmistir

[33];
(== ((a +1)Sx, — S (MZ—J:“))
{L . (,BZn + Szn) (3.20)
" B+1

Tanmm 3.19 ¢ >1, f > 0vey > 0 olmak iizere, {x,}n-o dizisi asagidaki gibi

tanimlanmustir [33];

( 1 ax, + Sx,
= — 1 — SNCCY
Zy a((a+ )Sxp S( p—— ))
Bz, +Szn)
3 =S|(——= 3.21
y” S( B+1 G321
N S(Vyn +Syn)
\ n+1 y+ 1

Tanim 3.20 a > 1, B >0, y > 0ve u > 0 olmak tizere, {x,}n=o dizisi asagidaki

gibi tanimlansin;

1 ax, + Sx,

=E<(a+1)5x _S(—a+1 ))
pt, + St,
1)
Yz, + Sz,
( y+1 >
uyn+5yn)
u+1

II
%)

(3.22)

II
(95

xn+1 = (
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4. YAKINSAKLIK, YAKINSAKLIK HIZI, KARARLILIK VE VERI
BAGLILIGI

4.1. Yakinsakhk

Teorem 4.1.1 B bir Banach uzay1 olup, @ # E < B kapali ve digbiikey bir kiime olsun.
p, S donlisiimiiniin tek sabit noktas1 ve S: E — E (2.12) esitsizligini karsilayan bir

doniisiim olup, § < % olsun. O halde (3.22) ile verilen {x;, }p=( dizisi,a = 1, 8 > 0,

y > 0vepu > 0 olmak {lizere, S’nin tek olan p sabit noktasina giiglii bir sekilde

yakinsar.

Ispat ilk olarak (3.22) ile verilen iterasyon yontemi igin lim || x,,.; — p II= 0 oldugu
n—>oo

gosterilmelidir. (2.12) ve (2.13) esitsizlikleri de kullanilarak;

1 ax, + Sx
lt,—pl= H5<(a +1)Sx, — S(M» 4 pH

a+1

1 ax, +Sx,

=gl D -2 - (s (F557) -0
1 ax, +Sx
SE<(Q+1)||an—SP||+”S( e B ||>
1 ax, +Sx,
=— DI[Sp =S Sp—S|\————
a<(“+ )lisp = Sxull + |5 - 5 (F2 ))

1 ax, +Sx
< L@+ (st -  spl) + o Jp - L5
a((a+ )(8llp = xpll + ¢ (llp = SpID) + 6 ||p o

(4.1)
+¢>(I|p—5pll>
1 ax, + Sx,
= - éllp — Ollp—————
a<<a+)||p Xl +8|lp — =2 )

ax, + Sx, )

1
—E((a+1)5||xn—p||+5 Lt —p

Q|*—‘

0
711 |x, — pll +a—+1”5xn - P||>

<(0€ + D6 |lx, — pll +

17



< L @+ 1611, = pll + -2 1, — pll + = i, —
a a n =P a+1 n =P a+1 n =P

>

1 a+o
(1

+m) Il = pll

elde edilir. Benzer sekilde,

_ pt, + St, || ” pt, + St, ||
12 p”_”S( g+1 ) < g+1 ) Sp
,Btn+5tn ﬂtn+5tn
oo - (Bt S)| < - E2t S 4 g
sp s (5557 =+ e = ey
t., + St t., + St
_ ” _ Ptat Sty |Bn n_p” “2)
B+1 B+1
<6 (o ltw ol + 5 lst, —pll)
B+1 p+1
B 5 5B +68)
SS( t, — =+ (—— >=— t, —
ﬁ+1ll pll 'B+1“n pll BT 1 lIt;, — pll
elde edilir ve
I =l = s (B2522) = = s (B2 22) - 5]
Yn =P y+1 y+1
YZn, + Sz, YZn, + Sz,
- oo -5 (2t 52)| < - 22t S0 4 s
Jsp s (F245 |+ e = vl
z, + Sz z, + Sz
:5” YA S NV En Tt o2 “ (4.3)
y+1 y+1
14 1 )
< - I —
<6 (g llzn —pll + o sz~ pl
y o) > 6(y +96)
< _ _ — = “‘ _
<6 (g llzn —pll + oz = pl) = =z —pl
olur. Buradan
UYn + Sy
umwl—pn=Hs(j3;Tﬁ)— |
+S +S 4.4)
_ ||S <M)’n Yn) _ Sp” _ ||Sp _s (M}’n )’n)
u+1 u+1
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UYn + Sy
36” = [+ —S
14 1 é(lp — SplD
_ BV & SYn|| L ||BYn + SYn
=6§|lp-—-"Z| =6 |>——
u+1 u+1

u 1
< 5(— — ol + —— ISy, — )
1 Iy = pll +u 1 ISy, — pll

u 6 5(p+6)
ga(— ol + —— Iy, — )=— _
#+1llyn pll+#+1llyn pll 1 ly = pll

olarak bulunur. (4.1) ile elde edilen esitsizlik (4.2)’de yerine yazilirsa;

§(B +6) 1 a+é
lzn = pll = =576 (14 5+ 2o e =P (45)

elde edilir. (4.5) ile elde edilen esitsizlik (4.3)’te yerine yazilirsa;

S(B+6)5(y+96) 1 a+éd
Iy —pll s = s (ot ) e Pl @)

olur. (4.6) ile elde edilen esitsizlik (4.4)’te yerine yazilirsa;

! ”<5(,6’+5)5(y+6)6(,u+6)5<1 1+ a+é )” I
x — — e — —_—
n+1 =PI = p+1 y+1 u+1 a ala+1) *n =P @7
+8y+6u+8, 1 a+é '
AR Y (W L Y
+1ly+1u+1 a ala+1)
elde edilir. (4.7) ile elde edilen esitsizlik indirgenirse;
B+y+ou+é 1 a+é
— < 54 ( — —) —
”xn+1 p”—6 B+1y+1u+1 CZ+0((C¥+1) ”xn p”
2
+6y+du+d 1 a+d
G AL A )
B+1ly+1u+1 a ala+1)
(4.8)

3
+0y+6u+é 1 a+é

_[geBtOr+ou (1+—+—) %z — Pl
B+1ly+1u+1 a ala+1)

4
B+Sy+ou+6 1 a+é
=6 (1 - —> -

( B+1ly+1u+1 +a+a(a+1) lben—s =Pl
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n+1

+8y+6u+é6 1 a+éd

_[geBt oy +op (14=+—=222))  llx - ol
B+1ly+1u+1 a ala+1)

seklinde elde edilir.

a=1,B8>0,y>0,u>0ved €[0,1) oldugu biliniyor. O halde;

<1

0<

QIR

+6

a
a+d<a+lolupd<——<1
a+1

p+6
,6’+6<ﬂ+1olup0<ﬁ+1<1

y+é6<y+lolup0<——<1
olu
y+1

u+aé
,u+5<u+1olup0<y—<1

+1
0< - <1
\ a(a+1)
oldugu goriiliir. Buradan da;
1 a+é
0<1+4+—+ 3

a a(a+1)<

elde edilir.
6 < !
V3
secilirse,
1
5t <=
3
olacagindan;

0 < &4

ﬁ+6y+6u+6( 1 a+6) 1

+=t—
B+1ly+1u+1 a ala+1)

olur. O halde,
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a+a(a+1)

,6'+6y+6u+5< 1 a+6 )”“ )
— -
f+1ly+1u+1

n — oo iken (54
oldugundan, (4.8) ile verilen esitsizlikte lim || x,,; — p lI= 0 sonucu elde edilir. Bu
n—-oo

nedenle {x,},—, dizisi p noktasina gii¢lii bir sekilde yakinsar. Simdi bu p noktasinin

tek oldugu gosterilmelidir.
p,p* € Fs olsun. Sp = p ve Sp™ = p” olup, p # p* oldugu varsayilsin.

llp = p*ll = lISp = Sp*ll < 8llp = p*Il + @llp = SplD) = éllp — "Il < llp = p”|
elde edilir ki; bu da bir ¢eligkidir. O halde p = p* olur ve p’nin tekligi kanitlanir.

Simdi sirasiyla (3.18), (3.19), (3.20) ve (3.21) ile verilen iterasyon ydntemlerinin
yakinsakliklar1 gosterilecektir. Bunlarda (3.19) ve (3.21)’nin yakinsaklik ispatlari
[31]°de verilmistir.

Teorem 4.1.2 B bir Banach uzayi olup @ # E € B kapali1 ve disbiikey bir kiime olsun.

p, S’nin tek sabit noktasi ve S: E — E (2.12) esitsizligini karsilayan bir doniisiim olup,
6 < % olsun. (3.18) ile verilen {x,}n—, dizisi, @ = 1 olmak iizere, S’nin tek olan p

sabit noktasina giiclii bir sekilde yakinsar.

Ispat ilk olarak (3.18) ile verilen iterasyon yontemi igin lim || x,,.; — p II= 0 oldugu
n—->0oo

gosterilmelidir. (2.12) ve (2.13) esitsizlikleri de kullanilarak;

1 ax, + Sx
Iy, —pll= H5<(“ +1)Sx, — S (—)) - pH

a+1
- %”(a +1)(Sx, — p) — (5 (ax;—:[ixn) - p)”
< 2(01 + Dllsx, - spll + |5 (%> ‘5””> -
- %((a + DIISp — Sxnll + ||5p =S <wc2—iixn) )
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1
< ;((a + D(8llp = xall + ¢Cllp = 5p1D) + 8 |p -
+¢(I|p—5pll>
1 ax, + Sx,
1)éllp — Ollp————
a<<“+ )8llp = xall + 8 [p - 222 )
1 ax, + Sx
;(@‘ + D8l = pll + 8 ||——p||)
1 )
<—| (@+ Ddllx, - P||+ 71 P =Pl + 7 1Sx = pll
1 ad 52
<;<(a+1)6||xn pll+— ||xn—p||+a+1||xn—p||>
=5(14 -+,
a ala+1) n =P

elde edilir ve
xne1 — 2ll = ISyn — 2l < Sllyn —pll
olur.

(4.9) ile elde edilen esitsizlik (4.10)’da yerine yazilirsa;

1 a+o6

1xp 41 — P||<52(1+ +m>”n pll

elde edilir. (4.11) esitsizligi indirgenirse;

n+1
1 a+d6
lxps1 —pIl < (1 +—+ m) llxo — plI

olarak bulunur.

a =1 ved €[0,1) oldugu biliniyor. O halde;
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ax, + Sx,

(4.10)

4.11)

(4.12)



( 1
0<—<1

Q

+6
a+d<a+1lolu 0<a_<1
1 p

a+1
0< ato <1
\ ala+1)

oldugu goriiliir. Buradan da;

1 a+o
0<1+—+

——<3
a ala+1)

elde edilir.

segilirse,
62 <=

olacagindan;

) 1 a+d
0<é (1+—+—)<1
a ala+1)

olur. O halde,

n+1
_ 1 a+é
n — oo iken 52<1+—+—) -0
a ala+1)

oldugundan, (4.12) ile verilen esitsizlikte lim || x,,;; — p ll= 0 sonucu elde edilir. Bu
n—-oo

nedenle {x,,},—, dizisi p noktasina gii¢lii bir sekilde yakinsar. Simdi bu p noktasinin

tek oldugu gosterilmelidir.
p,p* € Fs olsun. Sp = p ve Sp* = p* olup, p # p* oldugu varsayilsin.
lp = p*ll = ISp = Sp*|l < éllp — p*Il + @(llp = Spl) = 6llp —p*Il < llp —p”|

elde edilir ki; bu da bir ¢eligkidir. O halde p = p* olur ve p’nin tekligi kanitlanir.
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Teorem 4.1.3 B bir Banach uzayi olup, @ # E S B kapal1 ve digbiikey bir kiime olsun.
p, S’nin tek sabit noktasi ve S: E — E (2.12) esitsizligini karsilayan bir doniisiim olup,

6 < % olsun. (3.19) ile verilen {x,}n—, dizisi, « = 1, B > 0 olmak iizere, S’nin tek

olan p sabit noktasina gii¢lii bir sekilde yakinsar.

Ispat ilk olarak (3.19) ile verilen iterasyon yontemi igin lim || x,,.; — p II= 0 oldugu
n—->0oo

gosterilmelidir. (2.12) ve (2.13) esitsizlikleri de kullanilarak;

1 ax, +Sx
Iy —p lI= H5<(“ + 1)Sx, =S (a—-|-1>> - pH

_ %”(a +1)(Sx, — p) — (5 (M> - p)”

a+1

1 ax, +Sx
SE<(a+1)|Ian—SP||+||S< - ”) ||>

1 axn+5xn
= a(“‘ = Dlsp=sual + |5 =5 (5 7) )

1 ax, +Sx,
< — — _al =
_a<(a+1)(6||p xall + ¢ (llp = 5pID) + 6 [[p - 222

+ ¢(lp — Sp”) (4.13)

1 ax, + Sx,
=— 1dllp — 6llp —————

(Dol =i+ 6 p - 3]

1 ax, +Sx

- 2@+ vt - p||+6||M—p||>
<1 (a + 16| I+l Il + ° IS I

P n = PIUT T X =PI T 0% = P

1 ad 52
<5(< + D8l = pll +— ||xn—p||+a+1||xn—p||)

6(1+1+ ato )|| |

a ala+1) *n =P
elde edilir.
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+S +S
e == (25 %) = = s (555) - ]

B+1 B+1
= o5 (F7)
<o BygT +¢(llp - Spl)
B Byn + Sy BYn + Syn 19
=5 T E¥1 |W‘ |

B 1
<6 (g lbn — ol + 5 Sy — )

I ) ICET))
<6 (g lbn —pl+ 5l = pll) = =5l =l

olarak bulunur. (4.13) ile elde edilen esitsizlik (4.14) esitsizliginde yerine yazilirsa;

WD s (142422 s, ol

IXns1 —pll < B+ 1 m

(4.15)

,B+6 a+é

=6 F+1 1 s 2@+ D ll2x, — pll
elde edilir. (4.15) esitsizligi indirgenirse;
n+1

B+ 5( 1 a+d

<8280 (142 ————J _ 4.16

olarak bulunur. ¢ > 1, >0 ve § € [0,1) oldugu biliniyor. O halde;

( 1
0<-=-<1
a
a+oé
a+6<a+1olup0<a—+1<1
\ B+6
B+6<B+1olup0<m<1
0< atd <1
\ a(a+1)
oldugu goriiliir. Buradan da;
0<1+1+ atd 4
a(a+1)

25



elde edilir.

6 <

-

secilirse,
6% <=

olacagindan;

0<ﬁﬁ+6@+1+ a+5><1
p+1 a ala+1)

olur. O halde,

n+1
n — oo iken 62w<1+1+a—+5) -0
B+1 a ala+1)

oldugundan, (4.16) ile verilen esitsizlikte lim || x,,;; — p lI= 0 sonucu elde edilir. Bu
n—-oo

nedenle {x,},, dizisi p noktasina gii¢lii bir sekilde yakinsar. Simdi bu p noktasinin

tek oldugunu gosterilmelidir.
p,p* € Fsolsun. Sp =pve Sp* =p”olup, p # p* oldugu varsayilsin.

lp = p*ll = [ISp = Sp*Il < 8llp = p*ll + @(llp = SplD) = éllp —p*Il < llp —p”|
elde edilir ki; bu da bir ¢eligkidir. O halde p = p* olur ve p’nin tekligi kanitlanir.

Teorem 4.1.4 B bir Banach uzay1 olup, @ # E < B kapali ve digbiikey bir kiime olsun.
p, S’nin tek sabit noktasi ve S: E — E (2.12) esitsizligini karsilayan bir doniisiim olup,

6 < 3—;5 olsun. (3.20) ile verilen {x, }y=o dizisi, @ = 1, B > 0 olmak iizere, S nin tek

olan p sabit noktasina gii¢lii bir sekilde yakinsar.

Ispat i1k olarak (3.20) ile verilen iterasyon yontemi igin lim || x,,.; — p = 0 oldugu
n—-oo

gosterilmelidir. (2.12) ve (2.13) esitsizlikleri de kullanilarak;
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1 ax, + Sx
Iz, —p = HE<(Q + 1)Sx, —S(ﬁ» —PH
1 ax, +Sx,
o+~ (5(£5532) )
L@ vem = - (s(F27) -

1 ax, + Sx
SE((a+1)||an—Sp||+||S( e B ||>

)

1 ax, +Sx,
< _ — — - - =
< a<("‘+ D(6llp = xall + Cllp = 5pID) + 8 ||p - =25~

)

ax, +Sx,
(@ + Ddllx, - pll + 8 |20 p||)

1 ax, +Sx,
=— DI|Sp—S Sp—-S|{———
a((‘” Jlisp = Sxall + [Jsp — 5 (F2=2)

(4.17)

¢lp — Spll)

ax, + Sx,
a+1

~( @+ sl =l + 8 jp -

a 0
(a+ D8llxy, = pll + —— llx = pll + —— 1S3, - pn)

IA IA
RIm KRIkF QI*—‘Q

—_
/\/\/\/\ +

ad 52
(@ + D8llxy = pll + = llxn = pll + ——— llxa =Pl

|l = pll

Il
(e9)
/
—_
+
RIrF
+

elde edilir ve

+S +S
== s (555) =l = s (5555) - 0

f+1
=||5p‘5<%> <o —% +¢(llp - Spl
:6”p_ﬁzgiizn :6|ﬁzgiizn‘ | (4.18)
<8 (g o = pll + g sz = )
S(S([%Ilzn—pll +'8f_1”2n—p”>
6(B+96)
=1 ol

olur.
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lxn+1 — 2ll = ISy — 2l < 6Sllyn — pll

olarak bulunur. (4.17) ile elde edilen esitsizlik (4.18)’de yerine yazilirsa;

| ”<5(ﬁ+5)6(1 1 ats
Yo =PI = p+1 a ala+1)

ﬁ+6(1 1 a+é

F+il et a@rn) =

)i, =l
= 52
elde edilir. (4.20) esitsizligi de (4.19)’da yerine yazilirsa;

n 1< (142 s bl
nt1 ~PI= f+1 a ala+1) *n =P

olarak bulunur. (4.21) esitsizligi indirgenirse;

n+1
B+6/ 1  a+é
e < 3 R —

olarak bulunur. « > 1, > 0 ve § € [0,1) oldugu biliniyor. O halde;

1
0<—-<1

S

a+é8

<1
a+1

a+d<a+1lolup0<

p+6
ﬁ+6<,8+1olup0<ﬁ+1<1
a+é

0<——=<1
\ a(a+1)

oldugu goriiliir. Buradan da;

1 a+o
0<1+—+

——<3
a ala+1)

elde edilir.

secilirse,
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(4.19)

(4.20)

4.21)

(4.22)



85 <=
olacagindan;

0<53M(1 +l+a—+8><1
g+1 a ala+1)

olur. O halde,

" 63'B+5<1+1+ a+6 )n+1 0
— 00 —_— -t -
n ten B+1 a ala+1)

oldugundan, (4.22) ile verilen esitsizlikte lim || x,,;; — p ll= 0 sonucu elde edilir. Bu
n—-oo

nedenle {x, }n-, dizisi p noktasina giiclii bir sekilde yakinsar.
Simdi bu p noktasinin tek oldugu gdsterilmelidir.
p,p* € Fs olsun. Sp = p ve Sp* = p* olup, p # p* oldugu varsayilsin.
lp ="l = ISp = Sp*[l < 8llp = "Il + @(llp = SplD) = éllp = p*Il < llp —p”|
elde edilir ki; bu da bir ¢eligkidir. O halde p = p* olur ve p’nin tekligi kanitlanir.

Teorem 4.1.5 B bir Banach uzay1 olup, @ # E < B kapali ve digbiikey bir kiime olsun.
p, S’nin tek sabit noktasi ve S: E — E (2.12) esitsizligini karsilayan bir dontistim olup,

o< 3—% olsun. (3.21) ile verilen {x,}y=o dizisi, ® =1, B > 0, y > 0 olmak iizere,

S’nin tek olan p sabit noktasina giiclii bir sekilde yakinsar.

Ispat i1k olarak (3.21) ile verilen iterasyon yontemi i¢in lim || x,,.; — p = 0 oldugu
n—0oo

gosterilmelidir. (2.12) ve (2.13)’de kullanilarak;
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a+1

- %“(0{ + (K, —p) = (8 (ax;—:i%> -»)|

1 ax, + Sx
< E((a + 1)[|Sx,, — Spll + ||5 (M> - Sp”)

a+1

1 ax, +Sx
|un—pk{h<m+1ﬂ%—5(—1——9>—4|

ax, +an>
a+1

1

1
s;<m+1X&m—%M+¢ﬂm—SMD

ax, + Sx
5” _ Hn T oXn _g
+6|p p— + ¢(llp — Spll
. . (4.23)
ax, + Sx,
== 1)6llp — §lp——2—""n
aQa+)np xall 48 [p - 22 )
ax, + Sx
~ 2@+ vty =+ 8|2
<1 (a+ 16| Il + | Il + d IS I
a @ n =P a+1 n =P a+1 =P
< 1 @+ D8y = pll + =2 fy = pll + = 1, =
a @ n =P a+1 n =P a+1 n =P
—5@+1+ “+6)n I
B a ala+1) n =P
elde edilir ve
bz, + Sz, Bz, + Sz,
—oll = s (F5 ) |l = s (G ) =)
Iy =pll = |s (S5 1) ) s
Bz, + Sz, Bz, + Sz,
5 —S(—) < || _2 2 L gllp - S
5o s (555 |+ ot = sl
+S +S
:5” _M M_ || (4.24)
[+1 f+1
p 1 )
< —
< 6 (gl = pll + 5 ISz —pl

8 5 _5(B+6)
SSQ:EM%_p”+ﬁ+1Wn-mQ_—E:T—mn—m
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elde edilir. Buradan

+S +S
P =2l = 5 (5577) =] = [s(5557) -]

y+1 y+1
YYn + Syn>
|| p ( y+1
YV + Sy,
<6 o -2 + oo = spl
(4.25)
=5|| _YYn Sy |Vyn+5yn_ ”
P y+1 y+1 P
<6 (Ll pll + Sy~ 1]
=2\ F1 Yn—D VT 1 Yn—P
y é 6y +9)
< (Tt 2 pl) =2 D,
y+1||yn pll y+1||yn rll ] lyn = pll
olarak bulunur.
(4.23) ile elde edilen esitsizlik (4.24)’te yerine yazilirsa;
6(B+9) 1 a+é
<514+ —_ —
Iy =pll = =756 (145 + 2y e =P
(4.26)
B+ 6( 1 a+d )
=52 — 1 —_t —
J B+1 +a+a(a+1) lbxn =l
elde edilir. (4.26) esitsizligi (4.25)’te yerine yazilirsa;
p+d6y+ 6( 1 a+o )
—-pll €83 —-—— —+— — 4.27
Iass —pll < 0° 5 (14 o4 o) I = (427)
olur. (4.27) esitsizligi indirgenirse;
B+Sy+6, 1 +5
y a
<320 TO 2 —) - 4.8

olarak bulunur. ¢ =1, > 0,y > 0 ve § € [0,1) oldugu biliniyor. O halde;
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<1

QIR

0<

a+é6

<1
a+1

a+d6<a+1olup0<

+85<B+1o0l 0<ﬁ+5<1
{B B olup 1

y+46
y+6<y+1olup0<y—<1

+1
0< ato <1
\ ala+1)
oldugu goriiliir. Buradan da;
1 a+é
0<1+—+ 3

—<
a ala+1)

elde edilir.
6 < .
V3
segilirse,
1
5 <=
3
olacagindan;

+8y+46 1 +6
Broy s 1, ard)y

0<é63 — —+
f+1y+1 a ala+1)

olur. O halde,

n+1
+6y+6 1 +6
P H0Y (14-+—2"5)] =0
a ala+1)

oldugundan, (4.28) ile verilen esitsizlikte lim || x,,,; — p ll= 0 sonucu elde edilir. Bu
n—->oo

nedenle {x,},—, dizisi p noktasina gii¢lii bir sekilde yakinsar. Simdi bu p noktasinin

tek oldugu gosterilmelidir.

p,p* € Fs olsun. Sp = p ve Sp* = p* olup, p # p* oldugu varsayilsin.

32



llp = p*ll = lISp = Sp*ll < 8llp = p*Il + @llp = SplD) = éllp — "Il < llp = p”|
elde edilir ki; bu da bir ¢eligkidir. O halde p = p* olur ve p’nin tekligi kanitlanir.

Ornek 4.1.6 f(x) = 3x?2 —9x + 1 olmak iizere, E = [0,1] i¢in S:[0,1] = [0,1],

2
Sx = 3x9+1 bi¢iminde tanimlansmn. ¢: [0, ) — [0,0) ve ¢(t) = % olsun. Burada

¢’nin artan ve siirekli bir fonksiyon olup, ¢(0) = 0 sartin1 sagladigi gorilmektedir. S
doniislimiiniin contractive-like doniisiim kosulunu sagladigr gosterilmelidir. Bu

kosulun saglandig1 Matematica programi kullanilarak Sekil 4.1.’de gosterilmistir.

W | (1+35%)+ L1357
¥ ¥ -

W 5 L 0se

Sekil 4.1. S Doniisiimiiniin Contractive-Like Oldugunun Gdésterimi

0.118
iterasyon (3.18)
iterasyon (3.19)

0.1175 ——!terasyon (3.200] J
iterasyon (3.21)
iterasyon (3.22)

0117

0.1165 [

el \

0.1155 | = ;

0115

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Sekil 4.2. iterasyon (3.18), Iterasyon (3.19), terasyon (3.20), Iterasyon (3.21) ve
Iterasyon (3.22) I¢in Yakinsaklik Davranislari
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Cizelge 4.1. Iterasyon (3.18), Iterasyon (3.19), Iterasyon (3.20), iterasyon (3.21) ve
Iterasyon (3.22) I¢in Yakinsaklik Davranislarinin Sayisal Degerleri

;i:: iterasyon (3.18) Iterasyon (3.19) iterasyon (3.20) iterasyon (3.21) Iterasyon (3.22)
0 0,99000000000000 | 0,99000000000000 | 0,99000000000000 | 0,99000000000000 | 0,99000000000000
1 0,17685039985005 | 0,12744905800158 | 0,11652553190627 | 0,11571464997194 | 0,11556608611265
2 0,11604407092818 | 0,11558014592121 | 0,11556279329078 | 0,11556269214003 | 0,11556268951497
3 0,11556560041718 | 0,11556271383041 | 0,11556268952479 | 0,11556268951512 | 0,11556268951365
4 0,11556270707614 | 0,11556268954753 | 0,11556268951443 | 0,11556268951398 | 0,11556268951365
5 0,11556268961961 | 0,11556268951701 | 0,11556268951411 | 0,11556268951373 | 0,11556268951365
6 0,11556268951429 | 0,11556268951665 | 0,11556268951396 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365
7 0,11556268951420 | 0,11556268951515 | 0,11556268951378 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365
8 0,11556268951412 | 0,11556268951425 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365
9 0,11556268951399 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365
10 0,11556268951386 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365
11 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365

Bu doniistimiin sabit noktasinin p = 0,11556268951365 oldugu goriiliir. x, = 0.99
baslangi¢c kosulu altinda a =7, $=0.2, y=0.1, u=0.3ve § € [0.55,0.76]
olsun. Bu durumda asagida verilen grafik ile yeni gelistirilen iterasyon yonteminin
yakinsaklik bakimindan diger hizli

iterasyon yontemlerinden daha oldugu

gosterilmistir.

Sekil 4.2. ile grafiksel olarak Iterasyon (3.18), iterasyon (3.19), iterasyon (3.20),
fterasyon (3.21) ve Iterasyon (3.22) nin sabit noktaya ulastiklar1 goriiliir.

Cizelge 4.1.’den goriilecegi iizere Iterasyon (3.18) 11. adimda, Iterasyon (3.19) 9.
adimda, Iterasyon (3.20) 8. adimda, Iterasyon (3.21) 6. adimda ve iterasyon (3.22) 4.

adimda sabit noktaya ulastiklar1 goriilmektedir.
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4.2. Yakinsakhik Hiz1

Glinlimiiz ¢alismalarinda elde edilen sonucun yani sira bu sonuca ulasmak icin
harcanan zaman, emek ve sonucun var olan duruma etkisi 6nem kazanmaktadir. Bu
nedenle hiz caligmalar1 ya da programlama da kullanilan RAM miktar1 énem arz
etmektedir. Bu nedenle az adimda sonuca yani sabit noktaya ulagmak biiyiik 6nem
tagir. Sabit nokta iterasyon yontemlerinin yakinsaklik hizi, bir dizinin sabitledigi
degere ne kadar cabuk yaklagtigin1 gosteren kritik bir Olgiittiir. Bir iterasyon
yonteminin etkinligini belirlemede anahtar rol oynar. Yakinsaklik hiz1 temelde, hata
teriminin her adimda nasil kiiclildiigiinii ifade eder. Uygulamali matematikte ve
miihendislik uygulamalarinda yakinsaklik hizi, bir yontemin pratik uygulanabilirligi
acisindan hayati 6neme sahiptir. Ozellikle biiyiik 6lgekli problemlerde veya hassas
sonuglar gerektiren durumlarda, yavas yakinsayan bir yontem kabul edilemez
derecede uzun hesaplama siirelerine yol agabilir. Bu nedenle, miimkiin olan en hizl
yakinsaklik hizina sahip yontemleri segmek veya mevcut yontemleri hizlandirmak i¢in

cesitli teknikler gelistirmek arastirmalarin odak noktasi olmustur.

Teorem 4.2.1 B bir Banach uzay1 olup, @ # E < B kapali ve digbiikey bir kiime olsun.

p, S’nin tek sabit noktasi ve S: E — E (2.12) esitsizligini karsilayan bir dontistim olup,
6 < % olsun. Baglangi¢ degerleri x, = u, € E igin {x, }n=o dizisi (3.22) ile verilen
iterasyon dizisi ve {u,}n= dizisi (3.18) ile verilen iterasyon dizisi olsun. O halde

{xn}nzo dizisi {u, }neo dizisinden daha hizli yakinsar.

Ispat Teorem 4.1.1’in ispatinda asagidaki esitsizlige ulasilmusts;

n+1
,8+6]/+6u+6( 1 a+é
ol <[ 54 142 ____) _ 4.29

a=>1,>0,y>0,u>0ved €[0,1) oldugu biliniyor. O halde;

(B45<B+10up0<P i1
p+0<f+Tolup0<iiy

{y+o<y+lolupd<——<1
olu
V+1

Lo<utioup0o<PtTl g
G prlopP<""
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oldugundan, (4.29) esitsizligi,

n+1
1 a+d6
lxps1 —pIl < (54 (1 + P + m)) llxo — plI

seklinde yazilabilir.

Teorem 4.1.2°nin ispatinda ise agagidaki esitsizlige ulasilmisti;

1 n 5 n+1
a
=87 (14 +—— =) -

Simdi a,, , b, ve ¥, dizileri asagidaki gibi tanimlansin;

1 a+6 "

an = 84 (14— + m) llxo — pl
1 a+8 \"

by = 62001 +a+m) o — pl

a ala+1)

n+1
o4 (14 2+ L0 g —

a ala+1)

n+1
5200 (14 2+ —EE0) " g — pl

(4.30)

(4.31)

— 62(n+1)

Buradan, lim W, = 0 oldugu goriiliir. Tanim 2.18’den {x,}y=, dizisinin {u,}no
n—>oo

dizisinden daha hizl1 yakinsadigi bulunmus olur.

Teorem 4.2.2 B bir Banach uzay1 olup, @ # E < B kapali ve digbiikey bir kiime olsun.

p, S’nin tek sabit noktasi ve S: E = E (2.12) esitsizligini karsilayan bir doniigiim olup,

6 < % olsun. Basglangi¢ degerleri x, = u, € E igin {x, }n=o dizisi (3.22) ile verilen

iterasyon dizisi ve {u,}n= dizisi (3.19) ile verilen iterasyon dizisi olsun. O halde

{xn}nzo dizisi {u, }neo dizisinden daha hizli yakinsar.

Ispat Teorem 4.1.1°in ispatinda asagidaki esitsizlige ulasilmusti;
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n+1
,8+6]/+6u+6( 1 a+é
ol <[ 5% 142 ____) _ 4.32

a=>1,>0,y>0,u>0ved €[0,1) oldugu biliniyor. O halde;

( y+46
y+6<y+1olup0<VT<1

1
Lo <ut1olup0o<PTl g
u kot Tolup 0 <2

oldugundan, (4.32) esitsizligi,

n+1
p+6 1 a+d
|xp41 — Pl < (54m (1 + P + m) llxo — plI (4.33)

seklinde yazilabilir. Teorem 4.1.3’iin ispatinda ise agagidaki esitsizlige ulasilmisti;

n+1
B+6 1 a+é
lunsr — oIl < (52 P+l (1 +t-+ m) luo — pll (4.34)

Simdi a,, , b,, ve ¥, dizileri asagidaki gibi tanimlansin;

n+1
an:6MMDﬂ+6(1 1 a+6

B+ 1 E+ﬂa+ﬂ> o =Pl

b—az(n“)ﬁM( 1 a+6 \""
L = rPre

1+—4+—" —
B+1 +a+a(a+1)) o =l

n+1
s EEC (14 24+ L0 iy — pl

[ — % = ﬁ +1 @ a(a + 1) — 6‘2(7’l+1)
n bn §52(n+1) ,8 + 6 (1 + l + a—+6)n+1 ” — “
B+1 a ala+1) o =P

Buradan, lim W, = 0 oldugu goriiliir. Tanim 2.18’den {x,}n=, dizisinin {u,}no
n—oo

dizisinden daha hizli yakinsadigi bulunmus olur.

Teorem 4.2.3 B bir Banach uzay1 olup, @ # E < B kapali ve digbiikey bir kiime olsun.
p, S’nin tek sabit noktasi ve S: E = E (2.12) esitsizligini karsilayan bir doniisiim olup,
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6 < 3—;5 olsun. Baslangi¢ degerleri x, = uy € A igin {x,, }n=o dizisi (3.22) ile verilen

iterasyon dizisi ve {u,, }n=o dizisi (3.20) ile verilen iterasyon dizisi olsun. Bu durumda

{xn o dizisi {u, }neo dizisinden daha hizli yakinsar.

Ispat Teorem 4.1.1’in ispatinda asagidaki esitsizlige ulasilmusts;

n+1
B+8y+8u+6, 1  a+6
—-pll < | 64 (1 — —) — 4.35
041 =l ( rrt riar i et a@rn)) el 439

a=>1,>0,y>0,u>0ved €[0,1) oldugu biliniyor. Boylece;

( y+46
y+6<y+1olup0<VT<1

1
Lo <utiolup0o<PtTl g
u po+ Tolup 0 <2

oldugundan, (4.35) esitsizligi,

n+1
B+6 1 a+d
lxp41 —pIl < (54m<1 +E+m) llxo — 2l (4.36)

seklinde yazilabilir. Teorem 4.1.4’iin ispatinda ise asagidaki esitsizlige ulasilmisti;

n+1
B+6, 1 a+é
luper — oIl < (53 P+l (1 + P + m) llug — pll (4.37)

Simdi a,, b, ve ¥, dizileri asagidaki gibi tanimlansin;

n+1
an:64("+1)ﬁ+6<1 1 a+é

B+1 E+a(a+1)) lbxo =l

n+1

+6 1 a+o
b, = s T2 ) ool

1 — - @
p+1 +a+a(a+1)

n+1
54(n+1)w(1 +l+“—+6) llxo — 2l

w _an B+1 a ala+1) _ sn+l
== =
by i BES 1, a+dé \"™
(n+1) — 4= _
g ﬁ+1<1+a+a(a+1)) lluo =l

38



Buradan, lim W, = 0 oldugu goriiliir. Tanim 2.18’den {x,}n=, dizisinin {u,}no
n—oo

dizisinden daha hizli yakinsadigi bulunmus olur.

Teorem 4.2.4 B bir Banach uzayi olup, @ # E S B kapal1 ve digbiikey bir kiime olsun.
p, S’nin tek sabit noktasi ve S: E — E (2.12) esitsizligini karsilayan bir doniisiim olup,

6 < % olsun. Baglangi¢ degerleri x, = uy € A igin {x,, }n=o dizisi (3.22) ile verilen

iterasyon dizisi ve {u, }n=o dizisi (3.21) ile verilen iterasyon dizisi olsun. Bu durumda

{xn}neo dizisi {u, }neo dizisinden daha hizli yakinsar.

Ispat Teorem 4.1.1’in ispatinda asagidaki esitsizlige ulasilmusts;

n+1
B+Sy+6u+6, 1  a+6
—pll < | 8% — — 4.38

a=>1,8>0,y>0,u>0ved €[0,1) oldugu biliniyor. O halde;

rs<utiolupo<htd g
0 [ —
u u up0 <

oldugundan, (4.38) esitsizligi,

n+1
p+6y+4 1 a+o
lxp+1 — Il < <54my+—1<1 + P + m) llxo — pll (4.39)

seklinde yazilabilir. Teorem 4.1.5’in ispatinda ise asagidaki esitsizlige ulasiimisti;

n+1
B+8y+6 1 a+é
luper —pll < (53—]/—(1 + P + m) lluo — pll (4.40)

Simdi a,, b, ve ¥, dizileri asagidaki gibi tanimlansin;
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B+6y+6 1 a+6 \""!
4(n+1) T _
=0 ﬁ+1y+1( a+a(a+1)) o =l
b, 63(n+1)ﬁ+5)/+5< l+a—+5>n+1 llug — pll
p+1y+1 a ala+1) 0= P
+1
4(n+1)ﬁ+6y+6( l a+é )n _
w _an_5 Friyriltata@sn) I p”_6n+1
== =
b, B+6y+4 1, a+6 \""
n+1) - el T L —
O Ty +1< +a+a(a+1)) o =l

Buradan, lim W, = 0 oldugu goriiliir. Tanim 2.18’den {x,}n=, dizisinin {u,}no
n—oo

dizisinden daha hizli yakinsadigi bulunmus olur.

Aciklama 4.2.5 Verilen teoremlerde; Teorem 4.1.1°de § < 4—\% , Teorem 4.1.2 ve

Teorem 4.1.3’te § < — \/_ , Teorem 4.1.4 ve Teorem 4.1.5’te § < % , Teorem 4.2.1 ve

Teorem 4.2.2°de § < — \/_ , Teorem 4.2.3 ve Teorem 4.2.4’te § < 3—\}5 olmak iizere farkl
6 araliklart secildigi goriilmektedir. Burada ki amag iterasyonlarin uygulanabilir

oldugu en genis § araligin1 segmektir. § < % secilerek tiim ispatlar i¢in ortak bir

¢oziimde alinabilir. Fakat unutmamak gerekir ki bu durum uygulanabilir § araligini

daha kii¢tik bir hale getirir.

Ornek 4.2.6 Ornek 4.1.6’nin verileri kullanilarak klasik anlamdaki bazi iterasyonlar,
Kanwar ve arkadaslar tarafindan tanimlanan iterasyon yontemleri ile bu ¢alismada

ortaya konulan iterasyon yonteminin yakinsaklik bakimindan karsilagtirmalar1 Cizelge

4.2., Sekil 4.3. ve Sekil 4.4.’de verilmistir.
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Cizelge 4.2. iterasyon (3.14), Iterasyon (3.15) ve Baz1 Klasik Iterasyon Yontemleri i¢in Yakisaklik Davranislariin Sayisal Degerleri

Adim Sayssi iterasyon (3.14) iterasyon (3.15) Krasnoselskii Mann iterasyon Ishikawa Iterasyon Noor Iterasyon SP iterasyon Abbas ve Nazir

Iterasyon Y 6ntemi Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi iterasyon Yontemi
0 0,99000000000000 | 0,99000000000000 | 0,99000000000000 | 0,99000000000000 | 0,99000000000000 | 0,99000000000000 | 0,99000000000000 | 0,99000000000000
1 0,92097638888889 | 0,16281537522692 | 0,71390555555556 | 0,93478111111111 | 0,91657338193926 | 0,91565500327702 | 0,57754067814619 | 0,19229353648723
2 0,85508479203712 | 0,11586126788968 | 0,49745185704218 | 0,88154130196745 | 0,84807990759897 | 0,84648883753081 | 0,32302163623550 | 0,11678952485915
3 0,79255349865358 | 0,11556425920156 | 0,34552454242243 | 0,83040211845096 | 0,78445706973182 | 0,78239412636816 | 0,19923492665885 | 0,11557753503400
4 0,73354574388694 | 0,11556269775562 | 0,24821569500281 | 0,78145860699457 | 0,72557369028653 | 0,72319961678011 | 0,14751471571002 | 0,11556286825272
5 0,67816180472224 | 0,11556268955693 | 0,18993190826458 | 0,73477977588776 | 0,67124801096853 | 0,66868896881566 | 0,12748266288958 | 0,11556269166553
6 0,62644311107852 | 0,11556268951601 | 0,15653386465068 | 0,69040962004522 | 0,62126310867743 | 0,61861620698193 | 0,11996912406312 | 0,11556268953956
7 0,57837790155833 | 0,11556268951553 | 0,13790629634464 | 0,64836861726684 | 0,57537959792198 | 0,57271805970554 | 0,11718601924871 | 0,11556268952456
8 0,53390792762789 | 0,11556268951491 | 0,12767839482313 | 0,60865559544648 | 0,53334579565327 | 0,53072355524065 | 0,11615996200418 | 0,11556268951941
9 0,49293572869596 | 0,11556268951445 | 0,12211171505122 | 0,57124986814189 | 0,49490563631887 | 0,49236129176995 | 0,11578234095573 | 0,11556268951502
10 0,45533205285723 | 0,11556268951421 | 0,11909662490662 | 0,53611353950055 | 0,45980466773516 | 0,45736479285532 | 0,11564345399924 | 0,11556268951456
11 0,42094307173726 | 0,11556268951399 | 0,11746786901956 | 0,50319388756946 | 0,42779445740542 | 0,42547632285215 | 0,11559238422808 | 0,11556268951412
12 0,38959712122747 | 0,11556268951378 | 0,11658927344067 | 0,47242574620654 | 0,39863571327477 | 0,39644948737518 | 0,11557360712694 | 0,11556268951365
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Cizelge 4.2.(devam) Iterasyon (3.14), Iterasyon (3.15) ve Baz1 Klasik iterasyon Yontemleri i¢in Yakinsaklik Davranislarinin Sayisal Degerleri

13 | 036111078316579 | 0,11556268951367 | 0,11611570205613 | 0,44373381888629 | 0,37210038563152 | 0,37005089163986 | 0,11556670346887 | 0,11556268951365
14 | 0,33529419906390 | 0,11556268951365 | 0,11586054929428 | 0,41703487150955 | 0,34797297617081 | 0,34606108013425 | 0,11556416527443 | 0,11556268951365
15 | 031195557140005 | 0,11556268951365 | 0,11572310801649 | 0,39223976493821 | 0,32605124090729 | 0,32427493727576 | 0,11556323208756 | 0,11556268951365

0,11556268951365 0,11556268951365

38 | 0.12822473956254 | 0.11556268951365 | 0 11556268961908 | 0.14862272039616 | 0,13633150660156 | 0,13611251324486 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365
0,11556268951365 0,11556268951365 | 0,11556268951365

60 | 0.11642044020401 | 0.11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11953587161754 | 0,11779079450833 | 0,11776531051288 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365
0,11556268951365 | 0,11556268951365 0,11556268951365 | 0,11556268951365

297 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951408 | 0,11556268951373 | 0,11556268951373 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365
0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 0,11556268951365 | 0,11556268951365

354 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951375 | 0,11556268951368 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365
355 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951373 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365
0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365

375 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365 | 0,11556268951365
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4.3. Kararhhk

Kararlilik kavrami sabit nokta teorisinde etkin ve ilgi ¢ekici bir konudur. Karalilik, ele
alinan bir dizi yerine farkli bir dizi alindiginda ya da bazi agamalardaki degisimler s6z
konusu oldugunda bu dizinin davraniglarinin incelenmesidir. Eger bu degisim kiiciik
degisimlere ya da hicbir degisime sebebiyet vermediyse dizi kararlidir denir. Eger
dizide biiyiik degisimler s6z konusu ise kararlilik kavrami ortadan kalkar. Bir¢ok
arastirmaci keyfi diziler alarak kararlilik ¢aligmalar1 yapmistir. Fakat son yillarda
yapilan ¢alismalar keyfi diziler ele almanin hatali oldugunu ortaya koymustur. Bunun
yerine verilen diziye denk bir dizi ele alindiginda daha saglikli sonuglara ulasildig:
goriilmiistiir. Literatiirdeki ¢aligmalardaki 6rneklere bakildiginda hep denk dizilere yer
verilmistir. Fakat teori ispatlanirken keyfi dizi secilmesinden bahsedilmektedir.
Karalilik meselesi sadece sabit nokta teorisinde kullanilan bir kavram degildir.
Uygulamali matematikte, fizik, kimya ve daha pek ¢ok bilim dalinin da etkin olarak
ele aldigr bir ¢alisma konusudur. Bu sebeple de kararlilik konusunda yapilan

calismalarda dizi se¢imine dikkat edilmelidir.

Teorem 4.3.1 B bir Banach uzayi olup, @ # E € B kapali ve digbiikey bir kiime olsun.

p, S doniisiimiiniin tek sabit noktast ve S:E — E donilistimii (2.12) esitsizligini
karsilayan bir doniisiim olup, 6 < % olsun. (3.22) ile verilen {x,}n-, dizisi, @ = 1,

B >0, y > 0vepu > 0 olmak iizere, w?-kararhdir.

Ispat {u,}>_,, E’da rastgele bir dizi olsun. (3.22) tarafindan olusturulan dizinin
Xns1 = f(S,x,) tek olan p sabit noktasina yakinsadigi ve &, = |[u,e1 — F (S, u )l
oldugu varsayilsin. Iterasyon yonteminin w?-kararli oldugunu gostermek icin,
lim e, =0 & lim u, = p oldugu gosterilmelidir.

n—oo n—oo

Oncelikle lim &, = 0 oldugu varsayilsin.
n—-oo

”un+1 - p” = ”un+1 - f(S; un) + f(S: un) - p”
< lunsr = FSull + IF (S up) — pll = &0 + IF (S, un) —pll

elde edilir. (4.7) ile verilen esitsizlikten faydalanilirsa,
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,8+5y+6,u+5< 1

5
Brily+1iu+1 )””“_p”

Uny1 — Pl < &, + 6% t+—+t—0=
llun+s —pll n a ala+1)

olarak yazilir. § < % ,a=>1, >0, y>0vepu > 0 oldugundan,

4,8+6y+6u+6< 1+ a+é )<1
B+1ly+1u+1 a ala+1)

olur. Hipotez geregi lim &, = 0 oldugu kabul edilmisti. Dolayisiyla Tanim 2.20
n—-oo
kullanilarak lim u, =p  oldugu goriilmis olur. Simdi lim u, =p oldugu
n—->oo n—->oo

varsayilsin.

&n = ”un+1 - f(S; un)” = ”un+1 —p+p-— f(S: un)”
< lupsr — 2l + llp = F(S u)ll
= lups1 — pll + IF (S, upn) — pll

B+6y+6u+6( +1+ a+6
B+1ly+1u+1 a ala+1)

< lltnsr = Il + 8* )l = ol

Bu esitsizlik i¢in lim u,, = p hipotezinden yola ¢ikarak lim &, = 0 oldugu goriiliir.
n—oo n—-oo

Dolayisiyla (3.22) ile verilen iterasyon ydntemi w?-kararhdir.

Ornek 4.3.2 Ornek 4.1.6°daki veriler goz 6niine almip, S doniisiimii ve (3.22)

3x2+1
9

iterasyonu yeniden yazilirsa Sx,, =

9ax, +3x2 +1
m, =

9(a+1)
1 3x24+1 3m2+1
tn = E(((X + 1) 9 - 9
, :9,6’tn+3t,21+1
" IB+1)
3v2+1
Zn =g — (4.41)
" =9yzn+32,§+1
" Ay +1)
3wz +1
Yn = 9
_ Ouy, +3y2 +1
" I(u+1)
3k2+1
Xnt1 = g
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elde edilir. Bu esitlikler (3.22) ile verilen iterasyon yonteminin diizenlenmis
versiyonudur. Bu esitlikler sonucunda Ornek 4.1.6°dan da goriilecegi {izere

p = 0,11556268951365 olarak elde edilmistir. O halde {u,}n-, dizisi

", = (9 ;/_ ) L Cecilirse llmlxn u,| = 0 oldugu goriiliir. Dolastyla {u,}o,

dizisi {x;, }p= dizisinin bir denk dizisi olur.

3uf+1 l((9—\/6_9)2(n+1)2
9

o e
U, 4o dizisi icin Su,, =
{ n}n—O ¢ n 9 12n2

+ 1) elde edilir. (4.41) esitligine

benzer bigimde yazilarak {u, 1 }n=o dizisi elde edilir.

Burada &, = ||u,,+; — f(S, u,)|| ifadesi kullanilarak €, = ”(9 \/_) Zz f(s, un)”
yazilabilir. lim &, = lim |(9 \/_) e - f(S, un)| = 0 oldugu hesaplanir. Boylelikle
n—-oo n—oo 6 n+1

S doniisiimiiniin w? —kararli oldugu goriiliir.
4.4. Veri Baghhg

Bu kisimda birbirine yakin olan doniisiim siniflarinin diziler ile birlikte davranislari
incelenecektir. Veri baghilig: ile kararlilik her ne kadar kavramsal olarak birbirlerine
yakin konular olsa da etkin farkliliklar s6z konusudur. Bunlardan baglicalar su sekilde
verilebilir; veri bagliligi dizide yer alan doniistimler iizerinde yapilan ¢aligmalardan
olugmaktadir, kararlilik ise parametreler ve dizilerdeki igsel sartlardan elde edilen
calismalardan olusmaktadir. Bunlar artirilarak devam edilebilir. Sonug olarak iki farkli
ve onemli konudur. Bu nedenle ikisinin de ayr1 ayr1 incelenmesi 6nem arz etmektedir.
Son zamanlar bu iki ¢aligma konusuna ayni makaleler i¢inde farkli basliklar altinda

yer verilmektedir.

Teorem 4.4.1 C,E ve S Teorem 4.1.1°de oldugu gibi tanimlansin ve ¢ > 1, f > 0,
¥y > 0veu > 0 sartlari verilsin. S, S’nin yaklasim operatorii olarak verilsin. S ve S,
operatorleri sirasiyla p ve P sabit noktalarina sahip olsun. S operatoriinden ve (3.22)
ile verilen iterasyon algoritmasindan elde edilen dizi {x,, };o—, ile belirtisin. S, operatdrii

icin {u, }5—o dizisi asagidaki gibi tanimlansin;
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1 08 au, + Su,
™ ((X+ ) U, — <Q—H>

_(Br., + Sr
Wn:5<ﬁn )

p+1
(YW, + Sw,
vn=5<—y+1 >
s :§<,uvn+§vn>
u+1

BuradaVn € Nicina>1, >0, y >0, u> 0 ve € > 0 olmak lizere n = o i¢in
u, = pise

I ~”<463+262+2
PmPl=""1"35 ¢

esitsizligi gecerlidir.

Ispat Tamm 3.20°de a =1, B >0, ¥y > 0vepu > 0 olmak iizere, {x,}o, dizisi

asagidaki gibi verilmisti;

- %((a + 1)Sx,, — (—ax" al Sx"))

a+1
Bt, + St,
(i1
Yz, + Sz,
( y+1 )
_ (ﬂyn+5yn)

u+1

II
95

(4.42)

II
92

Simdi {u,}n=, dizisi asagidaki gibi tanimlansin;

( 1 au, + Su,
™ (Of + 1)Sun (a—+1>
_5 (,Brn + Srn>
B+l (4.43)
yw, + Swy,
( y+1 )

_ (uv, + Sv,
Uppr =S TuF1

I
(%))

Un

\
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(2.16) ile verilen esitsizlik kullanilarak asagidaki esitsizlikler elde edilir;

yn + Syn> oMt Svp
u+1 u+1

Xpsr — U |l = Hs(

Ky + Syn  pvn + Svy,
u+1 u+1

+5
sz&”—“yz y”—p||+5‘

+1

u 1
325(— - — ISy, — )
H+1I|yn pII+H+1|| Y — DIl

U [0) ~
+5m”yn _Un” +ml|5yn —S‘Un” + ¢ (444)

p+é 7
<26——|ly,, — 5§——I|ly, —
< #Hllyn pll + #Hllyn vp |l

1)
+m(25“}’n —pll +6llyn —vnll + ) + €

=268 2y i+ A Sy vl 4 (o 4 1)
elde edilir.
Yz, + Sz, (ywy, + Sw,
() s
1y = vl ” > ( i )
<28 VZn + SZn ” YZn + SZn _ yWn + Sw,
- y+1 y+1 y+1
<25 (——| |+ ——1is II)
- y+1Z” p y+1 n P
14 0 5 (4.45)
+5y+1Wn_MM+?:TM%_SMM+S .
y+46 14
< 26)/ +1 ”Zn - p” + 6)/ +1 ”Zn - Wn”
o)
+ m(26llzn - p“ + 5“Zn - Wn“ + S) +e€
y+ 26 y+4 ( ) )
=26 —pll+6 - ——+1
e ol 6z~ wall+ (g 1)
elde edilir.

48



2 —w [ = HS <ﬁtn + Stn) s (ﬁrn + §rn>
n n -

p+1 p+1

pt, + St, ” 5
g+1 P

Btn+5tn_ﬁrn+§rn
p+1 f+1

S26|

B 1
< _— —_ [
_26< I, p||+ﬁ+1

- Ist, —pll)

B 5 _

B+46 B
m”tn - p” + a_lltn - rn”

<2
<20 f+1

0
+ —(26”tn - p” + 6”tn - rn” + 8) + &€

p+1
B +26 B+6 5
P+l ||tn—P||+5m||tn—Tn||+(m+ 1)8

=26

elde edilir ve

a+1

1 s _(au, + Su,
- 1 Y < R et
a((a+ )Su, S< ) >)H

a+1 .
< T”an — Su,||

ax, + Sx,\ - (au, + Su,
(135 (e
a+1 a+1
a+1 (4.47)

+
< p (25||Xn - p“ + allxn - un” + S)

1 ax, +Sx
lew = ll = ”a((“ + DS, =S (—))

1

a

1 a+26 a+é
(25 It =

- —pll+6
a a+1”xn Pl + a+1
a+1 ¢

_25( +1+a+25>” I
2 \“ a+1) " "P

a+6)” ”+1< +o4 o )
n =l a+1)°

a+1
olur. (4.47) ile elde edilen esitsizlik (4.46) esitsizliginde yerine yazilirsa;

+
+

5
+—<a+1+
a
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B+ 268
B+1

A S Y
+ 2 (523) (a1 f)nxn—unn
4¢E%¢Tﬂ?+2+a+0+(ﬁi1+gk

olarak bulunur. (4.48) ile elde edilen esitsizlik (4.45) ile elde edilen esitsizlikte yerine

”Zn - Wn” <26 ”tn - p”

(4.48)

yazilirsa;

Y+ 268 Y+ 8\ (B + 265
Iy = enll < 287 =l =l + 262 (725) () e — 2

T T Y

+& (L ) (g%f) (ot 1+ 253 o — (4.49)
+[62(§if)(%)(“+2+ai1)

o) e+ )+ )

olarak elde edilir. (4.49) ile elde edilen esitsizlik (4.44) ile elde edilen esitsizlikte

yerine yazilirsa;

12n41 — Ungall

U+ 26 u+o\ y+26
<2620 o250 (1E0)
#+1Hm pll + 1)\ 71

4283 (u+5> (y+6> <B+25) It — pll
ut+t1/)\y+1/\p+1/"™"

+254(u+6>(y+6><ﬁ+6><a+1+a+26)”xn_p”

)iz = vl

a \ut1/\y+1/\f+1 a+1
R e Bl
) () (B2 (a2 2)
5t (D) () (g 1) 0 () (o 1)

+<E%T+1ﬂ
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olarak elde edilir. Buradaa > 1, § >0, y >0, u > 0ve d € [0,1) oldugu biliniyor.
O halde;

( 1
0<—-<1

S

a+o6

<1
a+1

a+d<a+1lolup0<

p+6
1ol —
B+o6<p+ oup0<ﬁ+1<1

V+5<V+1 l[)0<—<1
olu

,u+5<u+1olup0<m<1
u+1
a+é
a(a+1)<
a+ 26

a+1
B+ 26

p+1
y+ 26

y+1
+ 26
O<'u
\ u+1

0< 1

0< <2

0< <2

<2

ifadeleri goz Oniine alinarak (4.50) esitsizligi diizenlenirse;

“xn+1 _un+1”
< 45|ly, — pll + 46%||z, — pll + 483|It,, — pl| (4.51)
+ 858%||x, — pll + 38%|x,, — u,ll + (463 + 26% + 2)¢

elde edilir. Teorem 4.1.1’in ispatindan,

Iy, — 2l < llx, —pll
”Zn - p” < “xn - p” (452)
It —pll < llx, = pll

oldugu biliniyor. Ayrica Teorem 4.1.1°e gore lim || x,, — p ll= 0 oldugundan;
n—oo
lim |y, —pll=1lim llz,—plI=0lim [ ¢, —p =0
n—-oo n—-oo n-coo
olur. O halde; (4.51) esitsizliginde n — oo i¢in limit alinirsa;
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483 4+ 262 + 2 (4.53)

-7l <
lp =Bl < ——=5—¢

olarak bulunur.

3+x2

Ornek 4.4.2 Ornek 4.1.6’daki veriler goz 6niine alinsin. Sx = xTH olarak secilirse,

bu operatoriin sabit noktasinin p = 0,14603508020487 oldugu Cizelge 4.3.’ten
goriilmektedir. S doniisiimiiniin yaklasim operatoriiniin S doniisiimii oldugu ise

max |Sx — Sx| = 0.031746 esitliginden anlaslip, |Sx — Sx| < & = 0.031746 olur.

x€[0,1

S operatérii kullanilarak, (3.22) iterasyonu yeniden yazilirsa;

_ Taup +up +uf +1
no 7(a + 1)
1 uy +up+1  ky+kp+1
== 1 —
A a((a+ ) Z >
_ TBun 1 A7+ 1

4 7(6 + 1)
L+ +1
Wn ="+ (4.54)
_ Tyun +wy +wi + 1
V' 4 70+ 1)
m3 +m2+1
vn:f
Tuu, + v +v2 +1
n =
" 7(u+1)
nd+nZ+1
Unyr =—

elde edilir. u, = 0.99 baslangic kosulu ve (4.54) ile elde edilen iterasyon yontemi

kullanilarak {u,, };-, dizisinin yakinsama davranigi Sekil 4.5.’te goriliir.

0.175 T ! ==
— tEragyon (4.54)

017
0.165
0.16 -
0.155 -

016

0.145

0.14 = L L L . L L . -
1 3 5 7 9 11 13 15 17

Sekil 4.5. (4.54) Iterasyonunun Yakinsaklik Davranis

52



Cizelge 4.3. iterasyon (4.54) I¢in Yakisaklik Davranigmin Sayisal Degerleri

Adim Sayis1 Iterasyon (4.54)
0 0,99000000000000
1 0,14603670594596
2 0,14603508023789
3 0,14603508021672
4 0,14603508020499
5 0,14603508020487
6 0,14603508020487
7 0,14603508020487

Yukaridaki biitiin kabuller, elde edilen baz1 sonuglar ve Teorem 4.4.1°de elde edilen
(4.53) esitsizliginde yerine yazildiginda asagidaki esitsizlik elde edilir;
483 +26%+2

= —p| <
0.03047239069122 = |p — p| < 1357 £

_ 4(0.6) +2(0.6)2 + 2

1-3006)" 0.031746

= 0.18615455497382

sonug olarak

|p — P| < 0.18615455497382

elde edilir.
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5.SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasi sonucunda, Sharma ve arkadaglar1 tarafindan gelistirilen iterasyon
yonteminden daha hizli yakinsadig1 gosterilen yeni bir iterasyon yontemi basariyla
elde edilmistir [33]. Yapilan teorik analizler, 6nerilen yontemin literatiirdeki mevcut
yontemlere kiyasla daha iistiin bir yakinsama hizina sahip oldugunu agikca ortaya
koymustur. Elde edilen bu yeni yontemin, karsilastirilan diger iterasyon yontemiyle
yapilan yakinsaklik hizi karsilagtirmasi, yeni yontemin daha az sayida adimda ve daha
etkin bir sekilde ¢oziime yaklastigini teyit etmistir. Ayrica, yeni yontemin kararlilig
ve veri baglilig1 6zelliklerinin incelenmesi, yontemin sayisal uygulamalarda giivenilir

sonuglar sunma potansiyelini desteklemektedir.

Bu bulgular 1s18inda, gelecekteki arastirmalar i¢in c¢esitli yollar diisiiniilebilir.
Oncelikle, elde edilen bu yeni iterasyon yonteminin farkli varyasyonel esitsizlik
problemleri lizerindeki performansi daha kapsamli bir sekilde degerlendirilebilir.
Farkli operator tiirleri ve kisit kiimeleri i¢cin yontemin etkinligi ve verimliligi
incelenebilir. Ikinci olarak, bu yontemin farkli fonksiyon uzaylarinda veya daha genel
matematiksel yapilarda nasil bir davrams sergileyecegi arastirilabilir. Ugiincii olarak,
yontemin optimizasyon algoritmalari, mithendislik problemleri veya diger uygulamali
bilim alanlarindaki potansiyel kullanimlar1 ve uyarlanabilirlikleri tizerine ¢alismalar
yapilabilir. Son olarak, bu yeni iterasyon yonteminin farkli hizlandirma teknikleriyle
kombine edilerek performansinin daha da artirilmasi ve daha genis problem siniflarina

uygulanabilir hale getirilmesi gelecek aragtirmalar i¢in 6nemli bir yon olabilir.
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