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OZET
GERCEL BIRIM YUVARI KORUYAN MOBIUS DONUSUMLERI

BEYZANUR AYAS
Matematik Anabilim Dal
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Ocak 2025

Danigman: Doc. Dr. Adem Ersin Ureyen

Oklid uzay1 R™de hiperdiizlem ve kiirelere gére sonlu tane yansimanin bilegkesine
Mobius dontistimii adi verilir. M6bius doniisiimleri a¢1 koruyan doniigiimlerdir ve
n > 3 ise Mobius doniigiimleri diginda a¢1 koruyan doniisiim yoktur.

Bu tezde ilk olarak hiperdiizlem ve kiirelere gore yansimalarin ¢zellikleri incelen-
mistir. Bu yansimalarin aci ve simetriyi koruduklar1 gosterilmistir. Oklid uzayimnin
izometrilerinin ve daha genel olarak benzerlik dontigiimlerinin yansimalarin bilegkesi
olarak yazilabilecegi, yani Mobius doniigiimleri olduklar1 gosterilmistir.

Bu tezin amaci birim yuvar1 koruyan Mobius doniigsiimlerinin belirlenmesidir.
Bunun icin 6ncelikle birim yuvari koruyan hiperdiizlem ve kiirelere gére yansimalar
belirlenmig, daha sonra standart Mobius doniigtimleri olarak adlandirilan dontigiim-
ler tanmimlanmig ve Ozellikleri incelenmistir. Tezin ana sonucu olarak birim yuvari
koruyan her Md&bius doniigiimiiniin standart doniigiimler ve ortogonal doniigiimlerin
bilegkesi olarak yazilabilecegi gosterilmigtir.

Son olarak birim yuvar iizerinde s6zde hiperbolik metrik tanimlanmig ve bu met-

rigin Mobius degismez oldugu gosterilmistir.

Anahtar Sozciikler: Mobius doniistimii, Evirtim, Birim yuvar, Cifte oran,

Sozde hiperbolik metrik
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ABSTRACT
MOBIUS TRANSFORMATIONS PRESERVING THE REAL UNIT BALL

Beyzanur AYAS
Department of Mathematics
Eskigehir Technical University, Institute of Graduate Programs, January 2025
Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Adem Ersin UREYEN

In the Euclidean space R", composition of a finite number of reflections in hy-
perplanes and spheres is called a Mobius transformation. These transformations are
conformal (angle preserving) and when n > 3 there are no conformal transformations
other than the Mobius transformations.

In this thesis we first study the properties of reflections in hyperplanes and
spheres. We show that these reflections are conformal and preserve symmetry. We
show that Euclidean isometries and, more generally, the similarities can be written
as compositions of reflections.

The main purpose of this thesis is characterizing the Mobius transformations that
preserve the unit ball. For this we first determine the reflections in hyperplanes and
spheres that preserve the unit ball, then define the canonical Mobius transformations
and study their properties. As the main result of the thesis we show that every
Mobius transformation that preserve the unit ball can be written as a composition
of a canonical transformation and an orthogonal transformation.

Finally, on the unit ball we define the pseudo-hyperbolic metric and show that

this metric is Mobius invariant.

Keywords: Mobius transformation, Inversion, Unit ball, Cross-ratio,

Pseudo-hyperbolic metric.
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ETIK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zgiin bir caligma oldugunu; ¢aligmamin hazirlik, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tiim asamalarinda bilimsel etik ve kurallara
uygun davrandigimi; bu ¢aligma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler i¢in kay-
nak gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi; bu ¢aligmanin Eskigehir
Teknik Universitesi tarafindan kullanilan “bilimsel intihal tespit programi’yla taran-
digin1 ve higbir gekilde “intihal icermedigini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda,
¢aligmamla ilgili yaptigim bu beyana aykiri bir durumun saptanmasi durumunda,

ortaya g¢ikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi bildiririm.

Beyzanur AYAS
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

: Birim dontigiim

: a merkezli r yarigcapl yuvar

: Birim yuvar

: a merkezli r yaricaph kiire

: a merkezli r yaricapl kiireye gore evirtim
: birim kiireye gore evirtim

: Ortogonal matrisler grubu

~

: R™nin M6bius doniigtimleri

: B’yi koruyan Md&bius doniigtimleri

: a ile 0'1n yerini degisiren standart Mobius doniigiimii
: Normali a olan bir hiperdiizlem

: P(a,t) hiperdiizlemine gore yansima

: f fonksiyonunun x noktasindaki Jacobi matrisi

: S6zde hiperbolik metrik

x1



1. GIRIS

U C R™ agik kiime, f: U — R" ve zy € U olsun. Eger f fonksiyonu zy noktasinda
agl koruyor ise f fonksiyonuna zy noktasinda agikorur denir. Daha acik bir ifadeyle
Y1 ve 79, xo noktasinda kesigsen herhangi iki egri olsun. Eger xy noktasinda v, ve
v, arasmdaki agi ile f(zg) noktasmnda f(7y1) ve f(7y2) egrileri arasindaki agi ayni
ise f fonksiyonu zy noktasinda agi korur. f fonksiyonunun z, noktasindaki Jacobi
matrisi J¢(zo) olsun. f'nin zy noktasida agikorur olmasi igin gerek ve yeter sart A
ortogonal matris ve r > 0 olmak iizere J¢(xy) = rA olmasidir.

Eger n = 2 ise birgok farkli ac1 koruyan déniisiim vardir. Ornek olarak (z,y) € R?
noktasi ile z = z + iy noktasim esleyerek R*’yi kompleks diizlem C olarak alalim.
f:C—C, f(2) = u(z,y) + iv(z,y) fonksiyonu zy noktasinda (kompleks) tiirevle-
nebilir ve f/(zg) # 0 ise f : R* — R?,

f(xay) — (u(:z:,y),v(a:,y))

fonksiyonu (0, 9o) noktasinda ac1 korur. Ornek olarak f(z) = ¢* alnirsa her z € C

icin f'(z) =€ #0 ve

z 41y

e“=e =e"e" =e"cosy + e’ siny

oldugundan f : R? — R2?,

f(x,y) = (e” cosy, e siny)
fonksiyonu R?'nin tamaminda a¢1 korur. Jacobi matrisi hesaplanirsa

Uy U e*cosy —e¥siny cosy —siny
Ty = " V) = =e"
Uy Uy e’siny e*cosy siny cosy
ve en sagdaki matris ortogonaldir.
Ust boyutlu uzaylarda, yani n > 3 ise, durum cok farklidir ve a¢1 koruyan donii-

siimler kisithdir. n > 3 i¢in R™’de ac1 koruyan doniigiimler sadece agsagidaki tipteki

doniisiimler ve onlarin bilegkelerinden ibarettir.



(i) f(x) =z + zo seklindeki 6teleme doniigtimleri,

(ii) A ortogonal matris olmak iizere f(x) = Az seklindeki ortogonal doniigiimler,
(iii) r > 0 olmak tizere f(x) = rx seklindeki genigletme/daraltma déniigtimleri,
(iv) Kiirelere gore yansimalar (evirtimler).

Bu tip doniigtimler disinda agikorur bir doniigiimiin olmadig1 Liouville tarafindan
1850 yilinda gosterilmigtir. Liouville teoreminin ispati [3] kaynaginda bulunabilir.

Burada (i) ve (ii)’deki 6teleme ve ortogonal doniigtimler hiperdiizlemlere gore
yansimalarin bilegkesi olarak, (iii)’deki genigletme doniigiimleri ise kiirelere gore yan-
simalarin bilegkesi olarak yazilabilir. Yani Liouville teoremi n > 3 i¢in R™’de acikorur
doniisiimler yalniz ve ancak hiperdiizlem ve kiirelere gore yansimalar ve bunlarin bi-
leskeleridir seklinde ifade edilebilir.

Hiperdiizlem ve kiirelere gore yansima doniigiimlerinin bilegkeleri M6bius donii-
siimleri olarak adlandirilir. Bu tezde M&bius doéniisiimlerini inceleyecegiz. 11k olarak
n = 2 durumuna bakip Boliim 2’de diizlemde ¢ember ve dogrulara gore yansimalarin
ozelliklerine bakacagiz. Bu yansimalarin agi koruduklarini gésterip simetri ilkesin-
den bahsedecegiz. Bolim 3’te list boyutlu uzaylarda hiperdiizlem ve kiirelere gore
yansimalara bakip, diizlemde gosterilen 6zellikleri genellestirecegiz.

Yukarida (i), (ii) ve (iii) maddelerinde belirtilen 6teleme, ortogonal ve genigletme
dontigiimleri bir arada diigtintiliirse, A ortogonal matris olmak tizere, f(x) = rAz+x,
déniisiimiine bir benzerlik déniisiimii denir. Ozel olarak » = 1 ise f Oklid uzaymin
izometrisidir. Boliim 5te R™nin izometrilerini inceleyip bunlarin sadece f(z) =
Az + z¢ formunda oldugunu gosterecegiz. Ayrica her izometrinin en fazla n + 1
tane yansimanin bilegkesi olarak yazilabilecegini ispatlayacagiz. Bu boliimde kaynak
olarak [2|’yi takip edecegiz.

Bu tezde asil amacimiz birim yuvar B’yi koruyan tiim M&bius doniigiimlerini be-
lirlemektir. Bunun igin ilk olarak Boliim 4’te B’yi koruyan kiireye gore yansimalari
bulacagiz. Bunlar kullanarak Boliim 8’de B’yi koruyan ve a ile 0 noktalarinin yerle-
rini degistiren standart Mobius doniigiimleri ¢, ’lar1 tammlayacagiz. Boliim 10’da [2]
kaynagini takip ederek B’yi koruyan tiim Mobius doniigtimlerinin, A ortogonal mat-

ris olmak tizere, Ay, formunda oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in ihtiyacimiz olan



Moébius doniigimlerinin ¢ifte oran1 korumasi 6zelligini Boliim 9’da ispatlayacagiz.

Son olarak Boliim 11’de Mobius degismez olan sézde hiperbolik metrigi inceleyece-

giz.



2. DUZLEMDE YANSIMALAR
Bu boliimde diizlemde ¢ember ve dogrulara gore yansimalar: ve ozelliklerini in-
celeyecegiz. Bu boliimde kaynak olarak [4-6,8, 9] kullanilmigtir.

Ik olarak evirtim olarak adlandirilan cemberlere gore yansimalara bakalim.

Tanmim 2.1. IC, merkezi O ve yarigcapr r olan bir cember, A ise O ’dan farkl herhang:

bir nokta olsun. OA wsine tzerinde bulunan ve (Sekil 2.1)
|OA[|0A| = r? (2.1)

esitligini saglayan A’ noktasina A’man K ¢emberine gore evirtimi (yansimasz,

tnversiyonu) denir. IC ¢emberine gore evirtim dontsimi Ly ile gdsterilir.

Sekil 2.1. Cembere gore evirtim

Bir A noktasinin evirtimi A’ ise A’ noktasinin evirtimi A noktasi olur, yani
7% = Id birim déniisiimidiir ve Z ! = Z’dir. Evirtim K cemberinin icindeki nok-
talar1 ¢emberin digina, disindaki noktalar1 ise i¢ine gonderir; ¢emberin tizerindeki
noktalar ise evirtim altinda aynen kalir.

A noktasinin evirtiminin geometrik olarak nasil bulunacagini gosterelim. A nok-

tasi, IC evirtim ¢emberinin diginda ise A noktasindan KC gemberine tegetleri ¢izelim

Sekil 2.2. A’ noktasimin bulunmasi



(Sekil 2.2). Bu tegetlerin K’y1 kestigi noktalar P ve @ olsun. P ve Q’yi birlegtiren

dogrunun OA 1gmmini kestigi B noktast A'nin inversiyonudur. Jimdi bunu gostere-
A A

lim. <OBP ve <OPA agilarn dik ve O agis1 ortak oldugundan OBP ve OPA dik

tiggenleri benzerdir. Dolayisiyla

|OB| _ |OP]

|IOP|  |OA]

olur ve |OP| = r oldugundan |OA||OB| = r? dir ve B, A'nin inversiyonudur. Eger
A noktasi I evirtim ¢emberinin i¢inde ise ayn1 adimlar ters sirada uygulanir. O A
iginina A noktasindan ¢izilen dik dogrunun K evirtim g¢emberini kestigi noktalar
P ve @ olsun. P ve () noktalarindan evirtim ¢emberine ¢izilen tegetlerin kesisim
noktast A’ noktasi olur. Bunun agiklamasi bir 6énceki durum ile aynidir.

Evirtim O noktasinda tanimli degildir. Ayrica evirtimi O olan bir nokta da yok-
tur. Ote yandan A noktasi O’ya yaklagirken A’ noktast O’dan smirsiz bir sekilde
uzaklagmaktadir. Ciinkii (2.1) esitliginde |OA||OA’| garpim sabit 72 sayisina esittir
ve eger |OA| ¢ok kiigiik ise |OA’| ¢ok biiyiik olmahdir. O noktasmin evirtiminin

olmasi i¢in diizleme “oco0” noktasini ekleyip
R? = R? U {oo}
genigletilmig diizlemi olusturulur ve
T (0) =

olarak tanimlanir. Benzer gekilde A noktasi O’dan uzaklagtiginda A’ noktasi O’ya
yaklagacagindan

IK(OO) =0

olarak tanimlanir. Boylece

I}C : RZ — R2
bire bir ve orten bir doniisiim olur.

Omnsav 2.2. K, O merkezli v yaricaple cember, A ve B, O’dan farkl iki nokta ve



A A
Sekil 2.3. OAB ve OB’ A’ {iggenleri benzerdir.

A A
Ix(A) = A, Tic(B) = B olsun. OAB ve OB'A’ dg¢genleri benzerdir ve

2
AB|= —_—|AB

|A'B'| OAO B|| |

dur.

Kanat. (2.1) esitliginden |OA||OA’| = r? ve |OB||OB’| = r? oldugundan

|OA]  |OB'|
OB 04|

A
olur (Sekil 2.3). Ayrica <O agis1 ortak oldugundan kenar-agi-kenar ézelliginden O AB
A
ve OB'A’ {iggenleri benzerdir. Dolayisiyla

|A'B'| _ |OB/|
|AB] — |OA]

dir. Diger yandan (2.1) esitliginden |OB’| = r?/|OB|’dir ve bu iistteki esitlikte yerine

yazilirsa istenen sonu¢ bulunur. O

Simdi dogrularin ve cemberlerin evirtimlerini belirleyelim. Bu evirtimler dogru ya
da cemberin evirtim merkezi O’dan gecip gecmedigine gore ayrilirlar. Her dogrunun

oo noktasini igerdigini kabul edip 6énce dogrularin evirtimine bakalim.
Onsav 2.3. Evirtim merkezinden gecen bir dogrunun evirtimi kendisidir.

Kanat. Evirtim merkezi O ve ¢, O’dan gegen bir dogru olsun. A noktasi ¢ iizerinde
ise OA 1gm da /¢ tizerindedir. Dolayisiyla A" noktasi da ¢ {izerindedir. Yani evirtim
¢ dogrusunu, cemberin i¢inde kalan kismi digina, diginda kalan kismi igine gelecek

sekilde kendi iizerine gonderir. O]



Sekil 2.4. Evirtim merkezinden ge¢meyen dogrunun evirtimi

Onsav 2.4. Evirtim merkezi O’dan ge¢cmeyen bir dogrunun evirtimi O’dan gegen

bir cemberdir.

Kamit. K, O merkezli evirtim ¢emberi ve ¢, O noktasindan ge¢gmeyen bir dogru
olsun (Sekil 2.4). O noktasimdan ¢ dogrusuna ¢izilen dik, ¢ dogrusunu A noktasinda
kessin. A noktasimin evirtimi A" olsun. OA’ ¢aph gembere M diyelim. ¢ dogrusunun
evirtimi M ¢emberidir. Bunu gormek igin herhangi bir B € ¢ noktas1 alalim ve
B’ € M oldugunu gosterelim. Onsav 2.2’den OﬁB ~ OBA’ A’ oldugundan <OB'A’ =
<OAB = 90° ve dolayisiyla B’ noktasi, OA’ gapli M ¢emberi tizerindedir. Burada

¢ dogrusu iizerindeki co noktasinin evirtimi O noktasidir. O]

Simdi ¢cemberlerin evirtimine bakalim. Evirtimin tersi kendisi oldugu icin, Onsav

2.4’ten, evirtim merkezinden gecen bir ¢gemberin evirtimi bir dogru olur.

Sekil 2.5. Evirtimn merkezinden gegmeyen ¢cemberin evirtimi

Onsav 2.5. Evirtim merkezinden ge¢cmeyen bir cemberin evirtimi bir ¢cemberdir.

Kamit. K, O merkezli evirtim ¢emberi, M ise () merkezli O’dan ge¢meyen bir ¢em-
ber olsun (Sekil 2.5). OQ dogrusu M ¢emberini A ve B noktalarinda kessin. Bu
noktalarin X cemberine gore evirtimleri A’ ve B’ olsun. A’B’ ¢caplh ¢cembere N di-

yelim. M ¢emberinin evirtiminin A" oldugunu gosterelim (Sekil 2.5). Onsav 2.2’den

7



OAP ve OP’ A’ tiggenleri benzer dolaylslyla <OAP ve <OP'A" agilan esittir. Bu agi-
lara « diyelim. Benzer sekilde OBP ve OP’ B’ {iggenleri de benzerdir ve dolayisiyla
<OBP = <OP'B’ dir. Bu agilara da (8 diyelim. <APB = 90° oldugundan <OAP
dig agist = 90° 4 ’dir. Dolayisyla <B'P'A’ = a — f = 90°’dir ve P’ noktas1 A'B’

capli NV cemberi iizerindedir ve M cemberinin evirtimi N/ ¢cemberidir. O

Sonug olarak bir dogru ya da gemberin evirtimi yine bir dogru ya da ¢emberdir.
Bunu daha kisa ifade etmek igin dogrular yaricapi co olan ya da co noktasindan gegen
¢emberler olarak alinip dogru ve ¢cember ailesinin elemanlar1 genellegtirilmis cember
olarak adlandirilir. Béylece Onsav 2.3, 2.4 ve 2.5 kisaca genellestirilmis cemberlerin
evirtimi genellestirilmis cemberlerdir olarak ifade edilebilir. Ozel olarak cember oo
noktasini iceriyorsa aslinda bir dogrudur.

Kisalik agisindan genellestirilmis gember yerine bazen ¢ember ifadesini de kulla-
nacagiz. Yari¢api sonlu ¢emberleri 6zel olarak belirtmek gerekirse bunlar igin sonlu
yarigapli gember diyecegiz.

2.1. Dik Cemberler

C; ve Cy cemberleri P noktasinda kesigsin ve P noktasindaki tegetleri ¢; ve t,
olsun. Eger t; ve t, birbirine dik ise C; ve Cy ¢emberleri birbirine diktir denir ve
C; L Cy seklinde yazilir. Eger C; L Cy ise t; tegeti Co'nin merkezinden ve ty te-
geti C;’in merkezinden gecer. Bunun tersi de dogrudur. Yani ¢gemberlerden birisinin
kesigsim noktasindaki tegeti digerinin merkezinden gegiyor ise bu iki cember diktir.

Eger bir ¢ dogrusu C ¢emberinin merkezinden geciyorsa C’ye diktir. Bunun tersi
de dogrudur. Yani ¢ dogrusu ve C ¢emberi eger ve ancak ¢ dogrusu C’nin merkezinden

geciyorsa birbirine diktir.
Onsav 2.6. Evirtim cemberine dik bir genellestirilmis cemberin evirtimi kendisidir.

Kanit. Evirtim ¢emberi C'nmn merkezi O ve yaricap: 7 olsun. Once cemberin sonlu
yarigapli oldugu duruma bakalim. C ¢emberi K’ya dik olsun ve K ¢emberini P, Q)
noktalarinda kessin (Sekil 2.6). C {izerinde herhangi bir A noktasi alalim. OA 1g1m
C’yi B’de kessin. O noktasinin C’ye gore kuvveti |OA||OB|’dir. Diger taraftan C ve
KC dik oldugundan C'nin P noktasindaki tegeti O’dan gecer yani OP, P noktasinda
C’ye tegettir. Yani O’'nun C’ye gore kuvveti ayni zamanda |OP|* = r?’dir. Dolayisiyla



Sekil 2.6. Dik ¢emberin evirtimi kendisidir.

|OA||OB| = r?ve B = A" = Zic(A) olur. Sonug olarak C iizerinde aliman her noktanin
evirtimi yine C tizerindedir ve Zx(C) = C’dir. Ek olarak Zy, C ¢gemberinin K iginde
kalan kismini 'nin digina, K'nin disinda kalan kismini ise K’nin igine gelecek sekilde
C ¢emberinin i¢ini yine kendi {izerine gonderir.

Eger C ¢emberi bir dogru ise K’ya dik oldugundan K’nin merkezinden gecer ve

Onsav 2.3’ten evirtimi kendisidir. O

Bu 6nsavin tersi de dogrudur. Yani evirtim altinda ayni kalan bir ¢ember K’ya
diktir. Aslinda bundan ¢ok daha zayif bir sart yeterlidir. Eger herhangi bir A € C
i¢in Zxc(A) = A’ € C oluyorsa C ¢emberi K’ya diktir.

Onsav 2.7. K bir cember ve A ¢ K olsun. A ve A’ = Tic(A) noktalarindan gegen

bir genellestirilmis ¢cember K ya diktir.

Kanit. K'nmin merkezi O ve yarigapi r olsun. C genellegtirilmis ¢emberi A ve A’
noktalarmdan gecsin. Once A, A’ # O, 00 durumuna bakalim. Eger C bir dogru
ise A, A’ ve O noktalarn dogrusal oldugundan C dogrusu O noktasindan gecer ve
dolayisiyla K’ya diktir. Simdi C’'nin sonlu yarigapli ¢gember oldugu duruma bakalim.
A ve A’ noktalarmin birisi K'nin i¢inde digeri diginda oldugundan C ¢emberi K’y1
bir P noktasinda keser. O noktasiin C’ye gore kuvveti |OA||OA'| = r* = |OP|?
oldugundan OP dogrusu C’ye tegettir ve dolayisiyla K ile C birbirine diktir.

Eger A = 0o ise A’ = O’dur ve C bir dogrudur. Bu dogru O’dan gegtigi i¢in K'ya
diktir. Eger A = O ise A’ = oo’dur ve agiklama aynidir. O]

A noktasinin evirtiminin geometrik olarak nasil bulunacagi daha 6nce gosteril-

misti. Simdi ikinci bir yol gosterelim.



Onsav 2.8. A ¢ IC olsun. A noktasinin IC ¢emberine gére evirtimi A noktasindan

gecen ve Kya dik olan iki farkly genellestirilmis ¢emberin ikinci kesim noktasidur.

Kanit. Onsav 2.6’dan A noktasindan gecen ve K’ya dik olan genellestirilmis cember-
ler A" noktasindan da gecer. Yani A’ noktasi her iki cember iizerindedir ve dolayisiyla
ikinci kesim noktasi1 A”diir. Ozel olarak A = O ya da oo ise her iki genellestirilmis

¢ember de bir dogrudur. O

Diizlemde genellestirilmis iki cemberin arakesiti en fazla iki noktadir. Ancak st
boyutlu uzaylarda iki kiirenin arakesiti ¢ok daha biiyiik olabilir ve A’ noktasimi
belirlemek i¢gin iki kiirenin arakesitine bakmak yeterli olmaz. Bu yiizden {istteki

onsavi list boyutlu uzaylara genellegecek sekilde degistirelim.

Onsav 2.9. 4 ¢ IC olsun. A noktasinin IC ¢emberine gére evirtimi A noktasindan

gecen ve KCya dik olan tim genellestirilmis ¢emberlerin ikinci arakesit noktasudur.

Kanit. Onsav 2.6°dan A noktasindan gecen ve KC’ya dik olan tiim genellestirilmis

cemberler A" noktasindan da gegecegi i¢in ispat oncekiyle aymdir. O]

2.2. Dogruya Gore Yansima

¢ diizlemde bir dogru olsun. ¢ dogrusu iizerindeki noktalarin ¢’ye gére yansimasi
kendisidir. P € R?, ¢ iizerinde olmayan bir nokta ise P noktasinin ¢ dogrusuna gore
yansimasi P noktasindan ¢ dogrusuna indirilen dikmenin dogrunun diger tarafina
esit miktarda uzatilmasi ile elde edilen P’ noktasidir. £ dogrusuna gore yansima R,
ile gosterilir. P = oo ise Ry(00) = 0o olarak tanimlanir.

Yukarida ¢cembere gore evirtim i¢in gosterilen 6zelliklerin benzerleri dogruya gore
yansimalar icin de gecerlidir. Ileride {ist boyutlu uzaylarda hiperdiizlemlere gére yan-
simalarin analitik ifadelerini ve 6zelliklerini detayli olarak inceleyip ispatlayacagiz.
Simdilik diizlemde dogrulara gore yansimalar ile ilgili geometrik olarak acik baz
ozellikleri ifade edelim.

R, : R2 — R2? bire bir ve ortendir ve R? = Id’dir. R, uzakhk koruyan bir
dontigiimdiir (izometri) ve dolayisiyla agi korur. Dogru ve ¢emberlerin yansimasi
yine bir dogru ve cemberdir. Onsav 2.6, 2.7, 2.8 ve 2.9’da cembere gére yansima icin
gosterilen ozellikler dogrulara gore yansima i¢in de gegerlidir. ¢ dogrusuna dik bir

dogru ya da gemberin yansimasi yine kendisidir. P ve P’ = R,(P) noktalarindan
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gecen bir dogru ya da ¢ember ¢’ye diktir. P noktasinin ¢ dogrusuna gore yansimasi
P noktasindan gegen ve {’ye dik olan iki (ya da tiim) gember ya da dogrunun diger
kesim noktasidir. Yani Onsav 2.6, 2.7, 2.8 ve 2.9 yansima cemberi K genellestirilmis
gember iken de dogrudur.

Ileride iist boyutlara da genellestirecegimiz ve bir noktanin yansimasimim belir-

lenmesini de saglayan bu 6zelikleri bir énerme olarak ifade edelim.

Onerme 2.10. K genellestirilmis bir ¢ember, A € R2 ve A noktasmmn K ya gore

yansimast A’ olsun.

1. Eger A € K ise A’ = A olur.
2. Eger A ¢ K ise

(i) A noktasindan gegen ve K ’ya dik olan her genellestirilmis ¢cember A’ nok-

tasindan da geger.
(i) A ve A" noktalarindan gegen her genellestirilmis ¢cember K ya diktir.

(11i) A noktasindan gegen ve K’ya dik olan tim genellestirilmis ¢emberlerin
arakesiti {A, A’} kimesidir. Yani A" noktasi A noktasindan gegen ve K’

ya dik olan tim genellestirilmis ¢emberlerin ikinci arakesit noktasidir.

2.3. A¢1 Korunumu

v1 ve ¥y diizlemde P noktasinda kesigen iki egri ve bu iki egrinin P noktasindaki
tegetleri t; ve t5 olsun. 7, ve ¥, egrileri arasindaki aci, ¢ ve ¢y tegetleri arasindaki a1
olarak tamimlamir. U C R? ve f : U — R? bir doniisiim olsun. Eger f, P noktasindan
gegen egriler arasindaki agiy1 koruyor ise yani v; ve 2 arasindaki P noktasindaki agi
ile f(v1) ve f(72) arasindaki f(P) noktasindaki agi ayni ise f, P noktasinda agikorur
bir déniisiimdiir denir. Eger f tanim kiimesindeki her noktada ac¢i koruyor ise f’ye
agikorur doniisiim denir. Baz1 kaynaklarda agi koruyan doniistimler, aginin yoniiniin
korunup korunmamasina gore ikiye ayrilir. Bu tezde bu ayrimi yapmayacagiz.

Dogruya gore yansima ag1 koruyan bir doniigiimdiir. Benzer sekilde ¢gembere gore
yansima da a1 korur. Bunu goérmek ic¢in 6nce bir 6nsav gosterelim.

KC bir gember olsun. P noktasindan gegen ve C gemberine dik sonsuz tane gem-
ber vardir. Ancak hem K ¢emberine dik olan hem de P noktasinda verilen bir ¢

dogrusuna teget olan tek bir ¢cember vardir.
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Sekil 2.7. ¢ dogrusuna teget, K ¢emberine dik ¢ember

Onsav 2.11. K bir cember ve ¢, P noktasindan gecen bir dogru olsun. K ¢cemberine
dik olan ve € dogrusuna P noktasinda teget olan bir tek C genellestirilmis ¢emberi

vardar.

Kamit. Eger ¢ dogrusu O noktasindan gegiyorsa aranan C ¢emberi ¢ dogrusunun
kendisidir. O ¢ ¢ durumuna bakalim. Bu durumda P # O’dur. ¢ dogrusuna P
noktasinda dik olan dogruya m diyelim. P’nin K gemberine gore evirtimi P’, ve
P ile P"niin orta dikmesi s dogrusu olsun. m ile s'nin kesim noktasi M olsun. M
merkezli ve P noktasindan gegen C ¢emberi aranan ¢gemberdir. C ¢emberi P ve P”’den
gectigi icin Onsav 2.7°den C L K’dir ve M P L ¢ oldugundan ¢ dogrusu P noktasimda
C’ye tegettir. m

Onerme 2.12. Cembere gore evirtim agi koruyan bir dontsimdir.

Kanat. K evirtim ¢emberi, Zy evirtim doniigiimii ve 7, ile v2, P noktasinda kesigen
iki egri olsun. 1 ve ¥5'nin P noktasindaki tegetleri ¢y, o ve bu iki teget arasindaki agi
6 olsun. Onsav 2.11’den P noktasinda tegeti t; (t5) ve K cemberine dik olan bir C,
(Cy) genellegtirilmis gemberi vardir ve C; ile Cy arasindaki ag1 8’dir. Zi.(P) noktasinda
Tic(11) ve Ix(vye) arasindaki ag ile Zic(Cy) ve Zx(Cq) arasindaki agi aynidir. Diger
yandan Onsav 2.6’dan Zi(C;) = C; ve Zx(Cy) = Cy’dir. Kesisen iki cember arasindaki
act her iki kesim noktasinda da ayni oldugundan Zy (P) noktasinda Zy:(Cy ) ile Zi:(Cs)
arasindaki ag1 0’dir. Dolayisiyla Zx(71) ve Zx(72) arasindaki agi da 6’dir. O

2.4. Simetri Tlkesi
IC genellegtirilmig bir ¢ember olsun. Eger A € R? noktasmin K ¢emberine gore

yansimasit B noktasi ise A ve B noktalar1 K ¢emberine gore simetriktir denir. K
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___ D

Sekil 2.8. Simetri ilkesi

cemberi {izerindeki noktalarin, ve sadece bu noktalarin, simetrigi kendisidir. Ileride
simetri ilkesini 6zellikle oo noktasi i¢in kullanacagimizdan bu noktaya 6zel olarak ba-
kalim. Eger IC ¢emberi bir dogru ise oo noktasinin simetrigi oo, yani kendisidir. Eger
IC, O merkezli sonlu yarigapli bir gember ise co noktasinin simetrigi O noktasidir.

Onerme 2.10’dan birbirinden farkli A ve B noktalarimin K cemberine gére si-
metrik olmalari igin gerek ve yeter sart A noktasindan gecen ve K ’ya dik olan tiim
¢emberlerin B noktasindan da ge¢mesidir.

Simdi yansimalarin simetriyi korudugunu gosterelim.

Onerme 2.13. A,B € R? noktalar, C genellestirilmis ¢emberine gore simetrik ol-
sun. A, B ve C’nin K genellestirilmis ¢emberine gore yansimalars A’, B', C' ise A’

ve B', C''ye gore simetriktir.

Kanit. Eger A = B, yani A'nin simetrigi kendisi ise bu nokta C iizerindedir ve
A" = B’, C’ iizerinde yer alacagindan 6nerme dogrudur.

A # B olsun. A’ noktasindan gecen ve C' ¢emberine dik olan herhangi bir D’
genellegtirilmis ¢emberi alahm. D’’niin K'ya gore yansimasi D olsun. A € D’dir
ve a¢l korunumundan D, C’ye dik bir genellegtirilmis ¢emberdir. A'nin C’ye gore
simetrigi B oldugundan B € D’dir. Dolayisiyla B’ € D"diir. A" noktasindan gegen
ve C"ye dik olan her D’ ¢cemberi B’ noktasindan da gectigi igin A’ noktasinin C’ye

gore simetrigi B’ noktasidir. O
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3. UZAYDA YANSIMALAR

R"={(x1,...,2) 2 E R} vex = (21,...,2,), y = (Y1,...,Yn) € R" igin

<.fL',y> = I ++xnyn

Oklid uzaymm i¢ carpimi ve

2| = V(z,2) = o7+ + 2}

Oklid uzaymin normu olsun. z,y € R™ icin z ve y arasindaki Oklid uzakhg |z —y| dir.
a € R" a# 0 vet e R olmak tizere (z,a) =t esitligi a vektoriine dik (n — 1)

boyutlu bir hiperdiizlem belirler. Bu hiperdiizlemi
Pa,t) ={x € R": (z,a) =t}

ile gosterecegiz ve kisalik agisindan bazen de diizlem olarak adlandiracagiz. x € R"
noktasimin P(a,t) diizlemine gore yansimasi, x noktasindan diizleme indirilen dikme
diizlemin diger tarafina egit miktarda uzatildiginda elde edilen 2’ noktasidir. Simdi
2’ noktasini belirleyelim. a vektorii diizleme dik oldugundan 2’ — x, a’ya paraleldir,
yani uygun bir A € R i¢in

¥ =z+Xa

dir. (z/4x)/2 noktasmin P(a, t) diizleminde oldugu kullanilarak A sayis1 bulunabilir:

t_<:z:’—|—x >_<a:+)\a—|—:z: >
N\ YT 2

esitliginden

2<t — (x,a>)
|a?

A\ =

olur ve P(a,t) diizlemine gore yansima doniisiimii Rp(a,) ile gosterilirse
a
Ry (z) =2 —2((z,a) — t) —

jal?

oldugu goriiliir. Rp(e,) : R” — R™ yansima déniisiimii bire bir ve ortendir. P(a,t)
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Sekil 3.1. S(a,r) kiiresine gore evirtim

diizlemi tizerindeki noktalarin yansimasi kendisidir. Yani x € P(a,t) ise Rpan(x) =
x’tir ve yansimasi kendisi olan noktalar sadece P(a,t) diizlemi iizerindeki noktalar-
dir. & noktasimin yansimasi x’ ise &’ noktasinin yansimasi x’tir. Yani R%(a By = Id ve

Rpan) = Rp,,, dir.

Onceki bésliimde inceledigimiz diizlemde bir cembere gére yansima déniisiimii
iist boyutlu uzaylara genellestirilebilir. a € R™ ve r > 0 olmak iizere a merkezli, r
yaricapl acik yuvari

Bla,r)={x eR": |z —a| <71},

kapali yuvari

B(a,r)={x eR": |z —a| <r}

ile ve a merkezli, r yaricaph kiireyi
S(a,r)={zeR": |z —a| =71}

ile gosterelim. Ozel olarak orijin 0 = (0,...,0) merkezli ve 1 yaricaphi yuvar birim
yuvar olarak adlandirilir ve B = B(0, 1) ile gosterilir. Benzer gekilde birim kiire
S = 5(0,1) ile gosterilir.

S(a,r) C R™ bir kiire z € R™, a’dan farkli bir nokta olsun. Baglangici a olan ve

x noktasindan gegen 151n iizerinde yer alan ve

|z — a2’ — a| = r? (3.1)
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esitligini saglayan 2’ € R™ noktasina z noktasmin S(a,r) kiiresine gore yansimasi,
evirtimi ya da inversiyonu denir ve &' = Zg(, ) (2) ile gosterilir (Sekil 3.1). Zg(q
dontigiimii S(a,r) kiiresinin igini digina, digini ise igine génderir. S(a,r) kiiresi {ize-
rindeki bir noktanin evirtimi kendisidir. x noktasimn evirtimi z’ ise 2’ noktasimn
evirtimi z’dir. Yani Ig(a’r) = Id ya da Ig(la’T) = Ts(q,r) dir.

Kiirenin merkezi olan a noktasinin evirtimi (3.1) esitligi ile bulunamaz. Ancak
(3.1)" den kolaylikla goriilecegi iizere x noktasi a’ya yaklagirken, ' noktasi a’dan
sinirsiz bir sekilde uzaklagmaktadir ve tersine x noktasi a’dan smirsiz bir sekilde
uzaklagirken 2’ noktasi a’ya yaklagmaktadir. Dolayisyla R™ uzaymma “oco” ile goste-
rilen yeni bir nokta ekleyip

A

R" =R" U {o0}

genisletilmis uzay1 olusturalim ve

IS(a,r) (CL) = oG, IS(a,r)(OO) =a

olarak tanimlayalim. Boylece Zg,, : R™ — R™ bire bir, 6rten ve tersi kendisi olan
bir déniigiimdiir.

Simdi S birim kiiresine gore evirtiminin analitik ifadesini bulahm. 2’ = Zg(z)
noktasi1 0’dan baglayan x noktasindan gegen 1gin tizerinde oldugundan =’ = kz,
k > 0’dir. (3.1)de a = 0,7 = 1 alnwrsa |z||2| = k|z|*> = 1 ve buradan k = 1/|z|?
bulunur. Yani Zg(z) = x/|x|*dir. Ileride siklikla kullanacagimiz bu ifadeyi z* ile

gosterelim, yani
. x

olsun. Simdi genel bir S(a,r) kiimesine gore yansimanin analitik ifadesini bulalim.
Onsav 3.1. z € R", = # a i¢in

o T—a

Ts(ar)(x) =a+r =a+1r*(z—a)*

|z —al?
olur.

Kanit. x' = Lg(a, () noktasi a’da baglayan x noktasindan gecen 1g1n {izerinde oldu-

gundan Oyle k > 0 vardir ki 2’ —a = k(x — a) olur. Bu egitlik (3.1)’de yerine konursa
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k =1?/|x — al* oldugu goriiliir. O
Sonug olarak a € R™ ve r > 0 olmak iizere S(a,r) kiiresine gore yansima donii-
stimil Zg(q,p) : R™ — R™ agagidaki formiille belirlenir.

(

a+ri(z—a)*, x+#a,o00,

IS(a,,'r)<x> = § 00, T = a, (33>

a, T = 00.
\

Benzer sekilde hiperdiizlemlere gore yansima da oo noktasinin goriintiisii oo ali-

narak R"’ye genigletilir. Tiim hiperdiizlemlere oo noktasini katarak
P(a,t) ={x € R": (z,a) =t} U {oo}
olarak alalim ve Rp(qy) : R™ — R" yansima doniistimiinii

r—2((x,a) —t)a*, x F o0,
Rpan(z) = ({&7e) —) L (3.4)

o0, T = OQ,

olarak tanimlayalim.

Ust boyutlu uzaylarda kiirelere gore evirtim daha énce gordiigiimiiz diizlemde
gemberlere gore evirtime indirgenebilir. S6yle ki S(a,r) evirtim kiiresi ve Il, @ nok-
tasimdan gegen 2 boyutlu bir diizlem olsun. S(a, r) kiiresi ve IIy diizleminin arakesiti
bir ¢emberdir. Bu ¢embere IC dersek IIy diizlemindeki noktalarin S(a,r) kiimesine

gore evirtimi ile /O ¢emberine gore evirtimi aynidir. Yani x € Il; igin

Zs(ar(z) = Ix(x)

olur. Bunu bir 6nsav olarak ifade edelim.

Onsav 3.2. S(a,r) evirtim kiiresi ve Iy, a noktasindan gegen 2 boyutlu bir dizlem

ve Il N S(a,r) = K ¢emberi olsun. x € Ily igin Lg () = Ii(x) olur.

Bu 6nsavin ilk uygulamasi olarak (2.2) esitliginin tist boyutlu uzaylarda da dogru

oldugunu gosterelim.
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Onsav 3.3. S(a,r) evirtim kiiresi, x ve y, a’dan farkl iki nokta olsun. Ts(ar)(x) =

v, Tsan(y) =y ise
2

ly —a'| = ly —x

|z — ally — al

olur.

Kanat. 115, a, x ve y noktalarindan gegen 2 boyutlu bir diizlem olsun. z’ noktasi a
ve z’i birlestiren 1g1in iizerinde oldugundan 2/, II, diizlemindedir. Benzer sekilde 3/
noktasi da Ily diizlemindedir. 1o N S(a, ) = K gemberi olsun. K gemberi a merkezli
ve r yarigaphdir. Onsav 3.2’den T (z) = Ts(ar)(x) = o' ve benzer sekilde Zx(y) = ¢/
olur. K ¢emberi ve a, x, 2’, y, ¢y noktalarimin hepsi Il, diizleminde yer aldigindan

(2.2) esitliginden

7"2

Y =2 = ———ly -
|z = ally — a

oldugu goriiliir. O]
Simdi hiperdiizlemlerin ve kiirelerin evirtimlerini bulalim.

Teorem 3.4. (i) Evirtim merkezinden gegen bir hiperdizlemin evirtimi bir hiper-

dizlemdir.

(11) Evirtim merkezinden ge¢meyen bir hiperdiizlemin evirtimi evirtim merkezinden

gecen bir kiiredir.
(111) Ewvirtim merkezinden gegen bir kiirenin evirtimi bir hiperdizlemdir.
(iv) Evirtim merkezinden ge¢meyen bir kirenin evirtimi bir kiredir.

Kanat. Evirtim kiiresi S(a,r) olsun.

(i) P hiperdiizlemi a noktasindan gegiyorsa her = € P igin a ve x’i birlegtiren
1510 P diizlemi tizerinde ve dolayisyla Zg () € P’dir.

(ii) P, a noktasindan ge¢meyen bir hiperdiizlem olsun. a noktasindan P hiper-
diizlemine indirilen dikme P’yi h noktasinda kessin ve h’'nin evirtimi A’ olsun. P’nin
evirtimi ah’ gaph T kiiresidir. Bunu gérmek i¢in x € P alalim. a, h ve x noktalarin-
dan gegen 2 boyutlu diizlem Iy, S(a,r) NIl = K gemberi ve P NIy = ¢ dogrusu

olsun. Onsav 3.2°den ¢ dogrusunun S(a,r) kiiresine gére evirtimi ile K ¢emberine
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gore evirtimi aymdir. Onsav 2.4’ten ¢ dogrusunun K cemberine gére evirtimi Il,
diizleminde ah’ ¢aph ¢emberdir. Bu ¢ember 7 N 1I, oldugundan Zg(, ) (z) € T dir.

(iii) Evirtimin tersi kendisi oldugu i¢in bu kisim (ii) durumunun bir sonucudur.

(iv) S(b, p), a noktasindan gegmeyen bir kiire olsun. a ve b merkezlerini birles-
tiren dogru S(b, p) kiiresini y ve z noktalarinda kessin ve bu noktalarin evirtimi
y' ve 2’ olsun. S(b, p) kiiresinin evirtimi 3’2z’ ¢aph T kiiresidir. Bunu gérmek igin
bir x € S(b, p) noktasi alalm. a ve b merkezleri ile x noktasindan gegen 2 boyutlu
diizlem Ily ve S(a,r) N1y = K ve S(b, p) NIl = C ¢emberleri olsun. x noktasi C
¢emberi lizerindedir. a ve b’yi birlegtiren dogru Il, diizleminde oldugundan y, z ve 3/,
2’ noktalar1 da I, diizlemindedir. Onsav 3.2’den C ¢emberinin S(a, r) kiiresine gore
evirtimi ile K ¢emberine gore evirtimi aynidir. Diger taraftan Onsav 2.5'den C ¢em-
berinin K ¢emberine gore evirtimi Il, diizleminde vy'z’ ¢apli cemberdir. Dolayisiyla

& noktasmimn evirtimi ¢z’ ¢aph kiire tizerinde yani Zgq,,(x) € 7 dir. O

Hiperdiizlemleri yaricapi oo olan ya da oo noktasindan gecen kiireler olarak alip
kiire ve hiperdiizlemlerin olusturdugu ailenin elemanlarina genellestirilmig kiire di-
yelim. Boylece Teorem 3.4’1i kisaca genellestirilmis kiirelerin bir kiireye gére evirtimi
yine bir genellestirilmis kiiredir olarak ifade edebiliriz. Ozel olarak kiire co nokta-
sindan geciyorsa aslinda hiperdiizlemdir.

Benzer bir durum hiperdiizlemlere goére yansima igin de gegerlidir. Sonlu yarigaplh
bir kiirenin bir hiperdiizleme gore yansimasi ayni yaricapl bir kiire ve bir hiperdiiz-
lemin bir hiperdiizleme gére yansimasi yine bir hiperdiizlemdir. Tiim bunlar1 bir

sonug olarak soyle ifade edebiliriz.

Sonug 3.5. Genellestirilmis bir kiirenin genellestirilmis bir kiireye gore yansimast

yine genellestirilmas bir kiiredir.

3.1. Dik Kiireler

Bu boéliimde iki genellegtirilmis kiirenin birbirine dik olmasini inceleyecegiz ve
bu durumda kiirelerden birinin digerine gore yansimasinin yine kendisi oldugunu
gosterecegiz. Bunu kullanarak Onerme 2.10’u iist boyutlara genellestirerek bir nok-
tanin bir genellestirilmis kiireye gére yansimasini karakterize edecegiz. Once sonlu

yarigapl kiirelere gore yansimalara bakalim.
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S(a,r) ve S(b, p) kiireleri p noktasinda kesigsin. Eger bu iki kiirenin p noktasin-
daki normalleri birbirine dik ise bu iki kiire birbirine diktir denir. S(a,r) kiiresinin
p noktasindaki normali p — a vektorii oldugu icin S(a,r) ve S(b, p) kiireleri ancak
ve ancak (p —a) L (p — b) ise birbirine diktir.

Diger yandan bir S(a,r) kiiresi ile bir P diizleminin dik omasi i¢in gerek ve yeter

sart P diizleminin S(a,r) kiiresinin merkezi olan a noktasindan gegmesidir.

Onsav 3.6. Evirtim kiiresine dik olan bir genellestirilmis kiirenin evirtimi kendisi-

dir.

Kamt. Evirtim kiiresi S(a,7) olsun. Once sonlu yaricapli kiirelere bakalim.
S(b,p) L S(a,r) ve x € S(b,p) olsun. Iy, a, b ve x noktalarmdan gegen 2 bo-
yutlu bir diizlem olsun. S(a,r) N1y = K ve S(b, p) NII; = C ¢emberleri olsun. K ve
C gemberleri p noktasinda kesigsin. (p —a) L (p — b) oldugundan K ve C gemberleri
birbirine diktir ve Onsav 2.6’dan Zic(z) € C’dir. Onsav 3.2’den Zi(z) = Zg(an(z)
oldugundan Zg,(x) € C, yani Zgqr)(z) € S(b, p)’dur.

Eger P hiperdiizlemi S(a, r) kiiresine dik ise a noktasindan geger ve Teorem 3.4

(i)’den evirtimi kendisidir. O

Bu o6nsavin tersi de dogrudur; evirtimi kendisi olan bir kiire evirtim kiiresine

diktir. Ancak bu sonu¢ ¢ok daha zayif bir sart altinda da dogrudur.

Onsav 3.7. z ¢ S(a,r) ve x noktasimn S(a,r) kiiresine gore evirtimi ' olsun. x

ve &' noktalarindan gegen bir genellestirilmis kiire S(a,r) kiiresine diktir.

Kanit. Once genellestirilmig kiirenin hiperdiizlem oldugu duruma bakalim. z ve 2’
noktalarindan gecen bir hiperdiizlem, x, 2’ ve a noktalar1 dogrusal oldugundan, a
noktasidan da geger ve dolayisyla S(a,r)’ye diktir.

Simdi sonlu yarigaph kiirelere bakalim. S(b, p) kiiresi = ve ' noktalarimdan geg-
sin. Zg(e,n () = 2’ oldugundan a, x ve 2’ noktalar1 dogrusaldir. Iy, a, b, = ve ' nok-
talarindan gegen 2 boyutlu bir diizlem olsun. S(a,r) NIy = K ve S(b,p) N1l =C
cemberleri olsun. Onsav 3.2’den Zy(r) = z”diir ve x, 2/ € C oldugundan Onsav
2.7°den C ¢emberi K ¢emberine diktir. Bu iki ¢ember ¢ noktasinda kesigsin. C L IC
oldugundan (¢ — a) L (¢ — b) olur ve dolayisyla S(a,r) ve S(b, p) kiireleri birbirine
diktir. O
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Simdi bir P hiperdiizlemine gore yansimaya bakalim. Eger bir S(a, r) kiiresi P’ye
dik ise P diizlemi kiirenin merkezinden geger ve kiirenin P’ye gore yansimasi kendi-
sidir. Eger bir P hiperdiizlemi P’ye dik ise 2 € P noktasindan P’ye indirilen dikme
P diizleminde kalir ve 2’in P’ye gore yansimasi yine P diizlemindedir. Dolayisiyla
P’ye dik bir hiperdiizlemin yansimasi kendisidir. Yani Onsav 3.6 yansima kiiresi
bir hiperdiizlem oldugunda da dogrudur. Benzer sekilde Onsav 3.7°de de yansima
kiiresi bir hiperdiizlem olabilir. x noktasinin P hiperdiizlemine gore yansimasi x’
olsun. Eger bir S(a,r) kiiresi hem x, hem de 2z’ noktasimndan gegiyorsa merkezi P
hiperdiizlemi iizerindedir ve P’ye diktir. Son olarak eger bir P hiperdiizlemi hem z,
hem de z"’den geciyorsa, = — 2’ vektorii P’nin normali olur ve P diizlemi P’ye diktir.

Bu 6zellikleri bir énerme halinde birlestirelim ve ek olarak Onerme 2.10 2.(iii)’de
oldugu gibi bir z noktasinin yansimasini karakterize eden bir ozellik de verelim.

Asagidaki 6nerme Onerme 2.10’un iist boyutlara genellemesidir.

Onerme 3.8. X genellestirilmis bir kiire, x € R" ve x noktasinn ¥ ya gore yansi-

mast x' olsun.
1. Eger x € ¥ ise x' =z dir.
2. Eger x ¢ % ise
(i) x noktasindan gegen ve X ’ya dik olan her genellestirilmis kiire x' nokta-
sindan da geger.

(i1) x ve x' noktalarindan gegen her her genellestirilmis kiire 3 ’ya diktir.

(111) x noktasindan gegen ve X.’ya dik olan tim genellestirilmis kiirelerin ara-
kesiti {x,2'} kiimesidir. Yani ¥’ noktasi x noktasindan gegen ve ¥ ’ya dik

olan tim genellestirilmis kiirelerin ikinci arakesit noktasidur.
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4. BIRIM YUVARI KORUYAN EVIRTIMLER

Bu béliimde birim yuvar B = B(0,1) ve birim kiire S = S(0,1)’yi koruyan
evirtimleri belirleyecegiz.

Varsayalim ki b € R merkezli ve p yarigapli S(b, p) kiiresine gore evirtim birim
yuvar ve kiireyi korusun, yani Zs, ) (B) = B ve Zgp,,)(S) = S olsun. Bu durumda
Onsav 3.7°den S ve S(b, p) kiiAreleri birbirine diktir. Dolayisiyla p noktasi bu iki

kiirenin bir kesim noktasi ise Opb tiggeni dik iiggendir ve
b =1+ p° (4.1)

esitligi saglanmir. Bu egitlikten [b| > 1 olmasi gerektigi, yani b merkezinin birim yu-
varin diginda oldugu da goriilmektedir. Bu sartlar gerekli oldugu gibi yeterlidir de,
yani merkezi birim yuvarin diginda bir b noktasi ve yaricapi p = \/]b|27—1 olan her
S(b, p) kiiresi S’ye diktir ve dolayisyla Onsav 3.6’dan S ve B’yi korur. Sonug olarak

bir Zg, ,) evirtiminin S ve B’yi korumasi igin gerek ve yeter sartlarin

(7) |b] > 1

(ii) p = /P — 1

oldugunu gostermis olduk. Bu iki sartin saglandigi bir Zgg,) evirtimi igin

(4.2)

Zs(b,p)(B) = B oldugundan orijinin goriintiisii birim kiirenin i¢indedir. Bu noktaya a
diyelim, yani

Is(bwg) (0) =.a

olsun. (4.2) sartlarini a noktas iizerinden yazmak daha kullanmighdir. Oncelikle a ve
b noktalar1 arasindaki iligkiyi belirleyelim. 0, a ve b dogrusal ve a noktasi 0 ile b
arasinda oldugundan a = kb, 0 < k < 1 olmahdir. Zg, ,)(0) = @ oldugundan (3.1)
esitliginden

0 —blla — 0] = p*

dir. Burada |a — b| = |kb — b| = |b|(1 — k) ve p?, (4.1) ile belirlendiginden

[bI*(1 — k) = [b* — 1
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ve k= 1/|b|* bulunur. Yani a = b/[b|* = b* ve dolayisiyla b = (b*)* = a* ve

1 V1—la

p= VP 1= VP 1= |

jal? oa

dir. Sonug olarak birim yuvar ve birim kiireyi koruyan bir evirtim i¢in, 0 noktasinin
goriintiisii a ise, evirtim kiiresinin merkezinin a* ve yaricapinin /1 — |a|?/|a| oldu-
gunu gostermis olduk. Bunu bir 6nsav olarak ifade edelim ve bu evirtimler igin 6zel

bir goésterim kullanalim.

Tanim 4.1. a € B ve a # 0 olsun. a* merkezli ve

V1 |af? (4.3)

p =
lal

yarigapl S(a*, p) kiresine gore evirtimi v, := Lg(q- ) ile gosterelim.

Omnsav 4.2. a € B ve a # 0 olsun. v, birim kiire ve birim yuvar: korur ve 0 ile
a noktalarmin yerlerini degistirir. Ayrica birim kiireyi ve birim yuvary koruyan her

evirtim v, (a € B,a # 0) formundadur.

1, evirtimleri birim yuvar: koruyan Mdébius doniigiimlerinin ve 6zelliklerinin be-
lirlenmesinde temel bir rol oynayacaktir. Bu yiizden v, doniigiimlerinin 6zelliklerini
detayl olarak inceleyelim. Ilk olarak ), evirtiminin analitik ifadesini bulalim. ¥, a
merkezli ve (4.3) tarafindan belirlenen p yarigaph kiireye gore evirtim oldugundan

Onsav 3.1’den

Vo(r) = a* + p*(z — a*)*
1—Jal* (z — a*)

_ *
T TR p— e

(4.4)

dir. Burada paydada yer alan |a||x — a*| ¢arpim ileride siklikla kullanilacaktir ve bu

carpim 6zel bir sembolle gosterilir.

Tanim 4.3. z,y € R" i¢in

[2,y] == /1 —2(z,y) + |22|y[?

olsun.
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Onsav 4.4. z,y € R" olsun. Asaqidaki esitlikler saglanar.
(i) [z, y] = ly, =].
(ii) [z,0] = [0,y] = 1.
(iii) [z, y)* = |z —y[> + (1 — |2[*)(1 = [y[*).
(v) y # 0 ise [z,y] = [lyle —y/lyl| = lyl |z — »|.
Kanat. (i) ve (ii) 6zellikleri Tanim 4.3’ten hemen goriiliir. (iii) 6zelligini gérmek igin
o —yl* = (o —y, 2 —y) =z — 2(z,y) + |y
esitligi ile
(I =121 = [y*) = 1 = |al* — [y + |=*[y]”

esitligi taraf tarafa toplanirsa
=yl + (1= 2[)(A - y*) =1 -2z, y) + [2[]y]* = [»,9]"

oldugu goriiliir. (iv) ézelligi i¢in ||y|z —y/ly|| = |lyl(x —y/ly|*)| = ly|lz — y*| oldugu

aciktir. Buradaki norm hesaplandiginda

y 2
e = | = e = bl
v,y
— Iyl x> o, y>+ '

y[?

= |ePlyP — 2(z,y) + 1

= [z, y)?

oldugu goriiliir. O

Bu tezde ozellikle z,y € B noktalar ile ilgilenecegiz. Bu durumda Onsav 4.4'de

listelenen 6zelliklere ek olarak asagidaki 6zellikler de gecgerlidir.
Onsav 4.5. z,y € B olsun.
(i) Egery €S ise [x,y] = |x — y| olur.
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(ii) [z, z] =1 — |x|? dir.
(113) 1 —|z|ly] < [x,y] < 1+ |z||ly| esitsizligi saglanar.

Kamt. y € S igin |y| = 1 oldugundan (i) dzelligi Onsav 4.4 (iv) 6zelliginden hemen
goriiliir. Aym 6nsavin (iii) ézelliginde y = x almirsa [z, z]* = (1 — |z|?)? ve |z| < 1
oldugundan [z,z] = 1 — |z|*> bulunur. (iii) 6zelligi iiggen esitsizliginin bir sonucudur.

ly/lyl| =1 oldugundan Onsav 4.4 (iv) dzelliginden

[z,y) = [lylz — y/lyl| = |v/lvl| = |lylz| =1 = |=||y]

ve

[z, 9] = |lylz — y/lyl| < |y/lyl] + |lylz] <1+ |z||y]

olur. O

(4.4) esitligini ve Onsav 4.4 (iv) ozelligini kullanarak 1, evirtimini asagidaki

formda yazabiliriz.
Onsav 4.6. a € B,a # 0 olsun. x € R™ i¢in

(1 — laf*)(z — a¥)

2

Yo(r) = a” + (4.5)

[z, a]
dir.

(4.5) formiilii kullanilarak ¢, ()| normu hesaplanabilir, ancak bu norm Onsav
3.3 kullamlarak daha kolay sekilde bulunabilir. Once daha genel olarak |¢),(x) —

Y4 (y)| normunu bulalim.

Omnsav 4.7. a € B,a # 0 olsun. z,y € R, z,y # a* icin

6a(@) = Yaly)] = —— '“'2] 2~y

[, a]ly,a

dir.
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Kanait. 1,, a* merkezli ve p = /1 — |a|?/]a| yarigapl kiireye gore evirtim oldugun-

dan Onsav 3.3 ve Onsav 4.4 (iv) zelliginden

2

p
a() — a(y)] = |z —y
|z — a*||ly — a*|
1 — |af?
= . —|z —y|
lal|lz — a*[|ally — a*|
1—|al? | |
ey —_— |\ —
@, dlly,a " Y
bulunur. [

Simdi |1, (x)| normunu bulalim.

Onsav 4.8. a € B,a # 0 olsun. x € R", z # a* icin

|z —ad

[Ya ()]

 [z,q]
dir.

Kamit. Onsav 4.7°de y = a alnirsa, 1,(a) = 0 oldugundan

Ya(2)] =

bulunur. Diger yandan Onsav 4.5 (ii) 6zelliginden [a, a] = 1—|a|? oldugundan istenen

sonug elde edilir. O

Onsav 4.9. a € B,a # 0 olsun. x € R™, z # a* icin

L= (o) = L2 ‘a[';)%[ =

dir.
Kanat. Onsav 4.8’den

[z —al* _ [x,a —|v —af

1= [ga(2)[* =1—

[@,a]* [z, a]?

dir. Diger yandan Onsav 4.4 (iii) ézelliginden [z, a]? — |z — a|> = (1 — |z|?)(1 — |a|?)

oldugundan istenen sonug elde edilir. O]
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5. ZOMETRILER VE ORTOGONAL DONUSUMLER

Bu boliimde R™'nin tiim izometrilerini belirleyecegiz.

Tanim 5.1. (X, dx) ve (Y,dy) metrik uzaylar ve ¢ : X — Y olsun. Eger her
x1,T2 € X i¢in

dy(¢($1),¢(x2)) = dX<x17I2> (51)
1se ¢ 'ye 1zometry denir.

Bu béliimde asil olarak R™ iizerinde Oklid uzakligini koruyan izometrileri yani
her z,y € R" i¢in
0(x) — o(y)| = [z =y

egitligini saglayan ¢ : R" — R"™ doniigiimlerini inceleyecegiz. Ama 6ncelikle izometri-
lerle ilgili genel birkag 6zellige bakalim. Her izometri bire birdir ¢linkii ¢(z1) = ¢(z2)
ise dy (¢(x1), p(x2)) = 0 ve (5.1)'den dx(z1,x2) = 0 ve 1 = x5 olur. Fakat izomet-
riler 6rten olmak zorunda degildir. Ornek olarak ¢ : R? — R3, ¢(z,y) = (z,v,0)
izometridir ama orten degildir. Diger yandan ¢ : R®™ — R"” ise yani ¢, R" {izerinde
bir izometri ise ¢ ortendir. Bunun aciklamasini ileride verecegiz. Eger ¢ izometrisi
orten ise ¢! de izometridir. Ayrica izometrilerin bileskeleri de izometridir.

Simdi R™de izometrilere 6rnekler verelim.

Ornek 5.2. 25 € R ve ¢ : R" — R™,
o(x) =z + xg

oteleme dontisimai bir izometridir ¢linki

|6(2) = ¢(y)| = |z + 20 — (y + o) = |z — ¥

olur.

Ornek 5.3. P(a,t) bir hiperdiizlem ise P(a,t) diizlemine gore yansima doniisiimii

Rp(as : R® — R"™ bir izometridir.

Ornek 5.4. ¢y : R?2 — R2, orijin etrafinda saatin ters yoninde 0 a¢ist kadar don-

diirme dontsimi bir izometridir.
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Ornek 5.3 ve 5.4’te verilen déniigiimlerin izometri oldugu geometrik olarak acik-
tir. Daha ayrintili agiklamayi ilerleyen kisimlarda verecegiz.

Simdi R™de ortogonal doniigiimleri tamimlayalim. Eger T : R™ — R igin

(i) T(x+y) =T(x) + T(y), Ve,y € R"

(13) T'(kx) = kT (x), Vre R" keR
ise T"ye dogrusal doniisiim denir. 7' dogrusal ise T'(x) yerine kisaca Tz de yazilr. I¢
garpimi koruyan dogrusal doniisiimlere ortogonal denir.

Tanim 5.5. T : R"™ — R" dogrusal olsun. Eger her x,y € R™ i¢in

(Tx, Ty) = (z,y)

1se T 'ye ortogonal dontisim denir.

Onsav 5.6. T : R" — R” dogrusal olsun. Asaqidaki ifadeler birbirine denktir.
i) Her z,y € R" i¢cin (Tx,Ty) = (z,y) olur.
it) Her x € R™ i¢in |Tx| = |x| olur.

Yani ortogonal doniigiimler norm koruyan dogrusal déniistimler olarak da tanim-

lanabilir.
Kanat. (1) saglaniyor ise y = x alindiginda (T'z, Tx) = (z, z) yani |Tz| = |z| oldugu

goriiliir. Simdi varsayalim ki (ii) dogru olsun.

lz—y> = (z —y, 2 —y) = |z|* — 2(x,y) + |y|?

oldugundan
_ 2P+ 1yl = |z —yl?

(z,y) 5 (5.2)

saglanir. 7' norm korudugundan |Tz| = |z|, [Ty| = |y| ve [Tz — Ty| = |T(x — y)| =
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|z — y| olur ve (5.2) esitliginden

_ T2’ +|Ty]” — [T — TyP?

Tx, T

ol Jyl? = o — yf?
2

= (z,9)

olur. O

1 <i<nigne = (0,...,1,...,0), ¢'yinci bilegeni 1, diger bilegenleri 0 olan
vektor olsun. eq, ..., e, vektorlerine R"’'nin standart tabani denir.
T : R" — R™ dogrusal doniigiimleri ile n x n’lik kare matrisler arasinda bir egleme

vardir. Her T : R™ — R" dogrusal doniigiimiine

T(z) = Ax

olacak gekilde bir A = A, ,, matrisi kargilik gelir ve tersine her A matrisi 7'(z) = Ax
olacak gekilde bir T" dogrusal doniigiimii belirler. A matrisine 7 nin standart tabana

gbre matrisi denir.

Tanim 5.7. A, bir kare matris olsun. Eger

AlA = AA' =] (5.3)

ise A matrisine ortogonal matris denir.

Eger A'A = I ise AA" = I esitligi de saglanir. Yani A'nin ortogonal olmasi
icin AYA = I ya da AA" = I egitliklerinden birisinin saglanmasi yeterlidir. A'nin
satir vektorleri rq,...,r, ve siitun vektorleri ¢y, ..., c, olsun. AA® esitligi ri,...,7,

vektorlerinin ortonormal, yani
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olmas:1 anlamina gelmektedir. Benzer sekilde A*A = I esitligi ¢y, .. ., ¢, vektorlerinin

ortonormal olmasina denktir.

Ornek 5.8. 0 <0 < 27 ¢cin

cosf) —sinf

sinf cos®

matrisi ortonormaldir. Bu A'A = I oldugu gosterilerek ya da iki situn vektori
cos —sinf _ _ o ‘
ve nin ortonormal oldugu kontrol edilerek gorilebilir. Bu matris

sin 6 cos 6

dg : R? — R2, orijin etrafinda 0 acist kadar saatin ters yoniinde dénme doniisiimii-

nin matrisidir.

A ortogonal matris ise A7 = A! de ortogonal matristir ve A, B ortogonal ise

AB de ortogonaldir ¢iinkii
AB(AB)! = ABB'A" = AIA" =1

olur. Dolayisiyla ortogonal matrisler bir grup olugturur. Bu grup O(n) ile gosterilir
ve ortogonal grup olarak adlandirilir.

A ortogonal matris ise det(A*) = det(A) oldugundan
1 =det] = det(AA") = detAdetA’ = (detA)?

olur. Yani detA = 41’dir.

Simdi ortogonal doniigiim ve ortogonal matrisler arasindaki iligkiyi belirleyelim.

Omnsav 5.9. T : R" — R" dogrusal donisim ve T ’nin standart tabana gore mat-
risi A, yani T(x) = Az olsun. T déntgimi ortogonaldir ejer ve ancak A matrisi

ortogonalse.

Kanit. Eger A ortogonal matris ise A'A = I oldugundan

(T(x),T(y)) = (Az, Ay) = (Ay)' Az = y' A’ Az = y' Iz = y'z = (z,y)
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olur. Tersine eger T' ortogonal doniigiim ise her z,y € R" i¢in
y'r = (z,y) = (T(2),T(y)) = (Az, Ay) = y' A" Az,

yani her z,y € R" i¢in

y'(I — A'A)x =0 (5.4)

olur. Simdi z = e,y = ¢; (1 <i,j < n) almrsa (5.4) esitliginin sol tarafi I — A'A
matrisinin 47 yinci terimini verir. Sag taraf 0 oldugundan I — A'A matrisinin tiim

terimleri 0, yani [ — A*A = 0 ve A'A = ['dir. Dolayisiyla A ortogonal matristir. [J
Onsav 5.6 ve Onsav 5.9’un sonucu olarak sunu séyleyebiliriz.

Onsav 5.10. A, bir kare matris olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) A ortogonal matristir.
(i) Her x,y € R" i¢in (Azx, Ay) = (z,y)
(111) Her x € R" i¢in |Ax| = |x| dir.
Simdi izometriler ve ortogonal déniigiimler arasindaki iligkiyi belirleyelim.
Onsav 5.11. Ortogonal donistimler izometridir.

Kanit. T : R" — R” ortogonal ise Onsav 5.6’dan
Tz —Ty| = [T(z —y)| = |z -yl

olur ve T" izometridir. O
Onsav 5.12. ¢ : R® — R" izometri ve #(0) = 0 ise ¢ dogrusaldur ve ortogonaldir.

Kamit. ¢ izometri ve ¢(0) = 0 oldugundan

0(2)] = |o(z) = $(0)] = |z — 0] = [x] (5.5)
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yani ¢ doniigtimii normu korur. Ek olarak ¢ i¢ ¢arpimi da korur, ¢iinkii (5.2) ve (5.5)

esitlikleri ve ¢ izometri oldugundan

(o), oly)) = 12O+ |¢(y)|22— |6(x) — 6(y)|?

_ 2P+ lyl? — e —yl?
2

= (z,y)

olur. Dolayisiyla 1 < 1¢,7 < n i¢in

0, i#J,

olur ve ¢(e1), ..., ¢(e,) vektorleri ortonormaldir. Ortonormal vektorler dogrusal ba-
gimsiz oldugundan ve vektor sayisi n oldugundan ¢(eq), ..., ¢(e,) vektorleri R™'nin
bir tabanidir.

Simdi ¢ déniigiimiiniin dogrusal oldugunu gosterelim. = " | z;¢; € R™ olsun.

o(er), ..., o(e,) taban oldugundan
¢(z) = Zai¢(€i)
i=1

olacak gekilde a, ..., a, reel sayilar1 vardir ve ¢(e;) vektorleri ortonormal oldugun-

dan

(9(a),6(e) = ( X awdler). oler)) = a
i=1
dir. Ayrica ¢ i¢ carpimi korudugundan
a; = (), d(e)) = (z, ;) = m;

dir ve dolayisiyla
P(z) = </5<Z xiei) = Z zig(e;)
i=1 i=1

olur. Bu da ¢’nin dogrusal oldugunu gosterir. Daha agik ifadeyle & € R ve x.y € R
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igin kx =Y kxie; ve x +y =Y 1 (z; + y;)e; oldugundan

¢(kx) = Z krip(e;) = kzxi¢(€i) = ko(z)

ve
n

¢@+ﬂ)=§:@rﬂm¢®ﬂZEZ%MEW+§:MW@%=M@+¢@)

i=1
olur.

Sonug olarak ¢ dogrusaldir ve ayni zamanda i¢ ¢carpimi korudugundan ¢ ortogo-
nal doniisiimdiir. Dolayisiyla Onsav 5.9'dan ¢(x) = Ax olacak sekilde A ortogonal
matrisi vardir. Ek olarak ¢ izometri oldugundan bire birdir. Bundan dolay1 ¢ekirdegi

0 boyutlu ve goriintii kiimesi n boyutludur. Yani ¢(R™) = R" ve ¢ ortendir. n

A ortogonal matris ise Onsav 5.11 ve Ornek 5.2’den ¢(z) = Az + x¢ bir izomet-

ridir. Simdi bunun tersinin de dogru oldugunu gosterelim.

Sonug 5.13. ¢ : R™ — R"™ bir izometri olsun.
Pp(x) = Az + x

olacak sekilde A ortogonal matrisi ve x¢ vektori vardur.

Kamit. ¢(0) = x olsun. ¢ : R* — R”,

doniisiimii bir izometridir ve ¢(0) = ¢(0) — zy = 0’dir. Onsav 5.12’den ¢ orto-

gonaldir ve ¢'nin standart tabana gore matrisi A ortogonal matrisidir. Dolayisiyla

o(z) = ¢(x) + xg = Az + xo'dir. O

5.1. Benzerlik Doniigtimleri
[zometriler uzaklik koruyan doniisiimlerdir. Uzakligi sabit bir oranda biiyiiten /kii-

¢iilten dontigiimlere ise benzerlik doniigiimii denir.

Tanim 5.14. ¢ : R" = R" ve r > 0 olsun. Eger her x,y € R" i¢in

|6(x) = ¢(y)| = rlz =y
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oluyorsa ¢ ’ye benzerlik doniisimi ve r saysina benzerlik orany denir.

[zometrilerde oldugu gibi benzerlik doniisiimleri de ¢(co) = oo almarak R”’ye
genigletilir. Eger » = 1 ise ¢ bir izometridir. Eger ¢ bir benzerlik doniisimi ise

Y = ¢/r bir izometridir ¢iinkii her z,y € R™ i¢in

9(@) — i)l = |22 = P = eyl =12~y

olur.
A ortogonal matris ve zy € R" ise ¢(z) = rAx + xo bir benzerlik dontigiimidiir,

¢linkii

|6(x) = ¢(y)| = |(rAz + z0) — (rAy + yo)| = r[A(x —y)| = rlz —y|

olur. Bunun tersi de dogrudur.

Onsav 5.15. ¢ : R™ — R™ benzerlik orany r olan bir benzerlik déndistimii ise
o(x) =rAx + xg

olacak sekilde A ortogonal matrisi ve xo € R™ vardur.

Kanat. 1) = ¢/r izometri oldugundan Sonug 5.13’ten ¢(x) = Ax + 1 olacak sekilde
A € O(n) ve x; € R" vardir. Buradan zg = rx; alimirsa ¢(x) = r(z) = rAx + xg
olur. [
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6. MOBIUS DONUSUMLERI

R™de P(a,t) hiperdiizlemine ve S(a,r) kiiresine gére yansima doéniigiimlerini

onceki boliimlerde inceledik. Bu béliimde bu yansimalarin bilegkelerini inceleyecegiz.

Tanim 6.1. Sonlu tane yansimanin (hiperdizlem ya da kiireye gore) bileskesine

Mébius doniistimi denir.

Ornek 6.2. Oteleme bir Mébius dondistimiidiir ¢iinki (diizleme gére) iki yansima-
nin bileskesi olarak yazilabilir. xo € R™ ve ¢(x) = x + x¢ olsun. xo vektorine dik
olan ve orijinden gegen P(xy,0) dizlemine gére yansimaya Ry, xo vektorine dik
olan ve xy/2 noktasindan gegen P (o, |xo|?/2) diizlemine gire yansimaya Ry denirse

¢ = Rg o) Rl "dir.

Ornek 6.3. ¢ : R" — R*, ¢(z) = —x doniisiimii bir Mobius dondisimiidir. ¢,

P(e1,0) dizlemine gore yansima olsun. ¢1(x) = x — 2(x, e1)e; yani

¢1<1’1a Ta, ... 73771) — (—Ith, s 7'rn)
olur. Benzer sekilde i = 1,2,...,n i¢in ¢;, P(e;,0) dizlemine gore yansyma ise
O(x1, . Ty ) = (Ty, ooy =Ty oo, X)) diT vE @ = G0 ... 0 g 0 Py denirse
o(x) = —x olur. Yani ¢ déniisimi n tane yansymanmn bileskesidir.

Ornek 6.4. ¢y : R2 — R? orijin etrafinda saatin ters yoninde 0 acisy kadar donme
donistiimi olsun. ¢y ki yansimanin bileskest olarak yazilabilir ve dolaysiyla Mobius

dontistimaudiir.

Bu ii¢ 6rnekteki doniigiimler izometridir. Ileride tiim izometrilerin yansimala-
rin bilegkesi olarak yazilabilecegini yani Mobius doniigiimleri oldugunu gosterecegiz.

Simdi izometri olmayan bir M6bius doniigiimii 6rnegi verelim.

Ornek 6.5. 7 > 0 ve ¢ : R* — R”, ¢(x) = rax genisletme/daraltma doniisii-
mi bir Mébius dontisimidir. S = S(0,1) kiresine gore yansimaya Iy ve S(0, /1)
kiiresine gore yansimaya Iy dersek ¢ = Iy o Iy 'dir. Qinkii Z;(x) = x* ve (3.3) 'den
To(x) = ra*’dir ve dolayiswyla To(Zy(x)) = r(z*)* = ra olur.
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Diizlem ve kiireye gore yansima doéniigiimleri (3.4) ve (3.3)’de verildigi gibi R™den
R”’ye bire bir ve ortendir ve her yansimanin tersi kendisidir. Dolayisiyla Mobius do-
niigiimleri bire bir ve ortendir ve her Mobius doniistimiiniin tersi de bir Mobius
dontigtimiidiir. Eger ¢ = ¢; o -+ o ¢,, M6bius doniigimii ¢; (i = 1,...,m) yansi-
malarimin bileskesi ise ¢! = ¢,,, o - - - 0 ¢;’dir. Ayrica herhangi bir ¢ yansimasi icin
¢* = 1d oldugundan birim déniisiim bir M&bius déniisiimiidiir. Son olarak Mobius

doniisiimlerinin bilegkeleri de Mobius doniisiimii oldugundan Mobius doniigiimleri

bilegke iglemi altinda bir grup olusturur.

Tamm 6.6. R" dizerindeki tiim Mébius dontistimlerinin olusturdugu gruba Mdbius

grubu denir ve M(R™) ile gésterilir.
Simdi R" iizerindeki tliim izometrilerin Mobius doniigiimii oldugunu gosterelim.

Onsav 6.7. ¢ : R” — R™ izometri ve ¢(0) = 0 olsun. ¢ en fazlan tane (hiperdiizleme

gore) yansimanin bileskesi olarak yazilabilir.

Kamit. ¢ izometri ve ¢(0) = 0 oldugundan Onsav 5.12’den ¢ dogrusal ve ortogonal-
dir yani her x,y € R" i¢in

(0(x), d(y)) = (,y) (6.1)

olur. Simdi ¢’yi degigtirerek 0, ey, ..., e, noktalarinin hepsini koruyan bir doniigiim
bulalim.

Ik olarak hem 0 hem de e; noktalarini koruyan bir ¢; doniisiimii olusturalim.
Bunun i¢in

ap = ¢(€1) —€

diyelim.

Eger a; # 0 ise P(ay,0) diizlemine gore yansima 1)1, yani
U (z) =z — 2(x,a1)a]
olsun. 9 o ¢ doniigimiinin hem 0 hem de e;'i korudugunu gosterelim.
110 ¢(0) = 11(0) = 0 oldugu agiktir. Simdi

di(e(er)) = dler) — 2(¢(e1), dler) —er) Icf((eell) .

) — e1]?
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esitliginde 2(¢(ey), ¢(e1) —e1) i¢ carpimini hesaplayalim. Oncelikle |p(ey)| = |e1] = 1

oldugundan

(p(er) + ex, dler) — ex) = |(er)|* + (dler), er) — (er, dler)) — |ea|* = 0

olur ve bu esitlik 2¢(e1) = ¢(e1) + e1 + @(e1) — eq esitligi ile beraber kullanilirsa

2(¢(e1), pler) —e1) = (d(er) + e, pler) —e1) + (dler) — e1, ¢(er) —er)
= ‘¢(61) - 61‘2

oldugu goriiliir. Bu ifade (6.2)’de yerine yazilirsa 11 (¢(e;)) = e; elde edilir.

Eger a; = 0 ise ¢(e1) = e;'dir ve ¢; = Id almirsa ¢; o ¢ doniigiimii yine hem
0 hem de e;’i korur. Simdi ¢, = 1 o ¢ dersek ¢; hem 0 hem de e;’i koruyan bir
izometridir.

Genel olarak varsayalim ki ¢, doniigiimii 0, eq, ..., e, noktalarimi koruyan bir
izometri olsun. Bu noktalara ek olarak e;,; noktasini da koruyan bir ¢y, izometrisi

olugturalim. Bunun i¢in

U1 = Prl€rt1) — €r1

diyelim.

Eger agy1 = 0 ise ¥y = Id alinirsa ¢p 1 = ¥gy1 © ¢ doniisimi 0, ey, ..., €511
noktalarinin tamamini korur.

Eger agr1 # 0 ise ¥pi1, P(ags1,0) diizlemine gore yansima olsun. Yukarida
oldugu gibi ¥riq o ¢, 0 ve exyy noktalarimi korur. Simdi bu bileske doniigiimii-
niin ey, ..., e, noktalarmi da korudugunu gosterelim. e; vektorleri ortonormal ve

i=1,2,...,kicin ¢x(e;) = e; oldugundan (6.1)’den dolay1

(eis Or(ert1) — ery1) = (ei, Prlers1)) — (i ernsn)
(Dr(es), drlert1))
(

€is €k+1>

(Pr(€i), anyr)

0
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dir ve

Y41 © ¢k(€z‘> = 1/1k+1(€i) =€ — 2<€z‘, ak+1>a1:+1 =€

olur. Yani ¢py1 = g1 © ¢ doniigiimii 0, eq, . .., e, noktalarinin tamamini korur.
Sonug olarak 1, ..., 1, dizleme gore yansima ya da Id olmak iizere 0, ey, ..., €,

noktalarinin tamamini koruyan bir

¢n:¢n0@/}n—10"'0¢10¢

izometrisi bulunabilir. Onsav 5.12'den ¢,, dogrusaldir. ¢, 'nin standart tabanlara
gore matrisinin 4’yinci siitunu ¢, (e;) = e; oldugundan ¢, 'nin matrisi birim matristir.

Dolayisiyla ¢,, birim doniigiimdiir ve

¢:”¢1O‘“O¢n710"¢n

dir, yani ¢ en fazla n tane yansimanin bilegkesi olarak yazilabilir. O

Teorem 6.8. Her ¢ : R" — R" izometrisi en fazla n+ 1 tane (hiperdizleme gore)

yansimanin bileskest olarak yazilabilir.

Kanit. ¢(0) = o olsun. zy vektoriine dik olan ve 0 ile zy'in orta noktasi olan
19/2'den gecen diizlem P(xz, |zo|?/2) diizlemidir. Bu diizleme gére yansimaya ¢
dersek ¢o(z) = 0'dir. ¢ = ¢y o ¢ olsun. ¢ bir izometri ve gz5(~()) = 0 oldugundan
Onsav 6.7’den ¢ en fazla n tane yansimammn bilegkesi olarak yazilabilir. Dolayisiyla

¢ = ¢y o ¢ en fazla n + 1 tane yansimanin bilegkesi olarak yazilabilir. [

Her ¢ : R" — R” izometrisi ¢(c0) = oo almarak R™'de tammh olarak diigiiniile-

bilir. Boylece agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.9. R™ nin tim izometrileri Mébius dondistimaidiir.
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7. ACI KORUNUMU

Bu boliimde Mobius doniisiimlerinin agi koruyan doniisiimler olduklarini gos-
terecegiz. Mobius doniiglimleri sonlu tane yansimanin (diizlem ya da kiireye gore)
bilegkeleri olduklar1 i¢in 6nce yansimalari inceleyecegiz.

v : [a,b] — R™ siirekli tiirevlenebilir fonksiyonuna bir egri denir. Eger +/(¢) # 0

ise 7/(t) vektoriine 7 egrisinin ¢ amindaki ya da (t) noktasindaki teget vektorii denir.

Ornek 7.1. v : [0,27] — R?, ~(t) = (cost,sint) olsun.  ’nan gérintisi birim ¢em-
berdir ya da vy birim ¢emberin bir parametrizasyonudur. v'(t) = (—sint,cost) vek-
tori y(t) noktasindaki teget vektorudir. Mesela t = w/2 alimrsa v'(7/2) = (—1,0)

vektori y(m/2) = (0,1) noktasinda birim ¢embere tegettir.

uy, ug € R™ sifirdan farkl iki vektor olsun. Bu iki vektor arasindaki ag

esitligini saglayan 0 < 6 < 7 agis1 olarak tanimlanir. v; ve v, egrileri £y noktasinda
kesisiyorsa bu iki egri arasindaki agi egrilerin teget vektorleri arasindaki acidir.
f:R*" = R" f = (f1,...,[fn) stirekli tirevlenebilir bir fonksiyon olsun. f

fonksiyonunun xy noktasindaki tiirevi

o 1 @0 1) = F @) = T(1) |

=0
h—0 Al

esitligini saglayan T : R™ — R™ dogrusal doniigiimidiir ve T' = D f(zq) seklinde gos-
terilir. D f(xz) dogrusal doniigiimiiniin standart tabana gore matrisi Jacobi matrisi
olarak adlandirilir ve Jy(zo) ile gosterilir. J¢(zo) matrisinin terimleri kismi tiirevler-

dir:

) )
a—i(xo) aj;(xo)
of, of,
8_5‘;1(1.0) o ain (xO) nxn

v : a,b] — R™ bir egri ve (ty) = x¢ olsun. f o~ egrisinin ¢, anindaki teget vektorti,
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zincir kuralindan,

vektoridiir.

Y1 Ve Yo, £ noktasinda kesigen herhangi iki egri olsun. Eger xy noktasinda v, ve 7,
egrileri arasindaki ag1 ile f(xg) noktasinda f o~y ve fo~y, egrileri arasindaki a1 aym
ise f doniiglimiine xy noktasinda agikorur doniigiim denir. Eger f tanim kiimesindeki
her noktada agilar1 koruyor ise f’ye agikorur doniigiim denir. Eger Jacobi matrisi
J¢(xo) ortogonal ise f, zo noktasinda agi korur. Daha genel olarak Jacobi matrisi

ortogonal bir matrisin bir kati ise f ac1 korur.
Onsav 7.2. Eger Ji(vo) = kA, k € R, A € O(n) ise f, vy noktasinda ag1 korur.

Kanat. v, ve 79, xo noktasinda kesigen iki egri ve ;’in xy noktasinda teget vektori

U1, Y2 nin teget vektori us olsun. v, ve v, arasindaki 6 agisi

<U1>U2>
|u | uz]

cosf =

esitligi ile belirlenir. Jy(z) matrisini kisaca J ile gosterirsek f o~y egrisinin f(xo)
noktasindaki teget vektorii Ju; ve fo~y, egrisinin teget vektorii Jus'dir. Bu iki vektor

arasindaki ac1 7 ise A ortogonal matris oldugundan, Onsav 5.10’dan

<JU1,JU2> . <k’AU1,]€AU2> . <AU1,AUQ> . <U1,U2> — cosf
|JU1HJU2| |]€AU1HI€AU2‘ |AU1||AUJ2’ |U1HU2|

cosn =

olur ve n = ¢’dir. Yani f, xo noktasinda ag1 korur. m
Sonuc 7.3. Benzerlik dontisimleri a¢i korur. Ozel olarak izometriler aci korur.

Kamt. ¢ : R" — R™ benzerlik doniisiimii ise Onsav 5.15'den » > 0, A € O(n) ve
xo € R" olmak tizere

o(z) =rAz + x9
formundadir. Dolayisiyla Jy(z) = rA’dir ve ¢ ag korur. O

Simdi diizlem ve kiireye gore yansimalarin ag1 koruduklarini gosterelim. Diizleme
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gore yansimanin ag¢l korudugu geometrik olarak agiktir. Bunu analitik olarak da
gosterelim.

a € R" a#0vet € Rolsun. (3.4)’den P(a, t) diizlemine gore yansima doniisiimi

a

Rp(aﬂg)(l’) =z — 2(<x, a) — t)W
a 2ta

— 7 —9 A W

AT AT e

dir. Burada x ve a vektorleri siitun matrisleri olarak alimirsa, (z, a) = a'z oldugundan
ve matris ¢arpiminin birlesme 6zelliginden (x, a)a = a(z, a) = a(a’z) = (aa')x olur.
Dolayisiyla

Rp(ap () = (I — lacﬁ)x + i (7.1)

Jal? jal?

ve her z € R" noktasinda

2
TRp(any (8) = T — Waat (7.2)

olur. Bu matrisin ortogonal oldugunu gérmek i¢in su tanimi yapalm.

Tanim 7.4. a € R" ve a # 0 i¢in

aia; aiasy -+ a10p
t
aa 1 (201 Q202 -+ A20y
CEWETRE s i
an@y GpQGz -+ ApGp X
olsun.
(2, matrisinin ¢’yinci satir, j’yinci stitundaki terimi
a;a; .o
[Qa]ij = |;|2j, 1<4,5<n (7.4)

dir. Simdi bu matrisin 6zelliklerine bakalim.
Onsav 7.5. a € R", a # 0 i¢in Q, matrisi (7.3) teki gibi tanvmlansin.
(i) Qa simetriktir, yani Q' = Q, dur.
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(ii) Q% = Q, dir.

(i1i) I — 2Q, matrisi ortogonaldir.

Kamit. (7.4)’dan [Qa}ji = [Q.] ;; dir ve Qg simetriktir. (i) i¢in ise Q, = (aa')/|al?

ve a'a = |a|? esitlikleri kullanilirsa

1
Q> = Waataat = Waat = Qq

oldugu goriiliir. (iii) icin Q! = Q, ve Q? = Q, esitliklerinden

(I _ 2Qa)t(1 - 2@(1) = (I _ 2Qa)(1 — 2Qa) =1- 4Qa + 4@2 =1

olur. Yani I — 2@), matrisi ortogonaldir.

[]

Sonug 7.6. P(a,t) diizlemine gore yansima doniisimii Rpaz bir izometridir, do-

layswyla acr korur.

Kamt. xo = 2ta/|al?* ahnrsa (7.1)’den Rp(q () = (I —2Qq,)x + z olur ve I —2Q,

ortogonal matris oldugundan Rp(, ) bir izometridir ve dolayisiyla ac1 korur.

]

Simdi kiireye gore yansima doniisiimlerini inceleyelim. Ilk olarak birim kiire S’ye

gore yansimaya bakalim ve kisalik agisindan ¢ = Zg diyelim. (3.2)’den ¢(x) = z*

x/|z|?, yani

. sl ) Tn
(ﬁ(ﬂfl,!ﬂg,...,xn)—(x% 2’...72——’_1:%)

+ooe 22t 4 a2 x4

dir ve Jacobi matrisi hesaplanirsa, x € R", x # 0 igin

1 212 20129 2x12y,

> et 2P 2P

22901 1 2192 2To%,

Jy() = || z> ]t ||
20,21 20T 1 21,
P P 2P el
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oldugu goriiliir. (7.3)’deki gosterim kullanihirsa

Jo(r) = —3 (I = 2Qs) (7.5)

yazilabilir. Yani .J,(x) ortogonal bir matris olan (I —2@),,)’in bir katidir. Dolayisiyla
Onsav 7.2’den, birim kiireye gore yansima ¢, a1 korur.

Simdi bir S(a,r) kiiresine gore yansimaya bakahm. ¢ = Zs gosterimini kul-
lanmaya devam edersek Onsav 3.1'den = # a igin g, (z) = a + r?(z — a)* =

a + r?¢(x — a)’dir ve zincir kurali ve (7.5)’den

2

Trg (@) = 12 Iyl — a) = (I = 2Q(e-w) (7.6)

|z — al?

oldugu goriiliir. Yani Jacobi matrisi ortogonal bir matrisin katidir ve agagidaki sonug

gosterilmis olur.
Onsav 7.7. S(a,r) kiiresine gore yansima dontsimi agr koruyan bir déndisimdir.

Ek olarak ortogonal matrislerin determinant1 +1 oldugundan (7.6)’dan kiireye

gore evirtimin Jacobi matrisinin determinantinin mutlak degerinin

7,271

|det JIS(“) (m)‘ =

|x — a|*

oldugu da goriiliir.
Sonug olarak Mobius doniigiimleri sonlu tane yansimanin bilegkesi oldugundan

ve yansimalar ac¢i koruduklarindan asagidaki sonucu gostermis olduk.
Teorem 7.8. Mdobius dontistimleri act korur.

7.1. Simetri Ilkesi

> genellegtirilmis bir kiire olsun. Eger x € R"™ noktasimn Yya gbre yansimasi
y ise x ve y noktalar1 ¥’ya gore simetriktir denir. Simdi Mobius doniigiimlerinin
simetriyi korudugunu gosterelim. Oncelikle bir hiperdiizlem ya da kiirenin Mébius
doniigiimleri altinda goriintiisiiniin yine bir hiperdiizlem ya da kiire oldugunu belir-

telim.
Onsav 7.9. ¢ : R™ — R™ bir Mébius donustimi ve X bir genellestirilmis kiire olsun.

&(X) bir genellegtirilmis kiiredir.
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Kamit. Sonug 3.5ten bir genellestirilmis kiirenin hiperdiizlem ya da kiireye gore
yansimasli yine bir genellegtirilmis kiiredir. Mobius doniigiimleri boyle yansimalarin

bilegkesi oldugundan ¢(X) bir genellegtirilmis kiiredir. O

Teorem 7.10. ¢ : R™ — R™ bir Mébius dontistimi olsun. Eger x,y € R"™ noktalar:
Y genellestirilmis kiiresine gore simetrik ise ¢(z) ve ¢(y) noktalarr ¢(X) genellesti-

rilmis kiresine gore simetriktir.

Kanat. Mobius dontigiimleri yansimalarin bilegkesi oldugu i¢in yansimalarin simetri-
yi korudugunu géstermek yeterlidir. Bunun ispati da diizlemdeki ispatin benzeridir.
¢ bir yansima (kiire ya da hiperdiizleme gore) olsun. Onerme 3.8 (iii)’ten ¢(z) ve
®(y) noktalarimin ¢(X) kiiresine gore simetrik oldugunu gostermek i¢in ¢(x) nok-
tasindan gegen ve ¢(3)’ya dik olan her genellegtirilmis kiirenin ¢(y) noktasindan
da gectigi gosterilmelidir. 7", ¢(x) noktasindan gegen ve ¢(3)’ya dik olan herhangi
bir genellestirilmis kiire olsun. Onsav 7.9’dan ¢~ (7)) bir genellestirilmis kiiredir ve
r € ¢~ 1(T)dir. Mébius doniigiimleri ag1 korudugundan (Teorem 7.8), ¢~ 1(T) ve &
genellegtirilmis kiireleri birbirine diktir. Dolayisiyla Onerme 3.8 (i)’den x noktasmin

Y’ya gore yansimasi olan y noktasi ¢ (7)) iizerindedir. Yani ¢(y) € T dir. O
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8. BIRIM YUVARI KORUYAN MOBIiUS DONUSUMU ORNEKLERI

Bu béliimde [1] ve [7] kaynaklarimi kullanarak birim yuvar B’yi ve birim kiire

S’yi koruyan Mobius dontistimii 6rnekleri verecegiz.

Onsav 8.1. A bir ortogonal matris olmak tzere ¢ : R™ — R",

Az, x # oo,
¢(x) =

00, T = 00,

B ve S’yi koruyan bir Mdbius dontsumidir.

Kanat. A ortogonal oldugundan ¢ bir izometridir ve bundan dolay1 Sonug 6.9’dan ¢
bir M6bius doéniigiimiidiir. ¢(0) = 0 oldugundan x € S i¢in

|6(2)] = |¢(z) = $(0)] = & — 0] = [z =1

olur ve ¢ birim kiireyi korur. O

Simdi B’yi koruyan yansimalari inceleyelim. Once hiperdiizlemlere gére yansima-

lara bakalim.

Onsav 8.2. Bir P(a,t) hiperdizlemine gore yansimanin B ve S’yi korumasu igin

gerek ve yeter sart t = 0 olmasidar.

Kanat. (7.1)’den A = I — 2Q, ortogonal matris ve zg = 2ta/|a* € R™ olmak iizere
Rp(an(®) = Az + o formundadir. A ortogonal oldugundan Onsav 8.1’den x — Az
doniistimii birim kiireyi korur. Dolayisiyla Rp(, ) 'nin S’yi korumasi i¢in gerek ve

yeter sart oteleme olmamasi, yani o = 0 ya da denk olarak ¢ = 0 olmasidir. O]

P(a,t) diizleminde ¢ = 0 olmas1 diizlemin orijinden ge¢mesi anlamina gelir. Yani
yukaridaki onsav yalniz ve ancak orijinden gegen diizlemlere gore yansimalar B’yi
korur olarak ifade edilebilir. Bu durumda Rp(q)(2) = (I —2Q,)x doniisiimi Onsav
8.1'nin 6zel bir halidir.

Simdi hangi kiireye gore yansimalarin B ve S’yi koruduguna bakalim. Bu yansi-

malar Béliim 5’de incelenmis ve Onsav 4.2’de bunlarin sadece Tanim 4.1°de verilen
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1, doniigiimleri yani a € B, a # 0 ve p = /1 — [a[?/|a| olmak {izere S(a*, p) kiiresine
gore evirtimler olduklar1 gosterilmisti.

1), doniisiimii kiireye gore yansima oldugu icin Onsav 7.7°den ac1 koruyan bir do-
niigiimdiir ancak yonii ters gevirir. Yonii de korumak i¢in ¢/, ile ikinci bir yansimanin

bilegkesini alalim. P(a, 0) diizlemine gore yansima B’yi korudugundan

R’P(a,O) o wa (81)

bilegkesi B’yi korur ve iki yansimanin bilegkesi alindigindan yonii de degistirmez.
b, doniigiimii 0 ve a noktalarimi birbirlerine gotiiriir. Simdi bu noktalarmm (8.1)’deki

bilegke altinda goriintiilerine bakalim. ¥,(a) = 0 ve Rp(q,0)(0) = 0 oldugundan

RP(a,O) o wa(a) =0

olur. Diger yandan v,(0) = a ve

oldugundan

Rp0) ©Va(0) = —a

dir. Yani Rp(a,0) 0 ¥, bilegkesi a’y1 0’a gotiiriirken 0’1 a’ya degil ama —a’ya gotiir-

mektedir. Bu sorunu ¢6zmek igin (8.1)’deki bilegkeyi —1 ile garpar ve

Pa = ('Id> o RP(&,O) o wa

doniisiimiinii tanimlarsak ¢, doniigiimii hem B’yi korur hem de 0 ve a’y1 birbirlerine
gotiiriir. Ayrica Ornek 6.3’ten ¢(x) = —x doniisiimii yansimalarin bileskesi olarak

yazilabildiginden ¢, bir Mobius doniigiimiidiir.

Tanim 8.3. a € B, a # 0 ve ¢, Tanwm 4.1°deki gibi olmak tizere @, : R™ — R™,

Pa = (’Id) o RP(G,O) © wa

olsun. @, birim yuvar: koruyan ve a ile 0n yerlerini degistiren standart Mébius
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dondistimi olarak adlandirilir. a = 0 i¢in po(x) = —x olarak alinar.

Ik olarak ¢, nin tersinin kendisi oldugunu gésterelim. Bunun icin énce —Rp(a,0)

ve 1), doniiglimlerinin degigmeli olduklarini yani

_RP(CL,O) o wa = Q/Ja o (_RP(CL,O))

oldugunu gosterelim. Ilk olarak orijinden gecen diizlemlere gére yansima ile ilgili

geometrik olarak acik olan asagidaki ozellige bakalim.

Onsav 8.4. a # 0, P(a,0) oriinden gegen ve a vektorine dik dizlem, ve R =

Rp(ap) olsun.
(1) x| a ise yani x = ka (k € R) ise R(x) = — tir.
(i) © L a ise R(x) = x 'tir.

Kamit. (3.4) formiiliinden R(x) = x — 2(z, a)a™’dir ve x = ka ise

R(z) = kx — 2(ka, a)i = ka — 2ka = —ka = —x

lal?
olur. z L a ise (x,a) = 0 oldugundan R(x) = z’tir. O

a,r € R™ ve a # 0 olsun. x vektoriinii biri a’ya paralel, digeri a’ya dik iki

vektoriin toplami olarak yazabiliriz:

a
u:(:r;,a)W ve v=z—u

alinirsa u || @ ve v L a’dir. Burada w vektoriine « vektoriiniin a vektorii iizerine

izdiigtimii denir ve u = proj,z seklinde gosterilir. Ek olarak u L v oldugundan
lu+v* = |u—v]* = |uf*+ |v]? (8.2)

olur.

Onsav 8.5. a # 0 ve R = Rp@po) ve Yo, Tamwm 4.1°de verildigi gibi, a* merkezli,

p=+/1—lal?/|a| yaricapl kiireye gire yansima olsun.

(_R> © Q/}a = ¢a © (_R)
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olur.

Kamt. x € R", x # a* olsun. (x — a*) vektoriinii biri a’ya paralel, digeri a’ya dik iki

vektoriin toplami olarak yazalim, yani
r—a" =u+v, ula vla

olsun. (3.3) formiiliinden

% 2 *\*% % 2U+U
Yo(z) =0a"+p*(x—a")" =a —i—pm

¢ikar ve R dogrusal oldugundan

2

(“R)Wal#)) = =R(a") + 2 G (R)(wt-0)

olur. Onsav 8.4’ten

bulunur ve dolayisiyla

(—R)(tha(2)) = a* + —L—(u—v)

lu + v|?

olur.

(8.3)

(8.4)

(8.5)

Diger yandan z = a*+u+v esitligi, R'nin dogrusalligy, (8.4) ve (3.3) formiiliinden

Vo (—R(2)) = Yo(—R(a" + u+v)) = P (a* +u—v)

2
ok 2 * ok Y (U’ B U)
=a +p (U—U) =a +W
olur. (8.2)’den |u + v| = |u — v| oldugundan istenen sonug elde edilir.

Simdi ¢, 'nin tersinin kendisi oldugunu gosterelim.

Onsav 8.6. ¢, 0 p, = Id, yani p; ' = @, 'dir.
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Kanit. Rpa,0) yerine kisaca R yazilirsa ¢, = (—=R) o 9, oldugundan

Pa © Pa = <_R) 0 1y 0 (_R> 0 Y,

olur. Onsav 8.5ten (—R) o ¥, = 9, o (—R)’dir, ve 1, 01h, = Id ve Ro R = Id
oldugundan istenen sonug elde edilir. O]

Simdi ¢, 'nin formiiliinii belirleyelim.

Onsav 8.7. a € B olsun. © € R™ icin

( 1 — 2 o . 2
(A-loP)o-)+le—aPa .
[z, a]?
Pa(z) = 00, T = a*,
a*, T =00
\

olur.

Kanat. Eger ¢ = a* ise Tanim 4.1’den 1), (a*) = 00 ve —Rp(q,0)(00) = 0o oldugundan
@q(a*) = oco’dur. x = oo ise P,(00) = a*’dir ve Rp(a0)(a*) = a* — 2(a*, a)a* = —a*
oldugundan ¢,(c0) = a* olur.

Simdi  # a*, 00 olsun. u ve v, Onsav 8.5%in ispatinda (8.3) esitliginde oldugu
gibi tanimlanirsa, (8.5) esitliginden

oul@) = (—R)(Wala)) = 0" + L8V

ju+of?

olur. Burada p = /1 — |a|?/]a| ve |u + v| = |z — a*| oldugundan

R T O
ut o~ JaPlr— P [za]
ve
- (L= [aP)(u - v)
a = 8.6
pule) =+ (8.6)

dir. Ayrica (a*,a) = 1 oldugundan

u = proj,(z —a*) = (x —a*,a)a” = (x,a)a” — a”
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olur ve v =2 —a* —u yani u — v = 2u — x + a* = 2(z,a)a* — (x + a*) oldugundan

(8.6)’dan
a*lz,a)® + (1 — |a|?)[2(z, a)a* — (z + a*)]
[z, a]?

Ya(T) = (8.7)

bulunur. Pay kismindaki ilk terim a*[z, a]? = a|z — a*|*’dir, ve

alz — a’’ = az — af* = —2(z, a)a” + 2(z, a)a + a” — ala?

(1 — |a]*)2(z,a)a* = 2(z,a)a* — 2(x, a)a
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa (8.7)’deki paym
alr — af* +a" —alaf* — (1 = |a]*)(z + a") = alz — af* + (1 — |al*)(a — 2)

oldugu goriiliir. Bu da istenen sonugtur. O]

Simdi daha 6nce v, i¢in gosterdigimiz 6zelliklerin benzerlerinin ¢, i¢in de dogru

oldugunu gosterelim.

Onsav 8.8. a € B olsun. Her z,y € R™ x,y # a* icin asagidaki esitlikler saglanir:

(i)

o) = )] = o,
(i) 2
o) a(0)] = ol
(iii)
feala)] = ==

(iv)

(1~ o) —|I*)

1- |Q0a(l’)|2 = [Qf a]z

Kanit. Rpa0) ve ¢(x) = —x doniislimleri dogrusal ve izometri olduklarindan

|0a(2)] = [(=Rp(a0) (Yal@))] = [¢a(2)]
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ve

|0a(2) = a(¥)] = |(=Rp@0) (¥a(®)) = (=Rr(a0) (¥a(y))] = [ta(r) = ¥a(y)]

olur. Dolaysiyla (i), (iii) ve (iv) kisimlar: Onsav 4.7, 4.8 ve 4.9’dan hemen elde edilir.
(Bu onsavlarda a # 0 alinmigti ama a = 0 durumu kolaylikla kontrol edilebilir.)

Simdi (ii)’yi gosterelim. Onsav 4.4 (iii) 6zelliginden

[La(), 2a()]? = l@a(z) = €a()]* + (1 = |pa(2)*)(1 = [ea(y)]?)

dir ve 6nsavin (i) ve (iv) kisimlar kullanilirsa

(1 —a?)?

e (e =y + (L= PP - o)

[QOQ(I‘>, @a(y)P i

elde edilir ve bu da, yine Onsav 4.4 (iii)’ten, istenen sonugtur. O

Ozel olarak yukaridaki énsavin (i) ve (ii) kisminda y = 0 alinir ve Onsav 4.4 (ii)

kullanilirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 8.9. x € R", x # a* i¢in

) —a| = L= ]a|2 T
() oals) = af = =104
(1) [pula).a] = %

olur.

¢, doniisiimii bir kiireye gore evirtim icerdigi icin Oklid izometrisi degildir yani
|z—y| uzakhg ¢, altinda invaryant degildir. Ancak Onsav 8.8 (i) kisminda goriildiigii
gibi |@a(7) — wa(y)| ve |z — y| arasinda bir iligki vardir. Onsav 8.8 (iv) kismin
kullanarak bu iligkiyi su sekilde ifade edebiliriz.

Onsav 8.10. a € B olsun. Her x,y € R" ve x,y # a* i¢in

(i)
[©a() — @a(y)]® _ |z —y|”

(1= lea(@)?)(X = [ea(y)l?) (1= [z)(A = [yl*)
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(i1)
[pa(), a(y)] B [z, y]?

(1= l@a(@)2)(1 = [a(y)l?) (1= [z)(1 = [y[?)

esitliklert gegerlidir.

Kamt. Onsav 8.8 (i) ve (iv) ozelliklerinden

pa(z) — @a(y)|2

|z —y|?

ve

(1= la(@))(1 = la(y)*)
(1= f)(X = [y[*)

oranlarmin ikisi de
(1 —af*)?
[z, a]*ly, a]?
oranina esittir. Buradan (i)’e ulagilir. Onsav 4.4 (iii) 6zelliginden [z,y]? = |z —y|® +

(1—|z[*)(1—y|?) oldugu igin (i) kisminda her iki tarafa 1 eklenirse (ii) elde edilir. [

Onsav 8.10, her iki

|z —y? 2, y]?

(1= [)(X = ly[?) (1 - |x|2;(1 — ly?)

oranin ¢, altinda degismez oldugunu gostermektedir. Simdi bagka bir degismez bu-

lalim.

Onsav 8.11. a € B olsun. Her z,y € R" ve x,y # a* i¢in

0a(®) — ay)| _ |z —yl
[pa(T), 0al(y)] [, 9]

olur.
Kamt. Onsav 8.10'da (i) ve (ii) esitlikleri oranlanirsa istenen sonug elde edilir. [
Onsav 8.8,

|z — y|
[z, 9]

oraninin ¢, altinda degigsmez oldugunu gostermektedir.

Son olarak ¢, nin Jacobi matrisinin determinantina bakalim.
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Onsav 8.12. Her a,z € B i¢in
|det J, a(:v)‘ =

olur.

Kanit. p=+/1— |al?/|a| olmak iizere ¥, S(a*, p) kiiresine gore evirtim oldugundan
(7.7) esitliginden ve Onsav 4.4 (iv)’ten
2n 1— 2\n 1 — 2\n
et J o) - O =laPr (o)

B |z — a*|?n B |||z — a*|?n [z, a]?n

olur. v, = (=Rp(a0)) © Ya Ve IRpa0) (x) =1 —2Q, =: A oldugundan
Joo(2) = —Ady, ()

saglanir. Son olarak A ortogonal matris oldugundan |det A| = 1’dir ve

(L —Jal*)"

[SL’, a]2n

|det J,, (z)] = |det Jy, (z)| =

olur. 0
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9. CIFTE ORAN

(ifte oran projektif doniigtimler tarafindan korunan ve bu nedenle projektif ge-
ometride temel bir rol oynayan bir degismezdir. Bu boliimde Mobius dontigiimlerinin

¢ifte oran1 korudugunu gosterecegiz.

Tanim 9.1. z, y, u, v € R™ birbirinden farkl, dért nokta olsun. Eger noktalarin

hepsi oo ’dan farkl ise [z, y,u,v] ¢ifte orana

|z — ul/|x —v| _ |z —ully =l
ly —ul/ly—vl [z —vlly =yl

(9.1)

|:"'C7 y? u? /U:I =

seklinde tanwymlanar. Eger noktalardan birisi oo ise (9.1) ‘de o noktay iceren iki terim

stlinir.
Ornek olarak z = oo ise

~ly =1
[OO,y,U,U] -
ly — ul

olur.

Teorem 9.2. Mdbius doniisimler: ¢ifte orant korur. Yani ¢ : R™ — R" Mgbius

doniisimi ve x,y, u,v € R™ dort farkl, nokta ise

[6(x), &(y), d(u), o(v)] = [, y, u, ]

olur.

Kanat. Mobius doniistimleri hiperdiizlem ve kiirelere gore yansimalarin bilegkesi ol-
dugundan bu yansimalarin ¢ifte orani korudugunu gostermek yeterlidir.

1) Once hiperdiizlemlere gére yansimalara bakalim. P = P(a,t) bir hiperdiiz-
lem ve ¢ = Rp(,), P hiperdiizlemine gore yansima olsun. Sonug 7.6’dan ¢ bir
izometridir, yani Va,y € R" i¢in |¢(x) — ¢(y)| = |z — y|'dir. oo noktast 6zel oldugu

i¢in iki duruma bakmaliy1z.
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1.(i) Eger x,y, u, v noktalarinin hepsi oo’dan farkli ise

_ lo(x) = ¢(u)[o(y) — o(v)]

O 0 00 SO = g o) — o)

_ |$L’—U’|y—1}| :[xyuv]
|z — vy — ul o

1.(ii) Noktalardan biri oo, 6rnek olarak z = oo olsun. ¢(o0) = oo oldugundan

lp(y) — o) ly—v|

6(00), 6(0), (), (0)] = 35— Dt = =

[007 y7 u? /U:I

olur ve ¢ c¢ifte orami korur.

2) Simdi kiirelere gore yansimanin ¢ifte orani korudugunu gosterelim. S(a,r)
bir kiire ve ¢ = Zg(a,), S(a,r) kiiresine gére yansima olsun. oo noktasi yine ozel
oldugu i¢in noktalarin a ya da oo olup olmamasina gore dort durumu incelemeliyiz.

Oncelikle su iki esitligi not edelim. Eger  # a, oo ise (3.1) esitliginden

7,2

() — a

= o 9.2)

ve x,y # a,00 ise Onsav 3.3'ten

2

[9(x) — o(y)| = |z —y| (9.3)

|z — ally — a

oldugunu biliyoruz.
2.(i) Once 2, %, u, v noktalarmin hepsinin a ve oco’dan farklh oldugu duruma ba-

kalim. Bu durumda (9.3)’ten

_ 16() = 00} [9(y) — 0(v)
o0 0L o =5 =g o) — ot
_falfua" M alfo—a"
I T
emally=ol

e —olly—u
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olur.
2.(ii) Noktalarm hepsi a’dan farkh ama birisi oo, érnek olarak z = oo olsun.

¢(o0) = a oldugundan (9.2) ve (9.3) esitliklerinden

_ Ja—=o)[lo(y) — o(v)]

[¢(OO)7 ¢(y)7 ¢(u)7 ¢(U)] = [(l, gb(y), Qb(U), ¢(U)] - |CL o ¢(U)| |¢(y) . ¢(u)|

7“2 7,.2

y—U
_Fmdly—d—a? " y-v
T2 T2 |y_u| |y—U|
a

lv—al |y—allu—
- [007 y? u7 /U]
olur.

2.(iii) Noktalarm hepsi co’dan farkli ama birisi a, 6érnek olarak = = a olsun.

¢(a) = oo oldugundan (9.3) esitliginden

R v )
- |y — vl ol — v
_ |y—a|2|v al _|a_ ||y_ |:[a,y,u,v]
r | la — v |y — ul
— y —ul
ly —al|u—q

olur.
2.(iv) Noktalardan birisi a, birisi co, 6rnek olarak x = a, y = 0o olsun. ¢(a) = oo,

¢(00) = a oldugundan

r
6la). 9(00), 60). 60)] = . 0,801 ()] = 12— 112
@ = ul
— Bt oo
olur. Yani her durumda ¢ yansimasi ¢ifte oran korur. O
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10. BIRIM YUVARI KORUYAN TUM MOBIUS DONUSUMLERI

¢ birim yuvar B’yi koruyan bir Moébius doniisiimii ise ¢~’de B’yi koruyan bir
Moébius doniistimiidiir. Ayrica ¢; ve ¢, B’yi koruyan Mobius doniigiimleri ise biles-
keleri ¢5 o ¢1’de B’yi korur. Yani B’yi koruyan Mobius doniisiimleri M(R”)’nin bir
alt grubudur. Bu alt grup M(B) ile gosterilir.

Bu bélimde M(B) grubunun tiim elemanlarini belirleyecegiz. Bolim 8’de
M(B)'nin elemanlarina érnekler bulmustuk. A bir ortogonal matris ve ¢(x) = Ax ise
Onsav 8.1’den ¢ € M(B)’dir. Ayrica a € B i¢in Tanim 8.3’te verilen ¢, déniisiimleri
de M(B)’dedir. Bu béliimde M (B)’'nin bu iki tiir M6bius déniigtimleri tarafindan
iiretildigini gosterecegiz.

Oncelikle B’yi koruyan ve ek olarak 0 noktasini kendisine gétiiren Mobius donii-

stimlerini belirleyelim.

Teorem 10.1. ¢ : R" — R™ bir Mobius doniisimii, ¢(B) = B ve ¢(0) = 0 olsun.
Bu durumda ¢(o0) = oo’dur ve dyle bir A ortogonal matrisi vardur ki her x € R"
1$cin

p(x) = Az
olur.

Kanat. 11k olarak simetri ilkesini kullanarak ¢(oco) = oo oldugunu gosterelim. 0 ve oo
noktalar: birim kiire S’ye gore simetriktir. Simetri ilkesinden ¢(0) ve ¢(oco) noktalar:
o(S)’ye gore simetriktir. ¢(0) = 0 ve ¢(S) = S oldugundan 0 ve ¢(c0), S'ye gore
simetriktir. 0'in S’ye gore simetrigi oo oldugundan ¢(co) = oco’dur.

Simdi R™'nin elemanlarinin ¢ altindaki goriintiilerine bakalim. Bunun i¢in ¢’nin
¢ifte orani korumasim kullanacagiz. x,y, u,v € R™ birbirinden farkli doért nokta ol-
sun. Su iki ¢ifte orana bakalim: [oo, z, y, u] ve [00, u, v, z|. ¢ ¢ifte oram korudugundan

ve ¢(00) = oo oldugundan

[00, &(2), ¢(y), d(u)] = [¢(o0), ¢(), ¢(y), ¢(u)] = [00, ,y,u]

olur. Bu esitligi agik olarak yazarsak

(10.1)




oldugu goriiliir. Benzer gekilde

[OO, ¢(u)a o(v), ¢(:E)] = [007 u, v, x]

esitligi acik olarak yazilirsa

0(e) — 6(w)] | —u]
o(w) — o()  lu—v] (10-2)

bulunur. (10.1) ve (10.2) esitlikleri oranlanirsa her z, y, u,v € R™ i¢in

[0(x) = oY) _ [9(w) = o(v)]

e—yl  Ju—v

oldugu goriiliir. Yani hangi x,y € R™ nokta ¢ifti alinirsa alinsin

[9(z) = o(y)]
|z =yl

orani hep aynidir. Bu orana r denirse

() —d(y)| =rlr -yl (v,y €R")

oldugu, yani ¢’nin bir benzerlik doniistimii oldugu goriiliir.

Simdi 7 sayisin belirleyelim. y = 0 alinirsa ¢(y) = ¢(0) = 0 ve x € S aliirsa
¢(x) € S oldugundan |¢(x)| = |z| = 1 olur ve dolayisiyla r = 1’dir. Yani ¢ aslinda
bir izometridir. ¢ bir izometri ve ¢(0) = 0 oldugundan Onsav 5.12’den 6yle bir A

ortogonal matrisi vardir ki ¢(z) = Az’dir. O

Burada x = oo noktasini 6zel olarak belirtmektense her A matrisi i¢in Aco = oo
tanimini yapalim. Boylece yukaidaki teoremi her z € R™ i¢in ¢(x) = Az olur geklinde
yazabiliriz.

Simdi yukaridaki teoremden ¢(0) = 0 sartim kaldiralim ve genel bir ¢ € M(B)

Mobius doniigiimiinii karakterize edelim.

Teorem 10.2. ¢ € M(B) ve ¢~(0) = a olsun. Oyle A ortogonal matrisi vardwr ki
her x € R™ ¢in

¢(z) = Apa(z) (10.3)

o8



olur.

Kamit. ¢ ve p,, B'yi korudugundan
Y =0¢op,
bilegkesi B’yi koruyan bir Mébius doniigiimiidiir ve ¢,(0) = a oldugundan
¥(0) = ¢(¢a(0)) = ¢(a) =0
olur. Teorem 10.1’dan bir A ortogonal matrisi i¢in
b(@) = A
dir ve p;! = ¢, oldugundan
p=vpoy; =pop,=Ap,

olur. OJ

Sonug olarak M (B)’'nin tiim elemanlar1 ortogonal déniigiimler ve ¢, (a € B)
doniisiimlerinin bilegkesi olarak yazilabilir.
Son olarak (10.3) esitliginde ortogonal matris ve ¢, nin sirasiin degistirebilece-

gini gosterelim.

Teorem 10.3. ¢ € M(B) ve ¢(0) = b ise
¢(x) = @(Bz) (v €R")

olacak sekilde B ortogonal matrisi vardar.

Kanat. Ispat 6nceki ispatin benzeridir.
Y(x) =ppo¢
denirse » € M(B)'dir ve ¢p(b) = 0 oldugundan ¥ (0) = 0’dir. Teorem 10.1’den

29



¥ (z) = Bx olacak sekilde B € O(n) vardir. Dolayisiyla, ¢, ' = ¢, oldugundan,

$(x) = ¢y ' (U(@)) = s(Bx)

olur. O

10.1. Mobius Degismezlik

Teorem 10.27yi kullanarak Onsav 8.8, 8.10 ve 8.11°de ¢, icin gosterilen 6zellikle-
rin benzerlerinin tiim ¢ € M(B) déniisiimleri icin gecerli oldugu gosterilebilir. Once

[, y]'nin ortogonal déniigtimler altinda degismez oldugunu gosterelim.

Onsav 10.4. A € O(n) ise her z,y € R™ igin
[Az, Ay = [, 4]

olur.

Kamt. A € O(n) oldugundan Onsav 5.10°dan (Az, Ay) = (z,y) ve |Az| = |z|'dir.
Dolayisiyla

[Az, Ay] = /1 — 2(Ax, Ay) + | Az 2| Ay|2 = /1 — 2(z,y) + |z[2|y|? = [z, 9]

olur. ]

Teorem 10.5. ¢ € M(B) ve ¢~'(0) = a olsun. Her x,y € R", z,y # a* igin

asaqrdaki esitlikler saglanr:

(i)

600) = 6] = AL,
(i) 2
o), 6] = 1o L1
(iii)
ot = 2
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(iv)
(1= a?)(1 —|[*)

L —|p(2)]" = FE ,
(v)
[o(x) — d(y)|? _ |z —y|?
(L—lp@)H) (M~ o)) A~z yl*)’
(vi)
[¢($)7¢(y)]2 _ [way]Q
(L=lo@)) (A~ o)) A=z~ y*)’
(vii)
[9(x) — d(y)| |z -yl
[9(x), d(y)] [z, 9]
(viii) 1 .
det Jy(z)| = [; 52'”)

Kamt. Teorem 10.2'den ¢(z) = Ap,(z) olacak sekilde A € O(n) vardir. Onsav
5.10'dan |Az| = |z| ve |Ax — Ay| = |A(z — y)| = |z — y|, ve |det A| =1 oldugundan

|6(2) = [Apa(z)] = |pa(2)]
|0(2) = ¢(Y)| = |Ava() = Ava(y)] = [¢a() = ¥al(y)]
|det J¢(x)‘ = |det J, a(z)|

olur. Ayrica Onsav 10.4’ten

[9(7), 9(y)] = [Apa(z), Aa(y)] = [0(7), a(y)]

oldugundan istenen esitlikler Onsav 8.8, 8.10, 8.11 ve 8.12'nin sonucudur. O]

Bu teoremin (v), (vi) ve (vii) kisimlari

|z —y|? [z, y)? o |z —y|

(L= lz) A —=1yl?)" =]z —[yl?) [z, 9]

oranlarinin tiim ¢ € M(B) doniigiimleri altinda invaryant oldugunu gostermektedir.
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11. SOZDE HIPERBOLIK METRIK

Bu boliimde Tanim 8.3’te verilen ¢, doniisimiiniin birim yuvar iizerinde bir

metrik belirledigini gosterecegiz. Oncelikle Onsav 8.8 (iii) kismindan

B |z — al

[pa(z)| = Tod (11.1)

oldugunu not edelim.

Tanim 11.1. d,, : B x B — R,

don(,y) = |p2(y)| =

fonksiyonuna B tizerinde sozde hiperbolik metrik denir.

Simdi dpp, fonksiyonunun gergekten de bir metrik oldugunu gosterelim. Ik olarak

bu fonksiyonun Mo6bius degismez oldugunu belirtelim.

Onerme 11.2. Her ¢ € M(B) ve z,y € B igin

dpn (9(), 9(y)) = dpn(,y)

olur.

Kanat. Teorem 10.5 (vii) kismindan

_ o) o) _lz—yl _,

dir. O
Teorem 11.3. d,, : B x B — R bur metriktir.

Kamit. dpy(z,y) > 0 esitsizligi ve dpp(z,y) = 0 < |z—y| = 0 & 2 = y oldugu agiktir.
Ayrica Onsav 4.4 (i) kismindan [z,y] = [y,z] oldugundan dy,(7,y) = dpn(y, )
oldugu (11.1)’den hemen goriiliir.

Simdi tiggen esitsizligini, yani her x,y, 2z € B i¢in

don(@,y) < don(2,2) + dn(y, 2) (11.2)
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oldugunu gosterelim. Ik olarak z = 0 durumuna bakalim ve
don(z,y) < dpn(x,0) + dpn(y, 0) (11.3)

oldugunu gosterelim. Bu durumda dyn(x,0) = |p.(0)] = |z| ve benzer gekilde

dpn(y,0) = |y| oldugundan gosterilmesi gereken
dpn (7, y) <[]+ |y]

esitsizligidir. dpn(z,y) = |¢.(y)| oldugundan Onsav 8.8 (iv) kismindan

(1= |z]*)(1 = |yP?)
[, y]?

I df)h(x7 y) =

dir. Burada Onsav 4.5 (iii)’teki [z,y] < 1+ |2||y| esitsizligi kullanilirsa

(L= =) — |y*)
(1 + [«lly[)?

1-— df)h<x7y) >

yani

(1= |z[*) 1~ [yP)
(1 + [ly[)?

df)h(xu y) S 1—
oldugu goriiliir. Sag taraftaki ¢ikarma iglemi yapilirsa,

(=] + [y)*

d? x,y) <
(0 Y) <

ve son olarak 1+ |z||y| > 1 esitsizligi kullamlirsa aranan dyn(x,y) < |z| + |y| elde
edilir.

Simdi genel duruma bakalim. z,y, z € B olsun. (11.3)’ten

dpn(92(7), 02(y)) < dpn(p=(2),0) + dpu(=(y),0)

dir. Burada Onerme 11.2°den

dph((pz(x)a sz(y)) = dph(l', y)
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dir. Ayrica 0 = ¢,(z) oldugundan ayni 6nermeden

dpn (= (1), 0) = dpn(p=(2), 92(2)) = dpn (2, 2)

ve benzer sekilde dpn (¢, (y),0) = dpn(y, z)’dir. Dolayisiyla (11.2) esitsizligi dogrudur

ve dpp, bir metriktir. O

64



KAYNAKCA

[1] Ahlfors, L.A. (1981). Mdbius Transformations in Several Dimensions. Minne-

apolis: Univ. Minnesota.

[2] Beardon, A.F. (1983). The Geometry of Discrete Groups. New York: Graduate
Texts in Mathematics, Vol. 91, Springer-Verlag.

[3] Blair, D.E. (2000). Inversion Theory and Conformal Mapping. Providence: Stu-
dent Mathematical Library, Vol. 9, American Mathematical Society.

[4] Brannan, D.A., Esplen, M.F. and Gray, J.J. (2012). Geometry, Second Edition.
Cambridge: Cambridge University Press.

[5] Kutuzov, B.V. (1963). Geometri, Cilt II. Istanbul: Say1 20, Tiirk Matematik

Dernegi Yayinlari.

[6] Needham, T. (1997). Visual Complex Analysis. Oxford: Oxford University

Press.

[7] Stoll, M. (2016). Harmonic and Subharmonic Function Theory on the Hyperbo-
lic Ball. Cambridge: London Math. Soc. Lect. Note Series, Vol. 431, Cambridge

University Press.
[8] Tezer, C. (1992). Evirtim I. Matematik Diinyasi, Say1 6, 12-16.

[9] Tezer, C. (1992). Evirtim II. Matematik Dinyasi, Say1 7, 8-12.

65



OZGECMIS

ORCID : 0009-0006-0329-718X
Adi-Soyadi : Beyzanur AYAS

Yabanci Dili  : Ingilizce

Egitim ve Mesleki Gegmisi:

e 2017-2021, Eskisehir Teknik Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimi,

Lisans

e 2022-2025, Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii,

Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi, Yiiksek Lisans



