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Gg-KONVEKS FONKSIYONLAR

OZET

Bu tezde Gg-konveks fonksiyonu adi verilen yeni bir fonksiyon sinifi tanimlanmustir.
Baz1 yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilmistir.

Tezin birinci bolimiinde sirasiyla esitsizlik teorisi, konveks fonksiyonlarin tarihgesi
ve konvekslik hakkinda giris niteliginde bilgiler yer almaktadir.

Ikinci boliimde tezin kuramsal temelleri icin gerekli temel kavramlar, tanimlar,
teoremler verilmis ve ayrica Ag-konveks fonksiyon siniflarinin birbiriyle olan iliskisi
literatiir calismasiyla da desteklenerek aktarilmistir.

Uciincii boliimde tez calismasinda kullanilan klasik esitsizlikleri iceren teoremler,
ispatlar1 ve bu ¢alismaya kuramsal temel teskil eden baz esitsizlikler verilmistir.

Dérdiincii boliimde ise Gg-konveks fonksiyon isminde yeni bir fonksiyon sinifi
tanimiyla, fonksiyon sinifinin literatiirle olan iligkisi verilmis, fonksiyonlarin bu
smifinin bazi cebirsel 6zellikleri incelenmis ve daha sonra yine literatiirde olan bir
0zdeslik yardimi ile Gg-konveks fonksiyonlar smnifi i¢in Hermite-Hadamard tipli bazi
yeni esitsizlikler elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Konveks Fonksiyon, Hermite-Hadamard Esitsizligi, Integral
Esitsizlikleri, Ag-konveks Fonksiyonlar, Gg-konveks fonksiyonlar.
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Gg-CONVEX FUNCTIONS

SUMMARY

In this thesis, a new function class called Gg-convex functions is defined. Some new
Hermite-Hadamard type inequalities are given.

The inequality information in the first part of the thesis is an introduction to the
history of the convex function and convexity.

In the second part, the basic concepts, definitions and theorems required for the
theoretical foundations of the thesis are given, and the relationship between Ag-
convex function classes is explained, supported by the literature study.

In the third chapter, the theorems including classical inequalities used in the thesis,
their proofs and some inequalities that form the theoretical basis of this study are
given.

In the fourth chapter, with the definition of a new function class named Gg-convex
function, the relationship of the function class with the literature is given, some
algebraic properties of this class of functions are examined, and then, with the help
of an identity in the literature, some new Hermite-Hadamard type for the class of Gg-
convex functions. inequalities have been found.

Keywords: Convexity, Hermite-Hadamard Inequality, Integral Inequalities, Gg-
convex functions, Ag-convex functions
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BOLUM 1. GIRIS

Konveksligin  temelinin  Arsimet’in  m degerini  hesaplamasiyla atildigim
soyleyebiliriz. Bu ise M.O. 3. yiizyila kadar dayanmaktadir. Ancak 1881 yilinda
Hermite'in yaptig1r calismaya kadar bu kavram pek giindeme gelmemistir. 1905
yilindan sonra Jensen ‘in konvekslik alanda yaptig1 calismalar ciddi kabul gérmiistiir.
“Konvekslik” kavrami ilk olarak 1883 yilinda Charles Hermite tarafindan dile
getirilmistir[1]. Daha sonra devam eden siiregte Beckenbach ve Bellman (1961),
Mitrinovic (1970) gibi arastirmacilar konveks fonksiyonlar ile ilgili esitsizliklere
yazmis olduklar1 kitaplarinda yer vermislerse de konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlik
iceren ilk kaynagi 1987 yilinda Pecaric’in yazdigi bilinmektedir [2].

Konvekslik teorisinin matematiksel finans, ekonomi, miihendislik, isletme bilimleri
ve optimizasyon teorisi alanlarinda merkezi ve temel bir rol oynadigi iyi
bilinmektedir. Son yillarda, konvekslik kavrami, yeni ve yenilik¢i fikirler
kullanilarak cesitli yonlerde genisletildi ve genellestirildi[3][4].

Esitsizlikler, matematigin tiim dallarinda genis calisma alanma sahip, siirekli
gelismekte olan bir konudur. Koklii bir tarthe sahip olup, 19. yilizyildan beri biitiin
alanlarda kullanilmistir.Bu konu, son yillarda ¢ok sayida arastirmacinin dikkatini
cekmektedir.

Esitsizlikler teorisi igerisinde 6n plana ¢ikmis birgok esitsizlik vardir. Bunlardan biri
de esitsizlikler teorisinin gelismesinde énemli rol oynayan konveks fonksiyonlar ile
iliskili olan Hermite-Hadamard esitsizligidir. Bu esitsizlik ilk olarak 1881°de Ch.
Hermite’nin Mathesis dergisine gonderdigi bir mektupta elde edilmesine ragmen
uzun yillar bu durum anlasilmamistir. Hatta 1948°’de E.F. Beckenback [5] bu
esitsizligin 1893’de Hadamard tarafindan ispatlandigini belirtmistir. Fakat bu durum
daha sonraki yillarda ortaya ¢ikmis ve bu esitsizlik literatiire ya Hadamard esitsizligi
ya da daha ¢ok Hermite-Hadamard esitsizligi olarak girmistir. Hardy, Littlewood ve

Polya tarafindan 1934 yilinda yazilan "Inequalities" adli eser bu alanda verilen ilk



eserdir ve temel bir kaynaktir. Bu eserde konveks fonksiyonlarla ilgili klasik ve yeni
esitsizlikler, problemler, ispat yontemleri ve sonuglar1 bulunur. [6] Esitsizlikler
teorisi i¢in E.F.Beckenbach ve R.Bellman’in birlikte yazdig esitsizlikler lizerine elde
edilen bazi ilging sonuglari iceren “Inequalities” adli eser[7], Mitrinovic tarafindan
yazilan "Analytic Inequalities"[5] ve “Classical and New Inequalities in
Analysis”adli iki eserler ve Pachpatte’nin “Mathematical Inequalities” [9] adl1 eseri
onemli kaynaklar arasinda yer almistir. Bu eserler birgok matematikg¢iyi etkilemis ve
daha sonraki donemlerde bu alanda bir¢ok caligmalar yapilmistir. Son yillarda da
Sever S. Dragomir, V. Lakshmikantham, Ravi P. Agarwal gibi arastirmacilar
tarafindan esitsizlikler konusunda pek ¢ok kitap ve makale yazilmistir.

Matematikgiler tarafindan yakin zamanda esitsizlik teorisi ve konveks fonksiyonlar
yakindan takip edilmekte ve bunlarla ilgili birgok ¢aligmalar yapilmaktadir. Bilinen
durumlardan bazi 6zel ve genel sonuglar ¢ikarilmaya devam edilmektedir. Son
yillarda yapilan ¢aligmalarda da bazi konvekslik tiirleri i¢in Hermite-Hadamard tipli

esitsizlikler ve yeni integral esitsizlikleri insa edilmistir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. On Bilgiler

Bu boliimde gerekli olan bazi temel kavramlar, tanimlar, teoremler ve esitsizliklere

yer verilmistir.

Tanim 2.1.1 (Siireklilik): w:S € R - R, m, € S ve € > 0 verilmis olsun. Eger
Im —mgy| olan Vm € S igin |w(m) —w(my)| < €

olacak sekilde bir § = §(€, my) sayisi varsa w, m, da stireklidir denir [10].

Tanim 2.1.2 (Diizgiin Siireklilik): w: S € R - R, m, € S ve € > 0 verilmis olsun.

m — k € Sve |m; —m,| < 4§ sartini saglayan Vmy, m, € S igin
lw(my) — w(my)| <€

olacak sekilde bir § := §(€) sayis1 varsa w, S de diizgiin siireklidir denir [10].

Tanim 2.1.3 (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): w , I araliginda taniml1 bir fonksiyon
olsun. m < m, olan Vv m;, m, € I igin

i. w(my) > w(m,) ise w fonksiyonu I tizerinde artandir,

ii.  w(m,) < w(m,) ise w fonksiyonu I iizerinde azalandr,
iii.  w(my) = w(m,) ise w fonksiyonu I iizerinde azalmayandir,
iv. w(my) < w(m,) ise w fonksiyonu I iizerinde artmayandir.

denir[11].

2.2. Konveks Fonksiyonlarla flgili Temel Tanim ve Ozellikler

Tamim 2.2.1 (Lineer Uzay) L # @ bir kiime ve K bir cisim olsun. +: L X L = L
ve -: K X L — Lislemleri tanimlansin. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa L ye K

cismi lizerinde lineer uzay (vektor uzay1) denir [8].



A) L kiimesi + islemine gore bir gruptur.
Gl.Vx,y € Li¢inx + y € Ldir.
G2.Vx,y,z € Liginx + (y + z) = (x + y) + zdir.
G3.Vx € Licinx + 8 = 0 + x = x esitligini saglayan bir tek 8 € L vardir.
G4. vx € L igin x + (—x) = (—x) + x = 0 esitligini saglayan bir tek —x €
L vardir.

G5.vx,y € Liginx + y = y + xdir.

B) x,y € L ve a, b € K olmak lizere asagidaki 6zellikler saglanir.
Ll.a.x € Ldir.
L2.a.(x + y) = a.x + a.ydir.
L3.(a + b).x = a.x + b.xdir.
L4. (ab).x = a.(b.x)dir.

L5. 1.x = xdir. (1, K cisminin birim elemanidir)

Tamim 2.2.2. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay ve A € L olmak {lizere Vm,n € A
i¢in
B={zelL:z=am+(1—am 0<a<1}cA (2.1)

ise A kiimesine konveks kiime denir. Egerz € Bisez = am+ (1 —a)m
esitligindeki x ve y nin katsayilari i¢in @ + (1 — a) = 1 bagimtis1 her zaman
dogrudur. Bu sebeple konveks kiime tanimindaki «, (1 — @) yerinea + g = 1
sartin1 saglayan ve negatif olmayan a, 8 reel sayilarini alinabiliriz. Geometrik olarak
B kiimesi u¢ noktalar1 m ve n olan bir dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak
konveks kiime, bos olmayan ve herhangi iki noktasin1 birlestiren dogru parcasini
ihtiva eden kiimedir [12].

Sekil 2.1. Konveks kiimeler Sekil 2.2. Konveks olmayan kiimeler



Tamim 2.2.3. (Konveks Fonksiyon): I, R’de bir aralik ve w: I = R bir fonksiyon
olmak lizere her m,n € I i¢in ve t € [0,1] i¢in,

w@m+(1-60)n) <bw(im)+ (1-0)w(n) (2.2)

esitsizligi gecerli ise w fonksiyonuna I tizerinde konveks fonksiyon denir [13].
Konveks fonksiyonlarin kiimesi I araliginda C (1) ile belirtilir.
Esitsizlikte " > " olmas1 durumunda ise

w@m+ (1-0)n) =0w(m) + (1 —6)w(n) (2.3)

w fonksiyonuna konkav fonksiyon denir.

y y
\ f 1

B peem————
[=of EE T

Sekil 2.3 Konveks fonksiyon sekli Sekil 2.4 Konkav fonksiyon gekli

Eger w fonksiyonu hem konveks hem de konkav ise w afin doniisiim olur. (2.10)
esitsizliginde 6 € [0,1] kapali araligindaki ug¢ noktalar1 disarida birakirsak, o zaman
konveks fonksiyon sartindaki "’ < "’ yerine " < " gelir, yani ;

fm+ (1 —-6)n) <w(im)+ (1 —-0)wn) (2.4)

olur. Bu durumda w fonksiyonuna kesin konveks fonksiyon denir.

Sonug 2.2.1. I c R olmak iizere, bir w fonksiyonunun I’da konveks olmast i¢in
gerek ve yeter sart, herm,n € [ iginp + q > 0 olanV p,q = 0 igin

N (pm + qn> L Pe (m) + qw (n) 2.5)

pt+q pt+q

olmasidir [7].



Geometrik olarak 8m + (1 — 6)n noktasinda w’nin egri iizerinde aldig1 deger
(m, w(m)) ve (n, w (n)) noktalarimi birlestiren dogru pargasinin {izerinde aldig1
degerlerden her zaman daha kiigiiktiir, yani bu iki noktay1 birlestiren kiris (dogru
pargasi) her zaman egrinin [m, n] araliginda kalan kisminin tistiindedir.

fly)

tHy)H1-Of(x)

flty+(1-)x

fx)

e e

5= ty“;-(l-t}x

Sekil 2.5 Konveks fonksiyonun geometrik yorumu

Gergekten, (m, w(m)) ve (n, w (n)) noktalarindan gegen dogrunun denklemi;

L(s) = w(m) + m)

wn) —w(m)
Taom O7

dir. Burada s = 6n + (1 — 8)m yazilirsa

L(6n+ (1 -0)m) = w(m) + W (0(s —m))

= w(m) + 6(w(n) — w(m)
=0wn) + (1 - 0w(m)
olur. Boylece (2.10) esitsizligi
w@n+(1-60m) <LOn+(1-60m)=0wn)+ (1-0w(m) (2.6)

elde edilir.

Sekil 2.5’ten de goriildugii tizere, eger w(m) < w(n) ise her 8 € [0,1] igin
w(m) < 8w(m)+ (1 —-0)wn) < w(n)

dir. Konkav fonksiyon i¢in dogru pargasi w’nin grafiginin [m, n] araliginda kalan

kisminin altindadir.



Eger w fonksiyonu, [y, y] araliginda tanimli ve konveks (konkav) ve m, noktasinda
diferensiyellenebilen bir fonksiyon ise m € (u,y) igin,

w(m) — w(me) < (2)w'(me)(m —my) (2.7)
esitsizligi yazilir. Yani (u, y) araliginda diferansiyellenebilen konveks fonksiyon
(2.7) esitsizligini saglar [14].

Teorem 2.2.1 w fonksiyonunun [ araliginda ikinci tiirevi varsa, w fonksiyonunun bu
aralik lizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart m € [ igin

(l)”(m) 2 0
olmasidir [2].

Ornek 2.2.1 w(m) = e™ iistel fonksiyonu Ym € R i¢in 0" (m) = e™ > 0
oldugundan konvekstir.

Ornek 2.2.2 n > 1 i¢in w(m) = m™ fonksiyonu R*da konveks iken n ¢ift olmak
sarttyla w(m) = m™ fonksiyonu da R tizerinde konvekstir.

Gergekten de w” (m) = n(n — 1)m"™ 2 > 0 oldugundan her iki durumda da w
konvekstir.

Ornek 2.2.3 Asagida R iizerindeki konveks fonksiyon 6rnekleri verilmistir.

a. Herhangi bir a,b € R i¢in w(m) = am + b afin fonksiyonu R iizerinde
konveks bir fonksiyondur.

b. |m|P mutlak deger fonksiyonu p > 1 igin R {izerinde konveks bir
fonksiyondur.

c. w(m) = mt fonksiyonu 6 > 1 veya 8 < 0 i¢in pozitif reel sayilar kiimesi
R* = (0, ) lizerinde konveks bir fonksiyondur.

d. Herhangi bir a € R i¢in w(m) = e*™ iistel fonksiyonu R {izerinde konveks
bir fonksiyondur.

Ornek 2.2.4 w:I c R > R, w(m) = |m| fonksiyonu I iizerinde konveks bir
fonksiyondur.

Coziim: w fonksiyonu konveks ise m,n € I ve 6 € [0,1] igin

fm+ (1 —-6)n) < w(m)+ (1 —-0)wn)
olmalidir. Buna gore

fm+ (1 —-6)n) = |6w(m) + (1 —0)w(n)|
< [w(m)| + [(1 - )w(n)

< 8lo(m) + (1 = 6)|w(n)



<Ow(im)+ (1 -0)w(n)

elde edilir ve w fonksiyonunun konveks oldugu ispatlanmis olur. w(m) = |m|
mutlak deger fonksiyonu m = 0 ‘da tiireve sahip olmamasina ragmen konveks bir
fonksiyondur.

Sekil 2.6 Bir aralikta konveks fonksiyon

Ornek 2.2.5 Asagida R {izerindeki konkav fonksiyon drnekleri verilmistir.

a. Herhangi bir a,b € R i¢in w (x) = am + b afin fonksiyonu R iizerinde
konkav bir fonksiyondur.

b. w(m) = log (m) fonksiyonu R* iizerinde konkav bir fonksiyondur.

c. w(m) = m! fonksiyonu 0 < 6 < 1 i¢in pozitif reel sayilar kiimesi R*
tizerinde konkav bir fonksiyondur.

Teorem 2.2.2 w fonksiyonu [y, y] araliginda konveks ise

a. w, (u,y) aralifinda siireklidir.
b. w, [y, y] arahiginda smirhidir [15].

Ispat: a) | = [x4-8, Xo+8] (1Y), §>0 ve M= max {w(x,-8), w(xo+8)} olsun. x €
(X0, Xo+6) icin t € (0,1) dyle ki x = (1— t) xg + t(Xo+6) ve bu nedenle

1 N t
Xn = X
T 14+t 1+t

(Xo-6)
elde edilir.

w’nin konveksliginden ve bu iki esitlikten ve M’nin tanimindan

£x) < (1= Dw(xg) + tw(xe+8) < (1— Hw(xg) + tM (2.8)
ve
1 M
w(x0) = T 0 () + 1#“ 0 (xg-8) < “’(’f% (2.9)



elde edilir.

(2.8) ve (2.9) den ard1 ardina
t(M — w(xo)) > w(x) —w(xy) = tlw(xy) — M)

elde edilir ve x—xo = 6T i¢in

(M — a)(xo))lx — X
1)

lw(x) — w(xg)| < |t(M — a)(xo))| = (2.10)

elde edilir.
Ayni ispat gosterir ki eger x € (x7—9, Xq) ise (2.10) gegerlidir.
Oyleyse artiml1 bélim

lw(x) — w(xo)|

| — x|

Her X€ |, x # x, icin sinirhidir. Bu (p,y) araliginin herhangi bir x, noktasinda »’nin
stirekliligini ifade eder.

b) Sinirlilig: kanitlamak i¢in 6nce, kapali bir aralikta konveksligin tanimi nedeniyle
' nin agik¢a yukarida sinirlt olduguna dikkat edelim. Sonra, [p,q] < (u,y) olacak
sekilde herhangi bir p<q diisiinelim. (a) kisminda kanitlanan siireklilik, w'nin [p,q]
da siirh oldugunu ifade eder. Simdi ise w fonksiyonunun [u,p] ve [g,y] araliginda
ispatt yapilmalidir. Her iki durum iginde ayni olan ispat asagidaki sekilde verilebilir.
Eger x € [u,p] < [u,q] ise sonra

P=ox+(1-0)qile <9 <1 (2.11)

olur. (2.11) esitliginde x = p alinirsa

olur. Simdi, w nin konveksliginden

w(p) < fw(x) + (1 -0)w(q)

ve

000 > ~ o )+(1—l)w( ) (2.12)
2 o(p 7)o .

(q—w)/(@—p)=1/6 = 1oldugu i¢in (6) esitsizliginin sag tarafi [y, p]
araligindaki w fonksiyonu i¢in bir alt sinir olur. Béylece ispat tamamlanir [30], [31].



[16]* da Cristescu, konveks fonksiyonlarin 6nemli bir esitsizligi asagidaki sekilde
ifade etmistir:

Teorem 2.2.3. w Ve g fonksiyonlarinin [y, y] arahiginda gergek degerli, negatif
olmayan ve konveks fonksiyonlar oldugunu varsayalim. O halde

Z(y M)zjn 11.f w(@x + (1 —0)y)g(w(®x + (1 —0)y))dodydx

< 1 | ’ [ o (gdx + LMy + N )] (2.13)
Ty—ul, Jo 8 ' '

ve

iﬂf:j: <9x+(1—9)(ﬂ-zl_y)>d9dx

< 1 | " (g ()dx + 2 M) + Nw)] (2.14)
Y —ul, 2

esitsiklikleri gecerlidir, burada
M(a,b) = w(a)g(a) + w(b)g(b)
ve

N(a,b) = w(a)g(b) + w(b)g(a)
gosterimleri kullanilmistir.

Tanim 2.2.4. (Geometrik-Aritmetik (GA) Konveks Fonksiyon): w:1 € R* - R
fonksiyonu verilsin. Eger w fonksiyonu Ym,n € I, 1 € [0,1] igin,

w(m*m*=*) < dw(m) + (1 = Dw(n) (2.15)

esitsizligini sagliyorsa w fonksiyonuna GA-konveks fonksiyon denir. Burada
m*n'~%ifadesi m ve m pozitif sayilarinin agirlikli geometrik ortalamasi ve w(m) +
(1 — Dw(n) ifadesi ise w(m) ve w(n) sayilarinin agirlikli aritmetik ortalamasidir [4].

Tamim 2.2.5. (Geometrik-Aritmetik-s (GA-s) Konveks Fonksiyon): w: 1 € R -
R fonksiyonu verilsin. Eger w fonksiyonu Ym,n € I, s € (0,1] ve A € [0,1] igin

w(m*nt™) < Bw(m) + (1 — DSw(n)

esitsizligini sagliyorsa w fonksiyonuna GA — s konveks fonksiyon denir [19].
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Tamim 2.2.6. I ¢ (0, ) bir aralik, w:1 - R, g:] - R, ] D w(l) olsun. Eger

w(x%y17%) < 0g(w(x)) + (1 — 0)g(w(¥)) (2.16)

esitsizligi her x,y € I ve 6 € [0,1] i¢in taniml1 ise w , Gg-konveks (veya (GA4, g)-
konveks) fonksiyondur. Eger (2.16) esitsizlik tersine ¢evrilirse fonksiyona G g-
konkav denir. GgC (1) tarafindan, I araligindaki G g-konveks fonksiyonlarin kiimesini
gosterecegiz.

[17]° da Kadakal ve Iscan yeni bir konvekslik smifi tanimlayip bu konvekslik sinifi
ile ilgili cesitli yeni 6zellikleri asagidaki sekilde belirtmistir:

Tamim 2.2.7. I c R bir aralik, w: I = R, g:J = R, ] D w(I) olsun. Eger,

w@x+(1-0)y) < Hg(a)(x)) +(1- B)g(a)(y)) (2.17)

esitsizligi her x,y € I ve 6 € [0,1] igin gegerli ise w fonksiyonuna Ag-Konveks
denir. I aralig1 tizerindeki Ag-konveks fonksiyonlarin kiimesi AgC (1) ile gosterilir.

g fonksiyonu g(x) < x, x € w(l) sartim1 sagliyorsa, o zaman w fonksiyonu da
konvekstir.

Onerme 2.2.1. [ c R bir aralik, w:] > R, g:] > R ve ] > w(I) olsun. Eger w
fonksiyonu Ag-konveks ise, 0 zaman her y € w(I) i¢in y < g(y) saglanir.

Uyann 2.2.1. i) Onerme 2.2.1¢ gore her konveks fonksiyon Ag-konveks
fonksiyondur. Gergekten, her 8 € [0,1] ve her u,y € I igin

w@u+ (1 =0)y) < bw(p) + (1 - 0)w) <0g(w() + (1 -0)g(w())
< 0(gow)(w) + (1 - 6)(go)(¥)
dir. Bu esitsizlikler C (1) € AgC(I) oldugunu gosterir.

i) Ancak, yukaridaki her zaman dogru degildir. Yani, her Ag-konveks
fonksiyon, konveks fonksiyon olmayabilir . Ornegin, w:(—x,0) - R, w(x) =

i,g: R - R, g(x) = —x olsun. Her x,y € (—x, 0) i¢in,

1
<
Ox+ (1—-0)y

91191
L- -0

11



oldugundan, 6 fonksiyonu Ag-konvekstir. Ama bu fonksiyon (—,0) araliginda
konveks degildir.

iii) AgC(I) = C(I) & g(x) = x oldugu aciktur.

Teorem 2.2.4. ¢ € [0,0) olsun. Eger w fonksiyonu Ag-konveks fonksiyon ve g
lineer ise, cw fonksiyonu Ag-konveks fonksiyondur.

Teorem 2.2.5. w, h fonksiyonlar1 Ag-konveks ve g lineer ise, w + h fonksiyonu Ag-
konveks fonksiyondur.

Teorem 2.2.6. w fonksiyonu Ag-konveks ve monoton artan ve h konveks ise, woh
fonksiyonu Ag-konvekstir.

Teorem 2.2.7. w, h:I = R fonksiyonlarinin her ikisi de negatif olmayan, monoton
(artan veya azalan) ve g:J] = R, ] D w(I) fonksiyonu monoton (artan veya azalan)
ve g(m)g(n) < g(mn) sartim1 saglasin. Eger w,h Ag-konveks fonksiyon ise, o
zaman wh fonksiyonu Ag-konveks fonksiyondur.

2.3. Baz1 Onemli Esitsizlikler

Teorem 2.3.1 (Uggen Esitsizligi): Herhangi m.n reel sayilari igin
Im+n| < |m|+ |n|
[Im| = Inl| < Im —n|
[Im| = Inl| <Im+n|

ve tiimevarim metoduyla

Imy+...+my | < |mq|+...+[my]
esitsizlikleri gegerlidir[27].

Teorem 2.3.2 (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu): w, [y,u] araliginda
tanimli siirekli reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde,

Y
< f o (m)ldm (4 < 7) (2.18)
u

f# yw (m)dm

esitsizligi gecerlidir [27].
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Teorem 2.3.3. (Integraller icin Hélder Esitsizligi): p > 1 ve %+%= 1 olsun.

wveg, [uy]araliginda tammlh reel degerli fonksiyonlar, |w|? ve |g|?, [u, ¥]
araliginda integrallebilir fonksiyonlar ise

1

¥ Y /Y
f w0 () g()ldx < f lwCOIP dx f 19 (0)|9dx
" u 1

esitsizligi gecerlidir [27].

Tamm 2.3.1. (Power-Mean Integral Esitsizligi): g >1 olsun. wveg,
[1,y] araliginda tanimli ve integrallenebilir iki fonksiyon olsun. |w| ve |g|9,
[¢, ] araliginda integrallenebilen fonksiyonlar ise,

1 1
1-= =
q q

Y Y Y
] w0 () g()ldx < f ()| dx j ()19 ()17 dx
U u I

esitsizligi gecerlidir [27].

2.4 Baza Ozel Ortalamalar

Bu baglik altinda p, y gibi iki pozitif reel sayi i¢in bazi ortalamalar verilecektir.

e Aritmetik ortalama:

u+y
A=A(u.y)==T

e Geometrik ortalama:

G=Gy)=uy
e Harmonik ortalama:

2py
H=H(uy)=——
u+y

e Logaritmik ortalama:
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7 U=y
L:L('u,y):z Yy — U
Iny—Inu HEY
e p —logaritmik ortalama:
7 U=y
1
Ly =Lp(ny) = l yPH— urt1 T
THFY
P+ -

ortalamalar1 vardir.
Ayrica p € R olmak iizere Lp nin monoton artan oldugu bilinir. Ly =1, L_; = L ile
gosterilir. Bu ortalamalar arasindaki iligki literatiirde
HSGLSLLZI<A
seklinde yer almaktadir.

Verilen ortalamalarla arasindaki iliskiyi veren bazi1 6nermeler asagidaki gibidir:

Onerme 2.4.1. u,y € R* ve 6 € [0,1] keyfi olsun .

Agirlikli (genellestirilmis) Harmonik Ortalama: Hg_Hg (i, ¥) = ——

0y +(1-0)u
Agirhikli Geometrik ortalama: Gg=Gg(u,y) = uby*=°

Agirlikli Aritmetik ortalama: Ag_Ag(u,y) = Ou+ (1 —0)y ise Hy < G, < A, dir.

Ispat: w: (0,00) - R, w(x) = —In x fonksiyonu (0, o) da konvekstir (Ciinkii
w(x) = —Inx fonsiyonunun ikinci tiirevi pozitiftir).Yani Vu,y € R* ve V0 € [0,1]
i¢cin

w@u+ (1-0)y) < 0w + w(y) (2.19)

~In(Bu+ (1 —-60)y) <6lnp—(1-6)Iny = —In(uy'?)
In4, > 1InG, > e"4t > InGt
olur.

3 1

i
H; < G, < A,
|

2
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(2) igin : w: (0,00) - R,w(x) =~ konveks olup ¥(,¥) € [0, ) ve V6 € [0,1]
i¢in (5)‘ten

1 _1_¢ 1-60 _6y+(1-60pu 1
Ou+(1-0)y Ay u vy 1y H,
ﬁHg SAQ

(3) i¢in; kabul edelim ki 3(u,y) € R* ve 30 € [0,1] igin dyle ki Hg > Gy olsun.
= In Hg > In Gg

= In(w,y) —In(@y + (1 —O)p) > In(k8y*?)=0lnp+ (1 -6)Iny
= -In@y+1-0)uw)>0nu+1—-0)Iny —Inuy
=—1—-0)Inu—6Iny
= —In(u'~%?)
= —In(4,_9) > —InG;_4

= Ai_g < G;_p olur ki bu geliskidir. O halde varsayim yapilmistir. Yani Vu,y € R*

ve VO € [0,1] i¢in Hg < Gg dir.
Sonug olarak Hy < Gg < Ay ispatlanmis olur[28].
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BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde dncelikle konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite Hadamard esitsizligi
verilip sonrasinda bu ¢alismaya temel olan GA ve Ag konveks fonksiyonlar igin
Hermite Hadamard tipli esitsizlikler incelenmistir.

3.1 Konveks Fonksiyonlar I¢in Temel Esitsizlikler ve Elde Edilmis Baz

Sonugclar

Teorem 3.1.1 (Hermite-Hadamard Esitsizligi): w: I — R konveks fonksiyon olsun.
Eger u,y € I, u <vyise

n+y 1 (Y w(w) + w(y)
( 3 )Sy_ﬂfuw(m)dmsf (3.1)

saglanir ve bu esitsizlige konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard esitsizligi
denir. Burada w fonksiyonunun konkav olmasi esitsizligi tersine ¢evirir [13].

Ispat. w fonksiyonu siirekli ve sinirli oldugundan dolay: [, y] araliginda
integrallenebilirdir. Konvekslik tanimindan,

w@u+ A -80)y) < 0w+ (1 - wy)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0,1] araliginda 8°ye gore integrali
almirsa,

1 1 1
f w0+ (1 —0)y)do < f 0w (1) d6 +f (1 - 0)w(b)do
0 0 0

1 1
:f Bw(w) dé +f (1-0)w(y)de
0 0

o) + wo(y)
- 2

esitsizligi gecerlidir. Buradan,
1 14 1
— | w(x)dx = f w(Bu+ (1 —06)b)do
y - nu u 0

olur ki bu Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafidir. Sol tarafini ispat etmek igin,
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Y

— | w(m)dm
y—ul, )
belirli integralin par¢alanisindan
[ wamydm = — f%x<>d b [, woma
— | w(m)dm =—— w(m)dm w(m)dm
y—ul, y =il ety

olarak yazip bu esitsizligin sag tarafindaki integrallere sirasiylam = u + 6(y — p)/2
ve m =y — 0(y — u)/2 degisken degisimi uygulanirsa,

e w(m)dm = f [ < 9()/ 'u)> +w<y—m>l do

l«“"]’)
> _—
>0 (55

elde edilir ve Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafi da ispat edilmis olur.
Boylece ispat tamamlanir.
[18] de M. Avci Ardig ve arkadaslar1 ¢alismalarinda GA- konveks fonksiyonlar igin

yeni bir lemma ve bu lemmaya bagli yeni teoremler verdiler:

Lemma3.1.1. w:1c R, = (0,0) - R fonksiyonup < vyilel°vey,y €I’
lizerinde tiirevlenebilir olsun. Eger her x € [, y] i¢in w € L[y, y] ise

Yf) —ufw)— Jyw(X)dx = (Inx —Inp) | x29a?2(-Dw’(x0u'-9)dg
u 0

1
—(Inx —lny)f xzebz(l‘e)a)’(xgyl‘e)de
0
esitsizligi saglanir.

Teorem 3.1 2. w:1 € (0,0) — R ikinci anlamda GA — s konveks fonksiyon ve
Wy €l,u<y.Egerw € L[u,y]ise

Y

. 1 [o®, _ow+ow
a)(\/_) Iny — ln,uj X dx < s+1 (3:2)

u
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esitsizligi saglanir.

Ispat: Hipotezden w ikinci anlamda GA — s konveks fonksiyon oldugundan her
x,y €1l

w(x) + w(y)
w,/xy < — (3.3)
esitsizligi saglanir. (3.3) esitsizliginde her 8 € [0,1] i¢in x = pu*~y% ve y = pfy1-9

alinirsa

(#1—9)/9) + w(uey1—9)

w(Jir) <= ~

elde edilir. Son esitsizligin her iki tarafinin her 8 € [0,1] i¢in integrali alinirsa (3.2)
esitsizliginin sol tarafi elde edilir.

Ikinci olarak her 8 € [0,1] icin

w(u'%%) < 850 + (1 - 0)°w ()
oldugundan bu esitsizligin her 8 € [0,1] igin integrali alinirsa

1

0

olur. Burada son integralde x = u®y*=¢ seklinde degisken degisimi uygulandiginda

14

1
[ouor-oyan=— j““%u

Iny—Inu X
0

u

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonu¢ 3.1.1. teorem de s=1 alindiginda ([19]’de, s = 1 olmasi durumunda,
geometrik-aritmetik konveks fonksiyonlar ig¢in asagidaki Hermite-Hadamard
esitsizligi elde edilebilir)

Y

1 (x) (W + w(y)
w(\/ﬁ)glny—lnuijx dxsw

u
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elde edilir. Bu ise geometrik aritmetik (GA) konveks fonksiyonlar i¢in Hermite
Hadamard esitsizligidir.

[19-26] da yazarlar tarafindan Hermite-Hadamard tipli esitsizliginin GA — ve GG-
konveks fonksiyonlar tizerindeki c¢aligmalari kapsamli bir sekilde arastirilmistir ve
tezin temelini olusturan ¢alismalar asagida verilmistir.

Teorem 3.1.3 w:I € R* - (0,), I° ve u,y € I°iizerinde, u < y ve w € L[u, y]
ile tiirevlenebilir olsun. |w'(x)|,[1, ¥] araliginda GG-konveks fonksiyon ise, her

x € [u,y] i¢in

Y
yor) — poE) - f w(m)dm‘
u

< (Inx —Inp) Lo’ (W], x*|o’ (x)])
+(ny —Inx)L(x?|w’' ()|, y*|o' @)

esitsizligi saglanir[29].

Ispat: Lemma 3.1.1 ve |w'(x)|’ in GG-konveksligini kullanarak,

Y
’Vw(y)—uw(u)— f w(m)dm‘
u

1
< (Inx—Inu) f x29'u2(1—9)wr(x9#1—9) do
0

1
+(ny - lnx)jx29y2(1—9)w1(x9y1—9) de
0
1
< (nx = Ing) [ #2201/ GOl (7] 6
0

1
+Hiny = Inx) [ 227200l @Il Q) do
0

elde edilir. Basit bir hesaplama ile asagidaki ifade ¢ikarilirsa
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Y
‘Vw()/) — pw(p) — f w(m)dm‘

u

x|’ ()] =p |’ (W] )

In(x?|w’ () |=In (u?|w’' (W)
Yo' (]=x*|w’ ()] )

In(y?|o’(¥)|=In (x?|w’(x)])

Elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.

< (lnx—ln,u)<

+(ny — lnx)<

Teorem 3.1.4. w:1 € R, - (0,), I° ve a,b € I° iizerinde, a < b ve w € L[a, b]
ile tiirevlenebilir olsun. |w'(x)|,[a, b] araliginda GG-konveks fonksiyon ise her
x € [a,b] ve g = 1 i¢in

Y
‘Vw(y)—uw(u)— j w(m)dm‘
u

1 1
< (Inx — Inp)L' 742, x?)La(u? |’ (@)]9, x%|w’' ()])

1 1
+(ny — Inx)L'"a(x2,y?)La(x2 |’ (1), 3|’ ()]9)
esitsizligi saglanir. [29]

Ispat: Lemma 3.1.1 ve |w'(x)|" in GG-konveksligini ve Power Mean Integral
esitsizligini kullanarak,

Y
|Vw(y)—uw(u)— f w(m)dm‘
u

1
< (nx—Inpu) j x202(=0)¢y (x01=9) do
0

1
+(Iny — Inx) j x20y20=94(xby1=9) do
0

1 1
1 1_5 1 a
< (nx ~Ing) ( [ oo d9> ( [ w0 @I 01700 d@)

0 0

1
q

1 =3 /1
+(ny —Inx) (f x20y2(1-6) d9> (_[ xzeyz(l‘e)[lw’(x)lqg|w’(y)|q(1‘9)] dH)
0 0
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elde edilir. Son ifadedeki integraller hesaplanirsa

Y
‘Vw(y)—uw(u)— f w(m)dm‘
u

1

1
1x2 — 2\ [ x|’ (0|7 — 2o’ (W]1 \a
<(nx—-Inpw)a|——
2 Inx?|w’ ()9 — Inp?|w’ ()9

1 1
iy — oy (L2220 T (Pl = 2l @l e
Y 2 Iny2lw’ ()17 — InxZ|w’ ()[4

esitsizligi elde edilir. Bu ispati tamamlar.

Teorem 3.1.5. w:1 € Rt — (0,0), I° ve u,y € I° iizerinde, u <y ve w € L[u,v]
ile tiirevlenebilir olsun. |w'(x)|,[x,¥] araliginda GG-konveks fonksiyon ise her
x € [u,y] ve g > 1icin

Y
’Vw(y)—uw(u) f w(m)dm‘

2q 2_‘1 1
<(lnx—lnu)L q( -1, 1) Li(Jo" (W19, |w"(x)|7)

Hiny ~In DL (¥ Ll (17, o ()19)

esitsizligi saglanir [29].

Teorem 3.1.6. w:1 € R™ — (0,0), I° ve pu,y € I° iizerinde, u <y ve w € L[a, b]
ile tiirevlenebilir olsun. |w'(x)|,[u,¥] araliginda GG-konveks fonksiyon ise her
X € [u,y] ve g = 1icin

14

vo) - no® - | w(m)dm‘

U
< (Inx —Inp)La (Pl @D, (x*lo' ()N

1
+(Iny —Inx)L @ ((x*|0’' D, (o’ (DD
esitsizligi saglanir.

[17] Kadakal ve Iscan calismalarinda Ag- Konveks fonksiyonlar i¢in Hermite
Hadamard esitsiligini elde edip teni teoremler ve sonuclar verdiler:
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Teorem 3.1.7. w:1 = R Ag-konveks fonksiyon, g:] - R, ] 2 w(I), p < y olacak
sekilde p,y € I ve gow € L[y, y] ise

w (,u ; )/) < yi,uf: (gow)(m)dm

esitsizligi saglanir.

Ispat: w fonksiyonu Ag-konveks oldugundan

2

(u + V) _ ([Hu +@A-0)yl+[A—-60)u+ 9V]>
2

1 1
< 5 (gow)(Op + (1 = 0)y) + 5 (gow)((1 — O)u + Oy)
elde edilir. Son ifadenin 6 € [0,1] i¢in her iki tarafin integrali alinirsa

0 € [0,1] de son esitsizlikte integral alirsak,

(M"‘V
o

> ) < v i Mjuy (gow)(m)dm

elde edilir.

Uyan 3.1.1. Eger Teorem 3.1.7 de g(x) = x alirsak , o zaman konveks fonksiyonlar
icin Hermite-hadamard esitsizliginin sol tarafini elde edilir.

Teorem 3.1.8. w:1 — R fonksiyonu Ag-konveks fonksiyon, g:] = R, ] 2 w(l),
1 < y olmak tizere u,y € I ve w € L[y, y] ise

LY opode <« EOW * @D
y—ul, 2

esitsizligi saglanir.

Ispat: « fonksiyonunun Ag-konveksligini kullanarak ve x =6u+ (1—68)y
seklinde degisken degisimi yapilirsa

flw(e +(1-06) )ole—Lfy d
oo Pae == | w0ods
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1
< f [Bg(ew() + (1 — 8)(w(y))]de

_ (gow) (W) + (gow)(y)
2

esitsizligi elde edilir. Teorem ispat1 tamamlanir.

Uyan 3.1.2. Eger Teorem 3.1.8 de g(x) = x alirsak, o zaman konveks fonksiyonlar
i¢cin Hermite-hadamard esitsizliginin sag tarafi elde edilir.

Teorem 3.1.9. w ve h gergek degerli, negatif olmayan ve [a, b] araliginda Ag-
konveks fonksiyonlar olsun . O zaman, asagidaki esitsizlikler her X,y € [y, y] ve
0 € [0,1] igin gegerlidir.

3
3 o= ll)z.f f f w(0x + (1 — 0)y)h(6x + (1 — 0)y)dbdydx (3.4)

<—| " (g0w) () (goh) () dx + = [M(p, ) + N(w )]
“y—ul, 8= '
iuj:j (ex+<1—e>(“”)>h<e ra-o)(t2t ))ded (35)

1 Y 1
<— ju (80) (9 (goh) () dxdx + 5 M, y) + N(w y)]

burada

M(w,Y) = (gow) (W) (goh) (1) + (gow)(y)(goh)(y)

N(w v) = (gow) (1) (goh) (v) + (gow)(y)(goh) (W)
elde edilir.

Ispat: Her iki w ve g Ag-konveks oldugundan, her iki nokta x,y € [u,y] ve 8 €
[0,1] igin,
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o(tx+ (1 - y) < t(goh)(x) + (1 — t)(goH)(y)

h(8x + (1 - 8)y) < 8(goh)(x) + (1 — 6)(goh)(y)
esitsizlikleri saglanir.

Yukaridaki esitsizlikleri carparsak,

w(0x + (1 —0)y)h(6x+ (1 —0)y)
< 8%(gow) (x)(goh) (x) + (1 — 8)*(gow) () (goh) (y)

+0(1 — 6)[(gow) (x)(goh)(y) + (gow)(y)(goh)(x)].
elde edilir.

Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi [0,1] araliginda 6 ye gore integrallenebilirdir,Ag-
konveks fonksiyonunun bilinen 6zellikleriyle birlikte. O zaman, bu esitsizligi [0,1]
araliginda integrallersek Ag-konveks fonksiyon 6zelligi ile birlikte ifadenin [0,1]
araliginda 0’ya gore integrali alinirsa

1
f w(0x + (1 — 0)y)h(6x + (1 — 0)y)do (3.6)
0

2 _ Y 1 Y v
s—(y3 2 ju (gow)(x)(goh)(x)+§< fu (gow)(x)dx) ( fu (g0h>(Y>dY>

esitsizligi elde edilir.

w Vve g fonksiyonlar1 konveks oldugundan,

L (gow) (W) + (gow)(y)
L e < O + D) 9

Y— 1)y 2
olur.

(3.5) nin sag tarafindan son iki integralde (3.7) ve (3.8) nin degistirilmesiyle,
asagidaki esitsizlik elde edilir.
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1
f w(0x+ (1 —-0)y)h(6x+ (1 —06)y)d6 (3.9)

il f " (80w) (9 (goh) ()dx
u

0  g0) (1) + (o) ]ICgoR (1) + (goh) ()

Dogrudan hesaplar gosteriyor ki

[(gow) (y) + (gow)(W][(goh)(y) + (goh)(W)] = M(i,y) + N(i, ) (3.10)

(3.10) i (3.9) de yerine yazarsak ve (3.9) nin her iki taraﬁm > ile garparsak (3.3)

nin ispati tamamlanir.

(3.4) esitsizligini ispatlayalim. w ve g fonksiyonlarmin Ag-konveksligi

<9X +(1-06) (H y)) < 0(gow)(x) + (1 — 6)(gow) <H Y)

h <9x +(1-0) (” Y)) < 6(goh)(x) + (1 — 6)(goh) (” Y)

esitsizliklerini verir.

Yukaridaki gibi, bu esitsizlikler taraf tarafa carpilirsa,

<9x +(1-0) (” y)) h (9 +(1-0) (” - Y)) (3.11)

< 6%(gow)(x)(goh)(x) + (1 — 6)*(gow) ( ) (goh) (M ; Y)

+0(1 - 0)|(gow W (gom) (*=L) + (gow) (*2F) (gom ()|
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esitsizligi elde edilir.

Ik esitsizligin ispatina benzer olarak, (3.11) un her iki tarafinin [0,1] araliginda
integralini alinirsa,

fol (Gx+ (1—9)(” y))h(@ +(1-0) (” Y)) do (3.12)

< 3 Gow) () om) () + gow) (57 cgomy (3]

p+y

+2 [ (eow) 0 o) (2 + (gow) (3

) (go) (o)

esitsizligini buluruz.

Simdi, w ve h fonksiyonlarinin Ag-konveksligini kullanarak ve [w,y] araligi
tizerinden (3.12) un her iki tarafinin integralini alarak,

fyfl <ex+(1—9)(M y))h(@ +(1—9)<‘l y))dedx (3.13)
u Jo

1 Y
<3 (@06 Eom e

Y gow) () + (o) (V]Igoh) () + (goh) ()]

(goh)(W) + (goh)(v)
* 12

f " (gow) (x)dx
n

(800) (W) + (g0w) (v)
* 12

Y

f (goh) (x)dx
1l

esitsizligi elde edilir.

Bir kez daha, son esitsizligin sag tarafindaki son iki integralde (3.4) ve (3.5)’i
degistirir ve (3.7) y1 kullanirsak,
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i Hty n+y
fu fo <6x +(1-0) (T)) h (ex +(1-0) (T)) dodx (3.14)

Y_H#

1Y Y
<3| Gom)eICeom s+ (MGuy) + NGy
vl

esitsizligi elde edilir.

Eger (3.14) esitsizliginin her iki tarafimi ﬁ ile carparsak (3.4) {in ispati

tamamlanmis olur.

Uyan 3.1.3. Eger g(x) = x alirsak, o zaman Teorem 2.2.2 nin (2.11) ve (2.12)
esitsizlikleri elde edilir . Yani, sonu¢larimiz [2] deki sonug¢larla ¢akisir.
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimiin  temel amaci, Gg-konveks fonksiyon (veya (GA, g)-konveks)
ad1 verilen yeni bir konveks fonksiyon sinifi vermek ve hem Hermite-Hadamard tipli
integral esitsizlikleri hem de Gg-konveks fonksiyonlar ile ilgili yeni esitsizlikleri
olusturmaktadir Ozel durumlarda elde edilen sonuclar literatiirde elde edilen
sonuglarla ¢akismaktadir.

4.1. Gg-Konveks Fonksiyonlar icin Ana Sonuclar

Tanim 4.1.1 I c (0, o) bir aralik, w:1 - R, g:] = R ve ] 2 w(I) olsun. Eger

w, Gg-konveks ise sonra her y € w(I) i¢iny < g(y) olur.

Ispat Keyfi y € w(I) alalim. Sonra, y = w(x) olacak sekilde bir x € I vardir. Eger
u € I\{x} sabit olarak alirsak, sonra w fonksiyonu Gg-konveks oldugundan, her
6 € [0,1] icin

w(x?pu'?) < 6(g o w)(x) + (1 —6)(g > w)(W).
=1, wkx) < glwk)) igin, y < g(y) dir. Bu bize her y € w(I) i¢in y < g(y)

oldugunu gosterir.

Uyar14.1.1. 1 c (0, o) bir aralik, w: 1 - R, g:] = R, ] © w(I) olsun.

i) Eger g fonksiyonu y < g(y),y € w(I) kosulunu saglarsa ve w fonksiyonu
GA-konveks ise, w Gg-konveks fonksiyondur. Aslinda, her 6 € [0,1] ve her y,y €1
i¢cin

w(ulyr?) < ) + (1 - Ow(y)
< Og(w(p) + (1 - 0)g(w®))

<0(gew)(w)+ (1 -0)(gew)®¥).
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ii) Eger g fonksiyonu g(y) <y, y € w(I) kosulunu saglarsa ve
fonksiyonu G g-konveks ise, w GA-konveks fonksiyondur. Aslinda, her 6 € [0,1] ve
her i,y € I i¢in

w(uly=?) < bg(ww) + (1 — 8)g(w(¥))

< Bw() + (1 -0)w().
iii) Belli ki GgC(I) = GAC(I) & g(x) = x dir.

Teorem 4.1.1 1 c (0, o) bir aralik ve ¢ € [0, ) olsun. Eger w € GgC(I) ve g lineer
Ise, wc Gg-konveks fonksiyondur.

Ispat4.1.1 ¢ € [0,%) i¢in, w Gg-konveks oldugundan ve g lineer oldugundan

(cw)(x0y?7?) < c[8g(w(®)) + (1 — 8)g(w())]
=0g(cw(®)) + (1 — 0)g(cw(»))

=0(g ° (cw))(®) + (1 - w)(g ° (cw))(¥)

esitsizligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.2 1 c (0, ) bir aralik olsun. Eger w, h € GgC(I) fonksiyonlari ve g
lineer ise, w + h € GgC(I) dir.
Ispat 4.1.2 x,y € I ve 8 € [0,1] i¢in, w,h € GgC(I) ve g lineer oldugundan,
(@ + h)(x0y179) = w(x0y19) + h(x0y1-9)
< [6g(w(x) + (1 =) g(w)] + [6g(h(x)) + (1 —0)g(h(¥))]
= 0[g(w(x)) + g(h()] + (1 - O)[g(w()) + g(h(¥)]

= 0g(w() + h(x) + (1 - 0)g(w®) + h(y))

=0(ge(w+m)x)+1A-0)(ge°(w+hm)W.
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yazilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.3 1 c (0, o) bir aralik olsun. Eger w € GgC(I) fonksiyonu monoton
artan, ve h GG-konveks ise w o h € GgC(I) dir.

Ispat4.1.3 x,y € I ve 8 € [0,1] igin, w, h € GgC(I) ve g lineer oldugundan,
(woh)(x°y*7?) = w(h(x’y'~?))
< w(h? R )
< 0g(w(h(x)) + (1 = 0)g(w(h(¥)))

< 6(g° (w)(x) + (1 —6)(ge° (w(h))().

yazilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.4 1 c (0, ) bir aralik, w, h: I - R hem negatif olmayan, monoton (artan
veya azalan) olsun ve g:] -> R, ] D w(I), monoton (artan veya azalan) ve
g(m)g(n) < g(mn) sartin1 saglar. Eger w,h € GgC(I) ise wh € GgC(I) dur.

Ispat4.1.4 Eger x < y ise

[9(w(x)) = g(wNIgh()) — g(h(x))] < 0

demektir

g(w@)g(h) + g(0())g(h(x))
< g(w@)g(h() + g(w())g(h(»)) (4.1)

Diger taraftan x,y € I ve 8 € [0,1] igin, w, h € GgC(I) ve g lineer oldugundan,
(a)h)(xgyl‘e) — w(xeyl‘e)h(xeyl‘e)
< [0g(w(x)) + (1 = 6)g(w(¥)][6g(h(x)) + (1 — ) g(h(y))]

=0%2g(w(x))g(h(x)) + (1 - 0)g(w(x)gh(¥))
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+0(1 - 0)g(w®))gh(x) + (1 — 8)*g(0())g(h(¥)).
(4.2) i kullanirsak,

(wh)(x%y*~?)
< t?g(w()gh(x) + (1 - 0)?g(w(¥))g(h(¥))
+0(1 = )[g(w(x))g(h(x)) + g(w(¥))g(h(y))]
<06+ (1-0)]g(wx)gh(x))+ 1 —-6)[6+ (1 -6)]g(w®)gh(x)
= 0g(w(x))g(h(x)) + (1 - 0)g(w())g(h(y))

< 0g(wh)(x) + (1 — 6)g(wh)(y)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

4.2 Gg-Konveks Fonksiyonlar I¢in Hermite-Hadamard Esitsizligi

Teorem 4.2.1 1 < (0, o) bir aralik olsun. Eger w € GgC(I), g:] = R, ] 2 w(]),
u<vyileyy€lvegoew € L[a b]. Asagidaki esitsizlik elde edilir.

1 JVf(m) i < (gew)(W) +(ge w)()/)_

Iny —InuJ, m 2

Ispat 4.2.1 [y, y] araligindaki w fonksiyonunun G g-konveksligi tanimindan,

w(u’y'~?) < 0g(w(@) + (1 - 0)g(w (b))
yazariz.
Simdi, eger 8 € [0,1] araliginda son esitsizligin integralini alirsak,

f w(uly*=?)do Sf [0g(w(w) + (1 —0)g(w(y))]dt
0 0
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elde ederiz. m = u®y*~9 degisken degistirirsek,

1 fyw(m) (gow)(w) +(gow)¥)
dm <

Iny —InuJ, m 2

esitsizligini elde ederiz.

Uyar1 4.2.1. Eger Teorem 4.2.1 de g(x) = x alirsak , GA-konveks fonksiyonlari igin

Hermite-hadamard esitsizliginin sag tarafi elde edilir.

Teorem 4.2.2 1 c (0, o) bir aralik olsun. Eger w € GgC(D), g:] - R, ] 2 w(D),
uy€lilepu<yvew € L[y,y] ise,

1 ¥ g(w(m))
a)(\//,t_y) = Iny — ln,uf” m 4

esitsizligi elde edilir.

Ispat 4.2.2 w fonksiyonunun G g-konveksligi ile ,0 € [0,1] igin

w(Juy) = w (\/H1—9yeﬂey1—e)

2 9(0@ ") + g(w@’y'™®))
= 2

yazilir. Simdi, 6 € [0,1] araliginda son esitsizligin integralini alirsak,

ol (i) = 3

J g(w@'=%?))do + J g(w(u"yl‘e))dHl
0 0

ve

1 1 1 y
fg(w(ﬂl‘gy"))d9=f 9(wuy'=9))dg = fg(“’(m))dm
0 0

" Iny — Inu u m

esitliginden istenen sonucu elde ederiz. Bu teoremin ispatini tamamlar.
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Uyar1 4.2.2. Eger Teorem 4.2.2 de g(x) = x alirsak , GA-konveks fonksiyonlari i¢in
Hermite-hadamard esitsizliginin sol tarafi elde edilir.

Teorem 4.2.3. w Ve h fonksiyonlar [y, y] aralig1 tizerinde,reel degerli, negatif
olmayan ve Gg-konveks fonksiyonlar ve g negatif olmayan fonksiyon olsun. Bu
durumda her x,y € [y, y] ve 8 € [0,1] igin

s (i) @2)

2 j‘” (geow)(x)(geoh)(x) dx+fy (9°w)(x)(g°h)(l§c—y)
x

< dx
Iny — Inu X

" I
esitsizligi gecerlidir.

Ispat 4.2.3 Her x,y € [p,y] iki noktas: i¢in, @ ve g fonksiyonlarinin Gg-
konveksliginden,

() < (g o w)(x) er (geow))

oh oh
h(\/x—y)s(g )(x);r(g V()

esitsizligi gecerlidir.

Yukaridaki esitsizlikleri carparsak,

4 (fxy)h(Yxy) < (g ° @)(x)(g o h)(x) + (g ° w)(¥)(g ° ()
+(gew)(x)(goh)(y) + (gew)(¥)(geh(x)

esitsizligi elde edilir.

x = ply=% vey = yOu'=9 alirsak.

o (M)
< (go @)y ) (g e W)Wy ") + (g e ) ¥ Pu ") (g o (¥ Pu'~?)

+(g o @)Y (g e NPur %) + (g o @) (¥ut~?)(g o ) (WPy*9)
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esitsizligi elde edilir.

Yukaridaki esitsizligin her iki tarafi [0,1] araliginda 6 ya gore integrallenebilir ve

s )h( )

I (go w)(xzc(g JOICIPN

2
S—lny—lnul_l_ﬁ,(g°w)(x)£g°h)(l;—y) o,

(4.3)

elde edilir.

Uyari 4.2.3. Yukaridaki Teoremde, eger her x € [, y] igin g o h \/uy ye gore
simetrik ise (i.e. (g h)(5) = (g h)(x), sonra

1 Y(go oh

Inu J, X

elde edilir.

4.3 Gg-Konveks Fonksiyonlar i¢cin Baz1 Yeni Esitsizlikler

Bu makalenin temel amaci yukaridaki integral 6zdesligini kullanarak Gg-konveks
fonksiyonlar i¢in baz1 yeni integral esitsizlikleri ispatlamaktir.

Teorem 4.3.1 w:I1 < (0,0) - R fonksiyonu I° iizerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ve w,y €I°, u<y ve ' € L[y, y] olsun. |w'(x)|, [w,y] araliginda Gg-
konveks fonksiyon ve g negatif olmayan fonksiyon ise, her x € [y, y]

(4.5)

Y
yoy) — ueo() — j 0 (x)dx
u

1 , ,
<5 [lg(@ | = Al 2L, x)) + |9 (@ ()| (A, WL, ) — pu?)]

1 , ,
t5 [l9(@'GN|AC ILEY) = x2) + | g D] (r? = Al VILEx, V)]
esitsizligi saglanir.

ispat 4.3.1 Oncelikle |w'(x)|" in Gg-konvekslikten

|’ (x® ' =0)| < 8]g(w' )| + (1 — 6)|g(w (W)
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|’ (x0y170)| < 0]g(w' )| + (1 - 6)|g(w' &)

yazilip bu ifadeler Lemma 3.1.1 de yerine yazilirsa

Y
‘Vw(y)—ﬂw(u)— f 0(x)dx
u

<

1
(lnx—lnu)f ngllz(l_(’)a)'(xeyl‘@)de
0

1
— (Inx — lny)f x29y2(1—9)w'(x9y1—9)d9‘
0

1
< (Inx — ln,u)f x20u2@=9| ' (x%u1=9)|d6 + (Iny
0

1
— Inx) j- x29y2(1—9)|w’(x9y1—9)|d9
0
< (Inx — Iny) j x%02A=016|g(w'()| + (1 — 6)|g(w'(W))|]d6
0
+(Iny — lnx)j x20p2A=9[9|g(w'(x)| + (1 — )|g(w'())|]d0
0

= (Inx — Inu) “g (a)'(x))| jlexzeﬂzu—e)dg + xzelg(w'(y))l Jl 1
0 0

_ 6)x29a2(1—9)dgl

1 1
+(Iny — Inx) Ilg(w'(x))l f 02020949 + |g(w' ()| f a
0 0

_ 6)x29y2(1—9)dgl

N =

[lg(w )| (x?* — A, X)L (1, %)) + |g (@ W) |(A(x, WL, x) — p?)]
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1 , ,
+3 [|g(w G| A, VILEx,Y) — x2) + |g(0 )| (¥? = Alx, Y)L(x,1))],

elde edilir. Burada

x2 x% — 2

2(Inx — Inu) B 4(Inx — Inp)?

1
f 9x29‘u2(1—9)dt —
0

_ 1x? = A(u, x)L(u, x)
) Inx — Inu

x2 _ ‘u2 'uZ

4(Inx — Inp)? B 2(Inx — Inp)

1
f (1 _ 9)x29‘u2(1—6)d9 —
0

_ 1A X)L x) — p?

2 Inx — Inu
y2 — x2 X2
4(Iny —Inx)? 2(Iny — Inx)

1
j 0x2°p*(1=6)dp =
0

_ 1TA(x,y)L(x,y) — x*
) Iny — Inx

)/2 yz — 2

2(Iny — Inx) B 4(Iny — Inx)?

1
f (1 _ 9)x29y2(1_9)d9 —
0

_ 1y - A y)Lxy)
2 Iny — Inx

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Uyar 4.3.1.;: Teorem 4.3.1 de g(x) = x alinirsa,

y 1,
yom) - uo - | 0Gdx| <310 A0 LY - AG0LG 0]

U
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1, ,
t3 ([[o @At LW %) = )] + [|o' W[(r? = AL Y))])

esitsizligi elde edilir. Bu GA-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite Hadamard tipli
esitsizligi ifade eder.

Teorem 4.3.2 w:1 € (0,00) > R I° ve u,y € I° lizerinde, p <y ve o’ € L[y, y] ile
tirevlenebilir olsun. |w'(x)|9, [w y]araliginda Gg-konveks fonksiyon ise, her
X € [w,y] ve g = 1igin

1

14 1 11
|yw(V)—uw(u)— f w(x)dx s(lnx—lnm(z)% T (42, x2)
u

1
q|A(x, M)L(x ) — p?
—Inu

x2 — ACe, WL(x, )|
Inx — Inu

x (|g<w'<x»|q 9@ @) [

1

1 _1
+(Iny — Inx) (E)q L' a(x?,y?)

1

' A(,)L(,)—Z ' Z—A(,)L(,)E
x<|g(w(x))|ql i x]+|g(w(y))|q[y o )

esitsizlik saglanir.

ispat 4.3.2 Lemma 3.1.1° de |w'(x)|" in Gg-konveksligi ve Power-Mean
esitsizligini kullanilirsa,

Y
‘Vw(y)—uw(u)— f o(x)dx
u

1
< (Inx — ln,u)f x29‘u2(1—9)|w’(xeu1—9)|d9
0

1
+(Iny —lnx)f xzeyz(l‘e)|w'(x9y1_9)|d9‘
0
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1

1 q 1
< (Inx — Inw) <f x29u2(1—9)d9> <f xze,uz(l_e)|w'(x9y1‘9)|qd9>
0 0

Q|

L 1
q

1 q 1
+(Iny — Inx) <f x29y2(1—9)d9> (f x29y2(1—9)|w'(x9y1_9)|qd0>
0 0

1

1
< (Inx — Inu) <f ngllz(l_e)cw)
0

1
q

1
([ oua-olelgtenl + - olgwellas)
0

1

1
+(Iny — Inx) (f x29y2(1—9)d9>
0

1

X (] x20y20-9[6|g(w'(x))|" + (1 - 0)|g(w'()/))|q]d0>q
0

1 1—q
= (Inx — Inw) <J x29'u2(1—9)d9>
0

1

1 1 7
X <|g(w'(x))|qf 0x20 u2(1=0)dg + |g(a)'(ﬂ))|qf (1- 0)x29u2(1‘9)d9>
0 0

1

1
+(Iny — Inx) (J x29y2(1—9)d3>
0

1

1 1 E

x <|g<w'<x>>|‘* j 0x20y 21046 1 | g(a'(r))]] f - 9)x29y2<1-9>d9) ,
0 0

1
1\g -1
= (nx = o) (5)" 117007, %)

38



1
q |[A(x, M)L(x u) — u?
— Inu

x? — A(x, W)L(x, 1)
Inx — Inu

X(Ig(w'(xwlq + ]9 @]’ l

1
I\ -1
+(Iny — Inx) (E>q L' a(x?,y?)

1
' A d L ’ — x* 4 2 _A ) L ) q
x(lotw ool [FEREEL = g ol [~ i )

Iny — Inx Iny — Inx
elde edilir ve burada

1 xZ il ,le
20 2(1_9)d6 : = L(u? x2

1 ‘uz_,yz
26,,2(1-6) 49 —
| xyru-nde = i = Laet )

seklindedir. Boylece ispat tamamlanir.

Uyari1 4.3.2. Teorem 4.3.2 de g(x) = x alirsak,

Y
‘Vw(y)—uw(u)— f o(x)dx
u

1

1 _1
< (Inx — Inp) <E>q L' 7a(u?, x?)

1
2 _ 2 a
y <|w'(x)|q x A(x,u)L(x,u)l N |w,(u)|q[A(x,u)L(x.u) m Dq

Inx — Inu x —Inu

1

1 _1
+(Iny — Inx) (§>q L'7a(x?,y?)
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1
A L , 2 — A(x,v)L(x, q
( @l l (x, i/r?y(x Y) — l F o) l)’ lrl](/x_)/l)nx(x Y) )q

GA-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.3.1. Teorem 4.3.2 de q = 1 alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir:

Y
‘Vw(y)—uw(u)— f o(x)dx
u

< —[|g(@' G| (x? = ACx, )L(x, 1) + | g (@' (W) |(ACx, L (x, 1) — 1?)]

va—x

1 , ;
+5 [19(0 @A ILEY) —22) + |90 OGN (2 — AG LG Y))].
esitsizligi elde edilir.

Bu esitsizlik Teorem 4.3.1° deki (4.1) esitsizligi ile ortiismektedir.

Teorem 4.3.3 w:1 € (0,0) - R I° ve u,y € I° iizerinde, p < y ve ' € L[, y] ile
tirevlenebilir olsun. |w'(x)|? , [wy] arahiginda Gg-konveks fonksiyon ise, her

X € [wy]lveq>1, %+$=1igin

Y
‘Vw(y)—uw(u)— f o(x)dx
u

1 2 2 1
< (e = )17 (8,287 47(|g @' )|, | )] ")

1 2 2 1
+(iny — )17 (x-1,y571) 47|90 |, [9 @ 0"

esitsizligi elde edilir.

Ispat 4.3.3 Lemma 3.1.1 ve Gg-konveksligi ile bilinen Hélder integral esitsizligini
kullanilarak,
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Y
‘Vw(y)—uw(u)— f 0()dx
u

1
< (Inx — lnu)f x20 209 (x%ut=9) a6
0

1
+(lny—lnx)f xzeyz(l_e)|a)'(x9y1_9)|d9‘
0

1
2q0 q

1
1 2q == q 1 q
< (Inx — Inp) f ua-1 (f)q 1d9 (J |“),(x9ll1_9)|qd9>
0 # 0
1_1 1
1 2q 2%2 q 1 q
+(Iny — Inx) (f ya-1 (;)q ! dH) (j |w'(x9y1‘9)|qd9)
0 0

A

1 2 ﬁ q 1
< (Inx — Iny) <f pua T (:i)q 9) U [8]g(w'C)|" + (1
0 0

1

- e)lg(w'(u))lq]df?)q
+(Iny — Inx) <j yqzl d9> J [6]g9(w' )| + (1
0
- 9)|g(w'<y))|"]d9)
= (= )10 (8,27 47(| g @ )], g0 D)

+ny 0L (¥ A1 (g @' @] lg @[ ),

olup, buradan
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1 2q oy\oog =T — xa-1 20 2q
J. yq—l (_)CI 1 do = Y o = (xq—llyq—1>
o 29

elde edilir. Bu teoremin ispatini tamamlar.

Uyari 4.3.3. Teorem 4.3.3 de g(x) = x alirsak, GA-konveks fonksiyonlar i¢in

Y
‘Vw(y)—uw(u)— j o(x)dx
u

p 1o 20 2aN 1oL o
< (Inx = Ing)1 @ (=1, x01) 44 (|0 )|, |0

1 2q 2q 1
+(Iny — Inx)L'"a (xﬁ, yﬁ) Ad(|w'(x) |q, lw'(¥) |q)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.3.4 w:1 € (0,0) - R I° ve y,y € I° tizerinde, p <y ve o’ € L[y, y] ile
tirevlenebilir olsun. |w'(x)|? , [w,y] araliginda Gg-konveks fonksiyon ise, her
X € [u,y] veq = 1 igin

14

yo) - ko - [ a@dx
u

1

1.1
< (Inx — lny)1 q (E)q

x (Jg(@' ()| 2 — L2, x*)] + | g (' ()| [x%9 — 129 + L(u?9,x29)])1

1
1217 1\aq

— q(—
+(Iny — Inx) <2q>

x (|g (' L2, y29) — x29] + | g(0'(1))| T [y?9 — %27 — L(x29,y2D)])4
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esitsizligi saglanir.

Ispat 4.3.4 Teorem 4.3.3’un ispatina benzer sekilde, Lemma 3.1.1° de |’ (x)|9 nun ,
[, y] araliginda Gg-konveks fonksiyon oldugu ve Power mean esitsizligi kullanilirsa

Y
‘Vw(y)—uw(u)— f () dx
u
1
< (Inx — ln,u)f x20 1200y’ (x u1=9) |do
0

1
+(Iny —lnx)] xzeyz(l‘e)|w'(x9y1‘9)|d9‘
0

r. 1

1 q 1 7
< (Inx — Inu) <f d@) <f x26u2(1—9)|w'(x9u1_g)|qd9)
0 0

e 1

1 a(rt q
+(Iny — Inx) <f d9> <f xzeyz(l‘e)|w'(x9y1‘9)|qd0>
0 0

1

. 1

< (Inx — Inp) ( f x248;240-0)[g| g(w'(x))|" + (1 — 6)| g(a)’(u))r’]de)q
0

1

+(Iny — Inx) ( J x240y2a0-0)[g] g (o' (x))|* + (1 - 0)] g(w'(y))|q]d9>q
0

1
q

1
/lg(a)'(x))qu 0249 ;24(1-0) gg
0

= (Inx — Inp) )
+|g(w'(/¢))|qf (1 —6)x21%,290-0)dg
0
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QR

1
/|g(a)’(x))|qf 0x2q9y2q(1—9)d9
+(Iny — Inx) | 0

1
\+|g(w'(y))|q f (1 — 9)x249y2a(1-0)gg
0

1
24 — L(u?9,x%9) a

, q|x
|g(w'(x)| l 29 (Inx — Ing) \‘
q x24 — ‘u2q + L(’MZQ'XZCI)
2q(Inx — Iny) l/

= (Inx — Inu)

+|g('(w)|

QR

L(x?9,y?0) — x*

2q(Iny — Inx) \l
)

| q [y29 — x4 — L(x24,529)
+lg(w )] l 2q(Iny — Inx) l

/ |9(0' )|
+(Iny — Inx) k

1 )% (|g<w’<x))|q[x2q — L(u?9,x29)] )5

1
= (Inx — Ing)" 7@ (—
(Inx —Inu)™ 4 (Zq +|g(w ()| [x29 — u29 + L(u9,x29)]

. 1

_1/1\q |g(w'(x))|q[L(x2q.)/2q)—xzq] 1
Iny — Inx)" a0 (—

+(iny = Inx) q(Zq) <+|g(w'(b))|"[y2q—x2q—L(xzq,yz")])

elde edilir. Yukaridaki integralleri asagidaki sekilde hesaplanir.

xzq - L(,uqu xzq)

2q(Inx — Inp)

1
f 9x2q9‘u2q(1—9)d9 —
0

x%4 — p? 4+ L(u9,x29)
2q(Inx — Iny)

1
f (1 _ 9)x2q9‘u2q(1—9)d9 —
0

L(x29,y29) — x4

2q(Iny — Inx)

1
f 9x2q9y2q(1—9)d9 —
0

Y20 — x20 — [ (x29,y %)

2q(Iny — Inx)

1
f (1 _ 9)x2q9y2q(1—9)d9 —
0
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Boylece ispat tamamlanir.

Uyar1 4.3.4. Teorem 4.3.4’ de g(x) = x alirsak, GA-konveks fonksiyonlar i¢in
asagidaki Hermite-Hadamard tipli esitsizligi elde edilir:

Y
yor) — o) — f 0()dx
u

117
< (Inx —1 q(—)
(Inx — Inp) 27

1
+(Jo' )] 629 = L2, x2D] + o' ()| [x2 — u29 + L(u?9, x%9)])4

1
11N\a
+(Iny — lnx)1 q <Z>q

1
x (Joo' ()| [Lx?9,29) — x%9] + o' ()| [y?9 — 229 — L(x%9,y2D)])7.

elde edilir.

Sonug 4.3.2. Teorem 4.3.4’de q = 1 alinirsa

Y L 2' 2 —L 2' 2 .
yo®) - ko - | w(x)dx‘s )2 oy
7

1 , ,
+5 (l90 )Ix? = p? + L@, 2] + |g(w N y? — x* = L2,y D))

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik g(x) = x kosulu altinda Teorem 4.3.1” deki (4.5)
esitsizligi ile ortlismektedir.
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BOLUM 5 TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasmin arastirma bulgular boliimiinde Gg-konveks fonksiyon olarak
adlandirilan yeni bir fonksiyon sinifi tanimlanmig, bu fonksiyon simnifina bazi
ornekler verilmis ve ozellikleri incelenmistir. Daha sonra Gg-konveks fonksiyonlar
icin integral esitsizlikleri elde edilip, daha dnce literatiirde mevcut olan bir 6zdeslik
yardimi ile Gg-konveks fonksiyonlar i¢in bazi yeni Hermite Hadamard tipli
esitsizlikler elde edilmistir.

Boylece literatiire yeni bir fonksiyon smifi ve Gg-Konveks Fonksiyonlar igin
Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler kazandirilmistir, fonksiyonlarmm bu sinifi i¢in
yeni sonuglar elde edilmistir. Kullanilan ispat yontemi konveks fonksiyonlarla ilgili
daha oOnceki calismalara benzer olarak yapilmistir. Bulgular kisminda elde edilen
sonuglar yeni olup 6zel durumlarda GA konveks fonksiyonlarla ilgili sonuglara
indirgenmektedir. Bu anlamda da bu alanda ¢alisan arastirmacilar i¢in yeni bir

kaynak olusturmaktadir.
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