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OZET

GINZBURG-LANDAU DENKLEMININ ENERJi KORUMALI VE ETKIN
COZUMLERI UZERINE

Bu tez ¢alismasinda bir boyutlu reel Ginzburg-Landau denkleminin sayisal ¢oziimleri uzay
ve zamanda ayriklastirma yontemleri kullanilarak ele alinmistir. Uzayda ayriklastirma igin
kosegen kiitle matrisine sahip spektral sonlu elemanlar yontemi kullanilmistir. Reel
Ginzburg-Landau denklemi igin tanimlanmis olan bir Lyapunov enerji fonksiyoneli
tanimhidir. Fiziksel olarak s6z konusu enerji fonksiyonelinin en temel 6zelligi zaman
ilerledik¢e degerinin azalmasi olup gergekei sayisal ¢oziimler elde edilebilmesi i¢in bu
ozelligi koruyan sayisal yontemlerin kullanilmasi ¢ok énemlidir. Bu tez ¢alismasinda, reel
Ginzburg-Landau denklemini zamanda ayriklastirmak igin enerji korumali, ikinci mertebe
yakinsakliga sahip bir yontem olan ortalama vektor alan1 yontemi kullanilmistir. Burada
enerji korumasindan kasit Lyapunov enerji fonksiyonelinin azalma 6zelliginin

korunmasidir.

Hemen hemen tiim gercek hayat problemlerinin sayisal ¢oziimleri i¢in ¢ok biiyiik boyutlara
sahip lineer sistemlerin ¢6ziilmesi gereklidir. Biiylik boyutlu sistemlerin ¢dziimleri ¢ok
zaman aldigindan s6z konusu sistemlerin hizli bir sekilde ¢oziilmesi i¢in yogun arastirmalar
yaptlmaktadir. Bu tez c¢alismasinda, reel Ginzburg-Landau denkleminin sayisal
¢ozlimlerinin hizli bir sekilde elde edilebilmesi i¢in diizgiin dik ayristirma yontemini baz
alan mertebe indirgenmis modelleme kullanilmistir. Sayisal ¢oziimlerin kesinligi ve ne kadar

hizli elde edildigi 6rnek simiilasyon sonuglari ile gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Reel Ginzburg-Landau denklemi, Spektral sonlu elemanlar yontemi,
Ortalama vektor alan1 yontemi, Enerji 6zelligi koruma, Mertebe indirgenmis modelleme,

Diizgiin dik ayrisma yontemi.

Vii



ABSTRACT

ON THE ENERGY PRESERVING AND EFFICIENT SOLUTIONS OF
GINZBURG-LANDAU EQUATION

In this thesis, numerical solution of one dimensional real Ginzburg-Landau equation has
been considered by the use of discretization methods in both space and time. For the space
discretization, spectral finite elemets method has been used, which results in a diagonal mass
matrix. A Lyapunov energy functional is defined for real Ginzburg-Landau equation.
Physically, the fundamental property of the so-called energy functional is that it decreases
by the time progresses, and it becomes crucial to use a numerical scheme which preserves
this energy decrease property in order to obtain reliable numerical approximations. In this
thesis, for the time discretization, average vector field method has been used, which is an
energy preserving, second order accurate method. Here, by energy preserving, it is meant

the preservation of the energy decrease property of the Lyapunov energy functional.

For the numerical solution of almost all the real life problems, it requires solution of linear
systems of very large dimension. Since it takes a long time to solve, there has been a wide
range of research concerning the fast solution of such large systems. In this thesis, reduced
order modeling based on the proper orthogonal decomposition has been used for the fast
numerical solution of real Ginzburg-Landau equation. The accuracy of numerical
approximations and the high speed of the numerical scheme have been shown through test

simulations.

Key Words: Real Ginzburg-Landau equation, Spectral finite elements method, Average
vector field method, Preservation of energy decrease, Reduced order modeling, Proper

orthogonal decomposition.
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1. GIRIS

Kaotik dinamiklerin ve ¢ogunlukla kismi tiirevli denklemlerden olusan dogrusal olmayan
evrilim (evoliisyon) denklemleri ile temsil edilen uzay-zaman sistemlerindeki kargasaligin
tanimlanmasi, teorik fizik ve uygulamali matematik alanlarmin karsilagtigt sorunlarin
merkezinde yer almaktadir (Ginzburg ve Landau, 1950; Lumley, 1967; Cross ve Hohenberg,
1993; Kengne ve ark., 2009; Larson ve Bengzon, 2013). S6z konusu denklemlerden biri de
topolojik tekillikler bigiminde ¢oziimler sergileyen ilk dogrusal olmayan teorilerden biri olan

Ginzburg-Landau (GL) teorisi tizerine insa edilmis ve karmasik degerli bir u(x,t) cisminin
d -boyutlu (d =1,2,3) bir QcR" uzay alani iizerindeki evrilimini agiklayan asagidaki

genellestirilmis karmasik (kompleks) GL denklemidir
du=(L+ig)Au+au—@+ig)|u v, (1.2)

oyle ki o ve g pozitif parametreler, x ve S reel sabitler, i =+/-1 karmasik say1st, O,

operatorii t zaman degiskenine gore kismi tiirev, ve de A diferansiyel operatorii d-boyutlu
Laplace operatoriidiir. Tarihsel gelisim agisindan bahsi gecen GL teorisinin ortaya ¢ikmasi
1900°1i yillarin ilk ortasina dayanmaktadir. Geleneksel siiper-iletkenlerin elektro-dinamigi
ilk olarak London kardesler tarafindan kurulmustur (London ve London, 1935). London
kardeslerin teorisinde, deneyler aksini soyledigi halde, normal-siiper-iletken yiizeyinin
isareti her zaman negatif olarak alimyordu. 1950'de Ginzburg ve Landau (1950) ¢i1g1r agan
caligmalarinda, London kardeslerin teorisindeki bu anlasmazlig ortadan kaldirmig, modern
fizigin en evrensel denklemlerinden biri haline gelen GL denklemlerini tanitmislardir.
Aslinda ikinci derece faz gecislerini agiklamak i¢in ortaya atilmis olan GL teorisi, daha sonra
stiper-iletkenligi agiklayan ilk kuantum teorisi olma 6zelligini kazanmistir. GL teorisi, siiper-
iletken duruma manyetik alanin etkilerini belirleyebilmek i¢in elektrodinamik, kuantum
mekaniksel ve termodinamik davranislar biitiinleyen siiper-iletkenlik olaymin basarili bir
tanmmidir. GL teorisinin ortaya c¢ikmasindan sonra, genellestirilmis karmasik GL
denkleminin en kabul goéren hali olan (1.1) denklemi literatiirde yerini almistir. (1.1)
denkleminin reel (gergel) katsayili hali ilk olarak 1960’l1 yillarin sonunda Newell ve
Whitehead (1969) ile Segel (1969) tarafindan Bénard konveksiyonunun ifade edilmesi igin
tanmitilmistir. Sonrasinda, karmasik katsayili olan (1.1) genellestirilmis karmasik GL

denklemi ise yine Newell ve Whitehead (1971), ve de DiPrima ve ark. (1971) tarafindan



1970’1i yillarin baginda cisimlerin siiper-iletkenligini ifade etmek igin tanitilmistir. Daha
sonralari, GL denkleminin ¢esitli formlar1 siiper-iletkenligin tanimlanmasi igin birgok
arastirmada kullanilmistir (Du ve ark., 1992; Du ve ark., 1993; Du, 1998; Du ve ark., 1998;
Deang ve ark., 2002). Her ne kadar siiper-iletkenligi tanimlamak ve incelemek igin
kullanilmis olsa da, karmasik GL denkleminin baskaca bir¢cok alanlarda da kullanimi
yaygindir. Ozellikle akiskan mekaniginde yitirgen (disipatif) sistemlerdeki kararsiz
dalgalarin genliginin (amplitiid) evriliminin ifade edilmesinde sik¢a kullanilan GL
denklemleri (Bu, 1994; Levemore ve Oliver, 1996; Gnidaglia ve Heron, 1987; Doering ve
ark., 1998), dogrusal olmayan iletim sistemlerinde (Lin ve Duan, 2005; Ndzana ve ark.,
2007; Kengne ve Vailancourt, 2009; Kengne ve ark., 2009), soliton dalga problemlerinde
(Soto-Crespo ve Akhmediev, 2005; Tsoy ve ark., 2006; Efremidis ve ark., 2007; Renninger
ve ark., 2008; Duan ve Holmes, 2009) de kullanilmistir. Ayrica, kimyasal reaksiyon
problemlerinde (Kuramoto, 1984), desen (patern) olusumu problemlerinde (Cross ve
Hohenberg, 1993; Newell ve ark., 1993) de kullanilmstir.

Fiziksel olarak (1.1) karmasik GL denklemi u# ve S reel parametrelerinin degerine gore
farkli karakteristiklere sahip olmaktadir. Bir yandan u, f— oo limit durumunda (1.1)
karmagik GL denklemi bir Hamilton denklemi olan dogrusal olmayan Schrédinger
denklemine yakinsarken (Bernard ve ark., 2007; de la Hoz ve Vadilo, 2008; Karastzen ve
ark., 2015; Karasozen ve Uzunca, 2018), diger yandan p= =0 degerleri i¢in 6zellikle
cisimlerin faz (kati, s1vi, gaz olma durumu) degisimlerinde siklikla model olarak kullanilan
ve yitirgen (gradyant) bir sistem olan Allen-Cahn denklemine yakinsamaktadir (Kassam ve
Trefethen, 2005; Uzunca ve Karasozen, 2017; Karasozen ve ark., 2018). Her iki model igin
de bir E(u) serbest enerji (Lyapunov) fonksiyoneli (veya sadece enerji fonksiyoneli) tanimli
olup karakteristik 6zellik olarak zaman gegtikce E(u) enerji fonksiyonelinin degeri yitirgen
sistemler igin azalirken, Hamilton sistemler i¢in degismeyip korunmaktadir. u= /=0
degerleri icin (1.1) karmasik GL denklemi, ¢dzlimleri yiirliyen dalga formunda olan

asagidaki reel GL denklemine indirgenmektedir

du=Au+au—ulu. (1.2)



(1.2) reel GL denklemi

E(u(x,1)) :%J.@ Vuf —a|ul +qi+1|u |2q*2]dx, (1.3)

Q

enerji fonksiyonelinden elde edilebilmektedir dyle ki E(u) enerji fonksiyoneli zaman iginde

azalan 6zellige sahip olup, Fréchet (varyasyonel veya fonksiyonel) tiirevi (1.2) reel GL

denklemini
6tu=—E, d—ESO, (1.4
ou dt

formunda olusturmaktadir. Bu tez ¢alismasinda, yukarida verilen (1.4) 6zelligini (1.3) enerji

fonksiyoneli igin saglayan (1.2) reel GL denkleminin sayisal ¢oziimleri incelenecektir.

GL denklemlerinin dogrusal olmayan yapisi ve de fiziksel olarak saglamasi gereken
baslangi¢/sinir kosullarinin diizglin olamayabilme durumu neticesinde, 6zellikle 2 ve 3-
boyutlu alanlarda GL denklemlerinin analitik (gergek) ¢oziimleri bulunamayip, sayisal
olarak ¢oziilmesi gerekmektedir. Basit, kararli ve kesin sayisal yontemlerin gelistirilmesi
halen GL denklemlerinin sayisal c¢oziimlerinin elde edilmesi ag¢isindan arastirilan
konulardandir. Literatiirde, GL denklemlerinin sayisal ¢6ziimleri igin simdiye kadar birgok
arastirma yer almaktadir. Genel olarak sayisal ¢oziim yontemleri uzay ve zaman alanlarinda
ayriklagtirmaya dayanmaktadir. Zaman boyutunda Euler, Crank-Nicolson ve Runge-Kutta
(Tsertsvadze, 1991; Sun ve Zhu, 1998; Du, 1998; Yan ve ark., 2015) gibi sonlu farklar
temelli ayriklastirma yontemleri kullanilirken, uzay boyutunda ayriklastirma igin sonlu
farklar, sonlu hacimler ve sonlu elemanlar gibi ayriklagtirma yontemleri kullanilmistir (Du
ve ark., 1993; Wang ve Wang, 1996; Willers ve Twizell, 2003). Tsertsvadze (1991)
calismasinda 1-boyutlu GL denkleminin ¢6ziimii i¢in ikinci mertebe Crank-Nicolson tipi
sonlu farklar kullanmis olup, Sun ve Zhu (1998) ise ayn1 yontemin kosulsuz yakinsakligini
gostermistir. Zamanda Crank-Nicolson ile uzayda cesitli dordiincii mertebe kompakt (tiki1z)
sonlu farklar yontemleri Du (1998)’nun ¢alismalarinda tanitilmis olup, Yan ve ark. (2015)
tarafindan gelistirilmistir. Ayrica, uzayda sonlu elemanlar yontemi (SEY) kullanan ¢esitli
arastirmalar da bulunmaktadir (Du ve ark., 1993; Wang ve Wang, 1996; Willers ve Twizell,
2003).



GL denklemi gibi fiziksel dl¢iitlerin dogrulugunun 6nemli oldugu denklemlerde, sayisal
¢Oziim yontemlerinin fiziksel gergekliklerle celismeyecek sekilde kararli ve kesin ¢oziimler
tiretmesi son derece 6nemlidir. Bu tez ¢alismasinda, (1.2) reel GL denkleminin etkin ¢oziimi
i¢cin uzayda ayriklastirma yontemi olarak bir SEY olan spektral sonlu elemanlar yontemi
(SSEY) kullanilmistir. Karmasik miihendislik problemlerinin basite indirgenerek kontrol
edilebilir parcalarla ¢ozlimiinii saglayan SEY pek cok miihendislik uygulamasinda
kullanilan yaygin ve kullanigh bir ¢6ziim yontemidir. SEY ilk kez 1956 yilinda (Turner ve
ark., 1956) ucak govdelerinin gerilme analizi i¢in gelistirilmis olup daha sonraki on yil
icerisinde uygulamali bilimler ve miihendislik problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilmaya
baslanmigtir. Daha sonraki yillarda, SEY ve ¢0ziim teknikleri hizla gelistirilmis ve
giiniimiizde pek ¢ok miithendislik probleminin sayisal ¢oziimi i¢in kullanilan en etkin
yontemlerden birisi halini almistir. SEY  yapisal mekanik problemlerinin  yani
sira, 1s1 iletimi, akiskanlar mekanigi, elektrik ve manyetik alanlar ile ilgili miihendislik
problemlerinin ¢6ziimii i¢in de kullanilmaktadir. Diger yandan, literatiirde degisik amaglara
yonelik farkli sekillerde gelistirilen c¢esitli SEY yontemleri bulunmaktadir. Bu tez
caligmasinda kullanilmis olan SSEY, gerek hesaplanmasi gereken integrallerin ucuza mal
edilmesi yoniinden, gerekse dinamik sistemlerin ¢dziimiinde bir etkinlik saglayan kdsegen
yapida kiitle matrisi iiretmesi yoniinden ideal bir yontem olarak goriilmiistiir. Daha detayl
bilgi edinmek isteyen okurlar; SEY i¢in bknz. (Larson ve Bengzon, 2013; Quarteroni, 2017),
SSEY igin bknz. (Dehghan ve Sabouri, 2013; Li ve Wang, 2017).

Sayisal ¢oziimlerin kararl ve kesin olmasinin yaninda, fiziksel agidan belirli karakteristik
davraniglar1 olan enerji fonksiyoneli tarafindan tiiretilen denklemlerin sayisal ¢ézlimlerinin
dogru bir sekilde gelistirilmesi de ¢ok 6nemlidir dyle ki bulunacak olan sayisal ¢oziimlerin
de s6z konusu enerjinin karakterisitik davranisini korumasi beklenir. Korunmasi gereken
davraniglar arasindan enerjinin azalmasi, enerjinin korunmasi veya simplektik yapinin
korunmas1 gibi fiziksel olarak gergekei ¢oziimler elde edilebilmesi adina gerekli olan
karakteristikler sayilabilir. Bu tez calismasinda, (1.2) reel GL denkleminin (1.4)’de verilen
enerjinin azalma 6zelliginin korunmasi igin zaman boyutunda ortalama vektor alan1 (OVA)
yontemi kullanilmistir. OVA yontemi ikinci mertebe yakinsakliga sahip bir yontem
oldugundan ileriye/geriye doniik Euler yontemlerine kiyasla daha kesin sonuglar
vermektedir. Ayrica, OVA yontemi ile elde edilen sayisal sonuglar denkleme ait olan
enerjinin azalmasit veya korunmasi (degismemesi) gibi karakteristik ozelliklerini de

korumaktadir (Celledoni ve ark., 2012; Hairer ve Lubich, 2014). OVA yo6ntemi, hem enerji


http://www.elektrikport.com/haber-roportaj/google-bilim-fuari-2014-basvurulari-basladi/11545
http://www.elektrikport.com/universite/bir-muhendis-adayinin-mezun-olmadan-yapmasi-gereken-10-sey/6863
https://www.google.com/url?q=http://www.elektrikport.com/teknik-kutuphane/senkron-generatorler/11559&sa=U&ei=qqUYU_Fdhe3iBKn6gcAH&ved=0CA4QFjAE&client=internal-uds-cse&usg=AFQjCNGvhFlhhQyjqR4TFhp_VFKrJDF_ag
https://www.google.com/url?q=http://www.elektrikport.com/haber-roportaj/gunes-enerjisi-destekli-isi-pompasi-tasarimi/11481&sa=U&ei=NaYYU9fBF6v_ygOx1oKYAQ&ved=0CAoQFjAC&client=internal-uds-cse&usg=AFQjCNGxQfzdXvFtQ5DL-yogVk1UdxS9OA

azalma hem de enerji korunma 6zelliklerini koruyan ve ikinci mertebe yakinsakliga sahip

olan tek yontemdir.

Son ¢eyrek asirda, bilgisayar bilimi ve miithendisligi alanindaki gelismelere paralel olarak,
mekanik, elektronik, nérobilimler, tip, biyoloji ve finans dahil temel ve uygulamali bilimler
gibi alanlarda yiiksek performansl hesaplama iglemleri kullanilir hale gelmis, bununla
birlikte biiyiik boyutlu dinamik sistemlerin hizli ¢oziilmeleri de arastirma konusu olmaya
baslamistir. Ozellikle, GL denklemleri gibi gercek hayat problemlerinin modellemesinde
kullanilan bir¢ok matematiksel denklemin sayisal ¢oziimleri i¢in yiiksek boyutlu dinamik
sistemlerin ¢dziimlerinin hesaplanmasi gereklidir. Ik olarak 1967'de Lumley (1967)'nin
calismasinda tiirbiilans mekanizmalarinin yogunlugunu ve akiskan problemlerinde mevcut
olan biiyiik tutarli yapilar1 kavramak i¢in tanitilan mertebe indirgenmis modelleme (MIM),
sonralarda sayisal ¢oziimlerin hizli bir sekilde elde edilmesinde yaygin olarak kullanilmaya
baslanmistir. Giiniimiizde MiM’nin yapay zekadan genetige, meteorolojiden borsa hareket
ongoriilerine, akigkanlar mekaniginden aerodinamige, yiiz tanima algoritmalarindan tipta
elektromanyetik/lazer goriintiileme sistemlerine kadar pek ¢ok uygulama alani vardir (Kutz,
2013; Quarteroni ve ark., 2016). MIM’nin temelinde, sayisal ¢dziimlerin ait oldugu sonlu
ama blyiik boyutlu ¢6ziim uzaymin ¢ok daha kiiclik boyutlu bir alt uzayindan Galerkin
izdiisiimii ile yaklasik bir sayisal ¢oziim bulmak yer almaktadir. Literatiirde MiM nin ¢esitli
varyanslart bulunmaktadir. Bunlarin arasinda en yaygin kullanilan ara¢ diizgiin dik
ayrismasidir (DDA) (Volkwein, 2011; Quarteroni ve ark., 2016). Bu tez ¢alismasinda, (1.2)
reel GL denkleminin sayisal ¢ozlimlerinin hesaplanmasini hizlandirmak i¢in DDA temelli

MIM kullaniimistr.

Bu tezin diizeni su sekildedir: 2. Boliim’de, bu tez ¢alismasinda kullanilan temel kavram ve
tanimlar verilmistir. Tezde kullanilan yontem ve formiilasyonlardan olusan uzayda ve
zamanda ayriklastirma ydntemleri, dinamik sistemin olusturulmas: ve MiM olusumlari 3.
Bolim’de verilmistir. 4. Bolim’de, reel GL denkleminin ¢esitli simiilasyonlari
gercgeklestirilmis olup elde edilen sonuglarla ilgili gerekli tartigmalara yer verilmistir. Son
boliim olan 5. Boliim’de ise tez calismasinin sonuglari 6zetlenmis olup ileriye doniik

Onerilerde bulunulmustur.



2. GENEL BILGILER

Bu béliimde, bu tez ¢alismasinda kullanilan bazi 6nemli kavramlar ve tanimlar verilecektir.

Tamm 2.1 (Siirekli Fonksiyonlarin Uzaylari). Bir Q2 alani tizerinde tanimli reel degerli

f :QQ —> R fonksiyonlari i¢in bu tez galigmasina konu olan bazi 6nemli fonksiyon uzaylari

asagida verilmistir.

e C(©): Q alam iizerinde tanimli biitiin siirekli reel degerli fonksiyonlarin kiimesi.

e CY(Q): Q alani iizerinde tamimh olup kendisi ve k. mertebeye kadar tiim (kismi)
tiirevleri siirekli olan reel degerli fonksiyonlarm kiimesi. Ozel olarak k=0 icin
C°(Q) =C(Q) alinr.

) Cg (Q): C*(Q) uzayma ait olup Q alam iginde kompakt destek kiimesi olan

fonksiyonlarin uzay1. Ozel olarak C; (€2) uzay: test fonksiyonu uzay1 olarak amlir ve bu

uzaya ait fonksiyonlarin keyfi mertebeden tiim tiirevleri  alaninda stirekli olup Q

alaninin sinirinda sifir degerine sahiptir.

. Ck(ﬁ): C*(Q) uzayma ait olup Q alanmin smirina siirekli olacak sekilde
genigletilebilir fonksiyonlarin kiimesi.

o Cg(Q): C*(Q) uzayma ait olup Q alaninin smirinda periyodik olan fonksiyonlarin
kiimesi.

e C([a,b],B): Bir [a,b] araligindan bir B reel Banach uzayma giden siirekli olan vektor

degerli fonksiyonlarin uzayi.

Tamim 2.2 (Polinom Fonksiyon Uzaylar1). Bir Q alani iizerinde tanimli ve derecesi en

fazla k olan polinom fonksiyonlarin uzay: P, (Q) ile gosterilir.

Tamm 2.3 (Parcah Polinom Fonksiyon Uzaylari). Bir Q c R alaninin pozitif bir n

tamsayist i¢in n ayrik ) alt alanlarina bolinmiis haline Q alaninin bir bolintiisii denir ve

Q, ile gosterilir. €, boliintiisii

o, ={Jo,
e=1



bagintisini saglar dyle ki e =€’ igin QF NQF kesisim kiimesi ya bos kiime ya da (d —1) -
boyutlu bir yiizeyidir (d =1 igin nokta, d =2 i¢in kenardir). Q, béliintiisii iizerinde taniml1

ve derecesi en fazla k olan siirekli par¢ali polinomlarin uzay: P, (€,) ile gosterilir ve
P.(Q,) ={f(x) cC°(Q): f |, <P (), Vezl,...,n},
seklinde verilir.

Tamm 2.4 (Lebesque uzaylarr). 1< p <co olmak iizere bir Q — R® alani {izerinde taniml

Lebesque anlaminda integrallenebilir reel degerli fonksiyonlarin vektor uzayina Lebesque

uzay1 denir ve
Lp(Q):{f Q>R I|f(x)|pdx<w},
Q

olacak sekilde tanimlanir. L?(Q) uzayr tam normlu uzay olma &zelligiyle bir Banach uzayi

olup L* normu

Up
p
1 = [Ir 0 o]
Q
olarak verilir. Bu tez ¢alismasinda 6zel olarak p =2 degeri igin

LZ(Q)z{f Q> R| I|f(x)|2dx<w}, L2(©)={f € *(Q)] f periyodik},

uzaylar1 kullanilacaktir. lave olarak L* normunu doguran bir i¢-carpim tanimlanabilmesi

sebebiyle L*(Q) uzay1 aym zamanda bir Hilbert uzay: olup L* i¢-gapimi

(F,0)i 0 :jf(x)g(x)dx, |t

L2(Q) = <f' f>|_2((z)’

olarak wverilir. Bir Q alaninin her kompakt altkiimesi {izerinde Lebesque anlaminda

integrallenebilir fonksiyonlara yerel integrallenebilir fonksiyonlar denilir ve Q alam

1

tizerinde yerel integrallenebilir fonksiyonlarin uzay1 L . (Q) ile gosterilir.



Tanim 2.5 (Zayif Tiirev). Pozitif bir d >1 tamsayis1 ve negatif olmayan ¢; tamsayilar1 igin
a=(a,...,ay) vektorine ¢oklu-indis denir ve |a|=¢,+---+¢, sayisma g¢oklu indisin
mertebesi denir. Bir a =(e,,...,a,) ¢oklu indisi cinsinden d degiskenli gerektigi kadar
tiirevlenebilir bir f(x,...,X;) fonksiyonunun |« |. mertebeden kismi tiirevleri

o f

D“f =D“D*...D*f = ,
OX[2OX5? - -+ OXg"

olarak verilir ve | |=0 degeri igin D' f = f alinir. Bir & = (t,,..., @) ¢oklu indisi ve bir

f e i, (Q) fonksiyonu igin

[ f oD w()dx = (1) [ g()w(x)dx, YweCZ (@),

Q Q

bagintisim saglayan g el () fonksiyonuna f eLi (Q) fonksiyonunun zayif tiirevi
denir ve g = D*f ile gosterilir.

Tamm 2.6 (Sobolev Uzaylar). Bir k >0 tamsayisi ve 1< p<oo degeri i¢in bir Q < R*
(d >1) alani iizerinde taniml1 reel degerli fonksiyonlardan olusan Sobolev uzaylar1 W "*(Q)
ile gosterilir. WP (Q) Sobolev uzaylari, kendisi ve |« [<k olacak sekilde her ¢oklu indis

icin D”f zayif tiirevi de L (QQ) Lebesque uzayinda olan reel degerli fonksiyonlar1 igerir
WPHQ) ={f eLP(Q): D*f e L"(Q); V| l<k].

WP*(Q) Sobolev uzaylari igin

Up
1oy (20 | 259
[l ~max]OF 1], =t
normlar1 ve

Up
Mo D10 1L, |+ 120
[Flyrs ey =max[Def], o p=eo




yari-normlari tanimlidir. Ozel olarak p =2 degeri i¢in Sobolev uzaylar1 H*(Q) =W?*(Q)

ile gosterilir:
HY Q) ={f e *(Q): D*f e ’(Q); V|a|<k].
Bu tez calismasina konu olan ve en sik kullanilan Sobolev uzaylar1 asagida verilmistir

H' Q) ={f e ’(Q): D*f e ’(Q); V|a[<1},

H*(Q)={f e *(Q): D“f e *(Q); V|al<2}.
Ayrica
Hy(@) ={f e H'(Q): f |,,=0}, H(Q)={f eH"(Q): f periyodik},

alt uzaylar1 da bu tez kapsaminda konu olacaktir. Ilave olarak, bir B reel Banach uzayi i¢in
b
L"(a,b; B) :{f [a,b] > B | I”f(t)”g dt <oo},

uzay1 [a,b] araliginin her noktasinda Lebesque anlaminda integrallenebilen vektor degerli

fonksiyonlarin Banach uzay1 olup

b 1Up
||f||Lp<a,b,B)=(J It o[ dtj ,

normu ile verilir.

Tamim 2.7 (Yerel Lipschitz Siirekliligi). Bir B Banach uzay1 ||, normu ile verilsin. B

uzayinda tanimli bir N:B— B bagmtis1 verilsin. N bagintisina B uzaymda yerel

Lipschitz siirekli denir eger
i N, <Co(Jul,). vueB,

i INW =Ny <C0 (Jull M, Ju =], 7u.veB,

sartlar1 saglanirsa oyle ki C, (||u||B) ve C (||u||B,||V||B) sabitleri u ve v fonksiyonlarinin

normlarma bagli sabitlerdir.



Tamm 2.8 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi). Bir V Hilbert uzayi <,>

, 16 garpimi ve i¢

carpimdan dogan ||||V normu ile verilsin. Bu durumda asagidaki bagint1 gerceklesir

[uv) [<lul, ML, vuvev.

Tamim 2.9 (Lineer/Bi-lineer Form). Bir V vektor uzayi verilsin. V uzayi tizerinde tanimli

bir I:V — R fonksiyoneline lineer form denir eger
l(au+ pv)=cad(u)+ pl(v), VuveV; Va,feR,

bagintis1 saglaniyorsa. Diger yandan, V wuzayr ilizerinde tanimh bir a(,:):VxV - R

bagintisina bi-lineer form denir eger a(;,-) her iki arglimanina gore lineer ise:

a(au+ pv,w) =caa(u,w) + ga(v,w), Vvu,v,weV; Vea,f <R,
a(u,av+ pw) =caa(u,w)+ ga(u,w), Vu,v,weV; Va,feR.

Tanim 2.10 (Legendre Polinomlarr). Derecesi P olan Legendre polinomlar1 L,(x) ile

gosterilirler ve [-1,1] araliginda birbirlerine dik bir sistemi olusturan polinomlar olarak

tanimlanirlar;

1 2 1, m=n,
[ LOL =5, &=
-1 2n+1 0, m=n,

oyleki o,,, Kronecker Delta olarak adlandirilir. Agik olarak P. derece Legendre polinomlari

LX) =1 L(x)=x,
nL,(x)=@2n-)xL,,(x)-(n-L, ,(x), n=23,...,P,

tekrarlama formiilii ile hesaplanabilir.

Tamim 2.11 (Lagrange interpolasyon Polinomlari). (X, Y,), (X, ¥,),--- (X, ¥p) Qibi P+1
noktasal veriden olusan bir kiime verilsin 8yle ki i # j igin X # X; gergeklessin. S6z konusu
noktasal veriyi saglayacak en diisiik dereceden L(X) polinomuna interpolasyon polinomu
denir ve L(x)=Yy, her i=0,...,P igin saglanir. L(X) interpolasyon polinomu Lagrange

formunda

L9 =3 v409).
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lineer kombinasyonunu saglar 6yle ki I.(x) polinomlarina Lagrange baz polinomlar1 denir

ve

L09= ] —%, i=01...,P,

0<k<P Xi - Xk
k=i

seklinde tanimlanir. Tanim geregi her |.(x) Lagrange baz polinomu P. derece bir polinom

olup asagidaki 6nemli 6zelligi saglar:
1 i=k, .
lL(x,)=0, = i,k=01...,P.
I( k) ik {O, | ¢ k’

Tanmm 2.12 (Quadreture Kurali). Bir f(X)fonksiyonunun bir | =[a,b] araligindaki

belirli integralinin, fonksiyonun | araligindaki belirli noktalardaki degerlerinin agirlikli

toplami olarak yaklasik hesaplanmasi formiiliine bir qudrature kurali denir:

I f(X)dXziWi FO) =w, £ (%) +wW, f(x)+wW,f(X,)+.... +W, f(Xp),

| i=0

Burada X €| noktalarina quadrature noktalari, W, € R" pozitif sayilarina ise quadrature

agirliklar denir. P sayisina ise quadrature kuralinin mertebesi denir.

Bu tezde, gerekli olan yaklasik integral hesaplamalarinin daha ucuz olabilmesi ve kosegen
yapida katsay1 matrisine sahip dinamik sistemlerin elde edilebilmesi agisindan 6zel olarak
Legendre-Gauss-Lobatto (LGL) quadrature kurali kullanilacaktir. LGL quadrature kuralinda

quadrature noktalar1 ve agirliklart Legendre polinomlar1 kullanilarak hesaplanirlar. Bu
sebeple LGL quadrature kurali | =[-1,1] referans araliginda tanimhidir. P. mertebe LGL

quadrature kuralindaki quadrature noktalann -1=¢, <& <---<&, =1

1-&IL() =0, P=1,
denkleminin kokleri olarak verilirken, ilgili quadrature agirliklari ise

w, = 2 7
P(P+1)(L:(£))

=01...,P,

bagmtisi ile hesaplanir. LGL quadrature kurali derecesi en fazla 2P —1 olan polinomlarin

integrallerini kesin hesaplar.
11



Referans aralikta tanimli bir quadrature kuralin1 keyfi bir | =[a,b] araliginda uygulamak

icin referans aralik tizerine

X—a da¢ 2 3
£(x)= 2b a_l’ dx b-a’ 1=o=1

1 dx b-a
xg):z[(b—a)§+(a+b)], PR a<x<h,

afin doniisiim uygulanabilir. Yukaridaki doniisiim altinda

i f(x)dx_M f(x(é»déz—Zwkf(x«:k»

a

quadrature kurali kullamilabilir 6yle ki & €[-1,1] noktalar: referans araliktaki quadrature

noktalar1 olup x(&,) €[a,b] noktalar fiziksel aralikta karsilik gelen noktalardur.

Tamim 2.13 (Tekil Deger Aynismast). Y =[y, ... y,]eR™" bir diktdrgen matris olmak
tizere, Y matrisinin Tekil Deger Ayrismas: (TDA)

Y =UzV' € R™

seklinde verilir 8yle ki U =[u, u, ---u ]eR™ ve V=[v, v, ---v.]e R™ ortonormal

matrisler:

1 i=],
<U|,UJ> <Vi’VJ>R“=5ij’ 5”:{0, iij’

ve Te R™" tekil degerleri barindiran kdsegen bir matristir. rank(Y)=d <min(m,n)

olmak iizere ¥ kodsegen matrisinin yapisi

o, ... O
T D O mxn : . : dxd
uyv=>-= e R™", =l : . |eR¥,
0 O
0 - o
formundadir 6yle ki pozitif o, tekil degerleri azalan sekilde siralidir, 0, 20, 2...2 0, >0.
Y matrisinin sol tekil vektorleri U matrisinin siitunlart olan u, € R™ vektorleri iken sag

tekil vektorleri ise V matrisinin siitunlart olan v, e R" vektorleridir. Ayrica

12



YW=UZ = Y, =0u,

Y'W, =cY'U =c0oV, =0, Vi=l...d,

bagintilar1 saglanir. Benzer sekilde

YY'u =o YV, =o.0U =0,

oldugundan

YY'u, =Y (YTui ) =Y (ov,)=0;(YV,) =0, (o) = 0i°u; = AU,

bagmtis1 elde edilir. Tlave olarak, Y matrisinin tekil degerleri o ’ler olmak iizere, YY' ve

Y'Y reel simetrik matrislerinin 6zdegerleri A = o7 degerleri olacak sekilde tekil degerlerin

karesi olarak gerceklesir.

Tamim 2.14 (Diizgiin Dik Ayrisma). Bir Y = [yl Y, o yn] € R™" matrisi ele alinsin dyle
Ki m>n olsun (m<n durumu matris eslenigi kullanilarak benzer sekilde diisiiniilebilir). Y
matrisinin rank1 d olsun: rank(Y)=d <min(m,n). Y matrsinin siitun uzayr V olsun ve
V uzaymi geren d boyutlu birbaz {¢,...,4,} seklinde verilsin. Her i =1,...,d i¢in ¢ € R"

olup ¢ = [(151 ¢d]eRde baz matrisi tanimlansin. S6z konusu baz tek olmayip farkli

formlarda bazlar bulunmas1 miimkiindiir. Diizgiin dik ayrismasi (DDA), Y matrisinin baz
matrisi lizerine iz diisiimii alindiginda maksimum varyans elde edilecek sekilde bir baz

bulunmasini saglayan bir yontemdir. Daha agik olarak DDA
T = ; —
max [lgY Il oyleki {4.4;), =5,

kisitl optimizasyon probleminin ¢6ziimii ile Y matrisinin siitun uzaymi geren baz

bulunmasi i¢in kullanilir 6yle ki ||||V uzayin normu ve (-, ->V uzayin i¢ ¢arpimidir. Yukaridaki

maksimizasyon problemine denk olan minimizasyon problemi asagidaki problemle verilir

(Volkwein, 2010; 2011)

d 2

yk _Z<yk’¢|>\/¢i

i=1

min lzn:

oyleki (¢,¢,) =6, 1<i,j<d.
Bty R N e ylex <¢' ¢J>v ij 1)

\Y
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Bir pozitif tanimh ve simetrik W € R™™ matrisi i¢in eger V i¢ ¢arpimi
(4:4,), =Wehdy),.. =(4:W9,),.. ='W,

seklinde bir W -agirlikli Euclid i¢ c¢arpimi gibi yazilabilirse verilen optimizasyon

probleminin ¢6ziimii i¢in

YYWg =24, i=1...d,

0zdeger probleminin ¢oziilmesi yeterlidir. Y =Wy e R™" dontigiimii i¢in yukarida verilen

6zdeger problemi

A A

W4 =2d, i=1...d,

>

halini alir 6yle ki ¢?, =W"24 e R™ olarak verilir. Yeni 6zdeger probleminin ¢éziimleri olan

{&l, vy ¢?d} vektorleri Y matrisinin TDA’ndan gelen sol tekil vektorleri olup, 6zdegerler ise

Y matrisinin tekil degerlerinin kareleridir, 4 = &?. {él,...,éd} vektorleri bulunduktan sonra

{¢1, vy ¢d} baz vektorleri asagidaki gibi hesaplanabilir:
=W, i=1...d.

Ayrica bir k <d pozitif tamsayisi i¢in Y matrisinin stitun uzayinin k -boyutlu bir alt uzay1

o=[¢ - ¢d]eRde baz matrisinin ilk k siitunundan olusan ¢* == [¢ - d]e R™* baz
matrisi ile temsil edilebilir. Bu sekilde siitun uzayindaki keyfi bir y e R™ vektori k -boyutlu
alt uzaydan bir §eR™ vektori ile alt uzayr geren ¢® = [¢1 ¢k] baz1 kullanilarak

yaklasik olarak
~ K - K) =
y~y=> V4 =98y,
i=1

formiilityle temsil edilebilir 6yle ki ¥ = (V,,...,¥,)" € R* katsayilar vektoriidiir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, bu tezin ¢alisma alanina konu olan (1.2) reel GL denkleminin =1 degeri igin
1 ve 2-boyutlu alanlar iizerindeki sayisal ¢oziimleri ana hatlariyla verilecektir. Daha agik
olarak, bir Q <R’ (d =1,2) alani iizerinde ve bir T >0 hedef zamani i¢in [0,T] zaman

araliginda, asagida verilen periyodik sinir kosuluna sahip reel GL denklemini ele alinsin

atu:Au+au—|u|2u, (x,t) eQx(0,T], (3.1a)

u(x,0)=u,(x), xeQ, (3.1b)

oyle ki Uy (X) € L*(Q) fonksiyonu verilmis bir baslangig kosulu, ¢ pozitif bir reel sabit, ve
d=1 iken x:=x olup d=2 iken x:=(x,y) olarak alinir. Periyodik veya homojen
Neumann sinir kosullari altinda (3.1a) denklemi

_SE

ou=—-——,
ou

bagintisini saglar dyle ki
_1 2 2 1
E(u(x,t))—EI VUl —arul+ZJul ox (3.2)
Q

enerji fonksiyoneli q =1 ig¢in (1.3)’de verilen enerjidir. (3.1) reel GL denkleminin ¢dzimii
olan u(x,t) fonksiyonu karmasik degerli olup, ¢6ziim u(x,t) = p(x,t) +iq(x,t) olarak kabul
edilirse, (3.1) denklemine denk olan ve reel degerli p(X,t) ve q(x,t) ¢6ziimlerinden olusan,

yine periyodik sinir kosullarina sahip asagidaki ikili denklem sistemi elde edilebilir

o p=Ap+ap—(p°+q°)p, (xt)eQx(0,T], (3.33)
09=Aq+aq—(p*+9°)g,  (x,t)eQx(0,T], (3.3b)
p(x,0)=py(x), a(x,0)=0y(x), xe€ (3.3d)

oyle ki karmagik degerli baslangi¢ kosulu U,(X) fonksiyonu reel degerli p,(X) ve 0,(X)
fonksiyonlart i¢in Uy(X) = p,(X) +10,(X) formundadir. Yeni reel degerli ¢éziimler cinsinden,

E(u(x,t)) enerji fonksiyoneli asagidaki formu ile yazilabilir

E(p0c).000) =3 [ 1VPF +1VaF -a(p” 46+ 30407 o (3.4

Q
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Yeni reel degerli fonksiyonlar kullanilarak (3.3) denklem sistemi (3.4) enerji

fonksiyonelinden asagidaki sekilde elde edilebilir

oE oE
op=-S=, 2g=—=.
op oq
Teorem 3.1. (1.1) ile verilen genellestirilmis karmasik GL denkleminin, dolayisiyla da (3.3)
ile verilen reel GL denkleminin, bir Qc R? (d =1,2) alan1 iizerinde ve her T >0 hedef

zamant igin

p(x,1),q(x,t) € C([0, T], L, () nC((0, T, C(€)) nC*((0,T],C, ()

olacak sekilde tek bir ¢ozliimii vardir.

Ispat. Teoremin ispat1 icin Levermore ve Oliver (1996)’in ¢alismalarindaki Teorem 5.6 ve

Teorem 7.2 kullanilacaktir. (1.1) denklemindeki dogrusal olmayan terim q =1 degeri i¢in
N () = ~L+if)|u[ u

seklinde tanimlansin. Bu dogrultuda, tek bir ¢oziimiin teoremde verildigi sekilde var

olabilmesi i¢in « parametresinin pozitif olmasi ve dogrusal olmayan N(u) teriminin

N(0) =0 sartin1 saglamasi ve L*(€) normuna gére hemen hemen her (h.h.h.) t € (0,T] icin

yerel Lipschitz stirekli olmasi yeterlidir. Genellestirilmis karmasik GL denkleminin tanimi

geregi zaten o parametresi pozitif bir reel sayidir. Dogrusal olmayan N(u) teriminin
tanimindan N(0)=0 oldugu da aciktir. Son olarak, h.h.h. te(0,T] i¢in keyfi

u(x,t),v(x,t) e L’(Q)) fonksiyonlar1 ele almsmn. Bu durumda, W=uU-V icin Cauchy-

Schwarz esitsizligi kullanilarak
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INW-NWI, = [I-@+ipuf u+@+ip[ v

2(Q)

|v|2v—u2u

L+ipl’

=[+if] W -ou?

12(Q) (@)

[L+i] W —uV + UV — UV + uvy —

L*(Q)

|1+i,8|2 Huzv‘v+(u +V)Ww

L*(Q)

IA

1+ iﬂ|2 H(u +V)°W,

*(Q)

|1+ i,B|2 (”u”i2 Q) T ”V”i2 Q) )”W”LZ(Q)

C (”u”iz(g) ’”V”iz(g) )”u _V||L2(Q) '

IN

bagintisi elde edilir 6yle ki Lipschitz sabiti
C (”u”iz(g) ’”V”i2 (Q) ) - |1+ iﬂ|2 (”U”iz (Q) + ”V”E(Q))

formundadir. Yukaridaki bagintiya gére N(u) terimi L?(Q) normuna gére h.h.h. te(0,T]

i¢in yerel Lipschitz stireklidir. O

Bu boliimde oncelikle Boliim 3.1°de (3.3) ile verilen reel GL denkleminin 1 ve 2-boyutlu
alanlar i¢in uzayda ayriklastirilmasi ve yari-ayrik dinamik sistemin elde edilmesi detaylica
aciklanacaktir. Bolim 3.2°de ise elde edilen yari-ayrik dinamik sistem zamanda OVA
yontemi ile ayriklastirilip tam ayrik sistemin elde edilisi gosterilecektir. Hizli ¢oziimler i¢in

kullanilacak olan MIM formiilasyonlari ise Boliim 3.3°de belirtilecektir.
3.1. Uzayda Ayriklastirma

Bu tez calismasinda, reel GL denkleminin sayisal c¢oziimleri bulunurken uzayda
ayriklagtirma yontemi olarak SEY ailesinden olan SSEY kullanilmigtir. Her SEY’nde
oldugu gibi, 6ncelikle (3.2) ile verilen siirekli problem keyfi bir test fonsksiyonu ile ¢arpilip
uzay boyutunda (Q alani {izerinde) integrali alinir ve ikinci mertebe tiirev terimine Green

teoremi uygulanarak Galerkin adi da verilen zayif formiilasyon elde edilir: h.h.h. t € (0,T]

icin bul p(x,t),q(x,t) €U oyle ki

<atp’v>Q+a(p7V)+n(p!qlV; p):01 VVEV, (3 5)
(8,9,v), +a(@,v)+n(p,q,v;q) =0, VveV, '
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denklem sistemi saglansin. Burada (,) operatdrii Q alani iizerinde standart L* ic-

Q

carpimini temsil ederken a(-,-) bilineer formu ile n(,-,-;-) lineer olmayan form

a(p,v)=(Vp,W), —(ap,v),. a(q,v)=(vq, W), —(aq,v),,

3.6
n(p,q,v; p)=((p*+a*)p,v)_, n(p,a,v;q) =((p*+a°)q,Vv)_, oY

seklinde tanimlidir. Problemin yapisi ve sinir kosullari disiiniildiigiinde, h.h.h. t € (0,T] i¢in

¢Oziim uzay1 ve test fonksiyonu uzayi olarak periyodik sinir kosulunu saglayan

U=V:=H(Q) ={v(x) e H'(Q): v(x) periyodik Vx e@Q},

Sobolev uzayr alinir. Burada not edilmesi gerekir ki Green Teoremi sonrasi var olmasi
beklenen sinir degeri terimleri periyodik sinir kosulundan dolayr yok olmaktadir. Ayni

durum homojen Neumann sinir kosulu i¢in de gegerlidir.

Teorem 3.2. (1.1) genellestirilmis karmasik GL denkleminin, dolayisiyla da (3.3) ile verilen
reel GL denkleminin, bir Qc R® (d =1,2) alam iizerinde ve her T >0 hedef zaman i¢in

(3.4) ile verilen zay1f formiilasyonu saglayan ve

P(x,1),q(x,t) € C([0,T], L, () N L*([0,T], H () n HY((0,T], L3, (€2)

olacak sekilde tek bir zayif ¢ozliimii vardir.

Ispat. Bu teoremin ispat1 da Levermore ve Oliver (1996)’in calismalarindaki Teorem 5.6 ve
Teorem 7.2 kullanilarak Teorem 3.1°dekine benzer sekilde gosterilebilir.
m

SEY’deki temel mantik, ¢6ziim bolgesini sonlu sayida basit, kiigiik, birbirine bagli eleman

ad1 verilen alt bolgelere ayirarak Q alanmnin bir €, sonlu boliintiisiinii olusturmak ve (3.4)
zay1f formiilasyonunun sonsuz boyutlu V ¢6ziim uzayini s6z konusu €2, béliintiisiini temsil
edecek sonlu boyutlu bir V|, alt uzayi ile degistirmektir. Bu cergevede, standart SEY yontemi
su sekilde verilir: h.h.h. t€(0,T] icin bul p,(x,t),q,(Xt) €V, oyle ki

<at ph’vh>Qh +3,(Pys Vi) N (Prs G Vs PR) =0, YV, €V,

3.7
<atqh’vh>gh +a, (0, Vi) + N, (Pys Gy Vi dy) =0, Y, eV,
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denklem sistemi saglansin. Burada a,(-,-) ve n,(,---) swrasiyla ayrik bilineer ve lineer

olmayan formlar olup asagidaki sekilde tanimlanirlar

a, (Py, Vi) :<vph'vvh>gh _<05ph'vh>9h a9, vy) :<VQh’VQh>Qh _<aqh’vh>g )

h

(3.8)
0, (Pas G Vi Pa) = (PR +OD DTV ) o PPy, G VaiG) = ((PF + 000 Vs ), -

1-boyutlu Q c R alanlari igin béliintiiler araliklar olurken 2-boyutlu Q < R? alanlart igin
ticgenler, dikdortgenler gibi farkli sekillerde elemanlar alabilir. Siradaki boliimde

oncelikle 1-boyutlu uzaysal alanlar i¢in boliintiilerin ve boliintiiyli temsil edecek sonlu

boyutlu V, alt uzaymin olusturulmas: anlatilacaktir. Daha sonraki bdlimde ilgili

formiilasyonlar 2-boyutlu alanlar igin genisletilecektir.
3.1.1. 1-Boyutlu Uzayda Ayriklastirma

1-boyutlu bir Q:=[a,b]= R alani (aralig1) ele alinsin 6yle ki a<b reel sabitler olsun. 1-
boyutlu © alanmm €, boliintiistinii elde etmek i¢in  alan1 K, ayrik araliga béliiniir:

KX
Q =Ja, 9 =[x.,x] x=a+(e-Dh, h=x-%, e=12..K

e-1' Ve e e X"
e=1

Q, boliintiisii iizerinde ayrik L ig-garpimi

KX

<U, V>Qh - Z(U, V>Qﬁ

=1

@D

seklinde hesaplanir. Literatiirde hemen hemen her SEY yonteminde, her bir eleman
tizerindeki i¢-carpimlar (integraller) yaklasik olarak bir quadrature kurali ile hesaplanirlar.

Bu tez calismasinda SSEY yontemi kullanilmis olup her alt araliktaki integraller Tanim

2.12’de verilen LGL kurali ile hesaplanmaktadir. Bu dogrultuda, her Q; alt aralig1 kendi

icinde P alt araliga boliiniir 6yle ki olusacak yeni diigiim noktalart Tanim 2.12°de verilen
LGL quadrature kuralindaki referans araliga dontisiim altinda [-1,1] referans araligindaki

LGL quadrature noktalarina denk gelecek sekilde se¢ilir, bkz. Sekil 3.1:
Q0 a=X) <X <X, <Kp=Xo<-<XKE=XG < <X =XE <X << XK <X =b

Qp X =X <X <X <---<Xp =X

e
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. 49 Qf Qo
Qp: : : | | : |
Ly T T Te—1 Te Tr,—-1 TK,
Te—1 Te
0Oe- 1 |
h- 1 - - . p 1,
Ty 331 .’1‘2 $P72 x})?l I'p

Sekil 3.1. 1-Boyutlu €, boliintiisiiniin yapist

Sonug olarak, standart SEY’de bagimsizlik derecesi (diigiim noktas: sayis1) K, iken
SSEY’deki bagimsizlik derecesi N := K, P olarak gerceklesir. Burada hatirlatmak gerekirse,
periyodik smir kosulundan dolay: sectigimiz V, ¢6ziim uzayinda sag sinir noktasindaki
¢Oziim sol smnir noktasindaki ¢oziime esit olacagindan her iki sinir noktasi birlikte
bilinmeyen olmayip x5* =b diigiim noktasi bagimsizlik derecesi olarak alinmamaktadir. Bu
bilgiler 15181nda, sonlu boyutlu V, ¢6ziim uzayi, herbir X7, digiim noktasinda tanimli P.
derece polinom fonksiyonlari olan ve Tanim 2.11’de tanimlanmis olan ¢; (x) Lagrange baz

fonksiyonlarimin gerdigi uzay olarak alinir:
V, ={v(x) eC(Q): V|, eP(Q°), Ve=1....K, }=span{d.&,....05 = &5 & ... 454 }.

Dikkat edilecek olursa, sag sinir noktasi bagimsizlik derecesi olarak alinmadigindan, o
noktada tanimli baz fonksiyonu dahil edilmemistir ve V, uzaymin boyutu olan baz
fonksiyonu sayis1 N =K, P olarak ger¢eklesmistir. Ayrica, s6z konusu Lagrange baz
fonksiyonlar1 nodal olarak adlandirilan baz fonksiyonlar1 olup

, I=] ve m=n

) , L, J=1..,K; mn=0,...,P,
, diger

L
¢m(xn)_{0

ozelligini saglarlar Oyle ki her bir baz fonksiyonu tanimli oldugu diigiim noktasinin

bulundugu araligin disinda sifirdir.
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SSEY ile sayisal ¢oziimiin bulunmasi i¢in (3.7) denklem sisteminden yari-ayrik dinamik

sistem matris-vektor formunda elde edilmelidir. Bunun i¢in 6ncelikle (3.7) sisteminin keyfi

bir Qf araligindaki ¢oziimlerinin V| uzayinda olmast durumu kullanilarak

D= D =3 B OST00, 6,01, =G (60 =Y a4 (),

¢oziimleri Lagrange baz fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu olarak sisteme koyulur ve
test fonksiyonlari v, =¢° olarak segilir, 1=01...,P, e=12,...,,K . Burada
p;(1),q5(t):[0,T] >R zaman degiskeni olan t’ye bagli bilinmeyen katsayilar olup,

bilinmeyen katsayilar vektorii

P (®) = (ps(t). P (t).-... P (1)) :[0,T] >R
q°(t) = (A (1), 0, ()., G (1)) : [0, T] > R

olarak tanimlanirlar. Céziimlerin yerine koyulmasi ve test fonksiyonlarinin baz fonksiyonu

olarak secilmesi sonrasinda, keyfi bir (O} aralig1 tizerinde (3.7) denklem sistemi

S AP0 )y + . PIOR )+, (B PE) =0,
j=0 i=0 (39)

iatq?(t)<¢f,¢f>gﬁ 3G 03, 6. )+ 1, (PG50 ) =0
j=0 j=0

seklini alir oyle ki (3.9) sistemindeki lineer terimlerdeki i¢-garpimlar sadece baz
fonksiyonlarnin veya X’e gore kismi tiirevlerinin i¢-¢arpimi olup her i=0,1,...,P i¢in

P +1 adet denklem elde edilir. O halde (3.9) denklemler sistemi P +1 bilinmeyenli P +1

denklemden olusan bir lineer sistem olarak asagidaki matris-vektor formunda yazilabilir:

ME atpe_'_Ae pe+fe(pe’qe;pe)=0,

e e e e € (1nE ~NE- ~E (310)
M*6.9"+A " +f°(p",0%0") =0.

(3.10) lineer sistemi P +1 boyutlu bir dinamik sistem olup sistemdeki M® e R®+-(P+

matrisine kiitle matrisi, A® = A°*—a M® e R"™P matrisine ise sistem matrisi denir ve

girdileri
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A?:ah(¢je,¢e):A —aM, i,j=01..

j !

—<¢, ) = j¢ (g ()dx, i,j=01.. (311)

i =(0.4].0.4°),, = ja #(¥)0,4°(dx, i,j=0,1,...,P,

seklinde hesaplanir. f°(p°,q°;-) e R™" vektorleri ise ¢dziimlere bagli lineer olmayan

vektorler olup girdileri 1=0,1,..., P igin asagidaki gibi verilir:

(IR >h-I L(Zw]+@pi¢fn[gpi¢;j¢fdn
(fe(loe,qe:qe))i=<((|Oﬁ)2+(qh )qh, >h—f[[2p¢] [gpj’qﬁfﬂ[ngﬂﬁdx.

(f*(p°.a%:p"))

SSEY’nde olusan integral terimleri LGL quadrature kurali ile hesaplanir. LGL quadrature
noktalari ile diiglim noktalarimizin ayn1 oldugu gercegi ve de Lagrange baz fonksiyonlarinin

tanimi1 geregi LGL quadrature kurali uygulandigindaki kiitle matrisinin girdileri

f= [ 4500 (x)dx—— j B (X4 (x(£))dé
of

%iwlﬁ (X)e° (X))
h

=Eewi5ij

seklinde gerceklesir. Yukaridaki hesaba gore kiitle matrisi tamamen kosegen bir matris
yapidadir. Ayni siirecin uygulanmasi sonucu A° = A°—a M¢ sistem matrisinde bulunan A°®

matrisinin girdileri asagidaki sekilde gerceklesir:

1

= j 0,8 (X)0,4 (X)dx == j( 0,45 (X(é))j( O (X(f))j

=—Zwka & (X0, (%)

ekO

Kiitle matrisinin aksine A°® matrisi ve dolayisiyla A°® sistem matrisi tam kdsegen yapida bir
matris olmayip blok kosegen yapidadir. Diger yandan lineer olmayan f°(p°®,q°;p°)
vektoriiniin girdileri asagidaki sekilde hesaplanabilir
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j=1

(F(t.qp)) = | [[Z p‘;¢f(x>j +(Z p‘;¢§(x>J J(Z p;=¢f(x)]¢fdx
o j=1 j=1

:h_zef HZ Pid] (X@))] +(Z p?¢?(x(é»j (Z p?¢f(x(§))}ﬁ(x(§»d§

>

X [[Z p?¢;<xs>j +[i p?¢§<xs>j [i p?¢f(xs>}¢f(xs>

k=0 j=1 j=t

Benzer sekilde °(p°®,q°%;q°) vektoriiniin girdileri de hesaplanabilir.

Son olarak keyfi bir Q; aralig1 i¢in verilen yukaridaki yerel matris/vektorler global bir yapi

i¢ine yerlestirilerek N = K P boyutlu

Mop+Ap+f(p,q;p) =0,

(3.12)
Mog+Aq+f(p,q;q)=0,

dinamik sistemi elde edilir. Bu tez ¢alismasinda, (3.12) denklem sistemi mertebesi tam

model (MTM) olarak anilacaktir. Global kiitle ve sistem matrislerinin yapilari (sifirdan farkli
girdilerinin konumu) P =3 ve K, =4 degerleri i¢in Sekil 3.2’de verilmistir. Global sistem
matrisinin ilk satirmin son li¢ girdisi ile ilk slitununun son ii¢ girdisi periyodik sinir

kosulundan gelmektedir.

Kitle Matrisi Sistem Matrisi

= & = o » =
- & = »
- & = »
= & & B & = »
- & o+ =
LI I A
* & & # »

Sekil 3.2. 1-boyutlu alanda kiitle ve sistem matrislerinin girdi yapisi (P =3, K, =4)
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3.1.2. 2-Boyutlu Uzayda Ayriklastirma

2-boyutlu bir Q:=[a,b]x[c,d] < R? alam ele almsin dyle ki a<b ve c<d reel sabitler
olsun. 2-boyutlu Q alanmin €, bolintiisiinii elde etmek igin Q alam K =K, K ayrik

dikdortgene (iki farkli dikdortgenin kesisimi ya bos kiime ya da bir kenar) boliiniir:

Kx KY
Qh :UUthﬂ’ Q?n :[Xm—l’xm]x[yn—l’yn]

m=1n=1

Burada her Q" dikdortgeni yatay Xx-ekseni K, ve dikey y-ekseni K, alt araliga

y

boliinmesi sonucu elde edilir, bkz. Sekil 3.3:

X, =a+(M-DAX,, AX,=X,—X,,, mMm=12,...,K,,
y,=C+(n-DAy., Ay.=Vy.,-VY.,, n=L2...K.

y

I¢-arpimlarda hesaplanmasi gereken integraller yine LGL quadrature kurali ile yaklasik

olarak hesaplanir. Bu dogrultuda, hem x-eksenindeki hem de y -eksenindeki alt araliklar

kendi iclerinde P alt araliga boliiniir ve her iki boyutta da olusacak yeni diigiim noktalar1
Tanim 2.12°de verilen quadrature kurallarindaki referans araliga doniisim altinda [-1,1]

referans araligindaki LGL quadrature noktalarina denk gelecek sekilde segilir, Sekil 3.3.

(a,d) (b, d)

QO Q"

(a, yn) -

((I": y'n—l)

(a,c) (b, e) (Tm-1,¢) (T, C)

Sekil 3.3. 2-Boyutlu €, boliintiisiiniin yapist
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Sonug olarak, standart SEY’de bagimsizlik derecesi (diigiim noktas: sayist) K,K, iken
SSEY’deki bagimsizlik derecesi N = KXKyP2 olarak gergeklesir. Burada yine hatirlatmak
gerekirse, periyodik sinir kosulundan dolay1 segtigimiz V, ¢6ziim uzayinda sag ve iist sinir
noktalarindaki ¢oziimler sirasiyla sol ve alt sinir noktalarindaki ¢oziimlere esit olacagindan
tiim simir noktalan birlikte bilinmeyen olmayip x5* =b ve yPK Y =d smir seviyelerindeki
diiglim noktalar1 bagimsizlik derecesi olarak alinmamaktadir. Bu bilgiler 1s18inda, sonlu
boyutlu V, ¢dziim uzayi, herbir (X",Yy]) digiim noktasinda tanimhi N := K K P? adet

¢""(x,y) Lagrange baz fonksiyonlarmmn gerdigi uzay olarak almir, m=1... K,
n=1...,K,, i,j=0,..,P. Burada 2-boyutlu béliintilleri geren ¢""(X,y) Lagrange baz
fonksiyonlarr her biri 1-boyutlu béliintiileri geren tek degiskenli h™"(x) ve g](y) Lagrange

baz fonksiyonlari cinsinden yazilirlar:
a5 (% y) = h" () g5 (y).

Ayrica, soz konusu Lagrange baz fonksiyonlari yine nodal olarak adlandirilan baz

fonksiyonlar1 olma 6zelligini tastyip

noms |1, i=i"vem=m' v |1, J=jven=n
h"(x") = . o 05(yy) = :
0, diger 0, diger
1, i=i,j=j),m=m" ve n=n'

mrx YT ) =hT (M) g (YT ) =
¢|,J (X| yj) i (XI )gj(yj) {O, diger

ozelligini saglarlar 6yle ki her bir baz fonksiyonu tanimli oldugu diigiim noktasinin

bulundugu dortgenin disinda sifirdir.

SSEY ile sayisal ¢ozliimiin bulunmasi icin (3.7) denklem sisteminden yari-ayrik dinamik

sistem matris-vektor formunda elde edilmelidir. Bunun igin 6ncelikle (3.7) sisteminin keyfi

bir Q" dortgenindeki ¢oziimlerinin V, uzaymnda olmasi durumu kullanilarak

P P (P+1)2

Py (X, Y, 1) L= P (X, y,t)=ZZ e (0" (X y) = Z P (" (%, ),
P P (P+1)?

G (X Yo 1) [ =G " (X, Y, 1) = > qum,i”(tm”]’“(x, y) = Z qi" )" (X, Y),
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¢oziimleri Lagrange baz fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu olarak sisteme koyulur ve
test fonksiyonlart v, =¢™"(X,Y) olarak segilir, i=1...,(P +1)2, m=12,...,K,
n=12,...,K,. Burada uygun bir indis siralamasi kullanilarak 2-boyutlu (k,I) indisleri 1-

boyutlu indisler ile degistirilmistir. indis siralamasi farkl sekillerde alinabilir. Bu ¢calismada

indis siralamalari hem global hem yerel olarak soldan saga ve asagidan yukari yonde
almmustir. Ayrica p;*"(t),q{""(t):[0,T] = R zaman degiskeni olan t’ye bagli bilinmeyen

katsayilar olup bilinmeyen katsayilar vektorleri

P ()= (7 (®), PO, P, O) 10T > ROV,
Q" (0 = (A" (1,6 O, G0 O) 2[0.T] > RO,

formunda tanimlanirlar. Cozlimlerin yerine koyulmasi ve test fonksiyonlarinin baz

fonksiyonu olarak secilmesi sonrasinda, keyfi bir Q" dortgeni tizerinde (3.7) denklem

sistemi asagidaki seklini alir:

(P+1)? (P+1)?

>, OPP OB A" ) + 2 BT O, ™) 40 (1 04 P =0,
j=L " j=L
(P+1)? (P+1)?

P O I M UL D R CAT ST B
(3.13)

oyle ki (3.13) sisteminden i=1,...,(P+1)* i¢in (P+1)* adet denklem elde edilir. O halde

(3.13) denklemler sistemi (P +1)* bilinmeyenli (P +1)* denklemden olusan bir lineer sistem

olarak

Mm,n atpm,n +Am,n pm,n +fm,n(pm,n’qm,n;pm,n) :O’

m,n m,n m,n m,n m,n m,n m,n m,n (314)
M™" o™ + A" ™" + ™" (p™",q™";q™") =0,

matris-vektor formunda yazilabilir. (3.14) lineer sistemi (P +1)* boyutlu bir dinamik sistem

1 H 2>< 2 . o e = ~ 2>< 2
olup sistemdeki M™" € R®H™PD™ kiitle matrisinin ve A™ = A™"—gM™" ¢ R®HP+)

sistem matrisinin girdileri
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Al =a, (" ") =AM —a M, =1, (P+1),
M = (g, g™ e = j G (X, V)" (x, y)dxdy, i, j=1,...,(P+1)%, (3.15)

AT = (Ve Ve L = j Vo (X, ) V™ (x, y)dxdy, i, j=1...,(P+D%

seklinde tanimhidir. f™ (p™",q™";) € R®Y* vektorleri ise ¢oziimlere bagli lineer olmayan

vektorler olup girdileri 1-boyutlu durumdakine benzer bir sekilde verilir.

(3.15) bagintilarindaki integral terimleri 1-boyutlu [-1,1] referans araliginda tanimli olan

LGL quadrature kuralinin késeleri (—1,-1), (-11), (L-1) ve (L1) noktalarinda olan 2-

boyutlu Q) referans dortgenine genisletilmesi yapilarak hesaplanirlar. Bunun igin 6ncelikle

keyfi bir dortgen {lzerindeki integraller Q) referans dortgenindeki integrallere
dontstirilmelidir. Keyfi bir [a,b]x[c,d] dortgeni i¢in s6z konusu doniisiimler ve her

boyutta uygulanacak doniisiim ile olusacak ilgili LGL quadrature kurali asagidaki sekilde

gerceklesir
X—a d 2
é:(X)—Zm—l, &—m, —1S§£1,
_o¥y=¢ 4, dp__2
n( )_Zd—c 1 o 1<n<1,
:1[(b a)é+(a+b)] 3_2:%& <x<b,
1 dy d-c
yn)=§[(d—c)n+(c+d)], %:T' a<y<h,
1T ¢y = jﬂj f(x, yodnax =SS =3 [ 1 (&), yem)ande
ac 2 2 2 -1-1
- ERES W £yl
=Y S f (x(E), ¥,

oyle ki & ,7 €[-11] noktalar: referans araliktaki quadrature noktalar1 olup X(&,) €[a,b]

ve y(n,) €[c,d] noktalar fiziksel araliklarda karsilik gelen noktalardir. Bu bilgiler 15181nda,

kiitle matrisinin girdileri
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My = j A7 Y (0, )y = 22

J j B (X(E), Y™ (X(€), y(m))dédn

-1-1
AXA - - m,n m,n m,n m,n m,n m,n
e 3 AT A CAAR A VA CHUM
4 k=0 1=0
_ AX4A WS, i j=1....(P+1)°

seklinde gergeklesir. Yukaridaki hesaba gore kiitle matrisi yine tamamen kdsegen bir matris
yapidadir. Aym siirecin uygulanmasi sonucu A™ = A™— ¢ M™" sistem matrisinde bulunan

A™" matrisinin girdileri asagidaki sekilde gergeklesir:

As = [ Vgr(xy)- Ve (x, y)dxdy

~ I (0,87 (X, Y)O, V™" (X, y) +0,8]" (X, )8,V 4™ (x, y) ) dxdy

AXAY 0 " i A .
=7 H[ e O (X8 Yo (X(E), y(n))+ 3,8 (X(£), y(m)2, ™" (X(£), y(n))]dgdn
Z%ZZ WO O IO (6 >+—22wwa RO R CHUR DY

Son olarak keyfi bir Q" dortgeni i¢in verilen yukaridaki yerel matris/vektorler global bir

yapi igine yerlestirilerek N = K K P? boyutlu

Mop+Ap+f(p,q;p) =0,
Moqg+Aq+f(p,q;q)=0,

dinamik sistemi elde edilir. Global kiitle ve sistem matrislerinin yapilari (sifirdan farklh

girdilerinin konumu) P=2, K =2 ve K =3 degerleri i¢in Sekil 3.4’de verilmistir.

Kotle Matrisi Sistem Matrisi
- LR N R X - - -
- LE N ] - - - -
- LR R B 3 - - - -
- - - " - - * -
- - LE R N N 2
- - LR R 2 -
- - LE RN ] -
- - n -n -
- - - LR R R X ] -
* - - - - -
- - - LR N R 2 * -
- - - " LR ] - *
- - L E B RN 2
- - - -
* - LE XN ] -
- -n LR *
- - - - LA R R R
- - - - -n -
- - - - LR B N 2 -
- - - LR ] - -
- - - LR B R 2
- - - LE N ]
- - - LR R N 2
- - * -

Sekil 3.4. 2-boyutlu alanda kiitle ve sistem matrislerinin girdi yapisi (P =K, =2, K =3)
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3.2 Zamanda Ayriklastirma

Bu boliimde OVA yo6ntemi kullanilarak zaman boyutunda ayriklastirma yapilarak 1-boyutlu
(3.12) yari-ayrik denklem sisteminden tam-ayrik sistem elde edilecektir (2-boyutlu sistem

i¢in benzer islemler yapilabilir). Bunun i¢in [0,T] zaman araliginin J -1 esit araliktan
olusan

L

0=t <t<<t =T, L=(,t] At=5—,

boliintiisii ele alinsin. Her t, zaman anindaki yaklasik ¢oziimlerimiz asagidaki gibi alinsin

pn zp(tn) :(p(xl’tn)' p(XZ’tn)!"'! p(XN’tn))T ERN! n :11'“:\] _1!
9" ~q(t,) = (@0 t,). a(x%,t),...,q(x.t,) e RY, n=1..J-1

Oyle ki baslangi¢ zamanindaki tam-ayrik ¢6ziim

po :p(to) = (po(x1)l po(xz)l-'-’ po(XN ))T € RN,
0° =0q(ty) = (A (%), Uy (%), -, A (X )" €R™,

olacak sekilde baslangi¢ kosulu ile verilsin. Bu durumda, tam-ayrik problemimiz su sekilde

n+1

olusur: bilinen p",q" e R" vektorleri i¢in bul p"*,g"™ e R" dyle ki
pn+1_pn 1 1
[P Al ) 1 o0
° (3.16)
qml_qn 1 n+l n i an Sn.an
M A—t +EA(q +( )+£f(p oMo )da):O,

bagintilar1 saglansin dyle ki

pr=ap™ +(-o)p", q=eq™ +(1-o)d,

olarak verilsin. (3.16) denklem sistemi lineer olmayan bir sistem olup Newton yontemi ile

¢Oziiliir.
3.3. Siirekli ve Ayrik Enerjilerin Yapisi

Bu boliimde (3.4) siirekli enerjinin azalma 6zelligi ve (3.4) siirekli enerjinin (3.16) tam ayrik
sistemin ¢oziimleri sonucu olusan ayrik enerji tanitilip ayrik enerjinin de azalma 6zelliginin

korunmasi incelenecektir. Oncelikle siirekli enerjinin zaman iginde azaldig1 gosterilsin.
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Teorem 3.3. (Levemore ve Oliver, 1996) (3.3) siirekli problemini doguran (3.4) enerji

fonksiyoneli

% E(p(x,t),q(x,t)) <0, Vt>0,

zaman i¢inde azalma 6zelligini gosterir.

Ispat. (3.4) enerji fonksiyonelinin tanimi ve zincir kurali kullanilirsa

& [ECec q(xt))]—a{ j(wm +IvaP a(p2+q2)+§(p2+q2)2jdx}

=[vp-v(, p)dx+j(—oep+(p2 +9°)p), pdx
o Q

+ Z[Vq -V(0,q)dx + i(—aq +(p*+q°)q )atqu_

bagintis1 elde edilir. Vp-V(0,p) ve VQq-V(0,q) birinci mertebe tiirev terimlerini iceren

integrallere Green teoremi uygulanir, periyodik sinir kosulundan dolay1 sinirdan gelen

terimlerin yok olacagi kullanilir ve (3.3) denklem sistemi kullanilirsa

S [E PO, (0. 0)] =] AP, )+ [ (~erp + (p7 +4°) p)p, p
— [ Aq(@a)dx+ [ (-aq+(p® +9°)a)0,qdx

=—[[Ap+ap—(p*+a*)p o, pdx— [ Aq+aq - (p* +4%)q Jo.qdx
Q' Q'
=0y p =0,

dx .[aq dx

e
E[[ }dx<0

sonucuna ulasilir.

O
Tamm 3.1. (3.16) tam ayrik sistemin ¢dziimleri p",q" e R" verilsin, n=0,1,...,J -1.
Hatirlanirsa tanim geregi p",q" vektorleri sirastyla p(x,t) ve q(x,t) ¢oziimlerinin t=t,
zamanindaki SSEY sonucu olusan p,(X,t) ve q,(X,t) ayrik ¢oziimlerini olusturan lineer

kombinasyondaki katsayilardir. Bu durumda, M e R™" global kiitle matrisinin tamm1 ve
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global indis yapisi da kullanilarak p, (X,t) ayrik ¢oziimiiniin (¢, (X,t) igin benzer sekilde)

L? normu asagidaki sekilde agirlikli Euclid normu olarak yazilabilir:

” Py ”iz(g) <ph’ ph> _[ ph dX _J(z Py (t)¢k (X)J dx

> 0RO () 0K

> pt)p )M,

=1

Il
_o_. EMZ EMZ

Mp.
Benzer sekilde A e R™™ global sistem matrisinin tanimi1 kullanilarak

||Vph||L2(Q) a” ph”LZ(Q) <Vph’Vph> <ph’ Py >Q
=p' (A-aM)p
=p" Ap,

bagintis1 da elde edilebilir.

Tamim 3.2. Yari-ayrik ¢oziim vektorleri p(t),q(t):[0,T]—=R" ve dolayisiyla yari-ayrik

coziimler p,(x,t) ve q,(X,t) verilsin. Bu durumda yari-ayrik enerji fonksiyoneli asagidaki

gibi yazilabilir:
E 2 2 2 2 l 2 2y2
B, (P, G) =5 [ | 1VPy 41 Ve, [ —a(pi+) + = (p7 + a7)° fix
Qp
1
— [P, F i Yo j V9, [ ~ag Kix+ 5 j(ph+qh)dx
Qy
_1

(VP —a (P pi), )+%(<th,vqh>gh —a(qh,qh>gh)+%((p§+Q§)2,1)Qh

:lah(ph’ph)"‘ a‘h(thqh)+ <(ph+qh) 1>

(3.17)
oyle ki a, (-,) bi-lineer formu (3.8)’de tanimlandig: gibidir. Yukaridaki tanim kullanilarak

tam ayrik enerji fonksiyoneli
Eg(ph’qh):: Eh(ph(x’tn)7qh(xltn)) (318)

seklinde tanimlanabilir.
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Teorem 3.4. Zaman boyutunun ayriklastirilmasinda OVA yontemi kullanildiginda elde

edilen ¢oziimler igin (3.18) ayrik enerji fonksiyoneli At degeri i¢in higbir kisitlama

olmaksizin

Er(py.a0) <Er(P,.Gy), VN,

zaman i¢inde azalma 6zelligini gosterir.

Ispat. Teoremin ispati igin OVA yonteminin varyasyonel formda olan (3.7) sistemine

uygulanmis asagidaki halini ele alinsin

1 n+ n 1 n+ n h PPN —~
E(ph - ph’Vh>Qh +Eah(ph 1+ ph’vh)+J-nh(ph’qh’Vh; ph)da):O, Vvh evh’
0

1 N+ n 1 n+ n i A A A
E(qh l_thvh>Qh +Ea‘h(qh 1+qh'Vh)+J-nh(ph’qh’Vh;qh)da)=Ol Vvh th'
0

oyle ki t =t, anindaki p; = p,(x,t,) ve g, =0, (x,t,) ayrk ¢oziimleri igin

n+l

Py =P +1-w)p;, G, =" +1-0)q,

olarak verilir. Yukaridaki sistem her v, €V, i¢in gegerli oldugundan ilk denklemde

v, = pit — pi ve ikinci denklemde v, =g —q secilirse

n+l n+l n+l n+l

l n n l n n i = o n-+ n. =
A_'[<ph = Pns Pn _ph>Qh+§ah(ph + Pns P _ph)+_[nh(ph’qh’phl_ph;ph)dw:O’
0

1 n+. n n+: n 1 n+. n n+ n h o ~N n+. n. 5
A_'[<qh 1_qh’qh l_qh>Qh +§ah(qh 1"'C]thh 1_qh)+Inh(ph’qh1qh l_qh;qh)da):01
0

sistemi elde edilir. Bi-lineer formlu terimlerin lincer olma ozelligi ve

(a+b,a—b)=(a® —b?1) iki kare farki bagmtis1 kullanilirsa

a,(prt+ Pt = pn) =a,(prt e ) —an (pr, pr),

n+l n+1

a, (o™ +ar, a0 —an) =a,(ar ™ an™) —a. (an, an),

sistemi elde edilir. L normunun L i¢-carpimu cinsinden tanimi kullanildiginda
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n-+ l n+ n+ n-+ n. 5
— phl_ph Eah(ph g P 1) ah(ph1ph)+jn (Pn» Ghs Py ' — Py Pp)de =0,

()

n+1

qh —q, ah(QQ”,ChT”) ah(qh’qh)_'_J.n (PhsGn» Oy i —0,;0,)dw =0,

LZ(Q )

(3.19)
bagintilari elde edilir. Simdi lineer olmayan terimler incelensin. Lineer olmayan formlar agik

olarak yazilip integral siras1 degistirilirse

1
0, (B, Gy P7 = PR By )@ = j<(ph+qh)ph, v =), do j“(ﬁ G7) Py (P - ph”)dw}dx,
0

1
(P, Gy, 01— 6 )de0 = [((BF +GD),. o a7, do= | {J G;)q (Q”“—qr?)dw}dx,
0

Q,L0

bagintilar1 gergeklesir. Yukaridaki bagintilarda lineer olmayan terimler toplanirsa

Inh(ph,qh, - ph,ph)dmjnh(ph,qh, " —ap; G, )d o

(3.20)
-] [GRESINCR N L, )}da)}dx,

bagintisi elde edilir. Dikkat edilecek olunursa

1 2
F(pna) =2 (pi+a7)
seklinde tanimlanacak bir fonksiyon icin asagidaki bagintilar kolayca elde edilebilir:
04, F (D) = (Py +0a0) Py 0, F (P Gn) = (P5 +01)a

Bu durumda p,=opit+Q-w)p! ve G, =g +(1-w)q donisimleri altinda

F(p,.q,) fonksiyonunun @ degiskenine gére tam tiirevi

dF oF dp, oF dq;,
—(p,,q,) = +
dw op, do 0Q, dw
=0, F(ph,qh)(p””—ph)w F(P,.G.)(a™ —ay)
=(Ps +G7) Py (P — po) + (B; +67)G, (o™ —ap).

olacagindan (3.20)’deki toplam
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jnh(ph,qh, - ph,ph)dmjnh(ph,qh, " —ap;G,)de

{ (mx%ﬂaidx—j[F(a”m)Tjdx

Qy

g
- J[Feoar)-F oo ap]ox
(R

(pr.ar™).1), —(F(ph.a0.1), .

olacak sekilde yazilabilir. Simdi (3.19)’daki denklemler taraf tarafa toplanir ve yukaridaki
bagint1 (3.19)’da yerine yazilirsa

n+l

ph _ph

n+l

qh _qh

1 n+1 n+l 1 n+l n+l n+l n+l
Lz(g) {Eah(ph » Pr )+Eah(qh o )+<F(ph ol )]_>Qh}

L2<Qh>

1 n .n non o
_|:Eah(ph’ ph)+5ah(qh’qh)+<F(ph'qh)vl>Qh:|:oy

bagintis1 elde edilir. Son olarak normlu terimler esitligin sagma atilip F(p,,q,)

fonksiyonunun ve enerji fonksiyonelinin tanimi kullanilirsa

E a,(py" i) +%ah (@ )+ = <(( o) + (o) )2 , >Qh }
1 n n 1 no~n 1 n\2 n\2 2
_I:Eah(ph’ ph)+5ah(qh’qh)+z<((ph) +(qh) ) ’1>QJ (‘

LZ(Q ))

n+1

Py _ph

n+l

+1|0y

L () )

_Qh

L (Q)

n+1

Pn _ph

n+1

e - By = o -

Lz(n )

>0
bagintisi elde edilir ki At >0 oldugundan
E"-E'<0 = E™<E WVn,

enerjinin azalma 6zelligi her At > 0ig¢in elde edilir.
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3.4. Mertebesi indirgenmis Modelleme

(3.12) denkleminin boyutu olan N sayisi gergek hayat problemlerinde genelde ¢ok biiyiik
olup sistemin ¢oziimii ¢ok fazla zaman gerektirmektedir. Bu bdliimde, (3.12) MTM’in daha

hizl1 ¢oziilebilmesi icin MIM yéntemi tanitilacaktir.

MIM yéntemi (3.12) MTM’e ait ayrik ¢oziim vektdrlerinin olusturdugu siitun uzayinin ¢ok
daha kiiclik boyutlu bir alt uzaymdan ¢6ziim vektorlerini yaklasik olarak bulmay1 amaglar.
Bu tez calismasinda olusturulacak olan diisiik boyutlu alt uzay1 geren baz vektoérleri DDA

yontemi ile bulunacaktir.

MIM’nin uygulanmast igin oncelikle N -boyutlu V, =span{¢(X),...,¢,(x)} sonlu
elemanlar uzaymin N, -boyutlu indirgenmis uzay denilen bir V, . =span {¢1r (X)s--s By, (X)}

alt uzay1 bulunur. Bu durumda h.h.h. t igin p, (X,t),q, (X,t) €V, ayrik ¢dziimleri

PO~ Py (=D BOA (0, G (XD =, (1) = D B, (O (),

olacak sekilde yaklasik olarak temsil edilebilirler oyle ki p, . (x,1),q, (X t)eV,,

indirgenmis yaklasik ¢oziimler olup

() = (), P,(1).-., By, (1) :[0.T] > R™,
G(t) = (G,(), G, (1), Gy, (1) :[0,T]>R™,

indirgenmis katsay1 vektorleridir. Bu durumda MiM problemi sdyledir: h.h.h. t € (0,T] i¢in

bul p,, (Xt),q,, (Xt) €V, dyleki

<6t ph,r’vh,r>Qh +a, (P Vi) + 0 (Pre o O Vi s Pre ) =00 WV €V (3.21)
<8tqh,r ’Vh,r>Qh +8, (G o Vi ) F M (P O Vi s O ) =00 WV €V

denklem sistemi saglansin. Burada not etmek gerekirse V, . <V, oldugundan indirgenmis

baz vektorleri {¢1(X),...,¢N (X)} baz vektorlerinin bir lineer kombinasyonu olarak

Qr(x):ZN:‘Pi’k@(x), i=1...,N, (3.22)
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formunda yazilabilir 8yle ki ¥; = (¥,,,..., ¥, )" € R" vektéril i.indirgenmis baz vektorii
icin katsay1 vektorii olup indirgenmis katsayr matrisi W = [‘Pl SR ] e RV seklinde
tanimlanir. Indirgenmis baz p, (x,t) ve g, (x,t) argiimanlari igin ayr1 ayri bulunur. Burada
sadece p,(x,t) argiimani i¢in indirgenmis baz bulunmasi gosterilecektir, ¢, (X,t) argiimani

icin benzer islemler yapilabilir. Indirgenmis baz bulunmasi i¢in DDA kullanilir. Tanim

2.14°de verilen bilgiler 1s1ginda DDA ile bulunacak {¢1r (X),-- sy, (X)} bazi

ph () - Z(ph(x) 4 (), 4 (%)

Qy

min —Z

H ol J

(3.23)
oyleki (4(x).4/(0)) =6;, 1<i,j<N,

optimizasyon problemini saglar dyle ki p;(X) = p,(X,t,) t=t, anindaki ayrik ¢6ziimdiir.

Burada L i¢ carpimi M -agirlikli Euclid i¢ ¢arpimu seklinde yazilabilir. Bunu gérmek igin

M kiitle matrisinin tanimi ve (3.22) agilimi kullanilarak asagidaki adimlar takip edilebilir

85 =(¢ 00.4,(x)),, = [ & ()] ()

12

M=

Wi d (X):| |:ilpj,k@ (X):|dX

L Y I 4. () (X)dlx

¥

M= 1 2
M= MM

7\‘
,_\
Il

4N

I
<

T MW

i
Bu bilgiler 15181nda (3.23) optimizasyon problemi
J-1

min  —_ (p"-w¥Tp")

Yy Py RN ] —1 e

——(P-¥¥'P)

e, e ] 1
(3.24)
oyleki W MY =5, 1<i, j<N,.

seklini alir. (3.24) probleminde ‘P:[‘Pl ‘{’Nr]eRNXN' matrisinin siitun vektorleri

{¢1r,...,¢[,r} DDA baz fonksiyonlarinin katsayr vektorleri olup DDA modlar1 olarak
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adlandilirlar. P e RN matrisi ise MTM’in ayrik ¢oziim vektorlerinin olusturdugu ¢oziim

matrisidir:
P — [pO pl . pJ—l] c RNXJ )
Tanim 2.14°de verildigi lizere (3.24) optimizasyon probleminin ¢ézlimleri i¢in

PPTM\PizgiZIPi, i=1...,N

re

0zdeger problemi ¢oziilmelidir. Bu durumda DDA modlar1 olan {‘Pl,...,

Yy, } vektorleri
P = M2 P matrisinin TDA ndan gelen sol tekil vektérleri olan {‘i’l, e ‘i’Nr} vektorleri igin

¥, =M ‘i’i formiiliiyle hesaplanabilir, i=1,...,N,. Ayrica, MTM ¢oziim vektorleri ile

indirgenmis ¢oziim vektorleri arasinda
pt) = p(t) ="¥P(1), P(t) =¥ Mp(L), (3.25)

bagmtilart saglamir 6yle ki P(t):[0,T]=>R" tam boyutlu indirgenmis yaklasik ¢oziim

vektorii iken p(t):[0,T]—=R"“ zamana bagh indirgenmis boyutlu katsay: vektoriidiir.

Ayni islemler takip edilerek p, (x,t) ve g, (X,t) arglimanlari i¢in ayr1 ayr1t DDA baz modlari
bulunabilir. Daha agik olarak WV e RMM ve Y, e R™Y DDA baz modlari sirasiyla

p,(X,t) ve q,(x,t) argiimanlart i¢in bulunan N ve N/ boyutlu modlar olsunlar. Bu

durumda, (3.21) formundaki indirgenmis sisteme ait olan matris-vektdr formundaki MIM

elde etmek i¢in (3.12) MTM’de tam boyutlu ¢6ziim vektorleri ile (3.25) bagintisindaki dengi

degistirilip sistem denklemleri sirasiyla soldan ‘PTp ve ‘P; ile carpilarak diisiik boyutlu alt

uzay {izerine izdiisiimii alinir. Bu islemler sonrasinda elde edilecek sirastyla N, ve N¢

boyutlu denklemlerden olusan MiM

pr 3
™
ald
o

—+

(
(

™
O
el

p

% aP)=0 3.26
; @) =0, (3.26)

pr 3
O
all
oo

+
+ +

O

O

O
Il

q
olarak gerceklesir. (3.26) denklemindeki indirgenmis matris ve vektorler
A T NPxNP fFre ~o8Y _wT ~ . ~ NP

A =¥ AY eR . T(P,G;p) =Y (¥ BYPY PeR™,

x T 9 XN Fra o momY ~ S A a
A, =Y AY, eRY ™ f(p,6,6) =Y (V0 VY0 Y0 eR™,
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seklinde tamimlanirlar. (3.26) nolu MiM de ayn1 (3.12) nolu MTM gibi OVA yéntemi ile
zamanda ayriklastirilarak ¢oziilebilir. (3.26) sisteminde dikkat edilecek olunursa MTM’de
yer alan zamana bagli tiirev terimi dniindeki kiitle matrisi, DDA baz modlarinin M -agirlikl

i¢c carpima gore dik olmasindan dolay1

T T
YIMW =1, WMWY =1,

= = o : NPxNP NIXND <1 qits
bagintilarini saglayip kaybolmaktadir oyle ki |, € R ve INE eR ilgili boyutlu

p
r

birim matrislerdir.

Literatiirde degisik sekilde DDA baz modu belirleme yontemleri bulunmaktadir (Kutz,
2013; Quarteroni ve ark., 2016). Bu tez galismasinda uygun DDA baz modlarinin sayisini

belirlemek i¢in

Q

eN,) =11, (3.27)

Q

i=1
Formiiliiyle verilen bagil bilgi icerigi (BBI) kriteri kullanilacaktir. Uygun DDA baz mod
sayist olan N, sayisini segmek i¢in verilmis bir z >0 toleransi igin

1-&(N,) <7,

bagintisini saglayan en kiigiik N, tamsayist alinir. Bu tez ¢alismasinda DDA baz modlari

say1s1 belirlenirken BBI kriteri 7 >0.0001 toleransi i¢in kullanilmistir. Bu sekilde MTM’in

dinamigi %99.99 oraninda temsil edilebilmistir.
3.4.1. indirgenmis Enerjinin Yapisi

Bu béliimde (3.4) siirekli enerjinin (3.26) MIM ¢oziimleri ile olusan indirgenmis yaklasik

¢ozlimler i¢in indirgenmis enerjinin de azalma 6zelliginin korunmasi incelenecektir.

Yari-ayrik ¢oziim vektorleri p(t),q(t):[0,T]—>R" ve dolayisiyla yari-ayrik ¢dziimler
p,(x,t) ve q,(x,t) verilsin. Ayrica, tam ayrik ¢dziimler i¢in olusturulmus MIM’in
indirgenmis katsay1 ¢6ziim vektorleri p(t):[0,T]— RY §(t):[0,T]> R™ ve dolayisiyla
indirgenmis boyutlu ¢éziimlerin katsay1 vektorleri olan p(t) =¥ p(t) ve q(t) =¥ G(t)

38



katsayilar i¢in yar1-ayrik indirgenmis ¢oziimler p,  (X,t) ve g,  (X,t) verilsin. Budurumda

yari-ayrik indirgenmis enerji fonksiyoneli
Ehr(phr’qh r) a'h(phr1 ph r)+ ah(th’qh r)+ <(phr +qh r) 1> ’

olacak sekilde yazilabilir. Yukaridaki tanim kullanilarak tam ayrik indirgenmis enerji

fonksiyoneli
Er?,r ( ph,r 1 qh,r) = Eh,r ( ph,r (X! tn)1 qh,r (X1tn ))’ (328)

seklinde tanimlanabilir.

Teorem 3.5. Zaman boyutunun ayriklastirilmasinda OVA yontemi kullanildiginda elde
edilen ¢oziimler igin (3.28) ayrik indirgenmis enerji fonksiyoneli At degeri igin higbir

kisitlama olmaksizin

Et?tl(phr1th)<E (phr!th) Vn,
zaman i¢inde azalma 6zelligini gosterir.

Ispat. Teoremin ispat1 i¢in Teorem 3.4’iin ispatinda izlenen yolun aynis1 izlenebilir. Bu sefer

OVA yonteminin varyasyonel formda olan (3.21) sistemine uygulanmis hali ele alinir:

1/ o 1o (e = -
At<phr1_phr’vh> +Eah(phr1+phr1vhr)+J.nh(ph,r1qh,r’vh,r;ph,r)da):()’ vvh,revh,ﬂ
0

n+1

n+ n 1 h =~ P ~
<qh r1 qh,HVh,r>Qh +Eah(th +th1vh r)+J.nh(ph,r’qh,r’vh,r;qh,r)dw:O’ vvh,r evh,r’
0

dyle ki t=t, amndaki p}, = p,, (%t,) ve g7, =, (xt,) ayrik ¢oziimleri icin

n+1

+(1—(0) pr?,r’ th = a)th

n+1

Ppr =P, (- )y,

n+l

olarak verilir. Teorem 3.4’dekine benzer sekilde ilk denklemde v, = p;, — p;, ve ikinci

n+1

denklemde v, , =@, — 0y, secilip Teorem 3.4’{in ispatindaki aym1 yol izlendiginde

Lz(Q ))

n+l

th _th

n+1

Er?tl - Er?r = (‘ ph r ph r

LZ(Q )

>0
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bagintisi elde edilir. Burada At >0 oldugu kullanilarak
E;-El <0 = E<E Vn,

indirgenmis enerjinin azalma 6zelligi her At > Qigin elde edilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, periyodik smir kosullart ile verilen (3.1)’deki (veya (3.2)’deki) reel GL
denkleminin sayisal ¢oziimleri ¢esitli simiilasyon orneklerinin sonuglart lizerinden gerek

etkinlik gerekse hizli ¢oziim elde edilebilmesi yonlerinden tartisilacaktir.
4.1. Sayisal Hatalar ve Yakinsama Mertebeleri

[lk olarak genel anlamda (1.1) karmasik GL denkleminin SSEY ve OVA yéntemleri ile elde
edilen sayisal ¢oziimlerinin gergek ¢oziimlere yakinsama mertebeleri, gergek ¢coziimii olan
1- ve 2-boyutlu test problemleri iizerinden gosterilecektir. Bunun igin (1.1) denklemi

g=a = =u=1 parametre degerleri ve T =1 hedef zaman i¢in ele alinacaktir.

4.1.1. 1-Boyutlu Model

Oncelikle 1-boyutlu bir Q c R alani (aralig1) igin (1.1) karmasik GL denklemi ele alinsin.

Bu test probleminde calisma araligi olarak Q=[0,2v/27] araligi kullanilsin. Verilen

degerler i¢in denklemin ger¢ek ¢oziimii (Yan ve ark., 2015)

\/E ﬁx_ﬂ;ut

u(x,t)=7e2

olacak sekilde gerceklesir. Verilen karmasik gergek ¢coziim igin reel degerli arglimanlari

p(x,t) =gcos(gx—ﬁ?‘t}, q(x,t) zgsin(%x—'g;ﬂtj,

olarak hesaplanir. Baglangig¢ kosullari olan p,(X) ve g,(X) fonksiyonlar1 gercek ¢oziimden

t=0 icin elde edilir. Ik olarak SSEY’nin yakinsaklik mertebesini gérmek icin (1.1)

denkleminin ¢oziimleri At =0.0001 degeri sabit tutularak farkli K, aralik sayis1 degerleri

i¢in bulunacaktir. Tablo 4.1°de LGL quadrature mertebesi P =2 igin sonuglar verilmistir.
Sonuglar gosteriyor ki SSEY ile elde edilen sonuglar gercek c¢oziime 4. mertebe

yakinsaklikla iyi bir hassasiyetle yaklasmaktadir. Bu sonu¢ SSEY i¢in beklenen
0 (hz*P) =0 ( K. 2’P) yakinsama mertebesi ile drtiismektedir (Li ve Wang, 2017).
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Tablo 4.1. 1-boyutlu karmasik GL denklemi i¢in SSEY hatalar1 ve yakinsama mertebeleri

Ko [IPT) =Pl | Mertebe [ [1a(xT)=~a,(xT)ll.,, | Mertebe
10 2.94e-04 - 2.94e-04 -

20 1.84e-05 4.00 1.84e-05 4.00
40 1.15e-06 4.00 1.15e-06 4.00
80 7.30e-08 3.98 7.30e-08 3.98

Ikinci olarak, uzay boyutundaki K aralik sayis1 sabit tutularak zaman ayriklagtirmasinda

kullandigimiz OVA yonteminin yakinsama mertebesine bakilacaktir. Bunun i¢in K, =100

araliktan olusan bir boliintiide yine P =2 LGL quadrature mertebesi igin farkli At adimlari

ile elde edilen ¢ozlimlere ait hatalar ve yakinsama mertebeleri Tablo 4.2°de verilmistir.

Sonuglara gére OVA ydnteminin yakinsama mertebesi beklendigi gibi O(At?) yakinsama

mertebesi ile uyumlu bigimde 2 olarak ger¢eklesmistir.

Tablo 4.2. 1-boyutlu karmasik GL denklemi i¢in OVA yontemi hatalar1 ve yakinsama

mertebeleri
AU TP T) =Py Tl | Mertebe [ [[q(xT)—q,(xT) ., | Mertebe
0.1 4.43e-03 - 4.43e-03 -
0.05 1.09e-03 2.02 1.09e-03 2.02
0.025 2.71e-04 2.01 2.71e-04 2.01
0.0125 6.75e-05 2.01 6.75e-05 2.01
0.00625 1.68e-05 2.00 1.68e-05 2.00

Sekil 4.1’de At=0.01 ve K, =100 degerleri i¢in T =1 hedef zamanindaki ¢6ziimler

verilmistir. Sonuglar gosteriyor ki yaklasik ¢6ziimler gergek dalgayr tam olarak

yakalamaktadir.
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Sekil 4.1. 1-boyutlu karmasik GL denklemi i¢in T =1 hedef zamanindaki ¢oztimler
4.1.2. 2-Boyutlu Model

Bu sefer 2-boyutlu bir Q — R? alani i¢in (1.1) karmasik GL denklemi ele almnsin. Bu test
probleminde ¢aligma alani olarak Q=[0,4~]* dortgensel alani kullanilsin. Verilen degerler
i¢in denklemin gercek ¢6ziimii (Yan ve ark., 2015)

L DN [
\/§e2x+2y 2 t

u(x, y,t):7

olacak sekilde gerceklesir. Verilen karmasik gergcek ¢coziim igin reel degerli arglimanlari

p(x’y’t):%COS(%“'%Y—ﬂZﬂt) Q(X,y,t)=%sin(%x+%y——ﬂzﬂtj.

olarak hesaplanir. Baslangic kosullart olan p,(X,y) ve Q,(X,y) fonksiyonlar1 gercek
¢dziimden t =0 icin elde edilir. ik olarak yine SSEY nin yakinsaklik mertebesini gérmek
i¢in (1.1) denkleminin ¢dziimleri At=0.0001 degeri sabit tutularak farkli K, = K aralk
sayist degerleri igin bulunacaktir. Tablo 4.3’de LGL quadrature mertebesi P =2 i¢in
sonuglar verilmistir. Sonuglar gosteriyor ki 2-boyutlu model i¢in de SSEY ile elde edilen
sonuclar gercek coziime beklendigi gibi 4. mertebe yakinsaklikla 1yi bir hassasiyetle
yaklagsmaktadir.
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Tablo 4.3. 2-boyutlu karmasik GL denklemi i¢in SSEY hatalar1 ve yakinsama mertebeleri

Ko Ky TP Y T) =0y (6 Y T Lz, | MeTEEDE | (X, y,T) =0 (%, Y. T) |l 2, , | Mertebe
10 1.67e-03 - 1.67e-03 -
20 1.07e-04 3.97 1.07e-04 3.97
40 6.74e-06 3.99 6.74e-06 3.99
80 4.25e-07 3.99 4.25e-07 3.99

Ikinci olarak, uzay boyutundaki K, =K, aralik sayilan sabit tutularak zaman

ayriklagtirmasinda kullandigimiz OVA yonteminin yakinsama mertebesine bakilacaktir.

Bunun i¢in K, =K =100 degerleri igin olusan bir béliintiide yine P =2 LGL quadrature

mertebesi i¢in farkli At adimlart ile elde edilen ¢o6ziimlere ait hatalar ve yakinsama

mertebeleri Tablo 4.4’de verilmistir. Sonuglara gére OVA yonteminin yakinsama mertebesi

yine gerektigi gibi 2 olarak gergeklesmistir.

Tablo 4.4. 2-boyutlu karmasik GL denklemi i¢cin OVA yontemi hatalari ve yakinsama

mertebeleri
AU PG Y. T) = o (% Y T iz, | Mertebe | [la(x, y,T) =0, (%, y. T) Iz, , | Mertebe
0.1 1.87e-02 - 1.87e-02 -
0.05 4.61e-03 2.02 4.61e-03 2.02
0.025 1.14e-03 2.01 1.14e-03 2.01
0.0125 2.84e-04 2.01 2.84e-04 2.01
0.00625 7.10e-05 2.00 7.10e-05 2.00

Sekil 4.2°de ise At=0.01 ve K, =K =100 degerleri igin T =1 hedef zamanindaki gergek

ve yaklasik ¢oziimler verilmistir. Sonuglar gosteriyor ki yaklasik ¢oziimler 2-boyutlu gergek

dalgay1 tam olarak yakalamaktadir.
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p(xy Y, T) Ph(l"y Y, T)

qh(x,y, T)

0.2
0.4
0.6

Sekil 4.2. 2-boyutlu karmasik GL denklemi i¢in T =1 hedef zamanindaki gergek (sol) ve
yaklasik (sag) ¢ozlimler

4.2. Reel GL Denklemi icin Mertebesi indirgenmis Modelleme

Bu boliimde (3.1) reel GL denkleminin MTM ve MIM ¢oziimleri kiyaslanacak ve
¢oziimlerin ne kadar hizl elde edilebildigi gsterilecektir. MIM olusturulmasi igin éncelikle

MTM c¢oziilecektir. Olusan ayrik ¢oziimlerin olusturdugu ¢dziim matrisine Boliim 3.4’°de
agiklandig1 gibi DDA ydntemi uygulanarak kiigiik bir N. boyutlu MIM olusturulup diisiik

mertebeli yaklasik sonuclar elde edilecektir.

4.2.1. 1-Boyutlu Reel GL Denklemi

Bu bolimde Bolim 4.1.1°deki 1-boyutlu modelde S =u=0 degerleri igin reel GL
denklemi iizerinden MIM incelenecektir. Denklemimiz Q =[O0, 2\/§7z] araliginda T =0.1
hedef zamani ve « =1 degeri i¢in ele alinsin (Yan ve ark., 2015) . Bolintiimiiz K, =100

aralik ve LGL mertebesi P =2 olacak sekilde olusturulsun. At =0.01 i¢in T =0.1 hedef
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zamanindaki mertebesi tam ¢oziimler ve enerji grafigi Sekil 4.3’de verilmistir. Gortldigi

tizere reel GL denklemi i¢in enerji azalma 6zelligi sayisal ¢oziimler tarafindan saglanmaigtir.

1 1 -0.5554
-=-p(xT) . ==, (xT)
7 ” ~ :
05 \‘ ’f 05 \\ COBBBAE v
' ’I \‘
\ I LY ;
Ay r \ — :
0 \ ’I 0 \‘ 3_0.5554........,..............._
) ; ! q
\ i 3 7
/ \ !
7 \ /7
-0.5 ,’ -0.5 ‘\ -0.5554
Mns’ Sen?
- b
_ . . . . - . . ' L -0.5554
10 2 4 6 8 10 2 4 6 8 0 0.02 0.04
X X t

Sekil 4.3. 1-boyutlu reel GL denklemi igin tam mertebeli ¢oziimler ve enerji grafigi

Coziimler matrisine TDA uygulanmasi sonucu olusan tekil degerler Sekil 4.4°de verilmistir.
Sekilden de anlasilacagi tizere problemin duragan olma yapisindan dolay1 ¢6ziimler zamanla
¢ok fazla degismediginden ¢6ziim matrisinin ranki 4 olup sadece 2 DDA baz modu yeterli

denklem karakteristigini yakalamay saglamaya aday olarak gdziikmektedir.

Tekil Degerler

10 -
P
SRR B

107 SRS

ol e .

101 2 3 4

Sekil 4.4. 1-boyutlu reel GL denklemi igin ¢6ziim matrislerinin tekil degerleri

DDA baz modu sayist N, =1 ve N, =2 i¢in tam ve indirgenmis mertebeli ¢oziimler ile
ilgili enerji grafikleri Sekil 4.5 ve Sekil 4.6°da verilmistir. N, =1 degeri i¢in indirgenmis
¢oziimler tam ¢oziimlere yakin fakat enerji grafigi tam yakalanmamakta iken N, =2 degeri
icin hem indirgenmis ¢6ziimler hem de indirgenmis enerji, tam ¢oziim ve tam enerjiyi ¢ok
iyi yakalamaktadir. (3.27) ile tamimlanan BBI kriterine gore N, =2 DDA mod sayist

%99.99 oraninda sistem karakteristigini yansitmaktadir.
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p argimani

—Tam
-==indirgenmis

g argimani

—Tam
-==indirgenmis

E(u)

===Tam

""""" indirgenmis

0.02

0.04
t

Sekil 4.5. 1-boyutlu reel GL denkleminin N, =1 DDA baz modu i¢in indirgenmis ¢oziimleri
ve enerji grafigi

p argimani
1
—Tam
-==indirgenmis
0.5
0
-0.5
-1
0 2 4 6 8

g argumani

—Tam
---indirgenmis

0¥ 10
s ===Tam
B EETEIE S I indirgenmis
-
1.5
-2
n
258
0 001

0.02 0.03 004 0.05
t

Sekil 4.6. 1-boyutlu reel GL denkleminin N, =2 DDA baz modu i¢in indirgenmis
¢oziimleri ve enerji grafigi

Son olarak Tablo 4.5’de artan DDA baz modu sayisina gore tam ve indirgenmis ¢oziimler

arasmdaki hatalar ve MIM’in ne kadar hizli ¢dziim iirettigini gosterir hizlanma katsayisi

verilmistir. Beklendigi gibi DDA baz fonksiyonu sayisi arttik¢a hatalarin azaldigive N, =2

degerinden daha biiyiik degerlere ihtiya¢ olmadig1 gozlemlenmistir. Diger yandan tam ve

indirgenmis enerjiler arasindaki hata azalmaya devam etmistir. Tablo 4.5’in son siitununda

yer alan hizlanma katsayilar1 ise MIM’in MTM’e gore ortalama 2.5 kat daha hizli galistigim

gostermektedir.

Tablo 4.5. 1-boyutlu reel GL denklemi i¢in artan DDA baz fonksiyonu sayisina gore hatalar

N, | 1P (T =P, (T e | 10, (6 T) =G (T Ml | ITEq (Uy) — By (U ) [l | Hizlanma
1 3.73e-02 3.73e-02 3.90e-07 2.71
2 7.45¢-02 7.45¢-02 4.20e-12 251
3 7.45¢-02 7.45¢-02 5.57e-13 2.50
4 7.45e-02 7.45e-02 8.36e-14 2.39
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4.2.2. 2-Boyutlu Reel GL Denklemi (Gerg¢ek Coziimlii)

Bu boliimde Bolim 4.1.2°deki 2-boyutlu modelde = =0 degerleri igin reel GL
denklemi iizerinden MIM incelenecektir. Denklemimiz Q=[0,4~] arahiginda T =0.1
hedef zamani ve « =1 degeri i¢in ele alinsin (Yan ve ark., 2015). Boliintiimiiz

K, =K, =100 aralik ve LGL mertebesi P =2 olacak sekilde olusturulsun. At =0.01 igin

T =0.5 hedef zamanindaki mertebesi tam ¢oziimler ve enerji grafigi Sekil 4.7°de verilmistir.
Goriildiigi tizere 2-boyutlu alan tizerinde de reel GL denklemi i¢in enerji azalma (artmama)

ozelligi sayisal ¢oziimler tarafindan saglanmistir.

pr(z, T) @z, T)

‘ 0.6

0.4
0.2

-9.8696

6
0.2 -9.8696
0.4
0.6
0 -9.86960

0 5 10
X

H

o

Ey(u)

0.2
0.4
0.6

8
= 6
4
2

%

0.05 0.1

X t

Sekil 4.7. 2-boyutlu (gergek ¢oziimlii) reel GL denklemi igin tam mertebeli ¢oziimler ve
enerji grafigi

Cozliimler matrisine TDA uygulanmasi sonucu olusan tekil degerler Sekil 4.8’de verilmistir.
Sekilden de anlasilacagi tizere yine problemin duragan olma yapisindan 6tirii ¢oziimler
zamanla ¢ok fazla degismediginden ¢6ziim matrisinin ranki 2 olup sadece 2 boyutlu bir

indirgenmis model denklem karakteristigini yakalamayi saglamaya yetmektedir.

Tekil Degerler

1 : : : ;

Sekil 4.8. 2-boyutlu (gergek ¢oziimlii) reel GL denklemi i¢in ¢oziim matrislerinin tekil

degerleri
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DDA baz modu sayist N, =1 ve N, =2 i¢in p,(x,T) argiimanmna ait tam ve indirgenmis
mertebeli ¢oziimler ile ilgili enerji grafikleri Sekil 4.9 ve Sekil 4.10°da verilmistir. Hem
N, =1 hemde N, =2 degerlerii¢in indirgenmis ¢dziimler ve indirgenmis enerji, tam ¢dziim
ve tam enerjiyi ¢ok iyi yakalamaktadir. (3.27) ile tanimlanan BBI kriterine gére N, =1 DDA

mod sayist %99.99 oraninda sistem karakteristigini yansitmaktadir.

(s, T) B

0.6 9

0.4 4

0.2 -

0

0.2 0.2

0.4 0.4 ——.
e e | == Ey (1)

98696, 004 006 008 0.1
% X

Sekil 4.9. 2-boyutlu (gergek ¢oziimli) reel GL denkleminin N, =1 DDA baz modu i¢in
indirgenmis ¢ozlimleri ve enerji grafigi

Ph(f- T) Pr ."(I'v T) -9.8696
-9.8696
L
0.2 -9.8696
0.4 — Ea(v)
0.6 === Ep (1)
5 10 5 10 -9'86960 002 004 006 008 0.1
X X t

Sekil 4.10. 2-boyutlu (gercek ¢oziimlii) reel GL denkleminin N, =2 DDA baz modu i¢in
indirgenmis ¢ozlimleri ve enerji grafigi

Son olarak Tablo 4.6’da artan DDA baz modu sayisina gore tam ve indirgenmis ¢oziimler

arasmdaki hatalar ve MIM’in ne kadar hizli ¢dziim iirettigini gdsterir hizlanma katsayilar
verilmistir. BBI kriterine gére N, =1 DDA mod sayst yeterli olacagindan N, =1 DDA mod
sayist i¢in beklendigi gibi hem indirgenmis ¢éziimler hem de indirgenmis eneji tam ¢oziim
ve tam enerjiyi gayet iyi bir sekilde yakalamisgtir. N, =2 i¢in ise ¢6ziim matrisinin rank1 2
oldugundan makine hassasiyetinde hatalar gergeklesmistir. Tablo 4.6’nin son siitununda yer

alan hizlanma katsayilar1 ise MIM’in MTM’e gére ortalama 26 kat daha hizli calistigini
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gostermektedir Ki 2-boyutlu alanlarda bagimsizlik derecesi daha fazla oldugundan MiM

yonteminin etkinligi daha fazla 6ne ¢ikmustir.

Tablo 4.6. 2-boyutlu (gergek ¢oziimlii) reel GL denklemi igin artan DDA baz fonksiyonu
sayisina gore hatalar

N, | 1o (T =P (T | 10, (6 T) =y (T Ml | T, (Uy) =By (Uy ) Il | Hizlanma

1 1.95e-09 1.95e-09 3.24e-11 27.62

2 1.86e-13 2.20e-13 1.66e-11 26.11

4.2.3. 2-Boyutlu Reel GL Denklemi

Bu béliimde gercek ¢oziimii olmayan 2-boyutlu reel GL denklemi icin MIM incelenecektir.

Denklemimiz bu sefer o =5 degeri i¢in Q =[-20,20]" dértgeni tizerinde T =0.5 hedef
zamani icin ele almsm (Yan ve ark., 2015). Bolintimiiz K, =K, =100 aralik ve LGL

mertebesi P =2 olacak sekilde olusturulsun. Baslangi¢ kosullar1 olarak
2 _( 202 2 (y2.y2
X,y)=——=xe ) q(xy)=——=ye ),
Po(%Y) NS Go (X, Y) Nk

fonksiyonlari alinsin. At =0.01 i¢in T =0.5 hedef zamanindaki mertebesi tam ¢oziimler ve
de enerji grafigi Sekil 4.11°de verilmistir. Goriildiigii iizere denklemimiz bu sefer duragan

yapida olmadigindan sayisal ¢oziimler igin enerji azalma 6zelligi daha belirgindir.

pr(x,T) gu(, T)
0 20 0
-5 \
10 0.5 10 0.5 \
—-10 \
- 0 o 0 > 0 : 0 = N\
15
-10 0.5 -10 0.5 20 \
0 20 By 0 20 2% 0.2 0.4 05
X X t

Sekil 4.11. 2-boyutlu reel GL denklemi i¢in tam mertebeli ¢oziimler ve enerji (« =5)
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Coziimler matrisine TDA uygulanmasit sonucu olusan tekil degerler Sekil 4.12°de

verilmistir. Problem duragan yapida bir problem olmayip ¢6ziimler zamanla degismekte

oldugundan ¢6ziim matrisinin ranki bu sefer 19 olarak ger¢eklesmistir. (3.27) ile tanimlanan

BBI kriterine gére N, '=N"=N'=7 DDA mod sayist %99.99 oraninda sistem

karakteristigini yansitmaktadir. DDA baz modu sayist N, =7 igin tam ve indirgenmis

mertebeli ¢oziimler ve hatalar Sekil 4.13°de verilmistir. ilgili enerji grafigi ise Sekil 4.14°de

verilmistir. Indirgenmis enerjinin tam mertebeli enerjiyi ¢ok iyi yakaladig1 ve enerjinin

azaldigi gozlemlenmistir.

Tekil Degerler

20

Sekil 4.12. 2-boyutlu reel GL denklemi i¢in ¢6ziim matrislerinin tekil degerleri (¢ =5)

20 #a(e, T)
10
> 0 a
-10
B 0
X
anl(z, T)
20
10
= 0 =
-10
B o0 =

X

20

20

Ph#(x’T)
20
0.5 10 0.5
0 =~ 0 L 0
05 -10 0.5
N 0 20
X
Grp(z,T)
20
0.5 10 0.5
0 > 0 : 0
0.5 -10 0.5
285 0 20

X

pu(®,T) —prr(3,T)

20

10

> 0

-10

_2_%07

20

(®)

a(z,T) - quy(=,T)
20

_2_%

(@)

o

20

5
x 10

1

0.5

0

0.5

1

-5
x 10

1

0.5

Sekil 4.13. 2-boyutlu reel GL denkleminin N, =7 DDA baz modu i¢in indirgenmis

¢oziimleri ve ¢6ziim hatalar1 (¢ =5)
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—Ew
e B(u)

0 01 02 03 04 05
t

Sekil 4.14. 2-boyutlu reel GL denkleminin N, =7 DDA baz modu i¢in indirgenmis enerji
grafigi (a =5)

Son olarak Tablo 4.7’de artan DDA baz modu sayisina gore tam ve indirgenmis ¢oziimler
arasindaki hatalar ve MiM’in ne kadar hizli ¢oziim iirettigini gdsterir hizlanma katsayilari
verilmistir. Beklendigi gibi DDA mod sayisi arttik¢a indirgenmis ¢éziimler ve indirgenmis
enerji giderek tam mertebeli ¢oziim ve enerjiye yaklasmaktadir. BBI kriterine gore
sectigimiz N, =7 DDA mod sayisi igin kabul edilebilir yeterlilikte ve etkinlikte sonuglar
elde edildigi gozlemlenmistir. Tablo 4.7 nin son siitununda yer alan hizlanma katsayilar1 ise
MIM’in MTM’e gore ortalama 35-80 kat daha hizli galistigin1 gdstermektedir. Dogal olarak

DDA mod sayist arttik¢a hizlanma oran1 da azalmaktadir.
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Tablo 4.7. 2-boyutlu reel GL denklemi i¢in artan DDA baz fonksiyonu sayisina gore hatalar

Ne | IR 6T = P T e | 110, 6 T) = Tl | ITEG(U) =y (U ). | Hizlanma
1 4.78e-01 4.78e-01 2.08e+00 87.11
2 9.70e-02 9.70e-02 5.29e-01 81.36
3 1.57e-02 1.57e-02 2.28e-02 66.72
4 2.31e-03 2.31e-03 1.66e-03 68.36
5 3.48e-04 3.48e-04 2.75e-04 54.60
6 8.65e-05 8.65e-05 1.20e-04 51.89
7 4.02e-05 4.02e-05 4.50e-06 45.95
8 6.10e-06 6.10e-06 3.20e-07 48.08
9 1.51e-06 1.51e-06 7.82e-08 51.70
10 4.12e-07 4.12e-07 7.43e-09 47.25
11 8.92e-08 8.92e-08 2.93e-10 48.85
12 3.16e-08 3.16e-08 7.74e-12 48.56
13 1.02e-08 1.02e-08 5.00e-12 42.32
14 1.42e-09 1.42e-09 5.00e-12 41.45
15 2.38e-10 2.38e-10 2.38e-13 35.46
16 9.55e-11 9.55e-11 3.45¢-13 40.12
17 5.76e-11 5.76e-11 3.16e-13 38.74
18 1.33e-11 1.33e-11 3.34e-13 37.19
19 2.23e-12 2.24e-12 3.06e-13 35.48
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda bir ve iki boyutlu reel GL denklemi uzayda SSEY ve zamanda OVA
yontemi ile ayriklastirilarak sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Her iki yontem icin de teorik
yakinsama mertebelerinin gergeklestigi hesaplanan sayisal hatalar ile gosterilmistir. Reel GL
denklemi i¢in tanimlanmis olan Lyapunov enerji fonksiyonelinin zaman iginde azalma
Ozelligi hem teorik olarak gosterilmis hem de sayisal sonuglarla da s6z konusu azalma

Ozelliginin korundugu gézlemlenmistir.

Ayrica model indirgeme yontemleri kullanilarak sayisal ¢oziimlerin daha hizli ¢éziilebilmesi
saglanmustir. Indirgenmis ve tam mertebeli ¢dziimlere ait sonuglar ve enerji grafikleri,
indirgenmis model ile elde edilen sonuglarin da tam mertebeli sonuglar gibi hassas oldugunu

ve enerjinin azalma 6zelligini de korudugunu gostermistir.

Bundan sonraki asamada reel GL denkleminin {i¢ boyutlu uzay alanlarinda ¢aligilmasi
planlanmaktadir. Ayrica zamanda ayriklagtirma yontemi olarak yakinsama mertebesi 2’den

daha yiiksek olan yontemler {izerinde arastirma yapilmasi 6nerilmektedir.
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