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OZET

Bu calismada, Goldie-ss-tiimlenmis modiil kavrami, T S;sW gosterimi ile verilen ve X modiiliiniin T
ve W alt modilleri igin (T ¥ W)/ c Pess+T)/ o THW), c Des()+W),

kosullarin1 saglayan Bgg bagmtist yardimiyla belirlenen bir denklik bagintisidir. Bu baginti
kullanilarak Goldie-ss-tiimlenmis modiiller tanimlanmig ve birtakim 6zellikleri incelenmistir. Belirli
kosullar altinda fgs bagintisini saglayan y: X — Z epimorfizmasinin ve S5, bagintisinin maksimal
alt modiillerdeki uygulamasi incelenmistir. Ayrica Goldie-ss-yiikseltilebilir modiiller kavraminin
temel Ozellikleri ve genellemeleri f¢g bagintisi yardimiyla, belirlenmistir. Bu baginti yardimiyla

ayrica Goldie-ss-yiikseltilebilir modiiller tanimlanarak 6nemli 6zellikleri belirlenmistir.
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ABSTRACT

In this study, the concept of Goldie-ss-supplemented modules is given with T 8;,W, notation and for

T and W submodules of module x, T TW)/. c (SOCS(X)+T)/T and (T+W)/Wg

(Socs(X) + W)/W is an equivalance relation determined with the help of the relation S, satisfying

the conditions. Using this relation, Goldie-ss-supplemented modules are defined and several
properties are examined. The application of epimorphism y:X — Z and relation B3, has been
examined in maximal submodules, which provides relation S, under certain conditions. In addition,
the basic properties and generalizations of the concept of Goldie-ss-lifting modules are determined
with the help of the relation Sgs. With the help of this relation, Goldie-ss-lifting modules were also

defined and their important properties were determined.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Bu ¢aligmada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalar1 verilmek {izere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

N Dogal Sayilar Kiimesi

Z Tam Sayilar Tamlik Bolgesi

Q Rasyonel Sayilar Cismi

R Reel Sayilar Cismi

c Alt Modiil

C Oz Alt Modiil

N Kesisim Islemi

Og S Halkasinda Sifir Eleman Gosterimi

1s S Halkasinin Birim Eleman Gosterimi
X/ X in T Alt Modiiline Gére Boliim Modiili
1 Kiigiik Alt Modiil Gosterimi

= Izomorf Olma Bagintisi

[Thes Xy {X”}nap Modiil Ailesinin Direkt Carpimi
Yned Xy {X"}nab Modiil Ailesinin Toplami

D epXn {X"}nab Modiil Ailesinin Direkt Toplami
() Urete¢ Kiimesi

(x) x Elemani Tarafindan Uretilen Devirli Modiil



Kisaltmalar Aciklama

Rad(X) X Modiiliiniin Radikali

Des(X) X Modiiliiniin Destegi

Gor(9) 9 Fonksiyonunun Goriintii Kiimesi

Cek(¥) 1 Homomorfizmanin Cekirdegi

End(X) X Modiiliniin Endomorfizmalar Halkas1

Des (X) X Modiiliiniin Basit ve Kiigiik Alt Modiillerin Toplami

KSK Kismen Sirali Kiime



1. GIRIS

Klasik cebirde modiil kavrami, D. Hilbert tarafindan1890 yilinda tanimlanmis ve E. Noether
tarafindan karakterize edilmistir. Bu sayede Grup ve Halka Teorisinin {izerine Soyut Cebir
alaninda yeni bir saha ortaya ¢ikmistir. Modiil kavrami bu gerekge ile cisim ve vektor
uzaylarinin genellemesi dzelligi tasimaktadir. Ustelik halkanin idealleri, o halka iizerinde bir
modiil yapisina sahiptir. Bu gerek¢eyle, modiil kavrami halka ve ideal kavramlarinin
karakterizasyonlarinda kullanilmakta olup arastirma sahasi olarak giincelligini
korumaktadir. Klasik cebirde modiil kavrami iizerine literatiirde birgok calisma yapilmistir.
Bunlardan tez konusunun miladin1 olusturan c¢alismayi ifade ederek baslayalim. H.
Zoschinger 1970’11 senelerde modiillerde tiimleyen kavrami ile timlenmis modiil kavramini
inga etmistir. K. Varadarajan’ in 1979 yilinda tiimleyen alt modiiller tizerinde bir ¢alismasi
bulunmaktadir. X modiili ve T € X i¢in W, X in W + T = X sartin1 saglayan bir minimal
alt modiilii oluyorsa, W ya T alt modiiliiniin tiimleyeni ve T alt modiiline de X de W
timleyenine sahiptir denir. Denk tanim olarak, T nin X de W nin tiimleyeni olmasi i¢in gerek
ve yeter sart W +T = X, W NT K W olmasidir. Tiim alt modiilleri bir tiimleyene sahip
olan modiile, timlenmis modiil ad1 verilir. N. S6kmez, 2011 yilinda yaptig1 tez calismasinda
B* bagintisi ve bu bagintidan yararlanarak Goldie*-tiimlenmis modiil kavramini ¢aligmustir.
X modiiliiniin her T € X alt modiilii i¢cin TB*Z olan Z € X tiimleyen alt modiilii varsa X e
Goldie*-tiimlenmis ya da G*-timlenmis modiil adi verilir. X modiiliiniin her T € X alt
modiilii i¢in TS*W olan X modiiliiniin W direkt toplam terimi bulunabiliyorsa X modiiliine
Goldie*-yiikseltilebilir ya da G *-yiikseltilebilir modiil denir. E. Kaynar, H. Calisic1 ve E.
Tiirkmen, 2020 yilinda yayinladiklar1 ¢aligmalarinda tiimlenmis modiilleri Ss-tlimlenmis
modiiller olarak kuvvetlendirmislerdir. Ayrica bu modiil smifinin birtakim &zelliklerini
bulmusglardir. Bu ¢alismada siklikla kullanilan Des(X) alt modiilii X in ss-tiimlenmis
olmasinda 6nemli bir role sahiptir. Bu kavram soyle tanimlanmaktadir, X in basit ve kiigiik
alt modiillerinin toplami Desy(X) = {3 T <« X |T, X in basit alt modiilii} ile ifade edilir. X
modil S(X) ={T|T € X} olsun.T,W € S(X) oldugu i¢in X S-modiiliiniin tim alt
modiillerinin kiimesi olan S(X) kiimesi tizerinde bir §* bagintis1 T8*W < (T + W) /W «
X/Wve (T +W)/T < X/T seklinde tanimlidir.

X modiil ve T,W < X olsun. T ve W alt modiillerine f4, bagintisina gore denk olduklari

(T + W)/T c (Dess() + T)/T ve T+ W)/W c (Dess(X) + W)/W sart1 ile saglanir ve bu



durum T B4 W ile gosterilir. X modiiliiniin her X € T modiilii igin X de T B4W olacak sekilde
bir ss-tiimlenmis W alt modiilii varsa X e Goldie-ss-tiimlenmis modiil denir. X modiiliiniin
her T alt modiilii i¢in TBsZ olan X in Z direkt toplami bulunuyorsa X e Goldie-ss-

yiikseltilebilir modiil denir.

Yukarida verilen temel tanim ve teoremlerden hareketle bu ¢alismada, Goldie-ss-tiimlenmis
modiiller Goldie*-tiimlenmis modiillerin 6zel bir hali ve Goldie-ss-yiikseltilebilir modiilleri
ise Goldie*-yiikseltilebilir modiillerin 6zel bir hali olarak kavramsallastirilarak S~
bagintisindan daha 6zel olan Bjs bagintist yardimiyla modiil teorisine temel teoremler

kazandirilmstir.



2. GENEL BILGILER

Bu kisimda ¢alismamizda faydalandigimiz gerekli tiim tanim ve teoremler verilmistir.

2.1. Halkalar ve Modiiller

(132

2.1.1. Tanim (S, +, .) cebirsel yapisi degismeli (abel) grup olsun. S tizerindeki “.” ikili islemi

“ 4+ ikili islemi tizerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligine sahipse (S, +,.) Gigliisiine halka

ad1 verilir (Hungerford, 1973).
Bu ¢alismamizda S ile (S, +,.) halkas1 kastedilecektir.

2.1.2. Tanim S halka olsun. x,y € S keyfi elemanlar1 igin xy = yx esitligi varsa S ye
degismeli halka, her x € S i¢in 1gx = x1g olan 15 € S elemani varsa S ye birimli halka denir

ve 15 elemanina S nin birimi adi verilir (Hungerford, 1973).
Z degismeli halkasi igin n > 1 iken M,,(Z) degismeli olmayan halkadir (Hungerford, 1973).
Bu ¢alismamizda tiim halkalar birimli halka olarak alinacaktir.

2.1.3. Tanim S halka, 0 # x € S elemani ig¢in xy = 0 (yx = 0) olacak sekilde S halkasinda
sifirdan farkli bir y € § varsa x € S elemanina sol (veya sag) sifir bolen adi verilir. S
halkasinda sol sifir bolen eleman bulunmuyorsa bu halkaya sol (veya sag) sifir bolensiz halka
adi verilir. Sol ve sag sifir bolensiz halkaya ise sifir bolensiz adi verilir. Sifir bélensiz

degismeli halkaya ise tamlik bolgesi denir (Hungerford, 1973).

Ornegin; Z, halkasi q € P asal tamsayist i¢in sifir bolensiz halkadir. Bdylece Z;, Zy3, Z;3,
... halkalari sifir bolensizdir (Hungerford, 1973).

2.1.4. Tanim S halka ve x € S olsun. zx = 15 (xz = 15) olacak sekilde z € S varsa, x
elemanina sol (sag) terslenebilir, z elemanina x elemaninin sol (sag) tersi denir. Sol ve sag

terslenebilir olan x € S elemanina terslenebilir denir (Hungerford, 1973).



2.1.5. Tanmim Sifir eleman haricindeki her eleman: terslenebilir olan halkaya bolme halkasi
ad1 verilir (Kasch, 1982).

2.1.6. Tanim S halka I, S nin bostan farkl alt kiimesi olsun. I, (S, +) degismeli grubunun bir
alt grubu iken her a,b € I, a.b € I ise, I ya S halkasinin alt halkasi1 ve her r € S ve her a €
I igin ra € I (ar € I) olan I alt halkasina S halkasinin sol (sag) ideali adi1 verilir. I,S

halkasinin sol ve sag ideali ise, I ya S halkasinin ideali ad1 verilir (Hungerford, 1973).

I = {(g :,) |a €Z;r,r' € Q} kiimesi M, (Z) halkasinin bir sol (sag) ideali olmamasina

kargin bir alt halkasidir. Bu da alt halkalarin ideal kavramindan daha 6zel bir kavram

oldugunun bir gostergesidir (Pancar, 2014).

0 ve S ideallerine S nin asikar idealleri ad1 verilir. S nin kendisi haricindeki ideallerinin her
birine 6z ideal denir (Hungerford, 1973).

Ornegin; q € P olmak kaydiyla Z, bir cisimdir. Boylece asikar ideallerinden baska ideali

mevcut degildir. Ancak asal olmayan m = 4 i¢in Z,, halkasmin I = {0, 2} idealinin Z,, nin

bir 6z ideali oldugu agiktir.

2.1.7. Tamim S halkasi ve (X, +) abel grubu verilsin. Her g € Svehera € X igine (q,a) —
qa bi¢giminde tanimli ¢ : S X X — X dis islemi;

(i) Her g € S ve her a, b € X elemanlari igin q(a + b) = qa + qb

(ii) Her g, s € S ve her a € X elemani igin (q + s)a = qa + sa

(iii) Her g, s € S ve her a € X elemani i¢in (gs)a = q(sa)

sartlarini sagliyorsa X abel grubuna “ e ” dis islemi ile birlikte S-modiil ad1 verilir, ¢X yazilisi
seklinde ifade edilir. S birimli 15 olan bir halka olsun. X modiilii her a € X i¢in 1ga = a

esitligini gercekliyorsa X e iiniter sol S-modiil ad: verilir (Hungerford, 1973).

Diger taraftan o : X X S — X dis islemi ile birlikte X sag S-modiil tanimi yapilir. S birimli

halkasinin tanimi geregi ¢S tiniter Sol S-modiil ve Sg nin ise tiniter sag S-modiil oldugu

aciktir. Bu nedenle modiil kavramina, halkalarin bir genellemesi olarak bakilabilir.

Bu calismamizda tiim modiiller, aksi belirtilmedikge iiniter sol S-modiil ¢alisilacaktir.



Zorn Yardimct Teoremi: Y KSK olsun. Y nin her zincirinin bir st sinirt mevceut ise, Y bir

maksimal elemana sahiptir (Hungerford, 1973).

2.1.8. Tanim X modiil, T X in bostan farkli alt kiimesi olsun. Eger T, (X,+) degismeli
grubunda bir alt grup iken her L € T, her q € S igin gl € T ise T ye X in bir alt modiili adi
verilir. T € X gosterimi kullanilir. Tanim geregince 0, X; X de birer alt modiil olup, bu alt
modiillere agikar alt modiiller denir. Oy alt modiilii sadelik i¢in O ile de gosterilebilir. X in

kendisi haricindeki her alt modiiliine 6z alt modiil denir (Hungerford, 1973).

2.1.9. Teorem X modiiliiniin alt modiillerinin kesisimi X in alt modiilidir (Hungerford,
1973).

2.1.10. Tanim X modiil W, X in bir 6z alt modiilii olup, X in W y1 igeren W haricinde bir 6z
alt modili mevcut degilse, W ya X in maksimal alt modiilii ad1 verilir (Kasch, 1982;
Wisbauer, 1991).

2.1.11. Tanmim X modiil ve Y € X keyfi 6z alt modiil olsun. Y, X in bir maksimal alt

modiiliinde iceriliyorsa, X modiiliine es-atom adi verilir (Kasch, 1982).

2.1.12. Tanim X S-modiil T, X in bir alt kiimesi olsun. X in T alt kiimesini kapsayan tiim alt
modiillerinin kesisimine T nin iirettigi alt modiil ad1 verilir. < T > yazilis1 ile sembolize
edilir. T sonlu elemanli iken, < T > ye sonlu tiretilmis ve T = {m} iken, < T >=<m >
ye devirli alt modiil ad1 verilir. Eger X = < T > i¢in T sonlu ise, X e sonlu iiretilmis S-
modiil, X = < m > olan m € X mevcutsa X modiiliine m yardimiyla tiretilmis devirli S-
modiil ad1 verilir (Hungerford, 1973).

2.1.13. Tanim X modiil T € X olmak iizere < T > alt modiiliinde T nin elemanlarina iirete¢

ad1 verilir (Hungerford, 1973).

2.1.14. Teorem X S-modiil Z, X in bir alt modiilii olsun. X/Z bolim grubu, g € S ve a +
Z € X/Z elemanlarii¢in q » (a + Z) — qa + Z bi¢ciminde tanimlanan ¢ : S X X /Z — X /Z
dis islemine gore X /Z bir S-modiildiir. Bu modiile Z alt modiiliine gére X in bolim modiilii
ad1 verilir (Hungerford, 1973).



Kamit. Oncelikle “ o ” isleminin iyi tanimli oldugunu gésterelim. (g, a; + Z) = (qz, ay +
Z) olsun. Buradan q; =q, ve a1 +Z=a,+Z olup a; —a, €Z dir. O halde
q1(a; — az) =(q1a1 — 102) = 1Ay — 2, € Z = qua, + Z = qa, + Z olur.
Dolayistyla e islemi iyi tanimlidir. Her a4, a, € X ve her g, s € S igin

MNqlaz+2)+ (a1 +2))=q((az+a)) +Z)=qlaz +a;) +Z = (qa; +qa,) + Z =
(qa, +Z)+ (qa, + Z) = q(a, + Z) + q(a, + Z) esitligi saglanir.
(i)(g+s)(a,+2)=(q+s)a,+Z=(qa,+sa,)+Z=(qa,+2)+ (sa, +2) =
q(a, +2) + s(a, + Z) esitligi saglanir.

(ii)(gs)(ay, + Z) = (gs)a, + Z = q(say) + Z = q(sa, + Z) = q(s(a, + Z))esitligi
saglanir.

(iv)1g(a, + Z2) = 1ga, + Z = a, + Z oldugu i¢in X /Z tniter sol S-modiildiir. o

2.1.15. Onerme (Modiiler Kural) X modiil ve Z € W olmak tizere T, W, Z; X modiiliiniin alt
modiilleri olsun. Bu kosullarda, (Z + T) N W = Z + (T n W) dir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Kanmit. Hera € (Z+T)NW icin a € Z+ T ve a € W oldugundan a = h + k esitligini
saglayan h € Z ve k € T elemanlari mevcuttur. Z € T iken h € W bulunur. Boylece k =
a—hveaeW,heWikenk € Wolupk € T nW bulunur. Yanih € Z, k € T n W olup
a=h+keZ+(TnW) dir. Budurumda (Z+T)nW < Z+ (T nW) olur. Tersing;
Z+(TnNW)cZ+T ve Z+(TnNW)<S W oldugundan Z+ (T NW)cS (Z+T)nW
kapsamasi bulunur. Dolayisiyla (Z +T)NW =Z + (T n W) dur. O

2.1.16. Tannm X in T, W, Z < X alt modiilleri verilsin. Z + (TNW) = (Z+T)n (Z+ W)
ve ZN(T+W)=0ZNT)+(ZnW) oluyorsa X e dagilimh modil adi verilir
(Tuganbaev, 1999).

2.1.17. Sonu¢ X modiiliiniin T,W,Z € X alt modiilleri verilsin. T+ W =X ve (TN W) +
Z=XiseWNZ)+T=(TnNnZ)+ W = X dir (Sokmez, 2011).

Kanit. Modiiler kural ve hipotezden asagidaki esitlikler bulunur.
TnZ2DH)+W=[TnZ)+(TnW)]+W=[TNZ+TnNnW)H]+W=T+W =X
WnD+T=[WnD+TnW]+T=WnZ+TnW)]+T=W+T=Xco



2.1.18. Teorem T, W, Z bir S-modiiliniin alt modiillerive Z € T, Z S W ikenT/Z =W /
Z olmast i¢in gerek ve yeter sart T = W olmasidir (Wisbauer, 1991).

Kanit. (=) x € T verilsin. Buradan x + Z = y + Z olacak sekilde 3y € W mevcuttur.
Boylece x — y = Z olacak sekilde 3z € Z mevcutolup Z € W oldugundanx = z+y € W
bulunur. Yani T € W kapsamasi elde edilir. Benzer diisiinceyle T ve W nin rolleri
degistirilerek W € T kapsamasi vardir. Buradan T = W dir.

(&) lspat1 agiktir. O

2.1.19. Teorem X S-modiil, T;,T,, X1, X, € X T; € X; ve T, € X, olsun. Eger T; < X; ve
T, K X,iseT; + T, < X; + X, dir (Kasch, 1982).

Kamit. T, + T, + W = X; + X, esitligini saglayan bir W alt modiilii verilsin. Esitligin X, ile
kesisimi alinirsa Ty + [(T, + W) n X;] = X; olup T; < X; kullanilarak (T, + W) n X; =
X, olurve X; c T, + W kapsamasi elde edilir. Ayrica T; € X; kullanilarak T, + W = X; +
X, esitligi bulunur. Simdi her tarafin X, ile kesisimi alinirsa T, + (X, N W) = X, olup T, <
X, oldugundan (X, N W) =X, ve X, c C elde edilir. Yani T, c (T, + W) ve T, c X, C
W olur. Bu durumda T, + T, + W =X; + X, den T, + W =X, + X, ve W =X, + X,
bulunur. Sonug olarak T; + T, K X; + X, dir. i

2.2. Modiil Homomorfizmalari

2.2.1. Tamim X, T S-modiiller y: X — T fonksiyonu verilsin. Her m;,m, € X veherc € S
icin y(my +my) =y(my) +y(m;) ve y(cm;)=cy(m,) sartlarn1 saglanirsa y
fonksiyonuna bir S-modiil homomorfizmas: veya kisaca homomorfizma adi verilir. y
homomorfizmasinin goriintii kiimesine y nin homomorfik goriintiisii denir ve Gor(y)
bi¢iminde yazilir. X den T ye tanimli biitiin S-modiil homomorfizmalarin kiimesi Hom(X, T)
ile gosterilir. Bu kiime her y,u € Hom(X,T), her a € X i¢in (y + p)(a) = y(a) + u(a)
bi¢iminde fonksiyonlarla tanimli toplama islemine gore bir abel grup yapisina sahiptir. X S-
modiil olmak tizere y: X — X homomorfizmasima X in endomorfizmasi denir. X in biitiin
endomorfizmalarinin kiimesi End(X) bi¢cimindedir. Fonksiyonlar kiimesi iizerinde tanimli

toplama ve bileske ikili igslemlerine gore bir halka olan End(X) e X in endomorfizmalar



halkas1 denir. y: X — T bire-bir homomorfizma oluyorsa y ya bir monomorfizma, y orten
homomorfizma oluyorsa y ya epimorfizma ve y hem bire-bir hem 6rten homomorfizma
oluyorsa y ya izomorfizma adi verilir. X den T ye izomorfizma varsa, X ile T ye izomorf

modiiller ad1 verilip X = T yazilis1 ile ifade edilir (Hungerford, 1973).

2.2.2. Teorem X, T modiil olmak iizere, y : X = T homomorfizmasi verilsin. Buradan;

(i) W c X ise, y(W) € T dir. Ozel olarak Gor(y) S T olur.

(i) Z<T ise, y~1(Z) € X olur. Ozel olarak Z=0CS T alinirsa, y~1(0) ={m €
X/ f(m) = 0} alt modiildiir. y1(0) alt modiiline y homomorfizmasmm ¢ekirdegi adi
verilir ve Cek(y) yazilisi ile gosterilir. n: X = X /T dogal homomorfizmasi i¢in Cek(n) =
T dir.

([iiyWwcXvezZcTisey {(f(W)) =W + Cek(y) vey (y1(2)) = Z ny(X) dir.
(iViWecXveZcTisey '(yW)+2) =W +y 2 (2)vey(y t2)nW)=Zny(W)
dir.

(v) u ve Y homomorfizmalar i¢in y = wp ise Cek(y) = u 1(Cek(y)) dir (Alizade ve
Pancar, 1999).

2.2.3. Teorem (Homomorfizma Teoremi) X ve T, S-modilleri i¢in y: X —>T
homomorfizmasi verilsin. Bu takdirde p: X — X/Cek(y) dogal epimorfizma ise y = up
olacak sekilde bir tek u: X/Cek(y) — T monomorfizmasi mevcuttur o da X /Cek(y) = y(X)
dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Kamit. m + Cek(y) € X/Gek(y) keyfi elemant i¢in u(m + Cek(y)) = y(m) ile tammh
wX/Cek(y) = T doniisiimii y = pp kosulunu gercekleyen tek monomorfizmadir. i

2.2.4. Teorem (1. izomorfizma Teoremi) X modiil, T,W < X olsun. Bu takdirde (T +
W)/T =W /(T n W) dir (Alizade ve Pancar, 1999).

Kamit. m € C verilsin. Buradan y(m) = m + T kuraliyla tanimlanan y: W — (T + W)/T
fonksiyonu epimorfizma yapisina sahiptir ve Cek(y) =T N W esitligi saglanir. Teorem
2.2.3den (T + W) /T = W /(T n W) oldugu goriiliir. m



2.2.5. Teorem (2. izomorfizma Teoremi) X modiiliiniin T € W € X alt modiilleri icin
X/W = (X/T)/(W/T) dir (Hungerford, 1973).

Kanmit. m+ W € X/T verilsin. Buradan y(m + T) = m + W kuraliyla verilen y: X/T —
X /W doniistimii bir epimorfizmadir ve Cek(y) = W /T dir. O

2.2.6. Teorem Her sonlu tiretilmis modiil es atomdur (Kasch, 1982).

Kanit. X sonlu tiretilmis modiil; {x;, x5, ..., x,, }, X in bir tirete¢ kiimesi ve T < X olsun. T yi
kapsayan X in 6z alt modiillerinin kiimesi © olsun. Buradan T € X oldugu i¢cin T € ©@ # @
oldugu agiktir. ® igerme bagintis1 geregince bir kismen sirali kiimedir. 1, © nin tam sirali
bir alt kiimesi. W ile 1 kiimesinde mevcut olan elemanlarin birlesimi gosterilirse T € W ve
Y tam sirali oldugundan W < X dir. Ayrica W < X dir. Sayet W, X in 6z alt modiili degilse;
X sonlu iiretilmis oldugundan tam sirali olan Y nm tiim x; leri igeren bir alt kiimesi
mevcuttur. Buna Z diyelim. O halde X € Z olur. Bu nedenle X € y bulunur. Bu, i nin
secimi ile ¢elismektedir. Boylece W < X dir. Sonug olarak W € © olup W, i nin iist sinir1
bulunur. Zorn Yardimci Teoremine gére ® nin maksimal elemani mevcuttur. Bu maksimal

eleman, T yi kapsayan X in maksimal alt modiilii oldugundan X es atomdur. i

2.27. Tanim X modiliinlin endomorfizma halkasinin e;,e, € End(X) elemanlar
idempotent iken e e, = e,e; = 0 esitliklerini sagliyor ise e, e, ye ortogonal idempotent

elemanlar ad1 verilir (Hungerford,1973).

2.2.8. Teorem T + W = X olan pargalanigsa sahip X modiiliiginx =y +z —y(y €T,z €
W) seklinde tanimli e : X — T doniisiimi bir idempotenttir. Buradan Cek(e) = W olup e

elemanmna X modiiliiniin T lizerine W boyunca dogal (kanonik) projeksiyonu adi verilir

(Hungerford, 1973).
2.3. Direkt toplamlar ve Direkt carpimlar

2.3.1. Tanim X modiil ve bu modiiliin alt modiillerinin toplulugu {X"}nap olsun. X =

Ynep Xy Ve her k € ¢, Xg N (Xgzy X,) = 0 ise, X e bu alt modiiller toplulugunun i¢ direkt

toplami ad1 verilir Ve @,¢, X, gosterimi kullanilir. Bu durumda her X; alt modiiliine de X



10

in direkt toplam terimi ad1 verilir. Ozel olarak I = {1,2} ise X;@®X, = X olmas1 i¢in gerek
ve yeter sart X; + X, = X ve X; N X, = 0 olmasidir (Hungerford, 1973).

X modiiliiniin 0 ve kendisi haricinde direkt toplam terimi yoksa bu modiile par¢alanamazdir

ad1 verilir (Sharpe ve Vamos, 1972).

2.3.2. Tanim S halkas1 ve @ # ¢ indis kiimesi verilsin. {Xn}nE(p S-modiillerinin toplulugu
olsun. {a|a: @ — Upep Xy, VN E @ icina(n) € Xn} kiimesine {X"}nap toplulugunun
carpimi denir ve kisaca [[,e, X; gosterimi kullanilir. Her n € ¢ icin a(n) = a, ve a =
(ay)yeqp olarak kullamlir. Burada a, ye a nin 7. bileseni adi verilir. Eger ¢ sayilabilir ise,
a = (ay)pep = (@1, Ay, ..., Ay, ... ) seklinde yazilir.
a,f € HnE(p X, olmak iizere;
(i) a=peoVnE@pigina, =f,
(ii) @ + B = (ay + Bylney:
(i) ~a = (~ay)yeq.
(iv) r € S iken ra = (ray)ye, seklinde tanimli cebirsel islemlere gore [, ¢, X5, kiimesi S-
modiildiir. Bu [], e, X, modiiliine {Xn}UE(p modiiller toplulugunun dis direkt ¢arpimi adi
verilir.

Ve Xn = {(ay)ney| sonlusayidan € ¢ icin a,, # 0} kiimesi, [[,e,X, nin bir alt
modiili olup alt modiile {X”}nap modiller toplulugunun dis direkt toplami1 ad1 verilir. ¢
indis kiimesi sonlu ise, [[,e, Xy = ®Yey Xy dir. I¢ direkt toplam ile dis direkt toplam

izomorftur (Alizade ve Pancar, 1999).
2.4. Kiiciik Alt Modiiller ve Oyuk Modiiller
2.4.1. Tanim X modiil ve T, X in 6z alt modiilii iken T + W = X kosulunu saglayan X in bir

W 6z alt modiilii mevcut degilse T ye X in bir kii¢iik alt modiilii ad1 verilir T « X yazilist
ile ifade edilir (Wisbauer, 1991).
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2.4.2. Onerme

(M) Xmodil, W €T C XiginT <K X ise, W < X dir.

(i) X modil, W € TS Xigcin W KT ise, W < X dir.

@) wy, Wy, ... Wy, 24,25, ..., Z3, X in alt modiilleri V i = 1,2,...,m i¢in W; K Z; iken
Wy + Wy 4+ W, LKZy +Zy + -+ Z,, dir.

(iv) X ve T modil, W X in alt modiili ve y: X — T homomorfizmas: i¢in W < X ise,
y(W) < y(X) dir.

(v) T, X in direkt toplam terimi olmak tizere W € T € X olsun. Buradan, W « T olmasi

icin gerek ve yeter sart W <« X olmasidir (Wisbauer, 1991).

Kanit. (i) W + Z = X kosulunu saglayan Z € X verilsin. W € T oldugu i¢in T+ Z = X
yazilir. Buradan T < X oldugundan Z = X bulunur. Dolayisiyla W « X dir.

(if) W + E = X kosulunu saglayan X in bir E alt modiiliinii alalm. T € X iken (W + E) N
T = T dir. W S T oldugu kullanilirsa Onerme 2.1.15 geregince, W + (T N E) = T yazlir.
W KT iken TNE =T bulunur. Buradan TS E dir. WETCE ve WHE=X
oldugundan E = X dir. Dolayisiyla W <« X elde edilir.

(iii) Ifadenin dogrulugunu m = 2 icin ispatlayalm. W; + W, + E = Z; + Z, kosulunu
saglayan Z; + Z, nin bir E alt modiiliinii alalim. W; « Z; oldugundan (ii) den W, + E =
Z1 + Z, esitligi saglanir. Benzer sekilde W, « Z, oldugundan tekrar (ii) den E = Z; + Z,
saglanir. Boylece W, + W, < Z; + Z, dir. Timevarimla her 2 < m tamsayis1 iginde
ifadenin dogru oldugu gosterilebilir.

(iv) y(W) + Z = y(X) kosulunu saglayan Z € y(X) verilsin. Bu takdirde, y"*(y (W) +
Z) = X olup Teorem 2.2.2 (iv) ile W + y~1(Z) = X esitligi elde edilir. W <« X oldugu i¢in
y~1(Z) = X bulunur. Tekrar Teorem 2.2.2 (iii) ile Z = y(X) dir. Dolayisiyla y(T) < y(X)
dir.

(V) (=) W KT ise, (ii) geregince W <« X dir.

(=) W < X olsun. W + Z =T kosulunu saglayan Z < T verilsin. T, X in direkt toplam
terimi olmas1 sebebiyle X = T@E seklinde E € X vardir. Buradan W + Z + E = X esitligi
elde edilir. W «< X iken Z + E = X dir. Onerme 2.1.15 geregince T=Z+(ENT) =Z
olup W « T bulunur. |

2.4.3. Tanim Bir X modiiliiniin keyfi bir T 6z alt modiilii i¢in T < X oluyorsa X e oyuk
modiil ad1 verilir (Wisbauer, 1991).
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2.4.4. Teorem Oyuk modiillerin tiim boliim modiilleri de oyuktur (Wisbauer, 1991).

Kanit. X oyuk modiiliiniin X/T bolim modilii ve W /T € X/T 6z alt modiilii verilsin.
Buradan W c X olup W « X bulunur. W/T +Z/T = X/T olan Z < X verilsin. Bu
durumda (W + Z)/T = X /T olur ki Teorem 2.1.18 den W + Z = X bulunur. Bu durumda
W « X oldugundan Z = X olup Z/T = X/T elde edilir. Boylece W /T « X /T dir. o

2.5. Yar1 Basit Modiiller

2.5.1. Tanim X in 0 ve kendisi haricinde alt modiilii bulunmuyorsa X e basit modiil denir.

$S sol S-modiilii basit modiil ise, S ye sol basit halka denir. (Alizade ve Pancar, 1999).

2.5.2. Teorem S birimli halkasi i¢in asagidaki denk ifadeler mevcuttur.
(i) S bolme halkasidir.

(ii) S sol basit halkadir.

(iii) S sag basit halkadir (Kasch, 1982).

Kanit. (i) = (ii) S bolme halkasi ve 0 # I, S nin sol ideali ise a # 0 olacak sekilde a € I
eleman1 vardir. S bolme halkas1 oldugu icin a~ta = 15 olacak sekilde a=* mevcut olup I
sol ideal oldugundan 15 = a™1a € I bulunur. Boylece her u € S icinu = ulg € I olup I =
S esitligi bulunur.

(if) < (i) S sol basit halka ve 0 # a € S olsun. Boylece Sa = S esitligi saglanir. Buradan
15 = ua olacak sekilde 0 # u € S eleman1 mevcuttur. Ustelik wu = 15 olacak sekilde w €
S bulunur. Boyleyse w = wlg = w(ua) = (wu)a = 1ga = a olur. Boylece ua = 15 =
au olup a nin tersi vardir. Buradan S bolme halkasidir.

(i) = (iii) ve (iii) = (i) benzer yolla ispatlanabilir. m

2.5.3. Ornek Teorem 2.5.2 ye gore bolme halkalarinin birer basit halka oldugu agiktir. Ancak
basit halkalarin bolme halkasi olma zorunlulugu yoktur. M, (R) matris halkasini ele alalim.

M, (R) bir bdlme halkasi degildir. 0 # X, M, (R) nin bir ideali olsun. Bu takdirde, x,y, z, t €

R elemanlarinin en az biri sifirdan farkli olacak sekilde [8 g * [JZC )t]] € X vardir. X ideal
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[(1) 8],[8 (1)] € M,(R) igin [DZC ﬂ[g 8] = B’ 8] € X,
o ol L T=16 olex ve [ ol b T o=lo olex eie e
Boylece 0 # x € R i¢in X idealinde bir [JZC 3;] matrisi bulunur. Buradan x~* € R igin

[x; 8]EMZ(R) dir. O halde [é 8[’; {][x; 8]:[3 g],le_l 8]:

oldugundan

[10

. o] € X dir.

Diger taraftan [é 8][3 é] = [8 é] € X olur. Boylece [(1) 8 [8 (1) = [8 (1)] eEX

. 1 0 0 O 1 0
dir. Sonug olarak [O O] + [0 1] = [0 1= I, € X bulunur. Dolayisiyla X = M, (R)

esitliginden M, (R) nin bir basit halka olmasina karsin bélme halkas1 olmadig1 gergeklenir
(Kasch, 1982).

2.5.4. Teorem X modiil, T € X olsun. T nin maksimal alt modiil olmasi i¢in gerek ve yeter

sart X /T boliim modiiliiniin basit olmasidir (Wisbauer, 1991).

2.5.5. Tanim X modiiliinde her alt modiil direkt toplam terimi oluyorsa, X modiiliine yar1

basit modiil ad1 verilir (Kasch, 1982).

2.5.6. Yardimc1 Teorem Yar1 basit bir modiiliin sifir disindaki her alt modiilii basit alt modiil
icerir (Kasch, 1982).

Kanit. X yar1 basit modiil, 0 # T, X in sonlu tiretilmis bir alt modiilii ise Teorem 2.2.6 dan
T, W maksimal alt modiiliinde kapsanir. Bu takdirde W@®X; = X olacak sekilde X; alt
modiilii vardir. Onerme 2.1.15den X NT = W®(X, N T) = T dir. Béylece T/W = X; N
T elde edilir. W, T nin maksimal alt modiilii oldugu i¢in Teorem 2.5.4 kullanilarak T /W
boliim modiiliiniin basit oldugu elde edilir. Sonug olarak X; N T, T nin basit alt modiiliidiir.
X in sifir disindaki her alt modiilii sonlu iiretilmis alt modiilii kapsayacagindan X in sifir

disindaki her alt modiilii basit alt modiil igerir. ]

2.5.7. Yardimci Teorem X bir modiil olsun. {X”}nap basit alt modiillerin ailesi olmak lizere

Zne(p Xy, =X veT C X alt modiilii verilsin. Buradan;
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(i) X = TO(D,eaXy) varsa A € ¢ mevcuttur.
(ii) T = @,eaXy olacak sekilde A © ¢ vardir (Kasch, 1982).

2.5.8. Teorem Bir X modiiliine gore asagidakiler denktir;

(1) X in her alt modiilii X in basit alt modiillerinin toplam1 bigiminde yazilir.
(i) X, basit alt modiillerinin toplam1 bigiminde yazilir.

(iii) X, basit alt modiillerinin direkt toplami bigiminde yazilir.

(iv) X yar basittir (Kasch, 1982).

Kanit. (I)=(ii) Asikardir.

(i)=(ii1) Yardimec1 Teorem 2.5.7 (i) den T = 0 esitliginin kabulii ile goriiliir.

(ili))=(iv) Yardimci Teorem 2.5.7 (i) den agiktir.

(iv)=(i) T < X olsun. X; ler T alt modiiliinde igerilen basit alt modiiller olmak tizere T, =
2x;<r X; alt modiiliinii g6zdniine alalim. Hipotezden X in T, direkt toplam terimi vardir.
Yani X = T,®W esitligini saglayan W C X alt modiilii mevcuttur. Onerme 2.1.15 den 0 =
XNT =Ty ®W NT) =T esitligi saglanir. W NT =0 ise T =T, olup (i) gergeklenir.
W n Z # 0 olsun. Yardimei Teorem 2.5.6 dan W N T, E basit alt modiiliinii igerir. Buradan,
T, tanimindan E S To N (W NT) =0 celigkisi geregi T nin basit alt modiillerinin

toplamidir. o

2.5.9. Sonug (i) Yar1 basit modiillerin alt modiilleri de yar1 basittir.
(i1) Yar1 basit modiillerin homomorfik goriintiileri de yar1 basittir.

(iii) Yar1 basit modiillerin toplami da yar1 basittir (Kasch, 1982).

Kant. (i) Teorem 2.5.8 (i) den agiktir.

(ii) X yar1 basit modiil y: X — T homomorfizma ise Teorem 2.5.8 kullanilarak ¥,,c, W, =
X nin basit alt modiillerin toplami bi¢iminde oldugu goriiliir. Her n € ¢ igin y min W, ye
kisitlanigini {y|Wn = ,u} ile gosterirsek, W; basit oldugundan Cek(u) = 0 veya Cek(u) =
W, olup Teorem 2.2.2 ile u(W;,) nin basit oldugu veya u(%) = 0 esitliginin saglandig1
aciktir. Boylece y(X) = Ypep ¥(W,) oldugu igin T birtakim basit alt modiillerin toplami

bi¢iminde yazilir. Teorem 2.5.8 den T yar1 basit bulunur.
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(iif) X yar1 basit modiillerin toplami bigiminde yazilsin. Teorem 2.5.8 den her yar1 basit
modiil basit modiillerin toplam1 bi¢iminde yazilabildiginden X in basit modiillerin toplami

bi¢iminde oldugu goriiliir. Béylece X yari basit modiil olur. m

2.5.10. Teorem S halkasi i¢in belirtilen denk ifadeler vardir;
(1) Her sol S-modiil yar1 basittir.

(i1) Her sonlu iiretilmis sol S-modiil yar1 basittir.

(iii) Her devirli sol S-modiil yar1 basittir.

(iv) S yari basittir (Lam, 1991).

Kanit. (i) = (ii) = (iii) = (iv) Ispat1 agiktir.

(iv) = (i) X herhangi S-modiil x € X iken her y € S i¢in y(y) = yx bi¢iminde tanimlanan
y:S — Sa doniisiimii bir epimorfizma yapisina sahiptir. Homomorfizma teoremi geregi
S/Cek(y) = Sa bulunur. Sonug¢ 2.5.9 (iii) den Sa yar1 basit oldugu igin Sonu¢ 2.5.9 (iii) den

X = Y 4eaSa csitliginden X yari basit bulunur. m

2.6. Modiillerde Destek Kavram

2.6.1. Tanim X in basit alt modiillerinin toplamina X in destegi adi verilir ve Des(X)

bi¢iminde tanimlanir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Buna gore Teorem 2.5.8 den asagidaki sonuglar elde edilir.

2.6.2. Sonu¢ X modiili i¢in asagidaki denk ifadeler vardir;
(i) X in her T alt modiilii Des(T) = T esitligini saglar.

(ii) Des(X) = X seklindedir.

(iii) X basit alt modiillerin direkt toplam1 bi¢iminde yazilir.
(iv) X yar basittir (Kasch, 1982).

2.6.3. Onerme X modiil T € A oldugu igin Des(T) = T N Des(X) dir (Wisbauer, 1991).

Kanit. Keyfi T € X i¢in Des(T) S T ve Des(T) S Des(X) oldugu kullanilarak Des(T) <
T N Des(X) olur. Ote yandan a € T N Des(X) ise a € T ve a € Des(X) dir. Sa sonlu
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tiretilmis yari basit modiil ve Sa € T dir. Buradan a € Sa € Des(T) olur. Yani a € Des(T)
olup Des(T) = T n Des(X) esitligi bulunur. i

2.7. Modiillerde Radikal Kavram

2.7.1. Tanim X modiiliiniin maksimal alt modiillerinin kesisimine X modiliiniin radikali ad1
verilir ve Rad(X) big¢iminde ifade edilir. Sayet X in maksimal alt modiilii mevcut degilse
X = Rad(X) olarak alimir. Béyle X modiiliine radikal modiil adi1 verilir (Kasch, 1982;
Wisbauer, 1991).

2.7.2. Teorem Her modiiliin radikali, onun tiim kii¢iik alt modiillerinin toplam1 bigimindedir

(Anderson ve Fuller, 1992).

Kanit. X bir modiil olmak tizere keyfi T « X alt modiilii verilsin. Eger X in W maksimal alt
modili T yi kapsamazsa W +T =X olup W =X esitliginde bir ¢eliski bulunur.
Dolaysiyla T, X in tim maksimal alt modiillerinde kapsanir ki buradan T S Rad(X)
bulunur. Buradan da Y7« x T € Rad(X) dir. Her m € Rad(X) elemani i¢in (m) = Sm K X
oldugunu gostermeliyiz. m € Rad(X) iken Sm nin X de kiigiik alt modiil olmadigin1 kabul
edelim. Bu durumda Sm + T = X oldugu i¢in en az tek T # X alt modiilii mevcuttur.
Boylece L = {T|m & T,Sm + T = X} kiimesi bostan farklidir. Kabul edelim ki W, L nin bir
zinciri ve Z = Upew F oldugu igin Z, X in alt modiilii olur. X = Z olsam € Z igin m € F
olan 3F € C c L mevcuttur. Boylece F = Sm + F = X esitliginden F € L olmasiyla bir
celiski elde edilir. Buradan X # Z olup Z, W da bir tist sinir olur. Zorn Yardime1 Teoremi
kullanilirsa E, X in bir maksimal alt modiiliiolacak sekilde L, E gibi bir maksimal eleman
kapsar. Dolayisiyla m ¢ E iken m € Rad(X) € E celiskisine ulasilir. Sonug olarak (m) =

Sm < X olmak zorundadir. O

Rad(X) = 0ise, X in 0 haricinde kii¢iik alt modiiliiniin olmadig1 agiktir (Anderson ve Fuller,
1992).

2.7.3. Teorem X modiil ve Y, X in keyfi 6z alt modiilii olsun. Y, X in maksimal alt modiiliinde
kapsaniyorsa Rad (X) « X dir (Wisbauer, 1991).
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Kanmit. Rad(X) + W = X olan keyfi W alt modiilii verilsin. Sayet W # X olsa hipotez
geregince W, X modiiliiniin bir T maksimal alt modiilii tarafindan kapsanan alt modiildiir.
W cTveRad(X) €T ikenX = Rad(X) + W € T dir. Béylece X = T ¢eliskisine ulagilir.
Dolayisiyla W = X olmalidir. Oyleyse Rad (X) <« X bulunur. o

2.7.4. Yardimct Teorem X bir modiil olmak iizere I indis kiimesi verilsin. Her n € ¢ igin
T ST, SXise Ny, (T;/T) = (Npey T,y)/T dir (Wisbauer, 1991).

Kamt.Herm + T € Ny, (T, /T)vehern € picinm + T € T, /T ikenm € T, dir. Boylece
mE€Npe, T, olur ki m+T € (Nye, T,)/T elde edilir. Boylece Nyeq, (T,/T) €

(Nyee Ty)/T bulunur. Benzer yolla ters kapsama da bulunur. O

2.7.5. Teorem X modiil olsun. Boylece asagidaki 6zellikler vardir;

(i) Rad(X/Rad (X)) = {0} dur.

(ii) T < X iken, Rad(T) S Rad(X) dir.

(iii) W modiil olmak iizere her y € Homg(X, W) i¢in y(Rad(X)) S Rad(W) dir. Eger
Cek(y) € Rad(X) ise, y(Rad(X)) = Rad(y(X)) dir. Ozel olarak her y € End(X) igin
Y(Rad(X)) € Rad(X) dir.

(iv) TcX ise, (T+Rad(X))/T S Rad(X/T) ve T S Rad(X) ise Rad(X/T)=
Rad(X)/T dir.

(V) X yar1 basit ise, X in her bir 6z alt modiilii tek maksimal alt modiiliinde igerilir.

(Vi) X =@®iem € pX, ise Rad(X) = @pepRad(X;) ve X/Rad(X) = Dpe,(Xy/
Rad(X,)) dir.

(vii) X modiilii igin Rad(X) = X olmasi igin gerek ve yeter sart X in keyfi T sonlu tiretilmis
alt modiilii T « X olmasidir (Kasch, 1982; Wisbauer, 1991).

2.7.6. Teorem X es atom modiil ise, Rad(X) « X dir (Wisbauer, 1991).

Kanit. Rad(X)+ T =X esitligini saglayan T alt modiili i¢cin X # T olsun. Hipotez
geregince T, X in W maksimal alt modiilii tarafindan igerilir. Boylece T € W, Rad(X) S
WikenX = Rad(X) + T < W olur. Béylece X = W geliskisi ¢ikar. Dolayisiyla T = X olup
Rad(X) « X elde edilir. i
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2.7.7. Sonug Sonlu iiretilmis her modiiliin radikali kiigiik alt modiildiir (Wisbauer, 1991).

Kanit. X sonlu tiretilmis modiil olsun. Teorem 2.2.6 kullanilarak X in her 6z alt modiiliiniin
maksimal alt modiilde kapsandig1 goriiliir.

Bu nedenle Teorem 2.7.6 dan Rad(X) «< X dir. m
2.8. Yerel ve Yar1 yerel Modiiller

2.8.1. Tanim X in tiim 6z alt modiillerinin toplami tekrar X in bir 6z alt modiilii oluyorsa, X

e yerel modiil ad1 verilir. ¢S yerel modiil oluyorsa S ye yerel halka ad1 verilir (Wisbauer,
1991).

2.8.2. Teorem 0 # X modiiliiniin yerel olmasi igin gerek ve yeter sart X in sonlu tiretilmis
(devirli) bir tek maksimal alt modiiliiniin bulunmasidir. Buradan X modiiliiniin maksimal alt

modiilii Rad (X) bigimindedir ve Rad(X) <« X saglanir (Wisbauer, 1991).

Kanit. X yerel modiil, X in tiim 6z alt modiillerinin toplami T ise, T # X olur. Buradan, en
az bir a € X elemani i¢in a € T oldugu i¢in Sa € T dir. T ifadesinin tanimi kullanilarak
Sa =T esitliginden X in devirli modiil oldugu goriiliir. Bunun yaninda T alt modiiliiniin tek
maksimal alt modiilii oldugu bellidir. Zit olarak, X devirli ve X sadece T maksimal alt
modiiliine sahip ise X in sonlu iiretilmis oldugu kullanilarak X modiiliiniin her 6z alt modiilii
T tarafindan igerilir. Béylece X in tiim 6z alt modiillerinin toplami1 T olur ki bu ise X in yerel
modiil olmasi anlamina gelir. Sonug olarak Rad(X) = T olup X devirli oldugundan Sonu¢
2.7.7 kullanilarak Rad(X) « X bulunur. m

2.8.3. Tamim X S-modiilii i¢in X /Rad (X) yar1 basit oluyorsa X e yar1 yerel modiil ad1 verilir.
S sol (sag) S-modiil olarak yar1 yerel halka oluyorsa, bu S halkasina yar1 yerel halka adi
verilir (Facchini, 1998).

2.8.4. Teorem (i) Yar1 yerel modiiliin tim bdliim modiilleri yar1 yerel modiildiir.

(i) {Xn}r/E(p yar1 yerel modiillerin toplulugu olmak iizere @,¢,X, = X yan yereldir (Lomp,

1999).
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Kanit. (1) X yart yerel modiil, y: X — T epimorfizma ise her a + Rad(X) € X/Rad(X) i¢in
7(a+ Rad(X)) =y(a) + Rad(T) olarak tanimlanan 7:X/Rad(X) — T/Rad(T)
donligiimii epimorfizmadir. X yari yerel oldugu i¢in X /Rad (X) yar basit olup Sonu¢ 2.5.9
(i1) kullanilarak T /Rad (T) nin yari basit oldugu buradan T nin yar1 yerel oldugu goriiliir.
(ii) Her i € I igin X,,/Rad(Xy) yar basittir.

Teorem 2.7.5 (vi) ve Sonug 2.5.9 (iii) kullanilarak X /Rad(X) = @ye, (X, /Rad(X,)) yar

basit oldugunda X yar1 yerel bulunur. o

2.8.5. Teorem X modiilii i¢cin asagidakiler saglanir,
(i) X yar1 yerel modiildiir.
(if) Rad(X) = Rad(S)X esitligi vardir (Kasch, 1982).

Kamt. (i) X S-iiretilmis oldugu igin I # @ indis kiimesi olmak iizere y:S® — X
epimorfizmasi vardir. S yar1 yerel iken Teorem 2.8.4 (ii) kullanilarak S° nin yar yerel S-
modiil oldugu goriiliir. Boylece Teorem 2.8.4 (i) den X yar1 yereldir.

(if) Teorem 2.7.5 (i) geregi Rad(S)X € Rad(X) dir. S yart yerel halka oldugundan
S/Rad(S) bolim halkasi yari basittir. Buradan X/(Rad(S)X), S/Rad(S)-modiil olup
Teorem 2.5.10 (i) den X/(Rad(S)X) yar basit olur. Boylece Rad(X/Rad(S)X)) =0
esitliginden Rad(S)X S Rad(X) kapsamasi gelir Teorem 2.7.5 (iv) kullanilirsa 0 =
Rad(X/Rad(S)X)) = Rad(X)/(Rad(S)X) esitligi gorilir ki. Buradan Rad(X) =
Rad(S)X yazilir. O
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1.Tiimlenmis Modiiller

311 TanimT € X inT + Z = X esitligini saglayan Z alt modiiliiniin minimali W ise W ya

T alt modiiliiniin toplamaya gore tiimleyeni (veya kisaca tiimleyeni) adi verilir (Wisbauer,

1991).

3.1.2. Tanim X in her alt modiilii X i¢inde bir tiimleyen igeriyorsa, X e tiimlenmis modiil ad1

verilir (Wisbauer, 1991).

3.1.3. Teorem X modiil, X; ve T, X in alt modiilleri ve X; tiimlenmis olsun. Eger X; + T nin

X de timleyeni varsa, T nin de X de bir tiimleyeni vardir (Wisbauer, 1991).

Kanit. X; + T nin X i¢indeki tiimleyeni W ve X; N (T + W) alt modiiliiniin X; igindeki
timleyeni Z olsun. Bu takdirde W, X; + T nin X i¢indeki tiimleyeni oldugundan (X; + T) +
W=X,X+T)nW KW ve Z, X; n (T + W) nin X; igindeki timleyeni oldugundan
XNn(T+wW)+Z=X,ve (X;n(T+W))NnZ K Z dir. Buradan X; + T+ W =X; n
(T+W)+Z+T+W=Xolup T+ W+Z=X elde edilir. Diger yandan, T n (W +
2)SWNT+Z2)+Zn(T+W) olup Zc X, ve ZN (T + W) < Z bulunur. Sonug
olarak TN (W + Z) K W + Z olup W + Z, T nin X igindeki timleyenidir. i

3.1.4. Teorem X; ve X,; X in alt modiilleri olmak iizere X = X; + X, olsun. Eger X; ve X,

tiimlenmigse, X de tiimlenmistir (Wisbauer, 1991).

Kamit. T € X ve W da (X; + T) n X, nin X, iginde bir tiimleyeni olsun. Bu durumda X; +
X, =X +[X1+T)nX,] + W =X, +T+ W =X bulunur. Ayrica W,(X; +T) N X,
nin X, i¢inde bir tiimleyeni oldugundan (X; + T) N W = ((X; + T) N X,) olur. Dolayisiyla
W X, + T nin X iginde bir timleyenidir. Yani X; + T, X de timleyene sahip olur. X;
tiimlenmis oldugu i¢in Teorem 3.1.3 geregi T, X de tiimleyene sahip olur. Dolayisiyla X

tiimlenmistir. i

3.1.5. Teorem T ile W, X modiiliiniin alt modiilleri iken W, T nin timleyeni oldugu i¢in;
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(1) X sonlu tiretilmis iken, W alt modiilii de sonlu iiretilmistir.
(if) T, X in maksimal alt modiilii iken Rad(W) = T n W olacak bigimde yerel W alt modiili
vardir.

(i) Z « XikenZNW K W olup Rad(W) =W N Rad(X) seklindedir.

(iv) E <T olmak iizere (W+E)/ £ X/ g de Wy  bolim modiiliiniin timleyenidir
(Wisbauer, 1991).

3.1.6. Teorem Oyuk modiiller timlenmistir (Wisbauer, 1991).

Kanit. X oyuk modiil, X in herhangi bir 6z alt modiilii T iken W € X i¢in T + W = X kosulu

sadece W = X iken gergeklenir. Tanim 3.1.1 den X, T nin bir tiimleyenidir. m
3.1.7. Teorem Tiimlenmis modiillerin boliim modiilleri de tiimlenmistir (Wisbauer, 1991).

Kanit. X timlenmis modiili ve T € W C X alt modiilleri verilsin. Buradan W + Z = X ve
W NnZ K Zolan Z € X alt modiilii mevcuttur. Teorem 3.1.5 (iv) den S T)/T, W/T nin

X /7 de timleyeni oldugundan X /7 bdliim modiiliiniin timlenmis oldugu goriiliir. O

3.1.8. Tanim X, S-modiil T € X iken T + W = X kosulunu saglayan her W alt modiilii igin
T nin W' < W olan W tiimleyeni varsa T, X de bol tiimleyene sahiptir. (Wisbauer, 1991).

3.1.9. Tanim X in her alt modiilii bol tiimleyenleri igeriyorsa X modiiliine bol tiimlenmis ad1
verilir. X in her sonlu iiretilmis alt modiiliiniin bol tiimleyenleri bulunuyorsa X e sonlu bol
tiimlenmis modiil ad1 verilir (Wisbauer, 1991).

3.1.10. Sonug¢ X bol tiimlenmis ise tiimlenmistir (Wisbauer, 1991).

3.1.11. Teorem X bol tiimlenmis modil ve T, X de tiimleyen alt modiil ise T de bol
timlenmistir (Wisbauer, 1991).

Kamit. W, T timleyenine sahip olsun. Ayrica Z + E = W olan keyfi Z, E < T verilsin. Z nin
E' € E olan bir E' timleyeninin bulundugunu gosterelim. Z+E =T ve W+ T =X
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oldugundan W + Z + E = X olur. X bol tiimlenmis oldugundan W + Z nin X iginde E' € E
olan bir E' tiimleyeni vardir. Burada ' € EC T iken Z+E' CT dirr X =W +Z+E'
oldugu i¢in T nin tiimleyen olmasi sebebiyle Z + E' = T yazilir. Ayrica ZNE' € (W +
ZYNE"KE"ikenZNE' « E'olup E', Z nin T iginde E' € E bigiminde bir tiimleyeni olur.

Dolayisiyla T bol tiimlenmistir. m

3.2. Zayif Tiimlenmis Modiiller

3.2.1. Tanim X modiilii ve T € B verilsin. Eger T + W = X ve T N W < X olacak sekilde
bir WC X varsa W ya T nin X de bir zayif tiimleyeni ad1 verilir. X in her alt modiiliiniin bir

zayif timleyeni mevcutsa X e zayif tiimlenmis modiil adi verilir (Clark ve ark, 2006).

3.2.2. Teorem X modil, T € W ve T, W < X olsun. Bu durumda X /T zayif tiimlenmis iken
X /W zayif timlenmistir (Clark ve ark, 2006).

Kanit. Z/W < X/W olsun. T € W oldugundan Z/T < X/T olup Z/T nin X/T iginde E /T
gibi bir zayif tiimleyeni vardir. Buradan (Z/T) + (E/T) = X/T ve (ZNE)/T < X/T olur.
BudurumdaZ + E = Xolup (Z/T) + (E + W) = X/W bulunur. (Z/W) n (E + W)/W =
[(ZNE)+W)]/W esitligi saglanir. [(ZNE + W) + F]/W = X/W olsun. Bu durumda
(ZNE)+F =XolupT €W S Fiken [(Z N E)/T] + F/T = X/T bulunur. (Z N E)/T &
X/T olmasi sebebiyle F/T = X /T olur ki F = X ve buradan da F/W = X /W elde edilir.
Dolaysiyla (Z/W)n (E +W)/W K X/W olup (E + W)/W, Z/W nin X/W da bir zayif

timleyeni olur. Sonug olarak X /W boliim modiilii zayif timlenmistir. i

3.2.3. Teorem X modiil, T < X sart1 ile eger X/T zayif timlenmis ise X modilii zayif
tiimlenmistir (Clark ve ark, 2006).

Kamit. W € X, X/T zayif timlenmis iken (W + T)/T nin X/T i¢inde Z/T gibi zayif
timleyeni oldugu acgiktir. Bu durumda W +Z =X olur. (W NZ)+E =X esitligini
saglayan bir E € X alalim. Buradan [W N Z) +T)]/T + (E+T)/T = X/T olup [(W n
Z)+ T)]/T < X/T oldugundan (E +T)/T = W/T bulunur. Yani E + T = X olup T <K X
oldugundan E = X dir.
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Dolayisiyla W NZ < X olup Z, W nin X de bir zayif timleyenidir. Dolayisiyla X zayif

timlenmistir. |

3.2.4. Sonug¢ Zayif timlenmis modiillerin tiim boliim modiilleri zayif tiimlenmistir (Clark ve
ark, 2006).

Kanit. X zayif timlenmis modiil ve T € X olsun. X /T bolim modiiliinii ele alalim. X zayif
timlenmis ve X/{0} = X oldugundan X/{0} da zayif tiimlenmistir. {0} S T oldugu i¢in

Teorem 3.2.2 kullanilarak X /T boliim modiilii de zayif timlenmis bulunur. O

3.2.5. Sonug¢ Zayif timlenmis modiillerin tiim homomorfik goriintiileri de zayif timlenmistir
(Clark ve ark, 2006).

Kanit. y: X - T homomorfizma ve X zayif timlenmis olsun. Bu takdirde Sonu¢ 3.2.4 den
X/Cek(y) bolim modiilii zayif timlenmistir. Boylece y(X) = X /Cek(y) oldugundan y (X)

de zayif timlenmis olur. o

3.2.6. Teorem X modiil, T, X; € X ve X; zayif timlenmis olsun. Bu takdirde X; + T, X de
zay1f timleyene sahip olmak sartiyla T de X de zayif tiimleyene sahiptir (Clark ve ark, 2006).

Kanit. Hipotez geregince X; + T nin X modiiliinde W gibi bir zayif tiimleyeni vardir. Bu
durumdaX; + T+ W = Xve (X; + T)N W < X olur. X; zayif timlenmis oldugundan (T +
WYnX, in X; icinde Z gibi bir zayif tiimleyeni mevcuttur. Dolayisiyla X; =
(T+W)nX))+Z ve (T+W)NX,)NZ KX, dir. Buradan X; + T+ W = [((T +
WIYN X))+ Z|+T+W=T+Z+W =X dir. (X;+T)NW <X oldugu icin (Z +
TYNW K Xve(T+W)nNnZ K X; bulunur ki buradan (T + W) N Z « X dir. Budurumda
TNZ+W)S(Z+T)NW)+((T+W)NZ) KX olup Z+ W, T nin X de zayif

timleyeni olur. O

3.2.7. Teorem X; ve X,; X S-modiiliinlin zayif tlimlenmis alt modiilleri olmak tizere X; +

X, = X ise X zayif tiimlenmis modiildiir (Clark ve ark, 2006).
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Kamit. T € X olsun X; + (X, +T) nin X de bir {0} zayif timleyeni vardir ve X; zayif
timlenmis iken Teorem 3.2.6 dan X, + T de X iginde bir zayif tiimleyene sahip oldugu
goriiliir. X, zayif timlenmis iken tekrar Teorem 3.2.6 dan T de X i¢inde bir zayif tiimleyene

sahip oldugu goriiliir. Sonug olarak X zayif tiimlenmistir. i

3.2.8. Sonu¢ Zayif timlenmis modiiliin sonlu toplami zayif tiimlenmistir (Clark ve ark,
2006).

3.3. SS-Tiimlenmis ve SS-Yiikseltilebilir Modiiller

3.3.1.Tanim X modiliinin kii¢iik basit alt modiillerinin toplami olan X in Dess(X) =

Y{T « X | T, X in basit alt modiilii} alt modiilii seklinde tanimlanir (Zhou ve Zhang, 2011).

3.3.2.Tanim X modilive T,W < X verilsin.EgerT + W = XveT N W < Des (W) ise W
ya T nin X de ss-tiimleyeni ad1 verilir (Kaynar ve ark, 2020).
Tanim 3.3.2 den goriilecegi iizere yari basit her modiil ss-tlimlenmistir. ss-timlenmis her

modiil timlenmistir.

3.3.3. Sonu¢ X modiilii sonlu tiretilmis olsun. Bu durumda, X modiiliiniin ss-tiimlenmis
olmasi igin gerek ve yeter sart X in timlenmis ve Rad(X) € Des(X) olmasidir (Kaynar ve
ark, 2020).

3.3.4. Ornek r asal tamsay1 olmak iizere X = Z_« (1 < k € Z) yerel Z-modiilinde k = 1
alinirsa X basit modiildiir. Bu sebeple X ss-timlenmistir. k = 2 alinirsa X basit modiil
degildir. Ancak Rad(Z,2) = Des(Z,2) = Z, olup X ss-tiimlenmistir. Ozel olarak k = 2 ve

r = 2 alinirsa Z, SS-timlenmis olur. Cilinkii bu durumda Z, e ait alt modiil diyagrami

{0}
formunda olup Des(Z,) = Rad(Z,) = {0, 2} dir.
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k =3 alirsa Z k-1 = Rad(Z,x) # Des(Z,x) = Z, oldugu icin Sonu¢ 3.3.3 den X ss-
timlenmis degildir. Bunu 6rnegin; k = 3 ve r = 2 i¢in daha agik ifade edelim. Zg e ait alt

modiil diyagrami

{0}

formundadir. Des(Zg) = {0,4} =Z, ve Rad(Zg) =1{0,2,4,6} =7, oldugu icin
Des(Zg) # Rad(Zg) dir. Ayrica Desg(Zg) = Des(Zg) N Rad(Zg) = {0,4} dir. Sonug
itibariyle Zg yerel Z-modiilii timlenmis iken ss-timlenmis degildir. Z, yerel Z-modiilii ss-

tiimlenmistir, ancak yari basit degildir (Kaynar ve ark, 2020).

3.3.5. Yardimci Teorem X modiilii i¢in Desg(X) = Rad(X) N Des(X) dir (Kaynar ve ark,
2020).

Kanit. Desy(X) € Rad(X) ve Desy(X) € Des(X) oldugu agiktir. Buradan Desy(X) S
Rad(X) N Des(X) kapsamasi vardir. Her a € Rad(X) N Des(X) igin, Sa yar1 basit oldugu
icin n € Z* iken Teorem 2.6.2 den Sa = P,®P,® ....®P, parcalanisini saglayan
Py, ..., P, € X basit alt modiilleri mevcuttur. Sa < X iken Onerme 2.4.2 () den 1 <i<n

icin P; < X yazilir. Boylece a € Sa € Desy(X) dir. i

3.3.6. Onerme X bir modiil olmak iizere, T € Rad (X) ve T yar1 basit ise, T <« X dir (Kaynar
ve ark, 2020).

Kamit. T+ W = X esitligini saglayan ¢ € X verilsin. T yari basit iken (TN W)®T' =T
seklinde T nin T’ direkt toplam terimi mevcuttur. O halde bu iki esitlikten T+ W =
(TAW)BT 1+ W =T"+W =X olur. Ayrica T'nW =(T'nT)nW =T"n(TnN
W) = 0 olmasi sebebiyle T'@W = X elde edilir. Teorem 2.7.6 kullanilarak ve Rad(T") <
Rad(T) = 0 iken Rad(X) = Rad(T")®Rad(W) = Rad(W) oldugu goriiliir. Hipotezden
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X=T+WCCRad(X)+W =Rad(W)+W < W olur. Boylece X =W olup T KX

bulunur. 0

3.3.7. Yardimci Teorem X modiil T,W < X i¢in asagidaki denk kosullar saglanir;

(i) T, X de W ss-timleyenine sahiptir.

(M)T+W =X, TnW < Rad(W) ve T N W yar basittir.

() T+W=X, TnW K WveT nW yar basittir (Kaynar ve ark, 2020).

Kamit. ()= (ii) W, T nin ss-timleyeni ise T+ W =X ve TNW <€ Desg(W) yazilir.
Buradan TN W < Rad(X) N Des(X) olup Yardimci Teorem 3.3.5 den T N W basit alt
modiillerin toplami olup T N W yar1 basit bulunur.

(i)= (i) T+ W =XveTnW < Rad(W) ve T n W yar1 basit olsun. Onerme 3.3.6 dan
TNW K Zolur.

({i)=>OX=T+W,TnW KW ve TnW yar basit olsun. T n W < Des,(W) olup

istenen elde edilir. O

3.3.8. Onerme X (bol) ss-tiimlenmis modiil oldugu igin X in her bdliim modiilii (bol) ss-
timlenmistir (Kaynar ve ark, 2020).

3.3.9. Tanim X modil W €T € X iken T/W K X/W ise T alt modiili W alt modiilii

tizerinde ad1 verilir (Clark ve ark., 2006).

3.3.10. Teorem X modiilinin T ve W alt modiilleri verilsin T nin W nin tizerinde olmast

icin gerek ve yeter sart T + Z = Z kosulunu saglayan her Z € X i¢cin W + Z = X olmasidir
(Clark ve ark., 2006).

Kamit. (=) T, W iken T/W K X/W dir. T+ Z = X olan Z € X alalim. Bu takdirde
X/W=((T+Z)/W=T/W)+Z+W)/W, T/W LK X/W oldugu i¢in (Z + W)/W =
X/WveZ+W = Xdir.

(=) (T/W)Y)+ (E/W) =X/W olan E/W < X/W iken (T + E)/W = X/W oldugu i¢in
T + E = X olur. Hipotez geregince W +E =X olup W C E oldugu i¢in E = X dir.
Buradan T/W <« X /W oldugundan T, W nin {izerindedir. o
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3.3.11. Tanim X modiilii T'@W = X in bir parcalanigina sahiptir, T' ST ve TNW <
Des;(W) ise, her T € X modiiliine ss-yiikseltilebilir ad1 verilir (Eryilmaz, 2020).

3.3.12. Tanim X modiiliiniin T € X alt modiilii verilsin. iken X/T nin (W + T)/T direkt
toplam terimii¢in Z + T = W + T ve Z € W olan her X in Z direkt toplam terimi mevcutsa
T alt modiiliine X de hemen hemen gii¢lii yiikseltilebilirdir (QSL) adi verilir (Alkan, 2009).

3.3.13. Teorem X ss-yiikseltilebilir modiiliiniin her direkt toplami da ss-yiikseltilebilirdir
(Eryilmaz, 2020).

Kanmit. T, X in keyfi direkt toplam terimi ise T@®T' = X olacak sekilde X in T’ alt modiilii
vardir. X ss-yiikseltilebilir oldugu i¢in, X in Z, W S T alt modiilleri igin W +Z = X, W n
Z S Desy(Z) iken W&(T N Z) = T pargalanisi vardir. Boylece W N (TNZ) =W NT)N
Z=WnNZ,WnZyarnbasitolur. WNZ K XveWnNZ KT oldugu icin WB(T N Z) =
T iken W N Z < T n Z bulunur ki bu ise T ss-ytikseltilebilir oldugunu gosterir. O

3.3.14. Teorem Kiigiik radikale sahip bir X modiilii i¢in asagidaki denklikler saglanir;
(1) X, ss-yiikseltilebilirdir.
(2) X yiikseltilebilir ve Rad(X) € Des(X) dir (Eryilmaz, 2020).

3.3.15. Teorem S halkasi i¢in asagidaki denklikler saglanir;
(1) &S, ss-yiikseltilebilirdir.

(2) &S, ss-tiimlenmistir.

(3) Her sol S-modiilii ss-tiimlenmistir (Eryilmaz, 2020).

(4) S yart miikemmel ve Rad(S) € Des( sS)

Kanit. (1)=(2) ispat1 agiktir.
(2)=(3)=(4) (Kaynar ve ark, Teorem 41) den ispat1 agiktir.
(4)=(1) Teorem 3.3.14 ten ispat1 agiktir. m

3.3.16. Teorem X ss-yiikseltilebilir, (T + W) /W, X/W nin direkt toplam terimi oldugu igin
X in her direkt toplam terimi olan T igin X /W ss-yiikseltilebilirdir (Eryilmaz, 2020).
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3.3.17. Teorem X zayif dagilimli modiil iken T € X ise X /T ss-yiikseltilebilirdir (Eryillmaz,
2020).

Kamit. W®Z = X oldugu i¢in X/T =[(W +T)/T)]+[(Z+T)/T)] ve T=T+ (W n
Z)=T+W)n(T+Z). Boylece X/T=[W+T)/TI®[(Z+T)/T)] bulunur.
Buradan X /T Teorem 3.3.16 ya gore ss-yiikseltilebilirdir. i

3.4. SS-Yari yerel Modiiller

3.4.1. Tanim X in T, W < X alt modiilleri verilsin. W, T nin zayif timleyeni ve T N W yar1
basit ise, W ya T nin bir zayif ss-tiimleyeni denir (Olgun ve Tiirkmen, 2020).

3.4.2. Yardime1 Teorem X modiiliiniin T ve W alt modiilleri igin verilenler es degerdir;
MT+W=XveT nW < Des,(X) dir.

(if) T, W zayif ss-tiimleyenine sahiptir.

(i) T+W=X,TnW < Rad(X) ve T N W yar basittir (Olgun ve Tiirkmen, 2020).

Kamit. (D=(i) T+W =X ve TNnW < Desg(X) ise, Yardimct Teorem 3.3.5 ile
Desy(X) = Rad(X) N Des(X) oldugundan T N W < Dess(X) olup T NW yan basittir.
Diger yandan, T N W S Rad(X) olup T N W « X dir. Boylece W, T alt modiiliiniin zayif
tiimleyenidir.

(i)=(iit) W, T nin X de zayif timleyeni ve T N W yar1 basitiken T+ W =XveT N W K
XolupT NnW < Rad(X) dir.

(ii)=>0) T+W=X,TNnW S Rad(X) ve TNW yar basit, TN W < Rad(X) ve T n
W < Des(X)olupT N W < Rad(X) N Des(X) = Desg(X) dir. o

3.4.3. Tanim Her alt modiilii zayif-ss-tiimleyene sahip olan modiile ss-yar1 yerel modiil ad1

verilir (Olgun ve Tiirkmen, 2020).

ss-yar1 yerel modiiller yar1 yerel iken yar1 yerel bir modiiliin ss-yar1 yerel olmasi gerekmez.

Bunu 6rnekle agiklamadan once asagidaki Yardimer Teoremi inceleyelim.



29

3.4.4. Yardimci Teorem Des(X) = 0 olan ss-yar1 yerel bir X modiili sifir modiildiir (Olgun
ve Tiirkmen, 2020).

Kanit. T € X olsun. Hipotez uyarinca, T+ W = X ve TN W < Desy(X) olacak sekilde
W € X vardir. Buradan TN W S Desg(X) € Des(X) =0 ve boylece TOW = X dir.
Dolayisiyla X = Des(X) = 0 dur. i

3.4.5. Ornek Z- modiil olan X = Q yu goz 6niinde bulunduralim. O zaman X in maksimal
alt modiilii mevcut olmadigi i¢in X = Rad(X) dir. Bdylece X/Rad(X) = 0 yar1 basittir. Bu
nedenle X yar1 yereldir. Kabul edelim ki X ss-yar1 yerel olsun. Des(X) = 0 oldugu i¢in
Yardimcr Teorem 3.4.4 e gore X = 0 geliskisi ¢ikar. Bu nedenle X ss-yar1 yerel bir modiil

olmaz (Olgun ve Tiirkmen, 2020).

3.4.6. Onerme ss-yari yerel bir X modiilii igin T,W € X ve T + W = X ise W' € W olacak
sekilde T alt modiiliiniin X de W' zayif ss-timleyeni vardir (Olgun ve Tiirkmen, 2020).

Kamit. T N W = Z olsun. X ss-yar1 yerel oldugundan, Z + E = X ve Z N E € Desg(X) olan
E < X vardir. Modiiler kurala gore WNX=WN(Z+E)=Z+(WNE)=W yazln.
Buradan T+ W =T+ (Z+ (WNE)) =T+ (WNE)=X dir. Ayrica TN(WNE) =
(TNW)NE =ZnNE S Dess(X) olmasi sebebiyle W N E X de T nin zayif-ss-tiimleyeni

oldugu goriiliir. i

3.4.7. Onerme Yan yerel X modiilii icin Rad(X) € Des(X) olsun. O halde X ss-yar1 yerel
dir (Olgun ve Tiirkmen, 2020).

Kanit. Rad(X) yari basit iken Desy(X) = Rad(X) N Des(X) = Rad(X) ve X/Desg(X) =
X/Rad (X) modiillerinin her ikisi de yar1 basittir. O halde X, ss-yar1 yerel dir. m

3.4.8. Onerme ss-yar1 yerel X modiiliiniin kiiciik alt modiilii T ise, T € Desg(X) dir (Olgun
ve Tiirkmen, 2020).

Kanit. Hipoteze gore, T + W = X ve T N W < Desg(X) olan bir W alt modiilii mevcuttur.
T < Xise W = X elde edilir. Boylece TN W =T NX =T < Des;(X) olur. m
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3.4.9. Sonug X ss-yart yerel modiil, Rad(X) « X verilsin. Rad(X) € Des(X) dir (Olgun ve
Tiirkmen, 2020).

3.4.10. Sonu¢ X modiilii sonlu iiretilmis oldugundan X modiiliiniin ss-yar1 yerel olmasi igin
gerek ve yeter sart X in yari1 yerel ve Rad(X) S Des(X) olmasidir (Olgun ve Tiirkmen,
2020).

3.4.11. Teorem X modiil, Rad(X) « X olan bir X modiilii i¢in asagidaki denk kosullar
verilir;

(1) X ss-yar1 yereldir.

(i) X yar1 yerel, Rad (X) alt modiilii X de zayif ss-tiimleyene sahiptir.

(iii) X yar1 yerel, Rad(X) € Des(X) dir.

(iv) X zayif timlenmistir, Rad(X) € Des(X) dir.

(V) X zayif radikal tiimlenmistir ve Rad(X) € Des(X) dir (Olgun ve Tiirkmen, 2020).

ss-yar1 yerel her modiil zayif tiimlenmis iken zayif timlenmis bir modiiliin ss-yar1 yerel

olmas1 gerekmez.

3.4.12. Ornek X = Zg Z-modiilii i¢in Rad(X) = {0,2,4,6} , Des(X) = {0,4} ve Artinian
modiiller zayif timlenmis oldugu i¢in, X zayif timlenmistir. Sonu¢ 3.4.10 a gore X ss-yari

yerel degildir (Olgun ve Tiirkmen, 2020).

3.5. B* Bagintis1

3.5.1. Tanim X modiilii ve S(X) = {T|T < X} alt modiilleri ailesi verilsin. T, W € S(X) i¢in
S(X) kiimesi lizerinde bir £ bagintis1 Tf*W < (T + W)/W K A/C ve (T+W)/T KL
X /T bi¢iminde tanimlidir (S6kmez, 2011).

3.5.2. Yardimci Teorem 8%, S(X) kiimesi iizerinde bir denklik bagintisidir (Sokmez, 2011).

Kamit. Yansima: VT € S(X) i¢in (T +T)/T ={T} K X/T oldugundan TS*T bulunur.

Dolayistyla f* bagintisi, S(X) kiimesi iizerinde yansima 6zelligine sahiptir.
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Simetri: T,W € S(X) i¢cin TS*W ise (T+W)/W K X/W ve (T+W)/T < X/T dir.
Buradan da W *T oldugu agiktir.

Gegisme: T,W,Z € S(X) elemanlar1 i¢cin TB*W ve WB*Z iken TB*W olmasi sebebiyle
(T+W)/K X/W ve (T+W)/T K X/T ve WB*Z olmasi sebebiyle (W +Z)/Z LK X/Z
ve (W +Z)/W « X /W elde edilir. TB*Z oldugunu gostermek i¢in (T + Z2)/Z K X/Z ve
(T+2)/T < X/T oldugunu gostermeliyiz. (T + Z)/T + Q/T = X/T kosulunu saglayan
Q/T < X/T alt modiiliinii alalim. Bu takdirde Z + Q = X dir ve bu esitlikten (Z + W) /W +
(W +Q)/W = X/W yazilabilir. Buradan da hipotezde (W + 2)/W < X/W olarak
verildiginden W + Q = X bulunur. Benzer sekilde W + Q = X oldugundan X /T = (T +
W)/T + (Q/T) yazabiliriz. Yine hipotezde (T + W) /T « X/T oldugu gz oniine alinirsa
X/T = Q/T elde edilir. Buradan (T + Z)/T < X/T elde edilir. Benzer yontemle (T +
Z)]Z K X/Z bi¢ciminde yazilabilir. o

3.5.3. Teorem X in, T ve W alt modiilleri i¢in asagidaki denklikler saglanir;

Q) Tpw.

@QT+W+Z=XolanherZc Xi¢cinT +Z =X ve W + Z = X saglanir.

(3) T + E = X kosulunu saglayan her E € X igin W + E =XveW + F = X olanher F €
X i¢in T + F = X dir (Sokmez, 2011).

Kanit. (1) = (2) TB*W olsun. T + W + Z = X kosulunu saglayan Z € X verilsin.T + W +
Z =X esitliginden (T+W)/W + (Z+W)/W = X/W bulunur. Hipotezde (T + W)/
W & X /W oldugundan W + Z = X dir. Benzer sekilde T + Z = X esitligi de goriiliir.
(2)= (3) T + E = X kosulunu saglayan X in keyfi bir E alt modiilliii¢in T+ E+ W =W +
E = X elde edilir. Benzer sekilde W + F = X esitligini dogrulayan her bir F € X alt modiilii
icin T + F + W = X yazilabilir ve yine hipotezden T + F = X bulunur. Tersine, T + W +
Z =X esitligini saglayan Z € X verilsin. T+ (W +Z) =X iken hipotezden W +
(W + Z) = X yazilabilir. Boylece W + Z = X elde edilir. Bu adimda T ve W nin rolleri
degistirilerek T + Z = X esitligine ulasilir.

B =0Q (T+W)/W KLKX/W ve (T+W)/T K X/W oldugunu gostermeliyiz. (T +
WY/W +G/W = X/W olan G/W < X/W alt modiilii verilsin. Bu takdirde T+ W + G =
X olup W < G oldugundan T + G = X olur. Bdylece hipotezden W + G = X olup W € G
iken G = X bulunur. Sonug olarak (T + W) /W <« X/W sonucuna ulasilir. Benzer sekilde
(T+W)/T < X/T oldugu da gosterilebilir. m
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3.5.4. Teorem (i) X modiilii ve T « X verilsin. Bu takdirde TS*W ise keyfi W € X igin
W « X dir.

(if) X modiilinde bulunan her bir kiigiik alt modiil ¢ifti §* bagintis1 ile birbirlerine denktir
(Sokmez, 2011).

Kanmit. (i) T « X veTB*W iken W + F = X olan F € X alt modiilii verilsin. Boylece TS*W
oldugundan T+ F = X ve T K X iken F = X esitliginden W <« X dir.

(i) T ve W, X in keyfi kiigiik alt modiilleri ise T + Z = X esitligini her Z € X alt modiili
icin Z = X ve buradan W + Z = X dir. Ayrica W + E = X esitligini saglayan E € X alt
modiiliii¢in E = X dir. Dolayisiyla T + E = X bulunur. Boylece Teorem 3.5.3 geregi TS*W

sonucuna ulasilir. ]

3.5.5. Sonu¢ X modiiliinde bulunan kiigiik alt modiillerin kiimesi S* bagintisina gore tek
denklik sinifi belirtir (S6kmez, 2011).

3.5.6. Sonu¢ X modiiliiniin oyuk olmasi igin gerek ve yeter sart X in tiim 6z alt modiillerinin

B* bagmtisina gore birbirine denk olmasidir (Sokmez, 2011).

Kanit. X oyuk modiil ise X in her bir alt modiilii X de kiigiik alt modiildiir. Teorem 3.4.4 (ii)
den X in tiim 6z alt modulleri birbirine denk bulunur. Tersine, X in tiim 6z alt modulleri
birbirine denk oldugunu kabul edelim. T € X keyfi bir alt modiili icin T + W = X olan W
C X verilsin. Buradan TS*W oldugundan W + W = X buradan da W = X bulunur. Yani

T « X olur. Bu da istenendir. O

3.5.7. Teorem X moduli ve W € T < X verilsin. T alt modiilu W alt modiili Uzerinde ise
TL*W dir (Sokmez, 2011).

Kanit. T alt modiilii W alt modiiliiniin iizerinde ise T + E = X esitligini saglayan her E € X
icin W + E = X dir. Ayrica W € T oldugundan W + Z = X esitligini saglayan her Z € X

icin T + E = X oldugu agiktir. Teorem 3.5.3 geregi goriiliir. o

3.5.8. Teorem X modiilii ve T, W < X verilsin. TS*W ise asagidaki 6zellikler mevcuttur;
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(1) T ve W alt modiillerinin, X de tiimleyenleri varsa aynidir.

(2) T ve W alt modiillerinin, X de zayif tiimleyenleri varsa aynidir (S6kmez, 2011).

Kanit. (1) Z € X alt modiiliiniin T nin bir timleyeni oldugunu kabul edelim. Z, T + Z = X
olan alt modiillerin minimal olanidir. TS*W iken Teorem 3.5.3 ten W + Z = X olur. Simdi
Z nin X de W nin bir tiimleyeni oldugunu dogrulamak i¢in W + E = X olan bir E € Z alt
modiilii alalim. Bu takdirde yine TS*W iken Teorem 3.5.3ten T + E = X dir. Buradan da Z
alt modiilii T nin bir timleyeni ve E € Z oldugundan Z = E elde edilir. O halde Z, W alt
modiiliiniin de bir tiimleyeni bulunur. Ustelik B* bagmtis1 simetrik oldugu i¢in benzer
islemlerle W nin tiimleyenlerinin ayrica T nin de birer tiimleyeni oldugu goriiliir.

(2) T nin Z < X in zayif tiimleyeni oldugunu kabul edelim. Boylece T+ Z = XveT N Z K
X yazilir. Hipotez geregince TS*W iken Teorem 3.5.3 ten W + Z = X bulunur. W nin X de
Z zayif timleyenine sahip oldugunu dogrulamak i¢in (W N Z) + F = X olan bir F € X alt
modilini alalm. W +Z =X ve (W N Z) 4+ F = X oldugundan Sonu¢ 2.1.17 geregince
W+(ZnF)=X ve Z+ (W NF)=X yazilabilir. Yine TS*W oldugundan T + (Z N
F) =X bulunur. Z+ (W N F) = X esitliginden de Z + F = X yazilabilir. Tekrar Sonug
2.1.17 geregince T + (ZNF) =X veZ + F = X oldugundan F + (Z NT) = X elde edilir.
Hipotezde T N Z < X olarak verildiginden F = X dir. Boylece W nin X de Z zayif
tiimleyenine sahip oldugu gériiliir. Ustelik 8* bagmtisinin simetrik olusu kullanilarak W nin

her zayif timleyeninin ayrica T nin de bir zayif timleyeni oldugu goriiliir. i

3.5.9. Teorem X modiiliiniin Ty, T,, Wy, W, alt modiilleri i¢in T; S*W; ve T, B*W, ise (T, +
T,) ™ (W; + W,) dir (S6kmez, 2011).

Kamit. Z € X olmak tizere (Ty +T,) + (W, + W) +Z =X ise Ty f*W, iken W, + T, +
Wy+Z=XveT, +T,+W,+Z =X yazlabilir. T, *W, olmas1 sebebiyle W; + W, +
Z=XveT; +T,+Z = X bulunur. Sonug olarak Teorem 3.5.3 geregi (T; + T,)B*(W; +
W,) elde edilir. |
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3.6. Goldie*-Yiikseltilebilir ve Goldie*-Tiimlenmis Modiiller

3.6.1. Tanim (i) X modiiliiniin eger her T € X alt modiilii i¢in TS*W kosulunu saglayacak
sekilde X modiiliinde bir W direkt toplam terimi mevcut ise, X e Goldie*-yiikseltilebilir ya
da G*-yiikseltilebilir modiil ad1 verilir.

(i) X modilinin her T € X alt modiili i¢cin TS*Z kosulunu saglayacak sekilde X
modiiliinde bir Z tiimleyen alt modiilii mevcut ise, X e Goldie*-tiimlenmis veya kisaca G *-

tiimlenmis modiil ad1 verilir (S6kmez, 2011).

Her oyuk modiil, hem G*- yiikseltilebilirdir hem de G *- timlenmistir (Sokmez, 2011).

3.6.2. Teorem X modiiliiniin G*-timlenmis (G *-yiikseltilebilir) olmasi igin gerek ve yeter
sartherT € X altmodiliicin T+ W =Z+W =T+Z (T+W =E+ W =T+ E)olan
X in en az bir W kiigiik alt modiiliiniin ve Z tiimleyen alt modiiliiniin (E direkt toplam

teriminin) mevcut olmasidir (S6kmez, 2011).

Kanit. (=) X in G*-tiimlenmis oldugunu kabul edelim. T € X alt modiilii i¢in T*Z olan X
de bir Z tiimleyen alt modiilii bulunsun. Boylece Z+ F =XveZNF K ZolanbirZ € X
mevcuttur. Teorem 3.5.9 geregince TS*(T + Z) ve ZB*(Z + T) bagmtilar1 vardir. Teorem
3.5.8 den de F alt modiilii T ve (Z + T) i¢in de bir zayif timleyendir.

W = (Z+T)NF K X olarak segilirse modiiler kural1 yardimiyla,
T+W=T+[Z+T)NFl=Z+T)N(T+F)=Z+T)NX=Z+T
Z+W=Z+[Z+T)NFl=CZ+T)NEZ+F)=CZ+T)NX=Z+T

esitlikleri elde edilirve T + W = Z + W = Z + T sonucuna ulasilir.

(&) Tersine T € X alt modiili i¢in W, X in kiigiik alt modiilii ve Z, X de bir tiimleyen alt
modiliise, T+ W =Z + W =T + Z esitlikleri saglansin. T + H = X olan H € X alalim.
Buradan T+ W + H = X esitligi vardir. T+ W =Z + W oldugundan Z+W +H =X
elde edilir. W « X oldugundan da Z + H = X sonucuna ulasilir. Tersine Z + K = X
esitligini saglayan herhangi bir K € X verilsin. Boylece Z + W + K = X esitligi vardir. T +
W=Z+WikenT + W + K = X elde edilir. W « X oldugundanda T + K = X sonucuna
ulagilir. Boylece TS*Z bagintisina ulasilir ve Teorem 3.5.3 geregi X modilii G*-

timlenmistir. o
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3.6.3. Sonu¢ (i) X in T € X alt modiiliiigin Z + W = T olan X in Z tiimleyen alt modiilii ve
X de W kiigiik alt modiili mevcutsa X modiilii G*-tiimlenmistir. X modiiliiniin dagilimli
olmas1 durumunda iddianin ters yonii de gerceklenir.

(i) X, G*-timlenmis, Rad(X) € T iken T € X ise Z+ W =T olan Z € X tiimleyen alt

modiili ve W « X alt modiilii mevcuttur (Sokmez, 2011).

Kant. (i) Hipotez ve Teorem 3.6.2 geregince, X G *-timlenmis modiildiir. Tersine X G*-
timlenmis ve dagilimli modiil olsun. Bu takdirde T € X alt modiilii igin T8*Z olan Z € X
timleyen alt modiilii mevcuttur. Boylece Z + E =X, ZNE K Z ise E € X vardir. Tf*Z
iken Teorem 3.5.3den T + E = X elde edilir. Esitligin Z ile kesisimi alinarak X in dagiliml
modiil olmasi kullanilirsaZ =Z N (T+E)=(ZNT)+ (ZNE)=ZnNT esitligi bulunur.
Dolaysiyla Z € T dir. Ayrica TB*Z oldugundan Teorem 3.5.8 geregi E, T nin bir zayif
timleyenidir. Boylece T N E < X dir.BuradanT N (Z + E) = Z + (T n E) = T elde edilir.
(if) X modiilii G*-tlimlenmis ve Rad(X) S T olmak lizere T € X ise Teorem 3.6.2 geregi
T+Z+W=T+Z =W olan X in bir W kii¢iik alt modiilii ve bir Z tiimleyeni vardir. W <
Rad(X) ve Rad(X) S T iken W < T bulunur. Dolayisiyla Z + W = T dir. m

3.6.4. Teorem X G*-timlenmis modiilii ve T < X verilsin. X in her W tiimleyen alt modiilii
icin (T + W)/T, X/T nin bir tiimleyen alt modiilii ise; X /T boliim modiilii G *-tiimlenmistir
(Sokmez, 2011).

Kamit. T € Z € X olmak ilizere keyfi bir Z/T € X /T alt modiilii verilsin. Z € X ve X modiili
G*-timlenmis oldugundan ZB*W olan X in bir W tiimleyen alt modiili mevcuttur.
(Z/T)+ (E/T) = X/T olan her bir E/T € X/T alt modiilii i¢in Z + E = X esitligi vardir
ve ZB*W ise W + E = X bulunur. Buradan da [(W + T)/T] + (E/T) = X/T sonucuna
ulasilir. Benzer yolla [(W + T)/T] + E/T = X/T esitligini saglayan her E/T < X/T alt
modiliii¢in (Z/T) + (E/T) = X/T esitligi saglanir. Yani (Z/T) B*(W + T)/T dir. Ayrica,
W nin X de bir timleyen alt modiil olmas1 kullanilarak hipotez geregince (W + T)/T nin
X /T boliim modiiliinde bir tiimleyen alt modiil oldugu goriiliir. Sonug olarak, X /T, G*-

timlenmistir. m]
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Bss Bagitisi

4.1.1. Tanim X modilinin T,W € X i¢in T+ W)/T c (Dess(X) + T)/T ve

T+ W)/ w S (Dess(X) + W)/ w kapsamalari saglaniyorsa T ve W alt modiillerine Bgg

bagintisina gore denktir denir ve T B, W ile gosterilir.

4.1.2. Yardime1 Teorem [ bir denklik bagintisidir.

Kanit. Yansima: Her T € X igin, T/TE (DeSS(X)+T)/T oldugundan T T, olup

yansima Ozelligi saglanir.
Simetri: Tps;W bagmtis1  verilsin. Bdylece (Tgh W)/T c (Dess(X) + T)/T ve
T+ W)/W c (Dess(X) + W)/W olup buradan T+ W < Desg(X)+T ve T+ W <

Desg(X) + W kapsamalari saglanir. W+ T)/W c (Des;(X) + W)/W ve (W + T)/T c

(Dess(X) + T)/ 7 oldugundan W 5T olup simetri 6zelligi saglanir.

Gegisme: TBssW ve W BsZ olsun. Buradan
(T+W) fpc (Dess(X) +T) /ve (T +W) fu < (Dess(X) + W) fu

W + Z)/W < (Desg(X) + W)/W e W+ Z)/Z < (Desg(X) + Z)/Z

Olur. Boylece
T+WC Desg(X)+TveT +W S Desy(X) + W
W+ZC Desg(X)+WveW +Z S Des,(X) +Z
elde edilir,
Desg(X) alt modiiliiniin ve S5 bagintisinin tanimi kullanilarak T + Z € Desy(X) + T ve

T + Z < Desg(X) + Z bulunur ki bu ise T B35Z oldugunu gosterir. i

4.1.3. Onerme y: X — T bir epimorfizmast i¢in asagidaki ifadeler saglanir;

(D W,Z < X ve Wi Z ise y(W)Pssy(Z) bagmtisi vardir.

(2Q)W,Z € Tve WpB:Z ise y Y (W)Biy~1(Z) bagmtisi vardur.

(3)W S X, C C Desy(X),E CTvey(W)pPiE ise Wiy 1(E) bagintis1 vardir.
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Kamit. (1) X in W ve Z alt modiilleri verilsin. W Bs.Z iken W + Z € Des,(X) + W ve W +
Z € Desg(X) + Z kapsamasi vardir. Dolayisiyla y(W) + y(Z) € Des,(T) + y(W) ve
YyW) +y(Z) € Desy,(T) + y(Z) olup y(W) By (Z) elde edilir.

(2) W,Z < T ig¢in W BssZ olsun. Boylece W + Z € Des,(T) + W ve W + Z < Desy(T) +
Z bir epimorfizma oldugu icin y “1(W) + y"1(Z) € Des,(X) + Wvey t(W) +y~1(2) c
Desy(X) + Z olup y Y (W) By ~1(Z) dir.

(3) y(W)BisE, W € Des,(X) ve E = T iken y(W) + E € Desy,(T) + y(W) ve y(W) +
E € Des,(T) + E bulunur. y bir epimorfizma ve W € Des,(X) oldugundan y~1(E) +
W S Desg(X)+y Y(E) ve y YE)+ W S Dess(X)+ W elde edilir. Dolayisiyla
W By~ 1(E) olur. O

4.1.4. Onerme T,W; € X alt modiilleri igin, Dess(X) € W, c A dyle ki W, + W, = X ve
T BssW; oldugundan T &€ W, dir.

Kanmit. T € W, olsun. Desg(X) € W, oldugundan T + W, = X oldugunu biliyoruz. Buradan
W, = X ¢eliskisi ¢ikar. O halde T & W, dir. O

4.1.5. Onerme W € T ve T C X bir maksimal alt modiilii verilsin. WBsZ ise Z € T dir.

Kanmit. Z £ T iken Z + T = X olup buradan W B;;Z ve Dess(X) € T den T + W = X olur.
Ancak
W € T olmas1 T = X esitligini verir. Bu ise bir ¢eliskidir. O halde Z € T olmalidir. ]

4.1.6. Onerme X modiiliiniin Ty, T,, W, W, alt modiilleri i¢in T; S, W, ve T,B:W, olsun. Bu
takdirde (T} + T,)Bss (W + W)) ve (T, + Wy)Bss(W; + T,) olur.

Kanit. T, Bss W, ve T, s W, olsun.

T, + W, € Desg(X) + Ty ve T; + W; € Desy,(X) + W,
T, + W, € Dess(X) + T, ve T, + W, € Desy(X) + W,
Kapsamalar1 yardimiyla

(Ty + T,) Bss (W1 + W) ve (Ty + W,)Bss (W, + T,) bagintisi elde edilir. i
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4.1.7. Sonu¢ T,W € X ve Z € Dess(X) iken TBss(W + Z) oluyorsa T S;sW olur.

Kamt. Onerme 4.1.6 dan ve 0B:Z nin bir sonucu olarak Z € Desy(X) oldugundan

W Bss(W + Z) olur. Bu durum S;, bagintisinin gegisme 6zelliginden elde edilir. i
4.1.8. Sonu¢ T, W, ..., W, € X icin TBsW; i = 1,...,nise TBss iy W; dir.

4.1.9. Ornek (i) Her modiil ¢ifti B bagintisina gére denk olmayabilir rnegin, G bir cisim

olmak tizere,

0 G

S = [g g = {[J(; }Z]] |x,y,Z € G} halkas1 verilsin. S S-modiiliinde X = 0 0

]veTz

[0 0
0 G
(il) Z X Z, Z-modiilde Z x {0} ve {0} X Z alt modiilleri de birbirine izomorf olmalarina

] alt modiilleri birbirine izomorfken B bagmtisina gore birbirine denk degillerdir.

ragmen, B4 bagintisina gore denk degildirler.

4.1.10. Sonu¢ X modiliiniin T, W alt modiilleri i¢in TB;;W ise, her Z € X i¢in T + W +
Z=Xiken, T+Z=XveW +Z = X dir.

Kanit. TBssW olsun, T + W + Z = X esitligini saglayan Z € X verilsin. T+ W + Z = X,
(T+W)Y/W + (Z+W)/W = X/W bulunur. (T + W)/W < X/W oldugu igin W + Z =
X elde ederiz hipotez yardimiyla benzer sekilde, T + Z = X oldugu gosterilebilir. O

4.1.11. Sonu¢ T ve W, X in kii¢iik ve yar1 basit alt modiilleriyse, o zaman T g, W dir.

Kanit. (T +W)/W < Des,(X/W), (T + W)/T < Des,(X/T) oldugunu kanitlayacagiz.
(Birkenmeier ve ark., 2010) geregi (T +W)/W K X/W ve (T+W)/T K X/T dir.
ni: X — X/T ve n,: X — X/W dogal homomorfizmalar olsun. n,(T) = (T + W)/W ve
ni(W) = (T + W) /T yazilir. T ve W yar1 basit alt modiillerinin homomorf goriintiileri olan
(T+W)/W ve (T +W)/T bolim modilleride yar1 basittir. Buradan (Kasch, 1982)

geregince ispat tamamlanir. i

4.1.12. Teorem X in T, W alt modiilleri i¢in asagidaki denklik verilir.
(1) TBssW.
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(2)T+ W + Z = X olan her T ve W yari basit alt modiilii ve her bir Z alt modiilii i¢in T +
Z =XveW + Z = X esitlikleri vardir.

(3) X yar1 basit olacak sekilde T,W < X verilsin.T + E = X olanher E € Xicin W + E =
X bulunur. AyricaW + F =X olanher F € X i¢in T + H = X dir.

Kamit. (1)=(2) Tps;W olsun. T4+ W +Z =X olan her Z € X verilsin. T4+ W +Z =X
esitliginden [(T + W) /W] + [(Z + W) /W] = X/ W yazilabilir. Hipotezde (T + W)/W <
Des,(X/W) iken (T + W )/W < X /W saglanir. Boylece W + Z = X oldugu goriiliir.
Benzer sekilde T + Z = X oldugu da gosterilebilir.

(2)=@3) T+ E = X olan her bir E € X alt modiili verilsin. Boylece T+ E+W =X
yazilabilir ve hipotezden W + E = X esitligi elde edilir. Benzer yolla W + F = X esitligini
saglayan her F € X alt modiilii verilsin. Boylece T + F + W = X yazilabilir ve yine
hipotezden T + F = X bulunur.

B)= () T+W+Z = X olan keyfi Z € X verilsin. T + (W + Z) = X iken (3) geregi
W+ (W +2Z) =X yazilabilir. Buradan da W + Z = X sonucuna ulasilir. Uygulanan
adimlarda T ve W alt modiillerinin rolleri degistirilerek benzer yolla T + Z = X oldugu
gosterilebilir.

)= (1) (T+W)/W < Desy(X/W) ve (T+W)/W < Desg(X/T) olup (T +W)/
W <X /Wve (T +W)/T KX /T oldugunu gostermeliyiz. T ve W alt modiilleri yar1
basit oldugundan (T +W)/W ve (T+W)/T bolim modilleri yart basittir.
(Kasch, 8.1.5.(2)) geregince [(T+W)/W]+G/W =X/W olan G/W c X/W alt
modiilii verilsin. Bu takdirde T+ W + G = X olup W < G oldugundan T + G = X olur. Bu
durumda hipotezden W + G = X olup W € G oldugundan da G = X bulunur. Boylece
(T +W)/W « X /W sonucuna ulasilir. Benzer islemlerle (T + W )/T < X /T oldugu
da gosterilebilir. Buradan (T + W)/W < Des,(X/W) ve (T +W)/T S Desy(X/T)

oldugundan ispat tamamlanur. i

4.1.13. Sonu¢ X modiiliiniin kii¢iik ve yar1 basit alt modiillerin kiimesi, S, bagintisina gore

tek denklik sinifi belirtir.

4.1.14. Teorem T,W < X alt modiilleri i¢in TS, W ise T, W nin mevcutsa ss-tiimleyenleri

aynidir.
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Kamit. Z € X alt modiiliiniin T nin bir ss-tiimleyeni oldugunu kabul edelim. Boylece Z alt
modiilii T + Z = X esitligini saglayan alt modiillerin minimal olanmidir. Ayrica TN Z K Z
dirve T N Z yan basittir. TS;sW oldugundan Teorem 4.1.12 geregi W + Z = X olur. Simdi
Z < X nin W alt modiiliiniin bir ss-tiimleyeni oldugunu gergeklemek i¢in W + E = X olan
bir E € Z alalim. Bu takdirde yine TSs;W oldugu i¢in Teorem 4.1.12 den T+ E =X
bulunur. Béylece Z alt modiilii T nin bir ss-tiimleyeni ve E € Z oldugu i¢in Z = E bulunur.
(Kasch, 1982) den T N Z nin yari basit ve E € Z i¢in T N E yar1 basit olmasi kullanilarak
T N E nin yar1 basit oldugu goriiliir. Dolayisiyla Z alt modiili W nin da bir ss-tiimleyenidir.
Ustelik Bi; bagmtis1 simetrik oldugu i¢in aym ydntemle W min ss-tiimleyenlerinin ayni

zamanda T nin de ss-tiimleyeni oldugu gortliir. i

4.1.15. Teorem X modiiliiniin yar1 basit olan T, W < X i¢in Z S Desg(X) olsun. Bu takdirde
TBssW & TBsc(W + Z) dir.

Kanit. (=) Kabul edelim ki TssW olsun. T + (W + Z) + E = X olan her bir E € X i¢in
T+(W+2Z)+E =X ve Zc< Desg(X) oldugundan T + W + E = X bulunur. T + W +
E = X ve TpssW oldugu kullanilarak Teorem 4.1.12denT + E = X ve W + E = X yazilir.
Boylece T+ E =X ve (W + Z) + E = X sonucuna ulasilir. Yine Teorem 4.1.12 geregi
TBss(W + Z) bulunur.

(&) TBss(W +2Z) verilsinn. T+ W +E =X olan her EC X alt modili i¢in T +
(W + Z) + E = X yazilabilir. Ayrica TBss(W + Z) oldugundan Teorem 4.1.12 geregi T +
E=Xve(W+Z)+E = X bulunur. Z € Des,(X) kabuliinden de W + E = X elde edilir.
O halde Teorem 4.1.12 geregi T BssW elde edilir. i

4.1.16. Teorem Des,(X) = 0 olan X in X; alt modiilii ve yar1 basit olan X, alt modiilii
verilsin. X, ®X, = X, T € X ve TS;sX; ise X,@®T = X esitligi saglanir.

Kanit. Kabul edelim ki TBs,X; olsun. X;®X, = X esitliginden X, alt modiilii X; in bir ss-
timleyenidir. Dolayisiyla Tfs,X; oldugundan da X, alt modiilii yar1 basit olup Teorem
4.1.14 den T nin de bir ss-timleyeni bulunur. Buradan X, + T =X ve X, NT K X,
yazilabilir. X, yar1 basit oldugundan X, N T de yar1 basittir. Dolayisiyla X, N T € Des,(X)
dir. Hipotezden Des,(X) = 0 kullanilarak X, N T € Desy(X) = 0 bulunur ve X,®T = X

sonucuna ulagilir. O
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4.1.17. Teorem X S-modiiliiniin yar1 basit T alt modiilii ve S nin [ ideali verilsin. Bu takdirde
vn € Z% icin ITBLI™T dir. Ozel olarak Vn € Z* igin IB%1™ olur.

Kamit. Ispat1 n lizerine tiimevarim uygulayarak yapalim. n = 1 iken B yansiyan bir baginti
oldugundan ITSsIB saglanir. Simdi n > 1 i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edelim.
Kabul edelim ki [IT/I"T]+ [W/I'T] = X/I"T esitligini saglayan W < X verilsin. Bu
takdirde IT + W = X dir. Buradan da I?T + IW = IX, ..., I"T + I""1W = I"1X esitlikleri
vardir. Bu esitlikler kullanilarak, X =IT+W CIX+W =I?T+IW + W <€ I?X +
WA+W=DPT+PW+IW+WC - CI"T+I[" W+ -+ IW+WCI'"T+W C

X bulunur. Béylece W /I"'T = X /I"T dir. B6liim modiilii yar1 basit olup (IT + I"'T)/I"T <
X/I'T ve (IT + I"T)/IT = {IT} < X/IT dir. Ayrica hipotez geregi T yar1 basit oldugundan
(Kasch, 8.1.5.(3)) geregince (IT + I"T)/I"T yan basittir. Boylece (IT + I"T)/IT <
Desy(X/IT) ve IT + (I"T/I'T) € Desy(X/I"T) oldugundan ITB:I™T dir. O

4.1.18. Onerme X modiilii zayi1f-ss-tiimlenmis ise, X in her yar1 basit alt modiilii X de zayif-

ss-tiimleyen alt modiile S, bagintisi ile denktir.

Kanit. X zayif ss-timlenmis modiil, T € X yar1 basit olsun. X zayif-ss-tiimlenmis oldugu
icinT + W =XveT NW < Desy(X) olan bir W < X mevcuttur. Burada T de W nin zayif-
ss-tiimleyenidir. Ustelik 5% bagintis1 yansima dzelligine sahip oldugu i¢in T BT yazilabilir.

Boylece X in her yari basit alt modiilii X in zayif-ss-tiimleyen alt modiiliine denk olur. m

4.1.19. Sonu¢ X modiliiniin zayif-ss-tiimlenmis her T € X yari basit alt modiili i¢in T +
W =Z7Z+W =T + Z esitliklerini saglayan X de kii¢iik ve yar1 basit olan bir W alt modiilii

ve X de zayif-ss-tlimleyen olan bir Z alt modiilii vardir.

Kanit. X modiiliiniin zayif-ss-tiimlenmis oldugunu kabul edelim. Onerme 4.1.18 den X in
her yar1 basit T alt modiilii i¢in T B¢sZ olan X in Z zayif-ss-tiimleyen alt modiilii mevcuttur.
Buradan Z+E =X ve ZNE S Desy,(X) olan bir E € X bulunabilir. Onerme 4.1.6
geregince TSss(T + Z) ve ZBss(Z + T) dir. m

4.1.20. Uyar: Onerme 4.1.6 sonlu toplam igin gergeklenir, ancak sayilabilir sonsuz toplama

icin gerceklenmez. Ornek olarak S =Z ve X = Q almrsa, Desg(Q) = Q = Y, e+ Z%
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bigiminde olur. Burada vn € Z* igin Z%Q Desg(Q) oldugundan Z%,B;S{O} dir. Eger

Onerme 4.1.6 sayilabilir toplamlar iginde gergeklenseydi, Q = Y,ez+ Z%,B;‘S{O} olurdu. Bu

ise Q € Des,(Q) celiskisini getirirdi. O halde Onerme 4.1.6. sayilabilir sonsuz toplamda

saglanamaz.

4.1.21. Tanim X modiliiniin B, bagintisina gore alt modiillerinin denklik smiflarinin

kiimesini Tg: (X) ile gosterelim. Yani Tﬁ’;‘s = {W|TBs W} olmak iizere Lg: (X) =

{Tps,

TCcX } bi¢ciminde tanimlanir.

4.1.22. Teorem Lg: (X) bir monoid yapisina sahiptir.

Kanit. +: L'g;s (X) X Tﬁ;‘s (A) =g Lﬁés (X) islemini (Tﬁés, WB;S) S Lﬁ;s (X) x L.B;s (X) i¢in T,B;S +
Wﬁ;‘s = (T + W)g;, olarak tammlanirsa + isleminin birlesme 6zelligini sagladigi agiktir.
Ayrica 6,8;5 € Lg: (X) bu isleme gore birim elemamidir. Dolayisiyla Lg: (X) kiimesi bir

monoiddir. m
4.2. Goldie-SS-Tiimlenmis Modiiller

4.2.1. Tanim X in T € X alt modiilii igin X de TBs;W olan bir ss-tiimleyen W alt modiilii

mevcutsa X e Goldie-ss-tiimlenmis modiil adi verilir.

4.2.2. Onerme X in T € X alt modiilii i¢in W + Dess(X) = T + Des,(X) olacak sekilde X

in bir W ss-tiimleyen alt modiilii varsa X Goldie-ss-tiimlenmis modiildiir.

Kanit. X Goldie-ss-tiimlenmis modiil ve T € X iken T+ W S Desg(X)+Tve T+ W <
Desg(X) + W olan X in bir W ss-tiimleyen alt modiilii mevcuttur. Buradan W + Desg(X) ©
T + Dess(X) ve T+ Desg(X) € W + Desg(X) yazilir. Boylece W + Desg(X) =T +

Des,(X) sonucuna ulasilir. i

4.2.3. Onerme X in T € X alt modiilii icin W, X in ss-tiimleyen alt modilli ve W +Z =T

olacak sekilde Z € Desg;(X) mevcutsa X Goldie-ss-tiimlenmistir.
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Kanit. T B3 W oldugunu gostermeliyiz. T+ W =W + Z € Des(X) + W + Z =

Desy(X) +TVe T +W = W +Z + W € Desy(X) + W oldugundan, T T W)/ ¢

(Dess(X) + T)/T ve T W)/W c (Dess(X) + I/V)/W olup ispat tamamlanir. O

4.2.4. Onerme X Goldie-ss-tiimlenmis modiiliinde VT € X i¢in Des,(X) ST ise W +

Desy(X) = T esitligi saglanir. Buradan W ss-tiimlenmistir.

Kanit. Des,(X) S T olacak sekilde T € X olsun. Bu takdirde, TS, W olan X in bir W, ss-
timlenmis alt modilii mevcuttur. Buradan W S T ve Desg(X) + (W N T) = Des,(X) +

W = T olup, istenen elde edilir. m
4.2.5. Onerme Her bol ss-tiimlenmis modiil Goldie-ss-tiimlenmistir.

Kamit. X bol ss-timlenmis modiil ve T € X verilsin. T € Desy(X) olmak tizere T ;50
bagintisinin saglandig1 aciktir. Oyleyse T & Desy(X) oldugunu varsayalim. X ss-yari yerel
oldugu igin, T+ W =X ve TNW < Des,(X) olan X in bir W alt modiili mevcuttur.
Varsayalim, T yi igeren X de Z, W nin ss-timleyenidir. Yani Z+W =X ve ZNnW <
Desg(X) dir. Z<Tolup, T=Z+ (WnNT)C Desg(X) + Z kapsamalar1 vardir. Buradan

TBssZ olur. Bu nedenle, X Goldie-ss-timlenmistir. o

4.2.6. Yardimci Teorem X modiiliiniin T@@W = X olan bir pargalanisi verilsin. Z, E € T alt
modiilleri i¢in X de Efs,Z ise T alt modiilinde de ES5,Z dir.

Kamt. Z+ F =T olan F € T verilsin. Buradan (Z + F)®W = X dir. Buradan da Z +
(F®W) = X yazilabilir. Teorem 4.1.12(1 < 3) geregince X modiiliinde Ef,Z iken E +
(F®W) = X yazilabilir. Dolayisiyla (E + F)@W = X esitligi vardir. Ayrica TOW = X
oldugundan E + F = T bulunur.

Benzer sekilde Teorem 4.1.12(1 < 3) geregince E + H =T iken her H € T alt modiili
icinde Z + H = T saglanacagindan T i¢in de E;Z bulunur. i

4.2.7. Teorem X modiilii ve {a, b} kiimesi End(X) in ortogonal idempotent elemanlarinin
kiimesi verilsin. Eger aX =T, bX =W, T®W =X veher Z S X iginaZ + bZ = Z ise X
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in Goldie-ss-tiimlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter sart T ve W nin Goldie-ss-tiimlenmis

olmasidir.

Kanit. (=) X Goldie-ss-tiimlenmis modilii ve keyfi bir Z € X alt moduli verilsin. X
modiilii Goldie-ss-tiimlenmis oldugu i¢in ZB4E olan X de bir E-ss-tiimleyen alt modiilii
vardir. Boylece E + F = Xve E N F K E, E N F yar1 basit olmak iizere bir F € X bulunur.
E+F =Xve ZBiE iken Z + F = X dir. Hipotezden aF + bF = F oldugundan da Z +
aF + bF = X elde edilir. Z + aF € T ve bF € W oldugu bilindiginden Z + aF + W = X
ve T + bF = X esitlikleri yazilabilir. Ayrica, T®W = X olarak verildiginden Z + aF =T
ve bF =W bulunur. Yine, hipotezden bX = W oldugundan bE € bX = bF C F dir.
Boylece E + F = aE + bE + F = aE + F = X sonucuna ulasilir. aE € E ve E modiili F
nin X de bir tiimleyeni oldugundan aE = E bulunur. Dolayisiyla X modiiliinde ZSs;aE dir.
aE < T oldugu i¢in Yardimci Teorem 4.2.6 dan T modiiliinde de ZB;;aFE dir. Ayrica aE +
aF =T, esitliginin varlig1 agiktir. (aE N aF) < E = aF dir. ( Kasch, 1982) den aE N aF
de yari basittir. aE yar basit alt modiilii T de bir ss-tiimleyendir. Boylece T Goldie-ss-
timlenmistir. Benzer sekilde W nin da Goldie-ss-tiimlenmis oldugu gosterilebilir.

(&) T ve W modiilleri Goldie-ss-tiimlenmis olmak tizere X modiiliiniin keyfi bir H alt
modiiliinii alahm. Kabul edelim ki aH = H, ve bH = H, olsun. H; € B ve B Goldie-ss-
timlenmis iken H; BssE; olan T nin E; ss-tiimleyen alt modiilii mevcuttur. Buradan Teorem
4.1.12 (1<3) geregince dyle bir F; alt modiilii vardir ki F; N Ey yari basitolup F; + E; =T
ve F; N E; K E; saglanir. Benzer sekilde H,B:E, olan W nin E, ss-tiimleyen alt modiilii
ve F, + E, =W ve F, N E, K E, ve F, N E, yar1 basit olacak sekilde F, € W alt modiili
vardir. Onerme 4.1.6 geregi (H, + H,)B:(E, + E;) = H yazilabilir. Ustelik E; + E, +
Fi+E, ve (E;+E)N(Fi+F)=(ENF)+(E;NF,)=X oldugu gosterilebilir.
Ayrica F; N E; K E; ve F, N E, K E, oldugundan Teorem 2.1.18 den dolay1 (E; + E;) N
(FL+F)=(E;NF)+ (E;NF,) < (Ey + E,) bulunur. ( Kasch, 1982) geregince E; N
F, ve E, N F, yar1 basit alt modiiller oldugundan (E; + E) N (F; + F,) modiilii de yar1 basit
alt modiildiir, Dolayisiyla E; + E,, F; + E; in X de ss-tiimleyenidir. Sonug olarak, X modiilii

Goldie-ss-tiimlenmistir. ]

4.2.8. Teorem X Goldie-ss-tiimlenmis modiilii igin T € X verilsin. Bu takdirde X in her W
ss-tiimleyen alt modiilii i¢in (T + W) /T, X /T nin bir ss-tiimleyen alt modiilii ise X /T bolim

modiili Goldie-ss-tiimlenmistir.
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Kanmit. T € Z € X olan keyfi bir Z/T € X/T alt modiilini alahm. Z € X ve X modiili
Goldie-ss-tiimlenmis oldugundan Z ;W kosulunu saglayan X in W ss-tiimleyen alt modiilii
mevcuttur. (Z/T) + (E/T) = X/T olan her E/T € X/T alt modiili i¢in Z + E = X esitligi
vardir ve ZBgW oldugundan Teorem 4.1.12(1= 3) geregince W + E = X elde edilir.
Boylece [(W +T)/T]+ E/T = X/T sonucuna ulasilir. Benzer yolla [(W +T)/T] +
E/T = X/T esitligini saglayan her E/T € X/T alt modili i¢in (Z/T) + (E/T) = X/T
esitliginin ~ saglandign gosterilebilir. Onerme 4.1.3 (1) den (Z/T)Bi(W + T)/T dir.
Buradan, (W + T)/T X/T de Z/T b6lim modiiliiniin bir ss-tiimleyen alt modiilii olup, X /T

Goldie-ss-tiimlenmis bulunur. O

4.2.9. Teorem TOW = X dagilimli modiil olsun. X in Goldie-ss-tiimlenmis modiil olmasi

icin gerek ve yeter sart W ve T nin Goldie-ss-tiimlenmis modiil olmasidir.

Kamit. (=) Z < T verilsin. Hipotezden E + F = X, ENF S Desg(X) ve ZBs,E olan X in
E, F alt modiilleri vardir ilk olarak Zf¢(T N E) oldugunu gostermeliyiz. ZfsE, Z + E ©
Desy(X) + Zve Z + E € Desy(X) + E ve Z S T oldugu icin Z + (T N E) € Desy(T) + Z
ve Z+(TNE)CS[(Desg(T)+(TNE)+(WNS)+ (Dess(W)H]NT elde edilir.
Modiiler kuraldan, Z + (T N E) € Desg(T) + Zve Z + (T N E) S Dess(T) + (T N E) dir.
Boylece ZB%(T N E) oldugu goriiliir. Bu takdirde, (TNE)+ (TNF) =T ve (TNE) N
(TNF)=TNENF S Desg(TNE)®Des;(WNE) dir. Bu TNENF S Desg(TNE)
anlamina gelir. Boylece T N E, (T N F) nin X de ss-tiimleyenidir. Bu nedenle T Goldie-ss-
timlenmistir. Benzer sekilde, W da Goldie-ss-tiimlenmistir.

(=)G<SX,G=TnG ve WnG = G, olsun. Béylece G;B4sE, F; +E; =T ve F; N
E, € Desy(E;) olacak sekilde F;,E; S T vardir. Ayrica G,B55E,, F, + E, =W ve F, N
E, € Des,(E,) olacak sekilde F,, E, € W mevcuttur. Onerme 4.1.6 ile GB(E; + E,)
bagintis1 elde edilir. Dahasi, E; + E, + F, +F, =X ve (E;+E,)N(F,+F,)=(E; N
F,) + (E, NF,) € Des,(E;) + Des,(E,) € Des,(E; + E,) dir. Buradan, E; + E, nin X de

bir ss-tiimlenmis alt modiil oldugu anlamina gelir. Dolayisiyla X Goldie-ss-timlenmistir. O

4.2.10. Sonu¢ Dagilimli Goldie-ss-tiimlenmis bir modiiliin tiim boliim modiilleri de Goldie-

ss-tiimlenmistir.
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Kamnit. X dagilimli Goldie-ss-tiimlenmis modiil ve T € X olsun W modiili X in keyfi bir alt
modiilii ise hipotezden W + W' =X ve W n W' < Desg(W) olan bir W' € X alt modiilii
mevcuttur. Boylece her T € X i¢in [(W +T)/T]+[(W'+T)/T] =X/T yazlabilir.
Onerme 3.3.8 den (W + T)/T/(W' + T)/T nin X/T de ss-tiimleyenidir. Teorem 4.2.9 ii
kullanarak ispati tamamlayalim. Bunun i¢in [(W +T)/Tn (W' +T)/T] +Z/T = (W +
T)/T esitligini saglayan Z/T < (W + T)/T alt modiiliinii alalim. Bu takdirde [(W + T) n
W'+ T)] +Z = (W + T) bulunur. X dagilimli oldugundan [T + (W n W) +Z = (W +
T) yazilabilir. W N W' C Desg(W) iken WNW' < Desg(W + T) olur. O halde W n
W' &KW +T oldugundan T+ Z =W + T olup T € Z oldugundan W + T = Z bulunur.
Boylece (W + T)/T, (W' + T)/T nin X /T de ss-tiimleyeni olur. m

4.2.11. Onerme X modiilii igin W € T € X verilsin. Eger T yar basit alt modiilii W yari

basit alt modiilii tizerinde ise TS, W dir.

Kanit. T alt modiilii W alt modiiliiniin izerinde ise Teorem 3.3.10dan T + Z = X esitligini
saglayan her Z € X i¢in W 4+ Z = X dir. Ayrica W € T oldugundan W + F = X esitligini
saglayan her F € X i¢in T + Z = X oldugu aciktir. Dolayisiyla Teorem 4.1.12. geregince
T B, W elde edilir. m

4.3. Goldie-SS-Yiikseltilebilir Modiiller

4.3.1. Tanim X modilii ve her T € X i¢in T S5:Z olan X in Z direkt toplam terimi varsa X e
Goldie-ss-yiikseltilebilir modiil adi verilir. X modiilii ve her T € X i¢gin W € T ve T/W <
Rad(X/T) olan W < X direkt toplam terimi varsa X modiiliine (P*)-6zelligini sagliyordur

denir.

4.3.2. Onerme X bir Goldie-ss-yiikseltilebilir modiil olsun. O halde X (P*)-6zelligini

saglayan bir modiiliidiir. Des;(X) « X ise, 6nermenin tersi de gegerlidir.

Kanit. X bir Goldie-ss-yiikseltilebilir modiil olsun. O zaman X in herhangi bir T alt modiili
icin (T + W)/T < Dess(X/T) ve (T +W)/W < Desgs(X/W) olup WAW' = X direkt
toplam1 vardir. Buradan (T +W)/T K X/T ve (T +W)/W K X/W dir. X (P*)-
modiiliidiir. Tersine T € X olsun. Varsayim olarak X, (T +W)/T K X/T ve (T +
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W)/W L X/W olsun W @ W' = X parcalanisina sahiptir. Boylece W + W' =T + W' =
X ve (T+W)/W < (Desg(X)+W)/W olup 6: (W +W")/W->W' :W'/(Tn
W'y - (T + W'")/T izomorfizmalar1 ve y:W' - W'/(T n W") epimorfizmasi i¢in h =
Yy0 bileskesi bulunur. Onerme 4.1.6 ya benzer bir argiimanla, T + W /T = h((T +
WY/W),(T + W)/W < (Desg(X) + W)/W oldugu icin (T + W)/W < (Desy(X) +T)/
T kapsamasi saglanir. Dolayisiyla X Goldie-ss-yiikseltilebilir modiildiir. o

4.3.3. Ornek R cisminden katsayili a ve b belirsizlerinin kuvvet serilerinin bir halkas1 S =
R[[a, b]] olmak iizere ] = Sa + Sb, S nin bir maksimal idealidir. / nin S-modiil olarak
pargalanamaz oldugu ( Talebi ve ark., Ornek 3.25) den aciktir. Simdi J nin Goldie-ss-
yiikseltilebilir modilii ve T S J nin T & Dess( s/ ) oldugunu varsayalim. Buradan TS0

veya T s/ dir. SonraT € Des,( ¢J) veyaT = J olup buradan J nin Goldie-ss-yiikseltilebilir

modiil olmadigi sonucuna ulastlir.

X/Dess(X) in yart basit olmasi kosuluyla, X modiiliine ss-yar1 yerel denildigini (Olgun ve
Tirkmen, 2020) den hatirlayalim. Buradan ss-tiimlenmis modiiller ss-yar1 yerel dir.

Dolayisiyla Goldie-ss-yiikseltilebilir modiiliiniin ss-yar1 yerel oldugu agiktir.
4.3.4. Yardimer Teorem X bir Goldie-ss-yiikseltilebilir modiil ise, X /Desy(X) yar1 basittir.

Kanit. T /Desg(X) € X/Desy(X) olsun. X Goldie-ss-yiikseltilebilir modiil oldugu igin,
T BssW olan ve dolayisiyla (T + W) /T S (Dess(X) + T)/T ve (T + W)/W < (Desg(X) +
W) /W kapsamalarini saglayan X in W direkt toplam terimi vardir. W € X oldugundan, X
in 6yle bir W' alt modiilii igin W@W' = X dir. Buradan W' + T = X dir.

Boylece X/Des,(X) =T/ Desg(X) + (W' + Desy(X))/ Dess(X) oldugu goriilir. T N
W' < Desg(W'"), X/Dess(X) = [T/Dess(X)|®(W' + Desy(X)/Desy(X) iken X /Desg(X)

yar1 basittir. o

4.3.5. Onerme X modiilii i¢in asagidaki denklikler saglanir;

(1) X bir Goldie-ss-yiikseltilebilir modiildiir.

(2) X ss-yar1 yereldir ve X /Desg(X) in her direkt toplam terimi, X in direkt toplam terimine
yiikseltilebilir.
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Kanit. (1) = (2) T/Desg(X) € X/Desg(X) olsun. X bir Goldie-ss-yiikseltilebilir modiil
ikenTSssW olup (T + W)/T € (Dess(X)+T)/T ve T+ W /W < (Dess(X) + W)/W
olacak sekilde W < X vardir. Boylece W € T dir. Dolayisiyla T/Dess(X) = (W +
Desy(X))/Desg(X) dir. Bu T /Desg(X) in W ya yiikseltilebilir oldugu anlamna gelir.

(2) = (1) T € X olmak iizere. (T + Desy(X))/Desg(X) =T, X = X/Desy(X) in direkt
toplam terimi olsun. Dolayisiyla (2) ile Z®E = X olacak sekilde T = Z esitligi vardir. TfZ
olacak sekilde X in Z direkt toplam terimi var oldugundan X Goldie-ss-yiikseltilebilirdir. o

4.3.6. Sonug X ss-yiikseltilebilir modiilse Goldie-ss-yiikseltilebilirdir.

Kanit. X in her T alt modiilii bir pargalanisa sahip oldugundan, X;@®X, = T parcalanisinda
Xi ST ve TnNX, < Desg(X) igin Desg(X) = Des(X) N Rad(X) saglanir. X ss-
yiikseltilebilirse X yiikseltilebilir olup X in her alt modiilii Onerme 4.2.11 den bir direkt
toplam terime yiikseltilebilir. Boylece X in Goldie-ss-yiikseltilebilir oldugu goriiliir. o

4.3.7. Teorem X Goldie-ss-yiikseltilebilir modiil T € X ve X in W direkt toplam terimi
verilsin. Eger (T + W)/T, X/T nin direkt toplam terimi ise X /T bolim modiilii de Goldie-

ss-yiikseltilebilirdir.

Kanit. ZJT < X /T ise Z < X olup X in Goldie-ss-yiikseltilebilir modiil oldugu kullanilirsa
ZBssW oldugu igin X in W direkt toplam terimi bulunur. Z ;W oldugundan

X
W) < Desy(Xfyyy) ve E W) < pes,(X/,,) dir. Buradan ( /T)/ /p) =

X/ [Z/T+(W+T)/T]/ :[(Z+W+T)/T]/ :(Z+W)/T+(T/T)/ ]
o Z/r 2y Z/r

(Z+W)
[ /T]/Z/T ~ (Z+ W)/Z ve

ZT+[(W+T) T]
/ //[

:[(Z+W+T)/T]/

w + T)/T] W+7/] =

[(Z+W/T+(T/T)]/ _ (Z+W)/T/ 5
[(W + T)/T] [(W + T)/T] =
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(Z + W)/ = [(Z ' W)/W] kindedir. “TW)/, « X/, ve
(T+w)= [(T +W) /] yekimdedir. 7<%z

Z+W) ar1 basit oldugundan [(Z/T)+(W+T)/T]/ C Des (X/T) ir
/.7 yani basit oldugund L < /(Z/T)>d.

Z+ W)/W < X/W ve (Z+ W)/W yart basit oldugundan, (Z+ W)/W nin bolim

W+T
Z/T+ [( + )/T] . X/T .
(T+W)/T (T+W)/T

Crp+ [ I (7 R
T [ T]/[(T n W)/T] yar1 basittir. Boylece [ T T]/Z /T c

oo () !

Hipotez geregince (W + T)/T, X/T nin bir direkt toplam terimi oldugundan X/T Goldie-

modiili olan,

Z/+ W+T), X _
T T] w + T)/ C Des;, 7/(W n T)/ dir.
T T

ss-ylikseltilebilir modiildiir. i

4.3.8. Sonug¢ Goldie-ss-yiikseltilebilir X modiili verilsin;

(i) X bir dagilimli modiil ise, her T € X i¢in X /T bolim modilii Goldie-ss-yiikseltilebilir
modiildiir.

(i) T € X, Ve € End(X) idempotent elemant i¢in e(T) S T kosulu saglansin. Bu takdirde
X /T boliim modiilii Goldie-ss-yiikseltilebilir modiildiir.

Kanit. (1) X Goldie-ss-yiikseltilebilir modiil oldugundan TS;;W olacak sekilde, X in W
direkt toplam terimi vardir. TSs;W igin (T + W)/T < Desy(X/W) ve (T+W)/T <
Des,(X/T) dir. Buradan W@W' = X olacak sekilde bir W' < X vardir. X/T =

W+ T)/ T+ W'+ T)/ 7 esitligi yazilabilir. X dagilmli oldugundan T =T + (W N
WH=T+W)n(T+W" bulunur. Sonug olarak X/T =
[(W + T)/T] o [(W Dy |dir. X in her W direkt toplam terimi igin, (W +T)/T, X/T

nin bir direkt toplam terimidir. Teorem 4.3.7 geregince X /T boliim modiilic Goldie-ss-
yiikseltilebilirdir.
(i) X, W mn keyfi bir direkt toplam terimi olsun. e : X - W kanonik projeksiyonunu ele

alalim. Bu takdirde e? = e € End(X) dir. Hipotezde e(T) S T oldugundan e(T) =T N W
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bulunur. Ayrica W, X in bir direkt toplam terimi oldugu igin W@®W' = X esitligini saglayan
W' < X mevcuttur. Yani (T N W)®(T N W') = T esitligi yazilabilir. Bulunan bu esitlikler
kullanilarak (W + 1)/ = W@ TOWI, —ye WD), - WS TOW),
esitlikleri elde edilir.

Dolayisiyla, X /T = [(W + T)/T] + [(W, + T)/T] _wen W’]/T + W+ T)/T

bulunur. Burada (W@®(T nW')) n (W' + T) = T oldugu gésterilebilir ve bdylece, X /T =

weTnw )]/T D W'+ T)/T esitligi bulunur. Sonug olarak Teorem 4.3.7 den X/T

bolim modiilii Goldie-ss-yiikseltilebilirdir. o
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismamizda, Goldie-ss-tiimlenmis modiiller kavramini Goldie*-tiimlenmis modiillerin
bir 6zellestirmesi ve Goldie-ss yiikseltilebilir modiiller kavramini ise Goldie*- yiikseltilebilir
modiillerin bir 6zellestirmesi olarak ele aldik. Ozellikle 8* bagintisindan daha &zel olan B
bagntis1 yardimiyla temel modiil yap1 teoremleri elde ettik. Bu ¢alismada tanimlanan ve
tizerinde cebirsel hesaplamalar yapilan kavramlarin birtakim halkalar {izerindeki

karakterizasyonlari ¢aligilabilir.
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