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1. GIRIS Murat GENC

1. GIRIS

Aktiierya Bilimi, sigortacilik ve finans basta olmak {izere bir¢ok alandaki
riskleri degerlendirmek, O6lgmek ve bulunan sonuglara gore karar vermek icin
matematiksel ve istatistiksel teknikleri kullanan bir bilim dalidir. Gelecekte meydana
gelebilecek olaylarin finansal belirtilerinin tespit edilmesinde, analizinde ve
¢oziilmesinde aktiierya bilimlerinin faydalandigi temel ara¢ olasilik ve istatistik
yontemlerdir. Geleneksel aktiierya bilimi genellikle mortalite lizerine yogunlasir ve
yagsam tablolarinin diizenlenmesi ile ilgilenir. Hayat sigortalar1 ve emeklilik planlari
aktiierya biliminin iki temel uygulamasini olusturmaktadir. Aktiierya bilimi bunlarin
yaninda finansal organizasyonlarin sorumluluklar1 {izerine uygulamalar icerir ve

bdylece finansal karar vermede etkin bir rol oynar.

Yukarida kismen belirtildigi lizere aktiierya bilimleri diger bir¢ok bilimsel
alandan faydalanmaktadir. Bunlar arasinda olasilik, istatistik, finans, ekonomi,
finansal ekonomi, bilgisayar programlama bulunmaktadir. Tarihsel siirecte aktiierya
bilimleri mortalite tablolarin1 insa ederken ve primleri belirlerken deterministik
modelleri kullanmistir. Ancak zaman icinde yiliksek hiza sahip bilgisayar
programlarinin gelistirilmesiyle model belirleme yontemlerinde biiylik degisiklikler

goriilmiistiir.

Aktiierya bilimleri 0Ozellikle hayat sigortalarinda, emekli maaslarinin
belirlenmesinde, saglik giderlerinde ve miilkiyete dair hususlarda uygulama alan
bulmaktadir. Hayat sigortalarinda mortalite analizi ve yasam tablolarinin iiretilmesi,
saglik sigortalarinda hastalik siddeti, verimlilik gibi oranlarin analizi aktiierya
bilimlerinin c¢alisma alan1 igerisindedir. Ayrica emeklilik planlarinin tasarima,
fonlanmasi, muhasebesi, idaresi ve yeniden tasarlanmasi asamalarinda alternatif
yontemlerin maliyet analizi aktiierya bilimlerinin kapsamindadir. Aktiierya bilimleri

bu ve buna benzer bir¢ok uygulama alanina sahiptir.

Aktiierya bilimleri kapsaminda incelenen bir kavram olan Mortalite orant,

belli bir birim zaman siiresince bir kitlede belli bir sebeple ortaya ¢ikmis 6liim
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oraninin bir dl¢iistidiir. Mortalite orani, genellikle bir yil i¢inde her 1000 kisi icinden

Olenlerin sayis1 kullanilarak elde edilir.

Bir¢ok farkli mortalite orani ¢esidi tanimlanmistir. Bunlardan bazilart asagida

verilmisgtir.

Kaba Oliim Orani: Belli bir yil i¢inde her 1000 kisi icinde Slenlerin
oranidir.

Perinatal Mortalite Orani: Her 1000 dogumdaki yeni dogan o&liimleri
ve Ol doganlarin toplam sayis1 oranidir.

Maternal Mortalite Orani: Ayni zaman periyodunda her 100,000 anne
icinde dogum sirasinda dlenlerin oranidir.

Bebek Mortalite Orani: Her 1000 canli dogum icinde 1 yilin
doldurmadan 6len ¢ocuk oranidir.

Cocuk Mortalite Orani: Her 1000 canli dogum iginde 5 yilini
doldurmadan 6len ¢ocuk oranidir.

Standartlastirilmis Mortalite Orani: Kitle; yas, cinsiyet gibi standart bir
diizende verilmisken 6liim oranlarinin beklenen degerinin standart  bir
karsilastirma Slgiitiinii veren orandir.

Yasa Dayali Oliim Orani: Verilen bir yastaki her 1000 kisi iginde

olenlerin oranidir.

Yukarida tanimlanan mortalite oranlarinin disinda tibbi tedavilerin basarili

veya basarisiz olmasina gore de mortalite oram1 agisindan bir ayrim

yapilabilmektedir. Bunlar Erken Mortalite Oran1 ve Ge¢ Mortalite Oranidir.

Erken Mortalite Orani: Devam etmekte olan bir tedavinin ilk
asamalarinda veya bir akut tedavinin yapilmasindan hemen sonraki
periyotta gerceklesen 6liim oranidir.

Geg Mortalite Oran1: Devam etmekte olan bir tedavinin son agsamalarinda
veya bir akut tedavinin yapilmasindan uzun bir zaman sonraki periyotta

gerceklesen O6liim oranidir.
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Yukarida tanimlanan kaba 6liim orani tiim kitleye uygulanan bir orandir ve
bu nedenle yanlis yorumlanmaya agiktir. Kaba 6liim orani yasa (veya cinsiyete)
dayali1 6liim oranina ve kitlenin yas (veya cinsiyet) dagilimima baglhidir. Hayat
standartlarinin iyilesmesine bagli olarak yasam siiresinin beklenen degerinin daha
yiiksek olmasina ragmen gelismis iilkelerde her 1000 kisi icinde Olenlerin orani,
gelismemis iilkelerdekine kiyasla daha yiiksek olabilir. Boyle bir durumun ortaya
citkmasmin sebebi, gelismis iilkelerdeki insanlarin yas dagiliminin gelismemis
ilkelerdeki insanlarin yas dagilimindan oldukca farkli olmasidir. Geligmis iilkelerde
hayat standartlarina bagh olarak yasl niifus orani yiliksek ancak yeni dogan orani ve
mortalite orani1 dustiktiir.

Mortalitenin Ozelliklerini incelemek i¢in mortalite tablolar1 diizenlenmistir.
Belli bir kitlede segilen bir zaman araliginda veya dogumdan belli bir yasa kadar
gerceklesen Oliim oranini gosteren tablolara mortalite tablosu denir. Bu tablolarda
mortalite oranlar1 her yas grubu icin ayr1 ayr1 gosterilir. Mortalite tablolarinda
bulunan istatistikler, yas1 verilmisken bir kisinin sonraki dogum giiniinden 6nce 6lme
olasiligim1 gosterir. Dolayisiyla mortalite tablolar1 yasam siiresinin  beklenen

degerinin 1yi bir tahmininin elde edilmesinde faydali bir aragtir.

Mortalite tablolar1 genellikle erkek ve kadimnlar i¢in ayri1 ayri diizenlenir.
Sigara i¢me, is durumu, sosyoekonomik smif gibi farkli risklerin etkisini gostermek

icin baska karakteristik 6zellikler de mortalite tablolarina dahil edilebilir.

Tablo 1.1. Amerika’da yasayan erkek bireylere ait on yillik donemlere gore

belirlenmis mortalite oranlarin1 gostermektedir (National Center for Health Statistics,

1997). Bu tabloda x yasi, [, yasam fonksiyonunu, d,, (x,x+1) yas aralifinda
hayatin1 kaybeden birey sayisini, ¢q,, bir bireyin x yasinda hayatim1 kaybetme

olasiliginmi, m, yasa bagli mortalite oranini, L

> X yasindan x+1 yasma kadar

hayatta kalan bireylerin yaslarinin toplamimi, T,

» X Yyasmndan itibaren biitiin

bireylerin hayatin1 kaybetmesine kadar gegen siiredeki yaslar toplamimi, e ., x

X

yasinda hayatta olan bireylerin kalan yasam beklentisini temsil etmektedir. Burada
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verilen tablo benzeri yasam tablolar: iiretilerek yukarida da belirtilen birgok alanda

gelecege yonelik tahminler yapilabilmektedir.

Tablo 1.1. Amerika’da yasayan erkek bireylere ait on yillik donemlere gore

belirlenmis mortalite oranlari

x L, d, q, m, L, T, e,

0 100000 |1039  [0,0104 [0,0104 |99052 |7182893 |71,8
1 98961 |77 0,0008 |0,0008 [98922 [7083841 |71,6
2 98883 |53 0,0005 |0,0005 |98857 |6984919 |70,6
3 98830 |41 0,0004 |0,0004 |98809 |6886062 |69,7
4 98789 |34 0,0004 |0,0004 |98771 |6787252 |68,7
5 98754 |30 0,0003 |0,0003 |98739 |6688481 |67.7
6 98723 |27 0,0003 |0,0003 |98710 |6589742 |66,7
7 98696 |25 0,0003 |0,0003 |98683 |6491032 |65,8
8 98670 |22 0,0002 |0,0002 |98659 |6392348 |64,8
9 98647 |19 0,0002 |0,0002 |98637 |6293689 |63,8
10 98628 |16 0,0002 |0,0002 |98619 |6195051 |62,8
20 97855 | 151 0,0016 |0,0016 [97779 |[5211251 |53,3
30 96166 | 197 0,0021 |0,0021 |96068 [4240855 |44,1
40 93762 |295 0,0032 [0,0032 [93614 [3290379 |35,1
50 89867 | 566 0,0063 |0,0063 [89584 [2370098 |26,4
51 89301 |615 0,0069 |0,0069 [88993 [2280513 |25,5
60 81381 [1294  [0,0159 |0,016 80733 |1508080 |18,5
70 64109 [2312  |0,0361 [0,0367 |62953 |772498 12
75 51387 [2822  [0,0549 [0,0565 |49976 |482656 9.4
76 48565 |2886  |0,0594 [0,0613  |47121 |432679 8,9
80 36750 |3044  |0,0828 [0,0865 [35228 [261838 7,1
90 9878  |1823  |0,1846 [0,2041  |8966  |38380 3,9
100 528 177 03351 |0,408 439 1190 2,3

Mortalite tablolar1 aktiierler i¢in genis bir ¢aligma alani olusturmustur.
Kullanilan ilk yontemler parametrik olmayan yontemlerdir. Moivre (1724) kisa
zaman periyotlarinda mortaliteye uygun diizgiin bir dagilim bularak parametrik
yontemlerle yaklagimi baglatmistir. Sonraki zamanlarda yeni parametrik yontemler
Onerilmistir. Bliylik capta ilgi goren ilk parametrik aile Gompertz’in (1825) ortaya
attig1 aile olmustur. Makahem (1860) tarafindan yeni bir parametre eklenerek bu aile
genisletilmistir. Ogborn (1953) Gompertz Dagilimi {izerinde yapilan calismalarla

ilgili bir makale kaleme almistir.



1. GIRIS Murat GENC

Organizmalarin yasam siirelerini temsil eden modeller i¢inde en basarili olani
Gompertz Dagilimi olarak bilinir. Gompertz (1825)’e goére sonsuz kiiciik zaman

araliklarinin her birinin sonunda kisi, bu aralifin basinda iken sahip oldugu 6liime

kars1 kalan giiciinii esit oranlarda kaybeder. Gomperz, r(t) hazard oranini1 ¢ aninda

oliime kars1 hassasiyet olarak kabul etmistir. Buna gére Gompertz’in varsayimi

dr(t)
dt

=r(t),r>0

diferansiyel denklemi ile ifade edilebilir. Gompertz, bu denklemde A >0 oldugunu
kabul etmistir. Buna gore hazard orani geometrik olarak artmaktadir. Yukarida

verilen diferansiyel denklem ¢oziilerek
r(x| /1,0) =Ae”, 4,c>0;, x>0

elde edilir. Buradan Gompertz Dagilimina ait yasam fonksiyonu

— 7£(2“71)
F(x|/1,c):e" ,A,c>0, x>0

olup karsilik gelen olasilik yogunluk fonksiyonu

e
f(x):le‘xe“ ,A,c>0; x>0

bi¢ciminde bulunur. Gompertz elde ettigi bu sonuglar1 gergek bir veri kiimesi tizerinde

uygulamis ve bagarili sonuglar elde etmistir.

Gompertz Dagilimi 6zellikle aktiierya alaninda ¢aligmalara konu olmustur.
Edmonds (1832) tarafindan bu dagilimin yeni 6zellikleri kesfedilmistir. Assurance
Magazine ve Journal of the Institute of Actuaries arasinda yapilan karsilikli bilgi

aligverisi ile dagilima dair yeni bilgiler ortaya ¢ikarilmistir. Bu bilgi aligverisi De
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Morgan (1861a,b), Edmonds (1861a,b), Gompertz (1861) ve Sprague (1861)
arasinda gerceklesmistir. De Morgan ve Sprague, Gompertz Onciiliiglinde destek
gormustur.

Gompertz Dagilimi, aktiierler ve niifus bilimi ile ilgilenenler tarafindan
yetigkin insanlarin yasam siirelerini betimlemede kullanilmaktadir. Biyoloji ve
gerontoloji  (yashilik bilimi) alanindaki c¢alismalarda Gompertz dagilimindan
faydalanilmaktadir (Tenenbein ve Vanderhoof 1980). Son yillarda bilgisayar
bilimciler, bilgisayar kodlarinin basarisizlik oranlarini modellemek i¢in Gompertz
Dagilimint kullanmaktadir. Pazarlama biliminde ise bireysel miisteri yasam siiresi
seviyesi bu dagilim ile modellenmektedir.

Gompertz Dagiliminin kullanim alanlarindan bazilar1 6zet olarak asagidaki

gibi verilebilir:

1. Yazilm Givenirligi: Son 30-40 yillik donemde yazilim giivenirligi
mihendisligi, yazilim kalitesinin sayisal olarak degerlendirilmesinde
merkezi bir rol oynamistir. Onceden belirlenmis bir zaman periyodunda
yazilim sisteminin basarili olma olasilifi olarak tanimlanan yazilim
giivenirligi, yazilim kalitesi i¢cin en Onemli Olgiitlerden biri olmustur.
Kesinlik degeri yiiksek olan giivenirlik tahminleri elde etmek i¢in yeni
yazilim giivenirlik modelleri onerilmistir (Lyu, 1996, Musa, 1999, Musa
et al., 1987, Pham, 2000, Xie, 1991).

Homojen olmayan Poisson siireci, sistem giivenirligini tahmin etmek
isteyen arastirmacilarin yani sira yazilim mihendisleri arasinda da
popiilerlik kazanmistir. Ayrica bu siire¢, artik hatalar1 sayisinin 6n
tahmininde de kullanilmaktadir. Bu baglamda Gompertz Dagilimi
ozellikle Japon yazilim gelistirme sirketleri tarafindan yazilim gelistirme
safhasinda artik hatalarinin sayisini tahmin etmede  kullanilmaktadir.

Gompertz egrisi deterministik bir fonksiyon oldugundan yazilim
giivenirligini tahmin etmede dogrudan kullanilamaz. Bu nedenle
homojen olmayan Poisson siireci temelinde, Ohishi ve ark. (2008)

tarafindan Gompertz yazilim giivenirlik modeli adl1 stokastik bir model
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onerilmistir. Model, deterministik Gompertz egrisi ile benzer asimptotik
ozelliklere sahip olup “Ug Degerlerin Istatistik Teorisi” kullanilarak elde
edilmistir. Yine Ohishi ve ark. (2008) tarafindan model parametrelerinin

etkin bir sekilde belirlenmesi i¢cin EM algoritmas1 gelistirilmistir.

Kanser ile ilgili calismalar: Her yil kanser hastaliindan milyonlarca
insan hayatin1 kaybetmektedir. Diinya ¢apinda arastirmalar, milyonlarca
insanin da gelecekte kanser nedeniyle Olmesinin beklendigini
gostermektedir. Giiniimiize kadar kanseri onleme ve cerrahi miidahale
alaninda ¢ok biiyiik ilerleme kaydedilmis ve tibbi terapiler i¢in bir¢ok
ilag gelistirilmistir. Biyofiziksel modellerin sadece temel fenomenleri
aciklamakla kalmayip terapi programlarinin bilimsel olarak daha iyi
planlanmasinda klinik tedavi uzmanlarina yol gosterici bir rol listlenmesi
bakimindan faydali oldugu kanitlanmistir.

Kanser hastaligi ile ilgili bircok model ve modeller ailesi
gelistirilmistir. Ozel olarak kanser biiyiime orani ile ilgili iistel (Wheldon,
1988), lojistik (Marusic, Bajzer, Freyer, Vuk-Pavlovic, 1994), Hart—
Schochat—-Agur (1998), Von Bertalanffy (2001) gibi birgcok matematiksel
model Onerilmistir. Biiylime orani ile ilgili matematiksel bir model
olusturmak i¢in Gompertz Dagilimi ve bu dagilimdan tiiretilen dagilimlar
da kullanilabilmektedir. Kanserin Gompertz Dagilim1 ile modellenmesi
Laird (1964,1965) taratindan oOnerilmistir. Laird, birgok veri kiimesini
kullanarak veriye uygun model uydurma ¢aligsmalarina onciiliik etmis ve
artan ortalama jenerasyon zamani bakimindan Gompertz’in biiylime
kanununu dogrulamistir. Gompertz modelinin vivo tiimorii verisine 1iyi
uyum saglayip saglamadigini inceleyen bir¢ok deneysel calisma yapilmis
ve modelin veriye iyi uyum sagladig1 goriilmiistiir. Gyllenberg ve Webb
(1989), Calderon ve Kwembe (1991), Calderon ve Afenya (2000),
Gompertz modelinin psiko-matematiksel olarak dogru oldugunu iddia

etmistir. Ayrica Konarski ve Molski (2003), Konarski ve Waliszewski
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(2003) Gompertz modelinin bazi ilging fiziksel ozelliklerini ortaya

cikarmistir.

Ekonomi: Ekonomide gelir dagilimmin matematiksel ifadesi uzun
zamandir {izerinde ¢alisilan bir problemdir. Vilfredo Pareto (1897), gelir
dagilimmin matematiksel ifadesini nicelik bakimindan ilk inceleyen
ekonomisttir. Bir {ilkenin en zengin kisilerinden olusan birikimli gelir
dagilimimin  kuyrugunun o6zelliklerinin belli bir yapiya uydugunu
deneysel olarak gdstermis ve dagilima adini vermistir. O zamandan beri
gelir dagilimi i¢in “Pareto Kuvvet Kanunu” bir¢cok iilkede farkl
donemlerde kabul gérmiistiir. Bu kanunun deneysel basarisina ragmen
her iilkede kitlenin ¢ogunlugunu temsil eden diisiik gelir bolgelerinin
betimlenmesi problemi hali hazirda devam etmektedir. Gelir dagilimi
diisiik olan kismi1 veya gelir dagiliminin tamamini temsil eden, parametre
sayist artan cesitli fonksiyonlar ekonomistler tarafindan Onerilmistir.
Ancak iilkenin tamammin gelir dagilimini temsil eden en uygun
dagilimin (veya yontemin) hangisi oldugu konusunda bir fikir birligine
varilamamustir.

Dragulescu ve Yakovenko (2001), Christian Silva (2005), Yakovenko
ve Rosser (2009); Boltzmann—Gibbs dagilimina benzer, {istel tipte bir
bireysel gelir dagilimi gelistirmistir. Chatterjee ve ark. (2004) toplam
para miktar1 ve acente sayis1 sabitken kapali ekonomik sistemlere ait
ideal gaz modeli {izerine ¢aligsmalar yapmistir. Clementi ve ark. (2007)
istatistiksel fizik baglaminda gelir dagiliminin biiyiikliigii i¢in betimleyici
bir model olarak k — genellestirilmis dagilimi Onermistir. Willis ve
Mimkes (2004), ftcretli ve Ttcretsiz gelirlerin ayrik denemelerinde
log—normal ve Boltzmann dagilimlarim1 kullanmigtir. Moura Jr. ve
Ribeiro (2005) Pareto kuvvet kanunu ile birlestirilmis Gompertz egrisinin
tim gelir dagilimi i¢in iyi bir betimleyici model oldugunu ve {istel
kisminin bireysel gelir dagiliminin orta kismi i¢in iyi bir yaklagim olarak

ortaya ¢iktigini gostermistir. Bu modelde Gompertz egrisi kitlenin
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ekonomik olarak diisiik kismi temsil eden biiyiik kismini, Pareto egrisi
ise zengin olan kism1 temsil etmektedir.

F. Chami Figueira ve ark. (2010) Moura Jr. ve Ribeiro (2005) tarafindan
onerilen Gompertz—Pareto dagilimi iizerine bir ¢alisma yaparak dagilimin gelir
dagilimi ile ilgili 6zelliklerini incelemistir.

Aktiierya alaninda ¢alisanlar disinda Gompertz dagilimi azda olsa ilgi
gormiistiir. Johnson ve ark. (1994) Gompertz Dagiliminin asir1 u¢ degerli sansiirlii bir
dagilim oldugunu gostermistir.

Gompertz Dagilimimin uygulanabilirligi daima bir ¢alisma konusu olmustur.
Bir dagilimin sag kuyrugu inceldik¢e kuyruktaki verilerin elde edilmesi zorlasir ve
bunun sonucunda Onerilen modelin degerlendirilmesi gii¢clesir. Wang, Miiller ve
Capra (1998) Gompertz Dagilimina bagli olarak bu konu ile ilgili calismalar
yapmistir.

Gompertz Dagilimi iistel dagilimin bir genellemesi olarak diisiiniilebilir;
clinkii tstel dagilim, bir Gompertz Dagilimlar dizisinin limitidir. Rastgele
degiskenler arasinda yapilabilen bir doniisiim yardimiyla da Gompertz Dagiliminin

iistel dagilimla olan iligkisi goriilebilir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Glinlimiizde aktiierya bilimleri giderek popiilerlesen bir calisma alanina
sahiptir. Mortalite tablolar1 ve yasam dagilimlari iizerinde birgok calisma yapilmis ve
yapilmaya da devam etmektedir.

Hayatta olanlarin yasa bagli matematiksel ifadesi ilk kez Moivre (1724)
tarafindan ortaya atilmigtir. Moivre 1725 yilinda yaymladig: ¢calismasinda, aktiierler
tarafindan Moivre Hipotezi olarak bilinen bir iddia ortaya atmistir. Moivre, diinyaya
gelen belli sayida insanin yasa bagl olarak siirekli azaldigini ve belli iki yas arasinda

bu azaligin aritmetik bir dizi olusturdugunu iddia etmistir. Dolayisiyla x yasindan w

yasina kadar hayatta olanlarin sayisin1 gosteren [ degerinin [ = k(w—x) bi¢ciminde

oldugunu kabul etmistir. Bu baglamda anlik olim orant

1
My = 7> 0<t<w-—x seklindedir. Ayrica Moivre (1752) hayat sigortasi
w—(x+1)

matematiginde gecerli bir calisma yapmustir.

Gompertz (1820), mortalite tablolar1 iizerine ¢esitli ¢alismalar yapmis ve
mortalite tablolar1 diizenlemistir. Ayrica kendi adiyla anilan istatistiksel bir dagilim
onermistir. Gompertz (1820) makalesinde iki ya da daha ¢ok yasamla ilgili ¢esitli
yasam tablolarini incelemek i¢in “akislar yontemini” (method of fluxions) kullanmis

ve x Yyasinda hayatta olanlarin sayisin1 gosteren [ degerinin, birimi yil olan

periyotlarda, ya aritmetik ya da geometrik bir dizi seklinde azaldigin1 6ne stirmiistiir.
Gompertz bu varsayimin kesin olmadigin1 ancak zaman periyotlar1 yeterince kisa
secildigi taktirde istenen diizeyde bir kesinlige ulasilabilecegini belirtmistir.

Gompertz (1825)’te mortalite kuralin1 ortaya atmistir. Bu kurala gore x
yasginda birinin anlik 6liim oran1 B ve C parametreleriyle u, = BC" ile verilebilir.
Gompertz daha sonra o zaman kullanilmakta olan ¢esitli mortalite tablolar1 iizerine
testler uygulamis ve kuralin [10,50] veya [15,45] gibi belli, sinirh yas araliklarinda
yaklasik olarak dogru oldugunu gostermeye ¢aligmistir.

Gompertz (1860)’ta 1825 yilinda Onerdigi kural iizerinde degisiklikler

yaparak kuralin dogumdan 6liime kadar tiim yasamda uygulanabilir hale getirilmesi

11
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icin yeni bir calisma yapmis ve Uluslararas: Istatistik Kongresine sunmustur. 1862
yilinda, 1860 ve 1825 yillarinda yayinladigi makaleleri destekleyen ve 1860 yilinda
yayinladigi makale ile ayn1 kapsamda bir makale hazirlayip kraliyet dernegine
sunmustur.

Makeham (1860), Gompertz-Makeham adiyla anilan 6liim kuralin1 ortaya
atmigtir. Makeham’e gore her ne kadar Gompertz Dagilimi yetiskin insanlar igin
mortaliteyl 1yi yansitsa da daha genc¢ yaslardaki mortaliyeti yeterince 1iyi
yansitamamaktadir. Gompertz-Makeham 6liim kuralina gére 6lim orani yasa bagh
olmayan bir bilesen (Makeham bileseni) ile yasa bagli ve yasla birlikte hizla artan bir
bilesenin (Gompertz bileseni) toplami bi¢iminde ifade edilebilmektedir. Bu
baglamda Makeham Gompertz Dagilimina ait anlik 6liim oranina sabit bir terim
ekleyerek anlik Olim oram1 i¢cin A,B ve C parametreleriyle u =A+BC"
fonksiyonunu onermistir. Gompertz-Makeham 6liim kurali, daha ¢ok [30,80] yas
araligindaki insan 6liimlerinin yas dinamiklerini betimlemek i¢in kullanilmaktadir.

Makeham (1890) yiiksek mertebeden tiirevlerin geometrik bir diizende
oldugu varsaymmi altinda Gompertz Dagilimi ile ilgili yeni bir modifikasyon
Onermistir. Buna gore {i¢iincli mertebeden bir diferansiyel denklemin ¢oziilmesi ile
anlik Olim orami elde edilmektedir ve u =A+ Hx+BC" seklindedir. Bu kural
“Ikinci Makeham Kurali” olarak bilinmektedir.

Perks (1932) Gompertz-Makeham dagilimmin anhik 6lim orant igin

3 A+ BC*
KC™ +1+DC*

s , x>0 matematiksel ifadesini onermistir. Bu ifade K=D=0

icin Gompertz-Makeham anlik 6liim oranini verir.

Esas olarak bir modelin gilivenirlik dagilimi iizerinde yapilan ¢aligmalarda
kullanilan Weibull dagilimi, son zamanlarda mortalitenin c¢esitli sathalar1 iizerine
yapilan ¢alismalarda kullanilmaktadir.

Cin’de mortalite iizerine bir ¢aligma yapan Yi ve Vaupel (2003) s6z konusu
calismada ortaya attiklar1 Kannisto modeli ile karsilastirmak i¢in kullandiklari

dagilimlar arasinda Weibull Dagilimi1 da bulunmaktadir.

12
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Ozeki (2005) Karma Weibull dagilimini farkli yas gruplart i¢in kullanmis ve
Japon yasam tablolarinin insasinda faydalanmistir.

Weon (2005) yasa bagh sekil parametresi kullanmis ve Weibull dagilimindan
faydalanarak yeni bir model 6nermistir.

Bu tezin 3. boliimiinde tezde kullanilan yontemler, 4. bolimiinde Gompertz
Dagilimina dair temel bilgiler, 5. bolimiinde Gompertz Dagiliminin parametre
tahminleri, 6. boliimiinde Gompertz Dagilimina ait parametrelerin gliven araliklari, 7.
boliimiinde Gompertz Dagilimindan faydalanarak yazilan Gompertz gilivenirlik
fonksiyonunun parametre tahminleri, 8. bolimde ise 7. boliimde ele alinan yontem
kullanilarak Rekabete Dayali Hazard Modelinin parametre tahminleri {iizerine

calisiimustir.
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3. MATERYAL VE METOD
3.1. Materyal

Calismanin ana materyalini Gompertz Dagilimi iizerine yazilmis ¢esitli
makaleler ve kitap boliimleri olusturmustur. Temel olarak Gompertz’in (1825) “On
the Nature of the Function Expressive of the Law of Human Mortality”, Makeham’in
(1860) “On the Law of Mortality and the Construction of Annuity Tables and on a
New Mode of Determining the Value of Life Contingencies”, Chen’in (1997)
“Parameter Estimation of the Gompertz Population”, Missov ve Lenart’in (2011)
“The Gompertz distribution and Maximum Likelihood Estimation of its parameters -

a revision” makalelerinden faydalanilmistir.

3.2. Metod

3.2.1. Sira istatistikleri

X, X,,...,X, orneklemi verilsin. Bu 6rneklemdeki rastgele degiskenlerin
kiigiikten biiyiige siralanmasi ile elde edilen X 1)? X (2)70+ > X (n) X 0 <X @) <..LX (n)

istatistiklerine sira istatistikleri denir. Bazi istatistiksel terimler sira istatistikleri
kullanilarak ifade edilir. Ornek olarak orneklem genisligi R=X(n)—X(l) ve

orneklem medyan1

X n tek ise

(n+1)/2

M= (X(n/Z) + X((n/z)+1))
2

n cift ise

verilebilir.
X, X,,...X,; fy(x) olasihk yogunluk fonksiyonlu, F,(x) dagilim

fonksiyonlu siirekli bir kitleden alinmis rastgele bir 6rneklem ve X(l),X(z),...,X(n)

15
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bu drnekleme karsilik gelen sira istatistikleri olsun. Bu durumda ;. sira istatistigine

ait olasilik yogunluk fonksiyonu

Fx, ()= L-),fx (x)[Fx ()C)]ji1 [I—Fx (x)]nij

(j-1)Yn—j)!
bi¢imindedir.
3.2.2. Laplace Doniisiimleri

f , tanim kiimesi [O,oo) araligini kapsayan bir fonksiyon olsun.

L{f(x)} =Iex“f(u)du

seklinde tanimlanan E{ f } fonkiyonuna f fonksiyonunun Laplace Doniisiimii
denir. ﬁ{ f } fonksiyonunun tanim kiimesi yukarida verilen integralin yakinsak

olmasini saglayan tiim x noktalarinin kiimesidir.
Laplace Doniistimleri, var olan bir problemin daha basit bir probleme
indirgenerek ¢oziilmesinde iyi bir aragtir. Ozellikle diferansiyel denklemlerin

baslangi¢ deger problemlerinde kullanilir.
3.2.3. Meijer G Fonksiyonu
Meijer (1936) tarafindan ortaya atilan Meijer G-fonksiyonu bir¢cok ozel

fonksiyonu igeren genellestirilmis bir hipergeometrik bir fonksiyondur. Bu fonksiyon

C egrisi boyunca
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m,n z
pq

biciminde tanimlanir (Bateman ve Erdélyi 1953). Burada

al,az,---,ap}_ 1 j H’;lzlr(bj_s)Hl;:lr(l_aj+s)

b,b,,....b, 27 CHizmH]“(l—bj +s)Hj=n+lF(aj —s)

e m,n,p,q tamsayilariigin 0<m<gq, 0<n<p
* a.-b#1,23,. k=12,...nj=12,...m

o 7x£0
seklindedir.

3.2.4. Gauss Newton Algoritmasi

Gauss Newton Algoritmasi lineer olmayan en kiiciik kareler yontemi ile egri
uydurma problemlerinde kullanilan bir yontemdir (Bjorck, 1996). Newton
yonteminin aksine Gauss Newton Algoritmasi sadece fonksiyon degerlerinin kareler
toplamint en kiiglik yapmak i¢in kullanilir. Gauss Newton Algoritmasi ikinci
tiirevlerin alinmasimi gerektirmedigi i¢in en kiiclik kareler problemlerinde Newton

Yontemine gore daha avantajhdir.

Bu algoritmada m>n olmak iizere f =( Jisfrseee fm) fonksiyonlar1 ve
B=(p.B...5,) degiskenleri verilsin. Veri kiimesine egri uydurmak igin

fonksiyon ile veri kiimesindeki noktalar arasindaki uzakliklar1 temsil eden

’;(ﬂ): Yi _f(xi’ﬂ)

artiklarmm minimum yapilmas: gerekir. S(/)= i[rl (B )T ifadesini en kiigiik

i=1
yapmak icin se¢ilen baslangic degerleri ﬂ(o) vektori ile temsil edilsin. Buna gore

iteratif adimlar

17


http://en.wikipedia.org/wiki/Arthur_Erd%C3%A9lyi
http://en.wikipedia.org/wiki/Cornelis_Simon_Meijer

3. MATERYAL VE METOD Murat GENC

formundadir. S ( p ) degeri 0’a yeterince yakin oldugunda iterasyonlara son verilir

ve son adimda elde edilen parametre degerleri kullanilarak veriye uyan en iyi

fonksiyon elde edilir.
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4. GOMPERTZ DAGILIMI

Gompertz Dagilimi [O,oo) araliginda tanimli, siirekli ve {istel olarak artan

basarisizlik oranina sahip bir dagilimdir. Yetiskin insanlarin 6liim oraninin istel
olarak arttig1 varsayilir. Bu nedenle Gompertz Dagilim1 aktiierya biliminde genis bir

kullanim alanina sahiptir.

4.1. Temel Gompertz Dagilimi
4.1.1. Dagilim Fonksiyonu

Gompertz Dagilimmin en ¢ok uygulandigi alan mortalitedir. Bu nedenle
oncelikle Gompertz Dagilimmnin yasam (sagkalim, giivenilirlik) fonksiyonu
verilecektir. Temel Gompertz Dagilimina sahip bir X rastgele degiskeninin yasam

fonksiyonu

G(x)zP(X >x):e_l(ex_l),()sx<oo,0<ﬂ,<oo

ile verilir (Marshall, 2007). Bu fonksiyon bir yasam fonksiyonu belirtir; ¢iinkii G

fonksiyonu [O,oo) araliginda stirekli ve azalan bir fonksiyon olup G(O)=1 ve
lim G(x)=0’dir. Verilen fonksiyonda A bir sekil parametresidir. 1=1 olmas

X—>0

halinde “ X rastgele degiskeni Standart Gompertz Dagilimina sahiptir.” denir.

X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu

G(x)=P(X <x)=1-P(X >x)=1—e’l(“"),03x<oo,0<,1<oo
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seklindedir.

X rastgele degiskeninin yiizdelik dilimlerini veren fonksiyon
0 1
G '(p)=In l—zln(l—p) ,0<p<1

bicimindedir. Boylece ilk ¢eyreklik

q,=G"' [ij :ln{l—%ln(%ﬂ :ln[1+%(ln4—ln3)}

ikinci ¢eyreklik

q,=G"' 1 =In 1—lln 1 =In 1+lln2
2 A 2 A

ve li¢lincii geyreklik

g, =G (§j=ln 1—lln(lj =ln(1+lln4j
) 4 A \4 A

olur. Sekil 4.1., 4.2. ve 4.3.te 4=0.01 parametresine karsilik gelen Gompertz

Dagilimina ait ¢eyreklik degerleri verilmistir.

Temel Gompertz Dagilimina sahip bir X rastgele degiskeni i¢in olasilik yogunluk

fonksiyonu
g (x) = lexe%(eq) ,0<x<

ile verilir.
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0. 2727

o

!,'n "
@

.0

Sekil 4.1. 2 =0.01 igin birinci ¢eyreklik degeri (3.393)

Sekil 4.2. 41 =0.01 igin ikinci ¢eyreklik degeri (4.253)

0. 2727

o
0.0

o
@

Sekil 4.3. 41 =0.01 ig¢in iiclincii ceyreklik degeri (4.939)

Burada g'(x)=41 (1 - e’ )exiﬂ(ex*l) olup

e 0<A<l durumunda 1-Ae*=0=x=-InA oldugundan dagilimin modu
—In A olur.

e A>1 durumunda g fonksiyonu azalandir ve modu 0’dir.
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A parametresinin ¢esitli degerleri icin Temel Gompertz Dagilimina ait olasilik

yogunluk fonksiyonunun grafigi asagida verilmistir.

0.372

-+
u

nonn
ULy

Sekil 4.4. 4 =0.01 parametreli Gompertz Dagilimina ait grafik

=+
u

nnn
L]

=

L 4
L 1 1
L]

Sekil 4.5. 4 =0.07 parametreli Gompertz Dagilimina ait grafik

=
=
(=]

.
d
nnn 215
LR | .13
L 1 | |

L

Sekil 4.6. A =1 parametreli Gompertz Dagilimina ait grafik
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Sekil 4.7. 4 =4.22 parametreli Gompertz Dagilimina ait grafik

Temel Gompertz Dagilimina sahip bir X rastgele degiskeni i¢in anlik 6liim
orani

8 (x) B /'texe%(eq)
TS N

=Ae",0<x <
e

ile verilir. Goriildigi gibi anlik 6liim orani, iistel olarak artan bir fonksiyona sahiptir.

4.1.2. Momentler

Temel Gompertz Dagilimina sahip bir rastgele degiskenin momentleri kapali
formda yazilamaz. Ancak beklenen deger ve moment ¢ikaran fonksiyonu iistel
integral olarak bilinen bazi 6zel fonksiyonlar cinsinden yazilabilir. Burada

kullanilacak {istel integral formu
E, (t) = J.u’e_l"du, teR, Ae (0,00)
1

bicimindedir. Tezin ilerleyen boliimlerinde bu konuya daha genis yer verilecektir.

Simdilik sadece temel formlarin verilmesi ile yetinilecektir.
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Ustel integral kullanilarak Temel Gompertz Dagilimma sahip X rastgele

degiskeninin moment ¢ikaran fonksiyonu

M(1)=E(e")
= [ e aeele ™ dx, (u=e")
= Je* [“u'e ™ du
=Ae¢"E, (1)

bi¢iminde yazilir. X rastgele degiskeninin beklenen degeri ise E(X)=¢"E, (1)

ile verilir. Ciinkii
N x A _—de* _ A[° -ay _ x
E(X)—J-O xAe*e"e ™ dx=Ae Le Inydy, y=e

olup u=Iny, dv=e"dy icin kismi integrasyon uygulanmast ile
ZOO 1 —Ay A
E(X)=e I—e ‘dy=¢"E, (-1)
y
1

elde edilir.

4.1.3. Simiilasyon

Gompertz Dagiliminin yiizdelik dilimlerini veren fonksiyon kapali bir forma
sahip oldugundan rastgele c¢eyreklik yontemi ile Gompertz Dagilimi simiilasyonu
yapilabilir.

ﬂe(O,oo) olsun. U rastgele degiskeninin standart diizgiin dagilima sahip
oldugu varsayilsin. Bu durumda 1-U rastgele degiskeni de standart diizgiin

dagilima sahip olur. Boylece
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4. GOMPERTZ DAGILIMI Murat GENC

X=G" (1—U)=ln(1—%ln(U)J

rastgele degiskeni A sekil parametreli Gompertz Dagilimina sahiptir.

X rastgele degiskeni A sekil parametreli Gompertz Dagilimina sahip olsun.

X rastgele degiskeninin dagilim fonksiyonu G(X ) standart diizgiin dagilima

sahiptir. Buradan l—G(X ) rastgele degiskeni de standart diizglin dagilima sahip

olur. Bu bilgiler 1s181nda asagida rastgele ¢eyreklik yontemi ile elde edilmis bazi
simiilasyon sonuglart gosterilmistir. Her bir sekil 1000 defa tekrarlanan bir
simiilasyonun sonuglarin1 yansitmaktadir. Ayrica tiim sekillerde verilen a

parametresine karsilik gelen dagilim fonksiyonu da gosterilmistir.

1.0007

0.0

0.3727

hae C——r———1 o

Sekil 4.8. 4 =0.01 sekil parametreli Gompertz Dagilimi i¢in dagilim fonksiyonu ve
simiilasyon sonuglari

25
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0.00 — 4.70

Sekil 4.9. 4 =0.07 sekil parametreli Gompertz Dagilimi i¢in dagilim fonksiyonu ve
simiilasyon sonuglari

Y0 C——— 218

Sekil 4.10. 4 =1 sekil parametreli Gompertz Dagilimi i¢in dagilim fonksiyonu ve
simiilasyon sonuglari
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-
4,220

0

——t——— 1o

Sekil 4.11. A =4.22 sekil parametreli Gompertz Dagilimi i¢in dagilim fonksiyonu ve
simiilasyon sonuglari

Goriildigl gibi simiilasyon sonuglari iyi bir yaklasimi gostermektedir. Her bir
grafigin altinda verilen ortalama ve standart sapma cubuklarina bakilarak uyumun
1yiligi gozlemlenebilir. Daha kesin sonuglar icin bagka istatistiksel yontemler

uygulanabilir.

4.1.4. Tigili Dagihmlar

Gompertz Dagilimmin iistel dagilimla iliskisi daha oOnce belirtilmisti.
Gompertz Dagilimmin standart u¢ deger dagilimi ile iliskisi kurulabilir. X,
minimumlar i¢in standart u¢ deger dagilimina sahip bir rastgele degisken olsun. X

’in olasilik yogunluk fonksiyonu

x

f(x) =e'e‘ ,xeR
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ile verilir. X >0 iken X ’in kosullu olasilik yogunluk fonksiyonu

olup bu sonu¢ X >0 iken X rastgele degiskeninin dagiliminin, standart Gompertz

Dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu oldugunu gosterir.

4.2. Genel Gompertz Dagilim
4.2.1. Dagilm Fonksiyonu

Temel Gompertz Dagilimi, bir 6l¢ek parametresi eklenerek genellestirilebilir.

Z rastgele degiskeni A € (0,00) sekil parametreli Temel Gompertz Dagilimina sahip

Z
olsun. Bu durumda ce(0,0) olmak iizere X =— rastgele degiskeni A sekil
c
parametreli ve ¢ Olcek parametreli Genel Gompertz Dagilimina sahiptir. Bundan
boyle genel Gompertz Dagilimi yerine Gompertz Dagilimi ifadesi kullanilacaktir.

A ve ¢ parametreli Gompertz Dagilimina sahip bir X rastgele degiskeni

i¢in yagam fonksiyonu

ile verilir (Marshall, 2007). Bu durumda dagilim fonksiyonu

o)

,0<x<o0
olur.
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4. GOMPERTZ DAGILIMI Murat GENC

X rastgele degiskeninin ytlizdelik dilimlerini veren fonksiyon

Fl(p)=%1n{1—%ln(l—p)},0ﬁ p<l

bigimindedir. Dikkat edilirse F~'( p):%Gl( p)’ dir. Boylece birinci geyreklik

1

g =—In [1 + % (In4—In 3)} , ikinci ¢eyreklik g, = 1 In (1 + % In 2) ve ligiincii
c c

ceyreklik ise ¢, = lln (1 + %ln 4) olur. Asagidaki grafiklerde 4 =0.007 ve b=0.7
¢

parametrelerine karsilik gelen Gompertz Dagilimima ait c¢eyreklik degerleri

verilmigtir.

0.0 4.8

Sekil 4.12. 1 =0.01 ve ¢=0.7 i¢in birinci ¢eyreklik degeri (2.977)
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0.0 3.3

Sekil 4.13. 1 =0.07 ve ¢=0.7 i¢in ikinci ¢eyreklik degeri

0.00 1.46

Sekil 4.14. A =1 ve ¢=0.7 i¢in li¢iincii ceyreklik degeri

Gompertz Dagilimia sahip bir X rastgele degiskeni i¢in olasilik yogunluk

fonksiyonu

e

f(x)=ﬂecxe_; ,0<x<

ile verilir. f (x) =cg (cx) oldugu gbz Oniine alinarak Temel Gompertz Dagilimi i¢in

elde edilen sonuglar, Gompertz Dagilimi i¢in genellestirilebilir.

e 0O< £ <1 durumunda dagilimin modu —lln 4 olur.
c c c
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A :
e —2>] durumunda f fonksiyonu azalandir ve modu 0’dur.
c

A ve c¢ parametrelerinin ¢esitli degerleri i¢cin Gompertz Dagilimina ait olasilik

yogunluk fonksiyonunun grafigi asagida verilmistir.

[=]
L
==

-+
u
nn q
L L 3.3
L 1 1
T

Sekil 4.15. 1=0.01 ve ¢ =0.5 parametreli Gompertz Dagilimina ait grafik

Sekil 4.16. 1 =0.07 ve ¢=0.5 parametreli Gompertz Dagilimina ait grafik

Sekil 4.17. A =1 ve ¢=0.5 parametreli Gompertz Dagilimina ait grafik
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Gompertz Dagilimina sahip bir X rastgele degiskeni igin anlik 6liim orani

ile verilir. Gortildiigl gibi anlik 6liim orani iistel olarak artan bir fonksiyona sahiptir.

4.2.2. Momentler

Gompertz Dagilimina sahip bir X rastgele degiskeninin moment ¢ikaran

fonksiyonu, Temel Gompertz Dagilimindan faydalanarak

M(t)=m(lt)=£eiEi [ltj,teﬂ%

C c -

c

ile verilir. Burada m, Temel Gompertz Dagilimmma ait moment ¢ikaran

fonksiyonudur. Ayrica E(X)= g (Z) oldugundan X rastgele degiskeninin
c
A

beklenen degeri E(X )= 1ok , (—1) ofur.
PR

c

4.2.3. Simiilasyon

A >0 olsun. U rastgele degiskeninin standart diizgiin dagilima sahip oldugu
c

varsayilsin. Boylece

X:lln(l—%ln(U)j

c
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rastgele degiskeni A ve ¢ parametreli Gompertz Dagilimina sahiptir.

X rastgele degiskeni 4 ve ¢ parametreli Gompertz Dagilimina sahip olsun.

cX

U = e_;(e ) rastgele degiskeni, standart diizgiin dagilima sahip olur.

Bu bilgiler 1518inda asagida rastgele ceyreklik yontemi ile elde edilmis bazi
simiilasyon sonuglar1 gosterilmistir. Her bir sekil 1000 defa tekrarlanan bir
simiilasyonun sonuglarini yansitmaktadir. Ayrica tim sekillerde verilen 4 ve ¢

parametrelerine karsilik gelen dagilim fonksiyonu da gosterilmistir.

1.0007

0.0

0.4137

Sekil 4.18. 1 =0.01 ve ¢ =1.2 parametreli Gompertz Dagilimi i¢in dagilim
fonksiyonu ve simiilasyon sonuglari
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—EeeT

0
o I o
Sekil 4.19. 1=0.07 ve ¢ =1.2 parametreli Gompertz Dagilimi i¢in dagilim
fonksiyonu ve simiilasyon sonuglari

0.00 2683
I —

Sekil 4.20. A =1 ve ¢ =1.2 parametreli Gompertz Dagilimi i¢in dagilim fonksiyonu

ve simiilasyon sonugclari
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Sekil 4.21. 1 =4.22 ve ¢ =1.2 parametreli Gompertz Dagilim1 i¢in dagilim
fonksiyonu ve simiilasyon sonuglari

Goriildugii gibi simiilasyon sonuglart iyi bir yaklagimi gdstermektedir. Her bir
grafigin altinda verilen ortalama ve standart sapma cubuklarina bakilarak uyumun

iyiligi gézlemlenebilir.
4.2.4. Tigili Dagihmlar

Gompertz Dagiliminin iistel dagilimla iliskisi daha 6nce belirtilmisti.

X rastgele degiskeni A ve ¢ parametreli Gompertz Dagilimina sahip olsun.
ke(O,oo) icin Y =kX rastgele degiskeni tanimlansin. Bu durumda Y rastgele

k
degiskeni — sekil parametreli ve ié')l(;ek parametreli Gompertz Dagilimina sahip
c c

olur.
X rastgele degiskeni, ¢ >0 0l¢ek parametreli minimumlar i¢in u¢ deger

dagilimina sahip olsun. V, minimumlar i¢in standart u¢ deger dagilimina sahip

1 : o .
olmak iizere X =—V alinsin. Dikkat edilirse X >0 olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul
c
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V >0 olmasidir. O halde X >0 verilmisken X ’in kosullu olasiligi ile V>0
1

verilmisken —V ’nin kosullu olasiligi aynidir. Daha 6nce V >0 verilmigken V ’nin
c

kosullu olasiliginin Standart Gompertz Dagilimi oldugu gosterilmisti. O halde X >0

1
verilmisken X ’in dagilimi, 1 sekil parametreli, — Ol¢ek parametreli Gompertz
c

Dagilimi olur.
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5. GOMPERTZ DAGILIMININ PARAMETRE TAHMINLERI

5.1. Momentler

Bu bolimde Gompertz Dagiliminin parametrelerinin tahminleri iizerinde
durulacaktir. Parametreler en ¢ok olabilirlik yontemi ile tahmin edilecektir.
Parametre tahminleri i¢in Laplace Doniisiimii ve Meijer G fonksiyonundan

yararlanilacaktir.

Onerme 5.1.1. Gompertz Dagiliminin Laplace déniisiimii

A

L s :ée;ES [é];)\,c>0 (5.1.)

Isd sl
c

olup burada

ile verilir (Abramowitz and Stegun, 1965).

Ispat. Gompertz Dagiliminin Laplace déniisiimii

A( exl
L(s) = J‘/iemc(e )e"“ dx (5.2)
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yazilir. E I —dt,n>0, Re(z) >0 oldugu goz Oniine alinarak
1

A
L s =éeCES [é];)\,c>0
c “le

elde edilir.

Onerme 5.1.2. Gompertz Dagilimina sahip bir X rastgele degiskeninin .

momentleri

E(X")= ”—jeéEf-l (ij (5.3.)
C

(In x)n x ‘e ¥ dz

o

> 3

—_

N

~

I
——38

genellestirilmis integro-iistel fonksiyondur (Milgram, 1985).

Ispat. Gompertz Dagilimina sahip bir rastgele degiskenin momentleri Laplace

dontisiimii yardimu ile bulunabilir. (3) kullanilarak

A 221

E(X)=—£L(S)S=O =;ec!2ec In xdx
d? A 2T

E(X2)=—FL(s)S= ec!cz < (Inx)’ dx

E(x)=— L (s) =2 [ Lo ()
ds ¢ e

38



5. GOMPERTZ DAGILIMININ PARAMETRE TAHMINLERT Murat GENC

yazilir. Yukarida FE (X ”) momentindeki integral icin kismi integral yontemi

A

.. n 1 X .
uygulansin. Bunun i¢in u = (ln x) ve dv=—e ° dx donigiimleri yapilsin.
c

A

du = n(ln )c)nf1 x'dx ve v= in (—%j e < olur. Bu sonuclar E (X ") i¢in verilen
c

esitlikte uygulanirsa

c c" c
n * ﬂ,@
:_in (ln;) tec Enx 'e ;x(lnx)” " dx
e?x 1 €
bulunur.

Inx)"
]’l()C)_( AX)

eC

olsun. h(l) =0 oldugu agiktir. Ayrica limh(x) =lim (ln x)

X—>0 X—®© Zx

eC

olur. Burada her

x €(0,0) i¢in gegerli olan

x—_lslnx<x—l
X

esitsizligi kullanilarak her n e N igin
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_(x-1Y)" 1 . (x=1)" 3 .
bulunur. lim| — | -——=1-0=0 ve lim-————=0 oldugundan limit sikigtirma
X—>0 X Zx X—>0 Zx
e’ e

teoremi geregince

B/(5)=" k(o). B () =E.(2) (5.4)

yazilir. Boylece (5.3.) ile verilen E (X ") momenti

E(X”):n—n!ejEl”] (ij
C

c

40



5. GOMPERTZ DAGILIMININ PARAMETRE TAHMINLERT Murat GENC

biciminde yazilabilir. Bu momentin daha yaygin bir gosterimi Meijer G-fonksiyonu

kullanilarak

E(X")= ”—n!e%G"“*’ (5.5.)

n,n+l

biciminde verilir. Burada verilen Meijer G-fonksiyonu genellestirilmis bir

hipergeometrik bir fonksiyondur. Bu fonksiyon C egrisi boyunca

a,.a,,...,a;a, . .d

b.b,.....b

m?

ntl> Bpgnse s

Zs dS

ap _ 1 J‘ HT:lr(bj_s)szlr(l_aj+s)
busi-Biaseonby | 27 TT0 (10, +5)[ ], T (a,-s)

GiHl,O
n,n+1 Z

ile verilir (Bateman ve ark., 1953).
Gompertz Dagilimmin momentlerinin integral formunun seriye acilimi

genelde daha kolay bir gosterime sahiptir. Genellestirilmis integro-iistel fonksiyonun

: A
seriye acilimi, s =1 ve z=— alinarak

O e
E;’"(iJ: > ! ,C' +(_1_) Z(n)ln(ij v (5.6.)

olup burada

. d’

ile verilir. je{0,1,2,3,4} i¢in
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Y, =y'+yn’ +87/§(3)+2io7z4,
y=0.57722

seklindedir. y, Euler-Mascheroni sabiti olarak bilinir. ¢ (s)=Zn‘°‘ ise Riemann

n=1

2
zeta fonksiyonudur (Abramowitz ve Stegun, 1965). Ozel olarak ¢ (2):%,

4

4 (3) =1.2021 ve & (2) =79[—0 dir. £ (3) degeri Apéry sabiti olarak bilinir (Apéry,

1979).

Sonug 5.1.1. Gompertz Dagilimina sahip X rastgele degiskeninin beklenen degeri

A
E(X) Lo (ij (5.8.)

C C

bi¢cimindedir. Bu beklenen deger yaklasik olarak
A
E(X)= le” (i—ln(ij—y)
c c c

y 2
ile verilebilir. 4ie" (iJ degeri kiigiildiik¢e kesin degere yaklasim artar.
C C

Ispat.
Kesin Deger
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(5.3.) kullanilarak Gompertz Dagilimina sahip bir X rastgele degiskeninin beklenen

degeri

1 2% » A
E(X):;e”.[x e < dx

seklinde bulunur.
Yaklasik Deger
A degeri sifira yaklasirken iistel integral E, (z)~—y—Inz (Abramowitz ve Stegun,

1965) oldugundan (5.8.) ile verilen Gompertz Dagilimina ait beklenen deger

14 A . .
—e (—}/—ln —j sekline gelir. Burada y=0.57722, Euler-Mascheroni sabitidir
c c

(Pollard ve Valkovics 1992; Kunimura 1998; Missov ve Lenart 2011).
Verilen bu yaklasik degerin kesinligi yeni bir terim eklenerek artirilabilir. (5.6.)’ dan

beklenen degerin seriye agilimi

olup
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~

oldugundan

e

bulunur. A degeri sifira yaklastiginda 4 ~ —Z _
C j=1 ] .

C C

-]

J!

E(X)zle% (i—ln[ij—yJ (5.9)

N

elde edilir. —z ifadesinin isaretinin degismesi nedeniyle goreceli olarak
j=l

biiyiik bir a degeri igin (5.9.) ile verilen ifade olmasi gerekenden biiyilk tahmin
edilmistir. Ancak yeni terimlerin eklenmesi ile beklenen deger veya dogum anindaki

yasam beklentisi istege bagli bir kesinlikte bulunmustur.

Sonug 5.1.2. Gompertz Dagilimina sahip X rastgele degiskeninin varyansi

2 L1,1 2 2 2 ?
Var(X)=£2e“ —£3F3 ;i +l - 7/+ln(£j - le“El(ij
c c 2,2,2 ¢ 21 6 c c c

a,...,a, )
bicimindedir. Yaklasik deger a=0 i¢in gecerlidir. pF{ bl bl ;z} ise
aeees

genellestirilmis hipergeometrik fonksiyondur (Askey ve Daalhuis, 2010).
Ispat.
Kesin Deger

Bir X rastgele degiskeninin varyansinin Var(X)=E (X ? ) -E(X )2 ile verildigini

biliyoruz. X , Gompertz Dagilimina sahipse (5.3.)’dan
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E(X2):£eiEll £ (5.11.)
C2

c

olup (5.11.)’in kesin degeri temsil eden gosterimi (5.5.)’te verilen G fonksiyonu

;1,1
QOD;]

bigiminde yazilir. E/ nin kuvvet serisi agilimi kullanilarak (Milgram 1985:2.10)

kullanilarak

E(XQ):%eiGz’f (i
c c

Elj(z)zi 1j+1 (_Z)l + (_1)j jil“[j-li_ljln(z)w_l\yz (5.12)

I (jH)5

1

elde edilir. Burada ¥, =lim %F(l —1) ile verilir.
> t

Dikkat edilirse

j+2°

©1 (=2) L Ve
;(_Z)J‘“ TR 2,20

a.....a = (a),-(a,), 2 o .
olup F { : g ;z} =) ———— k= genellestirilmis  hipergeometrik
71 be-nb, Z(bl)k...(bp) k!

(ERRRD) =0

fonksiyondur (Askey ve Daalhuis, 2010). Boylece

2| 4 [LLl A7 1| Y
E(X*)==<{-Z F. 2= =+ y+In| =
(x*) cz{ c? {2,2,2 c} 2[6 (y H(CD H

olup
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2 2| 2 [LL1 ] 1|2 AV T2 (T
Var(X )=—ec{——.F. s — |[+=| —+| y+In| — —|—e‘E | —
ar( ) cze { ¢’ 3{2,2,2 c} 2{6 (7 n[cD } Le l(cj

bulunur.
Yaklasik Deger
(5.9.) ve (5.10.) birlikte diisiiniildiigiinde miimkiin yaklagimlar kolaylikla goriilebilir.
Pollard ve Valkovics (1992), 4 degeri sifira ¢ok yakin iken Gompertz Dagiliminin
1,
2

2
% oldugunu gostermistir. Ancak (5.10.)’dan varyansin A
c

varyansinin

parametresine bagli oldugu goriilmektedir. Sabit ¢ degeri icin A arttikca varyans
azalmaktadir.

A =0 iken (5.9.) kullanilarak

2 A

%—e_?)_'«j(x)2

N

E(Xz)zize
c

A
yazilir ve e¢ =1 i¢in

1

2
Var(X)~— % (5.14.)

C

bulunur. Dikkat edilirse goreceli olarak biiyiik olan A degerleri i¢in (5.14.)’de elde

edilen sonu¢ varyansi olmasi gerekenden biiylik tahmin eder. A=0 igin

1,1,1 . o N
3 F L ) 2;%} degeri 1’e esittir. Anlik 6liim oraninin yiiksek oldugu durumlar i¢in

bu deger yaklasik 0.9 veya 1°dir. Ancak —24 anlaml ol¢ilide biiyiik olabilir ve
-
gerekenden biiyilik olan varyansi kiiciiltebilecek tek terimdir. Dolayisiyla (5.10.) ile

verilen ifade (5.14.) ile verilen ifadeden daima daha iyi bir yaklasim saglar.
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Sonug 5.1.3. Gompertz Dagilimina sahip X rastgele degiskeninin ¢arpiklig

A ;L1 A
6 ,c(40 A _ 2 (30 &
SeGyy| — 3m, 5 e Gy,
0,0,0,05

4 LL1 2 ? 2 ’
Zec —&317% ;& +l 7+ 7/+ln(lj - 1eCE1(/1j
¢ c” 712,22 ¢ 2| 6 c c c
4.152%° =5¢*% —1.481+4.31c—4.961¢, a>0
_ 2\/8
—¢

T

;L1

]+2ml3

0,0,0;

0w

Q

(3), a~0

bi¢imindedir. Burada m, dagilimin beklenen degerini temsil eder.

Ispat.
Kesin Deger
Carpiklik
E(X*)-3E(X)E(X*)+2E(X)’
Nn=

Var(X )"

ile verilir. Boylece (5.5.) ve (5.10.)’dan kesin sonu¢ hemen elde edilir. Bu ifadeye
denk olan kuvvet serisi (5.6.) ve (5.7.) kullanilarak kolayca bulunur.

Yaklasik Deger

Yaklasik sonu¢ a — 0 iken tigiincii merkezi moment olan m, ’iin limiti olup

) 2
mz|,1—0 =limm; = _c_3§(3)

= A0

bicimindedir. (5.14)’den

47



5. GOMPERTZ DAGILIMININ PARAMETRE TAHMINLERT Murat GENC

Yilsmo =1im ; =———=-¢(3) (5.15.)

ve 0<A,c<0.2 yiizeyi igindeki diger durumlar icin yaklagim lineer olmayan

regresyon kullanilarak
C C,
2 |a>0 = A? +oc® oA+ e+ Ac

uyumu ile elde edilir.
Gompertz Dagilimi i¢in ¢arpiklik degerinin alabilecegi en kiiciik deger ise

(5.15.)°den 7, =—1.13955 “tir.

Sonug 5.1.4. Gompertz Dagilimina sahip X rastgele degiskeninin basiklig1

2 ALLI P AL 2 11
seG| A |camseai| Y remireas| ) |vam!
€ 10,0,0,0,0; Clo,0,0,0; C lo,0,0;
V2= . ) , 2)\?
2 1,1,1 2 2
%ec _&%FS ’& +l i_{_ }/+ln(lj _ 1ec'E1(lj _3
¢ c’ 2,22 c| 2| 6 c c c
4.152%° =5¢°% —1.484+4.31¢—4.961¢c, a>0
~ ~126
= ¢ (3), a=~0
Ispat.
Kesin Deger
Basiklik

E(X*)-4E(X)E(X’)+6E(X) E(X*)-3E(X)’
a Var(X) -
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ile verilir. Boylece (5.5.) ve (5.10.)’den kesin sonu¢ hemen elde edilir. Bu ifadeye
denk olan kuvvet serisi (5.6.) ve (5.7.) kullanilarak bulunur. Basikligin en kiigiik
degerine yaklasik —0.75 ’te ulagtig1 goriiliir.

Yaklasik Deger

Yaklagik sonu¢ 4 — O iken dordiincii merkezi moment olan m, *iin limiti olup

m | =limm 37
Ha=0 750 T 20t
bicimindedir. (5.14.)’dan
m 12
=lim————-3=-—- 5.16
7/2 |l:0 150 Var(X )2 5 ( )

ve 0<A4,c<0.2 yiizeyi igindeki diger durumlar i¢in yaklagim lineer olmayan

regresyon kullanilarak
Valo ® 075+ A% +cic™ +¢, (Ac)*

uyumu ile elde edilir.

Gompertz Dagilimina ait olasilik yogunluk fonksiyonu konum ve 0&lgek

1. 4
parametresi kullanilarak yeniden formiilize edilebilir. Modun M =—In— oldugu goz
c c

e M —e(('FM)+c(x—M

Oniine alinarak (2) ifadesi f (x) =ce ) bi¢ciminde yazilabilir.

En Cok Olabilirlik Tahminleri
Kesikli yas durum igin Oliim sayis1 ve 6liim yillar1 gdzlemlenmisken verilen bir yas

araligindaki 6liim sayilariin Poisson dagilimina sahip oldugu varsayilabilir. D_ her

bir yas grubundaki 6liim sayisi, E , x yasindaki bir bireyin 6liim maruz kaldig: yil
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sayist olsun. Bu durumda p(x)=ae™,a,b>0 ifadesinde en ¢ok olabilirlik

tahminleri asagidaki denklemleri saglar ve parametre tahminleri elde edilir (Lenart,

2011).

. D, 1 1 i
a= Z:zg i ve Z D szx:Teészxeb X

Siirekli yas durumu ile ilgili sonuglar (Lenart, 2011)’de verilmistir.
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6. GOMPERTZ DAGILIMININ PARAMETRE GUVEN ARALIKLARI

Bu kisimda iki parametreli Gompertz Dagilimi

f(x):ﬁ,e”‘ exp{—i(e“—l)},x>0 (6.1.)

c

icin parametre tahminleri ve giliven araliklar ele alinacaktir. (6.1.) formunda verilen
Gompertz Dagilimmin ¢ parametresi i¢in kesin giliven aralifi ile 4 ve ¢
parametreleri i¢in kesin ortak giiven bolgesi elde edilecektir. Bu yaklasimda verilerin

II. Tip sansiirlii olmasina izin verilmektedir. Tiim 6rneklemin X, X,,...,X, oldugu

varsayilsin. Giiven araliklarmin elde edilmesi i¢in sadece ilk k sira istatistigi olan

X ,X(z),...,X(k) degerlerinin bilinmesi yeterlidir.

1)
6.1. Parametre Tahmini

Bu bolimde Gompertz Dagilimina ait parametrelerin kesin ortak giiven
bolgesi ve ¢ parametresi i¢in kesin giliven aralig1 verilecektir. Gompertz Dagilimina

ait olasilik yogunluk fonksiyonu (6.1.)’de verildigi gibi

f(x) = Ae” exp{—i(e” —1)},x >0

c

bi¢ciminde olup bu fonksiyonda A ve ¢ Gompertz Dagiliminin parametreleridir.

Gompertz Dagilimina ait birikimli dagilim fonksiyonu agagidaki gibi bulunur:

F(x)= J:}te” exp {—i(e“ —1)}dt

C
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olup burada u =exp {— 4 (e"’ — 1)} doniistimii uygulanirsa
C

du =—Ae” exp {—&(e” —1)} elde edilir. Integral smirlarn ise u, =1 ve
c

u, =exp {— 4 (e"" - 1)} bi¢imindedir. Boylece
C

F(x)=— | du:l—exp{—i(e“—l)},po (6.2.)

bulunur.
Gompertz Dagilimi ile tistel dagilim arasinda bir iliski kurulabilir. Gompertz

Dagiliminda ¢ — 0 alarak dagilimi inceleyelim.

lim f (x) =lim Ae® exp {—i(ew‘ —1)}

c—>0 c—>0 C

=lim Ae” -limexp {—i (e"‘ - 1)}

c—>0 c—>0 C

- -exp g4 "1 |

olup L’Hopital Kuralinin uygulanmasi ile

lim £ (x) = 4-exp {lin(} {—/1 ( x‘i jH

=e ™ x>0
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o . 1
yazilabilir. Dolayisiyla ¢ —0 icin Gompertz Dagilimi, ortalamasi 3 olan iistel

dagilima yakinsar. Ayrica Y = i(e”‘ —1) doniigiimiinlin uygulanmasi ile Y rastgele
c

degiskeninin standart tistel dagilima sahip oldugu asagidaki gibi gosterilebilir (Chen,
1997):

x|y 1 1
dy| |dy| 4 et AT
dx| ¢
oldugundan

A
bulunur. Dolayisiyla Y :—(e“—l) doniistimii altinda Gompertz Dagilimi A =1
c

parametreli iistel dagilima doniisiir.

Simdi parametrelerin giiven araliklarinin elde edilmesi i¢cin Chen (1997)’de

verilen asagidaki yontem izlenecektir.

X, X,,...,X, Gompertz Dagilimindan alinmis bir 6rneklem ve X(l), X(Z),. e X(k) bu
ornekleme ait ilk k sira istatistigi olsun.
z:i(e‘*f—l),i=1,2,...,n (6.3.)
c
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rastgele degiskeni tamimlansin. Yukarida her i=12,...,n icin Y, rastgele
degiskeninin tiistel dagilima sahip oldugu gosterilmistir. Bu durumda Y,.Y,,....Y,

standart iistel dagilimdan alinmis rastgele bir Ornekleme karsilik —gelir.

Y,.Y,

Y ..,Y(n) bu 6rnekleme ait sira istatistiklerini gostersin. Simdi

)

seklinde tanimli g(x) fonksiyonu incelenecektir. Bu fonksiyon x’e gore kesin

artandir. Ciinkii

esitsizligi gecerlidir. Dolayisiyla Y.,Y..,...,Y, standart iistel dagilimdan alinan
DEEERN0) g

orneklemin ilk & sira istatistigidir.

U =2(ZY(,.)+(n—k+1)Y(k) +(1—n)Y(l)j (6.4

ve
V =2nY, (6.5.)

olsun. O zaman U ve V bagimsiz rastgele degiskenlerdir. U ve V sirasiyla 2k —2
ve 2 serbestlik dereceli y> dagilimma sahiptir (Chen, 1997). Bu ifadelerin

dogrulugu asagida gosterilmistir.
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Y(I),Y(z), . .,Y(n) rastgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

F (35 Yooy, )=nle T 0<y, <y, <...<y, <o

bicimindedir. Z =Y -Y

0) (),i=2,...,n ve Z =Y

0 rastgele  degiskenleri

tanmmlansin.  Z,,i=12,...,n rastgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu asagidaki gibi bulunur.

Z =X

2 =¥y =X

Zn = Y(n) - Y(n—l)
oldugundan

Yy=2

Y(z) =7 +7Z,

Y(n) =Z+Z,++Z,

yazilir. Doniistimiin jakobiyeni
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dirr. O halde Z.Z,,....Z

n

rastgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu

—nz; 7(n71)zz - .7(n7i+1)z,- -

g(z]’zz’__.,zn):n!e ...—Zn’0<zi<oo

bulunur. Bu fonksiyon i¢in

—ng ~(n-1)z, .

g(zl,zz,...,zn)zn!e e ccem0<z <o

yazilir. g (zl, Zyyeres zn) fonksiyonu, Z.,i=1,2,...,n rastgele degiskenlerinin ayr1 ayr1
fonksiyonlarmin  ¢arpimi  seklinde yazilabildiginden Z,,Z,,...,Z  rastgele

degiskenleri karsilikli bagimsizdir. Her bir Z;, rastgele degiskeninin olasilik

yogunluk fonksiyonu
8i (Zi) - (n —i+ l)e_(n_HI)Zi ' I(o,oo)

seklindedir.
W. :2(n—i +1)Zl. rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu ele

alinsin. Doniistimiin jakobyeni

o

dw, |

J=
; 2(n—i+l)
dz

i

olup
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bulunur. Dolayisiyla W, = 2(n—i +1) Z,, rastgele degiskeni 2 serbestlik dereceli x°

dagilimina sahiptir. Ayrica U rastgele degiskeni icin

k-1
U=2| Y, +(n-k+1)Y,, +(1—n)Y(1)]

k-1
=2 3+ =R Ky -

k
=2 ZYm*(”‘k)Y(k)j‘Z”Y(I)

I
M~

2(n-i+1)Z,-2nZ

W, - W,

I
AM»

iid k
yazilabilir. W, ~ ;(22 oldugundan, y? dagilimini &zellikleri kullanilarak ZV!{ ~ 15 Ve

i=1

k
W, ~ x; yazlabilir. ZWl ile W, bagimsiz oldugu i¢in

i=1

k
U= E :”i -W ~;((22k—2)
i=1
bulunur. Ayrica
V =2nY,=2nZ, =W, ~ z;
olur. Elde edilen sonuglardan U ve V rastgele degiskenlerinin bagimsiz oldugu

aciktir.
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U ve V yukaridaki gibi olmak iizere £ ve ¢ rastgele degiskenleri

U ;I/(l.)+(n—k+1)Y(k)+(1—n)Y(l) .y
v (k-1)v n(k-1)¥,, (6

ve
k-1
§:U+V=2{ZY +(n—k+1) Y()} (6.7.)
i=1

biciminde tanimlansin. ¢ parametresi i¢in kesin gliven araligini, A ve ¢ parametreleri

icin kesin ortak giiven bolgesini elde etmek icin asagidaki lemmalar kullanilacaktir.

Lemma 6.1. £ ve { rastgele degiskenleri sirasiyla (6.6.) ve (6.7.)’deki gibi

tanimlansin. Bu durumda & rastgele degiskeni, 2k —2 ve 2 serbestlik dereceli F

dagilimina; ¢ rastgele degiskeni ise 2k sebestlik dereceli y° dagilimina sahiptir.

Ayrica bu rastgele degiskenler birbirinden bagimsizdir (Chen, 1997).

Ispat. U ~ 5, ,, V ~ 7 ve U ile V birbirinden bagimsiz oldugu igin

U
2k—2__ U iy
Vo (k-1)V

2

rastgele degiskeni 2k —2 ve 2 serbestlik dereceli F' dagilimina sahiptir.
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U ile V bagimsiz y° rastgele degiskenleri oldugundan y*> dagiliminin

toplama 6zelligi geregince

U+V=¢

rastgele degiskeni 2k serbestlik dereceli y° dagilimina sahiptir.

7> dagilimina sahip bagimsiz iki rastgele degiskenin toplami ve orani
birbirinden bagimsiz oldugundan & ve (¢ rastgele degiskenler birbirinden

bagimsizdir.

cb

Lemma 6.2. Her O<a<b ve ¢c#0 igin g (c) =¢ bi¢ciminde tanimli fonksiyon

ca

kesin artan bir fonksiyondur (Chen, 1997).

Ispat. Oncelikle g fonksiyonunun tiirevini bulunsun.

te

ct ’

bi¢imindedir. f (t) = t #0 fonksiyonunu tanimlansin. Bu durumda

e’ (1 + ct) (e” - 1) —ce“te”

)

e (e“’ —1+4cte” —ct —cte” )

e

e’ (e"’ -1- ct)

(1)

1=
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bulunur. Her yeR i¢in ¢’ >1+y oldugundan e” >1+ct yazilabilir. Dolayisiyla

her ¢ #0 igin f'(¢)>0 elde edilir. O halde f () fonksiyonu ’ye gore kesin artan

bir fonksiyondur. Her a <b i¢in f (a) <f (b) ’dir. Boylece

a ew b ecb
ca < cb
e“—1 e" -1

ve bu sonucu kullanarak

be® (em —1) > aqe™ (ed’ —1)

= be” (e”“ —1) —ae™ (e”b —1) >0
dolayisiyla her ¢ =0 igin
g'(c)>0

yazilir. Sonug¢ olarak g fonksiyonu, O<a<b ve c#0 i¢in kesin artan bir

fonksiyondur.

Lemma 6.3. Her 0<a, <a, <...q, ve ¢#0 i¢in
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fonksiyonu kesin artan bir fonksiyondur (Chen, 1997).
Ispat. £ fonksiyonu

cay

D e et

bi¢ciminde yazilabilir. Burada n(k - 1) >0 ve n—k+1>0"dwr. Herhangi bir f,ieN

k
fonksiyonu kesin artan bir fonksiyon ise cf,,c>0 ve Z f; fonksiyonlar1 da kesin
i=1

ca;

artandir. Ayrica Lemma 2’den i=2,3,...,k ig¢in h(c): ¢

fonksiyonu kesin
ca

artandir. O halde & fonksiyonu verilen sartlar altinda kesin artan bir fonksiyondur.

Lemma 6.4. 0<q,<a,<...<a,, c#0 ve t >0 olsun. Eger

k-1
Zai +(n—k+1)a, +(1-n)aq,
t# =2

n(k—1)aq,

ise

denkleminin tam olarak bir kokii vardir (Chen, 1997).
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Ispat. Lemma 3 geregince

5" )rtok e 1)1 -
&(c)= n(k—1)(e 1)
:l e +(—k+2)+(n—k+1)e +(-n+k—1)+(1-n)e™ +(~1+n)
- n(k-1)(e -1)

e“ +(n—k+1)e +(1-n)e™

n(k=1)(e ~1)

fonksiyonu her ¢ # 0 i¢in ¢ ’ye gore kesin artandir.

1

£(c)= T {ki[e _D+(n—k+1) e j+(1—n)

ca; _
i=2 \ € e

yazilist kullanilarak limit almsin. Oncelikle L Hopital teoremi kullanilarak

ca; cd;
e =1 . ae" . a .
lim —1im 2% = lim — ¢
c—o eml -1 c—® alecal c—® al

“i‘“l)

ca;

yazilir. Her i=23,...,k i¢in a,—a, >0 oldugundan lim em _1:00 bulunur. O

oo o ]

halde lim¢&(c)=co elde edilir.

C—>0

ca;

lim — =1 olup

-0 @ T
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Sy

[k—2+(n—k+1)+1-n]

bulunur. Ayrica

ie‘”" +(n—k+1)ecak +(1—n)e“’1
=2
n(k—l)(e““‘ —1)

&(c)=

esitliginden faydalanarak

jirgl f(c) = lim 5(0)
LHZ ae" n k+1)ak C“k+a](l n) “
(k—l)ale

:Zf 1a +(n k+1)ak+a1(1 n)
(k 1)a1

elde edilir. Dolayisiyla denklemin tam olarak bir kokii vardir.
(6.6.) ve (6.7.)de tanimlanan ¢ ve ¢ rastgele degiskenleri,

Y, = i(ecx(") —1) yazilarak agagidaki gibi ifade edilebilir:
c

k-1

) ® _ Xy _
,-z(e 1) (n=k+1)(e” =1)+ (1=n)(e” -1) o5

n(k=1)(e” 1)
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Cc i

L= ﬂ{i(e% —1) +(n—k +1)(ecx(k) _1)} (6.9.)

Teorem 6.1. ve Teorem 6.2., ¢ parametresi i¢in kesin giiven aralifini, 4 ve

¢ parametreleri i¢in kesin ortak giiven bolgesini vermektedir. Bu kisimda F, (v1 , vz) ,
v, ve v, serbestlik dereceli F dagilimimin ¢ kritik degerini, g, (v), v serbestlik

dereceli x> dagiliminin iist & kritik degerini temsil etmektedir.

6.2. Giiven Araliklan
6.2.1. ¢ Parametresi I¢in Giiven Arahg

Teorem 6.1. X(l),X(z),...,X(k), A ve ¢ parametreli Gompertz Dagilimindan alinmis

n birimlik rastgele bir 6rneklemin ilk & sira istatistigi olsun. O zaman her O < <1

i¢cin

co(x(l),x(z),...,x(k),F L (2% —2,2)] <c< (p[X(l),X(z),...,X(k),Fa (2k—2,2)j

-=
2 2

(6.10)

ifadesi ¢ parametresi i¢gin & anlam diizeyli gliven aralifini belirtir (Chen, 1997).

Burada (X, X ).+ X ).t ifadesi

k—1
Ze% +(n—k+1)e€x“') +(1—n)ecx“)
=2 =t (6.11.)

n(k- 1)(6% —1)
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denkleminin ¢ i¢in ¢oziimiidiir.

Ispat. Her 0 < ar <1 igin, Lemma 1’den

yazilir. Lemma 4’1 uygulayarak

k-1

W (ko2 ,2( 1) (n—k+1)(e™ <1+ (1-n)(e —1) F a

-5 n(k=1)(e™ -1)

N\Q

k-1
Zea(” +(n—k+1)e™" +(1—n)ecx‘”
=P| £ (2k-22)<E F,(2k-2,2)

n(k=1)(e 1)

N\Q

elde edilir (Chen, 1997). Boylece ispat tamamlanur.

(6.10.) ile elde edilen giiven araliginin alt sinir1 negatif ise alt limit olarak 0

alinmalidir. Diger bir durum ise ¢ icin tek yonlii gliven araligmin {ist simnir1 ¢,
degerini belirlemektir. Boylece ¢ parametresi icin & anlam diizeyli (list) giiven

aralig1 (0, cU) biciminde yazilabilir.
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Sonug 6.1. X(l),X(2),...,X(k), A ve ¢ parametreli Gompertz Dagilimindan alinmis

n birimlik rastgele bir 6rneklemin ilk k sira istatistigi olsun. O zaman her O < a <1

i¢in
o Xy X oo X oo Fo (26 =2,2)) 6.12.)

¢ parametresi i¢in « anlam diizeyli giiven araliginin st siniridir (Chen, 1997).

Burada (/)(X(]), X(z),..., X(k),t) , Teorem 1’de tanimlanan degerdir.

6.2.2. A1 ve ¢ Parametreleri icin Ortak Giiven Bolgesi

Teorem 6.2. X(l),X(z),...,X(k), A ve ¢ parametreli Gompertz Dagilimindan alinmis

n birimlik rastgele bir 6rneklemin ilk & sira istatistigi olsun. O zaman her O < <1
icin asagidaki esitsizlikler 4 ve ¢ parametreleri i¢in « anlam diizeyli ortak gliven

bolgesini belirtir (Chen, 1997).

iy

w(X(l),X(z),...,X(k),ﬂ+ﬂ(2k—2,2)}<c<go(X(l),X(z),...,X(k),Fl_ _ (2k—2,2)}

2 2

leﬂ/ﬁ (2k) Cliﬁ (2k)
EE— : A< (6.13))
2[ e +(n—k+1)em(“ —n} 2{ e +(n—k+1)ecx(“ —n}

i=1

i=l1

Burada (/)(X (1) X (2 X (k),t) , Teorem 1’de tanimlanan degerdir.

Ispat. Lemma 1 ve Lemma 4’ten
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7

» (/)[X(l),X(z),...,X(k),FHﬁ (2k —2,2)] <c< (D(X(l),X(z),...,X(k),Fl — (2k —2,2)],

2 2

CZIZ-H/@ (Zk) cllz—\/l—_a (Zk)
2 2

e +(n —k +1)ecx(“ —n}

=P|F_— (2k-2,2)<2 <F —(2k-2,2),
l+«/2]—a ( ) n(k —1)(eCX(') _1) lﬂizlfa ( )
k—1
. (7 =1)+(n=k+1) (™ 1)+ (1-n) ™ -1
2 i=2 2
X (2k)<— - <xr = (2K
B (e ) gz ()

bulunur (Chen, 1997).

Sonug 1’le benzer sekilde parametrelere ait bagka bir ortak gliven bolgesi

asagidaki gibi verilebilir.
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Sonug¢ 6.2. X(l),X(2),...,X(k), A ve ¢ parametreli Gompertz Dagilimindan alinmis

n birimlik rastgele bir 6rneklemin ilk k sira istatistigi olsun. O zaman her O < a <1
icin agagidaki esitsizlikler A ve ¢ parametreleri i¢in a anlam diizeyli ortak giiven

bolgesini belirtir (Chen, 1997).

<Xy X ypeos X F e (2k=2,2))
= . <A<+ , ,

2{ e +(n—k+1)ecx(” —n} 2{ e +(n—k+1)ecx(” —n}
il im1

Burada (/)(X(]), X(z),..., X(k),t) , Teorem 1’de tanimlanan degerdir.
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7. GOMPERTZ GUVENILIRLIiK FONKSiYONU

Gompertz Dagilimmin  bir  06zelligi yazilim  giivenilirligi alaninda
kullanilabilmesidir. Gompertz giivenilirlik biiyiime modeli giivenilirlik verilerinin
analizinde stk stk kullanilir.  Bu  boliimiin  yazilmasinda  ozellikle
“http://reliawiki.org/index.php/Gompertz_Models” sitesinden faydalanilmistir.

Genellikle veri kiimesinin diizgiin bir egriye uymast durumunda Gompertz
giivenilirlik bliylime modeline bagvurulur. Bu amagcla kullanilan Gompertz modeli

Virene (1968) tarafindan asagidaki gibi verilmistir.

R=aA? , 0<a<1,0<A1<1,0<0<1,T>0 (7.1)

Bu modelde

R : T zamanina karsilik gelen gelisim asamasinda sistem giivenilirligini

oa: T —>oo icin sistem giivenilirliginin ulagabilecegi iist sinir1 (Ulasilabilecek en
biiyiik giivenilirlik degeri)

a/ : Baglangi¢ anindaki (7 =0) giivenilirlik degerini

0 : bliylimenin yapisini gésteren parametreyi
temsil etmektedir. @’nin kiigiik degerleri hizli (erken) giivenilirlik biiylimesine,
0'nin biiyiik degerleri yavas giivenilirlik biiytimesine karsilik gelir.

Matematiksel modelden goriildiigii gibi Gompertz giivenilirlik modeli ii¢

parametre igermektedir. 7, ve R, degerleri verilmisken en iyi uyuma sahip egriyi

veren parametre degerleri bulunmalidir.

7.1. Parametre Tahminleri

p aciklayic1 degiskenli
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Y=Xp+¢

lineer regresyon modelinde

Y 1 X, X1,p By &
Y. 1 X X &
y=| 2| x= 21 zp B= B, ve e=| 22
YN 1 XNl XN,p IBN gN

>
Il

bi¢ciminde yazilir. Burada Y yanit vektoriinii, X agiklayici degiskenler matrisini

temsil etmektedir. X' X Kkaresel matrisinin tersinir oldugu varsayimi altinda en

kiiciik kareler tahmin edicilerinin vektori
B=(x"x)" X"y

seklindedir.

Lineer olmayan regresyon ise veri kiimesine uydurulan denklemin bir dogru yerine
egri belirtmesi ilkesine dayanir. Lineer regresyonda oldugu gibi egri ile veri kiimesi
noktalar1 arasindaki yatay veya dikey uzakliklarin kareleri toplaminin minimum
yapilmasi s6z konusudur.

Lineer olmayan regresyon baglaminda Gompertz biiylime modelinin parametre
tahminleri asagidaki sekilde elde edilebilir:

(7.1.) ile verilen Gompertz biiyiime Modeli ele alinsin.
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T,
a
T, | .
T = : Jd=12,....N ve o=| 1
] o
TN
olmak tizere
Y= 7(1.5)=ar”) (7.2)

tanimlansin. Parametrelerin tahmin edilmesi i¢in Kesilmis Taylor Serisi, En Kii¢iik
Kareler Yontemi ve Gauss Newton Yontemi kullanilacaktir. Yontemler uygulanirken
uygun baslangic degerlerinin secilmesi gerekir. Uygun baslangig degerlerinin
secilmesi, uygulanacak iterasyon sayisini azaltmaktadir.

Tahmin edilecek parametreler (a,ﬂ,@) ve karsilik gelen baglangic degerleri
( gl(o), ggo), g_go)) olsun. Oncelikle ( gl(o), ggo), ggo)) baslangic noktasindaki Kesilmis
Taylor Serisi lizerinde inceleme yapilacaktir. Tahmin degerleri istenen ¢o6ziime
yeterince yakinsa g, — gi(o),i =1,2,3 farklan sifira yaklasir. Bu durumda bu farklarin
ikinci ve daha yiiksek mertebeden kuvvetleri ile ¢arpimlar: ihmal edilebilecek kadar

kiiciik olur. O halde Kesilmis Taylor Serisinin kullanilmas1 uygundur.

f fonksiyonu verilmisken Kesilmis Taylor Serisi

6f 9)(g1_g1(0))

o (g = ¢

0 0 0 0
+W]j:gio)(gz—g§ ))+4)(83—g§ ))

Taylor = f (", 81", 8" ) +
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seklindedir (Seber ve Wild, 1989). Bu seri yardimiyla lineer terimler kullanilarak
lineer olmayan bir modele yaklasim uygulanir ve parametre tahminleri i¢in bilinen

Gauss En Kiiciik Kareler yonteminden faydalanilir.

( j), J . iterasyon sirasini temsil etmek ilizere g,g,,g,; parametrelerinin

baslangi¢ tahminleri gl(o), ggo), ggo) olsun. Bu tahminlerin vektorii

seklindedir. f (7},5) fonksiyonunun Kesilmis Taylor Serisi a¢ilim1 kullanilarak i.

gozlem igin
o (1.6 .
10.0)~r(70)-3) T (o) 03)
g_g(o)

yazilabilir. Burada o6, parametreler vektoriini, g(O) ise baslangic tahminleri

vektoriinii temsil etmektedir. Buradaki terimler igin

=
R
=
Il

f(T,-,g(O))

Vi = 6 — g/EO)

DY = E[M}
851( §:g(0)

k=1

atamalar1 yapilsin. Boylece (7.2.) ile verilen
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denkleminden faydalanilarak
Y~ £+ DIV (7.4.)
yazilabilir. O halde

3
LIS Y
k=1

ve dolayisiyla
Y@ = pO)© (7.5.)

lineer regresyon modeli elde edilir. Bu gdsterimde

On)Y ]
Yl—( l(o>g<o>(83 )j

- )
(0)1,
(0) (o)
Y(o): Y, _‘fz(o) _ Yz_( 1 &2 j ve
_YN _fl\(IO)_ . (0)7y
YN—(ng)gQO)(g3 )j
Dy bl oy o
© O Ao 1
Do — D.Zl D, D.23 ve v = g§°)

g
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bicimindedir. D) matrisi verilen fonksiyonun parametrelere gore tlirevlerinin

alinmasi ile elde edilir ve

i gs(O)Tl (0) 7 g3(0)T] (0) 7 33(0)71
gz(o)[ J & _ g3(0) gz(o)[ J & _ 83(0) g2(0){ ] In (82(0) )Tl
gz( ) gs( )
(02 (0) (o) (0) (0)'2
(o) & (0)” (0)[”73 J & (0)” (())[g3 J (0)
0 &> 83 & 83 & In{ g, |7,
D( ) — gz(O) g3(0) ( )
(S,;o))TN (0) I O (0) - O
gz(()) j ) 83(0) gz(O)[ ] j ) gz(O) gz(O)[ ] In ( gz(o) ) T,
L 2 3 i

yazilir. Buna goére Y © ~ DV ifadesi lineer regresyon denklemi formundadir. O
haldle D“7D” matrisinin tersinir oldugu varsayimi altinda ) parametre

vektoruniin tahmini
5O = ( D7 p© )_l Dy (7.6.)

bulunur. Buradan matris formundaki yeni regresyon katsayilari

(1)

g = g 4 50 (1.7.)

seklinde yazilir (http://reliawiki.org/index.php/Gompertz_Models).

DD matrisinin tersinir olmadigi durum ele alinsin. Bu durumda

Levenberg-Marquardt algoritmas1 (Moré, 1978) 0 parametre vektdriiniin
tahmininin elde edilmesinde kullanlabilir. D" D' matrisinin en biiyiik 6z degeri
A olsun. Levenberg-Marquardt algoritmasima gore e parametre vektoriiniin

tahmini
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p0) = ( D" D® + adiag (D" D" ))l DOy (7.8.)

bi¢iminde bulunur.
Regresyon katsayilarinin iyi bir sonug¢ verip vermedigini kontrol etmek igin

asagidaki yontem kullanilir. Baglangic katsayilart g(o) iken

0 = i[y £ (78" )T (7.9,

=1

(1)

olup ilk iterasyon sonunda elde edilen g'’ katsayilar matrisi kullanilarak

ol = i[y £ (T )T (7.10.)

i=1

elde edilir (http://reliawiki.org/index.php/Gompertz_Models). Gauss Newton

yonteminin ger¢ek parametre degerlerine yakin sonuglar vermesi igin Q(k“) <Q(k)

k+1)

olmalidir. Bu durumda “ g( g(k) "dan daha iyi bir tahmindir.” denir. iterasyonlara

Q(H) —Q(S) ~0 durumu elde edilene kadar devam edilir. Bu durum elde edildiginde

iterasyon sonlandirilir ve son iterasyonda elde edilen tahminler, parametrelerin

tahmini olarak alinir.
7.2. Baslangi¢c Degerlerinin Belirlenmesi

Lineer olmayan regresyonda 1iyi baglangic degerlerinin belirlenmesi
onemlidir. Kotii baglangic degerlerinin segilmesi yapilacak hesaplamalarin daha fazla
olmasi veya ¢0ziimden uzaklasilmasi gibi sonuclar dogurabilir. Burada parametre
tahminlerinin baslangi¢ degerlerinin belirlenmesi i¢in Virene (1968) tarafindan

onerilen yontem kullanilacaktir. Bu yontemin uygulanabilmesi i¢in veri kiimesinin
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gozlem sayisi esit li¢ alt veri kiimesine boliinebildigi varsayilir. T;, i =0,1,...,m—1

zamanlarinda 6l¢iilen giivenilirlik degerleri R,, i =0,1,...,m—1 olsun. Burada

e m=3n, n: her bir alt veri kiimesindeki gozlem sayis1

e T —T_, farklar sabit
olmalidir. Gompertz giivenilirlik denklemi i¢in

R:aﬂ(er) =InR=Ina+6 InpB

yazilabilir.

n—1 n—1
S, = Zln R = nlna+ln,BZ(9T"
i=0 i=0

2n—1 2n-1

S, = ZIHRl. =nlna+ln,826?T"

i=n

m-l1 m—1
S;=>.InR =nlna+InBY 0"
i=2n i=2n

tanimlansin.

5,5, MA(XLE -3
S5 mp(X) -3
PN W
= ZZ'ZGT" —zn_IQT"
i=n i=0

olur. Burada T, =T, +ir formunda oldugundan
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S _g Z” 1 T0 +(i+2nr) Z" -1 T() i+n)r
37 M) _ 9 r
SR IED Y RS W

bulunur. Bu denklem & ’ya gore ¢oziilerek

elde edilir. Simdi « parametresi iizerinde ¢aligilsin.

¥

S,—nhha 4

S,-nlna i‘er‘_ E

i=n

oldugundan
I, S5,
Z(S' 10" j
bulunur. Son olarak S parametresi ele alinsin.
n—1
S,—In gy 0"
i=0

2n-1

S,—lnpSe e

_nhha 1

oldugundan
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bulunur. Ozel olarak r =1 alinirsa

g 55
n 1_0}!"

[(szs, )(0’1)}
g (T

elde edilir (http://reliawiki.org/index.php/Gompertz_Models). Bdylece gercek
parametrelerin tahmininde kullanilacak parametre baslangic degerleri elde edilmis
olur.

7.3. Uygulama ve Sonuclar

Asagidaki tabloda bir cihaz i¢in baslangi¢ anindan itibaren sabit araliklarla

(ay cinsinden) hesaplanan giivenilirlik degerleri verilmistir. Veriler

Tablo 7.1. Cihaz i¢in hesaplanan gilivenilirlik degerleri

Asama 0 1 2 3 4 5
Giivenilirlik
(%) 58 |66 |72.5|78 |82 |85

Yukarida agiklamasi verilen yontem bu veriye uygulansin. Uygulama siirecinde

MATLAB programi kullanilarak agagidaki sonuclar elde edilmistir.

Model: R =0.9419(0,6154)°"" T =0,1,2,...
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an

Drata

&0
FOL
B0
501
40+
30

20

10

]

]

Sekil 7.1. : Gauss Newton yontemi uygulanarak elde edilen Gompertz Egrisi

sonunda Q degerleri arasindaki farklar alti ondalik basamaga kadar sifirlanmistir.

2

4

G

=

Ulasilabilecek en biiyiik giivenirlik degeri 0.9704 tiir.

10

15

Takip eden 6., 7. ve 8. aylardaki giivenirlik degerleri Tablo 7.2.’de verilmistir.

Tablo 7.2. Gergek ve tahmin edilen giivenirlik degerleri

Asama 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Giivenilirlik

(%) 58 66 72.5 |78 82 85

Giivenilirlik

Tahmini (%) |58.33]66.44|73.08|78.36|82.46|85.61|87.97|89.75|91.79

Buna gore tahmin degerleri iyi bir uyum gostermektedir. Ciinkii hata degerleri

%1 den kiigiiktiir.
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8. REKABETE DAYALI RiSK MODELI

Giliniimlize kadar yasam dagilimlar ile ilgili bircok calisma yapilmistir.
Gompertz (1825)’in Onerdigi model bu kapsamdaki ilk modeller arasindadir ve
yasam dagilimlart agisindan biiyiik kabul gérmiistiir. Pearl ve Miner (1935) ¢esitli
tirlerin yagam egrilerine uyan matematiksel bir model gelistirilmesi iizerine bir
calisma yapmis fakat bagsar1 gosterememistir. Daha sonraki donemlerde Szilard
(1959), Sacher ve Trucco (1962), Johnson (1963), Noble ve Hayes (1964), Curtis
(1966), Burch (1967), Forbes ve ark. (1970) yaptiklar1 c¢aligmalarla alana katki
saglamistir. Bu calismalarin bir¢cogu yaslilik donemi mortalite ile ilgilidir. Gehan ve
Siddiqui (1973) hayvan yasam verisine model uydurma {izerine uygulamalar
yapmustir. Proschan ve Serfling (1974) giivenirlik teorisinin mortaliteye uygulanmasi

ile ilgili bir calisma yapmustir.
8.1. Siler’in Calismasi

Siler (1979) c¢alismasinda hayvan mortalitesi i¢in rekabete dayali bir risk
modeli onermistir. Siler ¢alismasinda riskin degisim hizinin, bir diizeltme sabitiyle
risk biiyiikliiglinlin ¢arpimina esit oldugunu ve organizmanin bu 6zelligi saglayan bir
riske uyum sagladigin1 varsaymistir. Azalan bir risk i¢in diizeltme sabiti negatif, sabit
risk i¢in diizeltme sabiti 0, artan risk i¢in diizeltme sabiti pozitiftir. Siler diizeltme
sabiti i¢in sadece burada belirtilen ii¢ durumun gecerli oldugunu kabul etmistir.

Ayrica bu durumlarda ortaya ¢ikan risklerin etkilesimli olmadigini varsaymaistir.

Bu yaklagima gore risk fonksiyonu ¢,a,a5,b,b; parametreleriyle
h(x)=ae™" +a, +ae™ (8.1.)

seklinde verilebilir (Siler,1979). Burada /1, toplam risk fonksiyonunu; @,a,,d;, risk

agirliklarim By ve b, diizeltme sabitlerini temsil etmektedir.

Yasam fonksiyonu ise
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f(x) :exp{—% (l—exp(—blx))—agx+% (l—exp(be))} (8.2)

bi¢imindedir (Siler,1979).

8.2. Rekabete Dayah Risk Modelinin Yasam Fonksiyonu Icin Parametre

Tahmini

Literatiirde lineer olmayan regresyon baglaminda Rekabete Dayali Risk
Modeline ait yasam fonksiyonu i¢in parametrelerin tahmin edilmesi lizerine bir
calisma bulunmamaktadir. Bu nedenle Kesilmis Taylor Serisi, En Kiigiik Kareler
Yontemi ve Gauss Newton Yontemi kullanilarak s6z konusu fonksiyonun parametre
tahminleri elde edilecektir.

Lineer olmayan regresyon baglaminda Rekabete Dayali Risk modeline ait
yasam fonksiyonunun parametre tahminleri asagidaki sekilde elde edilebilir:

al,az,a3,b1,b3 parametreleriyle (8.2.)’da tanimlanan Rekabete Dayali Risk Modeli

ele alinsin. Bu denklemden faydalanarak

T “
T a,
T= :2 Jd=L2..,Nve 0=|aq,
T, _2_

olmak tlizere
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tanimlansin. Yontemler uygulanirken uygun baglangi¢ degerlerinin segilmesi gerekir;
clinkii uygun baslangic degerlerinin secilmesi, uygulanacak iterasyon sayisini

azaltmakta ve raksama durumunu onlemektedir.

Tahmin edilecek parametreler (al,ag,a3,b,,b3) olsun.  Oncelikle
(a](o),aQ(O),aS(O),Iq(O),@(O)) baslangi¢ noktasindaki Kesilmis Taylor Serisi iizerinde
inceleme yapilacaktir. Tahmin degerleri istenen ¢Oziime yeterince yakinsa
a —ai(o),i=1,2,3; b —bi(o),i:],3 farklar1 sifira yaklasir. Bu durumda bu farklarin

ikinci ve daha yliksek mertebeden kuvvetleri ile carpimlar1 ihmal edilebilecek kadar
kiigiik olur. O halde Kesilmis Taylor Serisinin kullanilmas1 uygundur.

f fonksiyonu verilmisken Kesilmis Taylor Serisi

Taylor = £ (4,009, 4, bj(o))+aa1 e :z; 50 )(a1 ~d")
e

+ (0 i
o, |(a =d.b, =0

1

a,—d ))JraaG (= :bi(o))(ag )

o : ) :
"o (0 =d' :b,-<°>)(bl_h( ))+ab3|(a,- =d.b =iz-<°))(b3_bg )

seklindedir. Bu seri kullanilarak lineer olmayan bir modele lineer terimler
kullanilarak yaklasim uygulanir ve parametre tahminleri i¢in bilinen Gauss En

Kiiciik Kareler yonteminden faydalanilir.

( ]) J. iterasyon sirasimi  temsil etmek {izere (al,%,as,bl,@)
parametrelerinin  baslangic  tahminleri (al(o),az(o),ag(o),bl(o),@(o)) olsun. Bu

tahminlerin vektori
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PN

=

=)

- =

&= S
(=)

seklindedir. f(]:,5) fonksiyonunun Kesilmis Taylor Serisi agilimi kullanilarak i.

gbzlem i¢in

T,5
f(ra ng ﬁ:@[ l :| k_gl(c()))
5=¢(0)

yazilabilir. Burada O, parametreler vektoriinii, g(o) ise baslangi¢ tahminleri

vektoriinii temsil etmektedir. Buradaki terimler icin

O = f (T,- g(o))

o =

« i

atamalar yapilsin. Boylece (8.3.) ile verilen
¥ = (1.8)-exp| & (1-expl-T) -+ (1-00(b)

denkleminden faydalanilarak

~ £ +2 {0,0) (8.4))
k=1
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yazilabilir. O halde ¥ — £ zi 1) olup buradan
=1

Y9 ~ D) (8.5.)

lineer regresyon modeli elde edilir. Bu gdsterimde

Y - fl(o)
yo | B
:YN _f 1\(/0) i ]
v —GXPI:— %(;; (l—exp (—bl(o)ﬂ )) ~a 0T +%(§; (l —eXp(b3(0)]I ))}

0 po po po po] 8i

)
0) 0) 0) 0) 0) 8 2)

po |t ot k|
' )
)

oy D} D3 D D i

bicimindedir. D matrisi verilen fonksiyonun parametrelere gore tiirevlerinin

alinmast ile elde edilir. Ornegin DY matrisinin birinci satir1 i¢in agagidaki esitlikler

gecerlidir:
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aexp|:—%67 (1—exp(_]9l (O)YI )) _ 02(0)71 +%(§; (1 —exp(l%(o)ﬂ )):|

-

©)

anp|:—Z(O)(l—exp(_b(o)j;))—%(o)ﬂ +Z3(O)(1—exp(b3<o>Tl ))}

0)

:_xexp{_% (1-exp(-4F)) -7, +%(1—exp(b3(0)71))}
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P

xexp{—%‘(;; (l—exp(—bl(o)ﬂ» —a,OT; +%(§; (l—exp(bg(o)ﬂ ))}

Diger satirlar i¢in agilimlar benzer sekilde elde edilebilir ve boylece D

matrisi olusturulur:

o D D DY DY
o | DY DY DY DY o

Dy D} DR DY) DY

Buna gore YO = DOV ifadesi lineer regresyon denklemi formundadir. O

halde D D% matrisinin  tersinir oldugu varsayimi altinda WO parametre

vektoruniin tahmini

£40) — ( por o )‘1 pory (8.6.)

bulunur. Buradan matris formundaki yeni regresyon katsayilari

g(l) — g(o) + 50) (8.7.)

seklinde yazilir.

DD matrisinin tersinir olmadig1 durum ele alinsin. Bu durumda
Levenberg-Marquardt algoritmasi (1978), WO parametre vektoriiniin tahmininin elde

edilmesinde kullanilabilir. D7D matrisinin en biiyiik 6z degeri A olsun.

Levenberg-Marquardt algoritmasina gore WO parametre vektoriiniin tahmini
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70 =( D7D + Adiag (DO D)) DOy (8:8)

bi¢iminde bulunur.

Q en kiigiik kareler kriteri, regresyon katsayilarinin iyi bir sonug verip vermedigini

kontrol etmek i¢in kullanilabilir. Baslangi¢ katsayilart g(o) iken

0" =31~/ (5." )]2 (3.9

olup ilk iterasyon sonunda elde edilen g(l) katsayilar matrisi kullanilarak

0" =31%-f(1.¢")] (8.10)

elde edilir. Gauss Newton yonteminin ger¢ek parametre degerlerine yakin sonuglar

(1) o) dan daha iyi bir

vermesi igin Q(kH) <Qk) olmalidir. Bu durumda “g
tahmindir.” denir. Iterasyonlara Q(H) —Q(S) ~(0 durumu elde edilen kadar devam

edilir. Bu durum elde edildiginde iterasyon sonlandirilir ve son iterasyonda elde

edilen tahminler, parametrelerin tahmini olarak alinir.

8.3. Uygulama ve Sonuclar

Tablo 8.1.’de Hindistan nehir lagiin sistemi i¢cinde bulunan 78 sise burunlu
yunusa ait 1978-1997 yillar1 arasindaki yagam dagilimi verilmistir (Stolen ve Barlow,

2003). Tabloda n,, X yasinda hayatta olan yunus sayisim, d,, x ile x+1 yas

araliginda &len yunus sayisini, [

X

X yasma kadar yasayan yunuslarin oranini, ¢,

geleneksel yasam tablosu yontemleri kullanilarak elde edilen mortalite oranlarini

temsil etmektedir.
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Tablo 8.1. Hindistan nehir lagiin sistemi i¢cinde bulunan 78 sise burunlu yunusa ait
1978-1997 yillar1 arasindaki yasam dagilimi

Yas Yunus Sayisi Yunus Yiizdesi | dy L 4q.
0 36 16.36 1 164 1 0.164
1 14 6.36 836 64 0.836 0.076
2 32 14.55 773 145 0.773 0.188
3 15 6.82 627 68 0.627 0.109
4 13 5.91 559 59 0.559 0.106
5 8 3.64 500 36 0.5 0.073
6 4 1.82 464 18 0.464 0.039
7 5 2.27 445 23 0.445 0.051
8 3 1.36 423 14 0.423 0.032
9 3 1.36 409 14 0.409 0.033
10 2 0.91 395 9 0.395 0.023
11 3 1.36 386 14 0.386 0.035
12 3 1.36 373 14 0.373 0.037
13 6 2.73 359 27 0.359 0.076
14 3 1.36 332 14 0.332 0.041
15 8 3.64 318 36 0.318 0.114
16 5 2.27 282 23 0.282 0.081
17 5 2.27 259 23 0.259 0.088
18 8 3.64 236 36 0.236 0.154
19 3 1.36 200 14 0.2 0.068
20 11 5 186 50 0.186 0.268
21 4 1.82 136 18 0.136 0.133
22 1 0.45 118 5 0.118 0.038
23 4 1.82 114 18 0.114 0.16
24 3 1.36 95 14 0.095 0.143
25 3 1.36 82 14 0.082 0.167
26 6 2.73 68 27 0.068 0.4
27 2 0.91 41 9 0.041 0.222
28 1 0.45 32 5 0.032 0.143
29 2 0.91 27 9 0.027 0.333
30 0 0 18 0 0.018 0

31 1 0.45 18 5 0.018 0.25
32 0 0 14 0 0.014 0

33 1 0.45 14 5 0.014 0.333
34 0 0 9 0 0.009 0

35 2 0.91 9 9 0.009 1
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Yukarida belirtilen yontem yasam fonksiyonu i¢in bu veri kiimesi lizerinde
uygulansin. Verilerin analizinde MATLAB programindan faydalanilmistir.

Sacilim grafigi ve uydurulan egri Sekil 8.1.de verilmistir.

Data
1 T

14

uR=]"
asfl

|’
0.7 H
0.6 H
0.5 H
0.4 H
0.3 H
0.2 H

0.1H

o

0 10 20 304D 0 10 20 a0
Sekil 8.1. Sise burunlu yunus verisi igin yasa kars1 [, degerleri
Gorildiigii gibi veri kiimesi ile egri iyi bir uyum saglamistir. Bu sonug¢ 1000

iterasyon sonunda elde edilmistir. iterasyonlar sonucunda Q(l) degerleri arasindaki

fark 8.46 x 107® degerine kadar diismiistir. Bu uyumun iyi oldugunun

gostergesidir. Uydurulan egri ise

f(x):exp[—g—(l)g(l—exp(—& u))—o.w+%(1—exp(0.u))}

bi¢imindedir. Islemler sonunda parametrelerin optimal tahminleri
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a =0.08
a, =0.02
a3 =0.01
b =0.10
b; =0.10

seklinde bulunmustur.

Buna gore izleyen birkag yildaki [, degerleri tabloda verildigi gibi bulunur.

Tablo 8.2. 33—39 yas arahgindaki [, degerleri

Yas 33 34 35 36 37 38 39
Gergek [,

degerleri 0.014]0.009 |0.009

Tahmini [,

degerleri 0.017]0.012|0.009 | 0.0016 | 0.0009 | 0.0005 | 0.0002

Gorildugi gibi hatalar %1°den kiigiiktiir. Yukaridaki yontem ve prosediir

ayni veri kiimesinin mortalite oranlari i¢in de uygulanabilir. Bu islemler yapildiktan

sonra asagidaki sonuglar elde edilmistir.

Sacilim grafigi ve uydurulan egri sekil 8.2.”de verilmistir. Gortldiigi gibi veri

kiimesi ile egri iyl bir uyum saglamistir. Bu sonu¢ 1000 iterasyon sonunda elde

edilmistir. iterasyonlar sonucunda Q(l) degerleri arasindaki fark 6.99 x 10718

degerine kadar diismiistiir. Uydurulan egri ise

h(x)=0.1465exp(-0.6588x)+0.0213+0.0158exp(0.09x)

bi¢imindedir.

Buna gore izleyen birkag yildaki ¢, degerleri tabloda verildigi gibi bulunur.
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Tablo 8.3. 36—42 yas araligindaki ¢, degerleri
Yas 36 37 38 39 40 41 42
4q. 0.4247 10.4627 |0.5042 ]0.5497 |0.5995 |0.6540 |0.7135
1 Data 1
0.9t : 0.9 :
08t : &t :
0.7t : o7t :
06 : 06} :
05t . o5} .
04t @ .
03t .
D'QI:E- 1
01 .
" 10 20 307 40

Sekil 8.2. Sise burunlu yunus verisi i¢in yasa kars1 ¢, degerleri
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9. SONUCLAR VE ONERILER

Aktlierya Bilimi gelecekte meydana gelebilecek olaylarin  finansal
belirtilerinin tespit edilmesinde, analizinde ve c¢oziilmesinde kullanilan bir bilim
dalidir. Aktiierya Biliminin ilgilendigi temel alanlardan biri yasam tablolarinin

diizenlenmesidir.

Bu tezde ozellikleri incelenen Gompertz Dagilimi yasam tablolarinin
diizenlenmesinde kullanilan 6nemli dagilimlardan biridir. Bu baglamda Gompertz
Dagilimimin parametrelerinin tahmin edilmesi ve giiven araliklarinin incelenmesi

aktiierya bilimi acisindan biiyiik 6neme sahiptir.

Bu tezde ayritili bir sekilde deginilen Laplace Doniisimii ve Meijer G
fonksiyonu kullanilarak elde edilen parametre tahminleri, veri kiimesinin ilk k sira
istatistigi yardimi ile bulunan giiven araliklar1 ve bu siirecte deginilen yontemler
Gompertz Dagilimi ile ilgili calismalarda iyi bir kaynak olma o6zelligine sahiptir.
Ayrica Rekabete Dayali Risk Modelinin parametre tahminleri i¢in verilen yontem,

cesitli yasam modelleri ile ilgili gercek veriler lizerinde uygulanabilir.
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