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@ # X herhangi bir kiime olsun. Y, X kiimesinin bos olmayan bir altkiimesi olmak tizere
TX,)Y) ={a €Ty : Xa €Y} seklinde tanimlanan T(X,Y) kiimesi doniisiimlerin bileskesi
islemi ile X kiimesi tizerindeki doniisiimler yarigrubu Ty in bir alt yarigrubudur. Bu yarigrubun
elemanlarina goriintiisii kisitlanus doniisiimler denir. Benzer sekilde, Ty y) = {a € Ty : Y, =Y}
kiimesi de Ty yarigrubunun bir alt yarigrubudur. Ozel olarak sonlu X kiimelerini dolayisiyla da
sonlu @ # Y C X kiimelerini ele alirsak, genelligi bozmaksizin |X| = n, |Y| = m (n,m € Z*)
iken X = X;, = {1,...,n} ve ¥ = Xpp, = {1, ..., m} alabiliriz. Bu durumda da T(x y) yerine T, m)
yazacagiz.

Bu tezde T(X,Y) yarigrubunun bazi 6nemli cebirsel sonuglarimin elde edildigi bazi
calismalar1 derleyecegiz. Daha sonra da Ty, n,y yarigrubunun doguray kiimeleri ve ranki ile ilgili
elde edilen onemli sonuglart iceren bazi calismalar1 derleyerek arastirmacilarin bilgisine
sunacagiz.

Anahtar Kelimeler: Doniisiim yarigruplari, Green-denklik bagintilar1, doguray kiimesi, rank.
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ABSTRACT

Let @+ X be any set. Then, the semigroup T(X,Y) defined as T(X,Y) =
{a € Ty : Xa € Y}, where Y is a nonempty subset of X, is a subsemigroup of Ty, the semigroup
of transformations on set X with the composition of transformations. The elements of this
semigroup are called transformations with restricted range. Similarly, the set T(xy) =
{a € Ty : Y, =Y} is also a subsemigroup of Ty. If we specifically consider the finite sets of X,
hence the finite sets @ # Y < X, without loss of generality, when [X| = n,|Y| = m (n,m € Z%)
we can take X =X, ={1,..,n} and Y = X;;, = {1,...,m}. In this case, we will write T(y )
instead of T(x y).

In this thesis, we will compile some studies that have obtained some important algebraic
results of T (X, Y). Afterwards, we will compile some studies that contain important results related
to the generating set and rank of T, ) and present them to the information of the researchers.

Key words: Transformation semigroups, Green’s equivalences, generating set, rank.
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1. GIRIS

Soyut cebir teorisinin temel matematiksel yapilarindan biri olan “Yarigrup” (yar1 6bek)
yapisi bos olmayan ve iizerinde tanimli birlesme 6zelligine sahip bir ikili islemi olan bir
kiimedir. Soyut cebirin en temel alanlar1 olan grup, halka, cisim ve modiil gibi diger cebirsel
yapilarin temelini olusturmaktadir.

Yarigrup kuramu, ilgili islemin 6zelliklerine gore kiimenin cebirsel yapisini, sayisal
verilerini, grup ve halka yapilar1 basta olmak iizere soyut cebirin diger temel alanlar ile olan
baglantisini inceler. Ayrica, arastirmacilarin ilgisini ¢eken temel arastirma konularindan bir
baskasida yarigruplar siniflandirarak onlarin cebirel yapilarini tanimlayacak temel 6zelliklerle
ifade edilmesini saglayacak yontemler bulmaktir. Bu amagla doguray (iireteg) kiimesi bulma ve
buradan yola ¢ikarak minimal doguray (iireteg) kiimesini belirleyerek rankini bulma problemi
yarigrup teorisinde dnemli bir aragtirma konusudur.

Bostan farkli bir X kiimesi {lizerinde tanimli tiim kismi doniigiimlerin olusturdugu
yarigrup, tim (tam) doniisiimlerin olusturdugu yarigrup ve tiim permiitasyonlarin olusturdugu
yarigrup sirasiyla Py, Ty ve Sy ile gosterilir. n € Z* olmak iizere eger X kiimesi n elemanl sonlu
bir kiime ise izomorfizme gore X = X,, = {1,2, ..., n} seklinde kabul edilebilir ve bu durumda Py,
Ty ve Sy yerine genel olarak P,, T}, ve S,, gosterimi kullanilir.

Sonlu bir yarigrubun sonlu bir doguray kiimesine sahip oldugu asikardir. Ayrica, grup
teorisinde iyi bilinen Cayley teoremine benzer sekilde, sonlu bir yarigrup bos olmayan sonlu bir
kiime tizerinde tanimli doniisimler yarigrubunun uygun bir alt yarigrubuna izomorftur.
Dolayisiyla, n € Z* olmak iizere T,, yarigrubunun ve daha da 6zel olarak bazi énemli alt
yarigruplarinin doguray kiimelerini bulmak 6nemli bir arastirma konusu olmustur.

@ # X herhangi bir kiime olsun. Y, X kiimesinin bos olmayan bir altkiimesi olmak tizere

TX,Y)={a €Ty : Xa S Y}

seklinde tanimlanan T (X, Y) kiimesinin dontisiimlerin bileske islemi ile Ty yarigrubunun bir alt

yarigrubu oldugu agiktir. Gergekten de , f € T(X,Y) i¢in Xa € Y ve X S Y olup

X@B)=KXa)pSYBCY

oldugundan af € T(X,Y) oldugu elde edilir. Bu yarigrubun elemanlarina goriintiisii kisitlamis
doniisiimler denir. Ozel olarak, eger |Y| = 1 ise T(X,Y) sadece tek elemanl1 olup bu eleman
goriintiisti Y olan sabit dontistimdiir; eger Y = X ise T(X,Y) = Ty olur.

Symons (1975), T(X,Y) yarigrubunun tiim otomorfizmlerini tanimladi ve daha da 6zel

olarak |Y| = 2 i¢in T(X,Y) yarigrubunun tiim otomorfizmlerini belirledi. Ayrica, @ # X, ile @ #


https://tr.wikipedia.org/wiki/%C4%B0kili_i%C5%9Flem
https://tr.wikipedia.org/wiki/Halka
https://tr.wikipedia.org/wiki/Cisim_(matematik)
https://tr.wikipedia.org/wiki/Mod%C3%BCl

X, herhangi iki kiime ve Y;, X; kiimesinin bos olmayan bir altkiimesi; Y,, X, kiimesinin bos
olmayan bir altkiimesi olmak tizere T'(X;,Y;) ve T(X,,Y,) alt yarigruplarinin ne zaman birbirine
izomorf oldugunu inceledi. Bu izomorfizmin varligimmin X;, X,, X;\Y; ve X,\Y, kiimelerinin
kardinalitelerine bagli oldugunu buldu. Daha sonra da bu konuda arastirmalar hizla artarak bir
¢ok calisma yapildi. Bunlardan biri de T(X,Y) yarigrubunun bazi cebirsel 6zelliklerinin
incelendigi Sanwong ve Sommanee (2008) caligmasi idi.

n = 2 igin T,, ve S, sirasiyla X, = {1,2,....... ,n} kiimesi tizerindeki (tam) diintisiimler
yarigrubu ve permiitasyonlar grubu (n- inci simetrik grup) olsun. n,m € Z*,m < n — 1 ve a X

a € T,, donilisiimiiniin X,,, kiimesi iizerine kisitlanmig diiniislimiinii temsil ediyor olmak {izere
Toom) =@ €Ty : Xpa = X} = {a ET,:qx, € Sm}

seklinde tanimlansin. Ty, ,,,) kiimesinin dontigiimlerinin bileskesi islemiyle T, yarigrubunun bir
alt yarigrubu oldugu agiktir.

Bu tezin 3. boliimiinde T(X,Y) yarigrubunun bazi cebirsel ozelliklerinin incelendigi
Sanwong ve Sommanee (2008) calismasini inceleyerek elde edilen bazi1 6nemli cebirsel sonuglari
derleyecegiz. 4. Bolimde de Ty, ) yarigrubunun doguray kiimeleri ve ranki ile ilgili 6nemli
sonuclarin elde edildigi Toker ve Ayik (2018) galismasi derlenerek arastirmacilarin bilgisine

sunulmustur.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

2.1. Yangrup Kuraminda Temel Tanim ve Teoremler
Tanim 2.1.1. Bos olmayan bir S kiimesi tizerinde tanimli *: S X S — S ikili iglemi ile (S,*) sirali
ikilisine bir grupoid denir. Her x, y € S elemanlarina uygulanan bu ikili islem x * y ile gdsterilir.

Eger Vx,y,z € S igin

xo(yez) = (xoy)oz

oluyorsa S, lizerinde tanimlanan * iglemi ile birlesme 6zelligine sahiptir denir. Bu durumda (S,*)

ise ise (§,*) yerine kisaca S ve x * y yerine de kisaca xy yazariz.

Tanim 2.1.2. § bir yarigrup olsun. Eger, Vx,y € S icin xy = yx oluyorsa S yarigrubu iizerinde
tanimli ikili islem degisme 6zelligine sahiptir denir ve bu durumda S yarigrubuna da bir degismeli

yarigrup denir.

Tanim 2.1.3. S bir yarigrup olsun. Eger, Vx € § i¢in ex = x kosulunu saglayan bir e € S elemani
mevcut ise e € S elemanina S yarigrubunun bir sol birim elemam denir. Benzer sekilde, eger
Vx €S i¢cin xe = x kosulunu saglayan bir e € S eleman1 mevcut ise e €S elemanina S
yarigrubunun bir sag birim elemam denir. Bir S yarigrubunun birden ¢ok sag birim (sol birim)
elemani mevcut olabilir.

Eger bir e € S eleman1 S yarigrubunun hem sol hem de sag birim elemani ise e € S

elemanina S yarigrubunun bir birim elemani denir.

Onerme 2.1.4. S bir yarigrup olsun. S yarigrubunun bir birim elemam varsa tek bir tanedir.
Ispat: S yarigrubunun iki birim elemani mevcut ve bu elemanlar 1,1’ € S olsun. Bu durumda,
sirastyla 1’ ve 1 elemanlarinin birim eleman oldugu goz oniine alinarak 1 = 11’ = 1’ oldugu elde

edilir. m

S yarigrubunun (varsa) bu tek birim eleman1 "15" (yarigrubun ne oldugu igerikten belli

ise kisaca "1 ) ile gosterilir.

Tamm 2.1.5. Eger bir S yarigrubunun birim elemani mevcut ise S yarigrubuna bir monoid denir.

Ayrica, S herhangi bir yarigrup olmak iizere



gl = { S S bir monoid ise
“Su{1} S bir monoid degil ise

kiimesi tizerinde tanimlanan

Xy x#1, y#lise
1 _)x y = lise
Vx,y €S" icinxy = y v = 1ise
1

x =y =1ise

islem iyi taniml1 olup bir ikili islemdir. Bu ikili islem ile birlikte S* kiimesi bir monoid olur. Bu

monoide S yarigrubuna gerekir ise birim eleman ekleyerek olusturulan monoid denir.

Tanim 2.1.6. S bir yarigrup olsun. Eger, Vx € S icin ex = e kosulunu saglayan bir e € S mevcut
ise bu e € S elemanina S yarigrubunun bir sol sifir elemani denir. Benzer sekilde, eger Vx € S
icin xe = e kosulunu saglayan bir e € S mevcut ise bu e € S elemanina S yarigrubunun bir sag
sifir elemam denir. Bir yarigrubun birden ¢ok sag sifir (sol sifir) elemani olabilir.

Eger bir e € S elemani1 S yarigrubunun hem sol hem de sag sifir elemani ise e elemanina

S yarigrubunun bir sifir elemam denir.

Onerme 2.1.7. S bir yarigrup olsun. S yarigrubunun bir sifir elemani varsa tek bir tanedir.

Ispat: S yarigrubunun iki birim elemani mevcut ve bu elemanlar 0,0’ € S olsun. Bu durumda,
sirastyla 0 ve 0" elemanlarinin sifir eleman oldugu goz 6niine alinarak 0= 00’ = 0’ oldugu elde

edilir. m

S yarigrubunun (varsa) bu tek sifir elemani "0s" (yarigrubun ne oldugu igerikten belli ise

kisaca "0") ile gosterilir.

Tamm 2.1.8. S bir yarigrup olsun. Eger bir e € S eleman: icin e? = ee = e oluyor ise e
elemanina S yarigrubunun bir idempotent elemam denir. S yarigrubunun bos olmayan herhangi
bir T alt kiimesindeki idempotent elemanlarin kiimesi E (T ile gosterilir.

Eger S yarigrubununher elemani bir idempotent eleman ise S yarigrubuna bir band denir.

Eger S yarigrubu degismeli olan bir band ise S yarigrubuna bir yarilatis denir.

Ornek 2.1.9. Tam sayilar kiimesi, rasyonel sayilar kiimesi, gergel sayilar kiimesi ile kompleks
sayilar kiimesi iyi bilinen toplama islemi (ve benzer sekilde carpma islemi) ile birim eleman1 “0”

olan birer monoid olur.



Benzer sekilde, bu kiimeler iyi bilinen ¢arpma islemi ile birim eleman1 “1” olan birer

monoid olur.

Tanim 2.1.10. S birim elemant 1 olan bir monoid olsun. Eger bir s € S i¢in as = 1 olacak sekilde
bir a € S mevcut ise bu a € S elemanina s elemaninin bir sol tersi denir. Benzer sekilde, eger
bir s € S i¢in sa = 1 olacak sekilde bir a € S mevcut ise bu a € S elemanina s elemaninin bir
sag tersi denir. Eger a € S elemani s elemaninin hem bir sol tersi hem de bir sag tersi ise, yani

as = sa = 1ise bua € S elemanina s elemaninin bir tersi denir ve s~ ile gosterilir.

Tanim 2.1.11. S birim elemani 1 olan bir monoid olmak iizere Vs € S i¢in s~! € S mevcut ise S
ye bir grup denir.

Bu tanima denk olan agagidaki tanimlar1 verelim:

i) S bir yarigrup olmak {izere eger Vx € S icin Sx = S ve xS = S oluyorsa S ye bir
grup denir.

1) S bir yarigrup olmak iizere eger

(e €S),(Vs€S) es =s }
(Vs€S5),(3stes) sls=e

oluyorsa S yarigrubuna bir grup denir.

Tanim 2.1.12. S herhangi bir yarigrup olmak iizere @ + T € S olsun. Eger T, S lizerindeki ikili
islem ile kapalilik 6zelligine sahip, yani Vx,y € T i¢in xy € T (T2 € T) kosulunu sagliyor ise T
ye S yarigrubunun bir alt yarigrubu denir. Bu durum T < S seklinde gosterilir.

S bir yarigrup olmak fizere S < S ve S bir monoid olmak tizere {1} < S olur. Bu alt
yarigruplara asikar alt yarigruplar denir. Bu alt yarigruplar disinda bir alt yarigrup varsa bo alt
yarigruplara da 6z alt yarigruplar denir.

S yarigrubunun bir sifir elemani "0" mevcut ise {0} < S olur.

bir grup oluyor ise T grubuna S grubunun bir alt grubu denir.

Tanim 2.1.13. S herhangi bir yarigrup olmak tizere @ # I € S olsun.



i) Eger Vs € Sile Va € I igin sa € I (baska bir ifade ile SI € I) oluyorsa I kiimesine
S yarigrubunun bir sol ideali denir.

ii) Eger Vs € Sile Va € [ igin as € I (baska bir ifade ile IS € I) oluyorsa I kiimesine
S yarigrubunun bir sag ideali denir.

iii) Eger I kiimesi S yarigrubunun hem bir sol hem de bir sag ideali ise I kiimesine S

yarigrubunun bir ideali denir ve [ <1 S ile gosterilir.

S yarigrubunun her idealinin ayni zamanda bir alt yarigrup oldugu tanimdan kolayca
goriilmektedir.

SS = 5% € S oldugundan S <1 S oldugu asikardir. S yarigrubunda bir sifir eleman "0"
mevcut ise {0}S = {0} < {0} ve S{0} = {0} < {0} oldugundan {0} <1 S olur. Bu ideallere S
yarigrubunun asikar idealleri denir. S yarigrubunun bu idealler disinda bir ideali varsa bu ideale

de S yarigrubunun bir 6z ideali denir.

Tanim 2.1.14. S ile T herhangi iki yarigrup ve ¢:S — T bir doniisiim (fonksiyon) olsun. Eger
Vx,y €S icin (xy)p = (x@)(yp) kosulu saglaniyor ise ¢ doniisimiine bir (yarigrup)

homomorfizm denir.

Tamim 2.1.15. S ile T herhangi iki yarigrup ve ¢: S — T bir homomorfizm olmak iizere

i)  eger ¢ homomorfizmi bire-bir ise ¢¢ homomorfizmine bir monomorfizm;
ii) eger ¢ homomorfizmi Orten ise ¢ homomorfizmine bir epimorfizm denir;
iii) eger ¢ homomorfizmi hem monomorfizm hem de epimorfizm ise ¢

homomorfizmine bir izomorfizm denir.

Izomorfizm tanim1 baska bir ifade ile soyle tanimlanmaktadir: ¢:S —> T bir
homomorfizm, 15:S — S birim déniisiim ve 17: T — T birim déniisiim olmak iizere eger pp~1 =
1g ve ¢l = 1; kosulunu saglayan bir ¢~ 1:T — S ters homomorfizmi mevcut ise ¢
homomorfizmine bir izomorfizm denir.

Eger herhangi bir ¢:S — T izomorfizmi mevcut ise S ile T yarigruplar1 izomorfik
yarigruplardir denir ve S = T seklinde gosterilir.

Ozel olarak, ¢:S — S homomorfizmine bir endomorfizm ve ¢:S — S izomorfizmine

bir otomorfizm denir.



2.2. Yarigrup Doguray Kiimeleri
Tanim 2.2.1. S herhangi bir yarigrup ve @ # X € S olmak {izere S yarigrubunun X kiimesini
iceren tiim alt yarigruplarinin kesisimi X kiimesini igeren en kiiciik alt yarigruptur. Bu alt

yarigruba S yarigrubunun X kiimesi tarafindan dogurulan (iiretilen) alt yarigrubu denir ve

genel olarak ¢(X) ve (yarigrup doguray kiimesi oldugu belirli ise kisaca (X) ) ile gosterilir.

Matematiksel olarak
Xy =n{T:XCT, T<S}

ile ifade edilir. X kiimesi tarafindan dogurulan (iiretilen) ¢(X) alt yarigrubunun X kiimesinin

elemanlarinin tiim sonlu ¢arpimlariin olusturdugu kiime, yani
oX) ={x1x5 - xin € Z; xq, %5, .0, Xy € X}

oldugu kolayca gosterilebilir. Ayrica @ # X C Y S S iken (X) S (Y) oldugu da kolayca

goriilmektedir. Benzer sekilde X kiimesi tarafindan dogurulan alt monoid
mX) = {x1x5 - xpim € 275 x4, x5, ., Xy € X3 U {13

ve X kiimesi tarafindan dogurulan alt grup
G(X) = {xflxsz ---xff‘:n €EZ%x;€X, g €{-1,+1}(i=12, ...,n)}
seklinde tamimlanir. Ayrica, X1 = {x~1:x € X} olmak iizere
X)= (Xux!
S0 = xuxT

oldugu asikardir.

Tanmim 2.2.2. S bir yarigrup olsun. Eger S yarigrubunun S = (X) olacak sekilde bir X alt kiimesi
mevcut ise bu X alt kiimesine S yarigrubunun bir (yarigrup) doguray kiimesi (iirete¢ kiimesi)
denir. Bu durumda X kiimesinin elemanlarina S yarigrubunun doguraylar: (iiretecgleri) ve S
yarigrubuna da X kiimesi tarafindan dogurulan (iiretilen) yarigrup denir.

Eger X © S sonlu bir kiime ise S yarigrubu sonlu dogurayhdir denir. Sonlu bir

yarigrubun kendisi bir sonlu doguray kiimesi oldugundan sonlu yarigruplar sonlu doguraylidir.



Eger S yarigrubu bir tek x € S tarafindan iiretiliyorsa S ye monojenik (tek dogurayli)
yarigrup denir ve S = (x) seklinde gosterilir.
Eger S yarigrubu sadece idempotent elemanlardan olusan bir X alt kiimesi tarafindan

iiretiliyor ise bu X kiimesine S nin bir idempotent doguray kiimesi denir.

Tanim 2.2.3. S bir sonlu dogurayl1 yarigrup olsun. Bu durumda
min{IXI:S = (X)veX sonlu}

pozitif tamsayis1 mevcut olup bu sayiya S yarigrubunun (yarigrup) ranki denir ve rank ¢(S) ile

ifade edilir. S yarigrunun rank ¢(S) elemanli bir doguray kiimesine minimal doguray kiimesi

denir. Benzer sekilde, S bir sonlu idempotent dogurayli yarigrup olsun. Bu durumda
min {|X]:S = ¢(X), X € E(S) ve X sonlu}

pozitif tamsayis1 mevcut olup bu sayiya S yarigrubunun (yarigrup) idempotent ranki denir ve

idrank ¢(S) ile ifade edilir.

2.3. Bagint1 ve Temel Ozellikleri

Tanim 2.3.1. X ile Y bos olmayan herhangi iki kiime olmak iizere
XXY={(y):xeXyeY}

kiimesine X ile Y kiimelerinin kartezyen carpim denir.

Tamim 2.3.2. X ile Y bos olmayan herhangi iki kiime olmak iizere X ile Y kiimelerinin kartezyen

carpimi X X Y kiimesinin her bir R alt kiimesine X kiimesinden Y kiimesine bir baginti denir.

Ozel olarak X kiimesinin kendisi ile kartezyen ¢arprmi olan X X X in her bir R alt kiimesine de

kisaca X iizerinde bir baginti1 denir ve X {izerindeki tiim bagintilarin kiimesi
By = {R:R S X X X}

ile temsil edilir. R € By bagintisi ele alindiginda (a, b) € R elemani kisaca aRb seklinde temsil

edilebilir.



X bos olmayan herhangi bir kiime olmak tizere @, Ay= 1y = {(x,x): x € X} kiimesi ve
X X X kartezyen carpimi da X kiimesi iizerinde birer bagint1 olur. Bu @ bagintisina bos bagint,
Ay bagintisina birim bagint1 ve X X X bagintisina da evrensel baginti denir.

X bos olmayan herhangi bir kiime ve p € By olmak iizere

p~t ={(x,y) EX xX:(y,x) € p}

kiimesinin X kiimesi {lizerinde bir bagti oldugu aciktir. Bu bagintiya p bagmtisinin ters

bagintis1 (kisaca tersi) denir. Ayrica,

dom(p) = {x € X:3y € Xicin(x,y) € p},
xp = {yeX:(x,y) €p},

im(p) =Xp = {yeX:3Ix € Xicin(x,y) € p} ve
yp~t = {xeX:(x,y) € p}

kiimeleri sirasiyla p bagmtisinin tamim kiimesi, x € X elemaninin p bagintis1 altindaki goriintii
kiimesi, p bagintisinin goriintii kiimesi ve y € X elemaninin p bagintis1 altindaki ters-goriintii

kiimesi denir.
Onerme 2.3.3. X bos olmayan herhangi bir kiime ve @, 8 € By olmak iizere
i) a < pBiken dom(a) < dom(p),
ii)  im(a) < im(B),
iii) (a™H) !=aq,
iv) a<pfBiken a < p?
ifadeleri saglanir.

Ispat: Tanimlarindan kolayca goriilmektedir. m

Tamim 2.3.4. X bos olmayan herhangi bir kiime olmak {izere By kiimesi, herhangi «, f € By

icin

aof ={(x,y) e X xX:3z € Xi¢in (x,z) € ave (z,y) € B}



seklinde tanimlanan bileske islemi ile bir yarigruptur. Bu yarigruba X kiimesi tizerinde tanimli
bagitilar yarigrubu denir. Tanimlardan kolayca goriilebilecegi gibi, herhangi «a, 5,8 € By

bagintilar1 i¢in
a<pf=acd <Pod ve foa<bof

oldugu elde edilir. Benzer sekilde herhangi a4, @5, -+*, a,, € By bagintilari i¢in

(ayoaz0 - oay) P =ayto - cazloar?
oldugu kolayca gosterilebilir.

I bir indis kiimesi ve i € [ i¢in p;, X kiimesi ilizerinde bir denklik bagintisi olsun. ﬂ P

iel

kiimesinin de X kiimesi iizerinde bir denklik bagintis1 oldugu kolayca gosterilebilir.
Tanim 2.3.5. X bos olmayan herhangi bir kiime ve p € By olmak iizere

i) 1x < pise p bagmtisina yansimali baginti,
ii) p~! = pise p bagmtisina simetrik baginti,
iii) pop = p ise p bagintisina gecismeli baginti,

iv) pnp~1 <1y ise p bagintisina ters-simetrik baginti

denir. Eger p € By bagintisi yansimali, simetrik ve ayni zamanda gegismeli bir bagint1 ise p

bagintisina X iizerinde bir denklik bagintis1 denir.

Tamim 2.3.6. X bos olmayan herhangi bir kiime ve p € By, X kiimesi iizerinde bir denklik

bagintisi olsun. Herhangi bir x € X elemant igin

xp ={y € X:(x,y) € p}

kiimesine x elemaninin p € By bagintisina gore elde edilen denklik sinifi denir. X kiimesi
iizerindeki tiim denklik simiflarinin ailesi X / p ile gosterilir ve X / p= {xp: x € X} ailesine X

kiimesinin p bagmtisina ile boliim kiimesi denir.

Onerme 2.3.7. X bos olmayan herhangi bir kiime ve p € By, X kiimesi iizerinde bir denklik

bagintisi olsun. Herhangi x,y € X elemanlar1 i¢in ya "xp N yp = @" yada "xp = yp" olur.
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Ispat: Karakas (2008), Ders 1, Teorem 1. m
Tanmm 2.3.8. X bos olmayan herhangi bir kiime ve R € By, X kiimesi iizerinde herhangi bir
bagint1 olsun. Tanim geregi, X X X evrensel bagintis1 bir denklik bagintisidir ve ayrica R
bagintisini igerir. X kiimesi lizerinde R bagintisini igeren tiim denklik bagintilarinin kesigimi R
yi igeren bir denklik bagmntisidir. R yi igeren bu en kiiciik denklik bagmtisina R bagintisi
tarafindan iiretilen denklik bagintis1 denir ve

R¢ =n{p:R < p ve p, X lzerinde bir denklik bagintisi}

ile temsil edilir.

Onerme 2.3.9. X bos olmayan herhangi bir kiime ve R € By, X kiimesi iizerinde herhangi bir

baginti olsun. O halde

i) R =0iken R® = Ay,
ii) R bir denklik bagintisi iken R® = R

olur. Ayrica R = (R™1)¢ olur.

Ispat: Tanimlardan kolayca goriilmektedir. m

Tamim 2.3.10. X bos olmayan herhangi bir kiime ve R € By, X kiimesi iizerinde herhangi bir

yansimali baginti olsun. Bu durumda Ay € R olup
R=Ayo R CRoR=R?

oldugu, buradan
R* =Axo R*CRo R*=R3

oldugu elde edilir. Benzer sekilde devam edilerek
RS R*CR}c...CR"C .

elde edilir. Bu notasyonlarla tanimlanan
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ROO = UnEZ+ Rn
kiimesi de X iizerinde bir baginti olur.
Onerme 2.3.11. X bos olmayan herhangi bir kiime ve R € By, X kiimesi iizerinde herhangi bir
yansimali baginti olsun. Yukaridaki gibi tanimlanan R® bagmtisi, X kiimesi iizerinde R
bagintisini iceren en kiigiik gecismeli bagint1 olmaktadir.

ispat: Howie (1995), Lemma 1.4.m

Onerme 2.3.12. X bos olmayan herhangi bir kiime ve R € By, X kiimesi iizerinde herhangi bir

bagimnti olsun. Yukaridaki notasyonlarla R = [R U R™! U Ayx]*® olmaktadir.

Ispat: Howie (1995), Proposition 1.4.9. m

2.4.4, B, §, #, D-Green Denklik Bagintilar:
Tanim 2.4.1. S herhangi bir yarigrup olsun. S yarigrubunun a € S elemanini i¢eren en kiiciik sol

ideali, sag ideali ve iki tarafli ideali sirastyla S'a, aSt ve S'aS? ile gosterilir ve

Sla = Sau{a}={xa:x €S},
aS? = aSu{a}={ay:y € St}ve
Stas! = SaSuSauaSuf{a}={xay:x,y € S}

oldugu kolayca elde edilir. Bu notasyonlarla

{(a,b) € S x S:S*a = S'h},
{(a,b) € S x S:aS* = bS'} ve
— {(a,b) €S xS:Sast = S1hS1)

£
z
7
kiimeleri S iizerinde birer denklik bagmtisi olur. £ denklik bagintisina sol-Green denklik
bagintisi, 2 denklik bagintisina sag-Green denklik bagintis1 ve 7 denklik bagintisina Green

denklik bagintis1 denir.

Onerme 2.4.2. S herhangi bir yarigrup olsun. Herhangi a, b € S elemanlari icin asagidaki

ifadeler gecerlidir.
i) a<b < a=xbveb = ya olacak sekilde x,y € S* vardur.

12



ii) a2b < a=bxveb = ay olacak sekilde x,y € S vardir.

iii) agb < a = xbyveb = uav olacak sekilde x,y,u, v € S* vardur.

Ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.1. m

Onerme 2.4.3. S herhangi bir yarigrup olsun. S yarigrubu iizerindeki sol-Green denklik bagintis
ve sag-Green denklik bagintilar1 bileske islemine gore degisme 6zelligine sahiptir. Bagka bir ifade

ile Lo 2= o Lolur.

ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.3. m

Tanim 2.4.4. S herhangi bir yarigrup olsun. S yarigrubu iizerindeki sol-Green denklik bagintisi
ve sag-Green denklik bagintisinin kesigimi de S {izerinde bir denklik bagintisi olup bu denklik
bagintisina #-Green denklik bagintis1 denir. Bagka bir ifade ile #=< N 2 olarak tanimlanir.

S yarigrubu iizerinde sol-Green denklik bagintisi ve sag-Green denklik bagintisini igeren
en kii¢iik denklik bagintisina da 2-Green denklik bagintis1 denir. Baska bir ifade ile 2 = (£

U )¢ olur.

Onerme 2.4.5. S herhangi bir yarigrup olsun. S yarigrubu iizerindeki 2-Green denklik bagintist
sol-Green denklik bagintis1 ve sag-Green denklik bagmtisinin bileskesidir. Bagka bir ifade ile
D=L UR°=Lo B=Rc L

Ispat: S yarigrubu iizerindeki sol-Green denklik bagintisi ile sag-Green denklik bagimntis1 £ ve 2
simetrik ve yansimali iki bagintidir. Dolayisiyla (£ UR)=(£ UB)' ve AgS £ UR olup buradan

WuRuudlua=suz

olduguelde edilir. LS Lo R, RS Lo L ve Lo R= R o Loldugu agik olup

(L UR) o (LUR) (Lo L)U(Lo RQU(RO LIURR)

LU o RDUL o DUR
Lo 2

ve buradan da

CURU(L o D)=L U[RU o D)=L 2
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oldugu elde edilir. Béylece Vn = 2 tamsayisi igin (LU @)™ = £ o 2 olup

D = (LuUR*©
= [WuRu ud)tul®
= Unezt[@UR U CUR)™ U L5]"
= UpmiUR)" = (LUR)UUR,(LUR)"
= WURUUpp LoR)=KLUR UL Z
Lo R

oldugu elde edilir. m

S herhangi bir yarigrup olsun. S yarigrubu lizerindeki £, 2 4. # ve D-Green denklik
bagmtilar1 ele alindiginda AyC#CS £ veR €SDES /<SS X Soldugu kolayca goriilir. Bu
ozellikler agagidaki sekildeki Hasse diyagramu ile ifade edilebilmektedir.

SxS§

Ag

Sekil 2.1. Green bagmtilar1 ve Hasse diyagramu ile temsili

Tamm 2.4.6. S herhangi bir yarigrup olsun. S yarigrubu lizerinde tanimlanan 7. D, £, R ve #-
Green denklik bagintilarinin denklik siiflar1 S /¢, S/, S/4, S/&, S/# olsun. Ayrica, herhangi
bira € S elemanini iceren 4. D. £, R ve #-Green denklik siniflart J,, Dg, Lg, Ry ve Hy olsun.

Bu notasyonlarla

H, €L, € D,,
H, SR, S D,
H, =

LyNR,
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oldugu ve ayrica,

aDb S R, NL, 0SS L,NR, 0

oldugu kolayca gosterilebilir. Boylece, D bir D-Green denklik sinifi olmak iizere, D ayrik £Z-
Green ve 2 -Green denklik siiflarinin birlesimidir. Bu durum, her bir satir bir 2-sinifini1, her bir
stitun bir .Z-simifin1 ve her bir hiicresi de bir #-siifin1 temsil edecek sekilde bir yumurta kutusu

ile ifade edilebilmektedir.

Sekil 2.2. a € S elemanini igeren 2-Green denklik sinifinin temsili

Onerme 2.4.7. S bir periyodik yarigrup iken 2 = Zolur.

ispat: Howie (1995), Proposition 2.1.4. m

Onerme 2.4.8. G herhangi bir grup olmak iizere G iizerinde £ =2=¢=%=2 =G X G olur.

Ispat: G herhangi bir grup olsun. £ = G X G oldugunu gostermek amaciyla Va, b € G igin asb
oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in de herhangi a,b € G elemanlar i¢cin a = xb ve b = ya
olacak sekilde x,y € G bulmaliyiz. G grubunun birim eleman1 e olmak iizere e = a la ve e =

b~1b oldugu kullanilarak

a=ae=a(b~th) = (ab )b
b =be =b(a'a) = (ba Ya

elde edilir. Bdylece, x = ab™!vey = ba™?!

alinarak istenen saglanmis olur.
Benzer sekilde 2 = G X G oldugu gosterilebilir. Tanimlar1 geregi £ = R=4=# =D =
G X G oldugu kolayca elde edilir. m

Onerme 2.4.9. S herhangi bir yarigrup olsun. Eger S degismeli ise £ = 2= 4 =% =D olur.
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Ispat: S bir degismeli yarigrup olsun. £ = 2 oldugunu gésterelim. adb ise a = xb ve b = ya
esitliklerini saglayan x,y € S vardir. S degismeli yarigrup oldugundan yararlanarak ayni
zamanda a = bx ve b = ay oldugu elde edilir. Bdylece aZb oldugu ve buradan da.£ S oldugu

goriiliir. Benzer sekilde 2 €4 gosterilip £ = @ oldugu sonucuna varilir. Tanimlarn geregi £ = 2

= 4 =% = D oldugu kolayca elde edilir. m

Simdi de Green Teoremi olarak bilinen énemli bir teoremi verelim.

Teorem 2.4.10. S herhangi bir yarigrup, olsun. R bir 2Green denklik sinifi, L bir .Z-Green

denklik sinifi ve a, b € S olmak iizere agsagidakiler gegerlidir.

i) (a,b) €ERigin as = b ve bt = a olacak sekilde s, t € S vardir ve

PsiLg > Ly, x >xs ve pgly > L, vyt

seklinde tanimlanmig olan bire-bir ve orten doniisiimler pg ve p;, birbirinin tersidir. Ayrica, ps
doniisiimii L, simifindaki bir # Green denklik simifin1 L, sinifinda bu # Green denklik sinifinin
bulundugu 2- Green denklik sinifindaki %- Green denklik sinifina esler.

Benzer sekilde, p, doniisiimii de Lj smifindaki bir # Green denklik sinifin1 L, sinifinda bu
#- Green denklik smnifinin bulundugu 2 Green denklik sinifindaki #- Green denklik sinifina

esler.

i) (a,b) € Ligin sa = b ve th = a olacak sekilde s, t € ST vardir ve

ARy = Ry, x> sx ve ARy =Ry, y—ty

seklinde tanimlanmig olan bire-bir ve orten doniisiimler A, ve A;, birbirinin tersidir. Ayrica, A
doniisiimii R, sinifindaki bir # Green denklik sinifin1 Ry, sinifinda bu #- Green denklik siifinin
bulundugu £-Green denklik sinifindaki #- Green denklik sinifina esler.

Benzer sekilde, A, doniisiimii de R}, sinifindaki bir #- Green denklik sinifim1 R, sinifinda
bu #- Green denklik sinifinin bulundugu Z- Green denklik sinifindaki #- Green denklik sinifina

esler.

ispat: Howie (1995), Lemma 2.2.1 ve Lemma 2.2. m
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Sonug¢ 2.4.11. S bir yarigrup olsun. H, ve H,, S yarigrubu iizerinde ayn1 2- Green denklik
smifinda herhangi iki % Green denklik simifi ise |H,| = |Hp| olur.

ispat: Howie (1995), Lemma 2.2.3’¢ bakiniz. m

Sonug 2.4.12. S bir yarigrup olsun. H, S yarigrubu {izerinde bir % Green denklik sinifi ise

H>NH=QveyaH?=H

olur. Ustelik H? = H oldugunda H, S yarigrubunun bir alt grubu olur.

Ispat: Howie (1995), Teorem 2.2.5. m

Sonuc 2.4.13. S bir yarigrup olsun. H, S yarigrubu {izerinde bir %- Green denklik sinifi ve H

sinifinda bir idempotent eleman varsa H, S nin bir alt grubudur.

Ispat: H, S yarigrubu iizerinde bir % Green denklik sinifi ve H sinifinda bir idempotent eleman

varsa H?> N H # @ olup H? = H oldugundan Sonug 2.4.12 nin agik bir sonucudur. m

Sonug 2.4.14. S bir yarigrup olsun. S yarigrubu tlizerinde bir #- Green denklik sinifi en fazla 1

tane idempotent eleman igerebilir.

Ispat: H, S yarigrubu iizerinde bir #- Green denklik smifi ve H smifinda bir idempotent eleman
varsa Sonu¢ 2.4.13 ten H, S nin bir alt grubudur. Gruplarda tek idempotent eleman birim eleman
olup tek bir tanedir. Dolayisiyla S yarigrubu lizerinde bir % Green denklik sinifi en fazla 1 tane

idempotent eleman igerebilir. m

2.5. Kismi ve Tam Doniisiim Yarigruplari ve Bazi Alt Yarigruplan

Tanim 2.5.1. X bos olmayan herhangi bir kiime, By ise X kiimesi izerindeki bagintilar yarigrubu
olmak iizere a € By olsun. Eger

Vx € X icin |xa| < 1

oluyorsa a ya X kiimesi tlizerinde taniml1 bir kismi doniisiim denir. By yarigrubundaki kismi

doniisiimlerin olusturdugu kiime Py ile gosterilir. Py, bagintilarin bileskesi islemi ile bir yarigrup
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olup bu yarigruba X kiimesi iizerindeki kismi doniisiimler yarigrubu denir. Ayrica, ¢ € Py iken
® € dom(a) S X olur.

a € Py ve dom(a) = 0 ise a kismi doniisiimiine bos doniisiim diyecegiz ve @ ile
gosterecegiz. Eger a € Py, x € dom(a) ve xa = {y} seklinde tek elemanli ise genel olarak xa =

y seklinde gosterecegiz. Bu notasyonlarla

dom(a) = {x:3y€eXiginxa =y}
im(a) =Xa = {y:3x € Xiginxa =y}
ile ifade edilebilir.

Tanim 2.5.2. X bos olmayan herhangi bir kiime, By ise X kiimesi tizerindeki bagintilar yarigrubu

olmak iizere & € By olsun. Eger

Vx € X i¢in |xa| = 1

oluyorsa a ya X kiimesi iizerinde tanimli bir (tam) déniisiim denir. By yarigrubundaki (tam)
doniisiimlerin olusturdugu kiime Ty ile gosterilir. Ty, bagmtilarin bileskesi islemi ile bir yarigrup
olup bu yarigruba da X kiimesi iizerindeki (tam) doniisiimler yarigrubu denir. Ayrica, a € Ty
iken dom(a) = X olur.

Tanim 2.5.3. X bos olmayan herhangi bir kiime olmak {izere X lizerindeki tiim bire-bir Grten
doniigiimlerin (diger bir ifade ile tim permiitasyonlarin) kiimesini Sy ile gosterelim. Sy,
bagintilarin bileskesi islemi ile bir grup olur. Bu gruba X kiimesi iizerinde tanimli simetrik
doniisiimler grubu (permiitasyonlar grubu) denir.

Tanimlarindan kolayca goriilecegi lizere Sy < Ty < Py < By olur.

Tanimm 2.5.4. X bos olmayan herhangi bir sonlu kiime iken genelligi bozmaksizin X = X,, =

{1, ...,n} alinir ve By, Py, Tx ve Sy yarigruplar B, B,, T,, ve S,, olarak ifade edilir.
Tamim 2.5.5. Herhangi bir a € P, kismi doniigiimii

a = (xedom(a) xeXn\dom(a))
xa -
formunda ifade edilir. Eger a € T, ise
(1 .. n
®= (1a na)
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formunda ifade edilir. Bu ifade seklinde diisiiniildiigiinde

[P = (n+ 1",
Tl =n",
|Sn| =n!

oldugu kolayca elde edilir.

Onerme 2.5.6. a, f € P, kismi doniisiimil i¢cin dom(af) € dom(a) ve im(afB) S im(B) dir.

Ispat: a, f € P, ve x € dom(ap) ise x(af) = y olacak sekilde y € X,, var olup

x(ap) =y = (xa)B

oldugundan xa € dom(f) oldugu ve buradan da x € dom(a) oldugu elde edilir. Simdi de
a,B € B, ve x € im(af) oldugu durumu disiinelim. Bu durumda y(af) = x olacak

sekilde y € X,, var olup

y(@ap) = x = (ya)B

oldugundan x € im(B) oldugu elde edilir. m

Tanim 2.5.7. a € P, kismi doniigiimii i¢in tanimlanan

ker(a) = {(x,¥) € X, X X,,: (x,y € dom(a) ve xa = ya) veya
(x,y € Xp\dom(a))}

kiimesine ¢ kismi doniisiimiiniin ¢ekirdek kiimesi denir. ker(@) ¢ekirdek kiimesinin X,, kiimesi
tizerinde bir denklik bagintis1 oldugu kolayca goriiliir. Ayrica, ker(a) denklik bagintisina gore
elde edilen denklik siniflarinin @ kismi doniistimiiniin gériintii kiimesi olan im(a) kiimesindeki

elemanlarin ters-goriintii kiimeleri ve X,,\dom(a) oldugu ag¢iktir. Buradan

kp(a) = {ya~':y € im(a)}
olarak tanimlanan kp(a) kiimesinin dom(a) kiimesinin bir pargalanisi oldugu ag¢iktir. Burada
kp(a) kiimesine a kismi doniisiimiiniin ¢cekirdek parcalamsi diyecegiz.

Eger a € T, ise
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ker(a) = {(x,y) € X;, X X,;: xa = ya}

olur ve kp(a) kiimesinin X,, kiimesinin bir pargalanisi oldugu agiktir.

Onerme 2.5.8. a, € P, kismi doniisiimii i¢in ker(a) S ker(af) olur.

Ispat: Oncelikle (x,y) € ker(a) alalm. Bu durumda "x,y € dom(a) ve xa = ya" veya "x,y €
X, \dom(a)" olur.

o "x,y € dom(a) ve xa = ya" ise (xa)B = (ya)p ve buradan x(af) = y(af) olur.
Eger xa,ya € dom(p) ise x,y € dom(af) olacagindan (x,y) € ker(af3) oldugu
elde edilir. Eger xa, ya & dom(B) ise x,y € X,\dom(af) olacagindan (x,y) €
ker(af) oldugu elde edilir.

e "x,y€X,\dom(a)" ise x,y € X,\dom(aB) olacagindan (x,y) € ker(af)
oldugu elde edilir.

Her iki durumdan ker(a) € ker(af) oldugu sonucuna varilir. m

Tamm 2.5.9. a € B, kismi doniisiimii i¢in |im(a)| € Z* U {0} sayisina & kismi doniigiimiiniin

yiiksekligi denir ve h(a) ile gosterilir.

Tanim 2.5.10. a € P, kismi doniisiimii igin tanimlanan

Fix(e) = {x€edom(a):xa=x}
Shift(a) {x € dom(a): xa # x}

kiimelerine sirasiyla a kismi doniisiimiiniin sabit noktalarimin kiimesi ve sabit olmayan

noktalarimin kiimesi denir.

Onerme 2.5.11. @ # a € P, kismi déniisiimiiniin bir idempotent eleman olmas1 icin gerek ve

yeter kosul her x € im() i¢in xa = x olmasidir.

ispat: Oncelikle @ # a € P, kismi doniisiimiiniin bir idempotent eleman oldugunu ve bir x €
im(a) i¢in xa # x oldugunu kabul edelim. Bu durumda ya = x olacak sekilde x # y € X,, var

olup

ya? = (ya)a = xa # x = ya
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olur ve bu a kismi doniisiimiiniin bir idempotent eleman olmasi ile ¢elisir. Buradan her bir x €
im(a) i¢in xa = x olmak zorunda oldugu elde edilir.
Simdi de @ # a € P, kismi donisiimiinde her x € im(a) i¢in xa = x oldugunu

diistinelim. Bu durumda her bir x € im(a) € dom(a) i¢in
xa? = (xa)a = xa

olur. Ayrica her bir y € dom(a)\im(«) i¢in ya = x olacak sekilde bir x € im(«a) var ve buradan
ya? = (ya)a = xa = x = ya

oldugu elde edilerek @ nin bir idempotent eleman oldugu goriiliir. m

Tammm 2.5.12. 1 < k <n olmak lizere yiiksekligi k olan a € T,, doniisimi i¢in kp(a) =
{ya~1:y € im(a)} tanim geregi k tane cekirdek sinifi vardir. Genelligi bozmaksizin kp(a) =

{A1, .., Ax}ise

_<A1 Ay - Ak)
T \4d;a Aya - Ara

formunda yazilabilir. Yukarida verilen 6nermeden dolay1 a doniigiimiiniin bir idempotent eleman
olmasi icin gerek ve yeter kosulun V1 < k < n i¢in 4;a € A; olmasi oldugu elde edilir.

Benzer sekilde 1 < k < n olmak lizere yiiksekligi k olan aa € P,\T,, kismi doniistimi
igin tammmu geregi k+ 1 tane c¢ekirdek smifi vardir. Genelligi bozmaksizin kp(a) =

{A1, ..., Ag}ve Apyq = X, \dom(a) ise

a:(Al Ay o Ay Ak+1>

formunda yazilabilir. Burada da yukarida verilen onermeden dolayi @ doniisiimiiniin bir
idempotent eleman olmasi igin gerek ve yeter kosulun V1 < k < n i¢in A;a € A; olmas1 oldugu

elde edilir.

123 45 6 7 8
2 2 — 42 4 — 6
2a~1 ={1,2,5}, 4a~! = {4,6}, 62! = {8

Ornek 2.5.13. a = ( ) € Pg kismi doniistimiinii ele alalim. Burada

} oldugundan
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kp(a) = {{1,2,5},{4,6},{8}}
seklindedir ve

1,25} {46} {8} {37
a:<{ 2 } {4} {6} {_})

veya kisaca

1,2,5 4,6 8
w= (1250 (46} B,

formunda ifade edilir.
Teorem 2.5.14. Cayley Teoremi: Her sonlu yarigrup bir sonlu déniisiim yarigrubuna izomorftur.
Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 2.4.3. m

Teorem 2.5.15. «, § € P, elemanlari igin

) a<p e im(a) =im(p),

i) azp < kp(a) =kp(p),

iii) a2 B < h(a) =h(p),

iv) a#p < im(a) = im(B) ve kp(a) = kp(B).

Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 4.5.1. m
Teorem 2.5.16. o, § € T,, elemanlari igin

i) a<lp < im(a) =im(pB),

ii) a®p < ker(a) = ker(B),

iii) a2 pB < h(a) =h(B),

iv) a#p < im(a) = im(B) ve ker(a) = ker(B).

ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 4.5.1. m
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Teorem 2.5.15” in agik bir sonucu olarak, P, kismi doniisiimler yarigrubu iizerindeki 20—

Green denklik smiflar1 0 < k < n igin

D, ={a € P, : h(a) = k}

olur. Kolayca goriildiigii gibi P, kismi dontisiimler yarigrubu iizerinde n + 1 tane 2—Green
denklik sinifti mevcuttur. Benzer sekilde, Teorem 2.5.16° nin ag¢ik bir sonucu olarak, T,

doniisiimler yarigrubu iizerindeki 2—Green denklik siniflar1 1 < k < n igin

D, ={a € P, : h(a) = k}

olur. Kolayca gorildigi gibi T,, doniisiimler yarigrubu iizerinde n tane 2—Green denklik simifi

mevcuttur.

Tamim 2.5.17. “ 1 < n ve 1 < k < n olmak iizere n tane kisiyi her bir grupta en az bir tane kisi
olacak sekilde k tane gruba kag farkli sekilde ayirabiliriz? ” sorusunu ele alalim. Bu sorunun
cevabi olabilen tiim sayilara 2. Tip Stirling sayilar1 denir ve S(n, k) ile gosterilir. Aslinda her
grup birer alt kiime olup bu problemi “n elemanli kiimenin k ayrik ve bos olmayan alt kiimeye

parcalanislarinin sayisinu bulma ” problemi olarak da diisiinebiliriz.

S(n, 1)= S(n,n)=1 oldugu agiktir. 1 < k < n igin S(n, k), {1,2, ..., n} kiimesinin k tane
ayrik ve bos olmayan alt kiimeye pargalanis sayisina esit olur. {n} bir alt kiime olacak sekildeki
tiim pargalaniglarin sayist S(n — 1,k — 1) oldugu agiktir. Ayrica, sadece "n" nin bir alt kiime

olmadigi pargalanislarin sayis1 kS(n — 1, k) olup S(n, k) sayisini

S(n,k) =S(n—1,k—1)+ kS(n—1,k)

indirgeme bagintisi ile elde edebiliriz.

k=1 | k=2 | k=3 | k=4 | k=5
S(1, k) 1
S2, k) 1 1
SG. k) 1 3 1
S4, k) 1 7 6 1
S, k) 1 15 25 10 1

Sekil 2.3. 1 < n < 5 i¢in 2. Tip Stirling sayilari
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Onerme 2.5.18. 1 <n ve 0 < k < n icin P, kismi déniisiimler yarigrubunda bir D, D-Green
denklik sinifinda tam (Z) tane £—Green denklik sinifi vardir; S(n+ 1,k + 1) tane 2-Green

denklik smifi vardir; (Z)S(n + 1,k + 1) tane # —Green denklik sinifi vardir.

Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Proposition 4.6.3 ve Proposition 4.6.4. m

Onerme 2.5.19. 1 <nve 1 < k <nicin T, doniisiimler yarigrubunda bir D, D-Green denklik
sinifinda tam (Z) tane Z—Green denklik sinifi vardir; S(n, k) tane 2-Green denklik simifi vardir;

(Z)S(n, k) tane # —Green denklik smnifi vardir.

Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Proposition 4.6.3 ve Proposition 4.6.4. m

Onerme 2.5.20. <n ve 1<k <n i¢in P, kismi doniisiimler yarigrubunda bir D, D-Green

denklik sinifinda bulunan her % —Green denklik sinifinda tam k! tane eleman vardir.
Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 4.6.6’ya bakiniz. m

Onerme 2.5.21. 1 < n ve 1 < k < n icin T,, doniisiimler yarigrubunda bir D;, D-Green denklik

sinifinda bulunan her % —Green denklik sinifinda tam k! tane eleman vardir.

Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 4.6.6. m

Bu bilgilerle, T; doniisiimler yarigrubu lizerindeki Green denklik smiflarinin yapisi

yumurta kutusu formunda agagidaki gibi verilebilir.
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Sekil 2.4. T5 tizerindeki Green denklik siniflarinin yapisi

Tanmm 2.5.22. « € S,, permiitasyonunu ele alalim. aq,a,, ..., a; elemanlar1 X, kiimesinde

birbirinden farkli olan elemanlar olmak iizere eger

i=12,...,k—1 i¢in a; @ = a;,q,
a, a@=a, ve

x € X,\{ay,a,,...,a; }i¢in xa = x

oluyorsa ise a permiitasyonuna bir r-devir denir ve a = (a;a, --- ai) ile gosterilir. Bir 2-devire
transpozisyon denir. Bir tek 1-devir vardir o da birim permiitasyondur ve 1 < i < nigin € = (i)
olarak alinir.

k ve t iki pozitif tamsay1 ve (a;a,--ay) ve (bib,--by) iki devir olsun. Eger
{ai,a,,...,a;} ve {by, by, ..., b} kiimeleri ayrik ise bu devirlerine ayrik devirler denir.

S, permiitasyonlar grubunun her elemani ayrik devirlerin bir ¢arpimi seklinde ifade

edilebilir. Ayrica k = 3 igin

(a1a; - ai) = (a1az)(asa3) - (a1 ax)
oldugu agiktir. Buradan her bir devirin, transpozisyonlarin bir ¢garpimi seklinde yazilabilir oldugu

goriiliir. Buradan da her bir permiitasyonun bazi transpozisyonlarin ¢arpimi seklinde yazilabilir

oldugu sonucu elde edilir.
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Bir permiitasyonun bazi transpozisyonlarin carpimi seklinde olasi tek tiirlii belirli
degildir, ancak sayis1 sabittir. Eger bir permiitasyonu tek sayida transpozisyonun ¢arpimi olarak
yazabiliyorsak bu permiitasyona tek permiitasyon, ¢ift sayida transpozisyonun ¢arpimi olarak
yazabiliyorsak bu permiitasyona ise ¢ift permiitasyon denir.

S, permiitasyonlar grubundaki ¢ift permiitasyonlarin olusturdugu kiimeyi A, ve tek
permiitasyonlarin olusturdugu kiimeyi B, ile gosterelim. 2 < n < 4 tamsayist igin A,, kiimesinin

elemanlar1 agagidaki gibidir.

A; = {e},

As; = {¢,(123),(132)},

A, ={¢,(12)(34),(13)(24), (14)(23),(123),(124),(134), (234), (132), (142),
(143), (243)}.

Onerme 2.5.23. n > 2 tamsayisi i¢in A,,, doniisimlerin bileskesi islemiyle S,, permiitasyon

grubunun bir alt grubudur ve |4, | = n;' seklindedir. Bu gruba n —inci alterne grup denir.

ispat. Asar, Arikan, Arikan (2009), Teorem 1.3.15. m
Onerme 2.5.24. T,, ve P, yarigruplar regiiler yarigrupturlar.
Ispat: Ganyushkin ve Mazorchuk (2009), Theorem 2.6.3. m
2.6. Bazi Doniisiim Yarigruplarinin Doguray Kiimeleri ve Ranklarn
n = 3icin S, permiitasyon grubunun elemanlar1 ayrik devirlerin bir ¢arpimi olarak

yazilabilir. Her devir de transpozisyonlarin bir ¢arpimi seklinde oldugu i¢in S,, permiitasyonlar

grubu aslinda transpozisyonlarinin olusturdugu kiime tarafindan dogrulur. Ayrica,

(aqay) = (azaq)

n(n-1)
2

esitliginden kolayca goriilecegi gibi S,, grubunda tam olarak tane farkli transpozisyon

vardir. Ozel olarak @ = (12) ve g = (12 ...n) olarak alalim.
Bu gosterimlere ek olarak ileride kullanacagimiz bazi 6zel doniisiimleri verelim. Vi #
J € X, i¢in i8; ; = j ve Vi # x € Xy, i¢in x6; j = x olan §; ; € T,, doniisiimiinii 6zel olarak ||ij]|

ile de ifade edebiliriz.
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Ayrica, X, = {1, 2, ..., n} kiimesinin her bir 6z alt kiimesi Y i¢in X,,\Y kiimesi tizerinde

tammli birim dontisimii 1y \y yerine &y ile temsil edelim. Ozel olarak & = Sy = (; 22) € B,

doniisiimiinii ele alacagiz.

Teorem 2.6.1. S, = ((12)), ve n = 3i¢in S,, = ((12), (12 ...n)) dir. Ayrica,. rank (S;) =1 ve
n > 3icin rank (S,) = 2 dir. Ozel olarak, S; = ((13), (23)) esitligi de gecerlidir.

Ispat: Yukarida tanimlanan gosterimlerle

,8_1 — ﬁn—l’
Bloao f=(23)

ve V1, 2,..,n—1igin
B loao = (ii+1)

oldugu agiktir. Ayrica, Vj =2,3,..,n—1 i¢in
Gj+De(—1j)e0(23)0(12)0(23)o o (jj+1)=(1j+1)

oldugu da kolayca goriilebilir. Yani V1,2,...,n—1 i¢in (i i + 1) transpozisyonlar1 ve Vj =

2,3,..,n—1 i¢in (1 + 1) transpozisyonlar1 « ile f permiitasyonlarinin bir ¢arpimi olarak

yazilabiliyor. Benzer sekilde V1,2,...,n—1veVj=1,2,..,n—1i i¢in
B o (Lj+ 1ot =( i+))

oldugu da kolayca goriilebilir. Bu esitlikler sayesinde her transpozisyonun a ile S
permiitasyonlarinin bir ¢arpimi sekline yazilabilir oldugu sonucuna ve buradan da S,, = {(«, )
oldugu sonucuna vartlir.

n =3 ic¢in S, degismeli grup degildir. Dolayisiyla devirli olamaz. Buradan da

rank (S,) = 2 oldugu sonucuna varilir. m

Teorem 2.6.2. T, =((12),[|12]]) ve n =3 i¢in T, =((12),(12...n),|[12]]) dir. Ayrica
rank (T,) = 2 ven = 3 igin rank (T;,) = 3 tiir.
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Ispat: Bir onceki teoremde oldugu gibi @ = (12) ve B = (12..n) olsun. Ayrica ||12]|
yukaridaki gibi tanimlansin. O halde

QD)o fl12]le (10) = [li2| (i=3)
@2 el1z|le 2 = Il (G=3)
ADe@ell12le @)@ =il Gj=3,i#))
@) e llijllie ) = Iljill G,j=1i#))

olur. ¢ € T, ve h(¢p) =r <n —1 olsun. Bu durumda i¢p = j¢ olacak sekilde i #j € X, ve
enazbir k € {1,2,...,n}\ im(¢) vardir. Buradan

ip=k
l#i icinlp = I¢

olarak tanimlanan ¢ doniisiimiinii ele alalim. Dikkat edilirse

|1m(q3)| =r+1ve |lijll¢g=0¢

olur. Eger r = n — 1 ise ¢ € S, olur ve buradan ¢ € (a, B,8) oldugu aciktir. Eger r <n —1
ise benzer sekilde devam edilerek T,, = (a, 8, 8) oldugu sonucuna varilabilir.

T,,\Sy, singiiler doniigiimler yarigrubu T,, yarigrubunun bir ideali oldugundan T, in her
doguray kiimesi S,, in bir doguray kiimesini icermek zorundadir. Bununla birlikte S,, in herhangi
bir doguray kiimesi singiiler donisiimleri doguramayacagindan T,, yarigrubunun doguray
kiimesinde en az bir singiiler dontisiim olmalidir. Bilindigi gibi n = 3 i¢in rank (S,) = 2

oldugundan rank (T;,) = 3 olur ve T,, = (qa, B, §) oldugundan ispat tamamlanir. m

Teorem 2.6.3. P, = ((12),]|12],€) ve n = 3 i¢in B, = ((12),(12...n),||12]|,&) dir. Ayrica
rank (P,) = 3 ven = 3 igin rank (B,) = 4 tiir.

Ispat: a = (12),8 = (12---n),||12]| ve & daha 6nce tanimlandig1 gibi olsun. Bu gosterimlerle

i=2,3,..,nign

(1DEAD) = &y

olur. Ayrica, bos olmayan her bir 6z alt kiime Y i¢in
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Sy =Iiey f{i}
oldugu kolayca goriilebilir. Her bir p € B, i¢in p € X,, doniisiimii

5 = {xp, eger x € dom(p)
p= X, aksi halde

olarak tanimlansin. Eger X, \ dom(a) =Y olarak alinirsa p = &y oldugu kolayca goriiliir.
Ayrica T, = (o, B, 6) oldugu biliniyor olup PT,, = («, B, 5, ) oldugu sonucuna varilir.
Benzer sekilde rank (P,) = 3 ve n > 3 igin rank (B,) = 4 oldugu gosterilebilir. m
Yarigrup teorisi hakkinda daha fazla bilgi icin Howie (1995) ve Ganyushkin Mazorchuk
(2009); grup teorisi hakkinda daha fazla bilgi i¢cin Asar, Arikan, Arikan (2009) ve Isaacs (2008)

kaynaklarina bakmaniz onerilir.

29






3. GORUNTUSU KISITLANMIS DONUSUM YARIGRUPLARI

@ # X herhangi bir kiime olsun. Y, X kiimesinin bos olmayan bir altkiimesi olmak tizere

T(X,Y) ={a € Ty : Xa S Y}

seklinde tanimlanan T'(X, Y) kiimesinin dontisiimlerin bileske islemi ile Ty yarigrubunun bir alt

yarigrubu oldugu agiktir. Gergekten de , f € T(X,Y) i¢in Xa € Y ve X S Y olup

X@aB)=KXa)pSYBCY

oldugundan af € T(X,Y) oldugu elde edilir. Bu yarigrubun elemanlarina goriintiisii kisitlamis
doniisiimler denir. Ozel olarak, eger |Y| = 1 ise T(X,Y) sadece tek elemanl1 olup bu eleman
goriintiisti Y olan sabit dontisimdiir; eger Y = X ise T(X,Y) = Ty olur.

Symons (1975), T(X,Y) yarigrubunun tiim otomorfizmlerini tanimlad1 ve daha da 6zel
olarak |Y| = 2 i¢in T (X, Y) yarigrubunun tiim otomorfizmlerini belirledi. Ayrica, @ # X; ile @ #
X, herhangi iki kiime ve Y;, X; kiimesinin bos olmayan bir altkiimesi; Y,, X, kiimesinin bog
olmayan bir altkiimesi olmak tizere T (X;,Y;) ve T(X,,Y,) alt yarigruplarinin ne zaman birbirine
izomorf oldugunu inceledi. Bu izomorfizmin varliginin X;, X,, X;\Y; ve X,\Y, kiimelerinin
kardinalitelerine bagli oldugunu buldu. Daha sonra da bu konuda arastirmalar hizla artarak bir
calisma yapildu.

Biz bu boliimde T(X,Y) yarigrubunun bazi cebirsel 6zelliklerinin incelendigi Sanwong
ve Sommanee (2008) calismasii inceleyerek elde edilen bazi Onemli cebirsel sonuglari

derleyecegiz.

3.1. T(X,Y) Yarigrubunun Regiilerligi

@ # X herhangi bir kime ve Y, X kiimesinin bos olmayan bir altkiimesi olsun. Ty
yarigrubunun regiiler oldugu bilinmektedir. Ancak T(X,Y) genel olarak regiiler degildir. Bu
bolimde T(X,Y) yarigrubunun regiilerligi ile ilgili elde edilen 6nemli sonuglar1 verecegiz.

Oncelikle

i) |Y| =1iken T(X,Y) tek bir elemanli oldugundan agik¢a regiiler yarigruptur,

ii) Y =Xiken T(X,Y) = Ty ve Ty regiiler yarigrup oldugundan T(X,Y) yarigrubu da
regiiler yarigruptur,

iii) |X| < 2iken |Y| =1 veyaY = X olur. i) ve ii) den dolay1 da agik¢a T (X,Y) regiiler

yarigruptur

31



olduguna dikkat edelim.

Simdi de tezin ileri kisminda kullanacagimiz bazi 6nemli gosterimleri tanimlayalim. @ #
X herhangi bir kiime ve Y, X kiimesinin bos olmayan bir altkiimesi olsun. Herhangi bir a €
T(X,Y) elemani i¢in Xa = {x;:i € I} ve x;a™! = X; (i € I) olsun. Bu durumda daha 6nce de

tanimladigimiz matris formu daha da kisa olarak

seklinde gosterilebilir. (Bu gosterim icin ayrica Clifford ve Preston (1967), sayfa 241°e
bakabilirsiniz.).
Bundan sonra aksi belirtilmedikge @ # X herhangi bir kiime ve Y, X kiimesinin bos

olmayan bir altkiimesi olarak kabul edilecektir.

Teorem 3.1.1. T(X,Y) yarigrubunun regiiler yarigrup olmasi igin gerek ve yeter kosul |Y| =1

veyaY = X olmasidir.

Ispat: (=) Kabul edelimki |Y| # 1 ve Y # X olsun. Bu durumda a # b olacak sekilde a,b € Y
ve ayrica ¢ € X \ Y vardir. Simdi bir @ € T(X,Y) doniisiimiinii diistinelim. Xa = {y;:i € I},

yia~l = X; (i €I) ve U X; = X olacak sekilde I indis kiimesinin var oldugunu va a = (;,(‘)

i

seklinde yazilabildigini daha dnceden biliyoruz. Buradan
X
B=E") eTy)

doniisiimiinii diisiinelim. Burada ¢ € Y oldugundan her i € [ i¢in y; # ¢ olur ve

aB =(5) 5N =) =8

oldugu elde edilir. Bu durumda her a € T(X,Y) igin aff # [ olur ve buradan da § € T(X,Y)
elemaninin regiiler olmadigi elde edilir. Dolayisiyla |Y| # 1 ve Y # X ise T(X,Y) yarigrubu
regiiler yarigrup olamaz.

(&) |Y] =1veyaY = X ise yukarida verilen 6n bilgiden sonug agiktir. m
Tamim 3.1.2. @ # X herhangi bir kiime ve Y, X kiimesinin bos olmayan bir altkiimesi olmak iizere

FX,Y)={a € T(X,Y): Xa S Ya}
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olarak tamimlansin. Ayrica, Y € X olup Ya € Xa odugundan
FX,Y)={aeTX,Y): Xa =Ya}

olarak da ifade edilebilir. Y, X kiimesinin bos olmayan bir altkiimesi oldugundan a € Y vardir.
Ya» gOrlintii kiimesi {a} olan sabit doniisiim, yani y, = (ﬁ) olmak ftizere y, € F(X,Y) olup
F(X,Y) # @ dir. Ustelik, a, f € F(X,Y) icin Xa = Ya ve X = Y[ olup Xaf = Yap oldugu
elde edilir. Buradan aff € F(X,Y) ve benzer sekilde fa € F(X,Y) oldugu elde edilerek
F(X,Y) <T(X,Y) oldugu sonucuna vartlir.

Ornek 3.1.3. X, dogal sayilar kiimesi ve Y pozitif ¢ift tamsayilar kiimesi olmak iizere

a=(1)eTXY\FX.Y), =3 ) eFix,Y)

2n 2

elemanlarini ele alalim. aff = @ € T(X,Y)\F(X,Y) olup F(X,Y), T(X, Y) nin sol ideali degildir.
Onerme 3.1.4. F(X,Y), T(X,Y) nin bir sag idealidir.

Ispat: « € F(X,Y) ve 8 € T(X,Y) elemanlari i¢in Xa = Ya olup Xaf = Yab oldugundan af €
F(X,Y) olur. Dolayisiyla F(X,Y), T(X,Y) yarigrubunun bir sag ideali olur. m

Eger |Y| = 1ise Y = {a} olacak sekilde a € Y var olup Va € T(X,Y) i¢in Xa = {a} =
Ya olur. Bu durum y,, gorintii kiimesi {a} olan sabit doniistim, yani y, = (z) olmak flizere

F(X,Y) =T(X,Y) ={y,} olmasim yani F(X,Y) = T(X,Y) yarigrubunun tek elemanli olasin
gerektirecektir. Dolayisiyla F(X,Y) regiiler yarigruptur. Eger Y = X ise F(X,Y) =T(X,Y) =
Ty ve Ty regiiler yarigrup oldugundan F(X,Y) yarigrubu da regiiler yarigruptur. Simdi genel

olarak diisiinerek asagidaki teoremi verelim.
Teorem 3.1.5. F(X,Y), T(X,Y) alt yarigrubunun en genis regiiler alt yarigrubudur.

spat: a € F(X,Y) elemamni ele alahm. Xa = {x; : i €I} =Ya, Uje;x;a”! = X ve ayrica

Vi € Iigin x;a~ 1 N'Y # @ olmak iizere

-1
— [ Xia
a_( Xi )
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seklinde yazilabilir oldugu kolayca goriiliir. x € Ya i¢in bir d,, € xa™! N'Y segilirse d,a = x ve
Vy # z € Ya igind,, # d, olur. Bir k € [ i¢in ] = I\{k} sekline alalim. {x]- : JE ]} = Ya\{x}
olup

B = ( XX’“”) ETX,Y)

dx]- Xk

seklinde tamimlayalim. Buradan afa = a oldugu elde edilir. Ustelik, Xf = {dxi i€ } c
(Ya)B € YB oldugundan S € F(X,Y) olur. Buradan F(X,Y) altyarigrubunun T(X,Y)
yarigrubunun bir regiiler alt yarigrubu oldugu elde edilir.

a € T(X,Y) bir regiiler eleman olsun. Bu durumda affa = a olacak sekilde § € T(X,Y) var
olup Xa = Xafa = (Xaf)a € Ya oldugundan a € F(X,Y) oldugu elde edilir. Buradan da
F(X,Y) altyarigrubunun T (X,Y) yarigrubunun en genis regiiler alt yarigrubu oldugu elde edilir.

3.2. T(X,Y) Yanigrubu Uzerinde Tammh Green Denklik Bagintilar:
Bu boliimde, Tanim 2.4.1 ve 2.4.4° de tanimlan verilen £, R 4, # ve D-Green denklik

bagintilarim ele alarak T'(X,Y) yarigrubu tizerinde elde edilen bazi sonuglar1 derleyecegiz.

Onerme 3.2.1. a, f € T(X,Y) olsun. Eger § € F(X,Y) ise Xa S X olmasi icin gerek ve yeter
kosul a = yp olacak sekilde 3y € T(X,Y) elemaninin var olmasidir.

ispat: () a € T(X,Y), B € F(X,Y) ve ayrica Xa = {a;:i €I} S {bj:j € J} = XB olsun. Bu

durumda

()= ()

matris formunda yazilabilir oldugunu biliyoruz. Ayrica, § € F(X,Y) oldugundan her a € Xa <
XB S YB igin a = yp olacak sekilde 3y € Y var olup y € af~* olur. Yani Y N af~! # @ olur.
Boylece Vi € [ iginbirdg, €Y N a; B! secebiliriz. dg, €Y ve bdylece dy, f = a; oldugundan

y—1
r=(i)
dontistimiinii tanimlayabiliriz. Buradan y € T(X,Y) ve @ = yf oldugu kolayca goriiliir.

(e)aeTX,Y),BeEF(X,Y)veayricady € T(X,Y) i¢in @ = yf olsun. Bu durumda

34



Xa = (Xy)p € XB
oldugu kolayca elde edilir. m
Teorem 3.2.2. « € T(X,Y) icin asagidaki ifadeler gegerlidir.

i) aeF(XY)iseL,={B€FXY):Xa=XpB}
i) aeTX Y)\F(X,Y)iselL, = {a}.

Ispat: i) @ € F(X,Y) ve B € T(X,Y) icin aLf olsun. Bu durumda @ = A8 ve B = pa olacak
sekilde 34, u € T(X,Y)?! vardir. Eger f = aise f € F(X,Y) ve Xa = Xp olur. Eger f # a ise
ALu€eTX,Y) olup XB = Xua = (Xud)B € YB oldugundan B € F(X,Y) olur. Ayrica, a €
F(X,Y) ve B = ua olup Onerme 3.2.1°den dolay1 X3 € Xa oldugu elde edilir. Benzer sekilde
B € F(X,Y) ve « = Af oldugundan Xa € X olup Xa = X[ sonucuna varilir.

Tersine a, B € F(X,Y) ve Xa = Xp olsun. Bu durumda Onerme 3.2.1°den a£f oldugu
kolayca goriilebilir.

i)a € TX,Y)\F(X,Y)ve B € T(X,Y) i¢in aLf olsun. Bu durumda @ = AB ve = ua
olacak sekilde 34, u € T(X,Y)! vardir. Eger A, u € T(X,Y) ise Xa = X(1B) = X(A(ua)) =
(XAwW)a € Ya olur. Bu durum a € F(X,Y) olmasi ile ¢eligir. Bu durumda A =1 veya u =1

olmak zorundadir. Dolayisiyla @ = f olup L, = {a} oldugu elde edilir. =
Teorem 3.2.3. a, 8 € T(X,Y) olsun.

i) ker(B) € ker(a) & a = By olacak sekilde y € T(X,Y) vardir.
ii) aRp < ker(a) = ker(B).

Ispat:i) () a, B € T(X,Y) icin ker(B) S ker(a) olsun. Eger x € X ise x = zf3 olacak sekilde

3z € X varolup y : X — X doniisiimiinii

_{Z(X, x € Xp ise
V= xB, x & XBise

seklinde tanimlayabiliriz. Dikkat edilirse ker(f) € ker(a) oldugundan y doniisiimiiniin iyi

tammli oldugu ve ayrica y € T(X,Y) oldugu agiktir. Vx € X igin y = x8 € Xf olsun. y €

T(X,Y) donisiimiiniin tanimindan

35



xBy = (xB)y = yy = xa
oldugu ve buradan da ¢ = Sy oldugu elde edilir.

(&) a,B eT(X,Y) i¢in a = By olacak sekilde y € T(X,Y) var ise ker(B) < ker(a)
oldugu agiktir.

ii) 1) nin agik bir sonucudur. m

Onerme 3.2.4. a, f € T(X,Y) olsun. Eger ker(a) = ker(8) ise yaa, 8 € F(X,Y) yadaa,f €
T(X,Y)\F(X,Y) olur.

Ispat: a, B € T(X,Y), ker(a) = ker(B) ve a ile 8 dan biri T (X, Y)\F(X,Y) de olsun. Genelligi
bozmaksizin @ € T(X,Y)\F(X,Y) oldugunu kabul edelim. Bu durumda (X\Y)a € Ya olup her
y €Y i¢in xga # ya olacak sekilde en az bir xy € X\Y vardir. Bu durumda da Vy € Y igin
(x0,y) € ker(a) oldugu elde edilir. Eger g € F(X,Y) ise X = Y olacagindan 3y € Y igin

(x0,y) € ker(B) olur. Bu durum Ker(a) = ker(B) olmasi ile geliseceginden B € T(X,Y)\
F(X,Y) olmak zorundadir. m

Teorem 3.2.3 ve Onerme 3.2.4’ iin direk sonucu olarak asagidaki sonucu verelim.

Sonu¢ 3.2.5. « € T(X,Y) igin agagidaki ifadeler gegerlidir.

i) a€eFX,Y)iseR, ={B € F(X,Y):ker(a) = ker(B)}.
i) a€TX Y\FX,Y)iseR, = {B € T(X,\F(X,Y): ker(a) = ker(8)}.m

Teorem 3.2.2 ve 3.2.3’{in direk sonucu olarak asagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.2.6. @ € T(X,Y) i¢in asagidaki ifadeler gegerlidir.

i) a€FX,Y)iseH, ={B € F(X,Y): Xa = XB ve ker(a) = ker(B)}.
i) a€TX Y\FX,Y)iseH, = {a}.m

Teorem 3.2.7. « € T(X,Y) igin asagidaki ifadeler gegerlidir.

i) a€eFX,Y)iseD, ={B €FX,Y):|Xal =|XB]|}
i) a e TX,Y)\F(X,Y)ise D, = {8 € TX,Y)\F(X,Y): ker(a) = ker(8)}.=m
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Ispat: i) (®)a € F(X,Y), B € T(X,Y) ve aDp olsun. Bu durumda 3y € T(X,Y) icin aLy ve
YR olur. aLy oldugundan y € F(X,Y) oldugu ve buradan da Xy = Yy oldugu elde edilir. yRf
oldugundan ker(y) = ker(p) elde edilir ve 31 € T(X,Y)? elemam icin 8 = yA olur. F(X,Y)
altyarigrubu T(X,Y) yarigrubunun sag ideali oldugundan f € F(X,Y) oldugu elde edilir. Bu
durumda |Xa| = |Xy| = |X/ker(y)| = |X/ker(B)| = |XB| olur.

(&)a,p € F(X,Y) ve |Xa| = |XB| olsun. Bu durumda bir 8: X8 — Xa bire-bir ve 6rten
dontistimii vardir. u = B0 olarak alinirsa . € T(X,Y) ve ayrica Xu = X0 = (X£)6 = Xa olur.
B €F(X,Y) olup XB S YB olur. Buradan Xy = XB6 € Y6 =Yu ve boylece u € F(X,Y)
oldugu elde edilir. Dikkat edilirse a, u € F(X,Y) ve Xy = Xa olup Teorem 3.2.2.”den dolay1 aLu
olur. Ayrica, u ve 6 doniistimleri bire-bir oldugundan ker(u) = ker(f)olur. Boylece uRp olup

aDp oldugu sonucu elde edilir.

i) (@) a e TX,Y)\F(X,Y) , B ET(X,Y) ve aDf olsun. Bu durumda 3y € T(X,Y)
icin aLy ve yRp olur. aLy oldugundan a = y olup aRp oldugu elde edilir. Ayrica, ker(a) =
ker(B) olup Onerme 3.2.4’ten § € T(X,Y)\F(X,Y) olur.

(&) a,BETX,Y)\F(X,Y) ve ker(a) = ker(f) olsun. Sonug 3.2.5’ten dolay1 aRf
oldugu elde edilir. R € D oldugundan aDf oldugu sonucu elde edilir. m

J-Green denklik bagintisina karakterize edebilmek icin asagidaki 6nermeye bakalim.

Onerme 3.28. a,f €T(X,Y) olsun. Eger a = ABu olacak sekilde 31 € T(X,Y) ve
Ju € T(X,Y)?! varsa |Xa| < |YB] olur.

ispat: o, € T(X,Y) ve a = ASu olacak sekilde 34 € T(X,Y) ve 3u € T(X,Y)?! var olsun. Bu
durumda XA € Y olup XAB S YB ve boylece |XAB| < |YB]| oldugu elde edilir. u = 1ise @ = Af
olup |Xa| = |XAB| < |YB] oldugu kolayca goriliir. u € T(X,Y) ise

|Xa| = [X(ABw)| = |(X2AP)ul < |XAB| < |YP]
olup |Xa| < |YB]| olur. m

Teorem 3.2.9. o, 8 € T(X,Y) igin

aJp < ker(a) = ker(B) veya |[Xa| = |Ya| = |YB| = |XB] .
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Ispat: (=) a,f € T(X,Y) ve aJp olsun. Bu durumda a = ¥ ve B = y'al’ olacak sekilde
3y, A,y , A € T(X,Y)?! vardir.

Egery =1 =y"ise a = BAve B = al’ olup aRpB ve ker(a) = ker(B) olacaktr.
Egery € T(X,Y) veyay' € T(X,Y) ise 30,0’ € T(X,Y) ve 35,8 € T(X,Y)?! icin a =
aB8 ve f = o’'ad’ oldugu sonucu elde edilir. Ornegin; y = 1 ve ¥’ € T(X,Y) oldugunda a = A

ve B = y'al’ olur ve buradan
a=pr= ' al)A=y'a@'1) =y (BVXA=y'f(A1'2)
olur. Onerme 3.2.8” den
[YB| = |Xa| = [Ya| = |XB| = |YB]
olup |Xa| = |Ya| = |YB| = |XB] oldugu elde edilir.
(&) a,B eT(X,Y) igin ker(a) = ker(B) veya |Xa| = |[Ya| = |YB| = |XB]| olsun. Eger
ker(a) = ker(p) ise aRp olup R € J oldugundan aJpB oldugu elde edilir. Eger |Xa| = |Ya| =

|YB| = |XB| ise Clifford ve Preston (1961), Lemma 2.7’yi (Onerme 3.2.10. de ifade edildi)
|X/ker(a)| = |Xa| = |YB]| ve |X/ker(B)| = |XF| = |Ya| ya uyarlarsak

ker(y) = ker(a), Xy = YB, ker(1) = ker(B) ve XA =Ya
olacak sekilde y,1 € T(X,Y) doniisiimlerinin var oldugunu elde ederiz. Bu durumda yRa ve

ARB olup @ =yy' ve B = AA’ olacak sekilde 3y’,1' € T(X,Y)! vardir. Xy =Y olup Y =
{y; : i € I} olarak alirsak

— (vir™*
V= ( lJ’i )
olacaktir. Vi € I igin a; € y;871 NY segerek f': X - X doniisiimiinii
r— (vt
p = ( ai )

olarak tanimlayalim. Buradan 8’ € T(X,Y) ve y = 'S oldugu elde edilir. Benzer sekilde, XA =
Ya oldugunu kullanarak A = a’a olacak sekilde a' € T(X,Y) doniisiimiiniin var oldugunu
gosterebiliriz. Boylece, a = yy' = B'By’ ve B = A1 = a@'al’ ve buradan da aJp oldugu elde

edilir. m
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Simdi yukarida kullandigimiz “Clifford ve Preston (1961), Lemma 2.7” 6nermesini

verelim.

Onerme 3.2.10.  # Y € X; m, X iizerinde bir denklik bagintis1 ve |X/m| = |Y] ise ker(a) =

ve Xa =Y olacak sekilde a € T(X,Y) déniisiimii vardir. m

Bir yarigrup iizerinde D € J oldugunu ve Ty lizerinde D = J oldugunu biliyoruz.

Ancak, T(X,Y) tlizerinde D = J olmayabilir. Bu durum igin bir 6rnek verelim.

Ornek 3.2.11. X = N ve Y = 2N olmak iizere

2n X\Y
a=()vef=Cn"
olarak tamimmlansin. @, 8 € T(X,Y)\ F(X,Y) ve |Xa| = |Ya| = |YB| = |XB| olup aJpB olur.
Ancak, ker(a) # ker(f) olup aDf olamaz.

Sonu¢ 3.2.12. o, 8 € F(X,Y) i¢in T(X,Y) lizerinde aJf < aDp.

Ispat: (=) Genel olarak D S J oldugunu biliyoruz. Simdi, a, § € F(X,Y) ve T(X,Y) iizerinde
adp oldugunu kabul edelim. Bu durumda ker(a) = ker(B) veya |Xa| = |Ya| = |YB| = |XB]
olur. Ayrica, ker(a) = ker(f) iken de |Xa| = |X/ker(a)| = |X/ker(B)| = |Xp]| olacagindan
iki durumda da |Xa| = |Xf]| oldugu ve Teorem 3.2.7’yi kullanarak aDf oldugu elde edilir.
(&) a,B EFX,Y)veT(X,Y) tizerinde aDp oldugunu kabul edelim. D € J oldugundan

sonug agiktir. m

Teorem 3.2.7 ve 3.2.9’un agik bir sonucu olarak F(X,Y) tizerinde D = J oldugu elde

edilir.
Teorem 3.2.13. Y, X kiimesinin bir sonlu alt kiimesi ise T(X,Y) tizerinde D = J olur.

Ispat: Y, X kiimesinin bir sonlu alt kiimesi ve a, € T(X,Y) i¢in aJB olsun. Bu durumda
ker(a) = ker(B) veya |Xa| = |Ya| = |YB| = |XB| olur. Dikkat edilirse, a € F(X,Y) ise
[Xa| > |Ya| olacaktir. Eger |Xa| = |Ya| ise Y kiimesi sonlu oldugundan Xa da sonlu ve
dolayisiyla Xa = Ya olacaktir. Boylece @ € F(X,Y) oldugu elde edilir. Egera € F(X,Y) ve § ¢
F(X,Y) ise |Xa| = |Ya|, ancak |[XB]| > |YB] olacagindan ker(a) = ker(f) olacaktir. Bu durum
Onerme 3.2.4 ile gelisiyor olup ya @, B € F(X,Y) yada @, B € F(X,Y) olmak zorundadir.
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Eger a,B € F(X,Y) ise Sonug 3.2.12’den aDp oldugu elde edilir. Eger a, 8 € F(X,Y)
ise |[Xa| > |Ya| olur ve bu durumda ker(a) = ker(f) olur. Teorem 3.2.7°den aDf oldugu ve
J € D oldugundan da D = J oldugu elde edilir. m
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4. T (nm) ALT YARIGRUBU

Bir onceki boliimde @ # X herhangi bir kiime ve Y, X kiimesinin bos olmayan bir
altkiimesi olmak tizere T(X,Y) = {a € Ty : Xa € Y} alt yarigrubunun bazi cebirsel 6zellikleri
incelenmisti. Bu bolimde ise T(X,Y) = {a € Ty : Xa € Y} alt yarigrubuna benzer sekilde
tanimlanan T(xy) = {a@ € Ty : Y, =Y} alt yarigrubunun 6zel bir durumu olan Ty alt
yarigrubunu ele alacagiz.

X bos olmayan bir kiime ve @ # ¥ < X olmak iizere Ty y) = {a € Ty : Y, = Y} kiimesi

tanimlansin. V a,f € T(x y) igin

Y(ap) = (Y)B=YB =Y

olup T(x y), Tx in bir alt yarigrubudur. Ozel olarak sonlu X kiimelerini dolayistyla da sonlu @ #
Y C X kiimelerini ele alirsak, genelligi bozmaksizin |X| =n, |Y| =m (n,m € Z%) iken X =
Xn =1{1,..,n}veY = Xp, = {1, ..., m} alabiliriz. Bu durumda da T(x y) yerine T(y, ) yazacagiz.
T(n,m) alt yarigrubunun tanimini daha agik olarak asagidaki gibi verebiliriz.
n > 2 igin T, ve S, swrasiyla X, = {1,2,...,n} kiimesi tizerindeki (tam) diniigimler
yarigrubu ve permiitasyonlar grubu (n- inci simetrik grup) olsun. n,m € Z*,m <n — 1ve X

a € T, doniligiimiiniin X,,, kiimesi iizerine kisitlanmis diinlisiimiinii temsil ediyor olmak {izere
Ttnm) =@ €Ty : Xpa = X} = {a ET,:apy, € Sm}

seklinde tanimlansin. T, ,,,) kiimesinin doniisiimlerinin bileskesi islemiyle T;, yarigrubunun bir

alt yarigrubu oldugu agiktir. Gergekten de, Va, f € T(y ) i¢in

Xm(@B) = Xpa)B = XpmB = X

olup aff € T(y ) olur.
Bu boliimde Ty, ,y yarigrubunun doguray kiimeleri ve ranki ile ilgili dnemli sonuglarin
elde edildigi Toker ve Ayik (2018) caligmasini derleyerek elde edilen bazi énemli sonuglart

verecegiz.

4.1. T (3, 1) in Doguray Kiimeleri

Tamm 4.1.1. « € T(y, ;) doniisiimii igin B4, ¥, ve A, donistimleri
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iB _{/ia 4 < mise
@ W i>mise

. i i >mveia € X,, ise
AR .o
Ya =14 diger durumlarda
, i i > mise
ihg =1. . .
1 ix < mise

seklinde tanimlansin. Dikkat edilirse
XmBa = Xm> XmVa = Xm> Xmda = Xm

olup By, Var Aa € Tin,m) dir.

ISi<m igin if,=4a €X,, olup (iB,)Yy = 1iBy =1ia € X,, ve buradan
1(BaYalra) = (WBx)Ae = (la)Ay = ia olur. Simdi de m+ 1 <4 < n i¢in inceleyelim. m +
1<4i<ni¢in 4if, =4 olup iki durum s6z konusudur. Eger 4a € X,;, yani 1 < 4a < m ise
1Y, = 1a ve (ia)A, = ia oldugu gbz oniine alinarak 2(B,Yelde) = (1Vg)de = (W), = i
oldugu elde edilir. Eger 1o € X,,,, yani m+ 1 < 4@ < nise 4y, =1 ve 41, = 4 oldugu goz
oniine alinarak (ByY Aq) = iVl = 1Ay = ia oldugu elde edilir. Boylece, ByValda = @

oldugu gosterilmis olur.

12345678

Ornek 4.1.2. n = 8, m = 4 olmak iizere @ = (2413613 7

) € T(g,4) doniisiimii ele alindiginda

_ (12345678
Ba = (24135678

(12345678
Ya = (12345138

_ (12345678
Aa - (12345677

olur. Buradan @ = S,y,1, oldugu kolayca goriilmektedir.

Tanim 4.1.3. n € Z* ve 1 <m <n— 1igin

U(n,m) = {.Ba ‘a € T(n,m)}
V(n,m) = {Va € T(n,m)}
Wenm) = {Ae * @ € Taumy}

seklinde tammlansin. B, Ba, € Un,m) i¢in

iaia, 1<m<nise
1 m+1<i<nise

’iﬁalﬁaz = ’iﬁalaz {
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olup Bu,Ba, = Ba,a, € Umm) oldugu ve buradan da Ug,m,y kiimesinin T(p ) nin bir alt
yarigrubu oldugu elde edilir. Benzer sekilde V(, ) ve Wy, 1) kiimelerinin de Ty, ) yarigrubunun

birer alt yarigrubu oldugu gosterilebilir.
Onerme 4.14.n € Z*, 1 < m < n — 1 icin asagidakiler gecerlidir.

1) Unm) = Sm-
11) W(n,m) = Tn—m'

Ispat: i) ¢ : Umm) = Sm doniisiimii B = Bqly,, olarak tammlansin. B, Be, € Umm) igin
Ba, = Ba, © Bayly, =Bl

olup ¢ iyi tanimli ve bire-birdir. Ayrica,
(Bl )0 = Bl ], = B, Bl = (Bu)o (Bur)o

olup ¢ bir homomorfizmdir. Simdi de ¢ homomorfizminin 6rten oldugunu gosterelim. Vp €

S i¢in p* € Ty, 1) dOniislimiinii

/i*_{/i,p 1<i<m
V) m+1<i<n

seklinde tanimlayalim. Sp* = p* oldugu kolayca goriilmektedir. Buradan
Bp e =p'¢=ply, =p
olup ¢ ortendir.
2) p: Winm) = Tx, —x,, donlisimiinii 1, = A4]x \x,, seklinde tammlayalim. 14,44, € Wiy m)

i¢in

/1“1 = /1“2 A Aa1|Xn\Xm = Aazlxn\xm

olup ¢ iyi tamiml ve bire-birdir. Ayrica,
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(/10-’11052)('0 = A‘hlaz |Xn\Xm = Aalan\XmAaz |Xn\Xm = (/1“1)(!)(2'“2)(/)

olup ¢ bir homomorfizmdir. Simdi de ¢ homomorfizminin &rten oldugunu gosterelim. Vp €

Tx \x,, 160 p* € T(y,m) doniisimiinii

/i*_{/i,p 1<4i<m
L V) m+1<4i<n

seklinde tanmimlayalim. Ap* = p* oldugu kolayca goriilmektedir. Buradan Ap*p = p*¢p =

P*|x,\x,, = p olup ¢ ortendir. m
NOT 4.1.5. Vi) = {Va : @ € Toum)} Ve Yo € Vinm) Olsun. 4 € X, igin

(i)Y, 41 >mveia € Xy,
Yo diger durumlarda

’i}/(% = (iVa) Ya= {

olup iyg = iy, yani ¥Z = ¥, oldugundan y, bir idempotenttir. Yani Vi, ) S E(T(.m)) Olur.

NOT 4.1.6. m = 1 iken T(y, ;) = T(ny1) = Pp—q ve n = miken Ty 1) = T(yn)= Sn 0ldugundan

bundan sonra 2 < m < n — 1 olmasi durumunu inceleyecegiz.
Onerme 4.1.7.2 <m < n — 2 igin

A= {(12), 12.m),(m+1m+2), (mn+1m+2 ...n),}
me lm+1m+2|,|lm+11]

olarak tanimlansin. O haldeher 1 <i<mvem+ 1< k <nigin
() = lIkill € < 4, >

olur.

Ispat: 2 <m <n—2olsun. 2 <i <migin
(1,i) e<(12),(12..m) >= S,

vem+ 2 < k <nigin
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m+1k)e<(m+1m+2),(m+1m+2..n)>= S,_,
oldugu kolayca goriilmektedir. Ayrica, her bir m + 2 < k < n i¢in
k1)l =(m+1k)|Im+11||(m+1k) e<A, >
olur. Buradan, herbir2 <i<mvem+ 1<k <nigin
kill = (A)|k1||(1i) e<Apy >
oldugu elde edilir. m

Onerme 4.1.8. 4,_;= {(12),(12...n —1),||n 1| } almirsa Ttnn-1) = (An—1) ve her bir 2 <

m <n—2igin T my = < Ay, > olur.

Ispat: 2<m<n-2vea€ T(nm) olsun. Yukarida tanimlanan gosterimlerle @ = B,V,Aq

oldugunu hatirlayalim. Ayrica,

B, €< (12),(12...m)> = S,,
Ag€E<(M+1m+2),(m+1m+2.n)|m+1m+2|>= T,_n

oldugu kolayca goriilmektedir. a« = [,y,4, oldugundan y, € < A4,, > oldugunu gostermek
yeterlidir. Shift(@) = {x € X,: xa # x} = X,,\Fix(a) oldugunu hatirlayalim.

Eger Shift(y,) = @ise y, = 1,, € S, olup @ = B,4, olacagindan ispat biter.

Simdi Shift(y,) # @ ve 1 < r < n i¢in Shift(y,) = {x4, ... x;-} oldugunu kabul edelim.
Shift(y,) S X,\ Xm ve (Shift(y,)) v € Xp oldugundan her bir 1 < i <r igin X;y, = y;

olacak sekilde y; € X,,, vardir. Buradan

Yo = lIx1 y1llllxz y2ll .. l1x yrl
oldugu kolayca goriiliir. Onerme 4.1.7° den y, € < A,, > oldugu ve buradan da Tnm) =<

Ay, > oldugu elde edilir.

Simdi de m = n — 1 olmasi durumunu inceleyelim. a € T, 1) olsun. Bu durumda
Ag =1, €S, olur. Ayricayay, =1, vyadal<i<n-—1i¢iny, = (Tl‘) = ||ni|| seklindedir.
Diger birifadeileyaa = B,yadaa = B, ||ni|| seklindedir. 8, €< (12),(12...n—1)> S,
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oldugu agiktir. Ayrica2 < i <n—1ligin||nil| = (7:) =[1)|n1]|(1i) €< A,_; > olduguna
dikkat edilirse T(n5-1) = < Ap—1 > oldugu elde edilir. m

4.2. T (3 ) Yarigrubunun Ranki

Tanim 4.2.1. 2 <m <n — 1i¢in

G(n,m) ={a € Toumy: X \Xm)a = Xp\Xm} = Team) N Sn
H(n,m) = {a € Toumy: Xn\Xm)a € X, \ X}

olarak tanimlansin. @, 8 € G(n, m) igin

Xm)aB =XmB = X
X \Xm)apf = (X \Xm)B = Xp\ X

olup af € G(n,m) oldugundan G (n,m), T(y,m,) nin bir alt yarigrubudur. Benzer sekilde H ;, 1)
nin de T(y,,) nin bir alt yarigrubu oldugu gésterilebilir. Ayrica G(n, m) < H(n,m) oldugu da
agiktir,

@:G(n,m) > Sy X Sy \x,; aeG(n,m) i¢in ap = (alx ,alx\x,) seklinde
tanimlanan izomorfizm ile

G(n, m) = Sm X SXn\Xm = Sm X Sn_m
oldugu kolayca goriilmektedir. Ozel olarak m = n — 1 i¢in

Gmn—-1)= Hnn—-1)=S,4
oldugu da agiktir. Buradan 2 < m < n — 2 i¢in

G(n,m) =< (12),(12...m),(m+1m+2),(m+1..n) >
oldugu elde edilir. Ayrica, 3 <m <n — 1i¢in (23 ..m)(12) = (12 ...m) oldugundan

Sm =< (12),(23...m) >

oldugu da bilinmektedir. Buradan
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Gn,m) =< (12),23.m)(m+1m+2),(m+1..n) >
=< (12),(12.m)(m+1m+2),(m+2..n) >
=< (12),23..m)(m+1m+2),(m+2..n) >

esitlikleri elde edilir.

Onerme 4.2.2.1 <m < n— 1igin

1 (n,m)€{(2,1),(31),(3,2)}

rank(G (n, m)) = {2 diger durumlarda

Ispat: G(n,n — 1) = G(n, 1) = S,,_; oldugu kolayca gériilmektedir. Buradan

1 n=12

rank(S,) = {2 n>3

oldugu kullanilarak n = 2 ve n = 3 igin

rank(G(2,1)) = rank(G(3,1)) = rank(G(3,1)) = 1
oldugu ve n = 4 i¢in

Gn,1)=6Gn,n—1) =2

oldugu elde edilir. Simdin = 4 ve 2 < m < n — 2 olmasi durumunu inceleyelim. Eger (n,m) ¢
{(2,1),(3,1), (3,2)} ise G(n,m) nin devirli olmadig1 agiktir. Dolayisiyla rank(G(n, m)) > 2 dir.
Ustelik m = 2 ve n = 4 ise G(4,2) = S,xS, (Klein-4 grubu) ve G(4,2) =< (1,2), (3,4) > olup
rank(G(4,2)) = 2 oldugu elde edilir. Simdi S,, grubundaki

a; = (12) a,=m+1m+2)
Br=012..m) fy=(m+1m+2..n)
1 =023..m) @, =(m+2m+3..n)

devirlerini ve

8 =a1p;
n=aY2
€ =ayp
¢ =axy,
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permiitasyonlarini ele alalim. Birkag farkli durum vardir.

1. durum: m = 2 ve n = 5 olsun. Eger n — 2 tek tamsay1 ise

671—2 = aq V€ 57’1—1 = Bz

olup G(n,m) =< (12),(12...m),(m+ 1m+ 2),(m + 1 ...n) >doguray kiimesi kullanilarak
G(n,2) =< §, a, > oldugu elde edilir.

2. durum: m = 2 ve n = 5 olsun. Eger n — 2 ¢ift tamsay1 ise

M3 =a ve "=y,
olup G(n,m) =< (12),(12...m),(m+ 1m+ 2),(m + 1...n) > doguray kiimesi kullanilarak
G(n,2) =< ay,n > oldugu elde edilir.

3. durum: n —m = 2 ve m = 3 olsun. Eger m tek tamsayi ise

eM=aqa, ve el =p,

olup G(n,m) =< (12),(12...m),(m+ 1 m+ 2),(m + 1...n) > doguray kiimesi kullanilarak

G(n,m) =< a4, & > oldugu elde edilir.

4. durum: n — m = 2 ve m = 3 olsun. Eger m ¢ift tamsay1 ise

{Ml=a, vey™=§
olup G(n,m) =< (12),(23...m),(m+ 1m+ 2),(m+ 1...n) > doguray kiimesi kullanilarak
G(n,m) =< a,{ > oldugu elde edilir.

5. durum: m = 3 ven —m = 3 olsun. Eger m ve n — m tek tamsay1 ise

6n—m =a, 5n—m+1 — BZ gm =a,, £m+1 — ﬁl
olup G(n,m) =< (12),(12...m),(m+ 1 m+ 2),(m + 1...n) > doguray kiimesi kullanilarak
G(n,m) =< §, & > oldugu elde edilir.

6. durum: m = 3 ve n —m = 3 olsun. Eger m ¢ift, n — m tek tamsay1 ise

snm — ay, 5n—m+1 — ’32, cm—l =a,, Zm — 51
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olup G(n,m) =< (12),(12...m),(m+ 1 m+ 2),(m + 1...n) > doguray kiimesi kullanilarak
G(n,m) =< §,{ > oldugu elde edilir.

7. durum: m = 3 ve n — m = 3 olsun. Eger m tek ve n — m ¢ift tamsay1 ise

MMl =ay, =6, =a,, (M=6
olup G(n,m) =< (12),(23...m),(m+ 1 m+ 2),(m + 2 ...n) > doguray kiimesi kullanilarak
G(n,m) =< n,{ > oldugu elde edilir.

Biitiin bu durumlar g6z 6niine alinarak, 1 <m < n — 1i¢in

(n,m) € {(2,1),(3,1),(3,2)}

1
rank(G (n,m)) = {2 diger durumlarda

oldugu ispatlanmis olur. m

Sonu¢ 4.2.3.1 <m <n—1igin

1 (n,m) e {(21),(31),(32)}

rank(S, X S,,) = { 2 diger durumlarda

Ispat: G(n,m) = S,, x S,,, olup sonug aciktir. m
Onerme 4.2.4. Yukaridaki gosterimlerle

i) 1<m<n-—1iginTym, \ G, M), T, yarigrubunun bir idealidir.
ii) 1<m<n-2i¢cin H(n,m) \ G(n,m), H(n, m) yarigrubunun bir idealidir.

iii) 1 <m <n— ligin Ty my \ HM, M), T(3m) yarigrubunun bir idealidir.

Ispat: i) a@ € Toym), B € Tinmy \G(n,m) olsun. |im(B)| <n—1 ve G(n,m) nin her
elemaninin bir permiitasyon olduguna dikkat ederek |im(af)| < |[im(B)| 6zelligi ile |im(af)| <
[im(B)| < n — 1 oldugu elde edilir. Ayrica ker(Ba) = ker(B) olup |im(Ba)| < |im(B)| < n —
1 olur. Béylece af, fa € T(pm) \ G(n,m) oldugu elde edilir.

i) Yukaridaki i) durumuna benzer sekilde ispatlanir.

iii) a, f € Tym) \ H(m,m) olsun. Bu durumda m+1<i<n ve ia € x, olacak

sekilde en az bir i vardir. Buradan

i(ap) = (ia)B € Xp,
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olup aff € T(ym) \ H(n,m) oldugu elde edilir. m
Onerme 4.2.5. a € G(n,m) ve B € Tiym) \ H(n,m) i¢in aB, Ba € Ty my \ H(n, m) olur.

Ispat: @ € G(n,m) ve B € T(ymy \ H(n,m) olsun. Bu durumda m+ 1 <i <nve ia € Xy,
olacak sekilde en az bir i var olup i(Ba) = (if)a € X,, oldugu elde edilir. Boylece (Ba) €
Tnm) \ H(n,m) oldugu gosterilmis olur. Ayrica ja = i olacak sekilde birtek m+1<j<n
var olup j(af) = (ja) B = i € X, oldugu elde edilir. Boylece aff € Ty m) \ H(n, m) oldugu

gosterilmis olur. m

@ #AC Tium) ve Taum) =< A > olsun. Onerme 4.2.4 i)’den dolay1 1 <m <n—1
icin G(n,m) =< AN G(n,m) > olur. Dolayisiyla (n,m) € {(2,1),(3,1),(3,2)} iken |AN
G(n,m)| = 1 olmalidir. Benzer sekilde, H(n,m) =< B > ise Onerme 4.2.4 ii)’den 1 <m <
n — 2 i¢in H(n,m) =< B N H(n,m) > olur.

Teorem 4.2.6. 1 <m < n—1i¢in

2 (n,m) € {(2,1),(3,2)} ise
rank (Tom)) =13 (n,m) =3veya4 <nvem=n-—1lise.
4 4<nvel<m<n-—2ise

Ispat: (n,m) = (2,1) ise T(2,1) = P; ve rank(P; ) = 2 oldugundan rank(7'(2,1) ) = 2 oldugu
elde edilebilir.

(n,m) = (3,2) ise rank(G(3,2) ) = 1 oldugundan Onerme 4.2.4 i) nin bir sonucu olarak
rank(T(glz)) > 2 dir. Ayrica T(z,) =< (12), (i) > oldugu kolayca goriilmektedir. Boylece

rank(T(glz) ) = 2 oldugu elde edilir.

(n,m) = (3,1) ise T(3 1) = P, ve rank(P, ) = 3 oldugundan rank(T(&l) ) = 3 oldugu
elde edilir.

4<nvem=n—1olsun. Onerme 4.2.2° den Tin_qy < (12),(12...n — 1), (’11) >
oldugu elde edilir. Ayrica Onerme 4.2.3 ve Onerme 4.2.4 i)’ den dolay1 Tnn—1) = 3 olup
rank(T(n,n_l) ) = 3 oldugu elde edilir.

4<nvel<m<n-—2veA, Txm yarigrubunun herhangi bir doguray kiimesi olsun.
Onerme 4.2.3. ve Onerme 4.2.4 i)’ den dolay1 |A N G(n,m)| = 2 oldugu elde edilir. Ayrica,
G(n,m) # T(ym) olup rank(T(n,m) ) > 3 oldugu da agiktir. Kabul edelim ki rank(T(nlm) ) =3

olsun. Onerme 4.2.4 1)’ den dolay1 |A \ G(n,m)| = 1 olup notosyonda kolaylik olmasi agisindan
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B = A\ G(n,m) alirsak B = {a} olarak alabiliriz. Eger a € H(n, m) ise Onerme 4.2.4 ii)’ den

<A >< H(n,m) olur ve bu durum H(n,m) # T, ) olmasi ile celisir. Eger a € T(;m) \
H(n,m) ise Onerme 4.2.5> ten < A > (G (n,m)u (T(n,m) \ H(n, m))) olur ve benzer sekilde
bu durumda G (n, m) U (T(n’m) \ H(n, m)) # T(nm) olmasi ile gelisir. Boylece rank(T(n,m) ) =

4 olmasi gerektigi sonucuna ulasilir. Onerme 4.2.1, Onerme 4.2.2 ve Onerme 4.2.4 i)’ nin sonucu

olarak da rank(T(n,m)) = 4 oldugu elde edilir. m

4<nvel<m<n-2icin {a, B}, Gmum) nin herhangi bir doguray kiimesi olarak

kabul edilsin. Buradan
{a,p,lm+1m+2|,[[m+11]}

kiimesinin T, ) yarigrubunun bir minimal doguray kiimesi oldugu sonucuna ulasiriz. Ayrica,
lm+1m+ 2|l € Tpym) \ Henymy olduguna dikkat edilerek y € H(n,m)\G(n,m) ve § €
Tnm) \ H(n,m) goriintlisiinde n — 1 tane eleman olan iki idempotent olmak iizere {a, 5, v, 6}

kiimesinin T(y, ;) yarigrubunun bir minimal doguray kiimesi oldugu da kolayca gosterilebilir.
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