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OZET

“Gozlenebilirlik icin Cebirsel bir Karakterizasyon” adli bu tez calismast Ug¢ bolimden
olusmaktadir.

fik bolimde, manifold yapis, manifold yapisina sahip olan Lie grubu ve bir vektor uzay: olan
Lie cebiri verilmektedir. Daha sonra, Lie gruplar: ve Lie cebirlerinin Ustel tasvir ve adjoint
gosterilimile olan iliskileri ve Lie tlrevi incelenmektedir.

Ikinci bolimde, genel kontrol sistemi ve gozlenebilirlik tammlar: ile birlikte R" tizerindeki
lineer kontrol sistemleri igin gozlenebilirlik karakterizasyonu olan rank kosulu verilmektedir.

Son bolimde ise, tezin asil inceleme konusu olan baglantil1 bir G Lie grubu Uzerindeki lineer
kontrol sistemlerinin gozlenebilirligi incelenmektedir. Sapan vektor alam sonsuz kuguk
otomorfizma olan ve ¢ikis fonksiyonu bir ¢esit izdUsUm tasviri olan bu tip sistemler icin yerel
ve genel gozlenebilirlik karakterizasyonlan verilmektedir. Sonuglar 6Ornekler Uzerinde
gosterilmektedir.

Anahtar kelimeler : gbzlenebilirlik, yerel gozlenebilirlik, ayirt edilemezlik bagintisi, sonsuz
kiiclk otomorfizma, Lie cebiri, ad(X)-invaryantligi.



ABSTRACT

This thesis with the title “An Algebraic Characterization for Observability” consists of three
chapters.

In the first chapter, manifold structure, Lie group which has a manifold structure and Lie
algebra which has a vector space structure are given. Then, relations between Lie groups and
Lie agebras via exponential mapping and adjoint representation and the Lie derivative are
studied.

In the second chapter, definitions of a general control system and observability and the rank

condition which is the observability characterization for linear control systems on R" are
given.

In the last chapter, observability of linear control systems on a connected Lie group G which
is the main research topic is studied. Local and global observability characterizations for this
kind of systems with a drift vector field which is an infinitesimal automorphism and an output
function which isakind of projection are given. Resultsareillustrated by examples.

Key words : observability, local observability, indistinguishability relation, infinitesimal
automorphism, Lie agebra, ad(X)-invariance.

Vi



1. GIRIS
Kontrol Teorideki klasik temel iki problemden biri olan gézlenebilirlik problemi, Lie gruplar

uzerindeki lineer kontrol sistemleri icin diferansiyel geometrik bakis agisylaincelenmistir.

Uc bolimden olusan bu tez calismasinin birinci bolimiinde, Lie gruplan ve Lie cebirinin
olusmasindaki temel yap1 olan manifold kavram ve ona bagli olarak tanjant vektord, tanjant
uzay1 ve vektor alam tammlarina yer verilmistir. Ayrica Lie grubu ve Lie cebirinin Ustel tasvir

ve adjoint gosterilim ile olan bagintilar: 6rneklerle incelenmistir.

lkinci bolumde ise, genel kontrol sistemleri, yoriinge, pozitif yoriinge ve gozlenebilirlik

problemi tanitilmstir.

Uclincl bolimde, baglantil1 bir Lie grubu tizerindeki lineer kontrol sisteminin gozlenebilirligi
incelenmigtir. Bu tipteki kontrol sistemleri igin goézlenebilirlik problemi g6z o6nine

alindiginda, gozlenebilirlik ile ilgili ilk karakterizasyon ¥ = (R",D,h,R*) lineer kontrol
sistemi icin asagidaki sekilde verilmistir;

CA
cA?
¥ gozlenebilir & X yerel gozlenebilir < rank

I
S

CAn—l

R" Uzerindeki lineer kontrol sisteminde yerel ve genel gdzlenebilirlik aym anlama
gelmektedir. Ancak, Lie grubu Uzerindeki sistemlerde yerel goOzlenebilirlik genel
gozlenebilirlik icin gerekli olmasina karsin yeterli degildir. Lie grubu GUzerindeki lineer
kontrol sistemlerinin gozlenebilirligi icin ¢ikis fonksiyonunun Lie grubu homomorfizmast
olmas durumunda gozlenebilirlik karakterizasyonu, (Ayala, V., et. a, 1997), ve ayrica, sapan
(drift) vektor alammn cebirin normalizorinin elemam olmasi durumu icinde, cikis
fonksiyonunun bir ¢esit izdisim fonksiyonu olarak alindigi sistem igin gozlenebilirlik
karakterizasyonu, (Ayala, V., et. a, 2000), mevcuttur.



Bu bolimde, baglantili bir Lie grubu Uzerindeki lineer kontrol sistemlerinin sapan vektori
sonsuz kiglk otomorfizma ve gikis fonksiyonu da bir gesit izdustim fonksiyonu olmak Uzere
yerel ve genel gozlenebilirligi incelenmistir. Oncelikle, ayirt edilemeyen noktalarin kiimesi
incelenerek, kapali norma ad(X)-invaryant bir Lie grubu yapsna  sship oldugu
gosterilmistir. Bu Lie grubunun Lie cebiri yapmsi ve 6zellikleri incelenmis ve bu cebir
yapisiyla yerel gozlenebilirlik elde edilmistir. Sabit noktalarin kiimesi de gz 6nline alinarak

genel gozlenebilirlik saglanmistir. Elde edilen sonuclar, iki 6rnek Uzerinde gosterilmistir.



2. ONBILGILER

Bu bdlumde, tez calismasinin temel kavramlar: olan manifold, Lie grubu ve Lie cebiri gibi

bazi temel kavramlar yer almaktadir.

2.1 Manifold

Tamm

n boyutlu M yerel Oklid uzayr her bir noktasinin komsulugu R” Oklid uzaymn agik alt

kimesine homeomorfik olan Hausdorff topolojik uzayidir.

Eger ¢ , baglantili agtk U < M at kimesinden R" nin agik bir alt kimes Uzerine bir

homeomorfizma ise ¢ ye koordinat tasviri , x,=r,op  fonksiyonlarina koordinat
fonksiyonlan ve (U,p) ciftine koordinat sistemi denir. Burada, 7, : R" — R fonksiyonu,

(a =(ay,...,a,) € R") olmak Uzere r,(a) = a, seklinde tammlidr.

Tamm

M yerel Oklid uzay: Uzerindeki C” simifindan bir F diferansiyellenebilir yapisi asagidaki
ucsartt saglayan (U, ,p,),a €1, koordinat sistemlerinin bir toplulugudur ;

phuu, =M

acl
ii) , 0@ eC” , Va,fel
iii) F toplulugu maksimal , yani (U,p) koordinat sistemi Va el igin ¢@op' ve
@, o0t e C” ‘yisaghyorsa, (U,p) € F dir.

C” amfindan n boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold , C* simfindan bir

F diferansiyallenebilir yapis ile birlikte M yerel Oklid uzayim iceren (M, F) ciftidir.

Ornek

R" Oklid uzay1 diferansiyellenebilir manifold yapisina sahiptir. R” (izerindeki standart

diferansiyellenebilir F yama (R",i) koordinat sistemini iceren maksimum topluluktur.



Burada, i: R" — R" yebirim tasvirdir.

Ornek

(M ,F,,) bir diferansiyellenebilir  manifold olsun. UcM  agk  kimes
F, ={(U, mU’(DaIUamU) (U, 9,) € Fy}
diferansiyellenebilir yapist ile birlikte, yani (U,F,) vyapis, bir diferansiyellenebilir

manifolddur.

Ornek
St ={(x,y) eR?:x*+ y* =1 kimesini g6z 6niine alalim. S* kiimesi R? de merkezi orjinde

yaricap1 1 birim olan gemberdir. S* , 1- boyutlu yerel Oklid uzayichr.
Uy={(x,»)eS*:y>0
U, ={(x,y)eS': y <0
U,={(x,») eS":x>0
U, ={(x,y) €S :x <0}
kiimelerini g6z 6niine alalim. Bu kimeler $* in agk alt kimeleridir.
St=U,VU,VU,uU, tir.
I =(-11) — R agik araligim goz 6nine alalim.
o, U, —>1
(x,y) > x fonksiyonunu goz 6ntne alalim.
@, (x,y) = x fonksiyonu surekli , bire-bir (1-1) ve drten bir fonksiyondur.
ot 1> U,

x> (x,vV1-x?)

@ (x) =(x,v1-x*)  fonksyonu da slrekli , bire-bir ve oOrtendir. Dolayisiyla, ¢,



fonksiyonu bir homeomorfizmadir. Benzer sekilde,
o, U, —>1
(x,y) > x
o, U,—>1
(x,y) > x
U, —>1 ve
() y
o, U, —>1
(x.y)>y
izdUstm fonksiyonlar: da birer homeomorfizmadir.
F={(U1,01), Uz 9,),(Us,9,).(U,,9,)} topluluguicin
1) §*= ,-CJlUf dir.
2) Vi,j=12 igin ¢, o @ €C” olmas gerekir.
@, o @5t 'in C” olup olmadigint inceleyelim.
o, U —>1
(x,y) > x
ve
Q. U; > 1
() y
icin,

p; 1> U,



¥ (1-37,)
olup
@,°@;" bileskes
[—= U, NU,—2>]
ye (=575 5 1-)% (> 0)
seklinde olur. Dolay1syla,
@10 Q3 1y > 41— y? e C*, yani surekli turetilebilirdir.
Benzer sekilde, Vi,j=1234 icgin ¢, @' €C” dur.

3) F toplulugu maksimumdur. Gergekten, (2) kosulunu saglayacak (Us,p;) koordinat

sistemi yoktur.

Sonug olarak, (S*,F) yapist 1-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifolddur.

Ornek
SUR2,C)={A4eGL(2,C): A" = A, det4=1
bir diferansiyellenebilen manifolddur. 2x2 ‘lik tersi transpozesinin kompleks eslenigine esit

ve determinanti 1 olan kompleks elemanli matrislerin kiimesi olan bu kiimeye 6zel Gniter grup

denir. SU(2,C) ‘nin manifold yapisni inceleyelim.

z,we C olmak iizere |z +[w| =1 olsun. Bu durumda

A4 eSU(2C) = A :( ° ij seklinde yazil abilir.
zZ

Ayrica, herhangi bir 4 € SU (2,C) icin, x* +y® +u’ +v* =1 olacak sekilde z = x+iy ve
w=u+iv kompleks sayilar1 bulunabilir. SU(2,C) ‘nin agik at kimelerini ve koordinat

tasvirlerini inceleyelim.

U,={4eSU2,C): x>0}



U,={4deSU2,C):x <0}
U, ={4eSU2,C):y>0}
U, ={4e SU(2,C) 1y <O}
U, ={4eSUR,C):u>0
Uy ={Ae SU(2C) 1u< 0
U, ={4e SU(2,C) :v >0}

Ug={4eSU2,C):v<
8

kimeleri SU(2,C) ‘ninacik at kimeleri olup SU(Z,C):ZL)U,. dir.
i=1

Acik kimeleri tastyan koordinat tasvirleri ise asagidaki sekilde verilebilirler ;
P (A) = (uy)  @y(A) = (vou,v)
@5(A) = (x,u,v) @, (4) = (xu,v)
¢s(A) = 0, 0v) @6 (4) = (x, )
@, (A)=(xyu) 0 @g(A) =(x,y,u)

Sonug olarak, SU(2,C) , F={(U,.,p,):i=1..8 diferansiyellenebilir yapisi ile birlikte

3-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold olur.

Diferansiyellenebilen manifold yerine bundan sonra aym anlamda kisaca manifold kelimesini
kullanacag z.

Tamm

X:C"(M)— R tasviri asagidaki sartlan saglarsa pe M noktasinda bir tanjant

vektorudur;
) X(f+g)=X()+X(g)

ii) X(f2)(p) = X(f)g(p) + f(p)X(g)



p € M noktasindaki teget vektorlerinin kimesi 7, M  ile gosterilir ve T,M ye peM

noktasindaki teget uzay: denir.

Aynca dim(7,M) = dim(A) dir.

Tamm

TM ile gosterilen teget demeti TM = deWTpM seklinde taumlidir.
P

Teget demeti bir manifold olup dim(7M) = 2.dim(M) dir.

Tamm
M  bir manifold olmak Uzere domain(X) c M agk at kimesinden TM teget demetine

tammli olan X : domain(X) c M — TM surekli fonksiyonuna vektor alan denir.

Vp € domain(X) icin X(p)eT,M dir.

Not

X(p)=X, seklinde de gosterilebilir. Eger f,domain(X') Uzerinde diferansiyellenebilir bir
fonksiyon ise X (f),domain(X) Uzerinde bir fonksiyon olup p € domain(X) deki degeri
X(f)p)=X,(f) dir.

Tamm

M bir manifold ve X ,dom(X) c M Uzerinde taniml1 bir vektor alam olsun. Her peM

noktasi icin, diferansiyel denklemlerin varlik ve teklik teoreminden dolayi, mimktn olan her
ticin

Xy(X,p,t) = }/(X,p,l)

y(X,pO)=p

olacak sekilde X ‘in y (X, p,t) integra egris vardur.



Tamm

X ve Y , M lzeinde diferansiyellenebilir vektor aanlan olsun. [X,Y] de bir

diferansiyellenebilir vektor alam olup buna X ve Y nin Lie parantezi denir ve
[X’Y]m(f) = Xm(Yf)_Ym(Xf)

seklinde tammlanir. Burada, f € C*,m e M dir.

Lie Parentezinin Ozellikleri

1) [X,X]=0
2) [X,Y]= {1, X] parentez anti-simetriktir.

3) [x.[v. z]]+[z.[x, Y]]+ [V.[z, X]| =0 (Jakobi 6zelligi)

Tamm

1) M,N birer manifold olmak Uzere, eger ¢(p) dediferansiyellenebilen
UcM —L5 N

o Ly
p(U) Ly (V)

ve yukardaki sekildeolan, p icin (U,p) ve f(p) icin (VV,w) koordinat sistemleri varsa
f:M — N fonksiyonunun p e M dediferansiyellenebilir oldugu sdylenir.

2) M,N iki manifoldvef: M — N diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. f* nin tirevi
df :TM — TN tasviri
df (X)(g)=X(gof) , VX €eTM veherbir g € C*(N)

seklinde tanimlichr.

2.2 Lie Gruplan

Lie grubu hem manifold hem de grup yapisina sahip bir kiimedir.
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Tamm

G diferansiyellenebilir bir manifold ve grup yapsini saglayan bir kime olmak Uzere

GxG—>G , (o,1)—or* tasviri diferansiyellenebilirise G ye Lie grubu denir.

Onerme

Bir G Liegrubuigin,

0.GxG—>G

o(o,7) =01t

tasvirinin diferansiyellenebilir olmas icin gerek ve yeter kosul
0,:GxG—>G

¢,(o,7) =0t

ve

0, G—>G

P (r)=1"

tasvirlerinin diferansiyellenebilir olmas: gerekir.

Ispat:

¢ diferansiyellenebilir bir tasvir olsun.
G—2M ey x G—2>G
(e r)>1t

seklinde ¢, =¢@o(exId) ainirsa  diferansiyellenebilir  tasvirlerin  bilesiminin

diferansiyellenebilir olmasindan

0,.G>G

@,(r) = T
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tasviri diferansiyellenebilirdir.
Benzer sekilde,

GxG—22 sGxG—2-G

(o,7) = (.t ) > or

seklinde ¢, =@o(ldxg,) ainirsa  diferansiyellenebilir

diferansiyellenebilir olmasindan

P, GxG->G

¢,(0,7) =0t

tasviri diferansiyellenebilirdir.

Bukez ¢, ve ¢, tasvirleri diferansiyellenebilir olsun.

GxG—22 sGxG—25G

(0,7) > (6,7 ) or™

seklinde ¢ =¢,0(ldxgp,) aimirsa  diferansiyellenebilir

diferansiyellenebilir olmasindan

Q. GxG—>G
p(o,7) =0t

tasviri diferansiyellenebilir tasvirdir.

Ornek

tasvirlerin  bilesiminin

tasvirlerin  bileskesinin

R" Oklid uzayinin diferansiyellenebilir bir manifold yapisina sahip oldugunu daha 6nce

incelemistik. R" Oklid uzayr toplamaislemi ile birlikte bir Lie grubudur.

Ornek

St ={(x,y) €eR?:x*+ y* =1 birim ¢emberinin bir diferansiyellenebilir manifold yapisna

sahip oldugunu incelemistik. S* kompleks sayillardaki carpma islemi atinda bir Lie
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grubudur.

Ornek

SU@2,C)={4eGL(2,C):A'=A4",det A=T kimesinin diferansiyellenebilir bir manifold

oldugunu biliyoruz.

SU(2,C) matris carpim altinda bir gruptur.
¢ :SU2,C) > R*

@ (A) = (x,y,u,v)

tasvirini daim. Burada, z = x +iy ve w=u+iv olmak Uzere

A= (_Z_ vf) eSU2,C) dir.

z

Zy=X, 40y, W=y iy, Ve Z, =X, 410V, , Wy =U, +1v, IGIN

L] W, 2,

4 = LM A = Z, Wm .
= . |, 4,=| . _“|eSU(2C) matriderini aalim.

R Z -W; -1
y = olup 4,4, carpiminabakalim.
2

Zz3 W

AlAz_l = A3 :( j y 23 :x3 +ly3 y W3 == u3 +ZV3 Olwn

—W; I,
Bu iki matrisin carpimi sonucunda
X3 =X Xy + 1V, FUly, + V1V

V3 = TX Vo T VoXy UV, VU,

Uz ==Xy T Y1Vy T UX, =V1))

V3 = =XV = Vil Uy Yy T VX,

elde edilir. Buradan, ¢@(4,4,") = @(4;) = (x5, V5,Us,V;) olup matris carpimi
diferansiyellenebilirdir. Sonug olarak, SU(2,C) bir Lie grubudur.
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Tamm

o €G olmak Uzere,
I.:G>G
[ (r)=o0r tasvirine o nin sol Gtelemesi denir. /' nin tdrevi

dl, . TG > TG seklindedirve dl_(T.G)cT, G dir.

Tamm

X bir vektor alam olmak Uzere Vo e G igin Xol_ =dl_oX oluyorsa X 'e G Uzerinde

sol invaryanttir denir.

Teorem

G bir Liegrubu ve g , G 'nin sol invaryant vektor alanlarinin bir kiimesi olsun. O taktirde,

g reel vektor uzayidir ve
a:g—>T1,G
o(X) =X, seklindetammli tasvir bir izomorfizmachr.

Sonug olarak, dimg =dim7,G =dimG dir.

Ispat:

g nin redl vektor uzayr oldugu agiktr.
X,Yeg ve a,beR icin

a(aX +bY) =(aX +bY)(e) = aX(e) + bY(e) =aa(X) + ba(¥)

olup «a lineerdir.

Yo eG ign a(X)=a(¥) olsun. Otaktirde,

X(0) = (Xo1,)(e) = (dl, o X)(e) =dl, (X(e)) = dL, (Y(e)) = (dI, «Y)() = (Y o 1,)(¢) = (o)

olup X =Y dir. Buradan, a , 1-1 dir.
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Bununla beraber, eger X €7,G icin X (o) =dl (X),Vo € G saglamyorsa o Ortendir. O

zaman a(X) =X dirve X sol invaryanttir. Vo,7€ G igin
X (ot)=dl,, (X)=dl,dl (X)=dl,(X())

dir. Boylece g =T7,G olur. Sonugolarak dimg =dim7,G =dimG dir.

2.3 Lie Cebiri

Tamm

g , K cismi Uzerinde (K = R,C) bir vektdr uzayi olsun.

gxg—>g

(X,Y) [ X,Y] tasviri asagidaki sartlar sagliyorsa, ¢ 'ye Lie cebiri denir;

i) K cismi Uzerindebilineer, yani Vo,,0, e K ve VX, X, X,,Y,Y;,Y,e g igin
[, X, +0,X,, Y |= o, [X,, Y]+, [X,,Y] ve

[X, a7, +a,Y,|=o,[X,Y,]+a,[X,1,] dir.

i) Terssimetriktir, yani, [X,Y]=-{r,X] dir.

iii) Jakobi 6zelligini, yani,

(X[, z]]+[ z[ X, Y]]+ Y[z, x]]=0

Ozdesligini saglar.

Lie cebirinin igeriginin 6nemi , sonlu boyutlu Lie cebiri Lie grubu ile ilisik olmas: ve Lie

grubunun 6zelliklerinin Lie cebirinde yanayor olmasidir.

G Lie grubunun g Lie cebiri , G Uzerindeki tim sol-invaryant vektor aanlarimn kiimesi
olarak distnulebilir. Bunun disinda, G 'nin g Lie cebirini birimdeki tanjant uzay: 7,G
olarak da alabiliriz.
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Ornek

Herhangi bir vektor uzay: Gzerindeki butln Lie parentezleri sifir olarak alimirsa vektor uzay1
Lie cebiri olur ve busekildeki Lie cebirine degismeli Lie cebiri denir.

Ornek

nx n tipindeki reel degerli butin matrislerin kiimesi g/(n,R) olsun. gi/(n,R) nin bir vektor

uzayr oldugu aciktir. gl(n,R) Uzerindeki Lie parantezi A4,B e gl(n,R) icin

[4,B]= 4B -B4 seklindedimirsa gi(n,R) lie cebiri olur.

Ornek

3-boyutlu Heisenberg grubu,

1 x z
G=<10 1 yl:ix,y,zeR seklindedir.
0 01
1 ¢+ 0
VieR icin y(#)=|0 1 0|eG olup y(t), G uzerinde y(0)=1=e olacak sekilde bir
0 01
egridir.
010 010
y(#)=|0 0 O0|=y(0)={0 0 O|=XeT,G olur.
0 0O 0 0O
100
VieR igin a(f)=|0 1 t|eG olup a(t) , G Uzerinde o(0)=1=e¢ olacak sekilde
0 01
bir egridir.
0 0O 0 0O
a(t)=|0 0 1|=a(0)=|{0 0 1|=YeT,G olur.
0 0O 00O
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10
VieR igin B(#)=|0 1 0|eG olup B(t) , G uzerinde B(0)=1=e olacak sekilde
0 01
bir egridir.
001 0 01
p(#)=/0 0 0|=p0)=|0 0 0|=Z€T,G Olur.
00O 0 0O

T.G={X,Y,Z} olur. Burada, bunlarin Lie parentezlerine bakacak olursak
[x,Y]=2 , [Xx,Z]=0 ve [¥,Z]=0 dr.
Buradan, G Heisenberg grubunun g Liecebiri g=7,G oldugundan,

g =span {X,Y,Z} olur.

2.4 Ustel Tasvir

Bu kissimda, G nin g Liecebirinin G Uzerindeki sol-invaryant vektor alanlarimin kimesi
ve birimdeki teget uzay (7,G) seklinde olmasimin yam sra, bir parametreli at gruplarin

kimesi vasitasiyla da yapisin inceleyecegiz.

Tamm

@ :R— G seklindeki homomorfizmaya G'nin 1-parametreli at grubu denir.

G bir Lie grup ve g de onun Lie cebiri olsun. X € g olmak lzere ﬂ,d—H AX tasviri R
r

nin Liecebirinin g igine bir homomorfizmasidir.

Reel eksen basit baglantil1 oldugundan (yani temel grubu asikar olan baglantili topolojik

uzay) depr(A;i)zu olacak sekilde exp, : R — G bir tek 1-parametreli at grup
r

vardir. Diger bir deyisle, ¢+>exp, () tasviri , sifir noktasndaki tanjant (teget) vektori
X (e) olan G nin bir tek 1-parametreli alt grubudur.

exp:g — G Ustel tasviri exp(X) =exp, (1) seklinde tammlanr.
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Teorem

G bir Liegrubu ve g deonun Liecebiri olsun. X € g i¢in
i) exp(tX)=exp,(t) , VteRr
ii) exp(t, +1,)X = (exp(,X))(€xp(t, X)) . V.1, € R

iii) exp(—X) = (exp(tX))™* dir.

Ispat:

i) ¢ vew, R'den G igine
w(t)=exp, () ve ¢@(t) =exp,(st) seklinde tammlanan tasvirler olsunlar. Burada s € R
dir. sX 'intek integral egris y dirve w(0) =e dir.
d d " - .
d¢(d_|z):depr(Sd_kz):SXMpx(m olup boylece ¢ , sX'in integra egrisidir ve
r r

p0)=e dir. integral egrileri tek oldugundan o=y dir. Boylece
exp,, () =exp, (st),(s,t € R, X € g) olur. Bu ssitlikte r =1 yazalim ve daha sonra s yerine

¢t yazalim. Buradan exp,, (1) = exp, () elde edilir.

Tamumdan exp,, (1) = exp(tX) olup exp(tX)=exp,(r) eldeedilir.

ii) exp,’'in R’den G iginebir homomorfizma olmasndan ve (i) den

exp(t, +1,) X =exp, (¢, +t,) =exp, t,.exp, t, =exp(s,X).exp(t,X) eldeedilir.

iii) exp(—£X) = exp, (1) = (exp, (1)) " = (exp(£X)) " olur.

Teorem

¢ :H — G tasviri bir homomorfizma olsun. O takdirde asagidaki diyagram degismelidir;
H—>G
exp T T exp

h —g (2.1)

do
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Ispat:
X eh olsun. O zaman ¢@(expX)e G olur. t+— @(exp(tX)), sfirdaki tanjantt de( X (e))
olan G’de diferansiyellenebilen bir egridir. ¢ homomorfizma oldugundan bu ayni: zamanda

G 'nin l-parametreli at grubu olur. Fakat ¢+ exp(t(de(X))) tasviri sifirdaki  tanjanti
(dp(X))(e) olan G'ninbir tek 1-parametreli alt grubudur.

Buradan,
o (exp(eX)) =exp(t(do(X))) olur.

t =1lalirsak @ (exp(X)) =exp(do(X)) = poexp=expode  €edeedilir.

Ornek

A , nxn lik bir matris ve ¢ : R — GL(n,R) tasviri

2 42 3 43 LAY
€0(t)=I+tA+%+%+...:Zt 4

= exp(t4)

n=0 nl
seklinde tamml1 olsun.

exp(td) =exp,(r) ve exp, , R nin bir homomorfizmast olup ¢ , GL(n,R) nin

1-parametreli alt grubudur. Boylece matris grubu icin Ustel tasvir

2 3

exp(d)=1+A4+—+—+..
p(4) >t 3

seklinde olur ve Lie cebiri tim matrislerin vektor uzayinin bir alt uzayidir.

Ornek

Daha 6nce 3-boyutlu Heisenberg grubunun Lie cebirini incelemistik. G Heisenberg grubunun

Liecebiri g olsun.

exp:g > G Ustel tasviri icin, exp(X) e baka im.

Xeg igin X = seklindeidi.

o O O
o O k-
o O O
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X2 3
exp(X):I+X+7+?+...
seklindeolup X?=0=X°=.. dan

1 00) (0O10 110
exp(X)=1+X=(0 1 0|+{0 O O|=|{0 1 O({eG olur.
001 (00O 0 01

Benzer sekilde, Y,Z € g icin exp(Y),exp(Z) Ustel tasvirleride bulunabilir.

2.5 Adjoint Gosterilim

Tamm

M bir diferansiyellenebilir manifold ve G bir Lie grubu olsun.

u.GxM —>M

u(ot,m) = u(o, u(t,m)) , wem)=m (Vo,reG,VmeM)

seklindeki diferansiyellenebilir tasvire G nin M Uzerindeki sol etkisi denir.

Eger u:GxM — M tasviri G nin M Uzerindeki sol etkisi ise sabit bir o € G noktasi

icin m+— u(o,m) tasviri M ’'ninbir difeomorfizmidir ve bu u_ seklinde gosterilir.
Benzer sekilde,

umMxG—->M

u(m,ot) = u(u(m,o),7r) , uime)=m (No,reG,VmeM)

seklindeki diferansiyellenebilir tasvire G nin M Uzerindeki sag etkisi denir.

Tamm

Bir G Liegrubunun kendi Uzerindeki sol etkisi ile olusan i¢ otomorfizmasi
i:GxG—->G

i(c,7) =ctc™ =i_(r) seklindedir.
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Birim bu etkinin sabit bir noktasdir. Yani VoeG igin i (e)=e dir. O zaman

o di |, T,G=g tasviri G nin Aut(g) icinebir gosterilimidir.

Bu gosterilim, Adjoint gosterilim olarak adlandirilir ve  Ad : G — Aut(g) seklinde
gosterilir.  Adjoint gosterilimin diferansiyeli d(Ad) =ad seklinde gosterilir ve
Ad(c)=Ad,_ ,ad(X)=ad, seklindegosterilir.

(2.1)’ deki degismeli diyagramdan asagidaki degismeli diyagramlar elde edilir;

G—2 Aut(g)
exp T T exp
g—“>End(g)
G—=>G
exp T Texp

g—w 8

2.6 Lie Tiirevi

Tamm

Vte R igintanm kimes D, ={me M :t € (a(m),b(m))} olan X, (m) =y, (f) olan X,
olan dénisumui tamimlayal im.

Burada v, :(a(m),b(m)) > M , Oe€(a(m),b(m)) ve y, (0)=m seklindeolan X vektor
alamnin integral egrisidir.

Her ¢+ igcin D =M ise (yani VmeM igin y, nin tamin kimes (-o,©)) X

diferansiyellenebilir vektér alam A Uzerinde tamdhr.

Bu durumda X, donusumleri reel sayilarla parametrelenen ve X in 1-parametreli grubu

olarak adlandirilan M nin dénustmlerinin bir grubu seklinde olur.



21

Eger X tam degilse tamm kiimeleri ¢’ye bagli oldugundan X, donustmleri bir grup yapist
amazlar. Bu durumda X'in yerel l-parametreli grubu olarak X, donustimlerinin

koleksyonunu aabiliriz.

Bir M manifoldu Uzerinde sabit diferansiyellenebilir bir X vektor alam alam. X, , X
ile iliskilendirilmis donUsimlerin  1-parametreli yerel grubunu gostersin. M Uzerindeki
diger bir diferansiyellenebilir vektor alam ¥ olsun. me M noktasnda Y’'nin X 'e gore
turevini tanimlayacagiz.

ik olarak X ’in integral egrisinde m noktasndan yani X,(m) noktasindan X, (m)
noktasina gelelim ve Y'yi burada yani X, (m) notasinda degerlendirelim. Daha sonra
Yo'yl X, difeomorfizmasinin dX_, diferansiyeli ile m noktasindaki teget uzaya yani
T,M'ye geri tesryaim. 7, M de dX_ (Y, ,) ve Y, vektdrlerinin farkin aaim ve bu

farki ¢+ yebdlup ¢ — 0 icinlimit alalim.

Diger bir deyisle 7,M  degeri diferansiyellenebilir 7+ dX (Y, ) fonksiyonu goz

Ontneamip =0 daki tlrevi alinir.

Sonug, 7,M de bir vektor olup bu vektére Y'nin X'e gbre me M noktasindaki lie

threvi denir ve (L, Y), seklinde gosterilir.

Dolayisiyla,

(LyY), =lim f Xft = Elt:o[dX_t(Ymm))] olur.

Onerme

X , M Uzerinde diferansiyellenebilir bir vektor alam olsun. O zaman M Uzerindeki her

bir diferansiyellenebilir Y vektér dlamicin L, Y =[X,Y] dir.

Onerme

G  bir Lie gubu ve g de onun Lie cebiri olmak Uzere, her X,Yeg igin

ad (X)(Y) =[x,Y] dir.
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3. GENEL KONTROL SiSTEMLERI

M bir diferansiyellenebilir manifold ve X (M) ile M 'nin agik at kimeleri Uzerinde

tammli olan tim diferansiyellenebilir vektor aanlannin bir kiimesi gosterilsin. Her bir

X e X(M) , M uzerinde yerel difeomorfizmlerin 1-parametreli bir grubunu tamimlar. Y ani

mUmkUn olan tim X vektor alanlar her bir # € R icin manifold Uzerindeki vektor aanlar:

tarafindan Uretilmis adi diferansiyel denklemlerin varlik ve teklik teoreminden dolay:

X, dom(X,)cM - M nin yere bir difeomorfizm oldugu elde edilirki burada eger

y* (.,x) , x noktasindan gegen vektor aammn integral egrisi ise bu takdirde
X,(x)=y"(t,x) iletanumlanr.
X, nintersi,

X ,:X,(dom(X,)) c M —>dom(X,)c M seklindedir ve X, icin asagidakiler mevcuttur;

t

i) X[ °© XS = XI+S

ii) (Xt)‘1 =X,
iii) X, =1d
Tamm

¥ =(M,D) srrah ikilisine bir kontrol sistemi denir. Burada M bir diferansiyellenebilir
manifold ve D c X(M) dir.

Burada M ’'ye ZX’nmin durum uzayi, D’ye dinamik ve D’nin elamanlarina ¥ kontrol
sisteminin stratgjileri denir.
¥ kontrol sistemi G, :{thloX[ZZo...oXtrr X’ eD,t, eR,r e N} pseudo grubunu

tammlar ve xe M nin X ile verilen yoringess G, mn x Uzerindeki etkis (action) ile

verilir.

Gy (%) ={o(x) 1@ € Gy}
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Tamm
Eger G,(x)=M olacak sekilde xe M varsa ¥ kontrol sistemine gegislidir denir.

x~y < yeGy(x) olacak sekilde G, ile M Uzerinde bir baginti tanimlayalim. “~" bir

denklik bagintisidir. ¥ kontrol sistemi gecisliise Gy(x) =M , VxeM dir.

Ayrica ¥ ile birlesmis S, :{thloth2 o.oX,’ : X’ eD,t, >0,r e N} pseudo-semi

grubu elde edilirve xe M ’'nin ¥ ileverilen pozitif yoringesi

S;(x) ={o(x): @ €S;}

seklindedir. Bu pozitif yoriingeye x’'den X’nin ulasilabilirlik kiimesi denir.

VxeM icgin S;(x)cGy(x) dir.

S, tarafindan tammlanan M Uzerindeki “~" bagintia simetrik degildir. Eger >0 ise

X _,'nin §; ya ait olmasi gerekmez. Diger bir deyisle X e D iken —-XeD olmas

gerekmez.

Kontrol teorideki temel problem S;(x)=M olacak sekilde M,D ve xe M atindaki

kosullar1 bulmaktir. Problemin ¢6zimu icin bir x baslangi¢ noktasindan baslayarak % ’'min
D dinamiginin negatif olmayan stratgjileri ile M 'nin her noktasina ulasmaktir. Yani ne

zaman S, (x)=M dir.
S; (x) € G5 (x) c M oldugunu biliyoruz. £’mn gegisliligi bu problemi ¢ozmek icin gerekli
bir sarttir fakat yeterli degildir.

Ornegin, = (R{di” alimrsao zaman S;(0) =[0,0)cG,(0) =R olur. Bu basit drnek
X *

kontrol edilebilirlik probleminin gok zor bir soru oldugunu gosterir.

Teorem (Orbit Teorem)

X = (M, D) bir kontrol sistemi ve x e M olsun. x’in G, (x) yoéringes diferansiyellenebilir

manifold yapisina sahiptir.
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3.1 Gozlenebilirlik

Tamm
Gozlenebilir £ kontrol sistemi £ = (M, D,h, N) seklindedir.

Burada M ve N diferansiyellenebilir manifold, D < X(M) dinamik ve h: M — N ye

diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.

Ayrica M ye durum uzay1 , N ye gozlemlenebilir(cikis) uzay1 ve 4 ye X nin
gozlenebilir (cikis) fonksiyonu dadenir.

Tamm
L bir kontrol sistemi olsun. x,ye M igin hop(x)=hop(y) , VpeS; ise x,yeM

noktalarina X icin ayirt edilemezdir denir.

Ayirt edilemezlik bagintisi genel olarak bir denklik bagintis degildir. D ye baglidir. Eger
D sadece andlitik (diferansiyellenebilir) vektor alanlarin igeriyorsaveya D ileri tamise

yani her bir X e D igin X, , her bir t >0 igniyi tamml1 ise ayirt edilemez bagintis bir

denklik bagintisidir.

x'in denklik siniflar1 x ile gosterilir. Yani, x ={y e M :hop(x) =hop(y),Vp e S.} dir.

Tamm

Y bir kontrol sistemi ve x e M olsun.

i) xeM de Z’'mnyere gozlenebilir olmasiicin x "U ={x} olacak sekilde x’inbir U

komsulugunun var olmasidr.
Eger Vxe M icin (i) sarti saglanirsa X yerel gozlenebilirdir.

ii) xeM de X’mn gozlenebilir olmas: icin x "M ={x} olmas: gerekir. Yani Z’'nin
xe€ M de gozlenebilir olmast icin  #0S; alesnin M nin herhangi bir noktasint x’den

ayirmasi gerekir.

Eger Vxe M icin (ii) sarti saglamyorsa ¥ gozlenebilirdir.
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3.2 R" Uzerindeki Lineer Kontrol Sistemlerinin Gozlenebilirlik Karakterizasyonu

R" Uzerindeki lineer kontrol sistemini gz 6ntine alalim.

x = Ax + Bu
h(x)=Cx , CeM_, (R)

_ n-1

0= Ker(C.4") dir.

i=1
Buradan, ¥ = (R",D,h,R*) lineer kontrol sisteminin gozlenebilirligi icin asagidaki rank
kosulu elde edilir :

CA
CA?
Y gozlenebilir < X yerel gozlenebilir < rank| . |=n

CAn—l

Ornek

> =(R? D, h,R) sistemini gbz 6niine alalim. Burada, D = ¥1_(0 L)+ + 0 uueR
y 0 OM\y 1

dir.

i) 4(x, y) =x fonksiyonuigin,

A, y)z(l,O)(szx olup buradan C =(L0) dir. A:[O 1] idi.
y 00

01
CAz(lO)(O 0):(O,l) olur.

C 1
Y gozlenebilir < rank = rank
CA

0
=2 olup ¥ gozlenehilirdir.
0 J p g

ii) 4(x,y) =y fonksiyonuigin
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h(x, y):(o,l)m: y olup C=(01) dir.
Yy

CA:(O,l)(g ;jz(0,0) olur.

Y gozlenebilir < mnk[;j:mnk(g éj=1 olup X gobzlenebilir degildir.
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4. LIE GRUBU UZERINDEKI LINEER KONTROL SiSTEMLERININ
GOZLENEBILIRLIGI

G baglantili bir Lie grubu ve g’de onun Lie cebiri olsun. G Uzerindeki  tim

diferansiyellenebilir vektor alanlarinin Lie cebirini X (G) ile gosterelim.
G Uzerindeki X lineer kontrol sistemi X = (G,D,er,%) seklindedir.

Burada, D dinamigi asagidaki diferansiyel denklemler ailes tarafindan dretilen vektor

aanlanmn kiimesidir;
¢(0) = X(g()+ 2w, Y (g(0)
y:ﬂK(g)eG/K , ueU.

D:{X+iuJYJ:ueR’”} oup D < X(G) dir.

J=1

X vektor damt G nin sonsuz kigik otomorfizmi , sag invaryant vektor alant olarak goz
onineamnan Y',.. Y" eg vekistlanms parcali sabit kontrollerinin siifi U icin ueU

dur.

K , G ninkapaliliedt grubuve 7, : G—>% kanonik izdustimdur.

> =(G,D,x K,%) lineer kontrol sistemi olsun. >, kontrol sistemi , G Uzerindeki genel
difeomorfizmlerin

Gy ={Z}oZ}c..0Zf :Z" eD,t, e R}

pseudo grubunu ve

Sy ={2'oZ}0..0Z} :Z' eD,1, 20

pseudo-semi grubunu tarumlar.

> icinayirt edilemezlik g,,g, € G i¢in

e op(g)=mrop(g,) . (VpeSy) oluyorsa g, ve g, noktalar ayirt edilemezdir.
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Avyirt edilemez denklik bagintisim ‘~'  ile gosteriyoruz. g G nin denklik snifim g ve

I =¢ ilegosteriyoruz.

Eger G nin ayirt edilemez iki noktasi yoksa ». kontrol sistemi gozlenebilirdir. ge G de
>, nin yerel gozlenebilir olmasticin g nin bir U komsulugundaki her edlemanin ¢ ’den ayirt

edilebilir olmas: gerekir.

p=2Z, 0Z.0..0Z' Gy olsun. Buradan her bir i=12,...k icin B :R—>G seklinde

diferansiyellenebilir bir egri vardir ki her bir g € G igin
Z/(g)=X,(B.,(1).g) seklindedir.
7. kanonik izdiistim bir homomorfizma olup
8178 = Mg °9(g) =7y 2 p(g;) , V120
S mpoZ(g)=mgZ/(g,)
< i (X, (B,(0)8,)) =y (X, (B;(1).g2)) Vi 20
& 7 (X, (B ()X, (1) = 7w (X, (B,(1))-X,(g2))
& wg o X (B ()7g o X, (g1) =7 o X, (B, (D)) ° X, (g2) » V£20
& w0 X (BO) g o X, (B Oy 0 X, (g1) =75 0 X, (B() Iy o X, (B, (N7 X, (g2)
& 7 (X, (B, B ()7 © X (1) =7, (X, (B, () B, ()7 © X, (g,)

& ﬂK(eG)ﬂK on(gl) :ﬂk(eG)ﬂK oXt(gZ)

© o X, (g) =7y 0 X,(g,)

& meome (X, (g,)) = oy (X,(g5))
< X,(g)=X,(g,)

< X, (g)X,(g2) = X, (g,)X,(g;")

© X, (2:827) = X,(g2827) =¢;

< me (X, (glgz_l)) = (es)
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< (X, (glggl)) = e%

olup X,(g,g3) € Ker(z,) olur.
Buradan,

I=e={geG:X,(g)eKer(r,),Vt>0 olmaldr.

Onerme

I={geG:X,(g)eKer(r,),Vt=0 kimes Ker(r,) tarafindan kapsanan G 'nin

normal kapal Lie alt grubudur.

Ispat:
g..8,€1 icin g,~e~g, olup

me (X, (g)) = ﬂK(Xt (g,)) =X, (glggl) e Ker(r,) olup glggl el olur. Dolayisiyla 7,

G 'nin at grubudur.

(g,) . I da g’yeyakinsayan bir dizi olsun. Her bir sabit ¢ icin X, nin strekliliginden
X,(g,)>X,(g) olur. Ker(n,)=K kapa:1 oldugundan X, (g)eKer(n,) olur.

Dolayisiyla g €1 olup [ kapaidir. G liegrubuolup 7, G’ ninkapal liealt grubudur.

I nin normal at grup oldugunu gésterelim. VgeG,lel ve t>0 icn glgtel
oldugunu gostermek gerekir.

lel=>l~e=>glgt~geg™ = glgt~e= glgt el olupnormal at gruptur.

Onerme

I, Gy invaryanttr.

Ispat:

I'mn Gy olmasiigin gel ve VpeGy icin ¢(g) e/ oldugunu gostermek gerekir.

X,:I —>1 ,Vt>0 birotomorfizmaolup X ,:1 — I seklindedir. Vg €/ icin X, (g)el
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olup I , T=(X,),, invaryanttir.
Onerme

Eser X sonsuz kiicik otomorfizm ise G 'nin Lie cebiri g her bir i >0 i¢in ad’(X)

invaryanttir.

Ispat:

Onermenin i =1 icinispatlanmas yeterlidir. Y € g icin

[X,Y])e)=X, Y-V, X = j—t li-0 Y, e ~ j—s | -0 X expisr)
= % -0 —%h—o exp(sy) ~ _j_sls-OXeXP“Y)
olur. Diger taraftan
[T = % 1)V ) = oo X, o @XPST o X, (2)
- Z_S |S=O%|,=OX,(expsY(X, (g))
- j_s |S_O%|I_0Xt (expsY)X_, (X, (g))
_ j_s |S_O%|,_O R (X, (expsY))

d
= _g |s:0 (Rg)*(XexpsY)

d
= (R,).[= Lo (X )]
=(R,).[x.Y]e)

olup buradan [X,Y], X (G)’de sag-invaryant vektor alamolup [X,Y]e g , (VY eg) olur.

Dolayisiylaher bir i >0 icin g, ad'(X) invaryanttir.
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Onerme
2= (G,D,;rK,%) lineer kontrol sistemi olsun. 7, Lie grubunun I Lie cebiri g ’'nin alt

cebiri olarak X invaryanttir yani ad'(X)(I)cI , Vi>0.

Ispat:

Tanmgeregi ad®(X) , g Uzerinde birim tasvirdir.

ad*(X)(Y)=[X,Y] ve i>1 icin ad (X)(Y)=ad "(X)(X,Y]) dir.Ispatini=1 igin
yapilmas: yeterlidir. Bir onceki onermede ¢ Lie cebirinin X(G)’'de ad(X) invaryant
oldugunu gostermistik. Yani Y eg—=[X,Y]eg idi. Diger taraftan /'min 7 invaryant
oldugunuyani X,:1 — 1 , Vte R oldugunu ispatlamstik.

VYeIve seR icin exp(sY)el dir.

d . ,
X oisn) :EL:OXt(exp(sY))e(Rexp(xy))* () , VseR olup bu formilden ve Lie

parantezinin tammindan [X,Y](e) eI olur. Bu uygulamanin devamindan ad' (X)(Y) eI ,

Vie Z,i>0 olupispat tamamlanmus olur.

Onerme

2= (G,D,nK,%) lineer kontrol sistemve n , G 'nin boyutu olsun. K , K 'nin Lie cebiri

olmak Uzere I= ﬁ:ad_i (X)(K) dur.

Ispat:
Eger m, birebirise I=Ker(z,)=K dir. Bu yuzden K= 0 alabiliriz. Buradan K

Uzerinde ad’(X) etkisiile Uretilen g'nin yeni elemanlari muhtemelen sadece i= (n —1)

adima kadardir.

n-1
IcK oldugundan onceki 6nermeden F=Nad " (X)(K)c I oldugunu ispatlamak
i=0

yeterlidir.
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Her bir t € R igin asagidaki diyagram degismelidir;
g— g

expd dexp
GG

Buradan, YeF ,VseR icin exp(X,).(sY)=X,(exp(sY)) dir.

Standart Lie seri agilimindan
0 tk
(X,).(sY) = ; Ead" (X)(sY) dir.
Y eF hipotezinegore Vi >0 igin ad' (X)) eK dir.

Ozel olarak %l,OXt(exp(sY))z(Xt)*(sY) eK olup ozaman her bir t ve s red sayi

Gifti icin X, (exp(sY)) = Ker(n )= K €elde edilir. Fekat Y e I< exp(sY) el olup buda

ispat1 tamamlar.

Not

g’'nin her a @t cebiri tanjant demeti 7G Uzerinde A, yayilmasina neden olur Ki

A,(l)=(R).(a) , leG seklindetanmlidr.

[’nin her durumuigin R, , G ’'nin bir difeomorfizmi oldugundan A, yayilmas dizenlidir,
yani A, () nin boyutu [eG’den bagimsizdir. Bundan bagka olarak a @t cebir

oldugundan X,Y e A, =[X,Y] €A, olup A, involUttdr.

Frobenious teorem bu yayilmamn integrallenebilirligini saglar ve bu agidan e G

noktasindan gecen In, (/)=Ag seklinde verilen A 'mn In, (/) integral manifoldu

vardir. Burada 4, G 'nin baglantili Lie alt grubudur ve a, 4 'nmin Lie cebiridir.

I ile Uretilen A=A, yayilmasive G Liegrubu Uzerindeki > lineer kontrol sistemi igin

sonuclar verilen yerel gozlenebilirlik sartlarini gbz 6niine alacagiz.
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Teorem
2= (G,D,;rK,%) lineer kontrol sistemi olsun. X 'nin yerel gézlenebilir olmas igin gerek

veyeter kosul I=0 olmasdir.

Ispat:

Eser A sifir yayilma degilse etkisiz elemandan gegen integral manifoldu , 7 =e , G 'nin
asikar at grubu degildir. Bundan baska Vg € G ve g’'nin her bir U komsulugu icin
gNU=IgnU yams g'yiiceren G’'nin agikar at manifoldu degildir. Bu X 'mn yerel
gozlenebilir dmamasim sonucglandirabilir. Bu bize I=0 oldugunu ispatlamay: hatirlatir.
Eger I=0 ise 7, G'nin aynk Lie at grubudur. Sonug olarak her bir g e G icin g’nin

g U ={g} olacak sekilde bir U komsulugu vardir. Buradan Y, yerel gézlenebilirdir.

Not

Elbette ki yerel gbzlenebilirlik , gbzlenebilirlik igin gerekli bir sarttir. Fakat R" nin
durumunakarsihik I={0} sarti 7'nin asikar alt grup olmasim gerektirmez. Gergcekten R”

nin ayrik reel vektor at uzay: yoktur. Keyfi Lie gruplart ayrik at gruplar icerebilir. > ’nin
gozlenebilirlig icin bazi genel sonucglar: ele alalim. G "nin belirli bir alt grubunu incelemek
zorundayiz. Bu sabit nokta G Uzerindeki 7 =(X,),.. etkisidir. Daha agik olarak iyi

tarumlannmus

Y. RxG—>G

(t.g) > ¥(,g) = X,(g)

etkis vardir. 7, T invaryant oldugundan YW(Rx1) — I eldeedilir.
Fix(T)={g: X, (g)=g, Vte B}

X , G'nin sonsuz kiglk otomorfizmi oldugundan Fix(T), G 'nin kapal1 Lie alt grubudur.

Teorem

2= (G,D,nK,%) lineer kontrol sistemi olsun. O zaman . 'min gozlenebilir olmasi icin
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gerek ve yeter kosul
1) I=0
2) Fix(T)N Ker(z,)={e}

dur.

Ispat:
(=) I={¢ oldugunu kabul edelim. O zaman I sifir olmaidir. Eger geKer(n,) T

etkisi ile sabit noktaise X,(g) € Ker(w,), Vte R olupsonucta g =e dir.
() I=0 ise I, Ker(z,) mnayrik Liealtgrubudur. ge/ daimyve

‘W, =¥ nin Rx{g} ye kistlanmasr’ sirekli tasvirini goz onine alaim. ¥, nin tamm
kimes  baglantil1 oldugundan Im(¥,)={X,(g):te R} baglantilidir. Fekat X,, G 'nin
birim tasviridir ve /, T invaryant olup g eIm(¥,) =/ dir. I ayrik oldugundan sonucta
{g}=Im(¥,) dir.Buradan g e Fix(T) dir. Fakat [ < Ker(m,) olupsonugolarak g=e

ve 2. gozlenebilirdir.

Ornek

3-boyutlu Heisenberg grubu

z

1
G=4|0
0

o X

yv|ix,y,zeR
1

Uzerindeki > = (G,D,er,%) kontrol sistemini g6z 6niine alalim.

1) I=¢={geG:X,(g)ecKer(r,)Vt=0 iin K=1 dmrsa 7,:6->G/

gbzlenebilirlik fonksiyonudur.

Ker(n,)={geG:7,(g) :eG/I} dir.

G/IZ{gI:geG} oldugundan el =17 dhur.
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g €Ker(r,) igin ﬂ,(g)=e(y = gl=1=gel olup Ker(r,)c olur. Diger taraftan
1
gel igin ﬂl(g):e(y = gl=1 olup tamm geresi ge Ker(n,) olup dolayisyla
1

Ker(m,)=1={e} olur. I=0 oldugundan > yerel gozlenebilirdir. Bundan baska, I ={e}

olmas genel gozlenebilirligi saglar.

010
2) X = 8 8 8 olmak Uzere K =exp(RX) olsun. Budurumda 7, :G_’%xp(RX)

seklindeki gozlenebilirlik fonksiyonu icin,  Ker(r,)={ge G:7m,(g)=exp(RX)} den

1 0O
Ker(m,)=4/0 1 ¢|:teR; bulunur. Buornekte I=0 dr.
0 01

Diger taraftan sabit noktaart yani Fix(T) kimesini buldim. geG igin

exptX)g = gexp(tX) < y=0 olmasindan Fix(T) = ‘a,c € Ry olur. Sonug

o o
O L =
R o N

olarak Fix(T) N Ker(r, ) ={e} olup > genel gbzlenebilirdir.
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5. SONUCLAR

Baglantil1 bir Lie grubu tzerindeki lineer kontrol sistemleri igin sapan vektorl sonsuz kiguk
otomorfizma ve c¢ikis fonksiyonu da bir ¢esit izdistm fonksiyonu olmak Uizere yerel ve genel
gozlenebilirligi incelenmistir. Ayirt edilemeyen noktalarin kimesi | mn kapali normal ad(X)-
invaryant bir Lie grubu yapisina sahip oldugu gosterilmistir. | Lie grubunun Lie cebiri yapisi
ve Ozdllikleri incelenmis, bu cebir yapisiyla yerel gozlenebilirlik ve sabit noktalarin kiimesi ile
cekirdegin arakesiti de gbz 6niine alinarak genel gozlenebilirlik saglanmistir. Gozlenebilirlik

karakterizasyonu icin iki 6rnek verilmistir.
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