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SİMGE LİSTESİ
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)(gAut g’ den g’ ye otomorfizmalar kümesi

C Her mertebeden türevi olan fonksiyonlar ailesi

Adet A matrisinin determinantı
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nR Öklid uzayı
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ÖZET

“Gözlenebilirlik için Cebirsel bir Karakterizasyon” adlıbu tez çalışmasıüç bölümden
oluşmaktadır.

İlk bölümde, manifold yapısı, manifold yapısına sahip olan Lie grubu ve bir vektör uzayıolan
Lie cebiri verilmektedir. Daha sonra, Lie gruplarıve Lie cebirlerinin üstel tasvir ve adjoint
gösterilim ile olan ilişkileri ve Lie türevi incelenmektedir.

İkinci bölümde, genel kontrol sistemi ve gözlenebilirlik tanımlarıile birlikte nR üzerindeki
lineer kontrol sistemleri için gözlenebilirlik karakterizasyonu olan rank koşulu verilmektedir.

Son bölümde ise, tezin asıl inceleme konusu olan bağlantılıbir G Lie grubu üzerindeki lineer
kontrol sistemlerinin gözlenebilirliği incelenmektedir. Sapan vektör alanısonsuz küçük
otomorfizma olan ve çıkışfonksiyonu bir çeşit izdüşüm tasviri olan bu tip sistemler için yerel
ve genel gözlenebilirlik karakterizasyonlarıverilmektedir. Sonuçlar örnekler üzerinde
gösterilmektedir.

Anahtar kelimeler : gözlenebilirlik, yerel gözlenebilirlik, ayırt edilemezlik bağıntısı, sonsuz
küçük otomorfizma, Lie cebiri, ad(X)-invaryantlığı.
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ABSTRACT

This thesis with the title “An Algebraic Characterization for Observability” consists of three
chapters.

In the first chapter, manifold structure, Lie group which has a manifold structure and Lie
algebra which has a vector space structure are given. Then, relations between Lie groups and
Lie algebras via exponential mapping and adjoint representation and the Lie derivative are
studied.

In the second chapter, definitions of a general control system and observability and the rank
condition which is the observability characterization for linear control systems on nR are
given.

In the last chapter, observability of linear control systems on a connected Lie group G which
is the main research topic is studied. Local and global observability characterizations for this
kind of systems with a drift vector field which is an infinitesimal automorphism and an output
function which is a kind of projection are given. Results are illustrated by examples.

Key words : observability, local observability, indistinguishability relation, infinitesimal
automorphism, Lie algebra, ad(X)-invariance.
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1. GİRİŞ

Kontrol Teorideki klasik temel iki problemden biri olan gözlenebilirlik problemi, Lie grupları

üzerindeki lineer kontrol sistemleri için diferansiyel geometrik bakışaçısıyla incelenmiştir.

Üç bölümden oluşan bu tez çalışmasının birinci bölümünde, Lie gruplarıve Lie cebirinin

oluşmasındaki temel yapıolan manifold kavramıve ona bağlıolarak tanjant vektörü, tanjant

uzayıve vektör alanıtanımlarına yer verilmiştir. Ayrıca Lie grubu ve Lie cebirinin üstel tasvir

ve adjoint gösterilim ile olan bağıntılarıörneklerle incelenmiştir.

İkinci bölümde ise, genel kontrol sistemleri, yörünge, pozitif yörünge ve gözlenebilirlik

problemi tanıtılmıştır.

Üçüncü bölümde, bağlantılıbir Lie grubu üzerindeki lineer kontrol sisteminin gözlenebilirliği

incelenmiştir. Bu tipteki kontrol sistemleri için gözlenebilirlik problemi göz önüne

alındığında, gözlenebilirlik ile ilgili ilk karakterizasyon ),,,( sn RhDR lineer kontrol

sistemi için aşağıdaki şekilde verilmiştir;

 gözlenebilir   yerel gözlenebilir  n

CA

CA
CA
C

rank

n































1

2

.

.

.

nR üzerindeki lineer kontrol sisteminde yerel ve genel gözlenebilirlik aynıanlama

gelmektedir. Ancak, Lie grubu üzerindeki sistemlerde yerel gözlenebilirlik genel

gözlenebilirlik için gerekli olmasına karşın yeterli değildir. Lie grubu üzerindeki lineer

kontrol sistemlerinin gözlenebilirliği için çıkışfonksiyonunun Lie grubu homomorfizması

olmasıdurumunda gözlenebilirlik karakterizasyonu, (Ayala, V., et. al, 1997), ve ayrıca, sapan

(drift) vektör alanının cebirin normalizörünün elemanıolmasıdurumu içinde, çıkış

fonksiyonunun bir çeşit izdüşüm fonksiyonu olarak alındığısistem için gözlenebilirlik

karakterizasyonu , (Ayala, V., et. al, 2000), mevcuttur.
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Bu bölümde, bağlantılıbir Lie grubu üzerindeki lineer kontrol sistemlerinin sapan vektörü

sonsuz küçük otomorfizma ve çıkışfonksiyonu da bir çeşit izdüşüm fonksiyonu olmak üzere

yerel ve genel gözlenebilirliği incelenmiştir. Öncelikle, ayırt edilemeyen noktaların kümesi

incelenerek, kapalınormal ad(X)-invaryant bir Lie grubu yapısına sahip olduğu

gösterilmiştir. Bu Lie grubunun Lie cebiri yapısıve özellikleri incelenmişve bu cebir

yapısıyla yerel gözlenebilirlik elde edilmiştir. Sabit noktaların kümesi de göz önüne alınarak

genel gözlenebilirlik sağlanmıştır. Elde edilen sonuçlar, iki örnek üzerinde gösterilmiştir.
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2. ÖN BİLGİLER

Bu bölümde, tez çalışmasının temel kavramlarıolan manifold, Lie grubu ve Lie cebiri gibi

bazıtemel kavramlar yer almaktadır.

2.1 Manifold

Tanım

n boyutlu M yerel Öklid uzayıher bir noktasının komşuluğu nR Öklid uzayının açık alt

kümesine homeomorfik olan Hausdorff topolojik uzayıdır.

Eğer  , bağlantılıaçık MU  alt kümesinden nR nin açık bir alt kümesi üzerine bir

homeomorfizma ise  ye koordinat tasviri , ii rx  fonksiyonlarına koordinat

fonksiyonlarıve ),( U çiftine koordinat sistemi denir. Burada, RRr n
i : fonksiyonu,

)),...,(( 1
n

n Raaa  olmak üzere ii aar )( şeklinde tanımlıdır.

Tanım

M yerel Öklid uzayıüzerindeki C sınıfından bir F diferansiyellenebilir yapısıaşağıdaki

üç şartısağlayan ,),,( IU  koordinat sistemlerinin bir topluluğudur ;

i) MU
I


 

ii)  C1
   , I ,

iii) F topluluğu maksimal , yani ),( U koordinat sistemi I için 1
 ve

 C1 ‘yi sağlıyorsa, FU ),(  dir.

C sınıfından n boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold , C sınıfından bir

F diferansiyallenebilir yapısıile birlikte M yerel Öklid uzayınıiçeren ),( FM çiftidir.

Örnek

nR Öklid uzayıdiferansiyellenebilir manifold yapısına sahiptir. nR üzerindeki standart

diferansiyellenebilir F yapısı ),( iRn koordinat sistemini içeren maksimum topluluktur.
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Burada, nn RRi : ye birim tasvirdir.

Örnek

),( MFM bir diferansiyellenebilir manifold olsun. MU  açık kümesi

}),(:),{( MUUU FUUUF    


diferansiyellenebilir yapısıile birlikte, yani ),( UFU yapısı, bir diferansiyellenebilir

manifolddur.

Örnek

}1:),{( 2221  yxRyxS kümesini göz önüne alalım. 1S kümesi 2R de merkezi orjinde

yarıçapı1 birim olan çemberdir. 1S , 1- boyutlu yerel Öklid uzayıdır.

}0:),{( 1
1  ySyxU

}0:),{( 1
2  ySyxU

}0:),{( 1
3  xSyxU

}0:),{( 1
4  xSyxU

kümelerini göz önüne alalım. Bu kümeler 1S in açık alt kümeleridir.

4321
1 UUUUS  tür.

RI  )1,1( açık aralığınıgöz önüne alalım.

IU 11 :

xyx ),( fonksiyonunu göz önüne alalım.

xyx ),(1 fonksiyonu sürekli , bire-bir (1-1) ve örten bir fonksiyondur.

1
1

1 : UI 

)1,( 2xxx 

)1,()( 21
1 xxx  fonksiyonu da sürekli , bire-bir ve örtendir. Dolayısıyla, 1
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fonksiyonu bir homeomorfizmadır. Benzerşekilde,

IU 11 :

xyx ),(

IU 22 :

xyx ),(

IU 33 : ve

yyx ),(

IU 44 :

yyx ),(

izdüşüm fonksiyonlarıda birer homeomorfizmadır.

)},(),,(),,(),,{( 44332211  UUUUF  topluluğu için

1) i
i

US
4

1

1


 dir.

2) 2,1,  ji için  Cji
1 olmasıgerekir.

1
31
 ‘in C olup olmadığınıinceleyelim.

IU 11 :

xyx ),(

ve

IU 33 :

yyx ),(

için,

3
1

3 : UI 
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),1( 2 yyy 

olup

1
31
 bileşkesi

)0(,1),1( 22  yyyyy 

şeklinde olur. Dolayısıyla,

  Cyy 21
31 1:  , yani sürekli türetilebilirdir.

Benzerşekilde, 4,3,2,1,  ji için  Cji
1 dur.

3) F topluluğu maksimumdur. Gerçekten, (2) koşulunu sağlayacak ),( 55 U koordinat

sistemi yoktur.

Sonuç olarak, ),( 1 FS yapısı1-boyutlu diferansiyellenebilir bir manifolddur.

Örnek

}1det,:),2({),2( 1   AAACGLACSU t

bir diferansiyellenebilen manifolddur. 2x2 ‘lik tersi transpozesinin kompleks eşleniğine eşit

ve determinantı1 olan kompleks elemanlımatrislerin kümesi olan bu kümeye özel üniter grup

denir. ),2( CSU ‘nin manifold yapısınıinceleyelim.

Cwz , olmak üzere 1
22
wz olsun. Bu durumda












zw
wz

ACSUA ),2( şeklinde yazılabilir.

Ayrıca, herhangi bir ),2( CSUA için, 12222  vuyx olacak şekilde iyxz  ve

ivuw  kompleks sayılarıbulunabilir. ),2( CSU ‘nin açık alt kümelerini ve koordinat

tasvirlerini inceleyelim.

}0:),2({1  xCSUAU

IUUI 


1
1

3
13


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}0:),2({2  xCSUAU

}0:),2({3  yCSUAU

}0:),2({4  yCSUAU

}0:),2({5  uCSUAU

}0:),2({6  uCSUAU

}0:),2({7  vCSUAU

}0:),2({8  vCSUAU

kümeleri ),2( CSU ‘nin açık alt kümeleri olup 



8

1

),2(
i

iUCSU dir.

Açık kümeleri taşıyan koordinat tasvirleri ise aşağıdaki şekilde verilebilirler ;

),,()(1 vuyA  , ),,()(2 vuyA 

),,()(3 vuxA  , ),,()(4 vuxA 

),,()(5 vyxA  , ),,()(6 vyxA 

),,()(7 uyxA  , ),,()(8 uyxA 

Sonuç olarak, ),2( CSU , }8,...,1:),{(  iUF ii  diferansiyellenebilir yapısıile birlikte

3-boyutlu bir diferansiyellenebilir manifold olur.

Diferansiyellenebilen manifold yerine bundan sonra aynıanlamda kısaca manifold kelimesini

kullanacağız.

Tanım

RMCX  )(: tasviri aşağıdaki şartlarısağlarsa Mp noktasında bir tanjant

vektörüdür;

i) )()()( gXfXgfX 

ii) )()()()())(( gXpfpgfXpfgX 



8

Mp noktasındaki teğet vektörlerinin kümesi MT p ile gösterilir ve MT p ye Mp

noktasındaki teğet uzayıdenir.

Ayrıca )dim()dim( MMTp  dir.

Tanım

TM ile gösterilen teğet demeti MTTM pMp
 şeklinde tanımlıdır.

Teğet demeti bir manifold olup )dim(.2)dim( MTM  dir.

Tanım

M bir manifold olmak üzere MXdomain )( açık alt kümesinden TM teğet demetine

tanımlıolan TMMXdomainX )(: sürekli fonksiyonuna vektör alanıdenir.

)(Xdomainp için MTpX p)( dir.

Not

pXpX )( şeklinde de gösterilebilir. Eğer )(, Xdomainf üzerinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ise )(),( XdomainfX üzerinde bir fonksiyon olup )( Xdomainp deki değeri

)())(( fXpfX p dir.

Tanım

M bir manifold ve MXdomX )(, üzerinde tanımlıbir vektör alanıolsun. Her Mp

noktasıiçin, diferansiyel denklemlerin varlık ve teklik teoreminden dolayı, mümkün olan her

t için

),,(),,( tpXX tpX





ppX )0,,(

olacak şekilde X ‘in ),,( tpX integral eğrisi vardır.
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Tanım

X ve Y , M üzerinde diferansiyellenebilir vektör alanlarıolsun.  YX , de bir

diferansiyellenebilir vektör alanıolup buna X ve Y nin Lie parantezi denir ve

 )()()(, XfYYfXfYX mmm 

şeklinde tanımlanır. Burada, MmCf  , dir.

Lie Parentezinin Özellikleri

1)  0, XX

2)   XYYX ,,  parentez anti-simetriktir.

3)       0,,,,,,  XZYYXZZYX (Jakobi özelliği)

Tanım

1) NM , birer manifold olmak üzere, eğer )( p de diferansiyellenebilen

MU   f N

 

)()(
1

VU f    


ve yukardaki şekilde olan , p için ),( U ve )( pf için ),( V koordinat sistemleri varsa

NMf : fonksiyonunun Mp de diferansiyellenebilir olduğu söylenir.

2) NM , iki manifold ve NMf : diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. f nin türevi

TNTMdf : tasviri

)())(( fgXgXdf  , TMX  ve her bir )(NCg 

şeklinde tanımlıdır.

2.2 Lie Grupları

Lie grubu hem manifold hem de grup yapısına sahip bir kümedir.
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Tanım

G diferansiyellenebilir bir manifold ve grup yapısınısağlayan bir küme olmak üzere

GGG  , 1),(   tasviri diferansiyellenebilir ise G ye Lie grubu denir.

Önerme

Bir G Lie grubu için,

GGG :

1),( 

tasvirinin diferansiyellenebilir olmasıiçin gerek ve yeter koşul

GGG :1

 ),(1

ve

GG :2

1
2 )( 

tasvirlerinin diferansiyellenebilir olmasıgerekir.

İspat:

 diferansiyellenebilir bir tasvir olsun.

GGeG Ide   }{

1),(   e

şeklinde )(2 Ide  alınırsa diferansiyellenebilir tasvirlerin bileşiminin

diferansiyellenebilir olmasından

GG :2

1
2 )( 



11

tasviri diferansiyellenebilirdir.

Benzerşekilde,

GGGGG Id    2

  ),(),( 1

şeklinde )( 21   Id alınırsa diferansiyellenebilir tasvirlerin bileşiminin

diferansiyellenebilir olmasından

GGG :1

 ),(1

tasviri diferansiyellenebilirdir.

Bu kez 1 ve 2 tasvirleri diferansiyellenebilir olsun.

GGGGG Id    12 

11 ),(),(   

şeklinde )( 21   Id alınırsa diferansiyellenebilir tasvirlerin bileşkesinin

diferansiyellenebilir olmasından

GGG :

1),( 

tasviri diferansiyellenebilir tasvirdir.

Örnek

nR Öklid uzayının diferansiyellenebilir bir manifold yapısına sahip olduğunu daha önce

incelemiştik. nR Öklid uzayıtoplama işlemi ile birlikte bir Lie grubudur.

Örnek

}1:),{( 2221  yxRyxS birim çemberinin bir diferansiyellenebilir manifold yapısına

sahip olduğunu incelemiştik. 1S kompleks sayılardaki çarpma işlemi altında bir Lie
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grubudur.

Örnek

}1det,:),2({),2( 1   AAACGLACSU t kümesinin diferansiyellenebilir bir manifold

olduğunu biliyoruz.

),2( CSU matris çarpımıaltında bir gruptur.

4),2(: RCSU 

),,,()( vuyxA 

tasvirini alalım. Burada, iyxz  ve ivuw  olmak üzere

),2( CSU
zw
wz

A 









 dir.

111 iyxz  , 111 ivuw  ve 222 iyxz  , 222 ivuw  için












11

11
1 zw

wz
A , ),2(

22

22
2 CSU

zw
wz

A 









 matrislerini alalım.








 


22

221
2 zw

wz
A olup 1

21
AA çarpımına bakalım.











33

33
3

1
21 zw

wz
AAA , 333 iyxz  , 333 ivuw  olsun.

Bu iki matrisin çarpımısonucunda

212121213 vvuuyyxxx 

212121213 uvvuxyyxy 

212121213 yvxuvyuxu 

212121213 xvyuuyvxv 

elde edilir. Buradan, ),,,()()( 33333
1

21 vuyxAAA   olup matris çarpımı

diferansiyellenebilirdir. Sonuç olarak, ),2( CSU bir Lie grubudur.
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Tanım

G olmak üzere,

GGl :

 )(l tasvirine  nın sol ötelemesi denir. l ’nın türevi

TGTGdl : şeklindedir ve GTGTdl  )( dir.

Tanım

X bir vektör alanıolmak üzere G için XdllX    oluyorsa X ’e G üzerinde

sol invaryanttır denir.

Teorem

G bir Lie grubu ve g , G ’nin sol invaryant vektör alanlarının bir kümesi olsun. O taktirde,

g reel vektör uzayıdır ve

GTg e:

eXX )( şeklinde tanımlıtasvir bir izomorfizmadır.

Sonuç olarak, GGTg e dimdimdim  dir.

İspat:

g ’nin reel vektör uzayıolduğu açıktır.

gYX , ve Rba , için

)()()()())(()( YbXaebYeaXebYaXbYaX  

olup  lineerdir.

G için )()( YX   olsun. O taktirde,

)())(())(())(())(())(())(()(   YelYeYdleYdleXdleXdlelXX  

olup YX  dir. Buradan,  , 1-1 dir.
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Bununla beraber, eğer GTX e için GXdlX    ),()( sağlanıyorsa  örtendir. O

zaman XX )( dir ve X sol invaryanttır. G , için

))(()()()(   XdlXdldlXdlX 

dır. Böylece GTg e olur. Sonuç olarak GGTg e dimdimdim  dir.

2.3 Lie Cebiri

Tanım

g , K cismi üzerinde ),( CRK  bir vektör uzayıolsun.

ggg 

 YXYX ,),(  tasviri aşağıdaki şartlarısağlıyorsa, g ’ye Lie cebiri denir;

i) K cismi üzerinde bilineer, yani K 21 , ve gYYYXXX  2121 ,,,,, için

     YXYXYXX ,,, 22112211   ve

     22112211 ,,, YXYXYYX   dir.

ii) Ters simetriktir, yani,    XYYX ,,  dir.

iii) Jakobi özelliğini, yani,

     , , , , , , 0X Y Z Z X Y Y Z X          

özdeşliğini sağlar.

Lie cebirinin içeriğinin önemi , sonlu boyutlu Lie cebiri Lie grubu ile ilişik olmasıve Lie

grubunun özelliklerinin Lie cebirinde yansıyor olmasıdır.

G Lie grubunun g Lie cebiri , G üzerindeki tüm sol-invaryant vektör alanlarının kümesi

olarak düşünülebilir. Bunun dışında, G ’nin g Lie cebirini birimdeki tanjant uzayı GTe

olarak da alabiliriz.
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Örnek

Herhangi bir vektör uzayıüzerindeki bütün Lie parentezleri sıfır olarak alınırsa vektör uzayı

Lie cebiri olur ve buşekildeki Lie cebirine değişmeli Lie cebiri denir.

Örnek

nn tipindeki reel değerli bütün matrislerin kümesi ),( Rngl olsun. ),( Rngl nin bir vektör

uzayıolduğu açıktır. ),( Rngl üzerindeki Lie parantezi ),(, RnglBA  için

  BAABBA , şeklinde alınırsa ),( Rngl lie cebiri olur.

Örnek

3-boyutlu Heisenberg grubu,

































 Rzyxy

zx
G ,,:

100
10

1
şeklindedir.

Rt  için G
t

t 

















100
010
01

)( olup )(t , G üzerinde e)0( olacak şekilde bir

eğridir.

GTXt e




































000
000
010

)0(
000
000
010

)(  olur.

Rt  için Gtt 

















100
10

001
)( olup )(t , G üzerinde e)0( olacak şekilde

bir eğridir.

GTYt e




































000
100
000

)0(
000
100
000

)(  olur.
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Rt  için G

t

t 

















100
010

01

)( olup )(t , G üzerinde e)0( olacak şekilde

bir eğridir.

GTZt e




































000
000
100

)0(
000
000
100

)(  olur.

 ZYXGTe ,, olur. Burada, bunların Lie parentezlerine bakacak olursak

  ZYX , ,   0, ZX ve   0, ZY dır.

Buradan, G Heisenberg grubunun g Lie cebiri GTg e olduğundan,

 ZYXspang ,, olur.

2.4 Üstel Tasvir

Bu kısımda, G nin g Lie cebirinin G üzerindeki sol-invaryant vektör alanlarının kümesi

ve birimdeki teğet uzay )( GTe şeklinde olmasının yanısıra, bir parametreli alt grupların

kümesi vasıtasıyla da yapısınıinceleyeceğiz.

Tanım

GR : şeklindeki homomorfizmaya G ’nin 1-parametreli alt grubu denir.

G bir Lie grup ve g de onun Lie cebiri olsun. gX  olmak üzere X
dr
d

  tasviri R

nin Lie cebirinin g içine bir homomorfizmasıdır.

Reel eksen basit bağlantılıolduğundan (yani temel grubu aşikar olan bağlantılıtopolojik

uzay) X
dr
d

d X  





exp olacak şekilde GRX :exp bir tek 1-parametreli alt grup

vardır. Diğer bir deyişle, )(exp tt X tasviri , sıfır noktasındaki tanjant (teğet) vektörü

)(eX olan G nin bir tek 1-parametreli alt grubudur.

Gg :exp üstel tasviri )1(exp)exp( XX  şeklinde tanımlanır.



17

Teorem

G bir Lie grubu ve g de onun Lie cebiri olsun. gX  için

i) )(exp)exp( ttX X , Rt 

ii) ))))(exp((exp()exp( 2121 XtXtXtt  , Rtt  21 ,

iii) 1))(exp()exp(  tXtX dir.

İspat:

i)  ve  , R ’den G içine

)(exp)( tt sX ve )(exp)( stt X şeklinde tanımlanan tasvirler olsunlar. Burada Rs

dir. sX ’in tek integral eğrisi  dir ve e)0( dir.

dr
d

d ( |
dr
d

sd Xt (exp)  | sXst ) | )(exp stX
olup böylece  , sX ’in integral eğrisidir ve

e)0( dir. İntegral eğrileri tek olduğundan  dir. Böylece

);,(),(exp)(exp gXRtsstt XsX  olur. Bu eşitlikte 1t yazalım ve daha sonra s yerine

t yazalım. Buradan )(exp)1(exp tXtX  elde edilir.

Tanımdan )exp()1(exp tXtX  olup )(exp)exp( ttX X elde edilir.

ii) Xexp ’in R ’den G içine bir homomorfizma olmasından ve (i) den

)exp().exp(exp.exp)(exp)exp( 21212121 XtXtttttXtt XXX  elde edilir.

iii) 11 ))(exp())((exp)(exp)exp(   tXtttX XX olur.

Teorem

GH : tasviri bir homomorfizma olsun. O takdirde aşağıdaki diyagram değişmelidir;

GH 

exp exp

gh d  (2.1)
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İspat:

hX  olsun. O zaman GX )(exp olur. ))(exp(tXt  , sıfırdaki tanjantı ))(( eXd

olan G ’de diferansiyellenebilen bir eğridir.  homomorfizma olduğundan bu aynızamanda

G ’nin 1-parametreli alt grubu olur. Fakat )))((exp( Xdtt  tasviri sıfırdaki tanjantı

)))((( eXd olan G ’nin bir tek 1-parametreli alt grubudur.

Buradan,

)))((exp())(exp( XdttX   olur.

1t alırsak  dXdX  expexp))(exp())(exp(  elde edilir.

Örnek

A , nn lik bir matris ve ),(: RnGLR  tasviri

)exp(
!

...
!3!2

)(
0

3322

tA
n
AtAtAttAt

n

nn

 






şeklinde tanımlıolsun.

)(exp)exp( ttA A ve Aexp , R nin bir homomorfizmasıolup  , ),( RnGL nin

1-parametreli alt grubudur. Böylece matris grubu için üstel tasvir

...
!3!2

)exp(
32


AA

AA

şeklinde olur ve Lie cebiri tüm matrislerin vektör uzayının bir alt uzayıdır.

Örnek

Daha önce 3-boyutlu Heisenberg grubunun Lie cebirini incelemiştik. G Heisenberg grubunun

Lie cebiri g olsun.

Gg :exp üstel tasviri için , )exp(X ’e bakalım.

gX  için

















000
000
010

X şeklinde idi.
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...
!3!2

)exp(
32


XX

XX

şeklinde olup ...0 32  XX dan

GXX 



















































100
010
011

000
000
010

100
010
001

)exp( olur.

Benzerşekilde, gZY , için )exp(),exp( ZY üstel tasvirleride bulunabilir.

2.5 Adjoint Gösterilim

Tanım

M bir diferansiyellenebilir manifold ve G bir Lie grubu olsun.

MMG :

)),(,(),( mm   , mme ),( ),,( MmG  

şeklindeki diferansiyellenebilir tasvire G nin M üzerindeki sol etkisi denir.

Eğer MMG : tasviri G nin M üzerindeki sol etkisi ise sabit bir G noktası

için ),( mm  tasviri M ’nin bir difeomorfizmidir ve bu  şeklinde gösterilir.

Benzerşekilde,

MGM :

)),,((),(  mm  , mem ),( ),,( MmG  

şeklindeki diferansiyellenebilir tasvire G nin M üzerindeki sağetkisi denir.

Tanım

Bir G Lie grubunun kendi üzerindeki sol etkisi ile oluşan iç otomorfizması

GGGi :

)(),( 1  ii   şeklindedir.
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Birim bu etkinin sabit bir noktasıdır. Yani G için eei )( dir. O zaman

 di | e gGTe  tasviri G nin )(gAut içine bir gösterilimidir.

Bu gösterilim, Adjoint gösterilim olarak adlandırılır ve )(: gAutGAd  şeklinde

gösterilir. Adjoint gösterilimin diferansiyeli adAdd )( şeklinde gösterilir ve

 AdAd )( , XadXad )( şeklinde gösterilir.

(2.1)’ deki değişmeli diyagramdan aşağıdaki değişmeli diyagramlar elde edilir;

)(gAutG Ad

exp exp

)(gEndg ad

GG i

exp exp

gg Ad


2.6 Lie Türevi

Tanım

Rt  için tanım kümesi ))}(),((:{ mbmatMmDt  olan )()( tmX mt  olan tX

olan dönüşümü tanımlayalım.

Burada Mmbmam ))(),((: , ))(),((0 mbma ve mm )0( şeklinde olan X vektör

alanının integral eğrisidir.

Her t için MDt  ise (yani Mm için m nin tamın kümesi ),(  ) X

diferansiyellenebilir vektör alanıM üzerinde tamdır.

Bu durumda tX dönüşümleri reel sayılarla parametrelenen ve X in 1-parametreli grubu

olarak adlandırılan M nin dönüşümlerinin bir grubu şeklinde olur.
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Eğer X tam değilse tanım kümeleri t ’ye bağlıolduğundan tX dönüşümleri bir grup yapısı

almazlar. Bu durumda X ’in yerel 1-parametreli grubu olarak tX dönüşümlerinin

koleksiyonunu alabiliriz.

Bir M manifoldu üzerinde sabit diferansiyellenebilir bir X vektör alanıalalım. tX , X

ile ilişkilendirilmiş dönüşümlerin 1-parametreli yerel grubunu göstersin. M üzerindeki

diğer bir diferansiyellenebilir vektör alanıY olsun. Mm noktasında Y ’nin X ’e göre

türevini tanımlayacağız.

İlk olarak X ’in integral eğrisinde m noktasından yani )(0 mX noktasından )(mX t

noktasına gelelim ve Y ’yi burada yani )(mX t notasında değerlendirelim. Daha sonra

)(mX t
Y ’yi tX difeomorfizmasının tdX diferansiyeli ile m noktasındaki teğet uzaya yani

MTm ’ye geri taşıyalım. MTm de )( )(mXt t
YdX ve mY vektörlerinin farkınıalalım ve bu

farkıt ye bölüp 0t için limit alalım.

Diğer bir deyişle MTm değerli diferansiyellenebilir )( )(mXt t
YdXt  fonksiyonu göz

önüne alınıp 0t daki türevi alınır.

Sonuç, MTm de bir vektör olup bu vektöre Y ’nin X ’e göre Mm noktasındaki lie

türevi denir ve mX YL )( şeklinde gösterilir.

Dolayısıyla,

dt
d

t

YYdX
YL mmXt

tmX
t 


 



)(
lim)( )(

0
| )]([ )(0 mXtt t

YdX olur.

Önerme

X , M üzerinde diferansiyellenebilir bir vektör alanıolsun. O zaman M üzerindeki her

bir diferansiyellenebilir Y vektör alanıiçin  YXYLX , dir.

Önerme

G bir Lie grubu ve g de onun Lie cebiri olmak üzere, her gYX , için

 YXYXad ,))((  dir.
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3. GENEL KONTROL SİSTEMLERİ

M bir diferansiyellenebilir manifold ve )(MX ile M ’nin açık alt kümeleri üzerinde

tanımlıolan tüm diferansiyellenebilir vektör alanlarının bir kümesi gösterilsin. Her bir

)(MXX  , M üzerinde yerel difeomorfizmlerin 1-parametreli bir grubunu tanımlar. Yani

mümkün olan tüm X vektör alanlarıher bir Rt  için manifold üzerindeki vektör alanları

tarafından üretilmişadi diferansiyel denklemlerin varlık ve teklik teoreminden dolayı

MMXdomX tt )(: nin yerel bir difeomorfizm olduğu elde edilirki burada eğer

)(., xX , x noktasından geçen vektör alanının integral eğrisi ise bu takdirde

),()( xtxX X
t  ile tanımlanır.

tX ’nin tersi ,

MXdomMXdomXX tttt  )())((: şeklindedir ve tX için aşağıdakiler mevcuttur;

i) stst XXX 

ii) tt XX 
 1)(

iii) IdX 0

Tanım

),( DM sıralıikilisine bir kontrol sistemi denir. Burada M bir diferansiyellenebilir

manifold ve )(MXD  dir.

Burada M ’ye ’nın durum uzayı, D ’ye dinamik ve D ’nin elamanlarına  kontrol

sisteminin stratejileri denir.

 kontrol sistemi },,:...{ 21

21
NrRtDXXXXG J

Jr
ttt r

  pseudo grubunu

tanımlar ve Mx nin ile verilen yörüngesi G nın x üzerindeki etkisi (action) ile

verilir.

}:)({)(   GxxG 



23

Tanım

Eğer MxG  )( olacak şekilde Mx varsa  kontrol sistemine geçişlidir denir.

x ~ )(xGyy  olacak şekilde G ile M üzerinde bir bağıntıtanımlayalım. “~” bir

denklik bağıntısıdır.  kontrol sistemi geçişli ise MxG  )( , Mx  dir.

Ayrıca  ile birleşmiş },0,:...{ 21

21
NrtDXXXXS J

Jr
ttt r

  pseudo-semi

grubu elde edilir ve Mx ’nin  ile verilen pozitif yörüngesi

}:)({)(   SxxS 

şeklindedir. Bu pozitif yörüngeye x ’den ’nın ulaşılabilirlik kümesi denir.

Mx  için )()( xGxS   dir.

S tarafından tanımlanan M üzerindeki “~” bağıntısısimetrik değildir. Eğer 0t ise

tX  ’nin S ya ait olmasıgerekmez. Diğer bir deyişle DX  iken DX  olması

gerekmez.

Kontrol teorideki temel problem MxS  )( olacak şekilde DM , ve Mx altındaki

koşullarıbulmaktır. Problemin çözümü için bir x başlangıç noktasından başlayarak ’nın

D dinamiğinin negatif olmayan stratejileri ile M ’nin her noktasına ulaşmaktır. Yani ne

zaman MxS  )( dir.

MxGxS   )()( olduğunu biliyoruz. ’nın geçişliliği bu problemi çözmek için gerekli

bir şarttır fakat yeterli değildir.

Örneğin , 













dx
d

R, alınırsa o zaman RGS   )0(),0[)0( olur. Bu basit örnek

kontrol edilebilirlik probleminin çok zor bir soru olduğunu gösterir.

Teorem (Orbit Teorem)

),( DM bir kontrol sistemi ve Mx olsun. x ’in )(xG yörüngesi diferansiyellenebilir

manifold yapısına sahiptir.
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3.1 Gözlenebilirlik

Tanım

Gözlenebilir kontrol sistemi ),,,( NhDM şeklindedir.

Burada M ve N diferansiyellenebilir manifold , )(MXD  dinamik ve NMh : ye

diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.

Ayrıca M ye durum uzayı, N ye gözlemlenebilir(çıkış) uzayı ve h ye  nın

gözlenebilir (çıkış) fonksiyonu da denir.

Tanım

 bir kontrol sistemi olsun. Myx , için )()( yhxh    ,  S ise Myx ,

noktalarına  için ayırt edilemezdir denir.

Ayırt edilemezlik bağıntısıgenel olarak bir denklik bağıntısıdeğildir. D ye bağlıdır. Eğer

D sadece analitik (diferansiyellenebilir) vektör alanlarınıiçeriyorsa veya D ileri tam ise

yani her bir DX  için tX , her bir 0t için iyi tanımlıise ayırt edilemez bağıntısıbir

denklik bağıntısıdır.

x ’in denklik sınıflarıx~ ile gösterilir. Yani , }),()(:{~
 SyhxhMyx   dir.

Tanım

 bir kontrol sistemi ve Mx  olsun.

i) Mx  de ’nın yerel gözlenebilir olmasıiçin }{~ xUx  olacak şekilde x ’in bir U

komşuluğunun var olmasıdır.

Eğer Mx için (i) şartısağlanırsa yerel gözlenebilirdir.

ii) Mx  de ’nın gözlenebilir olmasıiçin }{~ xMx  olmasıgerekir. Yani ’nın

Mx de gözlenebilir olmasıiçin Sh ailesinin M nin herhangi bir noktasını x ’den

ayırmasıgerekir.

Eğer Mx için (ii) şartısağlanıyorsa  gözlenebilirdir.
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3.2 nR Üzerindeki Lineer Kontrol Sistemlerinin Gözlenebilirlik Karakterizasyonu

nR üzerindeki lineer kontrol sistemini göz önüne alalım.

BuAxx 


xCxh .)(  , )(RMC ns

).(0~
1

1

i
n

i
ACKer




 dir.

Buradan, ),,,( sn RhDR lineer kontrol sisteminin gözlenebilirliği için aşağıdaki rank

koşulu elde edilir :

 gözlenebilir   yerel gözlenebilir  n

CA

CA
CA
C

rank

n































1

2

.

.

.

Örnek

),,,( 2 RhDR sistemini göz önüne alalım. Burada,













































Ruu
y
x

y
x

D :
1
0

00
10

dir.

i) xyxh ),( fonksiyonu için,

x
y
x

yxh 





 )0,1(),( olup buradan )0,1(C dir. 







00
10

A idi.

)1,0(
00
10

)0,1( 







CA olur.

gözlenebilir  2
10
01


















rank

CA
C

rank olup  gözlenebilirdir.

ii) yyxh ),( fonksiyonu için
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y
y
x

yxh 







 )1,0(),( olup )1,0(C dir.

)0,0(
00
10

)1,0( 






CA olur.

 gözlenebilir  1
00
10













rank

CA
C

rank olup  gözlenebilir değildir.
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4. LIE GRUBU ÜZERİNDEKİLİNEER KONTROL SİSTEMLERİNİN

GÖZLENEBİLİRLİĞİ

G bağlantılıbir Lie grubu ve g ’de onun Lie cebiri olsun. G üzerindeki tüm

diferansiyellenebilir vektör alanlarının Lie cebirini )(GX ile gösterelim.

G üzerindeki Σlineer kontrol sistemi Σ= ),,,( K
GDG K şeklindedir.

Burada, D dinamiği aşağıdaki diferansiyel denklemler ailesi tarafından üretilen vektör

alanlarının kümesidir;







k

J

J
J tgYtutgXtg

1

))(()())(()(

K
Ggy K  )( , Uu .







  



m

J

mJ
J RuYuXD

1

: olup )(GXD  dir.

X vektör alanıG nin sonsuz küçük otomorfizmi , sağinvaryant vektör alanıolarak göz

önüne alınan gYY m ,...,1 ve kısıtlanmışparçalısabit kontrollerinin sınıfıU için Uu

dur.

K , G nin kapalılie alt grubu ve K
GGK : kanonik izdüşümdür.

),,,( K
GDG K lineer kontrol sistemi olsun.  kontrol sistemi , G üzerindeki genel

difeomorfizmlerin

},:...{ 21
21

RtDZZZZG i
ik

ttt k
 

pseudo grubunu ve

}0,:...{ 21
21

 i
ik

ttt tDZZZZS
k



pseudo-semi grubunu tanımlar.

 için ayırt edilemezlik Ggg 21 , için

)()( 21 gg KK    , )(  S oluyorsa 1g ve 2g noktalarıayırt edilemezdir.
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Ayırt edilemez denklik bağıntısını‘~’ ile gösteriyoruz. Gg nin denklik sınıfını g~ ve

eI ~ ile gösteriyoruz.

Eğer G nin ayırt edilemez iki noktasıyoksa  kontrol sistemi gözlenebilirdir. Gg de

 nın yerel gözlenebilir olmasıiçin g nin bir U komşuluğundaki her elemanın g ’den ayırt

edilebilir olmasıgerekir.

 GZZZ k
ttt k

 ...21
21

 olsun. Buradan her bir ki ,...,2,1 için GRi : şeklinde

diferansiyellenebilir bir eğri vardır ki her bir Gg  için

)).(()( gtXgZ it
i
t  şeklindedir.

K kanonik izdüşüm bir homomorfizma olup

1g ~ )()( 212 ggg KK    , 0t

)()( 21 gZgZ i
tK

i
tK   

))).((())).((( 21 gtXgtX itKitK   , 0t

))()).((())()).((( 21 gXtXgXtX titKtitK  

)())(()())(( 21 gXtXgXtX tKitKtKitK    , 0t

)())(())(()())(())(( 2
1

1
1 gXtXtXgXtXtX tKitKitKtKitKitK    

)())(.)((()())(.)((( 2
1

1
1 gXttXgXttX tKiitKtKiitK    

)()()()( 21 gXegXe tKGKtKGK   

)()( 21 gXgX tKtK   

))(())(( 2
1

1
1 gXgX tKKtKK    

)()( 21 gXgX tt 

)()()()( 1
22

1
21

  gXgXgXgX tttt

Gtt eggXggX   )()( 1
22

1
21

)())(( 1
21 GKtK eggX   
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K
GtK eggX   ))(( 1

21

olup )()( 1
21 Kt KerggX  olur.

Buradan,

}0),()(:{~  tKergXGgeI Kt  olmalıdır.

Önerme

}0),()(:{  tKergXGgI Kt  kümesi )( KKer  tarafından kapsanan G ’nin

normal kapalıLie alt grubudur.

İspat:

Igg 21 , için 1g ~ e ~ 2g olup

)()())(())(( 1
2121 KttKtK KerggXgXgX    olup Igg 1

21 olur. Dolayısıyla I ,

G ’nin alt grubudur.

)( ng , I da g ’ye yakınsayan bir dizi olsun. Her bir sabit t için tX nin sürekliliğinden

)()( gXgX tnt  olur. KKer K )( kapalıolduğundan )()( Kt KergX  olur.

Dolayısıyla Ig  olup I kapalıdır. G lie grubu olup I , G ’nin kapalılie alt grubudur.

I nın normal alt grup olduğunu gösterelim. IlGg  , ve 0t için Ig 1lg

olduğunu göstermek gerekir.

lIl  ~e 1lg g ~ 11 lg  ggeg ~ Ige  1lg olup normal alt gruptur.

Önerme

I , G invaryanttır.

İspat:

I ’nın G olmasıiçin Ig  ve  G için Ig )( olduğunu göstermek gerekir.

IIX t : , 0t bir otomorfizma olup IIX t  : şeklindedir. Ig  için IgX t )(
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olup I , RttXT  )( invaryanttır.

Önerme

Eğer X sonsuz küçük otomorfizm ise G ’nin Lie cebiri g her bir 0i için )(Xad i

invaryanttır.

İspat:

Önermenin 1i için ispatlanmasıyeterlidir. gY  için

 
dt
dXYYXeYX ee )(, |

ds
dY eXt t

 )(0 | )exp(0 sYs X

dt
d | et Y0 ds

d | )exp(0 sYs X ds
d | )exp(0 sYs X

olur. Diğer taraftan

 
dt
dgYX )(, | )()( )(0 gXtt t

YX  ds
d |

dt
d

s 0 | )(exp0 gXsYX ttt 

ds
d

 |
dt
d

s 0 | )))(((exp0 gXsYX ttt 

ds
d

 |
dt
d

s 0 | ))(()(exp0 gXXsYX tttt 

ds
d

 |
dt
d

s 0 | ))(exp(0 sYXR tgt 

ds
d

 | )()( exp0 sYgs XR 

ds
d

Rg  [)( | )]( exp0 sYs X

  )(,)( eYXRg 

olup buradan  YX , , )(GX ’de sağ-invaryant vektör alanıolup   gYX , , )( gY  olur.

Dolayısıyla her bir 0i için g , )(Xad i invaryanttır.
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Önerme

),,,( K
GDG K lineer kontrol sistemi olsun. I , Lie grubunun I Lie cebiri g ’nin alt

cebiri olarak X invaryanttır yani )(Xad i (I)I , .0i

İspat:

Tanım gereği )(0 Xad , g üzerinde birim tasvirdir.

],[))((1 YXYXad  ve 1i için ]),)([())(( 1 YXXadYXad ii  dir. İspatın 1i için

yapılmasıyeterlidir. Bir önceki önermede g Lie cebirinin )(GX ’de )( Xad invaryant

olduğunu göstermiştik. Yani gYXgY  ],[ idi. Diğer taraftan I ’nın T invaryant

olduğunu yani IIX t : , Rt  olduğunu ispatlamıştık.

Y I ve Rs için IsY )exp( dır.

dt
dX sY )exp( |   )())(exp( )exp(0 sYtt RsYX (I) , Rs olup bu formülden ve Lie

parantezinin tanımından )](,[ eYX I olur. Bu uygulamanın devamından ))(( YXad i I ,

0,  iZi olup ispat tamamlanmışolur.

Önerme

),,,( K
GDG K lineer kontrol sistem ve n , G ’nin boyutu olsun. K , K ’nın Lie cebiri

olmak üzere I )(
1

0
Xad i

n

i





 (K) dır.

İspat:

Eğer K bire bir ise KKerI K  )( dır. Bu yüzden K 0 alabiliriz. Buradan K

üzerinde )(Xad i etkisi ile üretilen g ’nin yeni elemanlarımuhtemelen sadece )1(  ni

adıma kadardır.

IK olduğundan önceki önermeden F )(
1

0
Xad i

n

i





 (K) I olduğunu ispatlamak

yeterlidir.
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Her bir Rt  için aşağıdaki diyagram değişmelidir;

gg tX  )(

exp exp

GG tX

Buradan, Y F , Rs için ))(exp()()exp( sYXsYX tt  dir.

Standart Lie seri açılımından

))((
!

)()(
0

sYXad
k
t

sYX k

k

k

t 



  dir.

Y F hipotezine göre 0i için ))(( YXad i K dır.

Özel olarak
dt
d |   )()())(exp(0 sYXsYX ttt K olup o zaman her bir t ve s reel sayı

çifti için KKersYX Kt  )())(exp(  elde edilir. Fakat Y I IsY  )exp( olup buda

ispatıtamamlar.

Not

g ’nin her a alt cebiri tanjant demeti TG üzerinde a yayılmasına neden olur ki

)()()( aRl la  , Gl  şeklinde tanımlıdır.

l ’nin her durumu için lR , G ’nin bir difeomorfizmi olduğundan a yayılmasıdüzenlidir,

yani )(la nin boyutu Gl  ’den bağımsızdır. Bundan başka olarak a alt cebir

olduğundan aa YXYX  ],[, olup a involüttür.

Frobenious teorem bu yayılmanın integrallenebilirliğini sağlar ve bu açıdan Gl

noktasından geçen AglIn
a

 )( şeklinde verilen a ’nın )(lIn
a

integral manifoldu

vardır. Burada A , G ’nin bağlantılıLie alt grubudur ve a , A ’nın Lie cebiridir.

I ile üretilen I yayılmasıve G Lie grubu üzerindeki  lineer kontrol sistemi için

sonuçlarıverilen yerel gözlenebilirlik şartlarınıgöz önüne alacağız.
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Teorem

),,,( K
GDG K lineer kontrol sistemi olsun. ’nın yerel gözlenebilir olmasıiçin gerek

ve yeter koşul I 0 olmasıdır.

İspat:

Eğer  sıfır yayılma değilse etkisiz elemandan geçen integral manifoldu , eI ~ , G ’nin

aşikar alt grubu değildir. Bundan başka Gg  ve g ’nin her bir U komşuluğu için

UIgUg ~ yapısı g ’yi içeren G ’nin aşikar alt manifoldu değildir. Bu ’nın yerel

gözlenebilir olmamasınısonuçlandırabilir. Bu bize I 0 olduğunu ispatlamayıhatırlatır.

Eğer I 0 ise I , G ’nin ayrık Lie alt grubudur. Sonuç olarak her bir Gg  için g ’nin

}{~ gUg  olacak şekilde bir U komşuluğu vardır. Buradan  yerel gözlenebilirdir.

Not

Elbette ki yerel gözlenebilirlik , gözlenebilirlik için gerekli bir şarttır. Fakat nR nin

durumuna karşılık I }0{ şartıI ’nın aşikar alt grup olmasınıgerektirmez. Gerçekten nR

nin ayrık reel vektör alt uzayıyoktur. Keyfi Lie gruplarıayrık alt gruplar içerebilir. ’nın

gözlenebilirliği için bazıgenel sonuçlarıele alalım. G ’nin belirli bir alt grubunu incelemek

zorundayız. Bu sabit nokta G üzerindeki RttXT  )( etkisidir. Daha açık olarak iyi

tanımlanmış

GGR  :

)(),(),( gXgtgt t

etkisi vardır. I , T invaryant olduğundan IIR  )( elde edilir.

},)(:{)( RtggXgTFix t 

X , G ’nin sonsuz küçük otomorfizmi olduğundan )(TFix , G ’nin kapalıLie alt grubudur.

Teorem

),,,( K
GDG K lineer kontrol sistemi olsun. O zaman ’nın gözlenebilir olmasıiçin
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gerek ve yeter koşul

1) I 0

2) }{)()( eKerTFix K  

dur.

İspat:

)( }{eI  olduğunu kabul edelim. O zaman I sıfır olmalıdır. Eğer )( KKerg  T

etkisi ile sabit nokta ise )()( Kt KergX  , Rt  olup sonuçta eg  dir.

)( I 0 ise I , )( KKer  nın ayrık Lie alt grubudur. Ig alalım ve

‘ g nin }{gR  ye kısıtlanması’ sürekli tasvirini göz önüne alalım. g nin tanım

kümesi bağlantılıolduğundan }:)({)Im( RtgX tg  bağlantılıdır. Fakat 0X , G ’nin

birim tasviridir ve I , T invaryant olup Ig g  )Im( dır. I ayrık olduğundan sonuçta

)Im(}{ gg  dir. Buradan )(TFixg  dir. Fakat )( KKerI  olup sonuç olarak eg 

ve  gözlenebilirdir.

Örnek

3-boyutlu Heisenberg grubu

































 Rzyxy

zx
G ,,:

100
10

1

üzerindeki ),,,( K
GDG K kontrol sistemini göz önüne alalım.

1) }0),()(:{~  tKergXGgeI Kt  için IK  alınırsa I
GGI :

gözlenebilirlik fonksiyonudur.

})(:{)(
I

GII egGgKer   dır.

}:{ GggII
G  olduğundan IeI  dır.
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)( IKerg  için IgIgIeg
I

GI )( olup IKer I )( olur. Diğer taraftan

Ig  için IgIeg
I

GI )( olup tanım gereği )( IKerg  olup dolayısıyla

}{)( eIKer I  olur. I=0 olduğundan  yerel gözlenebilirdir. Bundan başka, }{eI 

olmasıgenel gözlenebilirliği sağlar.

2)

















000
000
010

X olmak üzere )exp(RXK  olsun. Bu durumda )exp(: RX
GGK 

K
















100
10

1
y
zx

=
















100
010

1 zx

şeklindeki gözlenebilirlik fonksiyonu için, )}exp()(:{)( RXgGgKer KK   ’den

)( KKer  =
































Rtt :

100
10

001
bulunur. Bu örnekte I=0 dır.

Diğer taraftan sabit noktaları yani )(TFix kümesini bulalım. Gg için

0)exp()exp(  ytXggtX olmasından
































 Rca

zx
TFix ,:

100
010

1
)( olur. Sonuç

olarak }{)()( eKerTFix K   olup  genel gözlenebilirdir.
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5. SONUÇLAR

Bağlantılıbir Lie grubu üzerindeki lineer kontrol sistemleri için sapan vektörü sonsuz küçük

otomorfizma ve çıkışfonksiyonu da bir çeşit izdüşüm fonksiyonu olmak üzere yerel ve genel

gözlenebilirliği incelenmiştir. Ayırt edilemeyen noktaların kümesi I nın kapalınormal ad(X)-

invaryant bir Lie grubu yapısına sahip olduğu gösterilmiştir. I Lie grubunun Lie cebiri yapısı

ve özellikleri incelenmiş, bu cebir yapısıyla yerel gözlenebilirlik ve sabit noktaların kümesi ile

çekirdeğin arakesiti de göz önüne alınarak genel gözlenebilirlik sağlanmıştır. Gözlenebilirlik

karakterizasyonu için iki örnek verilmiştir.
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