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OZET

GRACEFUL CIZGELER

Zeliha BOZGAC
Matematik Anabilim Dali
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Mayis 2022

Danigman : Prof. Dr. Emrah AKYAR

Bu tezde ¢izgelerin graceful etiketlemesi ele alinmis ve bu konuda elde edilen 6nemli sonuglar
gesitli kaynaklardan derlenmigtir. 1960’larin ortalarinda ¢aligilmaya baglanan ¢izge etiketleme, belli
kosullar altinda tamsayilarin bir ¢izgenin kose noktalarina, kenarlarina veya hem kose noktalarina
hem de kenarlarina atanmas iglemidir. Graceful etiketlemenin diginda ¢ok sayida ¢izge etiketleme
yontemi de aragtirmacilar tarafindan halen yogun olarak galisilmaktadir. Kenar sayis1 m olan bir
gizgenin tliim koge noktalarina 0 ile m arasinda farkl tamsayilar atansin. Cizgenin kenarlari da ug
noktalara atanan tamsayilarin farklarinin mutlak degeri ile etiketlensin. Eger bir ¢izgenin tiim ke-
narlar1 bu sekilde 1 ile m arasindaki farkli tamsayilarla etiketlenebiliyorsa bu etiketlemeye graceful
etiketleme, gizgeye de graceful cizge denir.

Calismada gizgeler ile ilgili 6n bilgiler verildikten sonra ilk olarak graceful ¢izgelerin tanimi ve
temel Ozellikleri siralanarak graceful ¢izgeleri karakterize eden bazi énemli sonuglar sunulmusgtur.
Daha sonra tam c¢izge, iki kiimeli tam c¢izge, dongii ¢izge, Euler cizge gibi temel ¢izge ailelerinin
graceful etiketlemesi ele alinmistir. Ardindan dongii benzeri cizgelerin graceful etiketlemeleriyle
¢izgelerin Kartezyen carpimlarinin graceful etiketlemeleri ele alimmigtir. Daha sonra Ringel-Kotzig
sanis1 ve ¢ok sayida Ozel agag ailesinin graceful etiketlemeleri sunulmusgtur. Son olarak, ¢gizgelerin

birlegimlerinin graceful olup olmadigi incelenmis ve graceful gizgelerin bir uygulamasi verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Cizge, Graceful Cizge, Cizge Etiketleme
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ABSTRACT

GRACEFUL GRAPHS

Zeliha BOZGAC
Mathematics Department

Eskisehir Technical University, Institute of Graduate Programs, May 2022

Supervisor : Prof. Dr. Emrah AKYAR

In this thesis, graceful labeling of graphs is discussed and important results obtained on this subject
have been compiled from various sources. Graph labeling, which began to be studied in the mid-
1960s, is the process of assigning integers to vertices, edges, or both vertices and edges of a graph
under certain conditions. Apart from graceful labeling, many graph labeling methods are still being
studied intensively by researchers. Graceful labeling is a special graph labeling of a graph on m
edges in which the nodes are labeled with a subset of distinct nonnegative integers from 0 to m
and the graph edges are labeled with the absolute differences between node values. If the resulting
graph edge numbers run from 1 to m inclusive, the labeling is called a graceful labeling and the
graph is said to be a graceful graph.

In the study, after giving preliminary information about the graphs, firstly the definition and
basic properties of graceful graphs are listed and some important results characterizing graceful
graphs are presented. Afterward, graceful labeling of basic graph families such as complete graph,
complete bipartite graph, cycle graph, Euler graph is discussed. Then, graceful labeling of cycle-
related graphs and graceful labeling of Cartesian products of graphs are discussed. Next, the
Ringel-Kotzig conjecture and graceful labeling of many special tree families are presented. Finally,
it is examined whether the union of graphs is graceful and an application of graceful graphs is

given.

Keywords: Graph, Graceful Graph, Graph Labeling
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

G=(V,FE) : Kose noktalar: kiimesi V' ve kenarlar kiimesi £ olan
bir G gizgesi

A(G) G ¢izgesinin maksimum derecesi

4(G) G ¢izgesinin minimum derecesi

K, n koge noktal tam ¢izge

Kpn Iki kiimeli tam cizge

= n kose noktal patika ¢izge

Ch n kose noktali dongii ¢izge

Wi n kose noktali tekerlek cizge

nky Fransiz n-pervane ¢izge

E, n-pervane cizge

nk,, n tane K, tam cizgenin tek noktada birlestirilme-
siyle elde edilen ¢izge

R, 2n kose noktali tag ¢izge

H, 2n kose noktali diimen c¢izge

Tom : Tadpole ¢izge

G, 2n — 1 kose noktal digli gizge

,_
8
—

x gercel sayisindan daha kii¢lik veya egit olan en

biiyiik tam say1

GUH . G ve H cizgelerinin Kartezyen ¢arpimi
Y, . 2n kose noktali prizma cizge
Qn . n-kiip cizge

Sh . n kose noktal yildiz cizge

B, . n kose noktali binomial ¢izge
£(v) : v koge noktasimin digmerkezligi
rad(G) : G ¢izgesinin yarigapi

diam(G) . G gizgesinin ¢api

Fok . (n, k)-havai figek ¢izge

By, k : (n, k)-muz agaci

P(n, k) : Genellegtirilmis Petersen ¢izge
P : Petersen cizge
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1 GIRIS

(Cizge etiketleme, belli kogullar altinda tamsayilarin ¢izgenin kose noktalarina,
kenarlarina veya hem kose noktalarina hem de kenarlarina atama iglemidir. Cizge
etiketleme ilk olarak 1960’larin ortalarinda ¢aligilmaya baglanmig ve o zamandan gii-
niimiize kadar ¢ok sayida c¢izge etiketleme yontemi elde edilmistir. Cizge etiketleme,
arastirmacilarin halen {izerinde yogun olarak calistig1 bir konu olup bugiine kadar
bu konuda 3000’den fazla yayin iiretilmistir.

Cogu ¢izge etiketleme yontemi Rosa tarafindan 1967de yapilan ¢alismaya (bkz.
[31]) veya 1980 yilinda Graham ve Sloane’nin ¢aligmasina dayanir (bkz. [16]).

Bu calismada cizgelerin graceful etiketlemesi ele alinmis ve bu konuda elde edi-
len 6nemli sonuglar ¢esitli kaynaklardan derlenmistir. Kenar sayis1t m olan bir ¢iz-
genin graceful etiketlemesi, ¢izgenin koge noktalari 0 ile m arasindaki tamsayilarla
etiketlendiginde, her bir kenarin da u¢ noktalarina atanan tamsayilarin farklarinin
mutlak degeri ile etiketlendigi kabul edildiginde tiim kenarlarin 1 ile m arasindaki
farkli bir tamsayinin atanmasidir. Her ne kadar graceful etiketleme ilk olarak Rosa
tarafindan ¢alisilmig olsa da Rosa bu terminolojiyi kullanmamig, graceful etiketleme
yerine [-degerleme ([-valuation) kavramimi kullanmigtir. Graceful etiketleme kav-
ram1 Golomb tarafindan literatiire kazandirilmigtir (bkz. [15]). Bir gizgenin graceful
etiketlemesi varsa bu ¢izgeye graceful ¢izge adi verilir.

Graceful etiketleme konusu Ringel ve Rosa’nin tez danigmani olan Kotzig’in ismi
ile adlandirilan Ringel-Kotzig sanisi ile popiilerite kazanmigtir. Ringel-Kotzig sa-
nisi, tiim agaclarin graceful ¢izge oldugunu iddia etmektedir. Bircok matematikgi
bu saniy1 kanitlamak i¢in yogun ¢aba sarfetmis ve en sonunda 8 Ocak 2020 yilinda
yaklagik 60 yillik olan bu san1 Richard Montgomery, Alexey Pokrovskiy ve Benny
Sudakov tarafindan kamtlanmigtir (bkz. [25]). Bu kamt verilinceye kadar saninin
dogru oldugu baz 6zel agaclar i¢in gosterilmistir. Ne yazik ki ¢izge etiketleme konu-
sunda az sayida genel sonug mevcuttur. Aslinda graceful etiketleme konusunda gogu
¢izge ailesi i¢in bile genel bir sonug verilebilmesi miimkiin degilken sadece baz 6zel
sonuclar verilebilmektedir.

Ug béliimden olusan bu calismada ilk olarak cizge kuramn ile ilgili temel konular
ve bazi 6zel ¢izgeler verilmigtir. Béliim 3.1 ile graceful etiketleme tanimlandiktan
sonra graceful etiketlemenin temel Ozellikleri verilmigtir. Ayrica graceful ¢izgeleri
karakterize eden bazi sonuclara da yer verilmigtir. Ayni béliimde tam cizgeler, iki
kiimeli tam ¢izgeler, dongii ¢izgeler, Euler cizgeler gibi temel ¢izge ailelerinin graceful
etiketlemesi de ele alinmigtir. Bunun yanisira tekerlek ¢izge, tac ¢izge, diimen cizge,

tek kirige sahip dongii ¢izge gibi dongii benzeri ¢izgelerin graceful etiketlemeleri



de incelenmisgtir. Boliim 3.1 igerisinde son olarak c¢izgelerin kartezyen carpimlarinin
graceful etiketlemeleri ele alinmigtir.

Boliim 4 ile Ringel-Kotzig sanis1 verildikten sonra patika, tirtil, 1stakoz, binomial,
yildiz, muz agaci, havai figek gibi ¢ok sayida 6zel agag ailesinin graceful etiketlemeleri
sunulmugtur.

Son olarak Boliim 5 ile Petersen ¢izge, genellestirilmis Petersen ¢izge gibi bazi
ozel cizgelerin graceful etiketlemeleri ele alindiktan sonra ¢izgelerin birlegimlerinin
graceful olup olmadigi incelenmistir. Béliimiin sonunda graceful gizgelerin bir uygu-
lamasi olarak H ¢izgesi m kenarl graceful bir ¢izge oldugunda Ko, tam ¢izgesinin

bir dongiisel H-parcalanisinin oldugu kanitlanmigtir.



2 ON BILGILER

Bu boliimde ilerleyen boliimler icin gerekli olan temel tanim, teorem ve gos-
terimler verilecektir. Cizge kuramn ile ilgili daha detayh bilgi edinmek i¢in [3, 36]

referanslarindan yararlanilabilir.

2.1 Temel Kavramlar

Tanim 2.1. Bir G ¢izgesi,elemanlar kise noktasi olarak adlandurilan, bos kiimeden
farkl, sonlu bir V' kiimesiyle, elemanlar kenar olarak adlandirilan ve V' kiimesinin

ki elemanly alt kiimelerinden olusan E kiimesi yardimayla tanimlanir. Bu durumda
G c¢izgesi G = (V, E) seklinde yazilur.

Eger birden fazla sayida ¢izge ele aliniyorsa karigiklik olmamasi i¢in hangi ¢izge-
nin koge noktalar ya da kenarlar kiimesinden bahsedildigini belirtebilmek icin V' ve
E yerine sirasiyla V(G) ve E(G) gosterimleri kullamlabilir.

Ornegin, Sekil 2.1 ile kose noktalar: kiimesi
V = {a7b7c7d7e7f7g7h7i7j7k}
ve kenarlar kiimesi

{{i, e}, {i, e}, {i, k}, {a, b}, {a, e}, {a, g}, {a, j}, {b, ¢}, {0, f},{b, h}, {c, d},
{c.g9}Ad e}, {d, h},{d, 5} {e, [}, {f. k}. {9, k), {h, B}, {5, K}

olan bir ¢izge 6rnegi verilmistir.

R

/\

Sekil 2.1: Bir ¢izge 6rnegi




Sekil 2.1 ile verilen ¢izgedeki gibi iki koge noktasi arasinda en fazla bir kenarin
oldugu, kenarlarin yonlendirilmedigi ve bir koge noktasindan kendisine c¢izilen ke-
narlara izin verilmeyen ¢izgelere basit ¢izge denir. Bu tezde sadece basit ¢izgeler ele

alinmigtir.

Tanim 2.2. Bir G ¢izgesinin u ve v kose noktalar, arasinda bir kenar varsa u ve v
kése noktalarina komsu kose noktalar, denir. Bir u kdose noktaswyla komsu olan tim
kdse noktalarina kisaca u’ nun komsular, denir. Benzer olarak eger iki kenarin ortak

bir kése noktast varsa bu kenarlara da bitisik kenarlar denir.

Tanim 2.3. Bir G c¢izgesinde v kose noktasimin derecesi diye v kose noktasindan

¢ikan kenar sayisina denir ve v kise noktasinin derecesi deg(v) seklinde gdsterilir.

Tanim 2.4. Bir G = (V, E) ¢izgesinde vy, v1,...,vx € V' olmak tizere
VoU1, V1V2, - -+ , Uk—1Vk

seklinde ardisik kenarlar bitisik ya da ozdes olacak bicimdeki kenarlarin sonlu dizi-
sine G i¢inde vy ve v, kiose noktalarina birlestiren bir yolculuk denir. vg ve vy, kdse
noktalariny birlestiren yolculuk, vo — vy — ... = vp_1 — v seklinde de gosterilir.

Bir yolculuktak: kenar sayisina ise o yolculugun uzunlugu denir.

Tanim 2.5. G ¢izgesindeki bir yolculugun tim kenarlary farkl ise bu yolculuga bir

tur denir. Eger turun tim kdse noktalary da farklysa o zaman bu tura bir yol denir.

Yol taniminda tiim kdse noktalarinin farkli olmasi istense de yolun baglangic ve
bitis noktalarinin ayni olmasina izin verilebilir. Bu gekilde olan, yani baglangic ve
bitis noktalar: ayni olan yola ise dongii denir. Eger yolculuk ve turun baglangic ve
bitis noktalar1 ayni ise bu yolculuk ve tura sirasiyla kapali yolculuk ve kapali tur

denir.

Tanim 2.6. Herhangi iki kose noktasy arasinda bir yol bulunan ¢izgelere baglantil

ya da tek par¢a ¢izge denir.

Sekil 2.2 ile baglantili G ¢izgesi ve baglantili olmayan G ¢izgesi verilmistir.

Bir G gizgesi birden fazla sgekilde c¢izilebilir. Cizge cizilirken kose noktalarinin
diizlem {tizerinde hangi koordinatlarda olacagi ya da kenarlarinin diiz ¢izgilerle mi
yoksa egrilerle mi ¢izilecegi, hatta bu kenarlarin birbirleriyle kesisip kesigmeyecegi
onemli degildir. Dolayisiyla "aym" cizge farkh sekillerde cizilebilir. Ornegin, Sekil 2.3
ile verilen iki ¢izge birbirinden farkli gibi goriinse de aslinda ikisi de ayni ¢izgedir.
Eger G; = (Vi, Ey) ve Gy = (V, Ey) ¢izgeleri verildiginde V; = V, ve Fy = Es
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G1 G2

Sekil 2.2: Baglantili ve baglantili olmayan ¢izge 6rnekleri

. / / e
/ f

d'\ ‘

Sekil 2.3: 5 kose noktali, 7 kenarli aym ¢izgenin iki farkl ¢izimi

S

a®

oluyorsa G ve Gy ¢izgelerine aym (esit) ¢izgeler denir.

Buna gore Sekil 2.3 ile verilen Gy = (V4, E1) ve Gy = (Va, Ey) gizgeleri igin
Vi=Vo={a,b,c,d, e} ve By = Ey = {ab,ac, ad, ae, be, cd, de}

oldugundan iki ¢izge aym ¢izge olur.
Bazen verilen iki ¢izge ayni olmasa da ¢izgelerden birinin kése noktalarinin ad-
lar silinip, kdse noktalar uygun sekilde yeniden adlandirilarak cizgeler ayni hale

getirilebilir. Bu tiir ¢izgelere ise izomorfik ¢izgeler denir.

Tanim 2.7. G1 = (V1, Ey) ve Gy = (Vs, Ey) ¢izgeleri verilsin. Eger a,b € V; kdse
noktalar, Gy ¢izgesinde komgu kose noktalar < ¢(a), p(b) € Vy kiose noktalar, G
cizgesinde komsu kése noktalar olacak sekilde bir ¢ : Vi — Vy birebir dontisimi
varsa, Gy ve Gy ¢izgelerine izomorfik ¢izgeler denir ve bu durum G, = G5 seklinde
gosterilir. Bu sekilde ¢ doniisimiine ise Gy ile Gy arasinda bir izomorfizm dontistimii

denir.



Ornegin, Tamm 2.7 kullanilarak Sekil 2.7 ile verilen G; ve G5 cizgelerinin izo-

morfik ¢izgeler oldugu kolayca dogrulanabilir.

G1 G2

Sekil 2.4: Izomorfik Gy ve Gy cizgeleri

Baglantili bir G ¢izgesinde G'nin her kenarini tam olarak bir kez bulunduran
C kapali turuna Euler turu denir. Euler turu bulunduran baglantili bir ¢izgeye ise
Euler cizge adi verilir.

Bir ¢izgenin Euler ¢izge olup olmadigini agsagidaki teorem yardimiyla hemen soy-

lenebilir.

Teorem 2.1. Baglantily bir G ¢izgesinin Fuler ¢izge olmasu i¢in gerek ve yeter kosul

G c¢izgesinin her kése noktasinin derecesinin ¢ift olmasidar.

Ornegin, Sekil 2.5 ile verilen Gy cizgesi bir Euler cizge iken G cizgesi Euler cizge
degildir.

G1 GQ
Sekil 2.5: G; Euler ¢izgesi ve Euler olmayan G5 ¢izgesi

Tanim 2.8. Bir ¢izgenin kenarlar, diizlemde birbiriyle kesismeden ¢izilebiliyorsa bu

cizgeye diizlemsel ¢izge adu verilir.

Ornegin, Sekil 2.6 ile verilen cizge kenarlari birbiriyle kesismeden cizilebildigi
i¢in diizlemsel bir ¢izgedir. Ancak Sekil 2.7 ile verilen ¢izge kenarlar1 kesigtirilmeden

gizilemediginden diizlemsel ¢izge degildir.
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Sekil 2.6: Diizlemsel bir ¢izge 6rnegi

Sekil 2.7: Diizlemsel olmayan bir ¢izge 6rnegi

Tanim 2.9. Bir ¢izgenin her kose noktasindan gegen dongiiye Hamilton dongiisi
denir. Bir Hamilton dongiisi bulunduran ¢izgeye Hamilton ¢izge denir. (izgede her
kése noktasindan gegen bir dongi yok ancak bir yol varsa bu ¢izgeye yart Hamilton

¢izge denar.

2.2 Baz Ozel Cizgeler

Burada, sonraki boliimlerde graceful olup olmadigi incelenecek olan bazi 6zel

gizgeler tanimlanarak bu gizgelerin gesitli 6zellikleri verilecektir.

Tanim 2.10. Herhangi ki kése noktasi arasinda bir kenar bulunduran ¢izgeye tam

¢izge denir. Kose noktalarinin sayist n olan bir tam ¢izge K, ile gosterilir.

Tam ¢izgenin tanimi geregi K, ¢izgesinin (g) = @ kenar1 vardir. K, ¢izge-
sinin tiim kose noktalarinin dereceleri n — 1 olur. Bu sekilde tiim kose noktalarinin
dereceleri ayni olan cizgelere regiiler ¢izge denir.

Sekil 2.8 ile baz1 n degerleri i¢in K, tam c¢izgeler verilmistir.

Tanim 2.11. Tim kése noktalarinin derecesi 2 olan baglantily ¢izgeye dongii ¢izge

denir ve n > 3 i¢in n kése noktast olan bir dongi ¢izge C,, ile gosterilir.

C,, dongii cizgenin n tane kenar1 vardir ve 2-regiiler bir ¢izgedir. Sekil 2.9 ile bazi

n degerleri i¢in C, tam ¢izgeler verilmisgtir.
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Sekil 2.8: n =4,5,6 i¢in K, tam ¢izgeler

B
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Sekil 2.9: n = 4,5,6 i¢in C,, dongii ¢izgeler

Tanim 2.12. Sadece 2 kise noktasinan derecesi 1, (varsa) diger kise noktalarinin
derecesi ise 2 olan baglantily ¢izgeye patika ¢izge denir ve n kdése noktalr bir patika
cizge P, ile gosterilir.

Sekil 2.10 ile baz1 n degerleri i¢in P, patika cizgeler verilmistir.

Sekil 2.10: n =4, 5,6 i¢cin P, patika cizgeler

Tanim 2.13. C,_; ¢izgesinin tim kése noktalarinin yeni bir kése noktasy ile bir-
lestirilmesiyle elde edilen ¢izgeye tekerlek ¢izge denir. n > 4 olmak tizere, n kiose

noktasi olan bir tekerlek ¢izge W, ile gosterilir.

n kose noktali W, ¢izgesinin 2n — 2 tane kenar1 vardir. Sekil 2.11 ile baz1 n

degerleri i¢in W,, tekerlek cizgeler verilmigtir.

Tanim 2.14. Bir ¢izgenin tim kdse noktalar:, ayniy kiimenin herhangi iki kose nok-
tasy arasinda bir kenar olmayacak sekilde A ve B gibi ayrik iki kiimeye ayrilabiliyorsa

bu ¢izgeye ki kiimeli ¢izge denir.
Sekil 2.12 ile iki kiimeli bir ¢izge 6rnegi verilmistir.

Tanim 2.15. ki kiimeli bir cizgede A kiimesindeki keyfi bir kése noktasinan B kii-
mesindekt tim kése noktalaryla arasinda bir kenar varsa bu iki kimeli ¢izgeye, iki
kiimeli tam ¢izge denir. Eger |A| = m ve |B| = n ise bu iki kimeli tam ¢izge K, ,,

ile ifade edilir.
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Sekil 2.11: n = 5,6, 7 icin W,, tekerlek ¢izgeler
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Sekil 2.12: Iki kiimeli bir cizge 6rnegi
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Sekil 2.13 ile K34 ve K5 iki kiimeli tam ¢izge ornekleri verilmistir.
Tanim 2.16. Dongii icermeyen, baglantily ¢izgelere agag denir.

Agaglarda derecesi 1 olan koge noktalarina agacin yapraklari denir. Buna gore,
Sekil 2.14 ile verilen Gy agacinda {f, g, h,i} koge noktalar1 birer yapraktir. En az
iki kose noktasi olan bir agacin en az iki yaprag vardir. Ayrica, n kose noktali bir
agacin kenar sayisi n — 1 olur.

Sekil 2.14 ile iki farkli agag 6rnegi verilmistir.

Baglantili bir ¢izgede bir v kose noktasina en uzakta olan koge noktasi ile v koge
noktasi arasindaki uzaklik, v kége noktasinin dig merkezligi olarak adlandirilir ve e(v)
ile gosterilir. Baglantili bir GG ¢izgesinde tiim kose noktalarin dig merkezliklerinin en
kiigiigiine GG ¢izgesinin yarigap1 denir ve rad(G) ile gosterilir. Dig merkezliklerin en

biiyiigii ise ¢ap olarak adlandirilir ve diam(G) ile gosterilir.

d e f 9 a b c d e
a b ¢ f g

Sekil 2.13: K34 ve K5 iki kiimeli tam ¢izgeler
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Sekil 2.14: Agag 6rnekleri

Ornegin, Sekil 2.15 ile verilen cizgenin yaricap: 3, cap1 4 ve bu cizgede a kose

noktasimin dig merkezligi €(a) = 3, i koge noktasinin dig merkezligi (i) = 4 olur.

J a

<
>

g

d‘ *c

Sekil 2.15: Cap1 4 ve yaricap: 3 olan bir gizge
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3 GRACEFUL CIZGELER

3.1 Graceful Cizge

Alexander Rosa, m kenarh bir G = (V, F) ¢izgesi i¢in f : V — {0,1,2,...,m}
seklinde tanimlanan ve ¢izgenin xy kenari | f(x)— f(y)| seklinde etiketlendiginde tiim
kenarlar {1,2,...,m} kiimesindeki farkli sayilarla etiketlenecek sekildeki birebir f
fonksiyonunu G ¢izgesinin bir S-degerlemesi olarak adlandirmigtir (bkz. [31]). Gii-
niimiizde ise S-degerleme yerine Golomb’'un, graceful etiketleme ifadesi daha yaygin
olarak kullanilmaktadir (bkz. [15]).

Bu béliimde, hangi ¢izgelerin graceful etiketlemeye sahip olup hangi ¢izgelerin

ise bu sekilde etiketlenemeyecegi incelenmisgtir.

Tanim 3.1. G ¢izgesi m > 1 kenarl basit bir ¢izge olsun. Eger G 'nin kdése noktalar,
tim kenarlarin uglarimin farkinin mutlak degeri 1 ile m arasindaki tim degerleri bir
kez alacak sekilde, O ile m arasindaki farkl tam saylarla etiketlenebiliyorsa bu tir
etiketlemeye graceful etiketleme denir. Bir ¢izgenin graceful etiketlemesi varsa bu
¢izgeye graceful gizge denir. Aksi halde G ¢izgesine graceful olmayan (ungraceful ya

da disgraceful) ¢izge denir.

Sekil 3.16 ile graceful etiketlemeleriyle birlikte iki farklh graceful ¢izge Ornegi

verilmektedir.
12 2 12
N 10 ~ o
11 2
L 4y
10 6
12 8 1 5 9 / \ 6
o— 4 —
9 3 12 /77 3TN\ U
o— 6 ° 2 So’ 5
,/ N, / N
4 7 A\ / 1 \o

Sekil 3.16: Graceful etiketlemeleri ile birlikte iki farkh graceful ¢izge 6rnegi

Tanim 3.1 geregi eger bir GG ¢izgesi graceful ¢izge ise ¢izgenin koge noktalarinin

sayis1 n ve kenarlarinin sayis1 m olmak iizere,
n<m-+1

esitsizligi gegerli olur. Baglantili ¢izgeler i¢in bu esitsizligin saglandigi agiktir. Bu du-

rumda baglantili olmayan c¢izgeler bu esitsizligi saglamadiginda graceful olmadiklar:

11



hemen soylenebilir. Ornegin, Sekil 3.17 ile verilen baglantisiz cizge hem Tanim 3.1

geregi hem de yukaridaki egitsizligi saglamadigindan graceful ¢izge degildir.

Sekil 3.17: Graceful olmayan baglantisiz bir ¢izge 6rnegi

Bir ¢izgenin ¢ok sayida farkli graceful etiketlemesi var olabilir. G gizgesi n koge
noktali, m kenarl ve {l,ls,...,l,} seklinde etiketlemeye sahip olan graceful bir
gizge olsun. Bu durumda {m — l;,m — ly,...,m — [} etiketlemesi de bir graceful

etiketleme olur. Sekil 3.18 ile bu duruma bir 6rnek verilmektedir.

Qe——3 3 4 e——3 o]
4 1 4 1
fo—2—a9 Qe—2——e2

Sekil 3.18: Aymi graceful ¢izgenin iki farkl graceful etiketlemesi

Ko6se noktalariin sayist 5’den az olan baglantili tiim ¢izgeler graceful ¢izgelerdir.
4 kose noktali birbirine izomorfik olmayan tiim baglantili graceful ¢izgeler Sekil 3.19

ile verilmigtir.

2
A R S T S
3
Qe—3 3 0e—14 ° 4 2 e 3
4 1 5 1/2 l 1/3
4 o—2 ') 5-./3 *9 4./4 ()

Sekil 3.19: 4 kose noktali birbirine izomorfik olmayan baglantili graceful ¢izgeler

Graceful olmayan ¢ok sayida ¢izge mevcuttur. Erdds, yayinlanmayan bir ¢aligma-
sinda ¢ogu cizgenin graceful olmadigim ifade etmistir (bkz. [16]). Ornegin, C5 dongii

cizge graceful olmayan bir cizgedir. Gergekten de, C5 ¢izgesinin kose noktalarinin
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sayisi ile kenar sayisi egit oldugundan her graceful etiketlemede 0 ve 5 ile etiketlenen
koge noktalar komgu olmak zorundadir. Buna gore C5 in graceful etiketlemesi i¢in
Sekil 3.20 ile verildigi gibi 24 farkl segenek s6z konusudur. Bu segeneklerin hig birisi
de graceful bir etiketleme degildir.

5
—
. b-al \
" ; ol le—yl -z |=-0
|z =yl /00
‘ =~ 0]
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¥
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= RO B GO GO = = NN RO DD b b G0 GO RO N =
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DO b= QO k= QOO N = s = N =R WWN R NBR W

Sekil 3.20: C5 ¢izgesinin higbiri graceful olmayan 24 farkh etiketlemesi

Aslinda 5 kdge noktali, baglantili olan sadece 3 tane graceful olmayan ¢izge vardir.

Bu cizgeler Sekil 3.21 ile verilen C5 dongii ¢izge, papyon ¢izge ve K5 tam ¢izgeleridir.

AN
AANRAY|

Sekil 3.21: 5 kose noktali, baglantili, graceful olmayan tiim ¢izgeler

Verilen keyfi bir ¢izgenin graceful olup olmadiginin yukarida C5 cizgesinin gra-
ceful olmadigimin gosterilmesi gibi tiim secenekler tek tek incelenerek belirlenmesi
mimkiin degildir.

Agagida bir ¢izgenin graceful ¢izge olmasi i¢in bir gerek kosul verilmigtir.

Teorem 3.1. G c¢izgesi n kose noktalr, m kenarly bir ¢izge olsun. G ¢izgesi grace-

ful ¢izge ise G ¢izgesinin tek saylarla etiketlenen kose noktalarinin kimesiyle, ¢ift
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saylarla etiketlenen kose noktalarimin kimes: arasindaki kenar sayist
m+1
2

Kamit. G cizgesi n kose noktali, m kenarli graceful bir gizge olsun. Bu durumda G

olur.

¢izgesinin n tane koge noktasi tek sayilarla etiketlenenler ve ¢ift sayilarla etiketle-
nenler geklinde iki kiimeye ayrilabilir. G ¢izgesinin m tane kenar1 1’den m’ye kadar
sayilarla etiketleneceginden bu kenarlarin LmTHJ tanesi tek sayi ile etiketlenir. Tek
say1 ile etiketlenen bir kenarin ug noktalarindan birisi tek, birisi de ¢ift say1 olaca-
gindan tek sayilarla etiketlenen kose noktalarinin kiimesiyle, ¢ift sayi ile etiketlenen

koge noktalarimin kiimesi arasindaki kenar sayisi LmTHJ elde edilir. UJ

3.2 Graceful Tam Cizgeler

Teorem 3.1 yardimiyla bazi K, tam cizgelerin graceful ¢izge olmadigi hemen
sOylenebilir. Gergekten de, K, tam ¢izgesinin (g) — @ tane kenari vardir. n
tane koge noktanin k tanesi ¢ift sayilarla, n — k tanesi de tek sayilarla etiketlensin.

Bu durumda bu iki kiime arasindaki kenar sayisi k(n — k) olur. Diger taraftan,
m+1| ncl) 4 g P —n+2
2 ] 2 B 4

L

esitligi saglanacak sekilde secilmelidir.

oldugundan k sayisi

Boyle bir secim ise
n=21346,911,16,...

i¢in miimkiin iken,
n=>5,7,810,12,13,14,15,17,...

i¢in miimkiin degildir.

Teorem 3.1 ile sadece gerek kogul verildiginden
n=23,4,6,911,16,...
icin K, cizgelerin graceful ¢izge olup olmadig: sdylenemez. Ancak
n=2>5,7,8,10,12,13,14,15,17, ...

icin K, tam ¢izgenin graceful ¢izge olmadig1 sdylenebilir.

Tam c¢izgeler ile ilgili olarak Teorem 3.4 ile verilen sonu¢ daha kesin bir sonugtur.
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Teorem 3.2. Bir G ¢izgesinin kise noktalary (farkl olmak zorunda olmayan) tam-
sayilarla etiketlensin. G ¢izgesinin kenarlary da u¢ noktalarimn farklarinin mutlak
degeri ile etiketlensin. Bu durumda G ¢izgesinin keyfi bir dongisindeki kenarlarin

etiketlerinin toplama ¢ift sayr olur.

Kamit. G cizgesinin keyfi bir dongiisiindeki ardigik kdge noktalar aq, ao,. .., a, sek-

linde etiketlenmis olsun. Bu durumda ardisik bitisik kenarlarin etiketlemesi
a1 — as, lag — azl, ..., |ar—1 — a;], |a, — ay|

seklinde olur. Kenarlarin bu etiketlemelerinin toplami ise

T

Z la; — aipq1| = Z(ai —a;41) =0 (mod 2)
i=1

=1

oldugundan toplam c¢ift say1 elde edilir. Burada a,,; = a; seklindedir. 0

Teorem 3.3. G, kenarlarinin sayist m olan bir Euler ¢izge olsun. Eger G ¢izgesi
m+1
2

Kanat. Euler cizge, her kenardan bir kez gecen bir kapali tura sahip olan bir ¢izge

graceful ¢izge ise

sayst ¢ift sayudar.

olarak, ya da ortak kenarlar1 olmayan kapali turlarin birlegsimi olarak diisiiniilebilir.
Teorem 3.2 yardimiyla tiim bu déngiilerdeki kenarlarin etiketlerinin toplaminin, do-

laysiyla da G ¢izgesinin tiim kenarlarinin etiketlerinin toplaminin g¢ift say1 oldugu

sOylenebilir. Diger taraftan, G ¢izgesi graceful ¢izge ise LMTHJ tane kenar tek say1 ile

etiketlenir. O halde tek say1 ile etiketlenenlerin sayisinin ¢ift olmasi gerektiginden

Lm_+1

5 J sayisi ¢ift olmak zorundadir. O

Sonug 3.1. n kiése noktalr bir Euler ¢izge graceful ¢izge ise n = 0 (mod 4) veya
n =3 (mod 4) olur.

m+1

5 J say1si tek ise

Teorem 3.3 yardimiyla m kenarli bir Euler ¢izge verildiginde [
¢izgenin graceful ¢izge olmadigr sdylenebilir. Buradan, eger G' Euler ¢izge ve m = 1
(mod 4) veya m = 2 (mod 4) ise G ¢izgesi graceful ¢izge degildir.

Bununla birlikte Teorem 3.3 ile verilen kogulun gerek kosul olduguna, yeter kosul

olmadigina da dikkat etmek gerekir. Yani, LmTHJ ¢ift say1 olmasina ragmen graceful
olmayan cizgeler de vardir. Ornegin, K17 tam cizgesi bir Euler cizgedir ve kenar

sayist m = (127) = 136 olur. L%J = 68 olup cift sayidir. Ancak Ki; graceful bir
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gizge degildir. Gergekten de k(17 — k) = 68 olacak sekilde 0 < k < 17 kogulunu
saglayan k sayisi bulunamadigindan K7 graceful ¢izge olamaz.
Benzer olarak, Sekil 3.22 ile verilen ¢izge de, graceful olmayan tam ¢izgeden farkl

Euler gizgeye bir érnektir (bkz. Teorem 5.1).

NV N

Sekil 3.22: LmTHJ ¢ift say1 olmasina ragmen graceful olmayan bir Euler ¢izge 6rnegi

Hem Euler ¢izge hem de tam ¢izge olmayip, graceful ¢izge olmayan bir ¢izgeye
ornek olarak Kjy tam c¢izgesinden 1 kenar atilarak elde edilen cizge verilebilir. Bu
sekilde elde edilen cizgenin 8 koge noktasinin derecesi 9 oldugundan Euler cizge
degildir. Kenar sayis1 ise m = (120) —1=45—1 =44 olur ve L442—+1J = 22 ¢ift sayidur.
Ancak bu ¢izgenin k kosesi tek ve 10 — k kosesi de cift say1 ile etikenlenirse K
¢izgesinin hangi kenarinin atildigina baglh olarak tek sayi ile etiketlenen kenar sayisi

k(10 — k) veya k(10 — k) — 1 olur. Ancak her iki durumda da
k(10 — k) = 22 ve k(10 — k) = 23

esgitliklerini saglayan 0 < k < 10 olacak sekilde k& tamsayisi bulunmadigindan K
tam ¢izgesinden 1 kenar atilarak elde edilen ¢izge graceful ¢izge degildir.

Baglantili ve 5 koge noktali sadece Cy dongii ¢izge, papyon ¢izge ve K5 tam ¢iz-
genin graceful ¢izge olmadigl yukarida ifade edilmisti. Papyon ¢izgenin de graceful
¢izge olmadigr C5 ve K cizgelerine benzer olarak Teorem 3.3 yardimiyla gosterile-
bilir.

e

Sekil 3.23: n = 2, 3,4 i¢in K,, tam ¢izgeleri graceful ¢izge olur

Sonug 3.1 ile verilen kosul €, dongii ¢izgelerinin graceful ¢izge olmasi igin ayni

zamanda bir yeter kosuldur.
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n = 2,3,4i¢in K, tam ¢izgelerin graceful ¢izge oldugu kolaylikla goriilebilir (bkz.
Sekil 3.23). Ancak agagidaki teorem n > 4 i¢gin bu durumun miimkiin olmadigini

ifade etmektedir (bkz. [15]).
Teorem 3.4. n > 4 i¢in K, tam ¢izgesi graceful ¢izge degildir.

Kamit. Kabul edelim ki n > 4 i¢in K, ¢izgesi graceful ¢izge olsun. n > 4 i¢in K,

n

2) > 10 kenar1 vardir. Cizge graceful cizge olarak kabul edildi-

¢izgesinin m = (
ginden, ¢izgenin kose noktalar: {0, 1,..., m} kiimesindeki (baz1) noktalarla kenarlar
{1,2,...,m} kiimesindeki tiim elemanlar elde edilebilecek sekilde etiketlenebilir.

K, ¢izgesinde bir kenarin m ile etiketlenebilmesi i¢in bu kenarin u¢ noktalarinin
0 ve m ile etiketlenmesi gerekir.

Benzer olarak, bir kenarin m — 1 ile etiketlenebilmesi i¢in bir kdse noktasinin
m — 1 ya da 1 ile etiketlenmesi gerekir. G ¢izgesi n kose noktali, m kenarl ve
{li,la,...,1,} seklinde etiketlemeye sahip olan graceful bir ¢izge oldugunda {m —
li,m —ly,...,m — l,} etiketlemesi de bir graceful etiketleme olacagindan genelligi
bozmaksizin kose noktasinin m — 1 yerine 1 ile etiketlendigini varsayalim.

Bir kenarin m — 2 etiketlemesini elde edebilmek icin bir kése noktasinin m — 2
ile etiketlenmesi gerekir. Bir kenarin m — 2 etiketlemesi, m — 1 ile 1’in farkli olarak
da elde edilebileceginden kose noktalardan birisi m — 1 ile de etiketlenebilirdi ancak
bu durumda etiketlemesi 1 olan iki kenar ortaya ¢ikar. Eger m — 2 yi elde etmek i¢in
kogelerden birisi 2 ile etiketlenirse yine etiketlemesi 1 olan iki kenar elde edilir (0 ve
1 ile 1 ve 2 ile etiketlenen kosgelerin ug noktasi oldugu kenarlar).

Simdiye kadar 0, 1, m — 2 ve m ile etiketlenen koge noktalar1 yardimiyla 1, 2,
m— 3, m— 2, m—1vem kenar etiketlemeleri elde edilir.

Bir kenarin m — 4 etiketlemesini elde edebilmek i¢in yukaridakilere benzer olarak
bir kige noktasimin 4 ile etiketlenmesi gerekir (diger segenekler yukaridakine benzer
olarak elimine edilebilir).

Boylece, 0, 1, 4, m — 2 ve m ile etiketlenen kose noktalar1 yardimiyla 1, 2, 3, 4,
m—6,m—4, m—3, m—2, m—1vem kenar etiketlemeleri elde edilir.

Son olarak, bir kenarin m — 5 etiketlenmesi elde edilmeye c¢aligilacak olursa, kise
noktasinin adlandirilmasi i¢in asagida yuvarlak icerisindeki segenekler s6z konusu-

dur.
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Ancak igaretli kose noktalarindan hangisi bir kége noktasinin etiketlemesinde kul-
lanilirsa kullanilsin, yukaridakine benzer olarak ayni kenar etiketlemesinden 2 tane
ortaya ¢ikacaktir. Yani, n > 4 i¢in K, ¢izgesinin bir kenar1 m — 5 ile etiketlenemez.
Bu ise n > 4 icin K, ¢izgesinin graceful ¢izge olmasiyla celigir. O halde varsayim

hatalidir n > 4 i¢in K, ¢izgesi graceful ¢izge olamaz. O

(Cizgelerin diizlemselligi ile graceful olmasi arasinda dogrudan bir baglant: yoktur.
Diizlemsel olmayan bir cizge graceful cizge olabilecegi gibi, graceful ¢izge olmaya-
dabilir. Yukarida diizlemsel olmayan K3 tam ¢izgesinin graceful olmayan bir ¢izge
oldugu ifade edilmisti. Diger taraftan, K35 iki kiimeli tam cizge diizlemsel bir ¢izge
degildir, fakat graceful bir ¢izgedir. K33 iki kiimeli tam ¢izgenin bir graceful eti-
ketlemesi Sekil 3.24 ile verilmistir. Sadece K33 iki kiimeli tam ¢izge degil, tiim iki

0 1 2
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2
./87 6\i/4 3\.
9 6 3

Sekil 3.24: K53 iki kiimeli tam ¢izgesinin bir graceful etiketlemesi

kiimeli tam ¢izgeler graceful ¢izge olur.
Teorem 3.5. Tiim ¢ > 0 ve j > 0 igin K, ; iki kiimeli tam ¢izgeler graceful ¢izgedir.

Kanit. G = (A, B) iki kiimeli gizgesi verilsin. |A| = r, |B| = s olsun. A kiimesindeki
kose noktalar 0,1,2,...,r—1 seklinde, B kiimesindeki koge noktalar da r, r+ 1r, r+
2r, ..., r+(s—1)r seklinde etiketlenecek olursa bir graceful etiketleme elde edilir. [
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Sekil 3.25 ile Teorem 3.5 ile verilen yontem kullanilarak Ks,4 iki kiimeli tam

¢izgenin bir graceful etiketlemesi verilmistir.
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Sekil 3.26: K4 iki kiimeli tam ¢izgesinin bir graceful etiketlemesi

F, ile gosterilen n-pervane cizge veya arkadaglik ¢izgesi, n tane K3 tam ¢izgenin
(pervanenin kanatlari) tek bir noktada birlegtirilmesiyle elde edilen ¢izgedir (bkz.
Sekil 3.27).

Bermond vd. n-pervane ¢izgenin graceful ¢izge olmasi igin gerek ve yeter kogulu

agagidaki gibi vermistir (bkz. [6]).

Teorem 3.6. n-pervane ¢izgenin graceful ¢izge olmast i¢in gerek ve yeter kosuln = 0

(mod 4) veya n =1 (mod 4) olmasidar.

n tane K3 tam ¢izge yerine, n tane K4 tam c¢izgenin tek bir noktada birlesti-
rilmesiyle elde edilen ¢izgeye Fransiz n-pervane ¢izge (French n-windmill) denir ve
nkKy ile gosterilir. Bu ¢izgenin graceful ¢izge oldugu Bermond vd. tarafindan iddia

edilse de bu iddia heniiz kanitlanamamigtir.

Sami 3.1. n > 4 i¢in nKy Fransiz n-pervane ¢izgesi graceful ¢izge olur.
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Sekil 3.27: 4-pervane ¢izge ve bir graceful etiketlemesi

Sekil 3.28: Fransiz 4-pervane ¢izgenin bir graceful etiketlemesi

Sekil 3.28 ile Fransiz 4-pervane gizgenin bir graceful etiketlemesi verilmistir.
Bermond vd. benzer olarak nKj5 cizgesi graceful ¢izge ise n tamsayisinin ¢ift say1

oldugunu kanitlamigtir.

3.3 Dongii Benzeri Graceful Cizgeler

Boliim 3.1 igerisinde C5 dongii ¢izgenin graceful ¢izge olmadigr tiim miimkiin
etiketlemeler teker teker incelenerek verilmisti. Teorem 3.3 yardimiyla da C'5 dongi
¢izgenin graceful ¢izge olmadigi hemen soylenebilir. Gergcekten de, C'5 gizgesinin tiim
kose noktalarinin derecesi 2 oldugundan bir Euler ¢izgedir ve 5 kenar1 vardir. 5 =1
(mod 4) oldugundan Cj graceful ¢izge olamaz.

Sekil 3.29 ile gosterildigi gibi C3 ve Cy dongii ¢izgeler graceful ¢izgelerdir. Ancak
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Sekil 3.29: C5 ve Cy dongii ¢izgeleri graceful ¢izgelerdir

her n sayis1 i¢cin C,, dongii ¢izge graceful ¢izge degildir. Rosa, C,, dongii ¢izgenin

graceful ¢izge olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogullar1 vermigtir (bkz. [31]).

Teorem 3.7. C,, dongii ¢izgenin graceful ¢izge olmasi i¢in gerek ve yeter kosulm =0

(mod 4) veya n =3 (mod 4) olmasidar.

Kamit. C, cizgeleri Euler ¢izge oldugundan, Teorem 3.3 geregi C, dongii ¢izgesi
graceful ¢izge ise n =0 (mod 4) veya n =3 (mod 4) olur.

Tersine, n = 0 (mod 4) veya n = 3 (mod 4) olsun. C,, ¢izgesinin ardigik koge
noktalari vy, v, ..., v, seklinde adlandirilsin ve n = 3 (mod 4) olsun. Bu durumda

her v; kose noktasi
n+1—14/2 | iift ise
li=4 (i—1)/2 , itekvei < (n—1)/2
(i+1)/2 , itekvei>(n—1)/2

seklinde etiketlenecek olursa C), ¢izgesinin bir graceful etiketlemesi elde edilmig olur.

Eger n =0 (mod 4) ise

(1—1)/2 , 1 tek ise
li=4q n+1—i/2 | igift vei <n/2
n—1i/2 , 1 Gift ve 1 > n/2
seklinde verilen etiketleme C), ¢izgesi i¢in bir graceful etiketleme olur. UJ

Teoremin kanitinda verilen yontem ile C}; ve Ci4 gizgelerinin bir graceful etiket-
lemesi Sekil 3.30 ile verilmistir.
Dongii ¢izge ailesine benzer olan bir bagka graceful ¢izge ailesi de tekerlek ¢izgeler

ailesidir. Tekerlek cizgelerin graceful ¢izge oldugu Frucht tarafindan kanitlamistir
(bkz. [11]).

Teorem 3.8. W, tekerlek ¢izge graceful ¢izgedir.
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Sekil 3.30: Teorem 3.7 ile verilen yontemle C4; ve Cig ¢izgelerinin bir graceful eti-

ketlemesi

Sekil 3.31: Wy tekerlek ¢izgenin bir graceful etiketlemesi

Kamit. n =1 (mod 2) yani n tek olsun. Oncelikle n = 5 icin W5 cizgesi Sekil 3.31
ile verildigi gibi bir graceful etiketlemeye sahip oldugu i¢in Wj graceful olur.

Simdi n tek ve n > 7 olsun. W, ¢izgesinin merkezindeki kése noktasi vy ile, diger
ardigik koge noktalari ise vy, vs, ..., v, 1 seklinde adlandirilsin. Bu durumda her v;

kose noktasi

2n—1—3 , 1=2,4,6,...,n— 3 ise

L 2 , 1 =mn—2Iise
' i . i=1,35....n—4dveyai=0
2n —2 , 1=n—11ise

seklinde etiketlenecek olursa W, ¢izgesinin bir graceful etiketlemesi elde edilmis olur.
n =9 ve n = 11 i¢in bu yontem ile elde edilen graceful etiketlemeler Sekil 3.32 ve
Sekil 3.33 ile verilmigtir.

n =0 (mod 2) yani n ¢ift olsun. W, ¢izgesinin merkezindeki koge noktasi vy ile,

diger ardigik kose noktalar: ise vy, vo, ..., v, 1 seklinde adlandirilsin. Bu durumda
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Sekil 3.32: Wy tekerlek ¢izgenin bir graceful etiketlemesi
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Sekil 3.33: Wy, tekerlek ¢izgenin bir graceful etiketlemesi

her v; kdse noktasi

21 , 1=0,1,n—11ise
li=4 n+i1—1 , i=2,4,6,...,n— 2 ise
n—1 , ©=23,9,7,...,n— 3 ise

seklinde etiketlenecek olursa W, ¢izgesinin bir graceful etiketlemesi elde edilmis olur.

n = 10 i¢in bu yontem ile elde edilen graceful etiketlemeler Sekil 3.34 ile verilmigtir.

C,, dongii ¢izgenin her bir kdge noktasi i¢in ¢izgeye yeni bir kdse noktasi eklenip,

kose noktasimin eklenen bu koge noktasiyla birlegtirilmesiyle elde edilen ¢izgeye tag

(crown) ¢izge adi verilir ve 2n koge noktal tag ¢izge R, ile gosterilir (bkz. Sekil 3.35).

Frucht, n > 3 i¢in R, tag ¢izgenin graceful ¢izge oldugunu kamtlamigtir (bkz. [11]).

Teorem 3.9. n > 3 i¢cin R, ta¢ ¢izge graceful ¢izgedir.

Ornegin Rg tac cizgenin [11] ile verilen yonteme gére bir graceful etiketlemesi

Sekil 3.35 ile verilmigtir.
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Sekil 3.35: Rg tag gizge ve bir graceful etiketlemesi

Tag ¢izgeye benzer olarak, bu sefer tekerlek ¢izgenin digindaki déngiiniin tizerin-
deki her bir kdse noktasi i¢in ¢izgeye yeni bir kdse noktasi eklenip, bu koge noktalarin
birlegtirilmesiyle elde edilen gizgeye diimen (helm) ¢izge ad1 verilir ve 2n koge noktali
diimen ¢izge H, ile gosterilir (bkz. Sekil 3.36).

Ayel ve Favaron her n > 3 i¢in H, diimen ¢izgenin graceful gizge oldugunu
kanitlamigtir (bkz. [4]).

Teorem 3.10. Her n > 3 i¢in H,, graceful ¢izgedir.

Ornegin, H, diimen cizgenin bir graceful etiketlemesi Sekil 3.36 ile verilmistir.
Bir dongiintin komsu olmayan iki koge noktasini birlegtiren kenara bu dongiiniin
bir kirigi ad1 verilir. Bondendiek, bir kirisi olan her déngii ¢izgenin graceful oldugunu

iddia etmig, Delorme vd. bu iddianin dogru oldugunu kanmitlamigtir (bkz. |7, 9]).
Teorem 3.11. Tek bir kirise sahip dongi ¢izgeler graceful ¢izgedir.

Ornegin, [9] ile verilen yontem kullamilarak tek bir kirise sahip olan C; ve Cg

dongii ¢izgelerin graceful etiketlemeleri Sekil 3.37 ile verilmigtir.
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Sekil 3.36: H, diimen ¢izge ve bir graceful etiketlemesi
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Sekil 3.37: Tek kirigli C7 ve Cs dongii cizgelerin graceful etiketlemeleri

Dongii ¢izgenin kirigi P, patika ¢izge gibi diigiiniilecek olursa, Punnim ve Pabha-
pate k > 2 i¢in Py patika ¢izge kirige sahip dongii ¢izgelerin graceful ¢izge oldugunu
kamtlamigtir (bkz. [21, 28]). Bu tiir ¢izgeler theta gizgelerin 6zel bir halidir.

Teorem 3.12. Her k > 2 i¢in kirisi Py patika ¢izge olan dongii ¢izgeler graceful

¢izge olur.

Sekil 3.38 ile Pj kirige sahip Cy dongii ¢izgenin bir graceful etiketlemesi verilmis-
tir.

Buna ek olarak Koh vd. k tane bitisik kiris bulunduran déngii ¢izgelerin de
graceful ¢izgeler oldugunu kanitlamigtir (bkz. [19, 20, 21]). Sekil 3.39 ile iki tane

bitisik kirige sahip Cg dongii ¢izgenin bir graceful etiketlemesi verilmigtir.

Teorem 3.13. Her k =2,3,...,n—3 i¢in k tane bitisik kirise sahip C,, dongii ¢izge
graceful ¢izgedir.

C,, dongii cizge ile P, patika gizgenin bir u¢ noktasinin yeni bir kenar ile bir-

lestirilmesiyle elde edilen ¢izgeye tadpole cizge denir ve bu ¢izge 1), ,, ile gosterilir
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Sekil 3.39: Iki tane bitisik kirise sahip Cg déngii cizgenin bir graceful etiketlemesi
(bkz. Sekil 3.40). Truszcynski, tadpole ¢izgelerin graceful ¢izge oldugunu kanitlamig-
tir (bkz. [35]).

Teorem 3.14. Her m > 3 ve n > 1 i¢in T,,,, tadpole ¢izge graceful ¢izgedir.

Ornegin, T 5.3 tadpole ¢izgenin [35] ile verilen yonteme gore bir graceful etiketle-

mesi Sekil 3.40 ile verilmigtir.
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Sekil 3.40: T5 3 tadpole ¢izge ve bir graceful etiketlemesi

W, tekerlek cizgenin digindaki dongii {izerinde yer alan her bir komsgu kdge nokta

¢iftinin arasina eklenen yeni kdge noktalar: yardimiyla elde edilen gizgeye disli (gear)
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¢izge denir ve G, simgesiyle gosterilir. GG, ¢izgesinin 2n — 1 koge noktast ve 3n — 3

kenar1 vardir. Jekil 3.41 ile baz1 n degerleri i¢in G, digli ¢izgeler verilmigtir.
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Sekil 3.41: Gy, G5 ve G digli gizgeleri

Ma ve Feng tiim digli gizgelerin graceful ¢izge oldugunu kanitlamigtir (bkz. [23]).

Teorem 3.15. G,, disli ¢izge graceful ¢izgedir.
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Sekil 3.42: Gy digli ¢izgenin bir graceful etiketlemesi

3.4 Kartezyen Carpim Graceful Cizgeler

G ve H gibi iki ¢izgenin Kartezyen ¢arpimi GLH seklinde gosterilir. GLIH Kar-

tezyen carpim ¢izgenin koge noktalarinin kiimesi

V(GOH) = V(G) x V(H) = {(u,v)|u € V(G), v e V(H)}
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Sekil 3.43: P, ve P; patika ¢izgelerin Kartezyen ¢arpimiyla elde edilen Py[1P; ¢izgesi

seklinde tamimlanan sirali ikililerden olusur. GUJH Kartezyen ¢arpim ¢izgenin ke-

narlar kiimesi ise

E(GOH) = {{(u1,v1), (uz,v2)} | {ur,us} € E(G) ve v; = vy veya
{vi,v2} € E(H) ve u; = us}

seklinde tanimlanair.
Ornegin, koge noktalarmin kiimesi sirasiyla V (Py) = {u1, ug, uz, us} ve V(P3) =

{v1,v9,v3} olan Py ve Pj ¢izgelerinin Kartezyen ¢arpimi olan P,[1P5 ¢izgesi i¢in

V(P,OP;) = {(u1,v1), (u1,ve), (ur,vs), (ug, v1), (ug, v2), (uz, v3), (us, v1), (us, v2),

(us,v3), (g, v1), (s, va), (g, v3)}

ve

E(POPs) = {{(u1,v1), {ur, v2)}, {(ur, v1), (ug, v1)}, { (w1, v2), (us, v3)},
{(ur,v2), (uz, v2)}, {(u1, v3), (uz, v3)}, {(uz, v1), (u2, v2)},

{( A 2 2
{(uz2,v3), ( h

(

(

(ug, v2), (ug, v3)}, {(ug, v2), (us, ve
b A
HA
}

Uy, U3 }

U2, v1),1U3, V1
us, U3 us, V1), (U3, U2

{
1A
1A
1A

)

)
) U4,U1)
)

)
U3,’U1),
)

) ) ) )
) )3 {(us, v1), (us, v2) 3, {( (

us, v2), (us, v3)}, {(us, ve), (ug, vo) }, {(us, v3), (ug, v3)},
{(ua, v1), (ug, v2) }, {(ua, 02), )

Y

seklinde olur. Bu Kartezyen carpim cizge Sekil 3.43 ile verilmisir.

P,, ve P, patika cizgelerinin Kartezyen carpimi ile elde edilen ¢izgelere tam grid
¢izge ya da kisaca grid ¢izge adi verilir.

Acharya ve Gill P,,JP, grid ¢izgenin graceful oldugunu kanitlamigtir. Ancak
daha sonra Maheo tiim grid cizgelere uygulanabilir ve daha basit olan bir yontemle

grid ¢izgelerin graceful oldugunu kamtlamigtir (bkz. [2, 24]).
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Teorem 3.16. P,,L1P, grid ¢izge graceful ¢izgedir.

Gergekten de, P,,[0P, grid ¢izgenin ¢ = (m — 1)n +m(n — 1) tane kenar1 vardir.
Sekil 3.44 ile gosterildigi gibi grid ¢izgenin sol iist kosesindeki koge noktasi ¢ ile
etiketlendikten sonra diagonal {izerindeki kose noktalar sirasiyla artan ve azalan

sayilarla etiketlenecek olursa grid ¢izgenin bir graceful etiketlemesi elde edilmis olur.

27 9
0 27 [ 18 [ 9 ] 18
31 22 13 4
5 22
31 e—— 26 17 8 —e 14
30 21 12 3
26 10
le 25 16 7T——e 17
29 20 11 2
6 21
30e 24 15 6 ——e 15
28 19 10 1
2 23 l 14 J 5 J 16
25 11

Sekil 3.44: Py[1P; grid ¢izgenin bir graceful etiketleme yontemi

C,0P, Kartezyen ¢arpimi olarak tanimlanan prizma cizgelerin de graceful ¢iz-
geler oldugu kanitlanmig hatta prizma cizgelerden bir kose noktasi ya da bir kenar
silindiginde elde edilen ¢izgenin de graceful ¢izge oldugu gosterilmistir (bkz. [12, 13]).
C,0P, prizma cizge Y,, simgesiyle gosterilir ve bu c¢izgenin 2n kose noktasi ve 3n

kenar1 vardir (bkz. Sekil 3.45).
Teorem 3.17.
i. Hern > 1 i¢in C,1OP, prizma ¢izgeler graceful ¢izge olur.

it. Hern > 2 i¢in C,00P, ¢izgesinden bir u kése noktasinin silinmesiyle elde edilen

C,OP, — {u} ¢izgesi graceful ¢izge olur.

1i. Her n > 2 i¢in C,P, ¢izgesinden bir e kenarimn silinmesiyle elde edilen

C,OP, — {e} ¢izgesi graceful ¢izge olur.

29



7
N
~\
/

I

\

AN
/
<

/0

/
NN
\\._/
y A"
Sekil 3.45: n = 4,5,6 i¢in Y,, prizma ¢izgeler

Sekil 3.46 ile CsP; prizma ¢izgenin bir graceful etiketlemesi verilmistir.

Sadece C,[1P, carpimi i¢in degil, bu tiirden bir¢cok Kartezyen carpim ¢izgenin
de graceful ¢izge oldugu kanitlanmigtir. 1992 yilinda Jungreis ve Reid, m ve n ¢ift
oldugunda veya m = 0 (mod 4) oldugunda C,,0P, ¢izgesinin graceful oldugunu
kanitlamigtir (bkz. [18]). Yang ve Wang Cly, 1 2000 Py y3, C,OOPs ve m > 2 igin CgO P,
gizgelerinin graceful ¢izge oldugunu kamtlamiglardir (bkz. [40, 41]). Jungreis ve Reid
ayrica n ¢ift ve m = 0 (mod 4) oldugunda C,,,[JC,, ¢izgesinin graceful ¢izge oldugunu
gostermigtir (bkz. [18]). Sekil 3.47 ile C400Cs ¢izgesinin bir graceful etiketlemesi

Sekil 3.46: C50P, prizma cizgenin bir graceful etiketlemesi
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verilmigtir.
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Sekil 3.47: C,00C} ¢izgesinin bir graceful etiketlemesi

Ky tam cizgenin KoUK, - - K5 seklinde n kez kendisiyle Kartezyen ¢arpimi
olarak tanimlanan @),,, n-kiip ¢izgenin graceful ¢izge oldugu Kotzig tarafindan kanit-
lanmigtir (bkz. [22, 24]). Sekil 3.48 ile baz1 n degerlerine kargihik gelen n-kiip ¢izgeler

verilmigtir. Sekil 3.49 ile @3 gizgesinin bir graceful etiketlemesi verilmistir.

S _——
— i

@ Q2 @3 Q4
Sekil 3.48: n=1,2,3,4 i¢cin @, n-kiip ¢izgeler

31



2 10
\2
) A
5 1
3 6
N
/ 7

12

Sekil 3.49: Q3 ¢izgesinin bir graceful etiketlemesi
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4 AGACLAR ve GRACEFUL ETIKETLEMELERI

4.1 Ringel-Kotzig Sanisi

Tim agacglarin graceful gizgeler oldugunu iddia eden Ringel-Kotzig sanisi, ¢izge

etiketleme konusunun en meshur problemlerinden biridir.
Sani1 4.1 (Ringel-Kotzig Samsi). Tim agaglar graceful ¢izgelerdir.

Bircok matematik¢i bu saniy1 kanitlamak i¢in yogun ¢aba sarfetmis en sonunda 8
Ocak 2020 yilinda yaklagik 60 yillik olan bu san1 Richard Montgomery, Alexey Pok-
rovskiy ve Benny Sudakov tarafindan kamtlanmigtir (bkz. [25]). Bu kamit verilinceye
kadar saninin dogru oldugu bazi 6zel agaclar icin gosterilmistir.

n kose noktali P, patika cizgeler, en basit agac tiirtidiir. Tiim patika ¢izgeler
graceful ¢izgedir. Gergekten de Sekil 4.50 ile verilen yontem kullanilarak tiim patika

gizgelerin bir graceful etiketlemesi elde edilebilir.

0 1

o —
(@)
[\

3

°—
[\)
[ Nean)

Sekil 4.50: P, P3 ve P, patika cizgelerin graceful etiketlemesi

Bir ¢izgeden derecesi 1 olan koge noktalar bagh olduklar1 kenarlar ile birlikte
silindiginde kalan ¢izge bir patika ¢izgeyse bu ¢izgeye tirtil ¢izge denir. Bu durumda
patika cizgeler 6zel tipte tirtil ¢izge olur.

Tim tirtal gizgeler graceful ¢izgedir (bkz. [31]). Yine patika ¢izgeye benzer ola-
rak, tirtil ¢izgeler Sekil 4.51 ile verilen yontem kullanilarak etiketlenecek olursa bir

graceful etiketleme elde edilir.

6
T o7
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Sekil 4.51: Bir tirtil ¢izgenin graceful etiketlenmesi

Bir bagka basit aga¢ tiiri yildiz ¢izgelerdir. n kose noktal baglantili bir ¢izgenin
sadece 1 kose noktasinin derecesi n — 1 diger kose noktalarmin derecesi 1 ise bu

gizgeye yildiz ¢izge denir ve S, ile gosterilir (bkz. Sekil 4.52).
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Sekil 4.52: n = 5,6, 7 i¢in .5, yildiz ¢izgeler

Sy, yildiz cizge K, iki kiimeli tam ¢izge seklinde diisiiniilecek olursa, iki kii-
meli tam cizgeler graceful cizge oldugundan, S,, yildiz gizge de graceful gizge olur.

Sekil 4.53 ile Sy yildiz gizgenin bir graceful etiketlemesi verilmistir.

3
4, i W2
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— g
b} G/Q—E; 1
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i

Sekil 4.53: Sy yildiz ¢izgenin bir graceful etiketlemesi

4.2 Baz Ozel Agaclarin Graceful Etiketlemesi

Bir ¢izgeden derecesi 1 olan koge noktalar bagh olduklar: kenar ile birlikte silin-
diginde elde edilen ¢izge bir tirtil gizge ise bu ¢izgeye 1stakoz ¢izge adi verilir. 1979
yilinda Bermond tiim 1stakoz ¢izgelerin graceful cizge oldugu sanisini ortaya atmis
olsa da bu san1 kamtlanamamugtir (bkz. [7]). ekil 4.54 ile graceful etiketlemeye sahip
bir 1stakoz ¢izge verilmistir.

Huang vd. en fazla 4 yapragi olan agaglarin graceful oldugunu kanitlamigtir (bkz.
[17]). Sekil 4.55 ile bu tiirden, 4 yaprakli bir agacin graceful etiketlemesi 6rnek olarak
verilmistir.

Zhao, cap1 en fazla 5 olan tiim agaclarin graceful ¢izge oldugunu kanitlamistir
(bkz. [42]). Sekil 4.56 ile patika, tirtil, 1stakoz gibi 6zel agaclardan farkh ve gapi 5

olan bir agacin graceful etiketlemesi 6rnek olarak verilmistir.
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Sekil 4.54: Graceful etiketlemeye sahip bir 1stakoz ¢izge
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Sekil 4.55: 4 yaprakh bir aga¢ ve bu agacin bir graceful etiketlemesi

Her bir seviyedeki kose noktalarin dereceleri ayni olan koklii agaca simetrik agag
adi verilir. Ttim simetrik agaclarin da graceful ¢izge oldugu kanitlanmigtir (bkz. |27,
32]). Sekil 4.57 ile 6rnek olarak simetrik bir agacin graceful etiketlemesi verilmigtir.

By tek nokta ve By iki tane Bj_; agacinin Sekil 4.58 ile verildigi gibi birlegtiril-
mesiyle tanimlansin. Bu sekilde tamimlanan By agaclarina binomial agag adi verilir.
Ragukumara ve Sethuramanb binomial agaclarin graceful ¢izge oldugunu kanitla-
mugtir (bkz. [29]). Sekil 4.59 ile B; ve B, binomial agaglarin graceful etiketlemeleri
verilmistir.

En fazla 1 kége noktanin derecesinin 2’den biiytik oldugu agaglara 6riimcek (spi-
der) ¢izge adi verilir. Buna gore yukarida sozii edilen patika ¢izge ve yildiz gizge
birer oriimcek c¢izge olur. Bunlarin diginda zeytin agaci, muz agaci gibi ozel tipte
oriimcek cizgeler de tanmimhidir. Eger ortimcek cizgede derecesi 2’den biiyiik olan bir
nokta varsa bu noktaya merkez nokta denir. Merkez nokta ile yapraklar1 birlestiren

yollara ise Oriimcegin kollar1 denir.
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Sekil 4.56: Cap1 5 olan bir agacin graceful etiketlemesi

Sekil 4.57: Simetrik bir agac ve bu agacin bir graceful etiketlemesi

Bahls vd. kollarinin uzunluklar: birbirinden en fazla 1 birim farkhh olan tim

ortimeek ¢izgelerin graceful ¢izge oldugunu kanitlamigtir (bkz. [5]).

Teorem 4.1. T agacs, | kolu olan ve kollarinin uzunluklars m > 1 i¢in {m,m + 1}

kiimesinden olacak sekilde bir oriimcek ise T graceful ¢izgedir.

Ozel olarak, oriimcek cizgenin tiim kollarmin uzunlugu aymi ve m ise bu ¢iz-
geye m-yildiz ¢izge denir. Sekil 4.60 ile 2-yi1ldiz bir ¢izgenin graceful etiketlemesi
verilmigtir.

Bir diger 0zel ortimcek cizge ise zeytin agacidir. Zeytin agaci, k£ tane kolu olan

ve kollarimin uzunluklari sirasiyla 1,2, ...,k olan ériimcek ¢izge olarak tanimlanir.
BQ B3
n AN
% 7

Sekil 4.58: By, By, By ve Bs binomial agaclari
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Sekil 4.59: B3 ve B4 binomial agaclarinin graceful etiketlemesi
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Sekil 4.60: Bir 2-yildiz ¢izge ve bir graceful etiketlemesi

Pastel ve Raynoud, tiim zeytin agaclarinin graceful oldugunu kanitlamigtir (bkz.
[26]). Sekil 4.61 ile 4 kolu olan bir zeytin agacinin graceful etiketlemesi verilmigtir.

Chen, Li, ve Yeh, yildiz ¢izgelerin birer yapraklarini birbirleri ile birlegtirerek
elde edilen ¢izgeyi havai fisek ¢izge olarak adlandirmig ve bu c¢izgelerin graceful
cizge oldugunu kamitlamistir (bkz. [8]). Ozel olarak, birlestirilen yildiz cizgelerin
kose noktalarinin sayilart aym ise (n, k)-havai figek ¢izge elde edilir. Yani, (n, k)-
havai fisek cizge n tane Sy y1ldiz ¢izgenin birlegtirilmesiyle elde edilir ve genelde £}, j
ile gosterilir. Ornegin, F5 4 ve Fy 5 havai fisek cizgeler Sekil 4.62 ile verilmigtir.

Sekil 4.63 ile bir havai fisek ¢izgenin graceful etiketlemesi verilmigtir.

Chen, Li, ve Yeh, ayni calismada yildiz ¢izgelerin birer yapraklarinin yeni bir
v kose noktasi ile birlestirilmesiyle elde edilen ¢izgeyi muz agaci olarak tanimlamis
(bkz. Sekil 4.64) ve muz agaclarimin graceful ¢izge oldugunu iddia etmiglerdir. Daha
sonra, Sethuraman ve Jesintha tiim muz agacglarinin graceful ¢izge oldugunu kanit-
lamigtir (bkz. [33]). Eger birlestirilen yildiz gizgelerin koge noktalarinin sayilarn aym
ise (n, k)-muz agac elde edilir. Yani, (n, k)-muz agaci n tane Sy, yildiz ¢izgenin yap-

raklarinin yeni bir kose noktasiyla birlegtirilmesiyle elde edilir ve genelde B, j ile
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Sekil 4.61: 4 kollu bir zeytin agaci ve bir graceful etiketlemesi
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Sekil 4.62: I3 4 ve Fy 5 havai fisek cizgeler

gosterilir. Ornegin, Bs ¢ ve By s muz agaclar Sekil 4.64 ile verilmigtir.

Sekil 4.65 ile bir muz agacinin graceful etiketlemesi verilmigtir.

Fang, 2010 yilinda deterministik geri izleme (backtracking) algoritmas: ile 35
koge noktaya kadar olan tiim agaglarin graceful ¢izge oldugunu gostermistir (bkz.
[10]).

214 15 56 710 11
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Sekil 4.63: Bir havai fisek ¢izgenin graceful etiketlemesi
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Sekil 4.64: B3¢ ve Bys muz agaclan
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Sekil 4.65: Bir muz agacinin graceful etiketlemesi
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5 DIGER GRACEFUL CIZGELER VE
BIR UYGULAMA

5.1 Baz Ozel Graceful Cizgeler

Bu boliimde 6nceki boliimlerde verilmeyen ancak iyi bilinen Petersen, genellegti-
rilmis Petersen, tiggensel yilan gibi graceful cizgeler ele alinmistir. Ayrica ¢izgelerin
birlesimlerinin graceful olup olmadigi da incelenmistir.

n>3vel <k< L"T_lj olmak iizere P(n, k) genellegtirilmis Petersen ¢izge, kose
noktalar1 kiimesi

V ={ap,a1,...,an-1,b0,b1,...,bp_1}
ve kenarlar kiimesi
E = {aa;1:1=0,1,...,n—1}U{ab;:1=0,1,...,n—1}
U{bibirp :i=0,1,...,n— 1}
seklinde tanimlanan bir ¢izgedir. Burada, alt indisler mod n’e gére hesaplanmak-

tadir. Ozel olarak, n = 5 ve k = 2 ise P(n, k) cizgesine Petersen cizge ad1 verilir ve

kisaca P ile gosterilir (bkz. Sekil 5.66).

a.O as Qo
/ .l\ \(7.5 ./60
Qa4 oZby o A1
K. .ﬁ 14 oﬂo ° A o (11
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Sekil 5.66: P(5,2), P(6,2) ve P(7,3) genellestirilmiy Petersen ¢izgeler

Redl, n =5,6,7,8,9 igin Genellestirilmis Petersen ¢izgelerin graceful ¢izge oldu-
gunu kanitlamigtir (bkz. [30]). Vietri, her ¢ igin P(8¢;3) ve P (8t + 4;3) formundaki
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genellegtirilmis Petersen ¢izgelerin graceful oldugunu kanitlamigtir (bkz. [37, 38]).
Genellestirilmig Petersen c¢izgelerin graceful olup olmadigi sorusu halen bir agik
sorudur. Shao, Deng, Li ve Vese geligtirdikleri bir algoritma yardimiyla n < 75
i¢cin P(n, k) genellestirilmis Petersen ¢izgelerin graceful ¢izge oldugunu kamtlamigtir
(bkz. [34]).

Petersen cizgenin bir graceful etiketlemesi Jekil 5.67 ile verilmistir.

2
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Sekil 5.67: Petersen ¢izgenin bir graceful etiketlemesi

Ucgensel yilan (ya da A-yilan) cizge, kose noktalar sirasiyla vy, vs, ..., v, sek-
linde adlandirilan P, patika cizgeye yeni wy, ws, ..., w, kdse noktalarinin eklenip
1 =1,2,...,n i¢in eklenen w; noktalarimin Patika ¢izgenin v; ve v;,; kdse noktala-

riyla birlegtirilmesiyle elde edilir ve A,, simgesiyle gosterilir (bkz. Sekil 5.68).

VAVANRIVAVAVANRIVAVAVAVAY

Sekil 5.68: Sirasiyla Ay, Ag ve Ay-yilan ¢izgeler

A, cizgede tiim koge noktalarin dereceleri ¢ift oldugu i¢in A,, bir Euler ¢izgedir.
Buradan Teorem 3.3 yardimiyla 3n = 1 (mod 4) veya 3n = 2 (mod 4) ise A,, ¢izgesi
graceful degildir. Yani, A, ¢izgesi 3n = 0 (mod 4) veya 3n = 3 (mod 4) ise ya da
n =0 (mod 4) veya n =1 (mod 4) ise graceful ¢izge olabilir. Moulton bu kogulun

ayn1 zamanda yeter kogul oldugunu da gostermistir (bkz. [14]).

Teorem 5.1. A, yilan ¢izgenin graceful ¢izge olmasu igin gerek ve yeter kosuln =0

(mod 4) veya n =1 (mod 4) olmasidar.
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Sekil 5.69 ile Ay yilan ¢izgenin bir graceful etiketlemesi verilmektedir.
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Sekil 5.69: Ay yilan ¢izgenin bir graceful etiketlemesi

Sekil 5.70 ile Golomb tarafindan verilen bir bagka graceful ¢izge ailesi verilmek-

tedir (bkz. [15]).
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Sekil 5.70: Graceful bir ¢izge ailesi

5.2 (izgelerin Birlegimi

G1 = (V4, Ey) ve Gy = (Vi, E») cizgelerinde verildiginde V7 ve V, ayrik kiimeler
ise bu iki ¢izge yardimiyla G = (V3 UV4, B3 U Es) ¢izgesi tanimlanabilir. Bu durumda
G, ve Gy cizgelerinin graceful ¢izge olup olmamasinin G ¢izgesinin graceful olmasina
etkisi merak edilebilir.

G ve Gq ¢izgelerinin her ikisi de graceful ¢izge degilken, G ¢izgesinin graceful
olup olmadig1 konusunda bir sey soylenemez. Ornegin, Teorem 3.7 geregi Cs cizgesi
graceful bir cizge degilken C5 UC’ ¢izgesi de Teorem 5.2 geregi graceful ¢izge degildir.
Ancak Teorem 3.7 geregi C5 ve Cg dongi ¢izgeleri graceful olmadigi halde G =
Cs U Cy gizgesi Jekil 5.71 ile gosterildigi gibi graceful ¢izge olur.

Benzer olarak, iki graceful ¢izgenin birlesiminin graceful olmasi hakkinda da bir
sey sOylemek miimkiin degildir. Gergekten de, Sekil 5.72 ile verilen ¢izgeler graceful
¢izge iken birlegimleri de graceful bir ¢izgedir. Ancak C3 ve C; graceful gizgeler
olmasina kargin birlegimleri graceful ¢izge degildir.

(izgelerden biri graceful digeri graceful degilken de birlesim ¢izge i¢in yine bir

sey sOylemek miimkiin degildir.
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Sekil 5.71: Cy ve Cy cizgesi graceful olmadigi halde G = C5 U Cg ¢izgesi graceful olur
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Sekil 5.72: Cy ve Py cizgeleri graceful cizgeler iken Cy U Py ¢izgesi de graceful bir
gizgedir

Iki déngii cizgenin birlesiminin graceful olup olmadig: asagidaki sonuc yardimiyla
kontrol edilebilir (bkz. [1]).

Teorem 5.2. p,q > 3 olsun. C, U C, ¢izgesinin graceful ¢izge olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul p+q =0 (mod 4) veya p+ q =3 (mod 4) olmasidur.

Boylece C3 graceful ve C5 graceful olmayan bir ¢izge iken C5 U C5 ¢izgesi Te-
orem 5.2 geregi graceful olur (bkz. Sekil 5.73). Diger taraftan yine Teorem 5.2 geregi
C, graceful c¢izge C5 ise graceful olmayan ¢izge iken Cy U C5 cizgesi graceful ¢izge
degildir.

2 1
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Sekil 5.73: C5 graceful, C5 graceful olmayan ¢izge iken C5 U C5 graceful bir ¢izgedir
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5.3 Graceful Cizgelerin bir Uygulamasi

Eger bir GG ¢izgesinin her kenari, herhangi ikisinin ortak bir kenariin olmadigi

11,15, ..

., T}, iiggenlerinden tam olarak birisine ait ise G ¢izgesine K3-parcalanabilir

(K3-decomposable) ¢izge denir.

Agiktir ki, G ¢izgesi m kenarli ve K3 pargalanabilir ise m, 3’iin bir kati olmalidir.

Ornegin, K; tam cizgesi Sekil 5.74 ile verildigi gibi K3-parcalanabilir bir cizgedir.

d

Benzer olarak, G ¢izgesinin Hy, Hs, ..
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Sekil 5.74: K7 tam ¢izgesinin bir K3 parcalanis

., Hy, alt ¢izgelerinin herhangi ikisinin or-

tak bir kenar1 olmasin. Eger GG ¢izgesinin her kenar1 bu alt ¢izgelerin tam olarak

birine ait ise G ¢izgesine Hy, Ho, ..

olarak, tim H;, H,, ..

., Hy, alt cizgelerine parcalanabilir denir. Ozel

., Hy alt cizgeleri aym1 H ¢izgesine izomorfik ise G ¢izgesine

H-pargalanabilir denir. Bu parcalanisa da G ¢izgesinin H-parcgalamisi adi verilir.

Acgiktir ki, eger m kenarli bir G ¢izgesi H-parcalabilir ve H ¢izgesinin kenar sa-

yist m' ise m/|m olur. Eger parcalanig, H ¢izgesinin ¢esitli dondiriilmeleriyle elde

ediliyorsa bu pargalaniga dongiisel (cyclic) H-pargalanig ad1 verilir.

Teorem 5.3. n bir tek sayr ve n > 3 olsun. Eger i =1,2,...,t i¢cin 3 < m; < n ve
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n(n—1

my+mo+ -+ my = (;L) = T) olmak tzere, K, tam ¢izgesi Cpy, Cpgy -« oy Ciy

alt ¢izgelerine par¢alanabilirdir.

O halde K5 tam ¢izgesi iki tane C ¢izgesine ve C3, C3, Cy ¢izgelerine parcalana-
bilirdir. K5 ¢izgesinin bu parcalaniglar: Sekil 5.75 ile gsterilmistir.

i i b
~f e N T

Sekil 5.75: K5 tam ¢izgesinin C5, Cy ve C3, C3, Cy parcalaniglar

Eger baglantili bir G ¢izgesi C, Cy, .. ., C} ¢izgelerine parcalanabilir ise G gizge-
sinin keyfi bir v koge noktasinin bu pargalanigtaki derecesi ya 0 ya da 2 olacaktir.
Bu durumda v kdge noktasiin derecesi ¢ift olmak zorundadir. v, G ¢izgesinin keyfi
bir kége noktasi oldugundan G ¢izgesi bir Euler ¢izge olur. Oswald Veblen bunun
tersinin de dogru oldugunu kanmitlamigtir (bkz. [39]).

Teorem 5.4. Her Euler ¢izge dongiilere parcalanabilir.

Kamit. G, Euler ¢izge oldugundan izole kdse noktasi yoktur ve tiim kose noktalari-
nin derecesi ¢ift olur. O zaman her kdse noktasimnin derecesi en az 2 olmalidir. Bu
durumda G ¢izgesi en az bir tane C' dongiisii bulundurur. C' déngiisiiniin kenarlar
G cizgesinden silinerek elde edilen ¢izge H ile gosterilsin. Bu durumda H gizgesinin
tiim koge noktalariin dereceleri yine ¢ift olur. Yani H ¢izgesinin tiim bilegenleri ayri
ayr1 Euler ¢izge olur. O zaman bu igleme her bir bilegen i¢in tek bir dongii kalincaya

kadar devam edilecek olursa G ¢izgesinin dongiilere pargalanisi elde edilmis olur. [

Teorem 5.5. H c¢izgesi m kenarly graceful bir ¢izge olsun. Bu durumda Ko, iq

¢izgesinin bir dongisel (cyclic) H-par¢alamisy (H-decomposition) vardar.
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Kamit. H, ¢izgesi m kenarl bir graceful ¢izge oldugundan H ¢izgesinin kose noktalari
{0,1,2,...,m} kiimesinin farkli elemanlariyla etiketlenebilir 6yle ki, H ¢izgesinin
kenarlar1 {1,2,...,m} kiimesinin farkli elemanlariyla etiketlenmis olur. Ky, ; tam
gizgesinin koge noktalarmi {vg, vy, . .., Ve, } ile gosterelim ve bir gemberin {izerine esit
araliklarla yerlestirelim. Ko,,11 tam cizgesini elde etmek i¢in de herhangi iki kose
noktasini diiz bir ¢izgi ile birlestirelim. Bu durumda vy — v; — -++ — v9,, — g
dongiisii H ¢izgesinde bir Hamilton dongiisii olur.

Simdi H ¢izgesinin K, icerisindeki 6zel bir kopyasini inga edelim. H ¢izgesinin
graceful etiketlemesinde bir kose noktast 0 < ¢ < m olmak iizere 7 ile etiketlenmis
olsun. Bu koge noktasin1 Ky, ¢izgesinde v; koge noktasina yerlestirelim. H ¢izge-
sinin tiim koge noktalar: i¢in bu iglem tekrarlansin. Ky,,.1 i¢ginde H ¢izgesinin bu
sekilde elde edilen kopyasimi H; ile gosterelim.

Kymy1 tam gizgesinin her vgv, kenari (0 < s,t < 2m, s # t) C' dongiisiindeki bu
iki kdge noktasini birlegtiren kenar olarak diigiiniilebilir. vsv; kenar1 C' dongiisiinde bu
iki nokta arasindaki dg(vs, v;) uzakhg ile etiketlensin. 1 < d¢(vg, v;) < m oldugun-
dan Ky, 1 tam ¢izgesinin her kenar1 {1,2, ..., m} kiimesinden bir eleman ile etiket-
lenmig olur. Bu durumda Ky, 1 ¢izgesinin her bir kenar1 2m + 1 kere {1,2,...,m}
kiimesinin farkli elemanlar: ile etiketlenmis olur. H; ¢izgesinin sadece birer kenari

bu etiketlemelerde yer alir.

360°
2m+1

gesiyle ortak kenar1 olmayan bir bagka Hs gibi kopyasini elde ederiz. Bu déndiirme

Simdi H; ¢izgesini saat yoniinde aciyla dondiiriirsek H ¢izgesinin H; ¢iz-

iglemini 2m kere tekrarlayacak olursak, Ky, 1 tam ¢izgesinin dongiisel H-parcalanig
elde edilmis olur. O

Ornegin, 4 kdse noktal 3 kenarli Sy yildiz cizgesi graceful bir cizgedir. Teorem 5.5
geregi K7 tam ¢izgesinin dongiisel bir Sj-parcalanigi mevcuttur. Bu pargalanig Se-

kil 5.76 ile verilmigtir.
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