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Yiiksek Lisans Tezi
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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Celalettin KAYA

Bu tezin hazirlanmasinda kullanilan baglica kaynak, Diestel (2017)’in “Graph Theory”
kitabidir. Esas itibariyle bizim yaptigimiz, tezin baghgindan da anlagilacag iizere, “graf
teorisinde baglantililik” kavramini anlamak ve anlatmak i¢in, s6z konusu kitabin iigiincii
boliimiinti Tiirkgeye cevirmekten ibarettir. Fakat tabi ki motamot bir ¢eviri yapilmamus,
bir yandan bazi ¢ok zorlu veya teknik ispatlar atlanirken, diger yandan kitabin okuyu-
cuya birakilan bazi kisimlar1 serh edilerek konu daha anlagilir bir sekilde sunulmustur.
Ayrica, bu boliimiin anlagilabilmesi i¢in 6n sart durumunda olan graf teorinin temel ta-
nim ve teoremleri, mevzubahis kitabin birinci boliimiiniin ihtiya¢ olunan kadar teze ek-
lenerek verilmistir. Bunlara ek olarak, kaynaklar kisminda listelenmis olan makalelere de
bagvurulmustur. Ana hatlariyla 6zetlemek gerekirse: Birinci boliimde, temel tanimlarin
ardindan, yollar ve ¢evrimler, baglantililik, agaclar ve ormanlar ve iki parcali graflarla il-
gili gerekli tanim ve teoremler islenmistir. Ikinci boliimiin ilk iki alt boliimiinde, sirasiyla
2—baglantili ve 3—baglantili graflarin yapilar1 ¢alisilms, ilgili tamim ve teoremler veril-
mistir. Uciincii alt boliimiinde, graf teorinin en 6nemli teoremlerinden birisi olan Menger
(1927) teoreminin ii¢ farkli ispat1 ve ayrica teoremin genel hali ve ispati sunulmustur.
Dordiincii alt boliimiinde, bir grafin bir indiike alt grafin1 sadece u¢ noktalarinda kesen
bagimsiz yollarin sayisini veren, yine graf teorinin en 6nemli ve derin teoremlerinden bi-
risi olan Mader (1978) teoremi ifade edilmis ve bir sonucu ispat edilmistir. Besinci ve son
boliimiinde ise, belirlenmis iki koseler kiimesi arasindaki ayrik yollari varlig1 proble-
mine kisaca deginilmistir. Tezin {igiincii, sonug ve dnerilerden dnceki son boliimiinde ise,
mevzubahis kitabin iiclincii boliimiiniin notlar kismi kullanilarak, tezin konusu ile ilgili
kisa bir literatiir taramasi sunulmustur.
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ABSTRACT
Master of Science Thesis

NOTION OF CONNECTIVITY AND ITS IMPORTANCE IN GRAPH THEORY
Ibrahim Mohammed Abbas ALAMEEN
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The main source used in the preparation of this thesis is Diestel’s (2017) "Graph Theory"
book. Essentially, what we do is to translate the third chapter of the mentioned book into
Turkish to understand and explain the concept of "connectivity in graph theory", as can
be understood from the title of the thesis. But of course, no literal translation was made,
on the one hand, some very difficult or technical proofs were skipped, on the other hand,
some parts of the book that were left to the reader were explained and the subject was
presented more understandably. In addition, the basic definitions and theorems of graph
theory, which are prerequisites for understanding this study, are given by adding the ne-
cessary part of the first chapter of the aforementioned book to the thesis. In addition to
these, the articles listed in the references were also consulted. To summarize: In the first
chapter, after the basic definitions, necessary definitions and theorems related to roads and
loops, connectedness, trees and forests, and bipartite graphs are covered. In the first two
sections of the second chapter, the structures of 2-connected and 3-connected graphs are
studied, respectively, and related definitions and theorems are given. In the third section,
three different proofs of Menger’s (1927) theorem, which is one of the most important
theorems of graph theory, as well as the general form and proof of the theorem, are pre-
sented. In the fourth section, Mader’s (1978) theorem, which is one of the most important
and deep theorems of graph theory, which gives the number of independent paths that
intersect an induced subgraph of a graph only at its endpoints, was stated, and proved.
In the fifth and last section, the problem of the existence of discrete paths between two
specified sets of vertices is briefly mentioned. In the third chapter of the thesis, before the
conclusions and recommendation chapter, a brief literature review on the subject of the
thesis is presented by using the notes section of the third chapter of the mentioned book.
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il



ONSOZ VE TESEKKUR

Bu ¢aligma derleme bir calismadir ve hazirlanmasinda kullanilan baglica kaynak Diestel (2017)
dir: Graph Theory (Graduate Texts in Mathematics, 173). Bu kitabin, tez icin esas kaynak olarak
alinabilmesi adina, danisman hocamiz, Reinhard Diestel’le e-posta iizerinden iletisim kurmus ve
su cevabi almistir: “It’s completely ok to have MSc theses consist of re-writes, or summaries, of
chapters of my book. As you say, you must state clearly that whatever material is used origina-
tes from the book, but then that’s fine. The theses should not include long passages verbatim; if
they’re needed, they can refer to the book instead. But summaries in the candidates’ own words are
completely ok if you state clearly what you’re summarising (namely, passages from the book).”

Yazarin bilgilendirilmesiyle birlikte alinan izin sonrasinda, graf teoride lisansiistii seviyede hazir-
lanmig en mitkemmel kanyaklardan birisi olan bu kitap, tezin esas kaynagi olarak benimsenmistir.
Dolayisiyla, tezde gecen hemen hemen tiim sekiller, tanim ve teoremler Diestel (2017) den alinmig
ve her birisi i¢in ayr1 ayn atif vermek yerine, bu durumun burada belirtilmesi daha uygun bulun-
mustur. Tezde ifade edilmis ve fakat ispat edilmemis teoremlerin hemen hemen tiimiiniin ispati,

yine mevzubahis kitapta bulunabilir.

Ayrica, graf teori ile ilgili herhangi bir konu ¢alismak isteyen herkesin ihtiya¢ duydugu temel ta-
nim ve teoremler, diger bir ifadeyle gerekli o6n bilgiler dogal olarak aynidir. Bu sebeple, bu tezin
“graf teoriye girig” boliimii, danigman hocamizla birlikte yapilan calismalarla, Abdulgadir Ramzi
Ahmed SELI, Ibrahim Mohammed Abbas ALAMEEN ve Saad Mohammed Abdullah ABDUL-
LAH tarafindan ortak olarak hazirlanmistir ve dolayisiyla, ad1 gegen yiiksek lisan 6grencilerinin

her birinin tezlerinin bu ilk boliimleri aynidir.

Yiice Allah’a hamd ettikten sonra calisma konusunun belirlenmesinde ve calismanin hazirlanma
siirecinin her asamasinda engin bilgilerini, tecriibelerini ve degerli zamanlarim esirgemeyerek her
firsatta yardimer olan degerli hocam Dr. Ogr. Uyesi Celalettin KAYA’ya sonsuz tesekkiirlerimi
sunarim. Calismalarim sirasinda bana destek ve yardimci olan aileme ve arkadaglarima goniilden

tesekkiir ederim.

Ibrahim Mohammed Abbas ALAMEEN
Cankiri, Agustos 2022
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1. GRAF TEORIYE GIRIS

Bu boliimde, graf teori ile ilgili temel kavramlar ve teoremler verilecektir.

1.1 Temel Tanimlar

Tanim 1.1 Bir G grafi, £ C [V]2, yani £/, V'’ nin 2-elemanl alt kiimelerinin kiimesinin
bir alt kiimesi olmak iizere, G = (V, F) bi¢iminde bir kiime ¢iftidir. V' nin bir elemani

"kose" (veya "nokta") ve F nin bir eleman1 "kenar" olarak adlandirilir.

Su andan itibaren, G her zaman bir grafi gosterecektir.

Bir grafi noktalar ve dogru (veya egri) pargalart kullanarak resmedebiliriz sdyle ki eger
{u,v} € Eise, u,v € V koselerine karsilik gelen noktalar bir dogru/egri ile birlestiri-
lir. Noktalarin ve egrilerin nasil ¢izildiginin herhangi bir 6nemi yoktur; énemli olan tek

husus, koseler arasindaki komsu olma ve olmama iligkisinin korunmasidir.

Ornek 1.1 V = {1,2,3,4,5,6,7,8}, E = {{1,2},{1,4},{2,3},{3,4},{5,6},{6,7}}
olsun. Bu durumda, G = (V, ) grafim Sekil 1.1 deki gibi ¢izebiliriz.
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Sekil 1.1 G = (V, E) grafinin bir ¢izimi

Notasyon 1.1 Bir G grafinin kose kiimesi V' (G), kenar kiimesi E(G) ile gosterilir.

Not 1.1 v € V(G) veya e € E(G) yerine, sirayla v € G veya e € G yazabiliriz.



Tammm 1.2 Bir GG grafinin kogelerinin (kargilik olarak, kenarlarinin) kiimesinin eleman
sayisina, bu grafin "mertebesi" (karsilik olarak, "derecesi") denir ve |G| (kargilik olarak,
|G||) bi¢iminde gosterilir. Bir graf mertebesine gore, "sonlu graf", "sonsuz graf", "sayila-

bilir graf" vesaire biciminde adlandirilir.

Tanm 1.3 G = (¢, ¢) grafina "bog graf" denir.

Tanim 1.4 Eger bir G grafinin mertebesi O veya 1 ise, bu grafa "trivial graf" denir.

Tanmmm 1.5 G = (V, E) birgraf vev € V, e € E olsun. Eger v € e ise v kogesi e kenarina
veya e kenar1 v kogesine "baghdir" denir. Eger e = {v,w} ise, v ve w kdselerine e nin
"u¢ koseleri" veya "uclar1" denir ve bu durumda, e kenari, v ve w koselerini "baglar" veya

"birlestirir" denir.

Notasyon 1.2 Bir e= {x,y} kenar1, 2y veya yx biciminde yazilabilir.

Tanmm 1.6 G = (V,E), X, Y C Vvexr € X,y € Y olmak iizere, e = zy € E olsun.
Bu durumda, e = zy bir "X — Y kenar1" olarak adlandirilir. Bir F' C F kiimesindeki tiim

X —Y kenarlarinin kiimesi, F'(X,Y") biciminde gosterilir.

Notasyon 1.3 F({z},Y) ve F(X,{y}), basit bir sekilde sirasiyla, F(z,Y) ve F(X,y)
bigiminde gosterilir. F'(v), ' C E kiimesindeki v € V kosesine bagh tiim kenarlarin

kiimesini gosterir.

Tanmm 1.7 z,y € V(G) ve e # f € E(G) olsun. Eger zy € FE(G) ise, x ve y koseleri
"baghdir" veya "komsudur" denir. Eger e ve f kenarlarinin ortak bir uglari var ise, e ve
f kenarlar1 "baghdir" denir. Eger G grafinin birbirinden farkli herhangi iki kosesi bagl
ise, G ye bir "tam graf" denir ve n koseli bir tam graf K™ bi¢iminde gosterilir. Ayrica K3,

"licgen" olarak adlandirilir.

Tanim 1.8 Koselerin bir kiimesindeki veya kenarlarin bir kiimesindeki herhangi iki ele-

man bagl degil ise, bu kiimelerin her birine "bagimsiz" kiime denir.



Tamm 1.9 G = (V,E),H = (W, F) iki graf ve ¢ : V. — W bir fonksiyon olsun.
Eger ¢ fonksiyonu koseler arasindaki komsuluk iligkisini koruyor ise, yani zy € E iken

q(z)q(y) € F ise; q fonksiyonuna, G grafindan H grafina bir "homomorfizma" denir.

Not 1.2 Eger z € ¢(V), yani z kdsesi, ¢ fonksiyonunun goriintii kiimesinde ise, ¢! (z) =
{x € V : q(z) = 2z} C V alt kiimesi bagimsizdir: Diyelim ki ¢~*(z) bagimsiz olmasin.
Bu durumda, ¢~!(z2) iginde komsu olan z ve y gibi iki kose vardir. Simdi, ¢(z) = z = q(y)
oldugundan, {q(z),q(y)} = {z} elde ederiz. Fakat {z}, W nun 2-elemanli bir alt kiimesi
degildir, yani {2} ¢ [W]? dir.

Tamm 1.10 Bir 6nceki tanimda verilen ¢ fonksiyonu bire-bir ve orten, ¢~! fonksiyonu
da bir homomorfizma ise, ¢ fonksiyonuna bir "izomorfizma" denir. Bu durumda, G ve H
graflar1 "izomorfiktir" denir ve G ~ H yazilir. Eger ¢ bir izomorfizma ve H = G ise,

¢’ya G nin bir "otomorfizmas1" denir.

Not 1.3 ¢ : V(G) — V(H) bir izomorfizmadir ancak ve ancak q bire-bir ve orten bir
fonksiyondur ve "zy € E(G) < q(x)q(y) € E(H)" dir:

(=) q fonksiyonu, izomorfizma tanimi geregi, bire-bir ve ortendir.

Ayrica, vy € E(G) < q(z)q(y) € E(H) dir:

(=)xy € E(G) = q(x)q(y) € E(H) dir, ¢iinkii ¢ bir homomorfizmadir.

(«<)z'y’ € E(H) = g orten oldugundan, ¢(x) = 2’ ve q(y) = y' olacak sekilde =,y €
V(@) vardir. = ¢(z)q(y) € E(H) dir.

= ¢ (q(x))q  (q(y)) € E(G) dir, ciinkii ¢~ bir homomofizmadir. = zy € F(G) dir.
(<) Bu izomorfizma tanimidir. Yani: ¢ bire-bir ve orten, ¢ ve ¢! birer homomorfizma

oldugundan, ¢ bir izomorfizmadir.

Not 1.4 Izomorfik graflar esasinda ayn1 graflardir. Bu sebeple, G ~ H yerine, G = H

yazabiliriz.
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Tanmm 1.11 Graflarin izomorfizma altinda korunan bir 6zelligine, bir "graf 6zelligi" de-
nir. Graflarin kiimesi iizerinde tanimli bir fonksiyon, eger tiim izomorfik graflarda ayni

degeri aliyor ise, bu fonksiyona bir "graf degismezi" denir.

Ornek 1.2 K* tam grafim "icermek" bir graf 6zelligidir: Eger G herhangi ikisi birbirine
komsu dort kose igeriyor ve H ~ (G ise, H de boylesi dort kose icerir.
Ayrica, kose sayilari, kenar sayilari, derecesi ayni olan koselerin sayilari vs. en temel graf

degismezleridir.

Tanmm 1.12 G = (V, E) ve H = (W, F) iki graf olsun.

G ve H graflarinin "birlesimi": G U H := (VU W, E'U F') grafidir.
G ve H graflarimin "kesisimi": G N H := (V. N W, EN F) grafidir.
Eger G N H = & ise, G ve H graflar1 "ayriktir" denir.

Tanim 1.13 Eger W C V ve F' C F ise, H grafina G grafinin "altgrafi" dir denir ve
H C G bigiminde gostrilir.

Eger H C G ve H # G ise, H ye G nin bir "6zaltgrafi" denir.

Eger H C GG ve H, G nin her iki ucu da V' (H) = W da olan tiim kenarlarini i¢eriyor, yani
{z,y} € Eveux,y € W iken{xz,y} € F oluyor ise, H ye G nin bir "indiike altgrafi"
denir.

Eger H, G nin bir indiike altgrafi ise, W, G grafi i¢inde H yi "gerer" denir ve H = G[W]
biciminde gosterilir.

Eger H C G ve W = V ise, H ye GG nin bir "geren altgrafi" denir.

Notasyon 1.4 H C G, indiike veya degil, G nin bir altgrafi olsun. Bu durumda, G[V (H)]

yerine, G[H| gosterimini kullaniriz.

Ornek 1.3 Sekil 1.2 de verilen Gy, G, G3 graflarini ele alalim. Bu durumda, G, G5, G3,
GG nin altgraflaridir. GGy bir indiike altgraf degildir, fakat GG, bir indiike altgraftir. G5 bir

geren altgraf degildir, fakat G5 bir geren altgraftir.
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Sekil 1.2 G, Gy, G5, G3 graflar

Tamim 1.14 G = (V, E) bir graf, U bir koseler kiimesi (U C V veya degil) ve F' C [V]?
olsun. Bu durumda, G — U := G[V \ U], yani G — U, G grafindan, V N U kiimesindeki
koselerinin ve bu koselere bagh tiim kenarlarin silinmesiyle elde edilen graftir. Ayrica,

G — F ve G + F graflari, sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir:
G-—F:=(V,E\F) ve G+F:=(V,EUF).

Notasyon 1.5 Eger U = {v} ise, G — {v} yerine, G — v yazilir. Ayrica H herhangi bir
altgraf olmak iizere, G — V(H) yerine, G — H yazilir.
Eger ' = {e} ise, G — {e} ve G + {e} yerine sirasiyla, G — e ve G + e yazilr.

Ornek 1.4 G ve H, Sekil 1.3 de verilen graflar olsun. G' ve H graflarinin birlesimi, kesi-

simi ve farki Sekil 1.4 de verilmistir.

1 4 7M4
zMs 2 6
G H

Sekil 1.3 G ve H graflan
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L J
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2 3 GNH
GUH
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Sekil 1.4 G ve H graflarinin birlesimi, kesisimi ve farki



Tanmmm 1.15 Eger bir G = (V, F) grafi bir graf 6zelligini sagliyor, fakat ayni 6zelligi sag-
layan I/ & F olacak sekilde baska bir H = (V, F) grafi yok ise; G grafi bu 6zellige gore
"kenar-maksimal" dir denir. Genel olarak, eger bir graf, (bagka bir siralama bagintis1 ve-
rilmemigse) altgraf bagintisina gore, bir graf 6zelligini saglayan maksimal veya minimal

graf ise, bu grafa bu 6zelligi gore "maksimal veya minimal" dir denir.

Tanmim 1.16 G ve H ayrik iki graf olsun. Bu durumda, G * H grafi:
G+«H:=V(GUV(H),EG)UEH)U{e=zy:z€V(G),yc V(H)}

bi¢ciminde tanimlanir.

Tamm 1.17 G grafinin "tiimleyeni" G := (V(G), [V]? — E(G)) bigiminde tanimlanur.

G grafinin "¢gizgi grafi" L(G), kose kiimesi W = F ve kenar kiimesi ' = {zy : x,y € W

ve zy kenarlart G grafi icinde komsudur}. Yani, G nin ¢izgi grafi L(G), G nin kenar

kiimesi £ yi kose kiimesi olarak olan bir graftir dyle ki "z,y € E komsu iki kosedir

& x,y, G icinde bagl / komsu iki kenardir".

Ornek 1.5 Sekil 1. 5 de G ve G graflar1 verilmistir. Dikkat edilirse, G ~ G dir.

G

=]

Sekil 1.5 Bir GG grafi ve tiimleyeni

Ornek 1.6 Sekil 1. 6 da G grafi ve G nin ¢izgi grafi L(G) verilmistir.

Tanmmm 1.18 G = (V, E), bostan farkl bir graf ve U C V olsun. Bir v € V(G) kosesine
komsu tiim koselerin kiimesi, N (v) veya daha basitce N (v) bi¢ciminde gosterilir. Genel
olarak, V(U) = {z € V\ U : 2y € E olacak sekilde bir y € U vardir} kiimesi, U nun

"komgu" kiimesi olarak adlandirilir.
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Sekil 1.6 Bir GG grafi ve L(G) ¢izgi grafi

Tanim 1.19 Bir v kosesinin "derecesi" dg(v) = |E(v)]|, v kosesine bagl kenar sayisidir
ve graflar i¢in (multi graflar igin degil) dg(v) = |N(v)] dir. (dg(v) yerine, d(v) de yazilir.)
Derecesi sifir olan kose, "izole" kose olarak adlandirilir.

)(G) := min{d(v) : v € V} sayisina, G grafinin "minimum derecesi" denir.

A(G) := mak{d(v) : v € V} sayisina, G grafinin "maksimum derecesi" denir.

k € N olmak iizere, her v € V icin d(v) = k ise, G ye bir "k—diizgiin" graf denir. Ozel
olarak, 3-diigiin grafa, "kiibik" graf denir.

B
Tanim 1.20 G nin "ortalama derecesi" d(G) : \V| Z div) ve e€:= H olarak ta-

veV
nimlanir.

Not 1.5 0(G) < d(G) < A(G) dir:
Let |V| = n olsun. Her v € V i¢in, tamim geredi 6(G) < d(v) < A(G) dir.
= 2 0ev 0(G) <Dy d(v) <D0y A(G). = nd(G) < 30y d(v) < nA(G).

0(G) < 3 Vev dv) < A(G) = 6(G) < d(G) < A(G) dir.

Onerme 1.1 |E| =13 | d(v) = $d(G)|V| dir. Bu sebeple, €(G) = 3d(G) dir.

Ispat. 3= .\ d(v) = 2|E| = |E| = ; 30,y d(v) = 5|VIgq X,er d(v) = 5[V]d(G).
LB = @) V] = B = 14(@Q) = ¢(G) = Ld(G). m

v
Onerme 1.2 Bir grafta derecesi tek olan kiselerin sayist cifttir.

Ispat. > . d(v) = 2| E| bir cift sayidir. .-. Derecesi tek olan koselerin sayist ifttir. m



1.2 Yollar ve Cevrimler

Tamim 1.21 Kose kumesi V' = {ng,ny, ..., nx} ve kenar kiimesi £ = {nony,nina, ...,
ng_1ny} olan, bostan farkli P = (V| E') grafina, ng kosesinden ny kosesine veya ny ile ny,

arasinda bir "yol / patika" denir.

Dikkat edilirse bir yol icin tiim koseler birbirinden farklidir, yani herhangi bir kose tekrar
etmemektedir. P yolunun "ucglar1” olan ng ve n; koseleri, P yolu ile birbirine "baglidir"
denir. ny,...,n,_1 koselerine, P nin "i¢ koseleri" denir. P yolundaki kenar sayisina, P
yolunun "uzunlugu" denir. & uzunlugundaki yol P* ile gosterilir. Dikkat edilirse, k = 0

olabilir ve P° = K! dir.

Notasyon 1.6 P = ({ng,...,nx}, {noni,...,ng_1nx}) bir yol olsun. Bu durumda,
0 <1 < j < k olmak iizere, asagidaki gosterimler kullanilir:

P:=ngn;...n, ve Pi= Ny N1}

Pn;:=ng...n; ve Pn;:=mngy...n;_1;

n,P:=mn;...ng ve n;P:=mn1...n4

niPnj =Ny ve Tizpﬁj = N1 M1
Yollarin ug uca eklenmesi icin de benzer gosterim kullanilir. Ornegin, eger ii¢ P, ), R yo-

lunun birlesimi Px U xQy U yR bir yol ise, bu yol kisaca PxQyR biciminde

gosterilir.

Ornek 1.7 Sekil 1.7 de bir G grafi ve icindeki bir P® yolu sag tarafinda verilmistir.

€K1l 1. 1r rall 1¢1naceKki1 olu
Sekil 1.7 Bir G grafi icindeki P° yol



Ornek 1.8 Sekil 1.8 de bir G grafi ve noktal kenarlarla da i¢indeki P ve ) yollar1 gos-

terilmistir. Ayrica, nPy()z yolu sag tarafta yine noktali kenarlarla gosterilmistir.

Sekil 1.8 P, ) ve nPy(Q)z yollari

Tanmm 1.22 G = (V, E) ve H graflar, A, B C V ve P = ny...ny olsun.

Eger V(P) N A = {no} ve V(P) N B = {n4} ise, P yolu bir "A — B yolu" olarak
adlandirilir. {a} — B yolu, kisaca a — B bi¢iminde gosterilir.

Eger iki veya daha cok yolun i¢ koselerinin kiimeleri ikiser ikiser ayrik kiimeler ise, bu
yollar "bagimsiz" yollar olarak adlandirilir.

Eger P yolu H grafim sadece u¢ koselerinde kesiyor ise, P yolu bir "H —yolu" olarak

adlandirilir.

Not 1.6 Dikkat edilirse:
1) Iki a — b yolu P ve Q bagimsizdirlar < V(P) N V(Q) = {a, b} dir.
2) Eger P yolu uzunlugu 1 olan bir H—yolu ise, P nin kenari, H grafina ait bir kenar

degildir.

Tanmm 1.23 £ > 3 ve P = ng...ni_1 uzunlugu k — 1 olan bir yol olsun. Bu durumda,
C := P+ ny_1ng grafina bir "¢cevrim" veya "dongii" denir. Bir ¢cevrim, koselerinin listele-
mesiyle gosterilebilir. Omegin, C = P + ng_1ng ¢evrimi, C' = ngny ...ng_1ng bicimde
gosterilir. Bir ¢cevrimin kenar sayisina ¢evrimin "uzunlugu" denir. Uzunlugu k olan bir

cevrim C* biciminde gosterilir ve "k-cevrim" olarak adlandirilir.

Tammm 1.24 Bir G grafinda, en kisa ¢evrimin uzunluguna G nin "etrafi (girth)"; en uzun
cevrimin uzunluguna G nin "gevresi (circumfenence)" denir ve sirasiyla, g(G) ve ¢(G)

bi¢iminde gosterilir.



Not 1.7 Eger G i¢inde hi¢bir cevrim yoksa, etrafi oo ve ¢evresi 0 olarak tanimlanir.

Tanim 1.25 C, G icinde bir ¢evrim ve xy € E(G) olsun. Eger z,y € V(C) ve xy ¢

E(C) ise, xy kenarina, C ¢evrimin bir "kirigi" denir.

Not 1.8 C, GG grafinin bir indiike ¢evrimi olsun. Bu durumda, C' bir indiike altgraf ve bir

cevrim oldugundan, C' nin herhangi bir kirisi yoktur.

Ornek 1.9 Sekil 1.9 de bir C® ¢evrimi ve C° ve C® indiike ¢evrimleri verilmistir. Dikkat

edilirse, ny kenari C' nin bir kirisi oldugundan, CS, bir indiike cevrim degildir.

Sekil 1.9 ny kirigine sahip bir C° ¢evrimi ve C® ve C® indiike ¢evrimleri

Onerme 1.3 Eger G minimum derecesi 6(G) > 2 olan bir graf ise, G i¢cinde uzunlugu

d(G) olan bir yol ve uzunlugu > 6(G) + 1 olan bir ¢evrim vardir.

Ispat. P = n...ny, G i¢inde uzunlugu maksimum olan bir yol olsun. Bu durumda, P
nin maksimalliginden, N (ny) C V(P) dir. Bu sebeple, P nin uzunlugu = k£ > dg(ng) >
§(G) dir. Simdi i < k,n;ny, € E(G) sartim saglayan en kiigiik indis olsun. Bu durumda,

niMiy1...nEn;, vzunlugu > dg(ng) + 1 > §(G) + 1 olan bir ¢evrimdir. (Sekil 1.10) m

Tanim 1.26 x ve y, G grafinin iki kosesi olsun. x ve y koseleri arasindaki en kisa yolun
uzunluguna, = ve y koseleri arasindaki "uzaklik" denir ve dg(z,y) veya daha kisa olarak

d(x,y) biciminde gosterilir. Eger = ve y koselei arasinda herhangi bir yol yok ise, d(z, )

10
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Sekil 1.10 Onerme 1.3 iin ispatinde bahsedilen P yolu (Diestel 2017)

uzaklig1 oo olarak tanimlanir. G deki uzakliklarin maksimumuna, G nin "cap1" denir ve

"diam(G)" biciminde gosterilir. Yani:

diam(G) == mak{d(z,y) : z,y € V(G) ve x # y} = makyeecmakycad(x,y) dir.

Etraf ve cap degerleri alakalidir:

Onerme 1.4 G, cevrim iceren bir graf olsun. Bu durumda, g(G) < 2diam(G) + 1 dir.

Ispat. Bir C cevriminin ve bir P yolunun uzunluklarim sirasiyla, £(C') ve £( P) biciminde
gosterelim. Hikkmiin degilinin dogru oldugunu, yani ¢(G) > 2diam(G) + 1 oldugunu
kabul edelim. Bu durmda, ¢(G) > 2diam(G) + 2 dir. Simdi C, G iginde ¢(C) = g(G)
olan bir ¢evrim olsun. Bu durumda, C iizerinde, d¢(u,v) > diam(G) + 1 (de(u,v), C
cevrimi/altgrafi i¢indeki uzaklif1 gostermektedir) olacak sekilde u ve v koseleri vardir.
Fakat G iginde, d¢(u,v) < diam(G) dir. Bu sebeple, u ve v koseleri arasinda uzunlugu
dg(u,v) olan herhangi bir P yolu, C' ¢evrimimin bir altgrafi olamaz. Bu yiizden, =Py
biciminde bir C'—yolu vardir. Simdi, C iginde iki tane x — y yolu vardir. ), bu x — y
yollarindan kisa olani gostersin. Bu durumda, x PyQz ¢evriminin uzunlugu < ¢(C') dir:
((xPyQx) = C tizerindeki iki © — y yolundan kisa olanin uzunlugu + ¢(z Py)

< U(C)/2] +L(P) < |£(C)/2] + diam(G)

< 1(C)/2) + 52 1 [g(G) > 2diam(G) + 2 = diam(G) < &2 1 < 49 1]
<UD L 1O = p0) -1,

Bu bir ¢eligkidir ve bu ¢eligki bize ¢g(G) < 2diam(G) + 1 oldugunu gosterir. m

Tanim 1.27 Bir G grafinin "yaricapt”, rad(G) bigiminde gosterilir ve

rad(G) = mingegmakyeada (v, y)

11



biciminde tanimlanir. rad(G) = makyccds(x, y) sartini saglayan bir x kosesine bir "mer-
kez kose" denir. Yani x in diger tiim koselere uzakliklarinin maksimumu, diger tiim kogse-

ler icin hesaplanan bu maksimumlarin minimumu ise, « bir merkez kosedir.
Onerme 1.5 Bir G grafi icin, rad(G) < diam(G) < 2rad(G).

Ispat. rad(G) < diam(G): Bu esitsizlik, yaricap ve cap tamimlarindan dogrudur.
diam(G) < 2rad(G): z ve y, d(z,y) = diam(G) esithgini saglayan iki kose ve v, G
nin merkez koselerinden birisi olsun. Bu durumda, rad(G) = makyeyd(v, w) dir. Simdi:
diam(G) = d(x,y) < d(x,v) + d(v,y) [Uggen esitsizligi]

< rad(G) + rad(G) [rad(G) = mak,cyd(v, z) dir.] .. diam(G) < 2rad(G) dir. =

Tamim 1.28 Bir G grafi i¢indeki koselerin ve kenarlarin, e; = {n;, n;,1} olmak iizere,
W := ngegnye;...ex_1ny bicimdeki bir alterne dizisine, G igcinde bir "yiiriiyiis" denir ve
icerdigi kenar sayist, bu yiiriiyiisiin "uzunlugu" olarak adlandirilir. Eger ny = ny ise, W,

bir "kapali ytiriiylis" olarak adlandirilir.
Not 1.9 Eger bir W yiiriiylisiinde biitiin koseler farkl ise, " ayn1 zamanda bir yoldur.

Onerme 1.6 G bir graf, W, G icinde bir yiiriiyiis, © ve y, W vyiiriiyiisiine ait iki koge

olsun. Bu durmda x ve y koseleri arasinda, P C W olacak sekilde bir P yolu vardir.

Ispat. G bir graf ve I, G icinde, z ve y koseleri arasinda bir yiiriiyiis olsun. Ayrica, P, W
yiirliyiisii icinde uzunlugu minimum olan bir x — y yiiriiyiisii olsun. Yani: P C W ve
P, x ve y koseleri arasinda bir yiiriiylis Oyle ki W i¢indeki x — y yiiriiylisiileri arasinda
uzunlugu en kiiciik olanlardan birisidir.

P yiiriiyiisii bir z — y yoludur: P = x = vyvs ... v, = y olsun. Aksini varsayarak, P nin
bir yol olmadigini kabul edelim. Bu durumda, P i¢inde tekrar eden bir v; (1 < i < n)
kogesi vardir. Bu sebeple, P = x = viva...v;...v;...v, = y ve v; = v; olacak sekilde
bir j > ¢ vardir. Fakat ) = © = v1v2...0Vj41...v, = y ylirliyiisii de bir x — y
ylriiytisidiir ve () nun uzunlugu, P nin uzunlugundan daha kiiciiktiir.

.. P icinde tekrar eden herhangi bir kose yoktur. .-, P, W i¢inde bir  — y yoludur. ®

12



1.3 Baglantihhk

Tamim 1.29 G, bostan farkli bir graf olsun. Eger GG nin herhangi iki kosesi arasinda bir
yol var ise, GG grafina "baglantil1" dir denir.
U C V(G) olsun. Eger G[U] baglantili ise, ”U, G i¢inde baglantilidir" denir.

Eger bir graf baglantili degil ise, "baglantisiz" olarak adlandirilir.

Onerme 1.7 G baglantili bir graf ve |V (G)| = n olsun. Bu durumda, G nin koseleri,
U1, U, ..., v, olarak adlandirlabilir dyle ki her i = 1,...,n icin, G; = G [vy,...,v;]

baglantilidrr.

Ispat. G nin herhangi bir ksesini alalim ve v; olarak adlandiralim. Bu durumda, G| =
G [v1] in baglantil oldugu asikardir. Iddianin, 1 < i < |G| i¢in dogru oldugunu kabul
edelim. Simdi, ¢ + 1 i¢in, v € G — G, olacak sekilde bir v kosesi alalim. G baglan-
tilt oldugundan, G i¢inde, P = v = ny...n,, = v; biciminde bir v — v; yolu vardir.
1 < j < mindisi, "n; ¢ G, ve fakat n;;; € G," sartim1 saglayan indis olsun. n; ko-
sesini v; 4, olarak adlandiralim, yani v;;; := n; olsun. Bu durumda, v;,, kosesinin G;
icinde bir komsusu (n;1;) vardir. Bu yiizden, G, 41 := G; [v;11] baglantilidir. Bu sebeple,

n izerinden tiimevarimla, her ¢ = 1, ..., n i¢in, GG; baglantilidir. m

Tanmim 1.30 H, G nin bir altgrafi olsun. H baglantili ve G nin H yi iceren ve H den farkli
baglantili bir altgrafi yok ise, H ye GG nin bir "bileseni" denir.

Not 1.10 Bir grafin herhangi bir bileseni, bir indiike altgraftir: Tanim geregi, bir GG grafi-
nin bir bilegeni, bir maksimal baglantili altgraftir. Bu sebeple, eger iki koseyi, diyelim ki

z,y € V(G), igeriyor ise ve eger vy € F(G) ise, zy kenarin1 da igermek zorundadr.

Ornek 1.10 Sekil 1.11 de dort bilesenli bir G grafi verilmistir. Her bir bilesenin bir mini-
mal baglantili geren altgrafinin kenarlar kesikli olarak ¢izilmistir. Ayrica dikkat edilirse,

bilesenlerin kose kiimeleri, V' (G) nin bir par¢alanigini verir.

13



Sekil 1.11 Dort bilesenli bir G grafi

Tanmm 1.31 G = (V, E) bir graf, a,b € V, A;B C V ve X C V U E olsun. Eger G
deki her A — B yolu, X kiimesinin bir elemanin1 (bir kdse veye bir kenar) igeriyor ise,
X kiimesi (G iginde), A ve B kiimelerini "ayirir" denir. Eger a,b ¢ X ve X, {a} ve
{b} kiimelerini ayirtyor ise, X kiimesi a ve b koselerini "ayirir" denir. Eger X, G nin iki
kosesini ayiriyor ise, X kiimesi G grafim "ayirir" denir. Eger X C V(G) ve X, G grafim

ayirtyor ise, X kiimesi bir "ayiric1" olarak adlandirilir.

Not 1.11 Eger X, A ve B kiimelerini ayiriyor ise, AN B C X dir:

v € AN B olsun. Bu durumda, bir u¢ noktasi v olan ve trivial olmayan bir A — B yolu
yoktur: Aksine, oldugunu kabul edelim. Yani bir u¢ noktasi v olan bir P = vn;...ng
(veya P =ny...n,v) A — B yolunun var oldugunu kabul edelim. Bu durumda, V' (P) N
A={v}veV(P)NB = {v,n;} (veyaV(P)NA = {ny,v} ve V(P)N B = {v}) dir ve
bu bir ¢eliskidir. Ciinkii V' (P) N B # {ny} (veya V(P) N A # {n;}) dir. Bu sebeple, bir
u¢ noktast v olan tek bir A — B yolu vardir, o da trivial P = v yoludur. Bu sebeple, X, A

ve B kose kiimelerini ayirdigindan, v € X dir. Sonug olarak, AN B C X elde edilir.

Tanmm 1.32 Eger bir v kiisesi, kendi bulundugu bilesen i¢indeki iki koseyi ayiriyor ise,
v, bir "ayric1 kose" olarak adlandirilir. Eger e kenari, iki u¢ kdsesini ayiriyor ise, e, bir

"koprii" olarak adlandirilir.

Not 1.12 Bir e kenar1 kopriidiir < e kenarini iceren bir C' ¢evrimi yoktor. Denk olarak,
bir e kenar1 koprii degildir < e kenarini igeren bir C' ¢cevrimi vardir:
e = xy bir koprii degildir < x ve y koseleri arasinda, e kenarini icermeyen bir P yolu

vardir < C' = P + e, e kenarini igeren bir ¢evrimdir.

14



Ornek 1.11 Sekil 1.12 verilen G grafinda, v,n,y, z,w koseleri birer ayiric1 kose ve

e = ny kenar1 bir kopriidiir.

Sekil 1.12 G grafi, e = ny kopriisii, v, n, y, 2, w ayirict koseleri

Tamim 1.33 A, B C V olsun. Eger AUB =V, ayrica A\ B ve B\ A kiimeleri arasinda
bir kenar yok ise, bu durumda {A, B} sirasiz ¢iftine, G nin bir "ayrigmas1” denir. Eger
A\ B # 0 ve B\ A # () ise, {A, B}, bir "has ayrigma" olarak adlandirilir. [A N B|
sayisina, { A, B} ayrismasinin "mertebesi"; A ve B kiimelerine bu ayrismanin "taraflar"

denir.

Not 1.13 A, B C V olsun. A\ B ve B\ A kése kiimemeleri arasinda herhangi bir kenar
yoktir & AN B, A ve B kose kiimelerini ayirir:
A\ B ve B\ A kose kiimeleri arasinda herhangi bir kenar yoktur < G i¢indeki her A — B

yolu, A N B kiimesinin bir kogesini igerir < A N B, A ve B kogse kiimelerini ayirir.

Tamim 1.34 |G| > k olmak iizere, mertebesi k den daha kiigiik olan her X kose kiimesi
icin G — X baglantili ise, G grafi "k-baglantihidir" denir. G' nin k—baglantili oldugu &

sayilarinin en biiyiigiine, G nin "(kdse) baglantililig1" denir ve bu en biiyiik say1 x(G) ile

gosterilir.

Not 1.14 G, bostan farkl bir graf olsun. Bu durumda, GG, 0—baglantilidir, ¢iinkii |X| < 0
olacak sekilde bir X C V kiimesi yoktur.

G, trivial olamayan bir graf olsun. Bu durumda, GG, 1—baglantilidir < G baglantilidir,
ciinkii | X'| < 1 olmasi gerektiginden X = () dir.

Ayrica, k(G) = 0 < G baglantisizdir veya G = K dir. Her n > 1 igin, x(K") =n — 1
dir. Aslinda, her n > 1 i¢in, K(G) = n — 1 dir & G = K™ dir.
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Tanmim 1.35 |G| > 1 olmak iizere, mertebesi ¢ den daha kiigiik olen her F' kenar kiimesi
icin G — F' baglantili ise, G grafi "/—kenar-baglantilidir" denir. G nin /—kenar-baglantil
oldugu ¢ sayilarinin en biiyti§iine, G nin "kenar baglantililig1" denir ve bu en bilyiik say1

A(G) ile gosterilir.

Not 1.15 G trivial olmayan bir graf olsun. Bu durumda, A(G) = 0 < G baglantisizdir.
Ayrica, \(G) > 1 dir & G baglantilidir.

Ornek 1.12 Sekil 1.13 de verilen G grafi icin, x(G) = 1, \(G) = 2,6(G) = 3 tiir.

Sekil 1.13 x(G) = 1, \(G) = 2,0(G) = 3 sartlarin1 saglayan bir G grafi

Onerme 1.8 G trivial olmayan bir graf olsun. Bu durumda, (G) < MG) < 6(G) dir.

Ispat. \(G) < 6(G): Her v € V igin, \(G) < dg(v) dir, giinkii bir v kosesine bagli olan
tiim kenarlar G yi ayirr. -, A(G) < min{dg(v) : v € V} = §(G).

k(G) < MNG): F C Edyleki |F| = M\(G) ve G — F baglantisiz olsun. Kenar-baglantililik
tanimindan, bdylesi ayiran bir ' kiimesinin var oldugunu biliyoruz.

Simdi x(G) < |F|(= A(G)) oldugunu gosterecegiz.

Durum 1. F' deki herhangi bir kenarin ucu olmayan bir v € V(G kosesinin var oldugunu
kabul edelim. C, G — F' grafinda v yi iceren bilesen olsun.

W = {w € V(G) : v, F deki bir kenarin u¢ kogesidir} olarak tamamlayalim. Bu du-
rumda, W kose kiimesi, v ve G — C' yi ayirir. Diger yanden, F' i¢indeki herhangi bir e
kenarinin, en fazla tek bir u¢ kosesi C icinde olabilir: Aksine, /' kiimesi icinde, her iki ug
kosesi de V(C') de olan bir e = zy kenarmin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
F — e, \(G) — 1 tane kenar igeren bir kiimedir 6yle ki G — (F' — e) baglantisizdir. Fakat
bu F nin minimalligi ile ¢elisir. .". [W| < |F|. . k(G) < |F).
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Durum 2. GG deki her kosenin, F' igcindeki bir kenarin bir u¢ kosesi oldugunu kabul ede-
lim. v € V(G) herhangi bir kose olsun. C; G — F grafindan v yi igeren bilesen olsun.
W ={w € Ng(v) : vw ¢ F} olarak tamamlayalim. Bu durumda, W C V' (C) dir, ¢iinkii
v € (' dir ve C bir bilesendir. Durum 1°de ki gibi, F' deki bir e kenarinin en fazla bir
u¢ kosesi C' icinde olabildiginden, W kiimesindeki iki kdse, F' i¢indeki bir kenarin uglari
olamaz. . dg(v) < |F|.

. Eger G — Ng(v) # {v}ise, Ng(v), v ve G — Ng(v) yi ayirdigindan, ~(G) < |F| dir.

Eger G — Ng(v) = {v}, yani, {v} U Ng(v) = V(G) ise; v, rastgele se¢ilmis bir koge ol-
dugundan, n = |G| olmak iizere, G = K" oldugunu kabul edebiliriz. Fakat bu durumda,

k(G) = AN(G) = §(G) = |G| — 1 dir. Yani esitsizlikler yine saglanir. m

Not 1.16 Onceki 6nermeden, yiiksek baglantililik, yiiksek minimum dereceye ihtiyag du-

yar. Karsit olarak, yiiksek minimum derece, yliksek baglantililig1 garanti etmez.

Ornek 1.13 Sekil 1.14 de, K* un iki kopyast, her bir ucu bir kopyada olan bir e kenart
ile baglanmustir. Dikkat edilerse, 6(G) = 3 tiir, fakat x(G) = 0(G) = 1 dir. Genel olarak,
eger K" tam grafinin iki kopyasinin iki kosesini bir e kenari ile baglarsak, bu durumda

elde edilen GG grafi igin, 6(G) = n — 1 dir, fakat x(G) = 0(G) = 1 dir.

N

Sekil 1.14 K* iin iki kopyas1 ve bir e kenarindan elde edilen bir G grafi

1.4 Agaclar ve Ormanlar

Tanim 1.36 Hicbir ¢cevrim igcermeyen bir grafa, "cevrimsiz graf" denir. Cevrimsiz bir graf

"orman" olarak adlandirlir. Baglantili bir orman ise, "aga¢" olarak adlandirilir.
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Bir agacin, derecesi bir olan bir kdsesine "yaprak" ve yaprak olmayan bir ksesine "i¢

kose" denir.

Not 1.17 T, trivial olmayan bir agac olsun. 7" agacinda en az bir yaprak vardir:
P, T i¢indeki en uzun yollardan birisi olsun. Bu durumda, P nin her iki u¢ kdsesinin
derecesi de 1 olmak zorundadir. Aksi takdirde, P yi uzatabiliriz ve bu P nin en uzun

yollardan birisi olmasiyla celisir. .. 7" agacinin en az iki yapragi vardir.

Not 1.18 v, T agaginin bir yapragi olsun. Bu durumda, 7" = T' — v grafi da bir agactir:
Birincisi, 7" bir ¢evrim i¢ermediginden, 7" = T — v grafi da bir ¢evrim igermez. ikin-
cisi, v, 1" nin bir yapragi oldugundan, sadece tek bir komsusu vardir ve bu sebeple,

T' =T — v baglantilidir. .-. T” bir agagtir.

Teorem 1.1 7T bir graf olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) T bir agag¢nir.

(13) T nin herhangi iki kosesi x ve y arasinda, bir ve yalmz bir yol vardur.

(131) T minimal baglantilidw. Yani T baglantilidir ve fakat her e € E(T) kenart igin,
T — e baglantisizdur.

(tv) T maksimal cevrimsizdir. Yani T herhangi bir ¢evrim icermez ve fakat birbirine

komgsu olmayan herhangi iki x ve y kosesi icin, T' + xy grafi bir cevrim icerir.

Ispat. (i) = (ii): Oncelikle, T baglantilidir. .. T nin herhangi iki x ve y kosesi arasinda
bir P yolu vardir. Boylesi bir P yolu tektir: Tersinin dogru oldugunu kabul edelim. Bu
durumda, = ve y gibi iki kose vardir 6yle ki bu iki kose arasinda P = x = 21 ... 2, =y ve
Q =z =w;...w, =y gibiiki farkli yol vardir. A = V(P) NV (Q) olsun. Bu durumda,
z,y € Aoldugundan A # () dir ve P # Q oldugundan, A G V(P) veya A G V(Q)
dir. Diyelim ki A G V/(P) olsun. $Simdi z,, (indislerin siralamasina gére) V' (P) — V(A)
kiimesindeki ilk kose ve z;, A kiimesinde z, den sonra gelen ilk kose olsun. Bu durumda,
25,2t € Ave C = z,P2Qz, T iginde bir ¢evrimdir. Fakat bu 7" nin hicbir ¢evrim icer-
medigi gercegiyle celisir. .". Boylesi bir yol tek olmalidir.

(1) = (4¢i7) : T nin herhangi iki kosesi arasinda bir yol oldugundan, 7" baglantilidir.

e = xy, T iginde bir kenar olsun. Bu durumda 77 = T' — e baglantisizdir: Tersinin dogru
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oldugunu kabul edelim. Bu durumda, 7" i¢inde, = ve y koseleri arasinda bir P yolu vardir.
T’ C T oldugundan, P C T dir. Diger yandan, ) = zy, T i¢inde, x ve y kdseleri arasinda
bir baska yoldur. Fakat bu, boyles1 bir yolun tek olduguyla celisir.

2. T" =T — e baglantisizdir.

(iii) = (iv) : Oncelikle, tersinin dogru oldugunu, yani 7" nin iginde bir C' = z; ... 2,2
¢evriminin var oldugunu kabul edelim. e = 225 olsun. Bu durumda 77 = T — e bag-
lantilidir: z,y € V(71") olsun. Bu durumda, 7" baglantili oldugundan, 7" i¢inde x ve
y koseleri arasinda bir P = © = w;...w,, = y yolu vardir. Eger ¢ ¢ FE(P) ise,
P C T’ dir. Eger e € E(P) ise, bir 1 < i < m i¢in, e = w;w;4; dir. Bu durumda,
Q = Pw; = z12p2p_1 - . . 22 = w1 P, T" iginde, x ve y koseleri arasinda bir yiiriiytistiir.
Her x — y yiiriiyiisii, bir z — y yolu icerdiginden, 7" i¢inde, x ve y koseleri arasinda bir
yol vardir.

. T" =T — e baglantilidir. Fakat bu hipotezle celisir. .-, T" hi¢bir ¢evrim igermez.

Simdi, = ve y, T i¢inde komgu olmayan iki kose olsun. Bu durumda, 7" = T+ zy bir ¢ev-
rim icerir: P, T i¢inde, = ve y koseleri arasinda bir yol olsun. Bu durumda,
Q) = P + xy, T" iginde bir ¢evrimdir.

(iv) = (i) Oncelikle, hipotezden, T" higbir cevrim icermez. Bu sebeple, T nin baglantili
oldugunu ispat etmemiz gerekmektedir: z,y € V(T') olsun. Eger e = zy € E(T) ise,
P = zy, T icginde, = ve y koseleri arasinda bir yoldur. Eger e = xy ¢ FE(T) ise, bu
durumda hipotezden, 1" + zy grafi, bir C' cevrimi igerir. Fakat 7" hicbir ¢cevrim igermedi-
ginden, e = xy € FE(C) dir. Bu durumda P = C — e, T iginde, = ve y koseleri arasinda
bir yoldur. .. 7" baglantilidir. m

Notasyon 1.7 T bir agag ve x,y € V(T') olsun. x ve y kdselerini birlestiren P C T yolu,

Ty biciminde gosterilir.

Not 1.19 G, baglantili bir graf olsun. Bu durumda, G bir geren agag icerir: 7', GG grafinin
minimal baglantili ve geren bir altgrafi olsun. Bu durumda, 6nceki teoremin (i7) sikkin-
dan, T bir agagtir. Veya: T, GG grafinin maksimal ¢evrimsiz bir altgrafi olsun. Bu durumda,
onceki teoremin (iv) sikkindan, 7" bir agactir. Ayrica, 7" bir geren altgraftir: Aksinin dogru

oldugunu kabul edelim. Bu durumda, bir v € V(G) — V(T) vardir. Simdi 7' C G ve G
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baglantili oldugundan, vw € E(G) olacak sekilde bir w € V(T') vardir. Bu durumda,
T + vw hala ¢evrimsizdir, ¢iinkii 7" cevrimsizdir ve v ¢ V(T') dir. Fakat bu, T ; T+ow

oldugundan, T nin maksimalligiyle celisir.

Ornek 1.14 Sekil 1.15 de verilen graf bir agac 6rnegidir.

Sekil 1.15 Bir 7" agaci1

Ornek 1.15 Sekil 1.16 de, G = K grafinin ii¢ geren agaci koyu kenarlarla gosterilmistir.

Sekil 1.16 G = K5 tam grafi ve ii¢ geren agaci (Diestel 2017)

Tanmm 1.37 G, bir graf ve 7', G nin bir geren agaci olsun. Bire € E(G)\ E(T) kenarina,
T agacinin, G grafi i¢indeki bir "kirisi" denir.

Sonuc 1.1 7', n kogseli bir agag olsun. Bu durumda, T agacimin koseleri, vy, v, ..., Uy
biciminde adlandirlabilir dyle ki her i > 2 icin, v; kdgesinin {v,...,v;_1} kose kiimesi

icinde tek bir komsusu vardur.

Ispat. Bir 6nceki alt boliimiin ilk énermesinden, 7' agacimin koselerinin her i > 2 icin,
T; := Tlvy,...,v;] baglantili olacak sekilde, vq,vs, ..., v, olarak adlandirilabilecegini

biliyoruz. Bu sebeple v; kdsesinin, {vq,...,v;_1} kose kiimesi icerisinde bir komsusu
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vadir. Ayrica, T; bir aga¢ oldugundan, bu komsu tek bir tanedir: Aksine v; nin, 1 < k <
[ <1 — 1 olmak iizere, vy, ve v; gibi iki tane komsusunun oldugunu kabul edelim. Simdi,
T;_1 bir aga¢ oldugundan, baglantilidir ve bu sebeple, vy, ve v; koselerini birlestiren (tek)
bir P yolu vardir. Fakat bu durumda, v;v, + P + vv;, T} agaci icerisinde bir ¢evrimdir.

Bu bir celigkidir, ¢linkii 7; bir aga¢ oldugundan, hicbir ¢cevrim icermez. m

Sonuc¢ 1.2 G, n koseli ve baglantili bir graf olsun. Bu durumda:
G agactir & |E(G)| = n — 1dir.

ispat.

(=) Ispat, G nin kose sayis1 olan n iizerinden tiimevarimla yapilabilir.

v = 1 : G bir graf oldugundan, G icinde, iki u¢ kosesi de ayn1 olan bir kenar yoktur.
SE(G)=0=1-1dir

Iddianin i < n icin dogru oldugunu kabul edelim.

Simdi j = 7 + 1 i¢in, bir dnceki sonucu kullanabiliriz. Tiimevarin hipotezinden, G; aga-
cmin ¢ — 1 kenar1 vardir. .*. v;41 kosesinin, GG; agacinda tek bir komsu kosesi oldugundan,
(i1 agacindaki kenar sayisi: (i — 1) + 1 = i dir.

.. Timevarimdan, G = (,, agacinin kenar sayist n — 1 dir.

(<)|E(G)| = n — 1 olsun. T, G grafinin bir geren agaci olsun. Bu durumda, birinci

kisimdan, |E(T)| = n — 1 dir. . G = T dir, yani G bir a8actir m

Sonug 1.3 T bir agag, G bir graf dyle ki §(G) > |T'| — 1 olsun. Bu durumda, T C G dir,
vani G nin dyle bir H altgrafi vardir éyle ki H ~ T dir.

ispat. T nin koselerinin, iki dnceki sonugta verilen, vy, v, . . . , v,, bicimindeki etiketleme-
sini kullanarak, 7" nin kose sayisi iizerinden tiimevarimla, 7" nin GG grafi icinde bir kopya-
sin1 bulabiliriz: Timevarim hipotezinden, 1 < ¢ < |T| = n olmak iizere, vy, ...,v; € G
koseleri secilmis olsun. Simdi, v € G — {vy, ... v;} kosesini v;,; olarak secelim dyle ki
vk, v nin T iginde tek oldugunu bildigimiz komsusu olmak iizere, vyv € FE(G) olsun.
Boylesi bir v kosesi vardir, ¢iinkii d(vg) > 6(G) > |T| — 1 dir.

.. Timevarimdan, G i¢inde 7" nin bir izomorf kopyasini buluruz. m
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Tanim 1.38 Eger bir agacin bir kosesini diger koselerinden farkli ve 6zel bir koge olarak
alirsak, bu koseye bu agacin bir "kokii" denir. Bir kosesi kok olarak se¢ilmis bir agaca,

"kokli agac¢" denir.

Not 1.20 Bir koklii 7" agacinin koseler kiimesi iizerinde bir bagintiy1 soyle tamimliyalim:
r, T' nin kokii ve z, y, T nin iki kosesi olsun ve "x < y < x € rT'y" olarak tamimlayalim.
Bu durumda, < bagintisina gore, V(7" kiimesi bir kismi sirali kiime olur. Yani < bagin-
tis1, V' (T") kose kiimesi iizerinde bir kismi siralama bagintisidir:

(1) < yanstyandir: z € V(T') olsun. Bu durumda, = € 7'z oldugundan, x < z dir.

(i7) < ters-simetriktir: z,y € V(T') olsun. z < y ve y < z oldugunu kabul edelim. Bu
durumda, z € rT'y ve y € rT'x dir. Bu sebeple, rT'x C 1Ty ve rT'y C rT'z dir. Ciinkii bir
agacin herhangi iki kosesi arasinda bir ve yalmz bir yol vardir. (Ornegin, eger rT'x < rTy
ise, bu durumda r ve x koseleri arasinda birbirinden farkli en az iki yol vardir: Birisi 7'z,
digeri Ty yolunun r den x e kadar olan kisimdir.)

STz CrTy C rTx oldugundan, rT'r = rT'y dir. .. x = y dir.

(171) < gegiskendir: x,y,z € V(T') olsun. z < y ve y < z oldugunu kabul edelim. Bu
durumda, x € rT'y ve y € rT'z olur. Bu durumda, y € Tz oldugundan, Ty C Tz dir.

Bu nedenle, x € Ty oldugundan, x € rT'z dir. .". x < z elde edilir.

Tanim 1.39 Bir 6nceki notta tanimlanan kismi siralama bagintisina, 7' ve r ye gore bir
"agag-siralamast” denir. Eger bu agag-siralamasina gore z < y, yani x < y ve x # y ise,

x kosesi y kosesinin "agsagisindadir” denir. z € V(7T') olmak tizere:
[z] ={w|w<Lz} ve [z]={w|w>z}

kiimelerine sirastyla, z nin "alt-kapanig1” ve "tist-kapanis1" denir.

Z C V(T) olsun. Z, ust-kapamgina (karsilik olarak, alt-kapanigina) esit ise, yani
Z = |Z] = U,z Z] (karsilik olarak, Z = [Z] := |J,.,[Z]) ise, Z kiimesi T iginde
"tist-kapalidir” (karsilik olarak, "alt-kapalidir") veya "yukari-kiimedir" (karsilik olarak,

"asagi-kiimedir") denir.

Not 1.21 Agac siralamasina gore, 7" nin kokii en kiigiik elemandir ve 7' nin yapraklari

maksimal elemanlardir. Ayrica, bir kenarin u¢ koseleri karsilastirilabilirdir.
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Not 1.22 v € T olsun. Bu durumda, v nin alt-kapanis1 bir zincirdir, yani bu kiimedeki
herhangi iki eleman karsilastirlabilirdir:

x,y € [v] olsun. Bu durumda, x < v ve y < v dir. Bu nedenle, x € rTv ve y € rTv dir.
Bu sebeple, 7" nin herhangi iki kosesi arasinda tek bir yol oldugundan ve ayrica z,y €

rT'v oldugundan, x € rT'y veyay € rT'x dir. /. z < y veyay < z dir.

Tanim 1.40 Bir x kosesinin "yiiksekligi" »7T'x yolunun uzunlugudur. 7' agacinin "k.

seviyesi", yiiksekligi k£ olan tiim koselerin kiimesidir.

Tammm 1.41 G bir graf, 7" C G bir koklii agag olsun. P, G icindeki herhangi bir 7'—yolu,
ayrica x ve y, bu yolun ucg koseleri olsun. Eger (aga¢ siralamasina gore) x < y veyay < ©

ise, 1" agacina G i¢inde "normal"dir denir.

Not 1.23 7', G icinde geren bir agag olsun. Bu durumda, 7" agaci GG i¢inde normaldir <
"Eger xy € E(G) ise, T i¢inde x < y veya y < z dir':

Oncelikle, T nin normal bir agac olmasi icin gerek ve yeter sart G igindeki herhangi bir
T'—yolunun ug koselerinin, 7" icindeki aga¢ siralamasina gore karsilagtirilabilir olmasidir.
Ikincisi, T nin G grafim germesi igin gerek ve yeter sart V(7)) = V(G) olmasidir.

(=) T nin G i¢inde normal oldugunu kabul edelim. zy € E(G) olsun.

Durum 1: Eger zy € E(T) ise, z < y veyay < x dir.

Durum 2: Eger zy ¢ E(T) ise, zy kenar1 GG i¢inde bir 7'—yoludur. Bu nedenle, T" agaci
G grafi i¢inde normal oldugundan, x < y veyay < x dir.

(<) Eger zy € E(G) ise, T iginde © < y veya y < z oldugunu kabul edelim. 7" agaci
G grafim gerdiginden, G icindeki herhangi bir 7'—yolu, bir e € E(G) — E(T') kenardr.
Bu sebeple, T' nin normal oldugunu gostermek igin, herhangi bir e = zy € E(G) —
E(T) kenarmin ug noktalarinin karsilagtirilabilir oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi,
e =ay € E(G) — E(T) olsun. Bu durumda, ¢ = xy € F(G) oldugundan, hipotezden, T’

icinde z < y veyay < x dir. .. T, G i¢inde normaldir.

Ornek 1.16 Sekil 1.17 de, bir G grafi ve bu grafin kokii 7 olan bir T’ normal geren agaci

gosterilmigtir. (7" agacinin kenarlar1 koyu ¢izilmistir.)
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Sekil 1.17 Bir G grafi ve G nin kokii 7 olan bir 7" normal geren agaci (Diestel 2017)

Bir GG grafinin yapisini, i¢indeki bir 7" normal agacini kullanarak anlayabiliriz, ¢iinkii G

grafi, 7" agacinin ayirma ozelliklerini yansitir:

Lemma 1.1 G bir graf, T' C G bir agag olsun. T nin G icinde normal oldugunu ve x,y
nin T" nin herhangi iki kosesi oldugunu kabul edelim. Bu durumda:

(1) [z] N [y] kiimesi, G igcinde x ve y kiselerini ayirir.

(1) S C V(T) olsun. Ayrica, T nin bir geren agag oldugunu ve S nin alt-kapali oldugunu
kabul edelim. Ayrica, U := {z : z,T — S icinde bir minimal elemandir} olsun. Bu

durumda, =z € U olmak iizere, | z| kiimeleri, G — S grafinin bilesenlerini gerer. B

Bu alt boliimii, bir baglantili G grafinda bir normal geren agacin var oldugunu garanti

eden bir Onerme ile bitirelim:

Onerme 1.9 G bir baglanuli graf ve r, G nin bir késesi olsun. Bu durumda, G nin kékii

r olan bir T normal geren agact vardir. B
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1.5 iki Parcah Graflar

Tanim 1.42 r > 2 bir tamsay1 ve G = (V, E) bir graf olsun. Eger G nin kose kiimesi
olan V' nin r siif iceren bir ayrisimi varsa dyle ki aym simiftaki iki kose arasinda kenar
yok ise, yani herhangi bir kenarin iki ucu farkli siniflarda ise; bu durumda G, "r—parcali
graf"’ olarak adlandirilir. Boyle bir ayrisimdaki kiimelerin / siniflarin her birine, bir "parca

kiime" denir. Bir 2—parcal1 graf, "iki-parcali" graf olarak adlandirilir.

Tanmim 1.43 G bir r—pargali graf olsun. Eger farkli parcalardaki her iki kose arasinda
bir kenar var ise, G ye bir "r-parcali tam graf" denir. Eger r yi zikretmezsek, G' grafi bir

"coklu-pargali tam graf" olarak adlandirilir.

-----

,,,,, n, grafi basitce K biciminde gosterilir.
Dikkat edilirse, eger bir K" tam grafinin her bir kdsesi, s tane kose iceren bagimsiz bir
kiime, yani herhangi bir kenar icermeyen ve sadece s tane kose igeren bir kiime ile degis-

tirilirse, /] grafi elde edilir.

Ornek 1.17 Sekil 1.18 de iki tane 3—parcali graf verilmistir. Dikkat edilirse, sagdaki

graf, diizgiin sekizyiizlii K3 nin bir ¢izimidir.

Sekil 1.18 3—parcali iki graf 6rnegi (Diestel 2017)

Ornek 1.18 Sekil 1.19 da, K. 33 = K2 iki parcali tam grafinin ii¢ farkli ¢izimi verilmisgtir.

Tamm 1.44 Bir K, grafi "yildiz" olarak isimlendirilir. Tek kogse iceren parcali kiime-

deki koseye de yildiz grafin "merkezi" denir.
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Sekil 1.19 K3 3 = K?Z iki pargali tam grafinin ii¢ farkli ¢izimi (Diestel 2017)

Simdi, bir iki par¢ali grafi tam olarak karakterize eden bir dnerme verelim:

Onerme 1.10 G = (V, E), en az iki kose iceren bir graf olsun. Bu durumda: "G iki

parcalidir < G, herhangi bir tek cevrim, yani uzunlugu tek olan bir cevrim icermez’.

Ispat.

(=) G iki parcal1 bir graf olsun. Bu durumda, G herhangi bir tek ¢evrim igermez, ¢iinkii
herhangi bir ¢evrimin komsu koseleri farkli parca kiimelerinde olmak zorundadir.

.. Bir cevrimin uzunlugu ¢ift olmalidir.

(<) G nin herhangi bir tek ¢evrim igermedigini kabul edelim. Oncelikle, genellemeyi
bozmaksizin, G nin baglantili oldugunu kabul edebiliriz, ¢linkii G iki par¢alidir ancak ve
ancak G nin bilesenlerinin her biri iki pargalidir veya tek bir kdseden ibarettir.

T, G nin kokii r olan bir geren agact olsun. <7, V' = V(@) tizerindeki kargilik gelen
agac-siralamasi olsun. Simdi, her bir n € V i¢in, tek bir »7'n yolu vardir ve bu yolun
uzunlugu ya tektir ya da cifttir.

A ={n € V : rTn yolunun uzunlugu tektir} ve

B = {n € V : rT'n yolunun uzunlugu ¢ifttir} olsun.

Bu durumda, A ve B kiimeleri bostan farklidir: Eger n, r kokiiniin bir komsusu ise, n € A
dir; r € B dir. Ayrica, AN B = () oldugu agikardir. G nin, parca kiimeleri A ve B olan
bir iki-pargali kiime oldugunu ispat edecegiz. ¢ = ny € E(G) olsun.

Durum 1. e € T oldugunu kabul edelim ve diyelim ki n <p y olsun. Bu durumda,
rT'y = r'I'ny dir.

. n ve y koseleri farkli parga kiimelerindedir, ¢linkii 777 yolunun uzunlugu tektir (kar-
silik olarak, cifttir) < rT'ny = rT'y yolunun uzunlugu c¢ifttir (karsilik olarak, tektir).
Durum 2. ¢ ¢ T oldugunu kabul edelim. Bu durumda, C, := nT'y + e bir ¢evrimdir (ve

hipotezden uzunlugu cifttir) (Sekil 1.20 yi inceleyiniz).
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Sekil 1.20 7" + e grafi ve igindeki C' ¢evrimi (Diestel 2017)

Simdi, Durum 1’den, nT'y yolu iizerindeki koseler sira ile degismeli olarak A ve B parca
kiimelerine aittirler.

*. C, nin uzunlugu hipotez geregi ¢ift oldugundan, nTy = C, — e yolunun uzunlugu
tektir, yani nT'y yolunun c¢ift sayida kosesi vardir.

*. n ve y koseleri farkli parca kiimelerine aittirler. m
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2. BAGLANTILILIK

Birinci boliimde verilen k—baglantililik tanimi ¢ok fazla sezgisel degildir. Soyle ki: Bu
tanim bize, bir k—baglantili graftaki baglantilar hakkinda cok fazla bilgi vermemekte ve
yalnizca boylesi bir grafi baglantisiz hale getirmek i¢in en az k tane koseye ihtiyacimiz
oldugunu soylemektedir. Simdi verecegimiz tanim ise, k—baglantililig1 daha iyi betimle-

mektedir.

Tammm 2.1 Eger bir grafin herhangi iki kosesi k—tane bagimsiz yol ile baglanabiliyor ise,

bu grafa "k—baglantilidir" denir.

Graf teorinin klasik sonuglarindan birisi, bu iki £—baglantililik taniminin aslinda denk
olduklarini, ayn1 6zelligin dual halleri olduklarin1 ortaya koymaktadir. Menger’in bu te-
oremini, Alt Boliim 2.3 de calisacagiz. Alt Boliim 2.1 ve 2.2 de, sirasiyla 2—baglantili ve
3—baglantili graflar1 inceleyecegiz. Bu kiiciik £ degerleri icin, boylesi graflar1 nasil insa

edebilecegimizin, basit genel bir tarifinin verilmesinin miimkiin oldugunu gorecegiz.

Alt Bolim 3.4 ve 3.5 de, baglantilifin diger yonlerine bakacagiz. Bu yonler ve bunlarla
ilgili caligmalar standart olana gore daha yakin tarihlidir ve fakat daha az 6nemli degildir:
G nin bir H indiike altgrafi icin, G i¢indeki H —yollarinin sayisi problemi ve belirlenmig
kose ciftlerini birlestiren, GG i¢indeki ayrik yollarin varlig1 problemi.

2.1 2—Baglantih Graflar ve Altgraflar

En basit 2—baglantili graflar cevrimlerdir. Diger tiim 2—baglantili graflar, bir ¢evrime

yollar eklenerek, tiimevarimla elde edilebilir:

Teorem 2.1 Bir graf 2—baglantilidir < Bu graf, bir cevrimden halihazirda insa edilmis

H graflarina, H yollar eklenerek insa edilmistir (Sekil 2.1).
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Sekil 2.1 2—baglantili graflarin ingas1 (Diestel 2017)

Ispat.

(<) Boylesi inga edilen her grafin 2—baglantili oldugu asikardir. Ciinkii her C' ¢gev-
rimi 2 baglantilidir ve bir C' cevrimine bir C'—yolu eklersek elde edilecek H; grafi yine
2—baglantili olacaktir. Ardindan elde edilen /; grafina bir /1;—yolu eklersek, elde edi-
lecek H, grafi yine 2—baglantili olacaktir. Tiimevarimdan, bu sekilde elde edilecek tiim
H graflan iki baglantili olacaktir.

(=) Kargit olarak, 2—baglantili bir G grafi verilsin. Bu durumda, G bir ¢evrim igerdigin-
den, yukarida belirtildigi gibi insa edilmis olan bir maksimal H altgrafi icerir.

Simdi, z,y € V(H) olmak tizere, herhangi bir 2y € E(G)\ E(H ) kenar1 bir H—yolu ve-
receginden, ve /1 maksimal oldugundan, boylesi bir zy kenar1 yoktur, yani / bir indiike
altgraftir. Bu sebeple, eger H # G ise, GG baglantili oldugundan, v € G — H ve w € H
olmak iizere, bir vw € E(G) kenari vardr.

G, 2—baglantili oldugundan, G — w grafi bir P,v — H yolu igerir. Bu durumda, wv P, G
icinde bir H-yolu verir ve H U wv P, G grafinin H den daha biiyiik olan inga edilebilir bir

altgrafi olur. Bu durum, H nin maksimalligi ile celisir. Bu sebeple H = G dir. m

Herhangi bir grafin, maksimal baglantili altgraflarina, yani bilegenlerine ayristirilmasi
gibi, bir baglantili G grafin1 maksimal 2—baglantili altgraflarina ayristirmayr deneyebi-
liriz. Bu durumda elde edilebilecek altgraflar, tamamiyla ayrik olmayabilir ve G grafinin
timiinii ortmeyebilir. Bununla birlikte, "maksimal 2—baglantil1 altgraf" sartin1 biraz za-
yiflatmak kolaydir ve boylece, zayiflatilmig sart1 saglayan graflar, G yi orter ve hemen

hemen ayrik olurlar.
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Tanim 2.2 Bir grafin kesim kosesi icermeyen bir maksimum baglantili altgraflarina bir
"blok" denir. (Bir blok, G nin kesim koselerini icerebilir ve fakat kendisinin hi¢gbir kesim

kosesi yoktur.)

Not 2.1 Bir blok, ya bir maksimal 2—baglantili altgraftir, ya (u¢ noktalariyla) bir koprii-
diir, ya da bir izole kosedir. Kargit olarak, boylesi her altgraf bir bloktur. Tanimlarindaki
maksimallikten otiirli, G nin farkli bloklari, yalnizca tek bir kdsede ortiigebilirler, ki bu
durumda bu kose G nin bir kesim kogesidir. Bu sebeple, GG nin her bir kenari tek bir blok

icerisinde bulunur ve G, bloklarinin birlesimidir.

Tanmmm 2.3 () # F C E(G) bir kenarlar kiimesi olsun. Eger V(G) nin, £ = E(V;, V3)
olacak sekilde bir ayrisimi var ise, F' kiimesine, (G i¢inde bir "kesim" denir. Ayrica, F
kiimesindeki kenarlar bu ayrisimi "¢aprazliyor" denir. V; ve V5 kose kiimeleri, bu kesimin
"taraflaridir”. Eger V; = {v} ise, bu kesim £'(v) bigiminde gosterilir. G i¢inde bir minimal
bostan farkli kesim, bir "bag" ("bond") olarak adlandirilir. (Bir /' baginin minimal olmasi

su anlama gelmektedir: F” & F ise, I bir kesim degildir.)

Cevrimler ve baglar, bir tek bloga sinirlandirilmiglardir:

Lemma 2.1 G, herhangi bir graf olsun. Bu durumda:
(i) G nin ¢evrimleri, bloklarinmin ¢evrimlerinden ibarettir.

(17) G nin baglari, bloklarinin minimal kesimlerinden ibarettir.

Ispat.

(1) G iginde bir ¢cevrim, herhangi bir kesim kogesi igermeyen bir baglantil altgraftir. Bu
sebeple, hi¢bir kesim kogesi icermeyen maksimal baglantili bir altgraf tarafindan igerilir.
Tanim geregi, bu G nin bir blogudur.

(ii) Ispat, su gdzlemin birbiri ardina uygulanmasiyla kolaylikla elde edilir: G grafinin
herhangi bir kesimini ele alalim. xy, bu kesimin kenarlarindan birisi ve B, bu kenar1 iceren
blok olsun. Blok tanim1 geregi B nin maksimalliginden, G herhangi bir B—yolu i¢cermez.
Bu sebeple, G grafindaki her z —y yolu, B icinde kalir. (Ciinkii boylesi bir yolun herhangi
bir parcasi B ye ait olmasaydi, disaridaki bu parcanin, ilk B den ayrildig1 kenarinin B ye
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ait olan kosesi ile ardindan ilk B ye temas ettigi kosesi arasinda kalan kismi bir B-yolu
verirdi.) Bu nedenle, ele aldigimiz kesimin B blogu i¢indeki kenarlari, z ve y koselerini,
G grafi i¢inde dahi ayirir. Bu sebeple, bu kesimin B blogu icindeki kenarlari, bir kesim
olusturur. (Bu kenarlar1 attiginizda, = ve y arasindaki baglanti kopmaktadir. Bu kenarlar
halihazirda zaten bir kesimin icinde yer aldiklarindan, bu kenarlarin kiimesi bu kesimin
bir alt kesimini verecektir; yani G nin, baslangigta ele aldigimiz kesimden daha biiyiik
olmayan bir kesimi olusturacaktir.) Bu sebeple, G nin minimal kesimleri, yani baglari,

bloklarinin minimal kesimleridir. m

Her bir kenar tek bir bloga ait oldugundan; aym blok icinde olmak, bir grafin kenarlar
kiimesi iizerinde bir denklik bagintisidir. Bu denklik, bagka iki farkli yolla da ifade edile-
bilir:

Lemma 2.2 e, f, G grafinin farkli iki kenari olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(1) e ve f kenarlar, G nin ortak bir bloguna aittirler.
(1) e ve f kenarlari, G nin ortak bir ¢cevrimine aittirler.

(iii) e ve f kenarlari, G nin ortak bir bagina aittirler. W

Tamim 2.4 A, G grafinin kesim koselerinin kiimesi ve B bloklarinin kiimesi olsun. Bu
durumda, A U B kiimesi tizerinde, a € B € B olmak tizere, kenarlart a B olan tabii bir iki
parcali graf vardir. (Bu grafin parca kiimelerinin A ve B kiimeleri oldugu asikardir.) Bu

grafa, GG nin "blok grafi" denir.

Ornek 2.1 Sekil 2.2 de bir G grafi ve G nin blok grafi verilmistir.

Lemma 2.3 Bir baglantili grafin blok grafi bir agactir. 1

2.2 3—Baglantih Graflarin Yapisi

Bu alt boliimde, her 3—baglantili grafin, bir K% tam grafindan 3—baglantihilig1 koru-

yan elementer islemlerin bir dizisiyle nasil elde edilebilecegini tarif edecegiz. Ardindan,
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Sekil 2.2 Bir graf ve blok grafi (Diestel 2017)

3—baglantili graflarin ¢cevrim uzaylarinin cebirsel yapisi ile ilgili Tutte’nin bir teorimini
ifade edecegiz. Onceki alt boliimiin ilk teoremi, bir cevrimden baslayarak, 2—baglantili
bir grafin timevarimla nasil insa edilecegini tarif etmektedir. Bu siire¢ sirasinda insa edi-
len biitiin graflar 2—baglantili olduklarindan, bu yolla insa edilebilen graflar tam ola-
rak 2—baglantili graflardir. Simdi, 3—baglantili graflar i¢in benzer islemler yapacagiz.
3—baglantili her G # K* grafinin, daha kiigiik bir 3—baglantili grafa iki yolla doniis-
tiirebilecegini gosterecegiz: Bir kenarin silinmesiyle (eger bu durumda derecesi 2 olan
koseler ortaya cikar ise, bu koseler bastirilir) ve bir kenarin biiziilmesiyle. Bu islemle-
rin tersine uygulanmasi, bir K* tam grafindan baglayarak tiim 3—baglantul graflari iki

bagimsiz yolla inga etme imkan1 verecektir.

Tanmmm 2.5 v, bir G multi-grafinin derecesi 2 olan bir kogesi olsun. v kosesinin silinip,
komsu iki kdsesinin arasina bir kenar eklenmesi islemine, v nin "bastiritlmasi" denir. Eger
v ye bagli olan kenarlar ayni ise, yani v de bir ilmek var ise, herhangi bir kenar eklemeyiz
ve G — v grafimi elde ederiz. Eger v ye bagh kenarlarin diger u¢ koseleri aynt w # v

kosesi ise, eklenen kenar w kosesinde bir ilmek olur.

Ornek 2.2 Sekil 2.3 de, soldaki graftaki beyaz koseler bastirilirsa, sagdaki graf elde edi-

lir.
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Sekil 2.3 Koselerin bastirilmasi 6rnegi (Diestel 2017)

Notasyon 2.1 Bir G grafinda bir e kenari verilsin. G — e grafinda, eger e nin u¢ koge-
lerinden herhangi birisinin (veya her ikisinin birden) derecesi 2 olur ise, bu kose (veya

koselerin) bastirilmast ile elde edilen multi-graf G—e bigiminde gosterilir.

Lemma 2.4 ¢, bir G grafinin bir kenari olsun. Eger G—e grafi 3—baglantili ise, G grafi
da 3 baglantilidr.

3—baglantili multi-graflarin paralel kenarlar icermedigi bilinmektedir. Diger yandan, bir
kose bastirildigi zaman ortaya ¢ikabilecek paralel kenarlar silinmediginden; bir 6nceki
lemmada verilen, G—e grafinin 3—baglantili oldugu hipotezi, bu grafin G den elde edil-
mesi sirasinda herhangi bir paralel kenarin ortaya ¢ikmadigi sonucunu gerektirir. Bu se-

beple, aslinda G—e de bir graftir.

Lemma 2.5 Her 3—baglantili G # K* grafinda oyle bir e kenart vardir ki G—e grafi da
3—baglantilidr.

Teorem 2.2 (Tutte 1966)

Bir G grafi 3—baglantilidir < Bir Gy, . . ., G, graflar dizisi vardir oyle ki:
(i) Gy = K* ve G,, = G dir;

(ii) Her i < n icin, G; = G;41—e olacak sekilde bir e € G, kenari vardir.

Ayrica, boylesi her dizideki biitiin graflar 3—baglantilidir.

Ispat.
(=) G bir 3—baglantili graf olsun. Bu durumda, bir 6nceki lemmay:1 kullanarak,

Gy, ..., G, graflan sirasiyla elde edilir.
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(<) Gy, ...,Gp, (i) ve (i) sartlarint saglayan, graflarin herhangi bir dizisi olsun. Bu du-
rumda, iki onceki lemmadan, biitiin bu graflar ve 6zel olarak, G = G,, 3—baglantilidir.

Tanim 2.6 X herhangi bir graf olsun. X in baz1 veya tiim kenarlarina bazi yeni kogseler
eklenmesiyle ve dolayisiyla bu kenarlarin alt boliimlenmesiyle elde edilen herhangi bir
grafa, X in bir "alt-boliimlenmesi" denir.

Diger bir ifadeyle, X grafinin bazi kenarlarini, u¢ noktalar1 bu kenarlarin u¢ noktalar: olan
ve X in veya yeni eklenen bir diger yolun herhangi bir kosesini i¢ kosesi olarak icerme-
yen yollarla degistirirsek, elde edilen grafa X in bir "alt-boliimlenmesi" denir.

Eger GG, X in bir alt-boliimlenmesi ise, X in orijinal koselerine, G nin "boliim koseleri";
X e yeni eklenen koselere "alt-boliim koseleri" denir. Dikkat edilirse, alt-boliim kogsele-
rinin derecesi 2 dir, diger yandan boliim koselerinin dereceleri, bu koselerin X icindeki

dereceleri ile aynmidir.

Ornek 2.3 Sekil 2.4 de bir G grafi ve onun bir alt-boliimlenmesi olan bir X grafi veril-

mistir.

X e
jf

Sekil 2.4 X grafi, G grafinin bir alt-boliimlenmesidir (Diestel 2017)

Bir onceki teorem bize, tiim 3—baglantili graflar1 yinelemeli olarak inga etme imkani ver-
mektedir. K4 tam grafindan baglayarak, halihazirda insa edilmis her grafa, (i7) ile uyumlu
bir sekilde miimkiin olan her yolla yeni bir kenar ekleriz: Mevcut olan iki kdsenin arasina,
(ayn1 kenar iizerinde olmayan) grafa yeni eklenmis alt-boliim koseleri arasina veya eski-
den var olan bir kose ile yeni eklenmis bir alt-boliim kogesi arasina, (ii) sartin1 saglayacak

bir sekilde kenar ekleyebiliriz.
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Simdi 3—baglantih graflar;, K4 tam grafina indirgemek i¢in kullamlan ve kenarlarin bii-
ziilmesi yoluyla elde edilen ikinci metodu verelim. Bu yaklasimda, multi-graflar1 degil,

yalnizca graflan ele alacagiz.

Lemma 2.6 Her 3—baglantuli G # K* grafi icinde oyle bir e kenart vardir ki G /e yine
bir 3—baglantili graftir.

Teorem 2.3 (Tutte 1961)

Bir G grafi 3—baglantilidir < Bir Gy, . . ., G, graflar dizisi vardir dyle ki:

(i) Gy = K*ve G, = G dir;

(ii) Her i < n i¢in, G grafi icinde bir xy kenart vardir dyle ki d(x),d(y) > 3 ve
G; = Giq1/wy dir.

Ayrica, boylesi bir dizideki tiim graflar 3—baglantilidir.

Ispat.

(=) Eger G 3—baglantil ise, 6nceki lemmadan, (i) ve (i) sartlarini saglayan, bir 3—baglantili
graflar dizisi G,,, . . . , G vardir.

(<) Tabi ki sadece teoremin son ciimlesini ispat etmemiz gerekmektedir. Gy, . . ., G, (7)
ve (i1) sartlarini saglayan bir graflar dizisi olsun. Her i < n i¢in eger G; grafi 3—baglantili
ise, G4 grafinin da 3—baglantili oldugunu gostermemiz yeterlidir. Diyelim ki bu iddia
yanlig olsun. Bu durumda, G, grafi en fazla 2—baglantili oldugundan, G, in en fazla
2 kosesini igeren bir ayiric1 S kiimesi vardir. C ve Cy, G411 — S grafinin iki bileseni ol-
sun. z ve y koseleri komsu olduklarindan, {z,y} NV (C}) = () oldugunu kabul edebiliriz.
(x,y € Sise, {z,y}NV(Cy) =0 dir.x € S,y ¢ Sise, y € C; kabul edebiliriz ve kesisim
yine bos kiime olur. z,y ¢ S ise, x ve y komsu ve C', Cs farkli bilesenler olduklarindan,
her ikisi de ayni bilesende olmalidirlar, z,y € (5 kabul edebiliriz ve yine kesigsim bog
kiime olur. Aslinda bu son durumun olas1 olmadig1 bir sonraki paragrafta izah edilmistir.)

(Sekil 2.5 de verilen durumu inceleyiniz.)

Bu durumda, C5 bileseni ne x ve y koselerinin her ikisini birden igerebilir, ne de bir

v ¢ {z,y} kosesi icerebilir. Aksi takdirde, C; ve Cy farkli bilesenler olduklarindan, v,
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Sekil 2.5 zy € (11 kenarinin konumu (Diestel 2017)

kosesi (yeni xy kenarmnin biiziilmesiyle x ve y koselerinden elde edilen kose) veya v
kosesi, G; grafi i¢inde, C altgraflarindan en fazla iki kose ile ayrilabilirlerdi. (Clinkii
|S] < 2 dir ve vy, veya v nin tim komsulart V(C5) U S kiimesi i¢indedir.) Fakat bu
durum, G; nin 3—baglantili olmasiyla celisirdi. Bu sebeple, C; tek bir kose icermelidir:
Ya x ya da y kosesini igerir. Fakat bu durum da, d(x) > 3 ve d(y > 3 hipotezi ile ¢elisir.
x € Oy (karsilik olarak, y € Cy) = () tek kose icerdiginden, x in (y nin) tiim komgular
S kiimesi iginde kalir. Fakat | S| < 2 dir. Bu sebeple d(x) < 2 (veya d(y) < 2) olur ki bu
d(z) > 3 (karsilik olarak, d(y) > 3) hipoteziyle celisir. m

Tutte’nin diger teoremi gibi 6nceki teoremi de bize, tiim 3—baglantil graflari, K* tam
grafindan baglayarak, basit lokal degisikliklerle ve 3—baglantil1 graflar ailesinden hi¢ ay-
rilmadan, tiimevarim yontemiyle inga etme imkan1 vermektedir. Halihazirda inga edilmis
bir 3—baglantili graf verilsin. Bu grafin herhangi bir V' kosesi segilir ve bu koge birbirine
komsu iki v, v” koselerine ayrilir, yani v kosesi yerine, birbirine komsu v’, v” koseleri
konulur; ardindan, bu iki kdsenin her birisi v nin 6nceki komsularinin en az ikisi ile bir-
lestirilir. Bu yaklagim, Tutte’nin "cark teoremi" olarak bilinen sonucunun esasini olugtur-
maktadir. (C™ x K! formundaki graflarin her birisine "¢ark grafi" denir. Bu sebeple, en

kiiciik cark grafi K* tam grafidur.)

3 ten bilyiik k£ tam sayilar i¢in, herhangi bir £—baglantili grafin, bir diger £—baglantili
graf elde etmek amaciyla, bir kenarini biizebiliriz iddias1 dogru degildir. Bununla birlikte,
her k£ > 3 tamsayist i¢in bir ny sabiti vardir 6yle ki her k—baglantili grafta, bir kenar
sildigimizde veya biizdiiglimiizde, elde edilen grafin, her iki tarafta da en az n;, tane kose

kalmas1 sartiyla, k& koseden daha az kose iceren bir ayirma kiimesi yoktur.
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Teorem 2.4 (Tutte 1963)
3—baglantili bir grafin ¢evrim uzayi, bu grafin ayirma kiimesi olmayan indiike ¢evrimleri

tarafindan iiretilir.

Not2.2 G = (V,FE), (koseler kiimesi V' = {vy,vq,...,v,} ve) kenarlar kiimesi
E = {ej,eq,...,e,} olan bir graf olsun. Bu grafin "kenar uzay1" £(G),F, = {0,1}
2-elemanli cisim olmak tizere, tim F — [y fonksyonlarin vektor uzayidir. £(G) uzayi-
nin elemanlar1 ile £ nin alt kiimeleri arasinda bire-bir bir esleme vardir: Her fonksyon,
kendisinin 1 e tagidig1 elemanlarin olusturdugu kiimeye kargilik gelir. Bu sebeple, £(G)
uzayinda, vektor toplami simetrik fark iglemine, ) C E sifir elemanina kargilik gelir ve
her ' C Ei¢in, F = —F dir. ey, . .., €,,,, £(G) uzayinin standart tabanidir ve bu sebeple,
dim £(G) = m dir. G grafinin "¢evrim uzay1" C' = C(G), E(G) uzaymn, G nin biitiin
cevrimlerinin gerdigi alt uzayidir. Daha agik bir ifadeyle, bu ¢evrimlerin kenar kiimeleri-

nin gerdigi alt uzaydir.

2.3 Menger Teoremi

Menger Teoremi, graf teorinin kose taglarindan birisidir:

Teorem 2.5 (Menger 1927) G = (V, E) bir graf ve A, B C V olsun. Bu durumda, G
grafi icinde A kiimesini B kiimesinden ayiran koselerin minimum sayisi, G grafi icindeki

ayrtk A — B yollarinin maksimum sayisina esittir.

Notasyon 2.2 G bir graf ve A, B C V(@) teoremde olsun. Bu durumda, G icinde A
kiimesini B kiimesinden ayiran koselerin minimum sayisimt & = k(G, A, B) bigiminde

gosterelim.

Menger Teoreminin Birinci Ispati.

Asikar bir sekilde, GG grafi k den daha fazla sayida ayrik A — B yolu icermez. Bu sebeple,
ispat edilmesi gereken, boylesi & tane ayrik yolun var oldugu gercegidir.

Ispati G nin kenar sayisi, yani ||| iizerinden tiimevarimla yapacagiz. Eger G grafinda

ANB| = kdr

hi¢ kenar yok ise, A y1 B den ayiran minimum kose sayist & oldugundan,
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ve k tane trivial (yani hi¢bir kenar icermeyen, tek koseden ibaret olan) A — B yolu vardr.
Bu sebeple, G grafinin bir e = xy kenari igerdigini kabul edelim. Eger GG grafinda k tane
ayrik A — B yolu yok ise, G/e grafi iginde de yoktur. Burada, eger GG grafi icinde x ve
y koselerinden en az birisi A (karsilik olarak B) kiimesine ait ise, biiziilmiis v, kosesini
(yani x ve y koselerinin bir araya getirilmesi ile elde edilen koseyi) A nin (kargilik olarak
B nin) bir elemani olarak sayiyoruz. Bu durumda, tiimevarim hipotezinden, G /e grafi, k
den daha az sayida eleman igeren bir A — B ayiran Y kiimesini igerir. v, kosesi Y kiimesi
icinde olmalidir, ¢iinkii aksi takdirde Y C V, GG i¢inde bir A — B ayirma kiimesi olurdu ve
bu, GG grafindaki bir A — B ayirma kiimesinin eleman sayisinin en az k& oldugu kabuliiyle
celisirdi.

Bu durumda, X := (Y'\ {v.})U{z, y}, G icinde, tam olarak k tane kose iceren bir A — B
ayirma kiimesidir. Simdi G — e grafini ele alalim. x,y € X oldugundan, G — e icindeki
her A — X ayirma kiimesi, GG i¢inde bir A — B ayirma kiimesidir. (G — e iginde A ile X
aytran bir kiime, X kiimesi A ile B yi ayirdigindan ve e kosesinin u¢ noktalart z,y € X
oldugundan, GG icinde A ile B kiimelerini de ayirir.) Bu sebeple, bir A — X ayirma kiimesi
en az k tane kose icerir. Bu nedenle, tiimevarim hipotezinden G' — e icinde k tane ayrik
A — X yolu vardir. Benzer sekilde, yine G — e icinde, k tane ayrik X — B yolu vardir.
X kose kiimesi A y1 B den ayirdigindan, bu iki yol sistemi X kiimesi disindaki herhangi
bir kosede kesisemezler. Bu sebeple, bu iki sistem birlestirilerek, G icinde £ tane ayrik
A — B yolu elde edilir. (Her iki yol sistemi de k tane ayrik yol icerdiginden ve | X| = k
oldugundan, X in her bir kosesinde, her iki sistemden sadece birer yol kesisir. Bu sebeple,

bu iki sistemdeki £ yolun birlestirilmesiyle elde edilen k tane A — B yolu ayriktir.) m

Tamm 2.7 P, ayrik A — B yollarinin bir kiimesi ve Q bdylesi bir bagka kiime olsun.
Eger A kiimesinin P icindeki bir yol iizerinde olan tiim koselerinin kiimesi, A kiimesinin
@ icindeki bir yol iizerinde olan tiim kogelerinin kiimesinin 6z alt kiimesi ve aym sekilde
B kiimesi i¢in de aym sart saglaniyor ise; Q, P yi "agsmaktadir" denir. Bu durumda, her

seyden once, |@Q| > |P| + 1 dir.

Menger Teoreminin Ikinci Ispati.

Daha kuvvetli olan su iddiay1 ispat edelim:
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"Eger P, G i¢inde, k den daha az sayida ayrik A — B yolu igeren bir kiime ise; bu du-
rumda, G grafi, P kiimesini asan ve |P| + 1 tane eleman iceren ayrik A — B yollarinin
bir kiimesini icerir."

G ve A kiimelerini sabit tutalim ve fakat B kiimesin degismesine izin verelim. Bu du-
rumda | | J P| iizerinde tiimevarim uygulayalim. (| J P kiimesi, P deki yollarin koselerinin
birlesimidir.)

R, P i¢indeki bir yolun ug¢ noktast olan B kiimesinin (k den daha az sayidaki) kosele-
rinden herhangi birisini u¢ noktasi olarak icermeyen bir A — B yolu olsun. Eger R, P
icindeki higbir yol ile kesismiyor ise, bu durumda PN R’, P yi asar ve ispat tamamlanmis
olur. (P = ¢ oldugu zaman da bu durum gergeklesir ve tiimevarimla ispat tam bu noktada
baglar.) Eger R, P i¢indeki bazi yollarla kesisiyor ise, R nin bir P € P yolu iizerinde de
olan (A dan B ye giderken ki) son kisesi x olsun (Sekil 2.6).

Sekil 2.6 xy € (1 kenarlarinin konumu (Diestel 2017)

Simdi B := BUV (xPUzR) ve P’ := (P\ P)UPxz olsun. Bu durumda, |P’| = |P| dir ve
fakat || JP’| < ||JP]| dir. (Dikkat edilirse, P yolunun z kosesinden sonraki koseleri Pz
yolunda yoktur. .-, kiimesindeki yollarin koselerinin birlesim kiimesi, P kiimesindeki yol-
larin koselerinin birlesim kiimesinin 6zalt kiimesidir.) Ayrica, k(G, A, B') > k(G, A, B)
dir. (B C B’ oldugundan, G grafi i¢inde, A ve B’ kiimelerini ayiran bir koseler kiimesi,
A ve B kiimelerini de ayirir.) Bu durumda, P, G i¢inde, k' = k(G, A, B’) den daha az sa-
yida ayrik A — B’ yolu igerdiginden (ciinkii |[P'| = |P| < k(G, A, B) < k(G, A, B') dir)
ve | JP’| < |UP| oldugundan, timevarim hipotezinden, |P’| 4 1 tane ayrik A — B’ yolu
iceren ve P’ kiimesini agan bir Q kiimesi vardir. Bu durumda, P’ kiimesi, B’ kiimesindeki

u¢ noktasi  olan bir yol (yani Px) igerdiginden; Q' kiimesi de ug¢ noktasi = olan bir @)
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yolu igerir. Ayrici, Q' kiimesi, P’ kiimesindeki yollarin (B’ i¢indeki) u¢ noktast olmayan
bir y kosesinde biten, tek bir )" yolu igerir.

Egery ¢ xP ise, Q, Q' kiimesine, () yoluna x P yolunun eklenmesiyle ve eger y ¢ B
(eger y € B ise, dogrudan @' yolunu aliriz) ise, Q" yoluna yR(y ¢ zP oldugundan,
y ¢ Bise,y € xR olmak zorundadir. Yani y kosesi, R yolu iizerindedir.) yolunun eklen-
mesiyle elde edilen yollarin katilmasiyla elde edilen kiime olsun. Aksi takdirde, (y € z P
dir. Ayrica, Px € P’ yolunun ug¢ noktasi = ve diger yandan, y, P’ kiimesindeki yollarin
(B i¢indeki) ug noktalarindan birisi olmadigindan, y # x dir.) y € =P dir ve bu durumda,
Q, Q' kiimesine, () yoluna xR yolunun eklenmesiyle ve )’ yoluna y P yolunun eklenme-
siyle elde edilen yollarin katilmasiyla elde edilen kiime olsun.

Tiim bu durumlarda, istenildigi gibi, Q, P yi asar. m

Simdi Menger Teoreminin iigiincii ispati i¢in gerekli tanimlari, notasyonlari ve lemmalari

verelim.

Yine G, A, B verilsin ve P, G iginde, ayrik A — B yollarinin bir kiimesi olsun. X C V/,
bir A — B ayrim kiimesi olsun. Eger X kiimesi, P icindeki her bir yoldan tam olarak
bir tane kose secilerek olusturulmus ise; X, P "iizerindedir" diyelim. Asikar bir sekilde,
eger boylesi bir X ayrim kiimesi bulabilirsek, bu durumda k£ < |X| = |P| oldugundan,

Menger teoremi ispat edilmis olacaktir.

Notasyon 2.3 V[P]:= | {V(P) | P € P} ve E[P] :=U{E(P) | P € P} olsun.

Tamim 2.8 Her ¢ # j icin, ei # ej olmak tizere, W = zpepxiey...2, 1en_lz,, G
icinde bir yiiriiytis olsun. Eger W yiiriiytisii, A V[P] i¢indeki bir kdseden bagliyor ve her
1 < nigin:

(1) Eger e; = e € E[P] ise, W, e = x;x;,1 kenarim geriye dogru yiiriir, yani, bir P € P
yolu vardir 6yle ki z; | € Px;

(i1) Eger i # j iken x; = x; ise, x; € V[P];

(ii7) Bger x; € V[P] ise, {e;_1,e;} N E[P] # (0 (e_1 := eg) dir.)

sartlari saglaniyor ise, W yolu P kiimesine gore "alterne ediyor" denir. (Sekil 2.7)
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Sekil 2.7 A dan B ye bir alterne W yolu (Diestel 2017)

Not 2.3 W, P ye gore alterne bir yol olsun. Bu durumda, (77) den, V[P] disindaki her-
hangi bir kose, W iizerinde en fazla bir sefer olabilir. Ayrica, W yolunun tiim e; kenarlari
farkli oldugundan (yani higbir e; kenari tekrar yiirtinmediginden), (i7) den, herhangi bir
v € V[P] kosesi, W tizerinde en fazla iki sefer tekrar edilebilir. Boylesi bir durum ise,
v # x, i¢in, tam olarak iki farkli durumda gergeklesebilir. Bunlar, 0 < i@ < j < n olmak

tizere (zo ¢ V[P] oldugundan, ¢ = 0 olamaz):
Ya €i—1,€y & E[P] veE €i, €51 ¢ E[P],

yada e;,e;_1 € E[P] ve e._1,e; ¢ E[P]

durumlarindan birisi olmak zorundadir.

Bu notta belirtilen gdzlemlerden, simdi ifade edecegimiz ve Menger teoreminin tigiincii
ispatinda kullanilacak olan lemmalarin ispatlarinda yararlanilmaktadir. Bu iki lemmada ve

devaminda, aksi belirtilmedikg¢e P sembolii, belirlenmis bir yol sistemini gostermektedir.

Lemma 2.7 Eger yukarida tamimlanan gibi olan bir W alterne yolu, bir B\ V[P] kose-
sinde son buluyor ise, bu durumda G grafi, P yi asan, bir ayrik A— B yollarinin kiimesini

icerir.

Lemma 2.8 Eger yukarida tamumlanan gibi olan W yollarimin higbirisi bir B \ V[P]
kosesinde son bulmuyor ise, bu durumda G grafi, P iizerinde, bir A — B ayrim kiimesi

icerir.
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Menger Teoreminin Uciincii Ispati.

P, G iginde, icerebilecegi miimkiin olan en fazla sayidaki ayrik A — B yollarini igersin.
Bu durumda, iki 6nceki lemmadan, hicbir alterne yol bir B \ V[P] kosesinde son bulmaz.
Bu sebeple, bir dnceki lemmadan, G grafi, P iizerinde, bir A — B ayrim kiimesi icerir. Bu

nedenle, tam da istenildigi gibi, £ < | X| = |P| elde edilir. m

Tanim 2.9 Eger a — B yollarinin bir kiimesindeki herhangi iki yolun tek ortak koseleri

a ise, bu kiimeye bir "a — B fam" denir.

Sonu¢ 2.1 B C Vvea € V' \ B olsun. Bu durumda, G icinde, a késesini B kiimesinden
aywran koselerin minimum sayist; G icinde, bir a — B fani olusturan yollarin maksimum

sayisina egittir.

Ispat. G’ := G — a, A = Ng(a) ve B kiimelerine Menger teoremini uygulayalim:

G’ i¢inde, A kiimesini B kiimesinden ayiran koselerin minimum sayist; G’ iginde, ayrik
A — B yollarinin maksimum sayisina esittir. Simdi, G i¢inde, a kosesini B kiimesinden
ayiran kogelerin minimum sayisi; G — a i¢inde, Ng(a) kiimesini B kiimesinden ayiran
koselerin minimum sayisina esittir. Diger yandan, G i¢inde, a — B fani olugturan yollarin
maksimum sayisi; G — a iginde, ayrik Ng(a) — B yollarinin sayisina esittir.

Sonug olarak, teoremin ifadesinde belirtilen iki say1 birbirine esittir. m

Sonuc¢ 2.2 a ve b, G nin iki farkli kosesi olsun. Bu durumda:

(i) Eger ab # FE ise, G icinde, a y1 b den ayiran koselerin minimum sayisi;, G iginde,
bagimsiz a — b yollarinin maksimum sayisina esittir.

(ii) G icinde, a y1 b den ayiran kenarlarin minimum sayisi; G icinde, kenar-ayrik a — b

yollarimin maksimum sayisina egittir.

Ispat.
(1) Menger teoremini, G’ := G — {a,b}, A := Ng(a) ve B := Ng(b) i¢liisiine uygular-
sak, sonu¢ dogrudan ispat edilmis olur.

(i7) Menger teoremini, G’ := L(G) : G nin ¢izgi grafina, A := E(a) : a ya bagh kenarlar
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kiimesi («» L(G) de, bu kiimenin elemanlarina, kargilik birbirine komgu kogeler gelir),
B := E(b) : bye bagh kenarlar kiimesine («+ L(G) de, bu kiimenin elemanlarina karsilik
birbirine komsu koseler gelir), uygularsak, sonu¢ dogrudan ispat edilmis olur.

(Hatirlatma: Bir G grafinin ¢izgi grafi L(G) nin koseleri, G grafinin kenarlaridir ve L(G)
nin iki kosesi komsudur ancak ve ancak G iginde bu koselere karsilik gelen kenarlarin bir
ortak u¢ noktalar1 vardir. Bu sebeple, ¢izgi grafindaki ayiran kose kiimeleri, grafin kendi-
sinde ayiran kenar kiimelerine karsilik gelir ve ¢izgi grafindaki ayrik £(a) — E(b) yollart,

grafin kendisinde kenar-ayrik @ — b yollarina karsilik gelir.) m

Teorem 2.6 (Menger Teoreminin Genel Bicimi)
(i) Bir graf k—baglantilidir < Herhangi iki kosesi arasinda k tane bagimsiz yol vardir.
(ii) Bir graf k-kenar baglantilidir < Herhangi iki kosesi arasinda k tane kenar-ayrik yol

vardrr.

Ispat.

(1) (<) Eger bir G grafi, herhangi iki kosesi arasinda k tane bagimsiz yol igeriyor ise,
|G| > k dir ve G, k dan daha az sayida kose ile ayrilamaz. Bu sebeple, G grafi k—baglantilidir.
(=) G grafinin k-baglantili oldugunu kabul edelim (ve tabi ki bu durumda, G nin kose
sayisinin k den fazla oldugunu kabul ediyoruz). Diyelim ki G iginde, k& bagimsiz yol ile
birbirine baglanmayan a ve b koseleri olsun. Bu durumda, 6nceki sonucun (7) kismindan,
a ve b koseleri komgudur. G’ := G — ab olsun. Bu durumda, G’ grafi en fazla k — 2 tane
bagimsiz a — b yolu icerir. (G grafi en fazla £ — 1 tane bagimsiz a — b yolu igerdiginden
ve ab kenar1 da bu yollardan birisi oldugundan, G — ab grafi en fazla k — 2 tane bagimsiz
a— b yolu igerir.) Yine 6nceki sonucun (7) kismindan, G’ i¢inde, a ve b koselerini, en fazla
k — 2 tane kose igeren bir X kiimesi ile ayirabiliriz. |G| > k oldugundan, G iginde, en
azbirv ¢ X U {a, b} vardir. Simdi, G’ i¢inde, X kiimesi, v kogesini a kdsesinden veya b
kosesinden ayirir. (Hem a dan hem de b den ayirmasaydi, a dan v ye ve v den b ye giden
yollar1 kullanarak, a dan b ye gidebilirdik. Bu da X in a ve b koselerini ayirdig1 hipote-
ziyle ¢eligirdi.) X in, G’ i¢inde, v yi a dan ayirdigimi kabul edelim. Fakat bu durumda,
X U {b}, G iginde, v kiimesini a dan ayiran, en fazla £ — 1 elemanl: bir kiimedir. Ki bu

durum, G nin k—baglantili olmasiyla celisir.
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(ii) Onceki sonucun (ii) kismindan dogrudan elde edilir. =

2.4 Mader Teoremi

Menger teoremine paralel olarak su soruyu sorabiliriz:
Bir GG grafi ve bir H indiike altgrafi verilsin. Bu durumda, G grafi i¢inde kag tane bagimsiz
H —yolu bulabiliriz?

Bu alt boliimde, Mader’in, Menger teoremine benzer bir bicimde yukaridaki problemi ¢o-
zen, derin ve karmasik bir teoremini ispatsiz olarak ifade edecegiz. Bu teorem de Menger
teoremi gibi, boylesi yollarin sayisi ile ilgili olarak, baz1 ayrim kiimelerinin biiyiikliikle-
rinden dogal olarak kaynaklanan iist sinira, gercekten de uygun yol kiimeleri tarafindan

erisildigini belirtmektedir.

Peki boylesi bir iist sinir neye benzer? Asikar bir sekilde, eger G igindeki her H —yolu,
X CV(G—-H)ve F C E(G— H) olmak iizere, X U F kiimesinden bir kdse veya bir
kenar igeriyor ise, bu durumda, G grafi | X U F'| den daha fazla sayida bagimsiz H —yolu
iceremez. Bu sebeple, boylesi bir X U F' kiimesinin en kiiciik kardinalitesi, bagimsiz
H —yollarinin maksimum sayisti i¢in bir iist sinirdir. (Dikkat edilirse, her H —yolu, G — H
grafi ile kesisir; ciinkii H, G icinde indiikedir ve H grafinin kenarlar1 H —yolu olarak

sayllmaz.)

Menger teoreminin aksine, bu iist sinir biraz daha gelistirilebilir. | X U F'| sayisinin mi-
nimalligi, F' kiimesi i¢indeki hicbir kenarin, X kogse kiimesi icinde bir u¢ noktas1 olma-
masini1 gerektirir: Aksi takdirde, ayrim kiimesi i¢cinde bu kenara ihtiya¢ olmazdi. YV :=
V(G — H) \ X olsun ve Cr, (Y, F) grafinin bilegenlerinin kiimesini gostersin. (Dikkat
edilirse, [’ kiimesindeki herhangi bir kenarin u¢ noktalarinin X kiimesinde olmadi ger-

cedi, Y — F' grafi tanimlanirken kullanilmaktadir.)

Simdi, X kiimesinden herhangi bir kose icermeyen [ —yolu, F' kiimesinden bir kenar
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icerdiginden, bir C' € Cp bilesininin siirt olan OC' kiimesinden en az iki kose igerir.
(0C, G nin kenarlarindan, bir ucu C bileseninde ve diger ucu G — X — ' altgrafinda olan

C' icindeki koselerin kiimesini gostermektedir.)

Sekil 2.8 G — X de bir H—yolu. (Diestel 2017)

Bu sebeple, G i¢indeki bagimsiz H —yollarinin sayisi tistten:

My(G) = min <|X| Ly EmmD

CceCp

sayisi ile sinirlidir. Buradaki minimum, yukarida tarif edilen tim X ve F' kiimeleri iize-
rinden alinmaktadir: X C V(G — H) ve F' C E(G — H — X)) oyle ki G i¢indeki her
H—yolu, X U F' kiimesinden bir kdse veya bir kenar igerir.

Mader teoremi, bu iist sinira, bazi bagimsiz H —yol kiimeleri tarafindan her zaman i¢in

erisildigini soylemektedir:

Teorem 2.7 (Mader 1978)
Bir G grafi ve bir indiike H alti grafi verilsin. Bu durumda, G icinde her zaman My (QG)

tane bagimsiz H—yolu bulunur.
Menger teoreminin kose ve kenar bi¢ciminin dogrudan benzerini elde etmek i¢in, yukari-

daki problemin iki 6zel halini ele alalim: Ya F' kenar kiimesinin ya da X kose kiimesinin

bos kiime oldugu durumlar1 degerlendirelim.
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Notasyon 2.4 Bir H C (G indiike altgrafi verilsin.

ku(G), G icindeki her H—yolu ile kesisim bos kiimeden farkli olan, bir X C V(G — H)
kose kiimesinin minimum kordinalitesini gostersin; Ay (G), G igindeki her H—yolu ile
kesisimi bog kiimeden farkli olan, bir ' C E(G) kenar kiimesinin minimum kordinalite-

sini gostersin.

Sonuc 2.3 Bir G grafi ve bir H indiike alt-grafi verilsin. Bu durumda, G icinde, en az

151 (G) tane bagumsiz H—yolu ve en az 3\ (G) tane kenar-ayrik H—yolu vardur.

Ispat. Birinci iddiay: ispat etmek icin, k, G icinde, bagimsiz H —yollarinin maksimum
sayist olsun. Mader teoreminden, X C V(G — H) ve F C E(G — H — X) kiimeleri
vardir oyle ki

My(G) := min <|X\ + ) quD

CeCp

esitligi saglanir ve GG i¢indeki her H —yolu, X kiimesinden bir kdse veya F' kiimesinden
bir kenar igerir.

Simdi, 9C' # () olan her C' € Cp igin, bir v € JC alahm ve Yy := 0C \ {v} ola-
rak tammlayalim. Eger 0C = () ise, Y := () olsun. Bu durumda, her C' € Cp bile-
seni igin, [1|0C|] > 1|Yc| dir. (Eger 0C # 0 ise, |Y¢| = [0C| — 1 dir. Bu sebeple,

el = |802|_1 < [310C1]. . §Yel < [510C|].) Aynica, Y = Ugee, Yo olmak iizere,

her H—yolu, X U Y kose kiimesinden bir kose icerir. Bu sebeple, iddia edildigi gibi:
k> X[+ Y cee, 51Yel = 5| X UY] > $5u(G) elde edilir.
Ikinci iddia, G’ grafinin ¢izgi grafinin ele alinmasiyla, yukaridaki birinci iddianin bir so-

nucu olarak ispat edilmis olur. m

Not 2.4 Bir onceki sonucta verilen sinirlar, genel olarak, olasi en iyi sinmirlardir. Yani
bir GG grafi ve bir H indiike altgrafi bulunabilir 6yle ki G, %Ii 1 (G) sayisindan daha fazla
sayida bagimsiz /{ —yolu veya %)\ 1 (G) sayisindan daha fazla sayida kenar-ayrik H—yolu

icermez.
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2.5 Kaose Ciftlerinin Birbirine Baglanmasi

G bir graf ve X C V/(G) bir kose kiimesi olsun.

Tamim 2.10 Eger X kiimesinden alinan birbirinden farkli her s, so, ..., 51,1, 62, .. ., 14
koseleri i¢in, GG icinde, her P;, s; kosesini t; kosesine baglayan ve higbir i¢ kosesi X Kkii-
mesinde olmayan bir yol olmak iizere, ayrik Py, P, ..., , P yollar var ise; X kiimesi,
G iginde "baghdir" denir. Dikkat edilirse, Menger teoreminden farkli olarak, sadece ve-
rilen iki kose kiimesi arasindaki ayrik yollar1 istemiyoruz; boylesi yollarin her birisinin,

belirlenmis kose ciftleri arasinda bir baglanti kurmasi hususunda 1srar ediyoruz.

Tanmm 2.11 Eger |G| > 2k ve en fazla 2k tane kose iceren her X kiimesi G igin de bagli
ise, G grafi "k—baghdir" denir.

Asikar bir sekilde, G grafinin k—bagli olmasi, |G| > 2k ve sq, 89, ..., Sk, t1,ta, ..., tk,
birbirinden farkli tam 2k tane kose olmak iizere, ayrik P, = s;...t; yollarinin var ol-
masina denktir: Eger X kiimesinin eleman sayis1 2k den kiiciik ise, eleman sayisini 2k
ya cikarmak icin, fazladan kukla kogeler X kiimesine katilir. Pratikte, bu ikinci tanim
gosterilmesi daha kolaydir, ciinkii X kiimesindeki i¢ koseler ile ilgili herhangi bir endise

duymamiza gerek yoktur.

Yine asikar bir sekilde her k—bagh graf k—baglantilidir. Bununla birlikte bu 6nermenin
karsiti dogru olmaktan uzaktir: k—bagli olmak, asikar bir sekilde, £—baglantili olmak-
tan cok daha giicli bir 6zelliktir. Bu alt boliimde, bir f : N — N fonksiyonu i¢in, bir
grafin f(k)—baglantili oldugunu kabul edersek, bu grafin k—bagli olmasin1 garanti ede-
bilecegimizi gosteren teoremi ifade edecegiz. Once boylesi bir f fonksiyonunun varligini
garanti eden teoremi ve ardindan, bu f fonksiyonunun lineer bir fonksiyon olarak dahi

secilebilecegini garanti eden teoremi ifade edelim:

Teorem 2.8 (Jung 1970, Larman and Mani 1970) Bir f : N — N Fonksiyonu vardir
dyle ki her k € N icin, her f(k)—baglantily graf k—baghdur.
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Bu teorimi ispatinda, varligi garanti edilen bu f fonksiyonu igin iistel bir iist sinir veril-
mektedir. Buna kargilik, simdi ifade edecegimiz teorem, 2¢(G) > 6(G) > x(G) oldugun-
dan, f fonksiyonu i¢in yanlizca bir lineer iist sinir vermektedir, daha agik ve net olarak

f(k) = 16k dir:

Teorem 2.9 (Thomas and Wollan 2005)
G bir graf ve k € N olsun . Eger G grafi 2k—baglantili ve ¢(G) > 8k ise, G grafi
k—bagldr.
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3. LITERATUR TARAMASI

Baglantililik teoremleri kuskusuz en dogal ve ayni zamanda en uygulanabilir graf teori
sonuclar1 arasinda olsa da, bu konuda hala bir monograf yoktur. Bugiine kadarki en kap-
saml1 kaynaklar, Schrijver (2003) ve Frank (2011) dir. Baz1 alanlar Bollobas’ta (1978),
Halin’de (1980) ve Frank’te (1995) ele alinmistir. Minimal k—baglantili graflara iliskin

teknikler ve sonuclarla ilgili 6zel bir arastirma Mader (1996) tarafindan verilmistir.

Teorem 2.2 genellikle Barnette ve Griinbaum’a (1969) atfedilir. Tutte’den (1966) de ¢1-
karilabilir. Tutte’nin (1961) kanmtladig1 Tutte tekerlek teoremi, Teorem 2.3’ten asagidaki
acidan farklidir. Indirgeme adiminda bir kenarin biiziilmesine bir alternatif olarak, teker-
lek teoremi silinmesine de izin verir. Bununla birlikte, biiziilecek kenarlarin herhangi bir
icgen icinde bulunmamalarini gerektirir. Bu nedenle, tiim 3—baglantili graflarin olustu-

rulmast icin baslangic seti, yalmzca K* tam grafim degil, tiim tekerlekleri igerir.

Tutte nin tekerlek teoremi, K disindaki 3—baglantilh H grafiklerine genisletilir: Tekerlek
olmayan herhangi bir 3—baglantili G > H grafindan, her adimda 3—baglantili kalarak,
kenarlar1 adim adim daraltarak veya silerek 1 elde edebiliriz. (Tutte teoreminde oldugu
gibi, bir iicgende bulunan kenarlarin biiziilmesine izin verilmez.) Bu, Negami (1982) ta-
rafindan kanitlanmistir. Ayn1 zamanda, Seymour’un matroid ayrigmalari iizerine daha 6n-
ceki bir teoreminden de elde edilebilir ve bazen Seymour’un 3—baglantili graflar i¢in

ayirici teoremi olarak adlandirilir.

Teorem 2.3’iin ispatindan sonra bahsedilen, k—baglantili graflarda bir kenart silebilir veya
daraltabiliriz dyle ki ortaya cikan graflarin, her birisi sinirsiz sayida ¢ok kenar iceren ve
say1s1 < k olan taraflara ayristirllamayacagi gercegi, Geelen et al. (2003) deki Lemma

3.1’den de elde edilebilir.

Bu tezde deginilmeyen baglantililik ¢alismasina yonelik bir yaklagim, bir kenar sildigi-
miz anda k—baglantiliklarin1 kaybeden minimal £—baglantili graflarin aragtirilmasidir.

Tiim k—baglantili graflar gibi, bunlarin da minimum derecesi en az k’dir ve Halin’in
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(1969) temel bir sonucu olarak, minimum dereceleri tam olarak A£’dir. Kiiciik dereceli
bir kosenin varli§i, k—baglantil1 graflarla ilgili timevarim ispatlarinda 6zellikle yararl
olabilir. Halin’in teoremi, minimal £—baglantil1 graflarla ilgili giderek daha karmasik bir
dizi calismanin baglangic noktasiydi; Bollobas’in (1978) kitaplarina ve 6zellikle Mader’in

(1998) arastirmasina bakiniz.

Menger’in teoreminin, kendi makalesi olan Menger (1927) kadar geri izi siiriilebilir. Bu
sonu¢, muhtemelen graf teorisinde en ¢ok kullanilan klasik sonugtur. Ik kanitimiz Ha-
lin’in (1980) kitabindan alinmustir. ikincisi, Boshme et al. (2001) den ve iigiinciisii Grii-
nwald (1938) den alinmistir. Menger teoreminin genel bi¢imi (Teorem 2.6), ilk olarak
Whitney (1932) tarafindan ifade edilmis ve ispatlanmistir. Menger teoreminin topolojik

genellemeleri ise, 1930’1ardan beri bilinmektedir; bkz. Thomassen ve Vella (2008).

Mader Teoreminin (Teorem 2.7) bizim ifade ettigimiz halinin, Mader’de (1978) verilen,
teoremin orijinaline esdeger oldugu kolayca goriilebilir. Simdilik bildigimiz kadariyla,
teoremin en kisa ispat1 Schrijver (2003) kitabinda verilmistir. Teorem, Menger teoreminin

ve Tutte’nin 1-faktor teoreminin ortak bir genellemesi olarak goriilebilir.

Teorem 2.9, Thomas ve Wollan’a (2005) dayanmaktadir.

Son olarak, Mader (1998) tarafindan gosterildigi gibi, yeterince genis ¢evresi olan graflar,
2k—baglantili olduklar1 anda k—baglantilidirlar ki bu miimkiin olanin en iyisidir. (Mader,
cevre iizerinde k’ye bagl bir alt sinir oldugunu varsayar, ancak bu gerekli degildir; bkz.
Kiihn ve Osthus (2002).) Aslinda, her s € N icin dyle bir k¢ vardir 6yle ki G ;_b K ve
k(G) > 2k > k; ise, G grafi, k—baglidir; bkz. Kiihn ve Osthus (2005).
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4. SONUC VE ONERILER

Graf teorisinde baglantililik kavrami, graf teorinin onemli ve temel alanlarindan birisi-
dir ve hala bu alan ile ilgili bir¢cok acik problem mevcuttur. Bu sebeple, graf teorisinde

baglantililik kavramu aktif aragtirma alanlarindan birisidir.

Bu tezde, graf teorisinde baglantililik kavrami ve 6nemi ile ilgili temel kavram ve teorem-
leri sunduk ve bu alan ile ilgili son zamanlarda elde edilmis olan bazi sonuglar1 gézden

gecirdik.

Bu tezin amaci, bu zengin ve aktif aragtirma alanini temel bir diizeyde tanitmak, son
donemde elde edilmis olan baz1 sonuglar1 ve gelismeleri bir araya getirmek, derli toplu
bir sekilde sunmak ve bu alaninda uzman olmayanlar icin bir derleme ¢alisma / bir 6gretici

kaynak ortaya koymaktir.

Bu sebeple bu tezin, etkileyici ve siiriikleyici bu alan ile ilgili temel diizeyde bilgi sahibi

olmak isteyen 6grenciler ve aragtirmacilar i¢in yararl olacagini timit ediyoruz.
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