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GRAFIKSEL MODULER UZAYLARDA YENI YAKLASIMLAR
OZET

Sabit nokta kavrami matematikte bir fonksiyonun uygulandigi bir noktay1
degistirmedigi durumlari inceleyen 6nemli bir yapidir. Bir S fonksiyonu i¢in S(J) =
J esitligini saglayan J noktalarina sabit nokta denir.

Bu teori 6zellikle analiz, topoloji, diferansiyel denklemler ve niimerik analiz gibi
bir¢ok alanda kullanilir. Sabit nokta bulmak bazen denklemlerin ¢6ziimii ile esdeger
olur ve bu da teoriyi hem teorik hemde uygulamali alanlarda degerli kilar.

Metrik sabit nokta teorisi, matematiksel analiz ve topolojinin énemli bir dali olup,
metrik uzaylarda tanimlanan doniisiimlerin sabit noktalarinin varligini ve 6zelliklerini
incelemektedir. Bu teori, Banach'in sabit nokta teoremi ile baslamis ve zamanla
genisleyerek bircok farkli alanda uygulanabilir hale gelmistir. Uzaklik fonksiyonunun
degistirilmesi, var olan fonksiyondan bazi &zelliklerin ¢ikarilmasi ya da yeni
ozelliklerin eklenmesi ile literatiire bir¢ok yeni topolojik yap1 girmistir. Banach'in sabit
nokta teoremi ile baglayan bu teori, zamanla genisleyerek bircok farkli alanda
uygulanabilir hale gelmistir ve modern matematigin vazgecilmez bir parcasi olmustur.
Toplanabilirlik teorisi, dizi uzaylari, bulanik teori, Banach uzaylarinin geometrisi gibi
matematigi ilgilendiren uygulamalarin yan1 sira miihendislikten uzay bilimine
hidromekanikten astrofizige, kimyadan biyolojiye, teorik mekanikten biyomekanige
ve ekonomiden stokastik oyun teorisine kadar disiplinler arasi alanlarda genis bir
yelpazede uygulama sahasina sahip oldugundan metrik sabit nokta teori bu yeni metrik
yapilari ile olduk¢a zengin bir hale gelmistir.

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir. Bir ve ikinci boliimler literatiir taramasi
seklinde iken ii¢lincii ve dordiincii boliim tezin orijinal kismini olugturmaktadir.

Birinci boliimiinde metrik sabit nokta teorisi ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer
verilmektedir. Ayrica metrik uzaylar1 genelleyen cesitli uzaylarin tanimlar1 yapilmis
ve Ozellikleri incelenmistir. Bir ¢ok arastirmacinin ortaya koydugu Banach daralma
prensibinin ya da bir diger ifade ile Banach sabit nokta teoreminin genellemeleri olarak
ya metrigin iizerindeki sartlarin degistirilerek yeni uzaylarin olusturulmasi, ya da
dontigiimler iizerindeki daralma sartlarinin degistirilerek literatiire kazandirilmasi
amaclanmustir.

Ikinci béliimde ise galismanin devaminda kullanilan bazi genel metrik yapilarma ve
bu yapilarin 6zelliklerine yer verilmistir.

Ugiincii boliimde, grafiksel modiiler metrik ve archimedean olmayan grafiksel
modiiler metrik uzay tanimlanmistir. Ayrica modiiler-Banach, modiiler-Kannan ve
modiiler-Reich daralma dontisiimleri tanimlanarak ilgili sabit nokta teoremleri
ispatlanmistir. Ayrica elde edilen sabit nokta teoremlerinin piyasa denge problemine
uygulamasi verilmistir.

Son boliimde ise calismada elde edilen sonuglara ve literatiire kazandirilan yapilarin
uygulanabirligi ile ilgili 6nerilere yer verilmistir.
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SOME NOVEL APPROACHES IN GRAPHICAL MODULAR SPACES
SUMMARY

Fixed point theory represents a compelling and continually advancing domain within
the mathematical sciences of the twenty-first century. It is characterized by a
distinctive integration of nonlinear functional analysis, nonlinear operator theory,
topology, and mathematical modeling, along with various applications. Recognized as
a pivotal area of research in nonlinear analysis, fixed point theory serves as a
foundational mathematical framework for establishing the existence of solutions to a
diverse array of real-world problems. This underscores its significance as both a
theoretical and applied discipline within mathematics, with its relevance as a
burgeoning area of research.

The breadth of fixed point theory extends beyond the geometric considerations of
infinite-dimensional function spaces and operator-theoretic challenges; it encompasses
a wide spectrum of interdisciplinary applications. These span various fields, including
engineering, space science, hydromechanics, astrophysics, chemistry, biology,
theoretical mechanics, biomechanics, economics, and stochastic game theory. The
well-established concepts and methodologies intrinsic to fixed point theory furnish
essential tools for the formulation of more realistic and precise models addressing
phenomena encountered across a multitude of applied fields.

Fixed point theory is an important concept in mathematics that studies situations where
a function does not change the point to which it is applied. In other words, for a
function S a point I that satisfies S(J) = J is called a fixed point.

This theory is used in many areas such as analysis, topology, differential equations and
numerical analysis . Finding a fixed point is sometimes equivalent to solving an
equation, which makes the theory valuable in both theoretical and applied fields.

Metric fixed point theory constitutes a significant domain within mathematical
analysis and topology, focusing on the exploration of fixed points of mappings defined
on metric spaces. This theory originated with Banach's fixed point theorem, serving as
a foundational result that has been progressively expanded to encompass a myriad of
disciplines. Banach's fixed point theorem is one of the cornerstones of metric fixed
point theory. This theorem guarantees the existence of fixed points of contraction maps
defined on a metric space. As a formulation,

(M, h) is a complete metric space and S: I — M is a contraction mapping; that is,
there exists a constant 0 < k < 1 and for each 3, 5 € I

h(S(3),5($)) < kh(3,9)

inequality is satisfied. Then, the mapping S has a unique fixed point and this fixed
point can be found by iterative methods.

Through the alteration of distance functions, the removal of certain properties from
existing functions, or the introduction of novel properties, numerous topological
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structures have emerged in the literature. Initially rooted in Banach’s fixed point
theorem, metric fixed point theory has evolved into a critical component of
contemporary mathematics, demonstrating its relevance across various mathematical
disciplines. Beyond its theoretical implications in areas such as summability theory,
sequence spaces, fuzzy set theory, and the geometry of Banach spaces, this theory
exhibits extensive applicability in interdisciplinary realms. Fields such as engineering,
space science, hydromechanics, astrophysics, chemistry, biology, theoretical
mechanics, biomechanics, economics, and stochastic game theory have all benefited
from the insights provided by metric fixed point theory, underscoring its versatility
and importance in both pure and applied mathematics.

This study consists of four chapters. The first and second chapters are in the form of a
literature review, while the third and fourth chapter constitutes the original part of the
thesis.

The first chapter presents the fundamental definitions and theorems related to metric
fixed point theory. Additionally, various spaces that generalize metric spaces are
defined and their properties are examined. The aim is to contribute to the literature
either by creating new spaces through modifications of the conditions on the metric or
by altering contraction conditions on transformations, as generalizations of the Banach
contraction principle also known as the Banach fixed point theorem put forth by many
researchers.

In the third chapter, the extended forms of classical fixed point theory under modular
and graphical metric structures are discussed. The aim of the study is to establish fixed
point results on graphical modular metric spaces, which are obtained by combining
metric and modular approaches, and to demonstrate the analytical power of these
structures, thereby extending the abstract theory to more general frameworks.
Throughout the section, the definitions and fundamental topological properties of the
new spaces arising from the combination of modular metric concepts and graphical
structures will first be examined. Subsequently, fixed point theorems will be obtained
for transformations satisfying the Banach, Kannan, and Reich contraction conditions
within these spaces.

The applicability of the fixed point results obtained in graphical modular metric spaces
to various fields is also explored. Using transformations that satisfy the Reich-type
contraction condition, the dynamic market equilibrium problem is addressed, and a
fixed point formulation determining the stability of economic systems is developed.
The same approach is then extended to a physical model — the heat conduction
problem. Thus, the graphical modular—Reich contraction principle is evaluated within
a unified framework that guarantees the existence of steady states in both economic
and physical systems.

First, the mathematical foundation of the heat conduction model will be presented,
followed by a detailed examination of the physical interpretation of the fixed point of
the operator defined in the graphical modular metric structure. This approach reveals
the interdisciplinary strength of fixed point theory, demonstrating the applicability of
abstract mathematical principles to the behavior of real-world systems.

An example of a dynamic market equilibrium problem, which is an application of fixed
point theory, will be presented. The proposed solutions to the dynamic market
equilibrium problem are integrated into the dynamic market equilibrium framework
commonly used in economic analyses, thereby forming a mathematical model through
the solution of an initial value problem. Both consumer and producer markets are
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subject to significant fluctuations arising from daily price variations and pricing data.
Despite the inherent volatility of prices, daily pricing trends have a substantial impact
on the production market and the consumption market. Throughout this economic
analysis, the economist aims to determine the prevailing price.

In addition, the applicability of the fixed point results obtained in graphical modular
metric spaces to a physical model is demonstrated. In particular, a one-dimensional
nonlinear heat conduction problem is considered, and it will be shown that the solution
of this problem is the fixed point of an operator satistfying the graphical modular—Reich
contraction condition. Thus, the abstract theorems obtained in the previous sections
become applicable to the analysis of real physical processes such as heat diffusion.

In the concluding section, the findings derived from the study are presented, along
with the recommedations concerning the pratical implementation of the theoretical
frameworks discussed in the literatiire.
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1. GIRIS

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

P kiimesi  tlizerinde tanimli  S:I — W doniisimiinde SIJ =T  esitligini
saglayan J € It noktas1 varsa, bu noktaya S doniisiimiiniin sabit noktas: ad1 verilir.

Sabit noktalar, doniisiim altinda degismez (invaryant) kalan noktalardir.

Sabit nokta teorisi, genig bir uygulama yelpazesine sahiptir ve ¢esitli disiplinlerde
onemli rol oynamaktadir. Ornegin, miihendislik alaninda, kontrol sistemlerinin
stabilitesini analiz etmek ve optimal kontrol stratejileri gelistirmek igin
kullanilmaktadir. Uzay bilimi ve astrofizikte yoriinge dinamikleri ve gok cisimlerinin

hareketlerinin modellenmesinde sabit nokta yapisi kritik 6neme sahiptir.

Kimya ve biyolojide sabit nokta teorisi kimyasal reaksiyonlarin denge durumlarinin
analizi ve biyolojik sistemlerin dinamik davranislarinin  incelenmesinde
uygulanmaktadir. Ekonomide, Nash dengesi gibi kavramlarin varligini ispatlamak ve
ekonomik modellerin denge analizini yapmak icin sabit nokta teoremleri
kullanilmaktadir. Ayrica, stokastik oyun teorisi ve karar teorisi gibi alanlarda,
oyuncularin stratejilerinin dengede oldugu durumlarin belirlenmesinde sabit nokta

teorisi Onemli bir kavramdir.

Matematiksel modelleme ve dogrusal olmayan analizde, sabit nokta teorisi, dogrusal
olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin varligini ve essizliklerini belirlemek
icin temel bir aractir. Bu baglamda metrik sabit nokta teoremleri, topolojik uzaylarda
tanimlanan dogrusal olmayan doniisiimlerin analizinde genis bir uygulama alanina

sahiptir ve bu nedenle modern matematigin vazgeg¢ilmez bir pargasi haline gelmistir.

Bu genis uygulama alanlari, sabit nokta teorisinin matematiksel ve pratik 6nemini

vurgular.

Sabit nokta teorisinin gelisimine ve 6nemli sonuglarina ilk olarak Brouwer [ 1] liderlik
etmistir. Brouwer, 1912 yilinda, R" i¢indeki kapali birim yuvar iizerinde tanimli
stirekli doniistimlerin en az bir sabit noktasinin var oldugunu ispatladi. Bu sonug,

ozellikle sinirlt ve kapali kiimelerde gegerlidir ve su sekilde ifade edilir:



“Eger Y, R™ de kapali birim yuvar ve S: Y — Y siirekli bir doniisiimse, bu durumda S

doniistimiiniin Y kapali birim yuvarinda en az bir sabit noktas1 vardir.”

Ayrica, Banach wuzaylarinda Brouwer Sabit Nokta Teorisi'nin dogrudan
genellestirilemeyecegini gosteren Kakutani [2]'nin 6rnegi, sonsuz boyutlu uzaylarda
sabit nokta teoremlerinin gegerli olabilmesi i¢in ek kosullarin gerekliligini ortaya

koymaktadir.

Brouwer'in teoreminin sonsuz boyutlu uzaylara genellestirilmesi, Banach uzaylarinda
sabit nokta teorisinin temelini olusturur. Schauder [3], bu teoremi sonsuz boyutlu
Banach uzaylarina uygun sekilde genellestirerek belirli ek kosullar altinda benzer bir

sonucu elde etmistir:

“It bir Banach uzayi ve Y bos kiimeden farkl1, sinirli, kapali ve konveks bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda her siirekli ve kompakt S:Y — Y doniistimiiniin Y kiimesinde en az

bir sabit noktas1 vardir.”

Bu teorem, sonsuz boyutlu uzaylarda bile belirli kosullar altinda sabit nokta teorisinin
gecerli oldugunu gosterir. Schauder'in ekledigi kosullar (6zellikle kompaktlik), bu

genellemenin yapilmasini miimkiin kilmistir.

Bu calismalar, sabit nokta teorisinin matematiksel analiz, topoloji ve fonksiyonel

analiz gibi alanlarda derin etkileri olan gii¢lii bir ara¢ haline gelmesini saglamistir.

Banach Sabit Nokta Teoremi sabit nokta teorisinin en 6nemli ve en yaygin olarak
kullanilan teoremlerinden biridir. Banach Sabit Nokta Teoremi, herhangi bir tam
metrik uzayda daralma doniisiimleri i¢in sabit noktanin varligini ve tekligini garanti
eder. Ayni zamanda sabit nokta hesaplama yolu ile de bulunur. Bu teorem,
matematiksel analiz ve uygulamali matematik alanlarinda 6nemli bir aractir ve

asagidaki sekilde ifade edilir:

(M, h) bir tam metrik uzaylar olsun. Bir S: 9t — MM dontisimii verildiginde her
3,9 € Migin h(S(T),S(H)) < kh(ST, H) kosulu saglanacak sekilde 0 < k < 1 olan
bir k sabiti varsa S doniisiimiiniin I i¢inde bir ve yalniz bir sabit noktas1 vardir.

Tanmm 1.1.1. [4] M # @ bir kiime olsun. Her J, , ¢ € M i¢in Pt kiimesi iizerinde bir

h: M x M - R* fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasin:

(M) h(E,9) =0 I =9



(h2) h(3,9) = h($,3),
(h3) h(3,9) < h(3,¢) + h(c, 9).

Bu durumda, h fonksiyonuna 9t uzayinda bir metrik, (90, h) ikilisine ise metrik uzay

ad1 verilir.

Ornek 1.1.2. [4] R kiimesi tizerinde her 3, $ € R icin tanimlanan

h(3,9) =13 -9l

fonksiyonu, R {izerinde alisilmis metrik olarak bilinir. Bu metrik genellikle mutlak
deger metrigi, (dogal, salt deger metrigi) olarak da adlandirihir ve (IR, h) ikilisine

alisilmis metrik uzay denir.

Ornek 1.1.3. [5] M = R? iizerinde tanimlanan h;: P X M - R metrigi her I =
(31,32), =(9H1, 92) € R? igin

hi(39) =V (S — 9%+ (3 — 92)°
Euclid metrigi (veya Pisagor metrigi) olarak adlandirilir ve iki nokta arasindaki

dogrudan mesafeyi dlger.

hy(3,9) = maks {IS; — 911,132 — 921}

seklinde tanimli  hy,: M X M —» R* fonksiyonu ise maksimum metrigi (veya
Chebyshev metrigi, Tchebychev uzakligi) olarak isimlendirilir ve 3 ve $ noktalar

arasindaki en biiytik fark: 6lger.
Ornek 1.1.4. [6] M # @ keyfi bir kiime ve h: M x DM — R* fonksiyonu V T, $ M igin

~ oy _ (0, eger3I = Hise
h(3,9) = {1, eger I + Hise

seklinde tanimlansin. h fonksiyonu 9t kiimesi iizerinde bir metriktir ve bu metrige

ayrik (diskret) metrik, (9, h) ikilisine ise ayrik metrik uzay denir.

Ornek 1.1.5. [4] Her S = {3,,}, 93 = {H,,} € M i¢in smirhi dizilerin kiimesi
M="Ly = {{Sn} C R(veya C) sup |J3,] < 00}
neN

olarak tanimlansin. hy: M X M - R* fonksiyonu

heo(3,9) = sup |3, — Hal
neN



I uzayinda bir metrik fonksiyonudur.

Ornek 1.1.6. [S]R = [w,n], V3,9 € M icin 1 < P < oo sabit reel say1 ve
M = Y[w,n] := {I: [w,n] - R J stirekli fonksiyon}

olsun.

l/P

he (3, ) = f IS0 — $@)[Pde

ile taniml1 hp: M X M - R* fonksiyonu M iizerinde bir metriktir, (M, hp) ikilisi de
bir metrik uzaydir.
Ornek 1.1.7. [6] R = [w,n] ve her ¥, $ € M icin

M = Y[w,n] = {I: Q — R| I stirekli fonksiyon}

kiimesi tanimlansin.

he (3, 9) = SuP]IS(r) - 5@

r€[wn

seklinde tanimlanan h,: MM X M — R* fonksiyonu M iizerinde bir metrik belirtir. h,

metrigine Y[w, n] tizerinde supremum metrigi veya diizgiin metrik de denir.
Bu kisimda, metrik uzaya ait topolojik dzellikler ve tanimlara yer verilecektir:
Tamim 1.1.8. [6,7] (N, h) bir metrik uzay ve {I,, }nen, I uzaymdan bir dizi olsun.

(i) Here > 0ve n > ngicin h(SJ,, I*) < € olanny(e) € N indisi var ise {3, }nen
dizisi 3* € M noktasina yakinsaktir denir. Bu durum n — o iken 3, - J*

yada lim 3 = 3" ile ifade edilir ve I noktas1 dizinin limit noktasi olarak

n—-oo

adlandirilir.

(il) V & > 0 sayis1 verildiginde m,n = n, olan biitiin m,n € N* indisleri i¢in
h(3,, ) < € ifadesini gergekleyen ny, = ny(¢) € N  indisi mevcut ise
{3, }nen dizisine Cauchy dizisi denir.

(iii) (M, h) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi bu uzayda yakinsak ise (90t, h)

uzayina tam metrik uzay denir.

Uyan 1.1.9. [4,7] Metrik uzaylarda asagidaki durumlar saglanir:



(1) Yakmsak bir dizinin limiti tektir. Ek olarak, bir dizinin yakinsakligi,

tanimlandig1 uzaya ve uzay lizerinde tanimlanmis metrige bagli olarak degisir.

(i1) Yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir, ancak tersinin dogru olmas1 gerekmez.

Tam metrik uzaylarda her Cauchy dizisi yakinsaktir.

(ii1) Yakinsak bir dizinin herhangi bir alt dizisi de dizinin limiti olan ayni noktaya

yakinsaktir.

(iv) Tam metrik uzaylarin her alt uzayinin tam olmasi gerekmez. Reel sayilar
kiimesi R, h(3, 9H) = |I — $| ile tanimli alisilmis metrige gore tam uzaydir,
ancak Q rasyonel sayilar kiimesi {lizerinde tanimlanan alisilmis metrige gore
tam uzay degildir. Tam metrik uzaylarin her kapal alt uzaylar1 da tam metrik
uzaydir. Reel sayilar kiimesinin [w, 1] ile tanimli kapali alt uzay iizerinde

tanimli alisilmis metrige gore tam uzaydir.

Ornek 1.1.10. [4] Ornek 1.2.5 de verilen (£, he,) dizi uzay1 ve Ornek 1.2.7 de verilen

(Y[w, n], hy) fonksiyon uzayi tam uzaylardir.

Tamm 1.1.11. [6] (O, h) ve (IM,d) iki metrik uzay ve S: (M, h) — (M, d) bir
fonksiyon olsun.

(i) Ve>0veS e Migin h(T,1,) < & iken d(S(J),S(y)) < € olan 8(¢,J) >
0 vardir & S fonksiyonu 3, € 9t noktasinda siireklidir.

(i) Here > 0ve I € Migin h(Ty, I) < 6 iken S(Fy) — € < S(T) olan en az bir
6 > 0 vardir & S fonksiyonu 3, € 9t noktasinda alttan yar1 stireklidir.

(iii) Her € > 0 ve J € M icin h(T,,J) < § olacak sekilde S(J) < S(Jp) +
golan en az bir § >0 vardir& S fonksiyonu I, € I da lstten yari
stireklidir.

(iv) S fonksiyonu (9, h) lizerinde diizgiin siireklidir < her € > 0 ve her 3,3, €
M icin h(SJ,Jy) < 6 iken D(S (3),S (So)) < € olan sadece ¢ sayisina bagl bir
8 = 8(&) > 0 sayisi vardr.

(v) S fonksiyonu bir I € I noktasinda dizisel siireklidir & her {J3,}neny €

IM dizisi I, € M noktasina yakinsak iken {S(J;) ey € M dizisi de S(Jy) €

I noktasina yakinsaktir; yanin — oo iken 3, = I, = S(J,,) = S(Ty) dir.



Metrik uzaylarda siireklilik ve dizisel siireklilik tanimlar1 birbirine denktir. S(J,,) =
S(3p) iken 3, = Ty, n — oo ifadesi siirekli bir fonksiyon igin her zaman dogru
degildir.
Ornegin, S: (R, h) — (R, h) fonksiyonu S(3J) = 32 ve J,, = (1), (n € N) isen —
oo iken S(3J,,) = 1 — S(1) dir ancak (J,,) - 1,n - oo olur [8].
Ornek 1.1.12. R kiimesi iizerinde tanimlanan alisilmis metrik A(J, $) = |I — $| icin
¢ S:R - R iken SJ = sinJ fonksiyonu R de diizgiin siireklidir,
e S:R - Riken SI = I3 fonksiyonu siireklidir, ancak diizgiin siirekli degildir.
Tammm 1.1.13. [6] M # @ ve w, W kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

Asagidaki sartlar1 saglayan w ailesine 9t i¢in bir topoloji ve (&, w) ikilisine de

topolojik uzay denir:

(1) M0 € wdir,

(i) w ya ait kiimelerin sonlu sayida kesisimi yine w ya aittir,

(ii1) w ya ait olan herhangi sayida kiimenin birlesimi yine w ya aittir.
Tanim 1.1.14. [6] (9, w) bir topolojik uzay ve J € W olsun. M kiimesinin bir Ky alt
kiimesi, J € Uy € Ky olacak sekilde Uy € w kiimesi varsa bu Ky kiimesine

3 noktasiin bir komsulugu adi verilir. 3 noktasini igeren ve topolojiye gore de agik

olan kiimeye de J noktasinin bir agik komsulugu denir.

Tamim 1.1.15. [6] (I, w) bir topolojik uzay olsun. w topolojisinin elemanlarina agik
kiimeler denir. H € M i¢in eger P \H kiimesi agik ise H kiimesine kapali kiime
denir. H € M kiimesinin kapsadigi tiim acik kiimelerin birlesimine H kiimesinin i¢i
denir ve H° ile ya da intH ile gosterilir. H S W kiimesini iceren tiim kapali
kiimelerin kesisimine  kiimesinin kapanisi denir ve 7 ile gosterilir. H = H ise H €

I kiimesi kapali kiimedir.
Tamim 1.1.16. [6] (9, h) bir metrik uzay olsun.
w,, = {U € M | U kiimesi (M, h) uzayinda agik}

ailesi M iizerinde bir topoloji olup h topolojisine metrik topoloji veya h metriginin

tirettigi topoloji denir.



Tanim 1.1.17. [6] (9, w) topolojik uzay olsun. Eger her 3,9 € M, J # H icin U ve
V' c I gibi iki agik kime J € U, H € V ve U NV # @ olacak sekilde bulunabilirse

(M, w) uzayina Hausdorff uzay1 veya T, uzayi ad1 verilir.

Tanim 1.1.18. [6] (90t , h) herhangi bir metrik uzay olsun. Bu uzaydaki her sonsuz dizi
yakinsak bir alt diziye sahipse bu uzaya kompakt metrik (dizisel kompakt) uzay denir.
Bir metrik uzayin kompakt alt kiimeleri kapali ve sinirlidir. Ciinkii kompaktlik, sinir
noktalarinin da kiimeye dahil olmasini gerektirir. Ayrica bir kiime sinirsiz ise, bu
kiimeden secilen bir dizinin yakinsamayan bir alt dizisi olacaktir, bu da kompaktlik

sartin1 bozacaktir.

Tanim 1.1.19. [6] M ve D bostan farklr iki kiime ve S: I — D bir fonksiyon olsun.
Her 3,9 € M ve I < Hiken S(I) = S(H) (S(I) < S(H) ) esitsizligi saglanirsa
S fonksiyonu I kiimesinde sirasiyla artmayan (nonincreasing), (azalmayan

(nondecreasing)) fonksiyon olarak adlandirilir.

Tanimm 1.1.20. [6] M # @ ve K bir cisim olsun. +: Pt X MM - M ve - Kx W —
M ikili islemleri her u, v € K ve her J, $H,¢c € M icin

i I+H=9+3,

i) I+®+)=C+9H +c,

(1)) VI, HEMicinI+e=e+ I =Jolanbire € M vardir,

(iv) V3,9 €M icin I + (—JI) = (—=J) + I = e olan bir (—3J) € M vardir,
v) 1.3 =3,

Vi) u(S+9) =uJI+u,

(vi) U+ v).I=u.I+v.3,

(viii) (u.v).3 =u.(v.3),

sartlarin1 saglhiyorsa (9, +,-) tgliisiine K cismi tlizerinde lineer uzay (vektor uzayi)

denir. K = R ise I uzay1 reel vektor uzayi, K = C ise M kompleks vektor uzayidir.

Tamm 1.1.21. [6] M, K cismi (K = R veya K = C) iizerinde bir lineer uzay olsun.
|-]l: M - R* fonksiyonu asagida verilen sartlar1 sagliyorsa 9t iizerinde bir norm

fonksiyonu ve (90, ||-||) ikilisi de bir normlu uzaydir:

V3, 9HEMveVu€ Kigin



@ I8ll=0e3=296,

(i) [u3ll = Tulll3l,

A3 + Sl < I31 + 11l
dir.

Ornek 1.1.22. [6] Asagida verilen 9t kiimeleri iizerinde tamimlanan norm

fonksiyonlart ile birer normlu uzaydir:

(1) M = R olsun. I € R igin ||-]| fonksiyonu [|TF|| = || olacak sekilde R de bir

normdur.

(i) v = (J,) € £,- ve 1 < 7 < o0 olmak lizere
M=1, = {S = (Sn):2|sn|¢ < oo}

kiimesi verilsin.

o Yy
I3l = <Z|sn|4’>

n=1

ile tanimli ||-||: €, » R* fonksiyonu ¢,. {izerinde bir normdur. 9t kiimesi tizerindeki

bir norm, M iizerinde her 5, $H € WPt i¢in

h(3,9) = I3 - 9

olan bir metrik tanimlar . Bu metrik norm tarafindan iiretilen bir metriktir. Bir vektor
uzay1 lizerindeki her metrik bir normdan iiretilmeyebilir. Tiim smurli veya sinirsiz

kompleks terimli diziler uzayr M bir vektér uzayidir. 3 = (3;)

ve s = (35]-) i¢in

seklinde verilen metrik normdan iiretilmez. Bir norm tarafindan iiretilen h metrigi

V3,9, ¢ € MveV askaleri icin asagidaki 6zellikleri saglar:
» h(JS+c,H+c)=h(S,9), (6tcleme degismezligi)

> h(uJ,u9) = |ulh(S,H) (homotesi)[6].



Tamm 1.1.23. [6] Bir normlu uzayda alinan her Cauchy dizisi uzayda bir noktaya

yakinsak ise bu uzaya tam normlu uzay ya da Banach uzayi denir.
Ornek 1.1.24. [6] Asagida Banach uzay1 6rnekleri verilmistir:

(i) 1<r <owve=(J,) €, igin

oo Y
y= (ZI%I“’)
n=1

normuna gore {J = (J,,): Ym=1lIn]” < oo} uzay1 bir Banach uzayidir.

(ii) 2o = {3 = (3): sup|I,| < o} sinirlt diziler uzayi olsun. Bu uzay iizerinde

verilen

IS = sup|3nl
n

normu ile bir Banach uzaydir.

Tanmm 1.1.25. [4] M, K cismi lizerinde tanimlanan bir vektor uzayi1 ve I iizerindeki

topoloji w olsun. (I, w) topolojik uzaymnda u € K ve her 3,9 € M igin
(i) (u, ) —» u.J ile tamml skalerle ¢arpma islemi siirekli,
(1) (3, 9) = I + 9 ile tamml1 vektorlerin toplama islemi stirekli

ise; yani lineer uzay islemleri (90t, w) topolojik uzayina gore stirekli ise 9t uzayina bir

topolojik vektdr uzay1 ya da lineer topolojik uzay denir.

1.2. Metrik Sabit Nokta Kavram
Tanmm 1.2.1.[9] I = @ ve S: W — M bir doniisiim olsun.
S3=3

esitligini saglayan 3 € I noktasina S doniisiimiiniin sabit noktas1 adi verilir. Yani
sabit nokta doniisiim altinda invaryant kalan noktalardir. Bir doniisiimiin tek sabit
noktasi, birden fazla sabit noktas1 ya da sonsuz ¢oklukta sabit noktasi olabilecegi gibi

hig sabit noktasi da olmayabilir.
S doniisiimiiniin sabit noktalar1 kiimesi
F(S)=Fix(S) ={3IeM: ST =3}

seklinde ifade edilir.



Ornek 1.2.2. [5] M = Rvei = [1,5],i € Zigin S;: M — M olsun.
o 5(3)=V3%2—-83+ 40> Fix(S) = {5} dir.

8§,(3) =32 — 6= Fix(S) = {—2,3} dir,

S:(3) =35 -4 + 32+ 3 — 4= Fix(S) = {-2,-1,2} dir.

S§,(3) =31 = Fix(S) = @ dir.

So(3) = I = Fix(S) = R dir.
e 3 € R olmak iizere S¢(J) = sin(32 + |73 — 1)

fonksiyonunun ise sabit noktalar1 asagidaki grafikte belirtilen 4, B ve C noktalarindan
olusur, burada fonksiyonun $ = h(J) = I dogrusu ile kesim noktalar1 grafikteki

gibidir.

Sa(3) = sin(I? + |3 — 1) 2

WAAAAA A A LRV
WUV AV TTTTTIRITN

Sekil 1.1. S(J) = sin(J% + |nJ| — 1) fonksiyonunun sabit noktalari.
Tanmm 1.2.3. [10,11] MM # @ bir kiime ve S: M — Pt bir doniigiim olsun. Herhangi
bir 3 € M i¢in

S™(E) = S(S™M(D))
esitligi ile tanimlanan S™(J) doniisiimiine I € I noktasinin n. iterasyonu adi verilir.
S: 9t — M bir doniisiim olmak iizere
(i) Fix(S) c Fix(S™)
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(ii) keyfibir n € N i¢in Fix(S™) = {J} ise Fix(S) = {J}
ifadeleri dogrudur.

Tamim 1.2.4. [11] (0t h) bir metrik uzay ve S™ (n = 1) doniisimii S doniisiimiiniin

n. iterasyonu olsun. Herhangi bir 3, € M icin
Sn = Ssn_l = SSO, n= 1,2,3,

ile tanimli {3, }eny © D dizisine J, baslangi¢ noktasi ile en iyi yaklagim dizisi veya

Picard iterasyon dizisi denir.
Tanmim 1.2.5. [10] (M, h) bir metrik uzay ve S: W — M bir doniistim olsun. Eger her
3,9 €M igin

h(83,59) < k h(3,9)

esitsizligini saglayan k > 0 sabiti varsa S doniisiimiine 9t tizerinde bir Lipschitzian
dontisiimii denir. Bu esitsizlige Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kiigiik k degerine

de Lipschitz sabiti ad1 verilir.

Ornek1.2.6. M = R, S(3,9) = S — 9| ve S: R = R, ST = 35 olsun. Bu durumda

k = 3 i¢in S donisiimi
S(53,59) =133 -39 =33 -9 =3h(3,9)
esitliginden Lipschitz sartim1 gergeklestirmektedir.
Tamim 1.2.7. [10] (9N, h) ikilisi bir metrik uzay olsun. V 3, $ € M i¢in
h(S3,59) < k h(3,9)

ifadesini saglayan k € [0,1) sabiti varsa S: 9t — I doniisiimiine ‘daralma (Banach

daralma)’’ doniisiimii denir.

Ornek 1.2.8. [5] h Oklid metrigi M = [0,100] x [—2,2] kiimesi iizerinde tanimlansin.
Her (w,n) € M i¢in

S(w,n) = (2 + w2 — 8w + 40, tan‘lg)

bigiminde taniml1 S: M — I doniisiimii bir daralma doniistimiidiir.

Ornek 1.2.9. [5] (M, h) alisilmis metrik uzay ve S:9 — M bir fonksiyon olsun.

Her 3 € M i¢in asagida verilen doniisiimler birer daralma dontistimiidiir:

11



o M = RikenS() =,

o M = [0,100] iken S(J) = VI? — 83 + 40,

e M =[0,10] ve £ € [0,1) iken S(JI) = sech(£3),
e M = R iken S(J) = cos(cosS),

o M = Riken S(I) =e¢>.

Ornek 1.2.10. [5] M = R3 kiimesi iizerinde V I = (F1, T2, 33), 9 = (H1, 92, H3) €
R? i¢in h(3,3, 2) = max{|S; — H11, 132 — 921,133 — H31} olan h: R® x R®* - R*

maksimum metrigi verilsin. V.3 € I i¢in
1.2 01 -0.2 1
P={-01 08 04 |veV=|2
05 -02 11 3

S()=JI—-P3+V

iken

ile taniml1 S: M — M bir daralma doniistiimidiir.

Daralma doniistimleri diizgiin siirekli doniisiimlerdir. Herhangi bir S doniistim{i stirekli
degilse bir daralma doniisiimii de olamaz. Bununla birlikte, S daralma doniistimii

olmasa bile, herhangi bir N i¢in SV daralma déniisiimii olabilir.
Ornek 1.2.11. 5: [0,2] = [0,2] déniisimii

0, egerJ € [0,1]ise

S3I =
~ {1, eger 3 € (1,2] ise

biciminde tanimlansin. S donilisimii daralma doniisimii degildir. Clinkii J = 1
noktasinda siireksizdir. Ayrica, $2:[0,1] - {0}, S?I =0 olup S? bir daralma

doniisiimiidiir. $? doniisiimiiniin tek sabit noktas1 ¥ = 0 noktasidur.

Metrik sabit nokta teorisinin temelleri, Polonyali matematik¢i Stefan Banach'in 1922
yilinda doktora tezinde ortaya koydugu ve "Banach Daralma Prensibi" (Banach
Contraction Principle ) olarak da bilinen sabit nokta teoremi ile atilmistir. Banach'in
bu calismasi, metrik uzaylar iizerindeki doniisiimlerin sabit noktalarinin varligini
garanti eden temel bir sonu¢ sunmus ve dogrusal olmayan analizdeki bircok modern

gelismenin yolunu agmistir. Bu teorem, daralma doniisiimlerinin sabit noktalarinin
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varligint ve tekliklerini saglamakta olup, matematiksel analiz ve uygulamali

matematikte genis bir uygulama alani bulmustur.

Teorem 1.2.12. (Banach sabit nokta teoremi) [12] (9, h) tam metrik uzay ve
S: M — M bir daralma doniisiimii olsun. Bu durumda S doniisiimii Mt uzayinda bir tek
sabit noktaya sahiptir. Ayrica, V 35 € MM i¢cin I, = x,,_; biciminde tanimlanan

{3, }nen Picard iterasyon dizisi S doniistimiiniin tek sabit noktasina yakinsaktir.

Ormek 1.3.8, 1.3.9 ve 1.3.10 da gosterilen S daralma doniisiimleri, Banach sabit nokta

teoremi uyarinca tam metrik bir uzay {izerinde tek bir sabit noktaya sahiptir.

Bununla birlikte her daralma doniistimiiniin sabit noktasi olmasi gerekmez. Bir
doniisiimiin bir veya daha fazla sabit noktasi olabilir. Ayrica, tam olmayan metrik
uzaylarda tanimlanan daralma doniisiimlerinin sabit noktaya sahip olmasi da

gerekmez. Ornegin; M = (0,1] kiimesi mutlak deger metrigi ile donatilsin. Bu
durumda §3J = % ile taniml1 S: MW — I bir daralma doniisiimiidiir, fakat sabit noktasi
yoktur.

1968 yilinda Bryant [ 12] Banach sabit nokta teoreminin bir genislemesi olan asagidaki

sonucu elde etmistir.

Teorem 1.2.13. (Bryant sabit nokta teoremi) [12] (9t h) tam metrik uzay ve
S: MM — M bir doniisiim olsun. Baz1 N € N i¢in SV déniisiimii bir daralma doniisiimii
ise S dontisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir. Her I, € M igin {3, }ey Picard

iterasyon dizisinin yakinsadigi nokta S doniisiimiiniin sabit noktasidir.

Tamim 1.2.14. [10] (I, h) bir metrik uzay ve S: MV — M bir donilisiim olsun. Her
3,9 €M I # Hicin

h(S3,59) < h(J,9)
esitsizligi saglaniyorsa S doniisiimiine kesin daralma (contractive) doniistimii denir.
Ornek 1.2.15. M = R iizerinde A(S,H) = |I — $H| alisilmis metrik verilsin.
S:R - R olmak {izere
I - SI=1+In(1+e3)

doniisiimii kesin daralma doniisiimii olup daralma doniisiimii degildir.
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Edelstein [13] tam metrik uzaylarda bir S: 9t — Mt kesin daralma doniisiimiiniin sabit
noktasinin var olmasinin gerekmedigini gostermistir. Kompakt metrik uzaylar i¢in

sabit nokta teoremini ifade etmistir.

Teorem 1.2.16. (Edelstein sabit nokta teoremi) [13] (9, h) kompakt metrik uzay ve

S: M — Mt kesin daralan bir doniisiimii olmak iizere S bir tek sabit noktaya sahiptir.
Tanim 1.2.17. [9] (9, h) bir metrik uzay ve : M — M bir dontisiim olsun. Her F, $H €
M icin

h(S3,59) < h(3,9)
esitsizligini saglayan S doniisiimiine genislemeyen (nonexpansive) doniisiim denir.
Ornek 1.2.18. M = R kiimesi iizerinde h alisilmis metrik verilsin.

SSR-> R

->853==—k,(k+0)

L
N LR

doniisiimi tanimlansin. Her 5, 9 € R i¢in

h(s3,59) = [B— k-2 BB LSS

<h(9)

ifadesi saglandigindan S doniisiimii genislemeyen bir doniigiimdiir.

Yukarida belirtilen doniistimler dikkate alindiginda asagidaki gerektirme elde edilir
[8].

S daralma = S kesin daralma = S genislemeyen = S Lipschitzian.
Ancak bu gerektirmenin tersinin dogru olmasi her zaman gerekmez.
Tamim 1.2.19. [10] (9, h) bir metrik uzay ve S: I — M bir doniisiim olsun. Her
3,9 € Migin

h(59,59) =2 I h(3,9)

esitsizligi saglanacak bicimde J > 1 sabiti varsa S doniisiimiine genisleyen
(expansive) doniisiim denir.
Daralma doniistimleri siireklilik 6zelligine sahip olan doniisiimlerdir ve bu 6zellik

oldukca zorlayicr bir kosuldur. Siireklilik 6zelligine sahip olmayan doniisiimler igin

Kannan [14] 1968 yilinda asagidaki sabit nokta teoremini ispatlamistir.
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Teorem 1.2.20. (Kannan sabit nokta teoremi) [14] (9, h) tam metrik uzay ve
S: M — Wt bir doniisiim olsun. V 3, H € WPt igin,

h(83,59) < £[h(T,SI) + h(H,SH)]

esitsizligi saglayan bir £ € [0, %) sabiti varsa S doniigiimii bir tek sabit noktaya

sahiptir. Her 3, € M i¢in {3, },en Picard iterasyon dizisi S doniisimiiniin sabit

noktasina yakinsaktir.

Kannan sabit nokta teoremi Banach sabit nokta teoreminin bir genellestirmesi degildir.
Bununla birlikte, kullanilan metrik uzayin tamhigin1 da gerektirdigi icin son derece
onemlidir. Subrahmanyam [15], Kannan sabit nokta teoreminin uzayin tamligini
gosterdigini ifade etmistir. Yani, It lizerindeki her Kannan doniisiimiiniin bir sabit
noktaya sahip olmasi i¢in 9t metrik uzaymin tam olmasi i¢in gerek ve yeter kosuldur.

Banach daralma déniisiimleri bu 6zellige sahip degildir.

Bianchini [16], Kannan daralma doniisiimiiniin bir genellemesi olarak ‘Bianchini Sabit

Nokta Teorem’ini ispatlamistir:

Teorem 1.2.21. (Bianchini sabit nokta teoremi) [16] (I, h) tam metrik uzay olsun.

Her 3,9 € M icin
h(SS, $) < k maks{h(3, SI), h($,59)}
olan bir k € [0,1) sabiti varsa S: 0t — W doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

Asagidaki teoremler metrik sabit nokta teorisinin gelisiminde kose tasi niteligindeki

ifadelerdir.

Teorem 1.2.22. (Chatterjea sabit nokta teoremi) [17] (9, h) tam metrik uzay ve
S: M — M bir donlistim olsun. V J, H € M icin

h(S3,59) < £ [A(3,S9) + h($,SI)]
olan bir £ € [O, %) sabiti varsa, S doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

Teorem 1.2.23. (Reich sabit nokta teoremi) [18] (9, h) tam metrik uzay {lizerinde
her 3,9 € Micin £, + £, + £#53 < 1 0zelligindeki £4, £,, 3 = 0 sabitleri

h(S83,59) < £1h(3, D) + £,h (3, SI) + £3h(H,SH)

olacak sekilde varsa S: M — MWt doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir.
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Teorem 1.2.24. (Hardy-Rogers sabit nokta teoremi) [19] (I, h) tam metrik uzay
ve S: It — Wt bir doniisiim olsun. Her J, H € It icin

h(83,59) < £1h(3J, D) + £,h(3,SI) + £3h(H, SH)
+ £,h(3,59) + £5h(9,ST)

seklinde #, + £, + #3 + 4 + %5 < 1 olan £;, i =1,...5 € R" sabitleri varsa S

dontistimii bir tek sabit noktaya sahiptir.

Teorem 1.2.25. (Ciric sabit nokta teoremi) [20] (9%, h) tam metrik uzay ve S: I —

M bir doniisiim olsun. Her J, $ € Wt i¢in

h(S3,59) < I maks {h(s, %), h(3,5%), h($, $), h@S,59) + h(9, 55)}

2
olan 3 € [0,1) sabiti varsa S doniisiimiine Ciric daralma doniisiimii denir. Ayrica, S

doniistimii M lizerinde bir tek sabit noktaya sahiptir.

Tanmm 1.2.26. [6] M bostan farkli bir kiime ve <, It kiimesinde bir bagint1 olsun.
Eger
i. HerJ € Migin I < J (yansima dzelligi),

. JI<HveH <JiseI =9 (ters simetri 6zelligi),

. J<HveHh <ziseI < z (gecisme Ozelligi),
sartlarin1 sagliyorsa < bagintisina kismi siralama bagintisi denir.
I tizerinde kismi siralama bagintis1 tanimlanmigsa I kiimesine kismi sirali kiime
denir. Eger kismi sirali bir kiimede J,$ elemanlart icin I <§ veya H <3

sartlarindan en az biri gerceklenirse J ve $ elemanlarina karsilastirilabilir eleman

denir.

Tanmm 1.2.27. [6] (M, <) ikilisi kismi siral1 bir kiime olsun. M kiimesinin bir A alt
kiimesinin 1iyi sirali bir kiime olabilmesi i¢in A kiimesinin her iki elemanin

karsilastirilabilir olmasi gerekir.

1.3. Graf Teorisi

Graf teorisi, modern matematigin en onemli ve genis uygulama alanlarma sahip
disiplinlerden biridir. Temel olarak diigiimler (veya koseler) ve bunlar arasindaki

baglantilardan (kenarlar) olusan yapilari inceleyen bu teori, soyut matematiksel bir
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yaklagim olmasina karsin, glinlimiizde ¢ok c¢esitli alanlarda uygulama bulmaktadir.
Graf yapilari, 6zellikle iliskisel verilerin modellenmesinde gii¢lii bir matematiksel
cerceve sunmakta ve karmasik sistemlerin analizi i¢in evrensel bir temsil dili

olusturmaktadir.

Graf; diigiim ad1 verilen noktalar ile bu noktalar1 birbirine baglayan kenar (ayrit) adi
verilen cizgilerden olusan bir yapidir . Ornegin, sehirleri diigiim (verticle), bu sehirleri
birbirine baglayan yollar1 ayrit olarak temsil eden bir yol haritasi bir graf modeli olarak

diistiniilebilir.

Ornek 1.3.1. [23] (Konnisberg képriisii problemi) Euler 1736 yilinda yazdig
makale ile graf teorisinin dogmasina sebep olmustur. Bu makale Sekil 1.3 de gosterilen
Konnisberg Koprii probleminin ¢dziimiinii iceriyordu. Pregel nehri Konnisberg
kasabasinin i¢inden akmaktadir. Nehrin ortasinda nehrin kiyilara ve birbirlerine koprii
ile baglh iki ada bulunmaktadir. Konnisberg kasabasinin vatandaslari i¢in problem
kiyilarin veya adalarin birinden baslayip kopriilerden sadece bir kez gegerek baglangic

noktasina gelmektir.

Euler oncelikle Konnisberg cografyasinin gerekli 6zelliklerini bir graf yardimi ile
tanimladi. Her bir nehir kiyis1 ve adalar bir diigiim ile, kdpriiler ise ayritlar ile temsil

edildi.

Sekil 1.2. Pregel nehri igin graf

Graf teorisinin tarihsel kdkeni, 18.ylizyilin en 6nemli matematik¢ilerinden biri olan
Leonhard Euler’in 1736 yilinda yayimladig: “Solutio problematis ad geometriam situs
pertinentis” (Geometrik konumla ilgili bir problemin ¢6ziimii) baslikli ¢alismasina

dayanmaktadir. Bu c¢aligma, literatiirde yaygin olarak “Konigsberg Kopriileri
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Problemi” olarak bilinmektedir. S6z konusu problem, donemin Prusya’sinda yer alan
Konigsberg (bugiinkii  Kaliningrad, Rusya) sehrinin cografi yapisindan
kaynaklanmaktadir. Sehir, Pregel Nehri tizerine kurulu olup, nehrin kollariyla ayrilmig
dort kara pargasi ve bu pargalari birbirine baglayan yedi kdpriiden olusmaktaydi. Halk
arasinda merak uyandiran soru suydu: “Sehrin herhangi bir noktasindan baslanarak,

her bir kopriiden yalnizca bir kez gecilmek suretiyle tiim kdpriiler dolasilabilir mi?”

Euler, bu soruyu ¢oziimlemek i¢in klasik geometri yada aritmetik yontemlerin yetersiz
kaldigini fark etmistir. Bunun yerine, sehrin kara pargalarini diigiim (vertex), kopriileri
ise bu diigiimleri birbirine baglayan kenar (edge) olarak temsil etmistir. Boylece
problem, geometrik veya fiziksel bir sorundan ziyade, soyut bir yapisal iligki
problemine doniismiistiir. Euler, bu temsil {izerinden yaptig1 analizde, her diigiimiin
(kara parcasinin) kopriilerle olan baglanti sayisini (derece kavramini) incelemis ve su

sonuca ulagmistir:

i.  Bir graf iizerinde, baslangi¢ noktasina geri doniilerek her kenarin yalnizca bir
kez gecildigi bir yol (Euler devresi) olmasi i¢in her diigimiin derecesi ¢ift
olmalidir.

ii.  Eger yalnizca iki diigiim tek dereceli ise, bu durumda her kenar1 yalnizca bir
kez gecerek baglayan ve farkli bir noktada biten bir yol (Euler yolu)

mumkindiir.

Konisberg kopriilerinde ise dort kara parcasinin da derecesi tek oldugundan, bdyle bir
yolun varlig1r miimkiin degildir. Euler’in bu ¢6ziimii, yalnizca o donemin popiiler bir
bilmecesini yanitlamakla kalmamis, ayn1 zamanda graf teorisinin temellerini atan ilk

sistematik ¢alisma olmustur.

Bu yaklasim, matematiksel diislincenin yalnizca sayisal hesaplama veya geometrik
Ol¢iim ile simirli olmadigmi, ayni zamanda iliskiler ve yapilar iizerine de
kurulabilecegini gostermistir. Euler’in ¢alismasi satesinde matematik tarihinde yeni
bir donem baslamis; bu yeni alan daha sonra “geometriya situs” (yer geometrisi) ve
“topoloji” kavramlari ile birlikte geliserek giiniimiizde graf teorisi adiyla bagimsiz bir

disiplin haline gelmistir.
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Sekil 1.3. Y grafinin diigiimleri

Sekil 1.3 ile verilen ¥ grafi incelendiginde 1 grafinin diigiim kiimesinin
{91,09,,95,9,} ve ayrit kiimesinin {ej, e, €3, e, es} oldugu agiktir. Ornegin, e,
ayritinin v; digiimi kendisine, e, ayritinin ise ¥, ve ¥, diiglimlerinin bagladigin

gosterir.

Yukaridaki sekilde goriildiigii gibi bir ayrit bir diiglimii yine kendisine baglayacagi
(loop) gibi, bir diigiim higbir ayritla baglanmamis olabilir (9, diigimiinde oldugu
gibi). Ayrica iki diiglim birden fazla ayrit (multible edge) ile de baglanmis olabilir.
Burada dikkat edilmesi gereken bir nokta bir graf ile onu temsil eden diyagram ayni
degildir. Ciinkii, graf bir fonksiyon ile birlikte iki kiimeden olusur. Eger bir graf bir
diigiimii yine kendisine baglayan (¢evrim icermeyen) bir ayrit ve ayni iki diigiimii

birden fazla baglayan ayritlara sahip degilse basit graf olarak adlandirilir.

Bir 1 grafinda eger birbirinden ayr1 diiglimleri baglayan bir yol varsa i grafina

baglantilidir denir

Graf teorisi, disiplinler arasi niteligi ile 6ne ¢ikmaktadir. Matematiksel soyutlamalarin
farkli alanlara uyarlanabilmesi, graf teorisinin genis bir uygulama yelpazesi sunmasina

olanak tanimaktadir.

1. Bilgisayar bilimleri: Veri yapilar1 ve algoritmalar, grafiksel modeller iizerine
kuruludur. En kisa yol, en diisiik maliyetli ag veya akis optimizasyonu gibi
problemler graf teorisinin temel algoritmalar1 (6r.Dijkstra, Bellman-Ford,
Floyd-Warshall) ile ¢6ziimlenmektedir. Internetin yapisi, sosyal medya aglari
ve arama motoru algoritmalar1 (6r.Google PageRank) grafik tabanli modeller

uzerine kuruludur.
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ii.  Miihendislik alanlar1: Elektrik miithendisliginde devrelerin analizinde, endiistri
mithendisliginde lojistik ve rota optimizasyonunda, ingaat miihendisliginde
ulagim aglarinin modellenmesinde graf teorisi kullanilmaktadir.
Telekomiinikasyon ve haberlesme sistemleri de ag optimizasyonu igin
grafiksel yapilardan yararlanmaktadir.

iii.  Matematik ve Fizik: Kombinatorik problemlerin ¢6ziimiinde, topolojik
Ozelliklerin incelenmesinde, kuantum sistemlerinde parcacik etkilesimlerinin
modellenmesinde graf teorisi 6nemli bir aragtir. Kaos teorisi ve dinamik
sistemlerde de graf temelli yontemler uygulanmaktadir.

iv.  Biyoloji ve Kimya: Protein-protein etkilesim aglari, genetik diizenleyici aglar,
molekiiler yapilar ve Dbiyoinformatik analizlerde graf modelleri
kullanilmaktadir. Kimyada molekiillerin atom ve bag yapilari grafiklerle temsil
edilebilmektedir.

v.  Sosyal Bilimler ve Ekonomi: Sosyal ag analizi, toplumsal etkilesimlerin
matematiksel modellenmesinde graf teorisinin Onemli bir uygulama
alanidir. Ekonomide ise ticaret, finansal iligkiler ve piyasa aglar1 graf modelleri

uzerinden incelenmektedir.

Ote yandan, giiniimiizde 6zellikle graf teorisinin sabit nokta teorisine entegrasyonu
dikkat cekmektedir. Bu yaklasim, ilk olarak 2008 yilinda Jachymski [29] tarafindan
sistematik bicimde ele alinmis ve grafiksel sabit nokta teorisi adiyla literatiire
kazandirilmistir. Burada amag, yalnizca metrik yapida degil, ayn1 zamanda diigiimler
ve kenarlardan olusan bir graf yapisina da basvurarak sabit nokta sonuglarini daha
genis ve esnek kosullar altinda elde etmektir. Ozellikle sosyal aglar, biyolojik aglar,
bilgisayar aglar1 ve iletisim sistemleri gibi karmagik yapilar, graf tabanli sabit nokta

teorisinin dogal uygulama alanlaridir.

Tanim 1.3.2. (M, h) metrik uzay ve A = {(J,3I): J € M} kiimesi WM X M kartezyen

carpiminin kdsegenleri olsun. It kiimesinin elemanlari ile

e V() — grafin noktalar kiimesi

e E(y) — grafin dogrular kiimesi

tanimlansin. Bu durumda i grafi (V(L|J), E( Lp)) cifti ile tanimlanir. Bu basit yonlii bir

graftir. Basit yonlii graf tiim diigiim noktalarini igerdigi i¢in A € E(\) dir.
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Eger 1 grafinin kenarlarinin yonii degistirilir ise 1 grafinin tersi, yani Y~ 1 grafi elde
edilir.
EQ~ D ={(G9eMmxM (3,9) € E(W)},

ve aym1 zamanda V (Y~ 1) = V() dir.

Tamm 1.3.3. 1 grafinin yonii ihmal edilir ise  yonsiiz (yonlendirilmemis) grafi elde

edilir. Boylece s grafinin dogrular kiimesi simetrik oldugundan

E($) = EQ) VE@W ™Y

yazilir. Diger yandan V(H) € V() ve E(H) € E() ise H grafina ¥ grafinin alt grafi
denir. Eger s grafi baglantili ise 1 grafi zayif baglantilidir denir.

Jachymski [29] metrik uzay lizerinde graf yapisim1 kullanarak Banach  —daralma
doniisiimiinii tanimlamis ve sabit nokta kavraminin graf teorisine uygulamasinin en

temel sonucunu elde etmistir.

Tamim 1.3.4. [29] ¥, (I, h) tizerinde bir graf ve S: MM — M bir dénilisiim olsun. Her
3,9 €M igin
(1) S dontistimi § grafinin dogrularini korur. Yani, (5, ) € E(Y) = (53,59 ) €
E(y) dir,
(i) (3,9) € E(Y) igin h(SJ,59) <J h(S,9) ifadesini saglayan I € (0,1)

vardir,

sartlar1 saglanirsa S doniisiimiine Banach { —daralma veya daha sade bir sekilde

y —daralma doniisiimii ad1 verilir.

Tamim 1.3.5. [29] (I, h) bir tam metrik uzay olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan
(M, h, ) tgliisiine diizenli (regular) uzay adi verilir.

(3, 3" € E(Y) dir.
(i1) {Sp ) neny € M dizisi i¢in F,, = I* ve (Spt1,3In) € E(Y) ise her n € N igin
(3*,3,) € E(Y) dir.

21






2. BAZI GENEL METRIK YAPILARI

Modiiler metrik ve grafiksel metrik yapilari, klasik metrik uzay kavraminin dogal
genellemeleri olarak ortaya ¢ikmistir. Modiiler metrik, norm ve mesafe kavramlarini
modiiler fonksiyonlar {izerinden tanimlayarak yakinsaklik, siireklilik ve tamlik gibi
topolojik 6zelliklerin daha genis siniflar altinda incelenmesine imkan tanir. Ozellikle
Chistyakov [30-35] ve diger arastirmacilarin katkilariyla gelistirilen bu yap1, lineer
uzaylarda normun yerini alabilecek bir esneklik sunar. 2017 yilinda Shukla ve
arkadaslar1 [22] tarafindan tanimlanan grafiksel metrik ise, bir uzayin yalnizca mesafe
fonksiyonu ile degil, ayn1 zamanda bir graf yapisi ile birlikte ele alinmasi {izerine
kuruludur. Bu yaklasim, operatorlerin davranislarin1 grafik kenarlar ile kisitlayarak
daha zengin sabit nokta sonuglar1 elde edilmesine olanak saglar. Boylece grafiksel
metrikler, klasik metrik uzay teorisinin 6tesinde, baglantisal ve topolojik 6zelliklerin

ayni ¢at1 altinda incelenmesine imkan veren giiclii bir ara¢ haline gelmistir.

2.1. Modiiler Metrik Uzaylar

Modiiler metrik uzaylar, klasik metrik uzay kavramini daha genel bir ¢ergevede ele
alan yapilardir. Bu kavramin kokeni fonksiyonel analizde Nakano [36] ve Musielak ve
Orlicz [37-38] tarafindan ortaya konulan modiiler fonksiyonlara dayanmaktadir.
Orlicz uzaylarimin gelisimi ile birlikte, modiiler fonksiyonlarin sagladigi esnekligin,
mesafe fonksiyonu yerine kullanilabilecek yeni yapilar olusturabilecegi fikri
dogmustur. Bu dogrultuda Chistyakov ve diger arastirmacilar tarafindan modiiler

metrik uzay kavrami tanimlanmis ve sistematik olarak incelenmeye baslanmistir.

Klasik metrik uzaylarda mesafe fonksiyonu d(x,y), yalnizca iki nokta arasindaki
uzaklig1 olgerken, modiiler metriklerde bu 6l¢lim, belirli bir modiiler fonksiyon s
aracilifiyla yapilmaktadir. Bu sayede yakinsaklik, Cauchy dizileri ve tamlik gibi
topolojik kavramlar, daha genis ve esnek bir bakig acisiyla incelenebilmektedir.
Ozellikle s yakinsaklik kavrami, klasik yakinsaklik kavramindan ayrigmakta ve yeni

sabit nokta sonuglarinin elde edilmesine olanak saglamaktadir.



Modiiler metrik uzaylarin 6nemli bir 6zelligi, klasik metrik yapilar ile normlu uzaylar
arasinda koprii kurabilmeleridir. Bu baglamda, normun yetersiz kaldigi yada
metriklerin istenilen eksikligi saglamadigi durumlarda modiiler metrikler
kullanilabilmekte, boylece daha genel sonuglara ulasilabilmektedir. Son yillarda sabit
nokta teorisinde elde edilen pek ¢ok yeni teorem, modiiler metrik uzaylarin bu yapisal
ozelliklerine dayanmaktadir. Ozellikle Banach tipi daralma esitsizliklerinin modiiler
versiyonlarl, Wardowski tipi kontraksiyonlar, Kannan ve chatterjea benzeri
genellestirilmis doniisiimler modiiler metrikler altinda ele alinarak literatiire yeni
katkilar yapilmistir. Dolayistyla modiiler metrik uzaylar, yalnizca teorik agidan degil,
aynt zamanda optimizasyon problemleri, integral denklemler ve diferansiyel

denklemlerin ¢oziimleri gibi uygulamali alanlarda da énemli bir rol listlenmektedir.

Tanmmm 2.1.1. [26] M bostan farkli bir kiime ve p:(0,00) X M X M — [0, 0]

fonksiyonu 3J, $, 3 € Mt icin asagidaki sartlar1 saglasin:
(uq) her s > 0 icin (3, H) = 0 & I = H dir,
(nu'Z) her S > 0 lgln H'S( Sﬁg) 3 /Js( 5515 ) dira

(u3) her 5,4 > 0 igin pg, (3, 9) < (3, 2) + we(z, H) dir.

Bu durumda pg fonksiyonuna modiiler metrik ve M, = (M, u,) ikilisine de modiiler

metrik uzay denir. Her s > 0 ve 3, 9 € M icin u(s, S, H) gosterimi yerine us (3, $H )

ifadesi kullanilacaktir.
Tanim 2.1.2. Yukaridaki tanimda (u,) sart1 yerine her 3 € I igin
(11" her s > 0 i¢in u(3,3) =0

ifadesi saglanirsa p; fonksiyonuna pseudo modiiler metrik denir. Her 3, $ € M icin

(uq") sart1 ve 3 ve I noktalarina bagli bir s > 0 sayisi i¢in

(Us) s(3,9) =0=>3 =9

sarti da saglandiginda ise pg fonksiyonuna kesin (strict) modiiler denir. Ayrica

modiiler metrik fonksiyonu (u,) sartindan daha zayif olan
() bazis > 0icin s (3,9) =0 J =9

sartin1 sagladiginda ise g fonksiyonuna regiilerdir denir. Son olarak, her 3, $, z € IN

ve s, > 0 igin (u3) sart1 yerine
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! o~ o~ 't)
(13" s10(3,9) < =5 1s(3,2) + - 1e(2,H)
ifadesi saglanirsa pg fonksiyonuna konvekstir denir.
Ornek 2.1.3. [26] (M, h) bir metrik uzay olsun. Her S, $ € M ve s > 0 igin

h(3.9)

S

.us( 3,9) =

ile tanimlanan ug fonksiyonu konveks modiiler metrik fonksiyonudur. Ayrica bu
ornekle modiiler metrik yapisinin fiziksel yorumu yapilir. 3, $ € 9t noktalar1 arasinda

gecen zaman s ve h(J, ) bu noktalar arasindaki uzakligi belirtmek {lizere
0<p(3,9) <oo
degeri ortalama hiz1 gosterir. Buradan hareketle asagidaki yorumlar yapilir.

M kiimesindeki J ve $ noktalarinin gakisik olmasi (h(S, $) = 0) i¢in gerek ve yeter
sart herhangi bir s > 0 zamaninda J noktasindan $ noktasina hareketin hizinin

us( 3, 9) = 0 olmasidir. Ozetle, herhangi bir s > 0 zamaninda hareket yoktur.

h(3,9) = h($,3) oldugundan herhangi s > 0 zamaninda J noktasindan $

noktasina hareketin ortalama hizi ile ters yondeki ortalama hizlar birbirine esittir.

Zamanlar esit olmak iizere I noktasindan $ noktasina hareket asagidaki gibi iki

sekilde yapilsin.

(i) I noktasindan $ noktasina olan harekette iiclincii bir z € M

noktasindan gegilsin,
(i) Dogrudan 3 noktasindan $ noktasina hareket edilsin.

3 noktasindan z noktasina olan harekette gecen siire s ve z noktasindan $ noktasina
olan harekette gecen siire ise £ olsun. Bu durumda ortalama hizlar sirasiyla pg( S, 3)
ve wy (32,9 ) dir. (i) durumundaki harekette harcanan zaman s + € dir. Her iki harekette
de gegen siireler esit oldugundan (ii) durumundaki ortalama hiz pg, (S, $) dir. Ucgen
esitsizliginden h(3J,9) < h(J,z) + h(z, H) dir. Yani J ve $ noktalar1 arasindaki
uzaklik (ii) durumundaki yollarin toplamini asamayacagindan her J, %,z € It ve

s,£ > 0i¢in
nu'S+f( S, b) < maks{l"s( S; Z) + ,ng(z, 55)} < .us( S' Z) + I’LZ(ZJ SD)

bi¢iminde ifade edilir.
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Ornek 2.1.4. [26] (M, h) bir metrik uzay olsun. Her 3, $ € M ve s > 0 icin

~ oy (0, eger s > h(3, 9) ise
Hs(3,9) = {00, eger s < h(3, 9) ise

olarak tanimlanan pg fonksiyonu 9t iizerinde konveks modiilerdir. Bu 6rnegin bir

sonucu olarak modiiler metrigin goriintii kiimesi de [0, o] olarak tanimlanir.

Ornek 2.1.5. [26] s > 0 ve pozitif reel sayilarm J = {Js}sen, 9 = {Hs}sen € R iki

dizisi i¢in
- (135 — 951\
HS(S!5)22< 5555 ’ 1Sp<00,
s=1

ile tanimlanan p, fonksiyonu kesin ve konveks modiilerdir. Ayrica ayni kosullar

altinda y modiileri
r 1
1s(S,9) = sup (—IJS £ 55SI>S
ile tanimlanirsa kesin konveks olmayan modiileri elde edilir.

Us(3,9) fonksiyonu (0,00) araligr iizerinde artmayan bir fonksiyondur.
(u1) — (u3) kosullart dikkate alindiginda 0 < € < s igin

Hs(3,9) < us—e(3,3) + (3, 9) < pe(3,9)
Ifadesinin dogru oldugu goriiliir.
Tanmm 2.1.6. [26] u, M lizerinde pseudo modiiler ve I, € Wt olsun. Bu durumda
My, =M, (Io) = {3 € M p5(3,30) = 0, (s > )}
My, =M, (Ip) = {SEM: s =5(I) > 00yleki ps(J,Jp) < o}

kiimelerine (J, civarindaki) modiiler uzaylar denir. Tanimlardan 9%, < M, oldugu

agiktir.

u fonksiyonu I tizerinde bir modiiler ise M modiiler uzay1 herhangi I3, H € M, icin

h,(3,9) =inf{s > 0: u(J,9) < s}

metrigi ile verilen ve yu tarafindan tiretilen (nontrivial) metrik ile donatilmistir. Ayrica

U, M tizerinde bir konveks modiiler ise M, = WM, olur ve bu ortak kiimeler herhangi

3,9 € My, icin
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h;,(3,6) = inf {s > 0: p(3,$) < 1)
metrigi ile donatilmistir. Bu metrige Luxemburg uzaklig: denir.

M, modiiler metrik uzay lizerinde I € M, merkezli r > 0 yarigaph agik

yuvari

B,(3,7) ={$ e M,

h,(3,9) <}

kiimesi ile tanimlanir. Ayrica her 3 € U i¢in B,(3,7) € U olan bir r =7r(3J) > 0

sayis1 varsa U kiimesine agik kiime denir.

<M, kiimesi lizerindeki biitiin agik alt kiimelerinin ailesine h,, metrigi tarafindan 3t

kiimesi tizerine indirgenen metrik topoloji denir ve S, ile gosterilir.

Modiiler metrik uzaya ait bazi1 kavramlar asagidaki gibi tanimlanir.

Tamm 2.1.7.[26] M;, bir modiiler metrik uzay ve {Js}seny € M, bir dizi olsun.

(i) {Js}sen dizisinin I* € M}, noktasina u —yakinsak olmasi igin gerek ve yeter
sart her s > 0 i¢in s — oo iken s (T, I*) — 0 olmasidir. Ayrica J* noktasina
{3 }sen dizisinin y —limiti denir.

(ii) {s}sey dizisinin u —Cauchy dizisi olmasi igin gerek ve yeter kosul her s > 0
ve s,m = oo i¢in U3 (I, J;,) — 0 olmasidir.

(iii) M, modiiler metrik uzay alman her u —Cauchy dizisi M, uzayinda bir
noktaya yakinsak ise 9t modiiler metrik uzay p —tamdir denir.

(iv) N € M, verilsin. NV kiimesindeki p —yakinsak her dizinin limiti yine N
kiimesinde ise V" kiimesine y —kapalidir denir.

(V) Her s >0 igin M, (V) = {us(I,9)|I, HEN} <o ise N kiimesine
u —sinirli kiime denir.

Tamm 2.1.8. [27] M, bir modiiler metrik uzay ve S: 9, — M bir dontistim olsun.

{Ss)sen dizisi s - o igin J; > J oluyor iken SJ; = ST oluyorsa S doniisiimiine

u —stirekli doniistim denir.

Teorem 2.1.9. [28] M, bir 4 —tam modiler metrik ve S: 9, - W, bir doniisiim

olsun. Her 3, $ € M, i¢in

1s(83,59) < k p5(3I)
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ifadesi k € [0,1) i¢in saglansm. Her s>0 i¢in puy(Sp, SIp) < oo olan

S0 € M, elemant varsa S dontistimii M, uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.
Teorem 2.1.10. [28] M, bir u —tam modiiler metrik uzay ve S:9;, —» M, bir
doniisiim olsun. Her 3, $ € M, icin

(ST, S9) < #lpas(3, SI) +125(H, SH)]
ifadesi £ € [O, %) icin saglansm. Her s>0 igin ug(Jg,SJp) < olan

S0 € M, elemam varsa S doniistimii M, uzayinda bir tek sabit noktaya sahiptir.

2015 yilinda Alfuraidan [25], Banach sabit nokta teorisinin grafla donatilmis modiiler

metrik uzay genellemesini elde etmistir.

Tamm 2.1.11. [25] (9, u) modiiler metrik uzay ve M, uzaynin bostan farkli bir alt

kiimesi C olsun. Her 5, % € M icin S: M — M doniisiimii verilsin.

(i) W, grafinin dogrularini korur. Yani,

(3.9) € E(W,) = (53,59) € B(Y,)
ve eger herhangi bir (3, $) € E(LIJ“), k € [0,1) igin
11(S3,59) < k 11 (3,9)
esitsizligi saglanirsa S donligiimiine Y, —daralma doniigiimii ad1 verilir.

(ii) Eger S doniisiimii y, grafinmn dogrularm korur ve herhangi bir (3, $) €
E(Y,) icin iy (3, ) < € iken
11 (S3,59) < k11 (3,9)

olan k € [0, 1) sabiti mevcut ise S doniisiimiine (g, J) — P, —diizenli yerel daralma

dontistimii ad1 verilir.

2.2. Grafiksel Metrik Uzaylar

Grafiksel metrik uzay kavramai, kalsik metrik uzaylarin sabit nokta teorisinde oynadigi
merkezi roliin bir genellemesi olarak ortaya ¢ikmistir. Bu yaklasimin temelinde
Jachymski’nin [29] “graf ile donatilmig metrik uzaylar” fikri yatmakta olup, Shukla ve
arkadaslar1 [22] de belirtilen ¢aligmalariyla sistematik hale getirilmistir. Klasik metrik

uzaylarda mesafe fonksiyonunun iiggen esitsizligi tliim noktalar i¢in global olarak
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saglanirken, grafiksel metrik uzaylarda bu kosul yalnizca verilen bir grafin kenarlar1
boyunca, yani dogrudan veya dolayli olarak baglantili olan noktalar i¢in gecerlidir.
Boylece, grafiksel metrik yapilar bir yandan metrik uzayimn topolojik o6zelliklerini
korurken, diger yandan grafin sundugu ek yapiyr kullanarak operatorlerin

davraniglarint daha esnek bigimde inceleme imkani tanir.

Grafiksel metrikler, 6zellikle daralma tipinde doniistimlerin analizinde Onemlidir.
Clinkii iiggen esitsizliginin “graf kisitli” versiyonu, daralma esitsizliklerinin daha genis
siniflar altinda ¢alisilmasina olanak saglar. Bu durum, Banach tipi sabit nokta
teoremlerinden baglayarak, Kannan ve Chatterjea tipindeki genellestirilmis sabit nokta
sonuglarina kadar pek cok klasik teoremin grafiksel metrik uzaylara tagimabilmesini
miimkiin kilar. Ayrica bu yaklasim, yalnizca teorik olarak degil, integral denklemler,
diferansiyel denklemler ve optimizasyon problemleri gibi uygulamali alanlarda da

yeni ¢Oziim yollar1 sunmaktadir.

Bu nedenle grafiksel metrik uzaylar, hem mevcut sabit nokta teorisini genisleten
hemde matematiksel modelleme ve uygulamalarda alternatif araclar gelistiren giiclii

bir yap1 olarak literatiirde yerini almistir.
Tanmim 2.2.1. [22] M bostan farkl bir kiime ve ¥ grafi ile donatilsin
dy: M X M — R doniigiimii ise,
(dy,) dy(3,9) 20V, H €M,
(dy2) dy(3,9) =0 = I =9,
(dy3) dy(3,9) = dy(9,3) V3, H € M,
(dpy) (IPH)y,z € (IPH)y V3, 9,2 € M icindy (T, H) < dy(J,2) +dy(z,9)
kosullarini saglayan bir fonksiyon olsun. Burada dy, doniisiimiine M uzay1 lizerinde

bir grafiksel metrik ve (M , dw) ciftine de grafiksel metrik uzay denir.

Ornek 2.2.2. [22] Her (M, d) metrik uzay, grafi ¥ olan bir grafik metrik uzaydir.
Burada V(y)) = M ve E(y) = M X M dir.

Tanmm 2.2.3. [22] (M, S) kismi sirali bir kiime ve dc: M X M — R asagidaki

kosullar1 saglayan bir doniisiim olsun.

(OMI) dg (S;S)) = O,VS,.@ € M’
(OM)dc (3,9) =03 =9,
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(OM3) dc (3,9) © dc(9H,IJ) VI, HEM,
(OMy) dc (3,9) <dc(3,2) +dc(2,9D) V3, 9,z€EM,IS zC H.

O zaman dc, M uzay: lizerinde sirali metrik ve (M, dc) ciftine de sirali metrik uzay
denir. dy (3, H)=dc (I, H) olarak gosterilir.
Uyari 2.2.4. (M, dc) sirali bir metrik uzay ve , ise V(i) = M ve

E@W,)) ={(3,9) e M XxM:3 € H}

ile tanimlanan bir graf olsun. (]V[ , dlp) uzayl, § € M icin dy, (I, 9)=dc (I, 9) olan
grafiksel metrik uzaydir. Dolayisiyla her sirali metrik uzay bu Y grafina sahip bir

grafiksel metrik uzaydir.

Ornek 2.2.5. [22] M =N kiimesi ve bu kiime iizerinde E= {(J,$) € N x

N: §, J ile boliinebilsin} bagintisi verilsin. Bir de: M X M — R doniisiimii

~ _(3.9; eger3 # Hise
de(3,9) = {O ; eger I = Hise

seklinde tanimlansin. Bu durumda dc doniisiimii M uzayi lizerinde sirali metriktir ve
(M, di) ikilisi de sirali metrik uzaydir. 1, grafi C tarafindan tretilen kismi sirali bir

grafik olsun. O halde grafiksel metrik dy,, = dc bir metrik degildir.

Ornegin,

I=1,9=5vez=4igindc($H,2z) =20>5+4=d(9H,3) +d(S,2)
oldugundan metrik sart1 saglanmadig1 agiktir.

Uyar 2.2.6. [22] ¥ y6nlendirilmemis bir graf ve V(y) = M olsun.

V) = UG, V(;), E@W) = Ay U{UT- E(V})} olan j = 1,2, ... olmak iizere ;,

Y grafinin bagintili bilesenleri olarak tanimlansin. 3, $ € M i¢in lxg , I noktasindan

$ noktasina en kisa yol ve lyy = 0 ile verilsin. dy: M X M — R* doniisiimii ise

,HeEV,i€e{1,2,...,s}ise
EV,y€eV,€{12,...,s}i+]ise

~ lxg , eger

N (2.1)
o :

,eger

ile tamimlansin. Bu durumda dw, M uzay1 lizerinde bir grafiksel metriktir ve (M , dd,)

ise bir grafiksel metrik uzay dir.
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Ornek 2.2.7. [22] v yénlendirilmemis bir graf olsun.
Vi) ={3,i€{1,2,....6}}, E(@p) = Au{e; i € {1,2,3,5}}

ve € ={3;,Ji+1}, Y1, ¥, olsun. Burada V(1) = {31,32,33,34}, E(Wy) =

{e1, €2, 3} ve V(i2) = {Is5, 36}, E(P2) = {es} dir. Burada V(¥) = V(1) UV ()
ve Pq,9,, Y grafinin baglantil bilesenleridir. (2.1) ile tanimlanan dy, M uzay1

tizerinde bir grafiksel metriktir.
dy, U uzay lizerinde bir metrik degildir. Gergekten
dy(31,34) > dy(T1,J6) + dy (I, I4) oldugundan dyy, metrik degildir.
Ornek 2.2.8. [22] M = [0,1] uzay: verilsin. ¥ grafi V(y) = M ve
EQ)={G9eEMXM:(I,9 €01]I <9}
olsun. d: M' X M’ —» R doniistimii
0 ;eger 3 = §ise

dyp(3,9) =439 egerI, H € (0,1],I#$ ise
I+ 9; diger durumlar

seklinde tanimlansin. Bu durumda dy, M uzay: lizerinde bir grafiksel metrik ve
(M , dw) ise bir grafiksel metrik uzaydir. Ancak dw, M kiimesi Uzerinde bir metrik
degildir.

Uyan 2.2.9. Kenarlar i¢eren herhangi bir yonlendirilmis graftaki baginti (yani bir
grafi ve 3 ve $ noktas verildiginde, 3 noktasindan $ noktasina bir yol olup olmadig1
belirlenir.) kismi bir siralama olmayan yansimali, gegisli bir P bagmtidir. Eger
yonlendirilmis graf dongiisel ise, P bagintisi kismi bir siralama bagintisidir.

Tamim 2.2.10. [22] (M, dw) bir grafiksel metrik uzay olsun. Merkezi I € M ve

yarigapt € > 0 olan bir agik By, (S, €) yuvari

Bw(S, E) = {5 € M: (Sp.ﬁ)lp,dlp(S,g) < 8}
ile tamimlanan kiimedir. E () 2 4 oldugundan J € By,(J, €) oldugu aciktir. Her I €
U ve € >0 igin By(J,¢) # @ olur. B = {Bw(ﬁ, £):JEM,e > O} ailesi M uzay1

lizerinde dy, metrigi tarafindan tretilen Sy, topolojisi igin bir komsuluk sistemidir. M

uzayinin bir D alt kiimesi, her 3 € D i¢in By,(S, €) © D ifadesi saglanacak bicimde
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bir € > 0 sayisi varsa D kiimesine agik kiime ad1 verilir. M uzayimnin bir C alt kiimesi,

tiimleyeni olan M'\C kiimesi acik ise kapali kiime olarak isimlendirilir.
Lemma 2.2.11. [22] Her a¢ik yuvar M uzayinin bir agik kiimesidir.

Tamm 2.2.12. [22] (M, dll}) bir grafiksel metrik uzay ve {Jy}reny dizisi M uzayi
iginde bir dizi olsun. 3 € M olmak iizere her € > 0 sayisina karsilik her k > k, i¢in
dy (I, J) < € olacak sekilde bir ng € N varsa {J }Jxey dizisine J noktasina grafiksel

yakinsaktir denir. Buradan {J;},ey dizisi I noktasina yakinsaktir ancak ve ancak

kli’lﬁodw (31, J) = 0 saglanir.

Tanim 2.2.13. [22] (]V[ , dw) bir grafiksel metrik uzay ve {3 }xen, M uzayi iginde bir
dizi olsun. £ > 0 verildiginde, her k, m > k, icin dy, (I, Im) < € olacak sekilde k, €

N varsa, {J }ken, dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanmim 2.2.14. [22] (]\/[ , dll}) grafiksel metrik uzay, M uzayindaki her grafiksel

Cauchy dizisi M uzay1 elemani olan bir noktaya yakinsiyorsa grafiksel tamdir denir.

2.3. Grafiksel Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri

Tanmm 2.3.1. [22] M bostan farkli bir kiime olsun. Eger ¢ grafi lizerinde J ten § ye
bir yol varsa M lizerindeki P baglantis1 (3P$), seklinde gosterilir.

Tamm 2.3.2. [22] Eger her n € N igin (J3,,PJp41)y saglanmiyorsa {3, }nen dizisine

terim terime 1p-baglantili denir. Kisaca 1-AWC diye gosterilir.

Tamm 2.3.3. [22] (M , dw) bir grafiksel metrik uzay , S: M — M bir donlisiim ve
Y*, Y grafinin bir alt grafi olsun, 6yle ki E(y*) 2 A saglansin. Asagidaki kosullar
saglandiginda S dontisimi M uzay: tizerinde bir (1, y™) grafiksel daralma olarak

adlandirilir:
(y¥C,) S doniisimii E (™) kiimesindeki kenarlar1 kenarlara gétiiriir. Yani
(3,9) € E@™) iken (53,59) € E(y*) saglanir.

(WC,) Her3,HeM ve (3,9) € E@™) iken dy(S3,59) < Ady(3,9) olacak
sekilde A = (0,1) vardr.
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Ornek 2.3.4. [22] (M, dw) metrik uzay ve Y, grafi V(y,) = M olacak sekilde bir
graf olsun. M uzay1 lizerindeki her ¥, daralmasi (Jachymski yaklasimina gore),

E(Y) = M X M ve Y™ =, olan bir (*, ) grafiksel daralmadir.

Teorem 2.3.5. [22] (M, d¢) bir y* tam grafiksel metrik uzay ve S: M — M bir
(¥, ™) grafiksel daralma olsun. Asagidakiler saglansin.

i) | € N igin 53 € [Io]y- olacak sekilde I, € M vardir.

ii) Eger bir ¥* terim terime baglantili {J,, },eny S —Picard dizisi M uzayinda yakinsak
ise bu durumda {3, },ey dizisinin z € M limiti vardir ve her n > n, i¢in ny € N

vardir oyle ki (J,,,2) € E(Y*) veya (z,3,) € EQY*) dir.

* o~

Bu durumda, 6yle bir J3* € J vardir ki, baslangig degeri Iy € M ile {JI,}nen

S —Picard dizisi * terim terime baglantihdir ve J* noktasina yakinsar. Ayrica

J*noktast S dontisiimiiniin sabit noktasidir.

Tanmim 2.3.6. [22] (]\/[ , d,p) bir grafiksel metrik uzay ve S: M — M bir doniisiim
olsun. Bu durumda S doniisimii asagidaki sart1 sagliyorsa (K) 6zelligine sahiptir

denir :

Y™ terim terime baglantili {J,,},en S —Picard dizisi, I* € M ve H* € S(M) olmak
tizere iki I* ve $* limiti varsa J* = H* dir.
Teorem 2.3.7. [22] (M, dlp) bir ¥* tam grafiksel metrik uzay ve S: M — M bir

(Y, ™) grafiksel daralma olsun. Asagidakiler saglansin :
i)l € Nigin §3, € [So]fp* olacak sekilde J, € M vardir.

ii) Eger bir y*-terim terime baglantili {3, },cy S —Picard dizisi M uzayinda yakinsak
ise bu durumda {3, }.cy dizisinin bir z € M limiti ve her n > ng i¢in ny € N vardir

oyle ki (3,,2) € E@W*) veya (2,3,,) € E(4") saglanir.

Bu durumda, baslangi¢ degeri I, € M olan {J,,},en S —Picard dizisi, * —terim
terime baglantilidir ve hem J* hem de SJ* noktalarina yakinsayacak bigcimde 3* € M
vardir. Ayrica, eger S doniisiimii () dzelligine sahipse M uzayinda bir sabit noktasi

vardir.
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3. GRAFIKSEL. MODULER METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA
TEORISIi

Bu bdliimde, klasik sabit nokta teorisinin modiiler ve grafiksel metrik yapilar altinda
genigletilmis bigimleri ele alinmaktadir. Calismanin amaci, metrik ve modiiler
yaklasimlarin bir araya getirilmesiyle elde edilen grafiksel modiiler metrik uzaylar
lizerinde sabit nokta sonuglar1 ortaya koymak ve bu yapilarin analitik giiclinii
gostermek, boylece soyut teoriyi daha genel ¢ergevelere tasimaktir. Boliim boyunca,
once modiiler metrik kavrami ile grafiksel yapilarin birlestirilmesinden dogan yeni
uzaylarin tanim1 ve temel topolojik Ozellikleri incelenecek, ardindan bu uzaylarda
Banach, Kannan ve Reich daralma kosullarin1 saglayan doniisiimler i¢in sabit nokta
teoremleri elde edilecektir. rafiksel modiiler metrik uzaylarda elde edilen sabit nokta
sonuglarinin farkli alanlara uygulanabilirligi incelenmektedir. Reich tipi daralma
kosulunu saglayan doniisiimler yardimiyla dinamik piyasa dengesi problemi ele
alinmis ve ekonomik sistemlerin kararliligini belirleyen bir sabit nokta formiilasyonu
gelistirilmistir. Ayn1 yaklasim, fiziksel bir model olan 1s1 iletim problemi {izerine
uygulanarak genisletilmektedir. Boylece grafiksel modiiler—Reich daralmasi ilkesi
hem ekonomik hem de fiziksel sistemlerde kararli durumun varligini garanti eden
ortak bir ¢at1 altinda degerlendirilmis olacaktir. ilk olarak, 1s1 iletim modelinin
matematiksel temeli verilecek, ardindan grafiksel modiiler metrik yapida tanimlanan
operatoriin sabit noktasinin fiziksel anlami ayrintili bigimde incelenecektir. Bu
yaklasim, sabit nokta teorisinin disiplinler arasi giiclinii ortaya koyarak, soyut
matematiksel ilkelerin  gergek  sistem  davraniglarina  uygulanabilirligini

gostermektedir.

3.1. Grafiksel Modiiler Metrik Uzaylar

Bu boéliimde, modiiler metrik yapinin grafiksel yaklasimla birlestirilmesiyle elde
edilen grafiksel modiiler metrik uzay kavrami tanimlanacak ve bu uzaylarin temel
topolojik 6zellikleri incelenecektir. Klasik metrik uzaylar yalnizca mesafe kavramina
dayanirken, modiiler metrikler fonksiyonel bir genelleme sunmakta; grafiksel yap1 ise

elemanlar arasindaki iligkileri yonlii kenarlar iizerinden ifade ederek daha esnek bir



analitik g¢erceve olusturmaktadir. Boylece, hem modiiler metriklerin fonksiyonel
avantajlart hem de grafiksel modellerin yapisal giicii tek bir uzayda birlestirilmektedir.
Bu birlesim, o6zellikle yonlii bagimliliklar, asimetrik iligkiler veya zamana bagh
dinamik sistemler gibi durumlarda sabit nokta teoremlerinin daha genis siniflarda

uygulanabilmesini saglamaktadir.

Tanim 3.1.1. G bostan farkli bir kiime olsun. 1 bu kiime iizerinde bir graf olarak
verilsin.
n: (0,00) X Gy X Gpy — [0,00] fonksiyonu asagidaki kosullari saglasin:
(n))herm>0ve3,H EGyicin I=9H 1, (3,9 =0,
(12) herm>0ve 3, H € Gy icin 1, (I, H) = 1w (H,JI),
(n3) herm,n > 0ve 3, 9,z € Gy icin (IPH)y ,z€ (IPH)y ise

Nt (3,9) < My (3,2) + 0y (2, D) dir.
Bu durumda 7, fonksiyonuna G,, iizerinde bir grafiksel modiiler metrik ad1 verilir
ve (Gy , M) 1kilisi ise bir grafiksel modiiler metrik uzaydir.
Gy, tzerinde tanimh bir grafiksel modiiler metrik 7,, fonksiyonu ( 1;) kosulunun
zay1f bir formu olan asagidaki sart1 sagliyorsa diizenli modiiler metriktir..
(ny)Bazim>0i¢in I=9H & 1, (3,9) = 0dr.
Ayricatimn > 0ve 3,9,z € Gy i¢in asagidaki esitsizlik saglaniyorsa 7,,,

konvekstir.

(7’5 ) Mm4n (3: g)) <

sart1 eger ( 13) yerine

m ~ n
e M (32) 1, (z,9)

(Me) Timm,n > 0ve 3, 9,z € Gy igin (IPH)y, z € (IPH)y ise

Mmaximn) (3,9) < N (3,2) + 10 (2,9)
sart1 saglantyorsa bu durumda (G, , 1,,,) bir Archimedean olmayan grafiksel modiiler
metrik uzay olarak adlandirilir.
Tanmm 3.1.2. (Gy;,ny) bir Archimedean olmayan grafiksel modiiler metrik uzay
olsun. Bazim > 0 i¢in 3 € Gy merkezli, € > 0 yaricapl agik yuvari
By (3,8) ={$ €Gy : (IPH)y .7 (3,9)<e)
ile tanimlanir.

A € E () oldugundan y € By, (3, €) dir ve buradan tiim J € Gy ve € > 0 i¢in By,

(v, &) # @ saglanir. B={By, (J,¢) : I € Gy , € > 0} ile taniml1 B ailesi archimedean
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olmayan grafiksel modiiler metrik uzay 7 tarafindan tretilen 7, topolojisi igin bir

komsuluk sistemidir.

Tamm 3.1.3. G, Archimedean olmayan grafiksel modiiler metrik uzay, U € Gy,

ve 3 € U olsun. Her J € U i¢in By, (3, €) € U olacak bigimde en az bir ¢ > 0 varsa

U kiimesine G, uzayinda bir acik kiime ad1 verilir.

Tanim 3.1.4. G, uzayinin bir F alt kiimesi verildiginde G, \ F kiimesi acik kiime

ise F kiimesi G, uzayinda kapali kiime denir.
Teorem 3.1.5. G, uzayindaki her agik yuvar, agik bir kiimedir.
Ispat: J € Gy vee > 0igin $ € By, (3, ¢€) olsun. z € By, ($, §) olmak iizere
6 =& — (3, %) > 0 tammlansin. Buradan (IP$H)y, ve (HPz)y, saglanir ve
(3Pz)y, bulunur. (ne) 6zelligi kullanilarak

M (23) = Nmaxmm)(%:3) < N (2,9)F 1 (H,3)

<5+n(HI) =~ M (HI)F 1 (H,3) =¢

elde edilir. Buradan By, ($,6) S By (3, €) kapsamasi saglanir.

Simdi, Archimedean olmayan grafiksel modiiler metrik uzaylarda yakinsaklik,

Cauchy-dizisi ve tamlik kavramlar1 tanimlanacaktir.

Tanmm 3.1.6. (G, 1,,) Archimedean olmayan grafiksel modiiler metrik uzay1 olsun.
Her € > 0 i¢in bir NV eN sayist her n > N, ve m > 0 i¢in 1,,, (9,,9) < € olacak
sekilde bulunabilirse {9, },ey dizisi 9 € Gy,  noktasina -yakinsaktir denir ve

lim 9, =9 ile gosterilir. 9 € Gy, noktasma {9, },ey dizisinin P-limiti denir.

n—oo

Tamim 3.1.7. (G, 1) Archimedean olmayan grafiksel modiiler metrik uzay olsun.
Her € > 0 igin bir V€N sayist her m,n > N, i¢in 1, (9,,9,,) < € olacak sekilde

bulunabilirse {9, },ey dizisine Y-Cauchy dizisi denir.

Tanim 3.1.8. G, uzayindaki her y-Cauchy dizisi Y-yakinsak ise (Gy, 1,,) ikilisine
1-tam uzay denir.

Uyar1 3.1.9.G,, = 2y U {0}, 2y = {zin (NS N} ve Y bir grafi

V) =Gy ve E@Q) = {(Op,9m) € Gy X Gpi, Oy < 9y} olarak tanimlansin.

Nm: Gy X Gy — R fonksiyonu her m > 0 icin
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0 , eger Y, = U, ise

9.9, j |
nm (197’1) 19m) = m ’ eger 1971’ 19m E ZN ) 1971 i 19m 1Se
1

oy diger durumlar

olsun. Bu durumda 7, bir grafiksel modiiler metrik ve (Gy;, 1) bir grafiksel modiiler
metrik uzaydir. G, de bir {99,,} dizisini her n € N i¢in 9,, = Zi” seklinde tanimlansin.

Keyfi bir k € N sabiti n — oo igin

1 1 1
T (2_"27) =z !
R 11 .,...1
elde edilir. Boylece {Z—n} dizisi Y noktasina yakinsar.

Bu durumda grafiksel modiiler metrik uzaylarda bir dizinin limiti tek olmayabilir.

Lemma 3.1.10. (G, 1.,) grafiksel modiiler metrik uzay ve 7y, bu uzayin topolojisi

olsun. Bu durumda 7, topolojisi T; dir fakat genellikle Hausdorff (T3) degildir.

Ispat : Her 9,, € G, icin {99,,} tek nokta kiimesinin G, nin kapal: alt kiimesi
oldugunu yani Gy, \ {9,} kiimesinin agik kiime oldugunu géstermek yeterlidir.

Im € Gy \ {9,,} olsun. Bu durumda 9,, # 9,,, yani 1, (9, 9,r) > 0 dir.

U Om
e = nm(zn )>0

olsun. Boylece ¥;, € By, (U, €) dir. Aksi takdirde

N (O, 9,) < € = M
olur ki bu bir geliskidir.

Sonug olarak By, (9, €) © Gy \ {9} elde edilir. Boylece Gy \ {9} bir agik

kiimedir. Bu durumda Uyar1 3.1.9 dan grafiksel modiiler metrik uzay genellikle

Hausdorff uzay1 degildir.
Uyar 3.1.11. Uyari 3.1.9 da verilen (Gy, 1,,,) grafiksel modiiler metrik uzay1 goz

1 1
Oniine aldiginda {2_"} dizisinin bir limiti > noktasidir. Fakat her k € N, k > 0 i¢in

_ 11 11
Jim i (52) = 0% (. 37)
oldugundan bir grafiksel modiiler metrigin siirekli olmasinin gerekmedigi aciktir.
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Ornek 3.1.12. G, = {0,1,2,3} ve E(¥)={(0,0),(0,1),(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3)}

seklinde tanimlansin. Ayrica her m > 0 igin

|90 — 0|

M (0, 0,) =4 o €Ber Up # Oy ise

0 , eger Y, =19, ise
fonksiyonu verilsin. Bu durumda
n1:herm > 0i¢in ve 9,9, € Gy i¢in 1, (9, 9,,) = 0 olsun.

|19n_19m 2

0= 1nnp (ﬁn:ﬁm) = m | = |19n_19m|2

ve
|‘9n_79m|2 =0 =9, =9,
dir. 9,, = 9,, olsun. Buradan |9,,—9,,] = 0 dir. Ayn1 zamanda her m > 0 igin

[9n—Oml|?
n m =0

m
dir. Dolayisiyla 1, (9,,9y) = 0 olur. Béylece 1, (9, 9,) =0 & 9, =9,
bulunur.
ny:herm > 0 igin ve 9,,9,, € Gy igin

On=Ol2 |0 —0pl?
Nm (ﬁn»ﬁm) = | m | = | | = m (ﬁm:ﬁn)

m

dir.
nz:herm > 0 igin ve Uy, Up, 9, € Gy igin (9 POy)y , 9, € (UnP,Up)y olmak
uzere

|19n_7~9m|2 _ |7~9n_7~92+7~92_19m|2
m-+n m-+n

Nm+n (7-911: 19m) =

- |9,,—9,|? n 9,—9,,12
- m+n m+n

|19n_192|2+|192_19m|2
m n

=0 0, 9,) + N (9,,9,)

<

dir. Boylece ( 1, Gp,) grafiksel modiiler metrik uzaydir. Ayrica
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Nm (1,3) < 1 (1,2) + 1, (2,3)

1-317 [1-2*> [2-3?
< +
m m m

4 1 1 2

m m m m

celiskisi oldugundan ( n,,, Gp) modiiler metrik uzay degildir.

Sekil 3.1. Grafiksel modiiler metrik uzay i¢in graf modeli

3.2. Grafiksel Modiiler Metrik Uzaylarda Baz1 Sabit Nokta Teoremleri

Bu boliimde grafiksel modiiler-Banach, grafiksel modiiler-Kannan ve grafiksel
modiiler-Reich daralma doniigiimleri tanimlanacaktir ve ilgili sabit nokta teoremleri

verilecektir. Ayrica bu sabit nokta teoremleri destekleyen drnekler sunulacaktir.
Tanmm 3.2.1. G); Archimedean olmayan grafiksel modiiler metrik uzay ve
S: Gy — Gy bir doniisiim olsun. S doniisiimii

(i) Her 3,9 € Gy icin (J,9) € E@W) = (53,59) € E(Y) saglanir, yani S

doniisiimii E (y) altinda korunur;
(i) Her 3, 9 € Gy i¢in (T, 9) € E(Y) iken m > 0 igin
M (S3,59) < B 1 (3,9)
olacak sekilde § € (0,1) sabiti vardir;

ozelliklerini saglarsa G, uzayinda bir grafiksel modiiler- Banach daralma dontistimi

olarak tanimlanir.

Teorem 3.2.2. (Gp;, M) Y- tam Archimedean olmayan grafiksel modiiler metrik
uzay, S: Gy — Gy, bir grafiksel modiiler -Banach daralma doniisiimii olsun. i grafi

sabit bir £eN i¢in S9, € [190]{:/) olan 9y € Gy igin (P) 6zelligini saglasin. Bu durumda
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{9, Inen dizisi S-Picard dizisi - AWC dir ve 9’ € G, noktasina yakinsaktir. Ayrica

S doniistimii sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Sabit bir £eN icin S9, € [190]'2, olan 9, € Y verilsin.j = 1,2,...,¢ igin
(3j-1,3) € EQ@) ve Y, baslangi¢ noktasina sahip {¥;}nen S- Picard dizisi olmak

uzere
99 = Jo
S9y =34
olacak sekilde en az bir {3 f}j=o yolu vardir. S, ¥ grafimin kenarlarini
korudugundan j = 1,2,...,¢ i¢in (§3;-4,53;) € E(y) bulunur. Bu ise 53, =
SS9, = 9, elemanmdan SJ; = §% 9, = 9, elemanma taniml bir £ uzunluklu {SS f}j=0
yolunun var olmasi demektir.
Buradan 9, € [191]‘;) yazilir. Bu sekilde devam edilirse S™ 9, = S™ 3, =9,
noktasindan S™ 9; = S"S Jy = 9,4, noktasina tanimli £ uzunluklu {S ) j}j=0 yolu
elde edilir. Boylece her neN icin
Un+1 € [ﬁn]ﬁp
bulunur. Buise {9, },en dizisininhern € Nvej =1,2,..., ¢ igin
(S™8_1,5™8;) € E(Y)
ozellikli bir ¥-AWC dizisi olmast anlamina gelir.
(5™9j-1,5™9;) € E(¥),

n €N ve j=1,2,...,7 i¢in grafiksel modiiler Banach daralmasinin daralma kosulu

kullanilarak
Nm (S™9;-1,5™9;) = N (S(S™19;1), S(S™ 1))
<p nm(S”"lﬁj_l, S”‘lﬁj)
< B2 77m(5n—219j—1a Sn—119j)

Nm (8™9;-1,8™9;) < B" N (Y)-1, 9;)
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elde edilir. Simdi n,k € Nven < k i¢in {9, },ey dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu

gosterilsin.

Nm (ﬁnr 19n+1) = NMm (SnJO'Sn+1 0) Nm (SnJO' S1)

= nmax{m,m}(s S0, 5"31)
< Nn(S"J0, S™I1) A1 (SJ1, S™I1)

saglanir. Benzer sekilde devam edilirse

Nm OnyInt1) < Nm(8"J0,$"I1) + M (™3I0, S"I2)++ o+ N (87T -1, 5731)
< B M (S0, 91) +B™ N1 (31, )+ +B" N (Je-1, I1)
= 21 B (im0, 30)
bulunur. Iterasyon dizisinin - AWC dizisi goz 6niine alindiginda
M (O Oi) = Mmaxmm}(On 9k) < M (On, Onaa) + N Onsr, Ok)
Mm On,Ok) < M GnyOns1) + M Onars Ozt im Gie-1, %)
< BZs 1 (Sim1, 3D] +
B E M (Sien, SO+ A8 ZEot (im0, 30)]
< Y5 B Bt tm(Sien, 30)
=25 B A,
=" [Z/5 B/ A,
g

—A
'Bt”

ve Ape Y 1in(Si—1,30). B € (0,1) oldugundan nllli{r_r)loo Nm (On, i) = 0 elde edilir.
Buradan {9, },ey bir Cauchy dizisidir ve ¢ -tamliktan 9’ € G, noktasina yakinsar.
ng € Nigin (9,,9') € EQ¥) veya (9',9,) € E(Y) hern > n, igin

1im 7, (9,9 =0
bulunur. Simdi 9’ noktasinin S doniisiimiiniin sabit noktasi oldugu gosterilsin:

9, baslangi¢ noktali S- Picard dizisi hem 9’ hem S99’ noktalarina yakinsasin. i
baglantili oldugundan (' P S9')y, € E(Y) veya (S9' P9I’ )y € E(Y) saglanr.

Buradan
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Nm (9',59") = nmax{m,m}(ﬁl"sa,)

IA

Mm (", 91) +1m (9n, SI)
=Mm (ﬁ’rﬂn) +0m (SUn-1, 519,)
< Nm (19,:1971) + Bnm (7-9n—1:19,)

elde edilir. lim 9,, =9’ oldugundan n,,(9',59") = 0 bulunur. Dolayisiyla

n—->oo
9" =89’
esitligi saglandigindan ¥’ noktast S doniisimi igin bir sabit noktadir.
S donilistimiinlin sabit noktasinin tek oldugunu gdstermek i¢in asagidaki Ozellik
kullanilir
(U) Her u,v € Fix{S}= (v,u) € E@) dir. (uvev,S donisiimiiniin iki sabit
noktasi)

Teorem 3.2.3. Sirasiyla Teorem 3.2.2° nin hipotezleri altinda (U) o6zelligi de

saglanirsa S doniisiimiiniin sabit noktas1 tektir.

Ispat : S doniisiimiiniin 9’ noktasindan farkli olan diger bir sabit noktast 9*
olsun. n,,(9",9%) # 0 olur. (U) dzelliginden (9',9*) € E(yY) dir. S grafiksel
modiiler-Banach daralma doniisiimii oldugundan

Mn(@",97) = 1 (59',59") < By (9',97)
olur ki bu ise bir ¢eliskidir. Dolayisiyla S doniisiimiiniin (G, 1,,) uzayinda sabit
noktasi tektir.

Ornek 3.2.4. G, = {0,1,2,3} olmak tizere

E(y) = {(0,0),(0,1),(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,3)} seklinde tanimlansin. Ayrica

herm > 0 i¢in

RESIK

@5 =1 m ' |
0, eger 3 = 9 ise

eger 3 + 9 ise

olarak tanimlansin. Bu durumda

Nm(1,3) < Nwm(1,2) +nin(2,3)

4 2
m m
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oldugundan (G, 1., ) modiiler metrik uzay degil fakat grafiksel modiiler metrik
uzaydir. Ayrica S3J = 2 ,SE Gy ve B = ; olarak alirsak S dontisiimii grafiksel

modiler -Banach daralma déntisimiudiir.

Sekil 3.2. Grafiksel modiiler-Banach daralma doniistimii i¢in graf modeli

Tanmm 3.2.5. S: Gy —Gy donisimi asagidaki kosullar saglarsa Archimedean
olmayan grafiksel modiiler metrik uzay (G, 1,,) lizerinde bir grafiksel modiiler-

Kannan daralmasi olarak adlandirilir.
(i) Her 3,9 € Gy igin;
(3,9) €E () = (S3.59) € E () dir.
Yani S doniistimii ¢ grafinin kenarlarini korur.
(ii) Her 3, $ € Gy, icin (3, H) € E (¥) ve m>0 igin
N (SI.89) <¥ [ 1 (3,S3) + 1 (9,59) ]
esitsizligini saglayan y € (0, %) sabiti vardir.

Teorem 3.2.6. (Gp, 1) Y- tam Archimedean olmayan grafiksel modiiler metrik
uzay, S: G, — Gy, bir grafiksel modiiler- Kannan daralma doniisiimii olsun. Y grafigi

sabit bir £ € N i¢cin S9, € [Jy] olan Iy € Gy, icin (P) 6zelligini saglasin.

Bu durumda {f,} n € N S —Picard dizisi Y —AWC dir ve 9’ € G, noktasina

yakinsaktir. Ayrica S doniisiimii (U) sartin1 saglarsa tek sabit noktas1 vardir.
Ispat: Sabit bir £ € N igin S 9, € [9,,]%, olan 9, € Gy verilsin. j =1,2,.., € igin

(Jj-1, Jj) € E () ve 9, baslangic noktasina sahip {9}y S doniisiimii Picard

dizisi olmak tlizere
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S 99=31
olacak sekilde en az bir {S f}j‘)=o yolu vardir. S, Y grafiginin kenarlar1 korudugundan
j=12,., £ i¢in (§3;_1, STJ;) € E (3) bulunur. Bu ise SJy= Sy=9; elemanindan
§3;= §? 9y=1, elemanma tanimli bir £ uzunluklu {S f}j=0 yolunun var olmasi
demektir. Buradan 9, € [ﬂn]ﬁp yazilir. Bu sekilde devam edilerek S™9, = S™ 3, =9,
noktasindan $™9; =S™ §J = 9,41 noktasina tanimli £ uzunluklu {S ) j}j;oyolu elde

edilir.Boylece her n € N igin 9,,, € [19n]f}J bulunur. Buise {9, },en dizisinin her n
€ Nve j=12,., £ icin (S™ ¥;_1, S* ¥; ) € E (¥) dzellikli bir p-AWC dizisi olmasi

anlamina gelir. Grafiksel modiiler-Kannan daralmasi kullanilarak
M (S™ Oj—1, S™ 9)) = Ny (S(S™ 1051 ), (S(S™719;))
< Y[ (S" 19521, S(S79j-1)) + 1 (ST, S((S™9))]
S Y[ N 87020, ST + 1y ST _4, S™S))]
N (S™ 0j-1, S™ ) < 7= 1 (S™7 1951, 7719
elde edilir. B € (0,1) olmak tizere % = B olsun. Bu durumda yukaridaki esitsizlik
Mm (S" 9521, 8™ 9 ) < By (S92, S*719))
olarak yazilir. Ayn sekilde devam edilerek
Nm (S Y1, 8™ ) < B™ N (91, U))
ifadesine ulasilir. Teorem(3.2.2) den {9, },en dizisinin Cauchy dizisi ve

Y, = € Gy, oldugu anlagilir.

9 baslangi¢ noktali S-Picard dizisi hem 9’ hem S99’ noktalarina yakinsar. i
baglantili oldugundan (9" P S9' )¢ € E (¥) veya(S9' PY') € E (1) saglanur.
Buradan
M (9", 59") = Nimax mmy (9", S9")
S M (9", 0 ) + Nip(9n, 59")
= N (9" 0 )+ M (S9—1, SY")
S N (7, 90)4Y N (SO, SOy )+ ¥ 1y (97, ST7)

ve sonug olarak
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Nm (9" 9n)+Y Nm (S9n—1.,59)
1-y

N (9", 59") <

elde edilir. lim 9,, = 9’ oldugundan 7,, (9',S9") =0 bulunur. Dolayisiyla

n—-oo

9'= 859" esitligi saglandigindan 9’ noktas1 S doniisiimii i¢in bir sabit noktadir. S
dontigiimiiniin diger bir sabit noktast 9* olsun. Yani n,, (9', 9")# 0 olur. (U)
ozelliginden (9, 9*) € E (¥) dir. S grafiksel modiiler-Kannan daralma oldugundan

Nm (O, 9%) = Ny (89", S97)
SV (9, 597) + 0y (97, 597)]
=0
bulunur bu ise bir ¢eliskidir. Dolayistyla S doniisiimiiniin (G, 1,,,) uzayinda sabit
noktasi tektir.
Ornek 3.2.7. G, = {5,6,7,8,9} olmak iizere
E@) = {(5,5),(5,6),(6,6),(6,7),(7,7),(7,8), (8,8), (8,9), (9,9}
seklinde tanimlansin. Ayrica her m > 0 i¢in
Rl

Mn(3,9) = { m
0

,eger 3 = 9 ise

eger 3 + 9 ise

metrigi tanimlanirsa

Mm(7,9) < M (7,8) +1m(8,9)

4 2

m- - m
oldugundan (G,,, n.,) grafiksel modiler metrik uzay fakat modiiler metrik uzay
degildir. Ayrica

N_{ 5, eger 3 = 7 ise
A I eger S € {5,6,8,9} ise

dontistimii icin
1w
m

m

Mm(57,58) < B. [0 (7,57) + 1 (8, 58)]

46



3L

1
—<
m

M (58,59) < B.[1(8,58) + 1 (9,59)]

13
OS—Y
m

olupy = i icin S donlisiimii grafiksel modiiler-Kannan daralma doniistimiidiir.

Sekil 3.3. Grafiksel modiiler-Kannan daralma doniisiimii i¢in graf modeli

Tanmm 3.2.8. S : Gy, — Gy, doniisiimii asagidaki kosullar saglarsa Archimedean

olmayan grafiksel modiiler metrik uzay (G, n,,,) lizerinde bir grafiksel modiiler-

Reich daralmasi olarak adlandirilir.
(i) Her 3,9 € Gy icin
(3,9) € Gy = (53.59) €E ()
oldugundan S doniisiimii ¢ grafiginin kenarlarini korur.
(i1) Her 3, 9 € Gy icin (I, ) € E () ve m>0 i¢in

Nm ($3,89) < g M (B, D)+ o M (3.5I)+ Uz N (H.SH)

esitsizlgin saglayan pq+u,+u;<1 negatif olmayan sabitler vardir.

Teorem 3.2.9. (Gy,7my) Y-tam Archimedean olmayan modiiler metrik uzay,

S: Gy — Gy, bir grafiksel modiiler- Reich daralma doniistimii olsun. i grafigi sabit bir

£ € N i¢in

SS9, € [ﬁn]f}, olan 9, € Gy, i¢in (P) ozelligini saglasin.

Bu durumda {9,},ey dizisi S-Picard dizisi -AWC dir ve 9’ € G, noktasina

yakinsaktir. Ayrica S doniisiimii (U) 6zelligini saglarsa tek sabit noktaya sahiptir.
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Ispat: Sabit bir £ € Nigin S 9, € [190]5, olan 9y € G verilsin. j =1,2,.., £ i¢in (J_4,

3;) € E () ve 9, baslangic noktasina sahip {0y }ne n

S-Picard dizisi olmak lizere

S 19():31
olacak sekilde en az bir {S f}j=o yolu vardir. S, 1 grafinin kenarlar1 korudugundan

j=1.2,.., £ icin (§3;_1, $SJj, € E (¥) bulunur. Bu ise S$Jy= S9,=9; elemanindan
§3,= S? 9y=1, elemanma taniml1 bir £ uzunluklu {SS f}j=o yolunun var olmasi
demektir. Buradan 9, € [19n]f}, yazilir. Bu sekilde devam edilerek S™ 9, = S™ 3, =
I, noktasindan S™9; =S" SJ, = 9,41 noktasina tanimli £ uzunluklu {S "3 j}j=o yolu

elde edilir. Béylece her n € N igin 9,,,, € [ﬁn]ﬁp bulunur. Bu ise {9,,} ey dizisinin
hern € Nve j=1.2,., £ icin (S" 9;_1,S™ ¥; ) € E (¥) 6zellikli bir p —AWC dizisi

olmasi anlamina gelir. Grafiksel modiiler-Reich daralmasi kullanilarak

M (S 0j_1, S™ 0))= N (S(S™ 951 ), (S(S™19;))
< Uy N (S™7101,8™ 1)) Ao (S™T195q, S(S™TM9521))

+ Uslm (S™T1Y;, S(S™1Y;)
=y N (S"10_q, SNy Ny (ST, STTHY))

+ Uz N (S™Yj-1, S™Y))
N (S™9_1, S™ 9)) < “11_;:32 N (S"19;_1, S7719))
elde edilir. f € (0,1) olmak lizere %:: = B olsun. Bu durumda yukaridaki esitsizlik
Nm (S" 921, S™ 9, ) < BNy (S™7195_1, S*719))
olarak yazilir. Ayni sekilde devam edilerek
N (S™ 0j_1, 8™ ) < B™ N (91, V)
ifadesine ulasilir. Teorem(3.2.2) den {9, }ney dizisinin Cauchy dizisi ve

9, = 9" € Gy oldugu anlasilir.
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9, baslangi¢c noktali S-Picard dizisi hem 9’ hem SY’ noktalarina yakinsasin. i
baglantili oldugundan (9’ P SY' )y € E () veya (S9' PY') € E (1) saglanir. Buradan

Nm (9", 59") = Nmaxpnmy I, 59")
S M (0",0n) + (0, SY")
= Nm (9" 00 )t N (SVp-1,59")
< N (0" 90 )Ty N (In—1, O )+ t2 N (In-1,50n-1)

+ Us nm(ﬂ, B 519,)

ve sonug olarak

Nm (19, On )+l M (1911—1'19,)"'//‘2 Nm (On-1,9n)
1-pu3

77m (19,5519’) S

elde edilir. lim 9,, =9’ oldugundan n,, (9',S9")=0 bulunur. Dolayisiyla 9’ =S9’

n—-oo

esitligi saglandigindan 9’ noktast S doniisiimii igin bir sabit noktadir. Simdi S
dontigiimiiniin diger bir sabit noktas1 9™ olsun. n,,, (9", 9%)# 0 olur. (U) 6zelliginden

(¥',9") € E () olur. S grafiksel modiiler-Reich daralma oldugundan
Nm (9',9%) = np (S9', S97)
S @, 97) + pony (9", 59") + panm (D7, SU7)
N (07, 97) < g (", 97)

bulunur bu ise bir ¢eliskidir. Bu durumda S doniisiimiiniin (G, 17,,) uzayinda sabit

noktasi tektir.
Ornek 3.2.11. Gy, = {11,12,13,14,15} olmak tizere
E() ={(11,11),(11,12),(12,12),(12,13),(13,13),(13,14),(14,14),
(14,15),(15,15)}
grafi ve her m > 0 i¢in

N_&|2
ﬂ,egerfs * 9 ise

M (3, 9) = {

0, eger J = 9ise
metrigi tanimlanirsa
Nm(11,13) < n,,(11,12) + 1,,(12,13)
2.2
m m
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oldugundan (G,,,n,,) grafiksel modiiler metrik uzay fakat modiiler metrik uzayi

degildir. Ayrica

o = { 11, eger 3 =13 ise
T2,  eger S €{11,12,13,14,15} ise
doniisiimii igin

NMm(S11,512) < py1m(11,12) + pony, (11, S11) + psnyy (12, 512)

1 1
0<uy— — .0
ll1m+ﬂ2m+llz

NMm(512,513) < p1nm(12,13) + ponm (12, S12) + puznm (13, 513)

1

< 1+ 0+ *
m_‘ulm Ha- li3-m

Nm(S13,514) < 10, (13,14) + o0, (13, S13) + pan, (14, S14)

1< 1+ 4+ 4
m_'ulm .Uz-m #3-m

Nm (514,515) < N, (14,15) + pon,, (14, S14) + p3n,, (15,515)
0< ol gy
=M A Ha- m H3. m

olup u4 =§ , Up =i ve u3=§ icin S doniistimii grafiksel modiiler-Reich daralma

doniisimiidiir.

11

15 12

14 13

Sekil 3.4. Grafiksel modiiler-Reich daralma doniisiimii i¢in graf modeli
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3.3. Grafiksel Modiiler Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teorisinin Dinamik Piyasa
Denge Problemine Uygulamasi

Bu boéliimde sabit nokta teorisinin bir uygulamasi olan dinamik piyasa denge
probleminin bir 6rnegi verilecektir. Dinamik piyasa denge probleminde Onerilen
¢Oziimleri ekonomik analizlerde yaygin olarak kullanilan dinamik piyasa dengesi
cercevesine entegre eder ve boylece bir baslangic deger problemi ¢6ziimii yoluyla
matematiksel bir model olusturur. Hem tiiketici hem de iiretici piyasalari, giinliik fiyat
dalgalanmalar1 ve fiyatlandirma verilerinden kaynaklanan onemli dalgalanmalara
maruz kalir. Fiyatlardaki dogustan gelen degiskenlige ragmen, giinliik fiyatlandirma
egilimleri liretim piyasas1 (nr ile gosterilir) ve tiikketim piyasasi (1. ile gosterilir)
tizerinde onemli bir etki yaratir. Bu ekonomik analiz siiresince, ekonomist mevcut

fiyat1 (2 (p) ile gosterilir) belirlemeye ¢aligir.

dh
nr ve n¢, h(0)=0, 7 (0)=0, ve tq,ty,&1,&,,01,0,, 04 Ve g, sabitler olmak {izere

4 dh(p) d?h(p)
nr =t +&hlp) +6; dp +0, ip?

_ dh(p) d?n(p)
Ne = t, + &h(p) + 6, ip +0o, 22

sistemi ile tanimlanir. Dinamik ekonomik denge durumu piyasa gii¢lerinin dengeye
ulastig1 yani Uretim ile tiiketim arasindaki farkin istikrar kazandigi bir durumu ifade
eder. Bu durumda arz esnekligi (nr ile gosterilir) talep esnekligine ( 7. ile temsil edilir)

esittir. Bu nedenle

dh(p) d?n(p)

dh(p) d?n(p)
t; + &1h(p) _|_51_+ 10,0 - -

+
dp 927 gp2 >

=ty + &h(p) + 6,

d?n(p)
dp?

(tr = t2) + (61— &) h(p) + (81 = ) HL+ (01— ) =0,

bu denklem sadelestirilirse t =t; —t,,{ =& —&,6 =6, —6, ve 0 =0, — 0y

olmak tlzere

dh() dh
cTL P+ T 4 Ev(p) = —

51



d*n(p) | Sdn(p) | & __t
dp? +a dp +a h(p)

b

olur. Bu durumda baglangi¢ deger problemi asagidaki bicimde ifade edilir.

h(0)=0 ve A'(0) = 0 olmak tlizere

t

R (p) + 21 (p) +£ h(p) =~ (3.1)

g

dir. Bu analizde, iiretim ve tiiketim siiresi olarak adlandirilan w ile gosterilen zamani
incelenmektedir. Denklem (3.1) ile ifade edilen problemin asagidaki ifadeye denk

oldugu ortaya konmustur.

h(p) = f, G(p, )X (p", p, h(p))dp, (32)

olup burada Green fonksiyonu G(p, p*)

¢
" em(p*—p);0<p<s<w
G(p,p*) = pf " 4

ezn(p—p") ;0<s<p<w
bi¢iminde tanimhidir ve K: [0, w] X V? — R siirekli bir fonksiyondur.

Gy = C([0, w], R) ve Archimedean olmayan modiiler metrik uzay

Nm(7(p), u(p)) = sup ]Ih(p) —u(p)I?

ile tanimlansin. Her (h, u)eE () ic¢in (G, M) uzayr tam Archimedean olmayan

grafiksel modiiler metrik uzaydir. S: Gy, — Gy donilisiimii ise

S(h(p) = [, G(p, pIK (0", p, h(p))dp

seklinde tanimlansin. Bu durumda dinamik piyasa dengesi probleminin ¢oziimii yani

denklem (3.1) ile tanimlanan ¢6ziimii, S doniisiimiiniin bir sabit noktasidir.

Teorem 3.3.1. (Gy, 1,,) tam Archimedean olmayan grafiksel modiiler metrik uzay ve

S: Gy — Gy dontisiimii agsagidaki 6zellikleri saglasin:
(1) pe€l0, w] olmak tizere
1% (p", 11 (p)) = K (", p, 2 (p))| <
\/.31|h1(,0) — hy(p)1? + B2l (p) — Shi(p)|? + B3lh2(p) — Shy(p)]?;

(i)  G:V? - R olmak iizere
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sup ["G(p,p7)dp <1
se[0,w]

Bu durumda, (3.1) ile tanimlanan dinamik piyasa dengesi problemi, tek bir ¢éziime
sahiptir.

Ispat :S operatérii iyi tammlidir ve asagidaki ifade dogrudur

|Shy(p) — Shy(p)| =

j G(p, p K (p", p, hy(p))dp — ] G(p, pHK(p*, p, hy(p))dp
0 0

< 1y G(o.p"dp [y |5 (070, 11 (0) = K (0", p, 12 ()) )| dp

< /Bilhi(p) — hy ()2 + B2 17y () — Shy(p) |2 + B3lhz(p) — Shy(p) |2

bu ifadenin her iki tarafinin karesi alinirsa

|Shy(p) — Shz(P)|2 < p1lhi(p) — hz(PNz + B2l (p) — Sh1(P)|2

+PB31h2(p) — Shy(p)|?

Esitsizligi elde edilir. Bu ifade ise modiiler metrik n,, ile

Nn|Shi(p) = Shy(P)1? < Binim(ha(p), ha(p))+ Battm (1 (), Shy(p))

+B3nm(hy(p), Shy(p))

olarak yazilir. Teorem 3.3.1. de belirtilen tiim kosullar saglandiginda, integral denklem
(3.2)'in tek bir ¢coziime sahip oldugu sonucuna varilir. Bu da, denklem (3.1) ile ifade

edilen dinamik piyasa denge probleminin yine tek bir ¢6ziime sahip oldugunu gosterir.

3.4. Grafiksel Modiiler Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teorisinin Isi Iletim
Problemine Uygulamasi

Bu alt boliimde, grafiksel modiiler metrik uzaylarda elde edilen sabit nokta
sonuglarinin fiziksel bir model {izerindeki uygulanabilirligi gdsterilmektedir.
Ozellikle, bir boyutlu dogrusal olmayan 1s1 iletim problemi ele alinarak bu problemin
¢Oziimiiniin, grafiksel modiiler—Reich daralmasi kosulunu saglayan bir operatoriin
sabit noktas: oldugu ispatlanacaktir. Boylece, dnceki bdliimlerde elde edilen soyut
teoremler, 1s1 diflizyonu gibi gercek fiziksel siireglerin analizinde kullanilabilir hale

gelecektir.

53



Uzunlugu L > 0 olan bir metal ¢ubukta sicaklik dagilimini ifade eden dogrusal

olmayan integral denklem asagidaki bicimdedir:

L
h(p) = f G(p, p)K(p", p, h(p))dp.
0

Burada

(i) h(p): sicaklik fonksiyonu,
(i1) G(p, p*): Green fonksiyonu,
(iii) K (p*, p, i(p)): sicakliga bagli 1s1 tiretim katsayisidir.

Green fonksiyonu ise

p(L—p);0<p=<p <L,

g(p.p*)={p*@_p) -

bicimindedir. Ayrica, a4, @z, a3 € R sabit katsayilar olmak iizere

K(p*, p, h(p)) = a1h(p) + az(dh(p)/dp) + assin(h(p)), seklinde verilsin.
Tanim kiimesi Gy, = C([0,L],R ) olup, grafiksel modiiler metrik

Nm(R(p), u(p)) = sup |h(p) — u(p)|?
pel0,1]

seklinde tanimlansin. Bu yap1 altinda her (h,u)eE(y) icin (Gp, 1) uzayl tam

Archimedean olmayan grafiksel modiiler metrik uzaydir.

S: Gy — Gy operatdrii de yine bir dnceki boliimdekine benzer sekilde

S(h(p)) = [ G(p,p" YK (0", p, h(p))dp

olarak tanimlanir. Bu durumda 1s1 iletim probleminin ¢6ziimii, S doniisiimiiniin sabit

noktasi olan A" € G, fonksiyonu; yani S(h*) = A™ dir.

Teorem 3.4.1. S: Gy, — Gy, operatoril yukaridaki bicimde tanimlansin. Pozitif sabitler
M1, Mo, Mg dgin xy + 1, + 3 <1 ve her (h,u)eE(y) igin asagidaki kosullar
saglantyorsa, S operatoriiniin (G, 17,,,) tam Archimedean olmayan grafiksel modiiler

metrik uzayi lizerinde tek bir sabit noktast vardir

(i) pel0, L] olmak tizere

15", 0, 1(0)) = K (0", p, u(p))| <
Vrilt(p) = p(p)I? + 211(p) — SA(P)I? + 231u(p) — Su(p)I? ;
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(i1) Her h, u eE(y) igin

M (S 1S W) =17 (R, 1) +251 (RS R)+3¢3705 (14,S 1)

Ispat: S operatériiniin iyi taniml1 oldugu aciktir; ¢iinkii G(p, p*) ve K(p*, p, A(p))
stirekli fonksiyonlardir ve integral yakinsaktir. Her (h, u)€eE (1) i¢in asagidaki esitlik

yazilir:

|Sh(p) — Su(p)| = f G(p,p)K (p*, p, h(p))dp — f G(p, p)K(p*, p,u(p))dp

< [ Gp.p7dp [ |7C (p*.p, h(p) — ?C(p*,p,u(p)))| dp

< Vi1 10(p) — u(p) % + #,1h(p) — Sh(p)|2 + #3lu(p) — Su(p) |2

Bu durumda

M (S 1S ) <r11m (R, 1) +321m (1S R)+r30m (1S 1)

ifadesinin saglandig1r agiktir. Dolayisiyla S operatorii grafiksel modiiler—Reich
daralmasi kosulunu saglar. Teorem 3.2.9°’un hipotezleri altinda (Gy,7,,) y—tam
Archimedean olmayan grafiksel modiiler metrik uzay olup, Picard dizisi y—AWC ve
Cauchy’dir. Uzay tam oldugundan h, — A" € G, elde edilir. S operatori siirekli
oldugundan bu nokta ayni zamanda S operatoriiniin sabit noktasidir. Yine Teorem

3.2.9 bu noktanin tek oldugunu garanti etmektedir.

Elde edilen sonug, grafiksel modiiler—Reich daralmasinin fiziksel bir sistemdeki 1s1
dengesi icin ¢oziimiin varligim ve tekligini garanti ettigini gdstermektedir. Yani
S(h*) = h” esitligi, metal cubugun zamanla ulastigi kararli sicaklik profili A*(p)’yi

temsil etmektedir..

Bu uygulama, sabit nokta teoremlerinin soyut matematiksel yapilardan cikarilarak
mihendislikteki fiziksel sistemlere uygulanabilecegini gdstermektedir. Elde edilen

h*(p) ¢oziimii, gubugun kararl sicaklik dagilimini ifade eder.

Asagidaki sekil h(p) anlik sicaklik dagilimmi, A*(p) kararl sicaklik profilini ve

h*sabit noktasin1 gostermektedir.
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Is1 iletim siireci

h(p) !

h*
) ")
YﬁksekWﬁk sicaklik

h*(p)
Sabit nokta —
Kararlh sicaklik profili

Sekil 3.5. Isi1 iletim siireci modeli
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez kapsaminda grafiksel metrik uzaylar ve modiiler metrik uzaylar kavramlari
genellestirilerek grafiksel modiiler metrik uzaylar yapisi tanimlanmistir. Ayrica liggen
esitsizligi sart1 degistirilerek Archimedean olmayan grafiksel modiiler metrik uzaylar
olusturulmustur. Archimedean olmayan grafiksel modiiler metrik uzaylarda Banach,
Kannan ve Reich tipi daralma doéniisiimleri kullanarak sabit nokta teoremleri elde
edilmis ve orneklerle desteklenmistir. Ayrica elde edilen sonuglar dinamik piyasa
denge problemine uygulanmistir. Ik kez ortaya konulan grafiksel modiiler metrik
uzaylar ile bu alanda calismay1 diisiinen aragtirmacilara ilham kaynagi olacagi
diisiiniilmektedir. Ayrica bu yeri kavramin ortaya koyulacak farkli yaklasimlar ile

gelecekte yeni bir calisma alani olacagi umut edilmektedir.
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