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OZET
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1.GIRiS

Modern tasarim teorisi kokleri XIX. yiizyila dayanan uzun bir ge¢mise sahiptir.
Eliakim Hastings Moore tarafindan yapilan klasik bilimsel inceleme, olan “ taktikal
memoranda” tasarim teorisinde yer alan bir ¢ok kurulum metotlarinin, problemlerin
ve kavramlarin pek ¢ok cogu icin ana kaynak olmustur (6zellikle steiner sistemler
icin). Tasarim ya da daha genel olarak isabet yapilarmin kurulumunda, uygun
permiitasyon gruplari temel ara¢ olarak kullanilmistir. Q={1,2,....n} olmak {izere bir
kiime ve G, Q kiimesi (seti) lizerinde etkili bir permiitasyon grubu olsun. bu
permiitasyon grubu (G,Q2) ile gosterilmektedir. uygun bir isabet yapisina iligkin tim
otomorfizm grubu olarak ongoriilen permiitasyon grubu (G,Q2) ‘nin karakteristik
ozellikleri, (G,Q2) tanimlamada kullanilan en ¢ekici yollardan biri olmustur.
R.Carmichael bir kitabinda; D tasarimin1 ve D’ye ait noktalarin seti olan Q iizerinde
permiitasyon grubu olarak rol oynayan D’nin otomorfizm grubu olan G=Aut(D)’den

s0z etmistir [1].

Moore’un ¢aligmasinda bu zamana kadar, izomorfizme uygun parametre degerlerine
sahip tasarimlarin belirlenmesi ilgi ¢eken bir ¢alisma olmustur. Istenilen
parametrelere sahip tasarimlarin yapisal sayimlarina iligkin ilk deneme yillar 6nce
yapilmistir [1-2]. Bununla birlikte, bilgisayar caginin gelismesiyle bu problemle
sistematik olarak ugrasmak olanakli hale gelmistir. Ilk ciddi basar1 H.K Nandi ve
P.B. Gibbsons tarafindan elde edilmistir [1-3].

1978 yilinda I.A Faradzev, grafiklerin ve isabet yapilarinin yapisal sayimlari igin
etkin olan bilgisayarlarla ilgili gecmisi yaymlamistir [1-4]. Onun yaklasimi, sirast ile
grafikleri ya da isabet yapilarini gosteren kanonik matrislerin kurulumu igin
kullanilan bir geriye doniis algoritmasindan olusmaktadir. Giiniimiizde bu metodoloji
grafiklerin yapisal saymmu i¢indeki modern hesap biliminin bir 6zeti i¢in diizenli
cikarim olarak kabul edilmektedir. Isabet yapilarinin saymm grafiklerin sayimindan

daha zor olmaktadir. Isabet yapilarinin saymm ile ilgili ana fikirler I.A. Faradzev



tarafindan verilmistir [1]. Bu fikirlerin 6nemli gelisimi ve algoritmalarin

uygulamalari birkag y1l sonra A.V Ivanov tarafindan yapilmistir [1-5].

Kombinatorik, belirlenmis kesin kurallara gore nesnelerin ayrilmasi ve diizenlenmesi
problemleriyle ilgili matematigin bir koludur. “Kombinatorik tasarim”, verilen sonlu
bir kiimeden belirli 6zellikleri olan alt kiimeler toplulugunun seg¢ilmesinin bir
yoludur ve 1782’de Euler , 1847°de Kirkman ve 1853’de Steiner’in problemlerine
kadar uzanir. Bu problemlere iliskin ¢ok sayida makale olmasina ragmen, 19,20.
ylzyillarda kombinatoryal konfigiirasyonlarin deney tasarimlarinin istatistiksel
teoride yararli oldugu fark edilene kadar, sistematik bir islem bulunamamistir. Bu
nedenle istatistikgiler bu konuya ilgi duymuslar ve bu konuyla ilgili 6nemli

makaleler yazmiglardir [6].

Grafiksel tasarimlar 6zel kombinatorik tasarimlardan biri olan t-wise dengeli ve t-
tasarimlart ile iliskili olan yapilardir. Grafiksel tasarimlari olusturmada bugiine kadar
pek ¢ok farkli yontem kullanilmigtir. Bunlardan biri olan Kramer —Mesner matrisleri,
t-tasarimlarin1  ve grafiksel tasarimlar1 olusturmada giiclii bir ara¢ olarak
kullanilmigtir.  1970’li yillarin baglarinda, Klin grafiksel 2- ve 3- tasarimlarimni
tanimlamak tiizere Kramer-Mesner matrislerini kullanmistir [10]. Polinomial
matrislere iliskin bir diger yaklasima Driessen’in c¢alismasinda  rastlamak
miimkiindiir [10]. Bundan baska Driessen grafiksel 3-(10,5,6) 3-(10,4,1) ve 3-

(10,5,30) tasarimlarin1 vermistir.

Chee, grafiksel t-tasarimlari i¢in polinomial girigleri gostermistir [7].

Grafiksel tasarimlara ait onemli teoremler Chouinard II tarafindan yapilmistir [8].

Cameron ve Praeger, Petersen grafikten, 2-(78,15,A) tasarimini elde etmislerdir [9].

Grafiksel tasarimlara iliskin daha fazla Ornek Kramer ve Chee tarafindan

yayinlanmistir [10]. Kramer’in tasarimi 3-(21,4,3) ve Chee’nin tasarimi 3-(28,5,30)

parametrelerine sahiptir.



1900 yillarin basinda bilgisayarlar grafiksel t-(v,k,A) tasarimlarim1 kurmak {izere
getirildi. Kreher, grafiksel t-(v,k,A) tasarimlarini kurulumunda Latice indirgeme
algortimasimi (Lattice Reduction Algorithm-LLL algoritmasi) kullanmistir [11].
Chee, tiim grafiksel 2-(v,3,1), 2-(v,4,A), 3-(v,4,A) ve 4-(v,5,)) tasarimlarini bulmak
icin sembolik hesaplamalar kullanmistir [12]. Daha fazla sporadic ornekler Kramer

ve Chee tarafindan elde edilmistir [13-14].

1900 yillarin sonuna dogru daha fazla grafiksel t-(v,k,A) tasarimlari Betten
tarafindan, LLL algoritmasinin daha gelistirilmis seklini kullanarak bulunmustur

[10].

Grafiksel tasarimlarin tanimlanmasindan bu zamana kadar belli bir zaman ge¢cmis

olmasina ragmen ¢ok az sayida grafiksel tasarim bilinmektedir.

Bir grafiksel tasarima iliskin ilk 6rnek Kramer ve Mesner tarafindan R.M Wilson i¢in

verilmistir [15].

t-tasarimlar1 kombinatoryal yapilar oldugundan daha oOnce s6z edilmisti. t-
tasarimlari, tasariin teorisindeki en 6nemli yapilardir .t-tasarimlari, ayn1 zamanda
kombinatoryal optimizasyon problemleriydi ve bu nedenle istatistiksel deneyler,
network tasarimlari gibi uygulamali problemlerle yap1 maliyetini minimum yapmada
onemli oldugu ifade edilmisti. t-tasarimlari, 1969°dan beri askeri taktiklerde,
bilgisayar c¢iplerinin tasarimlarinda ve Ozellikle istatistikte ( tip ve ziraat
deneylerinde, niikleer arastirmalarda, demoskopide, kalite kontroliinde,..... vb.) sik

kullanilmaktadir.

Tasarimlarin bu 6zel tiirleri ile ilgili baz1 ¢aligmalar bulunmaktadir. Bunlardan biri

Alltop tarafindan ¢aligilan ilk grafiksel 2- [(;],k, lj tasarimlaridir [16].



Tez c¢alismas1 kapsaminda yer alan konularm, boliimlere gore dagilimi asagidaki

gibidir.

Tezin birinci boliimiinii olusturan giris bolimiinde, grafiksel t-tasarimlarinin tasarim
teorisindeki yerinden ve Ooneminden bahsedildi, grafiksel t-tasarimlarmin kullanim

alanlar1 belirtildi ve konuyla ilgili daha 6nce yapilan ¢aligmalarin 6zetleri verildi.

Tezin ikinci boliimiinde konun rahat anlasilabilmesi igin gerekli olan temel

geometrik tanimlamalar verildi.

Tezin lgiincii boliimiinde t-tasarimlarina, genel t-tasarimi tanimi, Ozellikleri, t-

tasarimlari ile ilgili tasarimlara yer verildi.

Tezin dordiincii boliimiinde grafik tanimina, giiglii diizenli grafik yapilarina ve 6zel

giiclii diizenli grafik 6rneklerine yer verildi.

Tezin besinci boltimiinde grafiksel tasarimlara temel teskil eden tanimlara, grafiksel

tasarim tanimina, 6zellikleri ve grafiksel tasarimlara iliskin 6rneklere yer verildi.

Tezin altinct boliimiinde grafiksel tasarim tiirleri olan bigrafiksel tasarimlara ve

hipergrafiksel tasarimlara yer verildi.

Tezin yedinci boliimiinde grafiksel tasarimlarin diger tasarimlarla olan iligkilerine

yer verildi.

Sekizinci boliimiinii olusturan sonu¢ boliimiinde ise daha oOnceki calismalardan
yararlanilarak grafiksel t-tasarimlari ve bu tasarimlarin 6zellikleri ile ilgili kisaca

bilgi verildi. Eldeki yeterliliklerden bahsedilerek birtakim 6nerilerde bulunuldu.



2. GEOMETRIK TANIMLAMALAR

2.1 isabet Yapisi

“Noktalar” ve “Bloklar” olarak adlandirilan sonlu iki nesne kiimesi, aralarindaki bir I
isabet iligkisi (incidence relation) ile birlikte bir yapidir. Bu yapida, genellikle
noktalar1 gostermek icin kiiclik Latin harfleri ve bloklar1 gostermek i¢in de biiyiik
Latin harfleri kullanilir. Verilen herhangi bir blokla iliskili bir noktalar kiimesi vardir

ve blok, bu noktalar kiimesi ile tanimlanir. Bdylece, bir p noktasi bir B blogu ile

2

’” B, p7y1
icerir”,...vb seklinde ifade edilir. Esdeger bir yaklasim ise, yapiyr sonlu nokta

iligkili ise bu, pIB ya da p € B seklinde yazilabilir ve “p,B’nin iizerinde

kiimesi &, sonlu blok kiimesi .5 ve Ic & x .5 ile verilen isabet (incidence) gibi

kabul etmektir. Buradaki I isabet iligkisi noktanin dogru iizerinde bulunmasi
seklindedir. Yani (p,B) €I(pIB seklinde gosterilir) ise p, B blogu ilizerine bir
noktadir. Bu takdirde yap1 D=( & .51) ile gosterilir ve * sonlu isabet yapis1” (finite

incidence structure) olarak adlandirilir.

Bazi kaynaklarda “sonlu isabet yapisi” terimi ‘“konfigiirasyon” ismiyle
kullanilmaktadir.

D; bir yapr ise, D’nin nokta (islem=deneme) sayis1 “v” ve blok sayis1 “b” ile
gosterilir. Bir yapinin noktalar kiimesi ve bloklar kiimesi ( her ikiside ) bos

olmamalidir.

D yapisiin bir noktasi p ve bir blogu B ise <p>,p tlizerindeki bloklarin kiimesini ayni
sekilde <B>, b iizerindeki noktalarin kiimesini belirtir.

Iki farkli nokta aymi noktalar kiimesi ile tanimlanryorsa bu durumda * yapi

tekrarlanmis bloklara sahiptir” denir.

D tekrarlanmis bloklara sahip ise, ayni noktalar kiimesi ile iliskili bloklarin bir

kiimesi tamamen silinerek D’den yeni bir yap1 olusturabilir. Yani blok kiimeleri



tizerinde bir R-denklik iliskisi B R C ,<B>=<C> ile tanimlanmis ise, B blogunun
coklugu B’nin R-denklik smifinin biiyiikligiidiir ve eger B, birden biiyiik ¢okluga
sahipse B’nin tekrarlanmis blok oldugu sdylenir. Noktalar1 D’nin noktalari, bloklar
D’nin bloklarinin R-denklik siniflar ile tanimlanan bir yapi1 géz oniine alinsin. p,
D’nin B blogu {izerinde ise B’nin denklik sinifi tizerindeki p ile, yeni bir indirgenmis

D yapist ile tanimlanir ve D/R seklinde ifade edilir.

D yapisinin bir elemani, D yapisinin diger elemanlari olan 0 ya da 1 ile iliskili ise bu
eleman “izole edilmis” diye adlandirilir. Diger taraftan “dolu” (full) bir eleman ise
muhtemel diger biitiin elemanlarla iligkili olan elemandir. ( yani nokta bloklarla ya da
blok noktalarla ) Tekrarli olarak once biitiin dolu elemanlar1 sonra biitiin izole
edilmis elemanlar1 ¢ikararak “standartlagtirilmig D adi verilen yeni bir D yapisina
( bu yap1 bos olmali) ulagilabilir. Sonunda dolu ya da izole edilmis elemanlara ve
tekrarlanmig bloklara sahip olmayan , hem standartlagtirilmig hem de indirgenmis bir

yap1 ““ tamamen indirgenmis” sayilir.

Isabet Matrisi : D, noktalar1 pi,pa,.....py ve bloklar1 By,B,,...,By (v>0,b>0) olarak
indekslenmis bir yapi1 olarak farz edilsin. D i¢in vxb boyutlu isabet matrisi

(incidence matrix)

A=(a;j) asagidaki gibi tanimlanir:

a;=1 ; (pi € Bj)ise

a;=0 ; diger durumlarda

Boylece, D hakkindaki tiim bilgiler A matrisinde ifade edilmis olur ( A matrisi, biitiin
elemanlar1 0 ya da 1 ise “(0,1) —matrisi” olarak isimlendirilir. Her isabet matrisi bir
(0,1) —matrisidir. A matrisi, nokta ve bloklarin indekslenmesine bagli oldugundan,

farkli indekslemeler farkli isabet matrisleri olusturur. Bununla beraber verilen bir D

yapisi i¢in isabet matrisleri arasinda yakin bir iliski vardir. A,pi,pa,....pv Ve



B1,Bs,...,By indekslemesi ile verilen D’nin isabet matrisi ve M, qi,q,....,qv Ve
B1,B,,...,By indekslenmesiyle verilen isabet matrisi olsun.( yani noktalar farklh
nitelendirilmis fakat bloklar ayni). Bu durumda her q;,p;” den biridir. Dolayisiyla,
qi=p; ise ie=j olacak sekilde {I1,....,v} lizerinde 6’nin bir permiitasyonu elde edilir.
Bunun anlami her bir i i¢in M’nin i inci satirimn A’min {° yinci satirt ile ayni
olmasidir. Diger bir deyisle M, A’nin satirlarinin siralart degistirilerek elde

edilmistir.

Ap1,......pv; Bi,....,Bp indekslenmesi ile verilen bir D yapisinin isabet matrisi ise i
satirindaki sifir sayisi, p; ile iligkili olmayan bloklar1 gostermektedir. Bu nedenle
izole edilmis bir eleman A’nin bir satirina ( ya da siitununa) en fazla bir tane * sifir
olmayan” eleman (say1) saglar. Benzer sekilde dolu bir eleman tiim elemanlar1 “1”

olan bir satira ( ya da siituna) denktir.

Eger bir (0,1)-matrisi olan A, asagidaki sartlar1 sagliyorsa tamamen indirgenmis bir

yapinin isabet matrisidir.

(i) Her satir ve siitunun en az bir tane sifir eleman1 ve en az iki tane “1” elemani

olmalidir.
(i1) A’da iki 6zdes (ayn1 ) siitun olmamalidir.

Her pozitif m tamsayist ve r>0 sabiti i¢in AJym=rJym ise D yapis1 “diizenli” dir.

Burada J, biitiin elemanlar1 1 olan boyuta uygun matristir [17].
2.2 izomorfizm ve otomorfizm

D=(L.BI)ve D'=(F, .B'1") isabet yapilar1 ve n:7 U.B - P U B 1-1 ve drten

bir fonksiyon olsun. © asagidaki kosullar1 sagliyorsa bir izomorfizmdir:

(i) PP ve B =B



(i) pIB < p”I B " biitiin p € 7’ ve biitiin Be .2 ler i¢in

Bu durumda D ve D'niin izomorfik oldugu sdylenir. D ve D 'izomorfik ise D= D
seklinde gosterilir. Izomorfizm bir denklik iliskisidir. Eger D=D' ise o zaman =,

otomorfizm olarak adlandirilir.

D, bir isabet yapisi olsun. D’nin biitliin otomorfizmlerinin grubu “D’nin tam
otomorfizm grubu” (full automorphism group) olarak adlandirilir ve Aut D seklinde
gosterilir. Aut D’nin herhangi bir alt grubu “D’nin otomorfizm grubu” olarak
adlandirilir ve Aut D seklinde gosterilir. Aut D’nin herhangi bir alt grubu “D’nin

otomorfizm grubu” olarak adlandirilir.

Teorem: Her (0,1)- matrisi bir yapinin isabet matrisidir. M ve A,(0,1)-matrisleri
olsun. Bunlarin izomorfik olabilmeleri i¢in gerek ve yeter kosul PMQ=A esitligi

saglanacak sekilde P ve Q permiitasyon matrislerinin mevcut olmasidir [17].

Bir D yapisinin blok kiimeleri bos degil ve her blogu k>0 nokta igeriyorsa bu yapiya
“diizglin” (uniform) denir. Bir yapinin diizgiinliigli onun isabet matrisine bakilarak
kolay bir yoldan bulunabilir. Diizgiin bir yapinin isabet matrisinde siitun toplamlari

esittir. Yani her blogunda esit sayida eleman vardir.

D,v>0 noktalar1 olan bir yap1 olsun. D’nin t noktali her alt kiimesi, A ortak bloklar1
ile tam iligkili olacak sekilde A, t(O<A ve 0<t< v) tam sayilar1 mevcutsa, D’ye, A i¢in
bir t-yapisidir denir. Burada v, noktalarin sayis1 ve A,t noktalarin iizerindeki ortak
blok sayisidir. Yalniz dikkat edilmelidir ki, her diizgiin yap1 ya da t-yapis1 bos

olmamalidir. Ayn1 zamanda (v,k,A) i¢in t-yapisindan bahsederken “k” dan dolay1

otomatik olarak bu yapinin diizgiin oldugu belirtilmis olur.



Bir D yapis1 esit sayida nokta ve bloga sahipse D i¢in herhangi bir isabet matrisi

(13 (13

karedir. Bu nedenle b=v olan yapilara “ kare yap1 “ (square structure) ve ya

simetrik yap1 “ (symmetric structure ) denir [17].

2.3 Dualite ve kutupsallik

D=(V,B,]) bir isabet yap1 olsun. D nin D" dual yapist D*:Z(B,V,I*) dir, burada
(B,P)EI" olmast i¢in gerek ve yeter kosul (B,P)EI olmasidir. Genellikle I yerine [
yazilir. D bir isabet yapisi olsun. Onun D° dual yapisi iizerindeki D nin bir
izomorfizmi, bir dualite veya korelasyon olarak adlandirilir. 2.mertebeden bir
korelasyon bir kutupsal olarak adlandirilir. Eger D nin bir korelasyonu varsa o

zaman D, kendi-dual olarak adlandirilir.

D tasariminin dualitesi (duality) D’den onun dualine bir izomorfizmdir. ©:X—B
.B—X, XeB ©B" € X° ( bu bir 1-1 orten ¢ifti gibi diigiiniilebilir).
Dualitenin iki kez uygulanmasi sonucu, ct:X—X ve to:B—B tasariminin bir
otomorfizimini verir. Dualite, bir kutupsal, olarak adlandirilir. Eger bu otomorfizm

trivial ise, yani, 1,6’nin tersi ise bu durumda kutupsal bir tek ¢ doniigiimii ile

tanimlanir.

xey® < yex’

Onerme: Tasarimin kutupsala izin vermesi i¢in g.y.k onun simetrik isabet matrisine

sahip olmasidir.
2.4 Projektif ve afin diizlemler
W, Fq alani tizerinde n boyutlu bir vektor uzay: olsun. (q birinci kuvvet). V,W’nin

tim tek boyutlu alt uzaylara ait bir set ve B, W’nin tiim iki boyutlu alt uzaylara ait

bir set olsun. Isabet iliskisi su sekilde tanimlanabilir:
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xeV elemani, B €B ‘ye isabet elemanidir, e§er x ,B’nin i¢inde yer aliyorsa .
(V,B,I) isabet yapis1 bir projektif geometridir ve PG( n-1,q) ya da PG(W) olarak
gosterilir. V seti, PG(W)’nin nokta seti ve B setine ait her bir eleman, ¢izgi olarak

adlandirilir.

Bir projektif geometri PG(2,q) bir 2-( q*+q+1,q+1,1) —tasarmmdir. Ve projektif

diizlem olarak adlandirilir.

Bir D=(V,B,I) isabet yapisinin bir projektif diizlem olarak adlandirilmasi igin

asagidaki aksiyomlarin saglanmasi gerekir:

(a) Herhangi farkli iki nokta tek bir dogru ile birlesir.
(b) Herhangi farkli iki dogru tek bir noktada kesisir.
(c) Ucii ayn1 dogru iizerinde olmayan dért nokta vardir.

Ornek: ~ Nokta  kiimesi  olarak ~ V={0,....,6}  blok kiimesi olarak
B={{0,1,3},{1,2,4},{2,3,5}, {3,4,6},{4,5,0},{5,6,1},{6,0,2}} ve isabet bagintisi

olarak € {izerinde bulunma bagintis1 alinsin.

Asagidaki sekil yedi noktali ve yedi dogrulu bir projektif diizlem tanimlar.( Gergekte
bu aksiyomlar g6z oOniine alinarak kontrol edilebildiginde en kiigiik projektif
diizlemdir.) Her bir nokta {i¢ dogru {lizerindedir. Her bir dogru ii¢ nokta igerir. Nokta

ve dogru sayisi uyusur. Buna iliskin bir gésterim asagidaki sekilde verilmistir.



1

Sekil 2.1.Yedi nokta ve dogruya sahip projektif diizleme iligkin gdsterim

Ornek :~v=b=7, r=k=3, A= 1 parametreleri i¢in ¢izelge 2.1. diisiiniilsiin.

Cizelge 2.1. v=b=7, r=k=3, A= 1 ile D=(V,B,]) isabet yapis1

11

Bloklar
Noktalar 1 2 3 4 5 6 7
D, X X X
D, X X X
D; X X X
D, X X X
Ds X X X
Ds X X X
D, X X X

Cizelge 2.1. i¢in isabet matrisi sOyledir.

1101000
0110100
0011010

N=l0001101
1000110
0100011

10100 0 1

Buna karsilik gelen geometrik yapir 2. mertebeden projektif diizlemdir

diizlem).

( Fano
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Cizelge 2.2. v=b=7, r=k=4, A=2 ile D= (V,B,J) isabet yapist.

Bloklar

Noktalar 1 2 3 4 5 6 7
D, X X X X X
D, X X X
D; X X X X
D, X X X X X
D; X X X X
Ds X X X X
D, X X X

Cizelge 2.2. i¢in isabet matrisi asagidaki gibidir.

00101 1°1
1001011
11001 01
N,=[1 110010
0111001
1011100
0101 11 0]

Buna karsilik gelen yap1 biplanedir ( A=2 olan simetrik tasarim olarak tanimlanir).

Onerme: D=(V,B,I) sonlu projektif diizlem olsun. O zaman asagidaki sartlari

saglayan, D nin mertebesi olarak adlandirilan bir n dogal say1s1 vardir.

VpeV ve GeB i¢in |(p)=(G)=n+1,

|V|=|B]=n*+n+1
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Afin Diizlem : Bir D=(V,B,]) isabet yapisi, asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa bir afin

diizlem olarak adlandirilir;

(a) Herhangi iki farkli nokta tek bir dogru ile birlesir.

(b) G herhangi bir dogru olmak iizere ptG olarak alinsin. Bu taktirde, p yi lizerinde

bulunduran G ile kesismeyen bir H dogrusu vardir.

(c )Ug noktas1 ayn1 dogru iizerinde degildir.

Iki G ve H dogrusu, eger G=H veya |(G,H)|=0 ise paraleldir denir, G|[H seklinde
yazilir. Boylece (b) 6klid paralellik aksiyomudur.

D=(V,B,I) bir afin diizlem olsun. O zaman paralellik, B {izerinde bir denklik
bagintisidir. Eger D sonlu ise asagidaki aksiyomlar1 saglayan bir dogal n sayis1 (D
nin dizisi olarak adlandirilmistir) vardir:

Her p noktasti¢cin  |(p)|=n+1

Her G dogrusu i¢in  |(G)[=n

[Vl=n>  [Bl=n’+n

Grafik : k bir dogal say1 ve D=(P,B,I) bir sonlu isabet yap1 olsun. Her B blogu i¢in
|(B)l=k saglanirsa D, k-hipergrafik olarak adlandirilir. Eger k=2 ise bir grafikten

bahsedilir. O zaman noktalar koése olarak adlandirilir ve bloklar kenarlar olarak

adlandirlir.
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3. t-TASARIMI

t-tasarimlar1 kombinatoryal yapilardir. t-tasarimlari, tasarim teorisindeki en 6nemli
yapilardir ve gelismis bilgisayarlar olmasina ragmen bir¢ok t-tasarimini olusturmak

zordur. Ciinkii biitiin kabul edilebilir parametreler i¢in hala genel bir formiil yoktur.

t-tasarimlari, ayn1 zamanda kombinatoryal optimizasyon problemleridir. Bu nedenle
istatistiksel deneyler, network tasarimlar1 gibi uygulamali problemlerle yapi
maliyetini minimum yapmada Onemlidir. t-tasarimlari, 1969°dan beri askeri
taktiklerde, bilgisayar ¢iplerinin tasarimlarinda ve o6zellikle istatistikte ( tip ve ziraat
deneylerinde, niikleer arastirmalarda, demoskopide, kalite kontroliinde,..... vb.) sik

kullanilmaktadir.

Onceleri t'nin kiiciik degerleri icin t-tasarimlar1 aragtirilirken 1980’lerden sonra
biiylik t ve A’ya sahip t-tasarimlar1 arastirilmaya baslamistir.

Sonlu projektif ve afin geometriler eger boyut en azindan {i¢ ise ¢esitli yollardan 6zel
tasarimlar gibi yorumlanabilir. O nedenle kombinatoryal yapilarin analizi i¢in olan
metodlar bu geometrileri ¢aligmak i¢in kullanilabilir. Boyle bir metot, isabet
matrislerinin kullanimidir. Isabet matrisleri ve onlarin genellestirmeleri tasarimlar ve
daha genel yapilar iizerine olan ¢esitli alanlarda kullanilabilir. Ayrica istatistikte

genis bir uygulama alan1 goriir [6].

3.1 t-Yonlii Dengeli Tasarimlar

X, v elemandan olusan noktalar kiimesi, B X’in alt setlerinden olusan bloklar olmak
tizere her bir blok genisliginin K i¢inde yer aldigi, X’ e ait her t-elemanh alt setinde
tam olarak A blokta goziktiigii (X,B) cifti bir t-yonlii dengeli tasarimdir (t-wise
balanced design-tBD). Eger K, t ve v arasindaki tam sayilardan olusan bir set ise bu
durumda tBD uygundur. Eger B, bazi k’lar i¢in X’e ait k-altsetlerin tiimiinii kapsarsa

bu durumda (X,B) bir basit tasarim olmaktadir [18].
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Bir t-(v,K,A) tasarimi S;(t,K,v) ya da B{K,A;v] ile gosterilir. Eger K={k} ise ve
dolayist ile |K|=1 ise bu durumda tBD t-tasarimidir. Eger A=1 ise, S(t,K,v) notasyonu

kullanilir ve tasarim Steiner sistem olur [18].

3.2 t-Tasarimimin Ozellikleri

t-tasarimi . D=(.5,1) isabet yapisi,asagidaki kosullar sagliyorsa t-(v,k,\) tasarimi

(t-design) olarak adlandirilir.

@) 7= v;

(i) B, € .5 igin her blok k nokta ile iliskilidir.

(ii1) Her farkli t nokta birlikte A blokla iligkilidir.

( yani noktalarin her t- alt kiimesi A blokta bulunuyorsa )

Negatif olmayan t,v,k,A,b ve r tamsayilar1 “ tasarimin parametreleri “ olarak bilinir.
r,’tekrar sayis1” dir (replication number) ve bir noktanin goriildiigii blok sayisini

belirtir [19].

(13

t- tasarimi Taktikal Konfigiirasyon” (Tactical Configuration) kelimesinin

kisaltilmisidir.
Tekrarl bloklart olmayan bir t-tasarimina “basit (simple) t-tasarimi” denir [19].
t-tasarimi i¢in parametrelerin bulunmasi devam eden ¢6ziilmemis bir problemdir.

Fakat t,v,k,A parametreleri gerekli kosullar1 sagliyorsa o zaman bir t-(v,k,A)

tasariminin var oldugu ispatlanmistir [20].
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Teorem: D=( P.B) , bir t-(v,k,\) tasarrm olsun. 0<s<t sartim1 saglayan her s

tamsayist i¢in, s farkli nokta ile iliskili blok say1s1 A dir [19].

1oy V=V =5 =D (V=141
Y k=) k=5 =1yl —t+1)

3.1)

Es. 3.1 kisaca asagidaki gibi verilebilir.

YA M 32
v t—s t—s ()

Sonug :D, bir t-(v,k,A) tasarimi1 ve t>0 olmak iizere s, 0<s<t sartin1 saglayan herhangi

bir tamsay1 ise D, bir s-(v,k,A) tasarimudir.

v,k,A’nin bir¢ok secenegi i¢in diizgiin t-yapilari bulunamaz. Bunun nedeni A=A olan

As (0<s<t) biiyiikliiklerinin tamsay1 olmasi zorunlulugudur [17].

Sonug:t-tasarimlarinin parametreleri birbirlerinden bagimsiz degildir. Aralarinda bazi

onemli iliskiler vardir. D bir t-(v,k,A) tasarimi ise asagidaki esitlikler saglanir:

b= A= k=) (3-3)

( Es 3.1°deki A formiiliinde s yerine 0 yazilarak bu esitlige ulasilabilir.)

Bu esitlik asagidaki gibi de verilebilir [17].

bzxozxm/m (3.4)
t t

(i1) 0 ise bk=v r (3.5)
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(iii) t=2 ise r(k-1)=Aa(v-1) (3.6)

Es. 3.2°de s=1 yazilirsa tekrar sayisi r elde edilir.

I e P 3.7
SR PR ) P S

A=A yazilirsa  yukarndaki teoremde, A; tamsayilarmin geri doniisiimiinden

(recursion) agagidaki esitlik ile kolaylikla hesaplandigini gosterir:

_(v=s)
hs ) hst1 (3.8)

Ornegin; 5-( 12,6,1) parametreli bir tasarim vardir. Sadece bu tasarim igin degil bu
parametrelere sahip herhangi bir tasarim ig¢inde A4=4,A3=12,1,=30, A;=66 ve blok
say1s1 b=Ay= 132 dir.

Witt Tasarimlar: :A=1 igin t-(t+7,t+1,A) diizenlerinin ailesi Witt diizenleri olarak

adlandirilir.

Yardimct Teorem : t>s+2 (s>0) ise Ag>v-s dir. Bu sartlarin saglandigir bir t-

tasariminda,

bk(k-1) .....(k-t+3)>v(v-1).....(v-t+2) (3.9)

dir. t=2 ise bu esitsizlik b>v olur ve Fisher esitsizligi olarak bilinir [21].

Teorem : tk,v; t<k<v olan pozitif tamsayilar olsunlar. Bu takdirde asagidaki sartlar

saglandiginda bir t-(v,k,A) tasarimi mevcut olacak sekilde bir ne N tamsayist vardir

[22].
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B s
(nx{v f]zOHmd[ f]g=m1y“4
t—1 t—1

(i) A>n
Sonug :

v-1=0 (mod k-1)
v(v-1) =0 (mod k(k-1))

olacak sekilde k,v € N tamsayilar1 verilsin. Eger m yeterli derecede biiyiik ise

A=mk(k-1)+1 olan bir 2-(v,k,A) tasarimi1 vardir [22].

3.3 t-tasarim ile ilgili tasarimlar

Verilen herhangi bir t-tasarimi D ile ilgili birtakim dogal yapilar vardir. Bu yapilar
bazi durumlarda yeni tasarimlar olustururlar. Bunlara iliskin tanim ve teoremler
asagida verilecektir.

3.3.1 Dengeli Tamamlanmams Blok Tasarimlari

Tasarim : Biitiin bloklart ayni sayida noktaya (isleme) sahip olan ve biitlin noktalari
ayni1 sayida blokta goziiken v,b,r,k, A parametreli bir 2- tasarima “blok tasarimi” veya

kisaca “tasarim” (design) denir.

Bir blok tasariminda 1<k<v sart1 saglaniyorsa bu tasarim “dengeli tamamlanmamis

blok tasarimi1” (balanced incomplete block design-BIBD ) olarak adlandirilir [17].

Buradaki “dengeli” sozciigli 2-tasarim sartlarina ve “tamamlanmamis” sozciigii ise

k<v sartina isaret eder.
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BIBD aslinda bir 2-tasarim oldugundan buradaki A,p#q olmak {izere (p,q)e (‘;j

ciftinin birlikte goriindiigii ortak blok sayisini belirtir.

Bir BIBD farkli sekillerde gosterilebilir: B[v.k,A], B[k,A; v], Si(2.k; v), S;2(2.k, V),
S(A;2,k, v). Ama bunlardan en genel olarak kullanilan1 B[v,k,A] dir.

Bir BIBD asagidaki 6zellikleri saglayan bir tasarimdir;

(1) k=2

(11) Higbir iglem bir blokta bir kereden fazla goziikmez.

(ii1) Her islem esit sayida goziikiir (yani r’ler aynidir )

(iv) Her islem ¢ifti ayni sayida blokta goziikiir. (yani A’lar aynidir.)

Not: Bir tamamlanmamis blok tasariminin dengeli olabilmesi i¢in,

b>v

(Fisher Esitsizligi) kisit1 gereklidir ama yeterli degildir.

Ornek: v=b=7,=k=3 parametreli tamamlanmamis bir blok tasarimi asagidaki

bloklarla verilsin:
11,2,3}4,{2,3,4},{3.,4,5},{4,5,6},{5,6,0},16,0,1},{0,1,2}

k=3<v=7 oldugundan tasarim tamamlanmamistir. Fakat v=7<b=7 olmasina ragmen
dengeli degildir. Ciinkii islem c¢iftleri aym1 sayida blokta meydana gelmez. Yani;
01,12,....,vd. islem ciftleri iki blokta; 02,13,...,vd. islem ciftleri bir blokta goziikiir.
03,14,...vd. islem giftleri higbir blokta gdziikkmez.
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Teorem: (v,b,r,k,A) parametreli bir BIBD’nin parametreleri arasinda asagidaki

esitlikler vardir [24].

(i) bk=vr (3.11)

(if) r(k-1)=A(v-1) (3.12)

Sonug : Bir BIBD nin varlig1 i¢in asagidaki sartlar gereklidir.

(1) Mv-1)=0 (mod k-1)

(i) Av(v-1)=0 (mod (k-1))

Teorem : Bir B[v,k,A] tasariminin duali yine bir B[v,k,A] tasarim1 olmasi i¢in, gerek

ve yeter kosul v=b (yani simetrik) olmasidir [23].

Teorem: A,bir BIBD nin isabet matrisi ise;

[ 2]
S A
AAT= |, =(r-A)[H+AJ
| A r |

dir. Burada [,vxv’liikk birim matris ve J de 1’lerden olusan vxv’liikk matristir [24].
Bu sonug, BIBD parametreleri lizerinde bir kisit olan Fisher esitsizligini ispatlamada

kullanilabilir.

Teorem: Herhangi bir BIBD i¢in, Es.(3.1)’de verilen b>v ( Fisher Esitsizligi )

saglanir ve b>v ise r>k dir [24].
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3.3.2 Simetrik Dengeli Tamamlanmamis Blok Tasarimi

Bir BIBD’de v=b esitligini varsa tasarima “simetrik dengeli tamamlanmis blok

tasarim1” ( symmetric balanced incomplete block designs —SBIBD) denir. Bazi

(13

kaynaklarda SBIBD terimi yerine *“ kare dengeli tamamlanmamis blok tasarimi
(square balanced incomplete block design) terimi de kullanilabilir. Ama en yaygin
kullanomi SBIBD seklindedir. SBIBD’ler SB[v,k,A] veya SB[k,A;v] seklinde

gosterilebilir.
Teorem: Bir SBIBD’nin duali yine bir SBIBD dir [23].
Teorem: Bir SBIBD’de (k-A)"", kare bir sayidir [22].

Onerme : 2-(v,k,\) tasarimi 1<k<v-1 olan bir SBIBD ise n=k-A olmak iizere

asagidaki esitsizlik saglanir [22].
4n-1<v<n*+n+1

Yardimct Teorem : Bir SB[4n,n+A,A] tasarimi mevcutsa bu takdirde n=u’, kare bir

sayidir ve A=u’tu dur. Eger v>2k ise bu tasarim su sekilde ifade edilebilir:

2-(v,k,M)=2-(4u% 2u”-u,u’u) [22].

Teorem (Bruck-Ryser Chowla Teoremi) : Bir SBIBD’nin varlig1 i¢in asagidaki
sartlar gereklidir:

(1) v cift ise k-A bir tamsayinin karesidir.(k>A)

(i1) v tek ise xz=(k-7m)y2+(-1)(“1)/27»22 esitligi x,y,z tamsayilarinin hepsinin birden sifir

olmadig1 bir ¢ézlime sahiptir [24].
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3.3.3 Steiner Sistemler

S={1,2,...,v} olsun. Eger 0<t<k<v, A>0 ve S’nin her t elemanli alt setleri D
bloklarinda A defa goriiniirse; S’nin 1 elemanli ayrik alt setlerinin bir bilesimi olan D

bir t-(v,k,A) tasarimi olarak adlandirilir. Bir Steiner sistemi  S(t,k,v); bir t-(v.,k,1)

diizenidir.

Eger her bir BEB i¢in |V|=v, |(B)|€K ise 0 zaman D, bir S,(t,K;v) olarak adlandirilir.
Ayni zamanda D, k-hipergrafik ise k ve A parametreleri ile bir t-tasarimi olarak
adlandirilir. v noktalar1 {izerindeki bir t-tasarimi, bir Sy(t,k;v) dir ve A=1 durumunda
S(t,k;v), Steiner sistemi veya S)(t,k;v) olarak adlandirilir. Béylece afin ve projektif

diizlemler, Steiner sistemleridirler.
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4. GRAFIKLER

Bir t-(v,k,A) tasarimi eger k=2 ise bir “grafik” tir. (graph)[dongiisiiz]. Bir grafik
G=(P, U) sistemi ile gosterilir. Burada P, noktalar kiimesi;U ise kenarlar kiimesidir.

U’daki bir u kenar1 p ve q noktalari ile u=(p,q) seklinde tanimlanur.

Noktalar “koseler” (vertices) olarak, bloklarda “kenarlar olarak adlandirilir. Ayni
kenardaki ikikose “bitisik” (adjacent) olarak ifade edilir. Bir grafik t>1 ise r dereceli
(degree- bir kose etkisi altindaki kenar sayisi ) “ diizenli” dir ve t=2 ise “tam”
dir.(complete) [yani biitlin miimkiin kenarlar mevcuttur]; benzer sekilde hi¢ kenari
yoksa “etkisiz” (null) olarak adlandirilir. Tki kisimli (bipartite) bir grafik kose kiimesi
icinde tektir. Bu kose kiimesi iki kiimenin ortak olmayan birligidir. Bu iki kiimede

bitisik olan iki kose yoktur. Yani kiimelerden dolay1 herhangi bir kenar kesinlikle bir

koseye sahiptir. Tasarim teorisi ile ilgili 6zel bir durum “giiglii diizenli grafik” tir.
4.1 Giiclii Diizenli Grafik

G=(P,U), n kose iizerinde r dereceli diizenli bir grafik olsun ve verilen iki,p,q
kosesine bitisik kose sayisinin sadece p ve q’nun bitisik olup olmamasina baglh
oldugu varsayilsin. Herhangi iki bitisik kdse ¢ ortak komsuya sahip olurken herhangi
iki bitisik olmayan kdse d ortak komsuya sahip olursa, G’nin n,r,c,d parametreli bir
“giiclii diizenli grafik” (strongly regular graph) oldugu soylenir ve SRG-(n,r,c,d)

seklinde gosterilir
Onerme : Bir SRG’nin parametreleri arasinda su esitlik vardir:
r (r-c-1) =(n-r-1)d

* * v . .
G, tiimleyen grafigi [G =P , (2j \ U] aym1 zamanda SRG dir ve parametreleri

sOyledir:
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n, r*zn—r—l, ¢ =n-2r-d-2 ve d’=n-2r+c

[22].

Simetrik bir D=(P, B ) isabet yapisinin kutupsal’it (polarity) asagidaki kosulu
saglayan birt: P — B, 1-1 6rten fonksiyondur.

xly" < yIx™, biitiin x,y € P igin

D’nin kutupsal’1 bir G grafigini olusturmada kullanilabilir.

P kose kiimesine sahip bu G grafiginde iki farkli x ve y noktasi, x’in y" {lizerinde
olmasi gerek ve yeter kosulu altinda bitigiktir. D, sabit bir blok genisligine sahip olsa
bile x’in derecesi, x’in X" tzerinde olup olmamasima bagh oldugundan G, genelde
diizenli olmaz. Bu tiir 6zellige sahip noktalar “mutlak (absolute) noktalar” olarak

adlandirilir.

Teorem :Mutlak noktalar disinda bir © kutupsal’ini kabul eden simetrik bir 2-(v,k,A)

tasariminin mevcut olmast i¢in gerek ve yeter kosul (v,k,A,A) parametreli bir

SRG’nin olmasidir [22].

(v,k,A,A ) parametreli SRG “ tasarim grafigi” (design graph) olarak adlandirilir. Bu

grafigin mevcut olmasi i¢in v<A*(A+2) kosulu gereklidir [22].

Teorem : Biitiin noktalart mutlak olan bir © kutupsal’in1 kabul eden simetrik bir 2-
(v,k,\) tasariminin mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (v,k-1,A-2,A) parametreli

bir SRG’nin olmasidir. Bazi SRG 6rnekleri asagida verilmistir [22].
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Sekil 4.1. Guiglii diizenli grafik gosterimleri

v=1,2,... diiglimleri {izerindeki giiclii diizenli grafiklerin sayis1 1,2,2,4,3,6,2,6,5,... ,
ilki sekil 4.1°de verilmistir . Sekil 4.1’de v=I i¢in 1, v=2 i¢in 2, v=3 i¢in 2, v=4 i¢in
4 tane grafik verilmistir. Benzer sekilde farkli v yani kose sayilari igin farkli grafik

cizimlerine yer verilmistir.
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Sekil 4.2. Cesitli giiglii diizenli grafik 6rnekleri

Benzer olarak, v=1,2,... digiimleri iizerinde gilgclii diizenli grafikle baglantili

olanlarin sayisi, 1,1,1,2,2,3,1,3,3,...

Burada v=1,2,3 icin 1 tane, v=4 i¢in 2 grafik verilmistir. Farkli v degerleri i¢in

cizilebilecek tiim grafikler gosterilmektedir.
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Tamamlanmig grafik K,, tim n>1 i¢in gii¢lii diizenlidir. Giiglii diizenli grafiklerle

iligkili olan grafikler ¢izelge 4.1’de verilmistir.

A= i¢in giiclii diizenli grafikler ayn1 zamanda simetrik dengeli tamamlanmamis

blok tasarimi olmaktadir.

Cizelge 4.1. Giiglii diizenli grafik 6rnekleri

(v.k, ) Grafik
(1,0,0,00  |[singleton Grafik

‘[21 11 D.l D] ‘path Grafik FE
32,10  |Tam Grafik &3
4,2,0,2)  |péngu Grafik C4

43,20  Tam Grafik ¢

(5,2,0,1)  |psnga Grafik C5
(5,4,3,0)  |Tam Grafik &
6,3,0,3] ’circulant Grafik £ (1, 3)
6,4,2,4)  |octahedral Grafik

6,540  |Tam Grafik X

7,6,50)  |Tam Grafik &7

‘[SJ 4,0,4) ’circulant Grafik Cis (1, 2)
(8,6,4,6) |circulant Grafik C7a (L2, 3)
6,7,6,00  [Tam Grafik Xe

‘[9; 6,3, 6) ‘circulant Grafik €t (1,2, 3)
©.8,7,00 Tam Grafik &

‘(1'1 301 ‘Petersen Grafik £
(16,5,0,2)  [Clebsch Grafik

|

|

|

50, 7,0, 1) ‘Hoffman-SingIeton Grafik
56,10,0,2) |Gewirtz Grafik
100, 22,0, &8) ‘Higm an-Sims Grafik

(
(
(
(
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Grafikte, koselerin komsuluk iliskilerini gosteren komsuluk matrisinin ( adjacency
matrix) 6z degerlerine grafik 6z degerleri denir. Komsuluk matrisinde iki kenar
komsu ise o hiicreye gelen eleman 1°dir, digerleri 0‘dur.

Grafik 6z degerlerinin olusturdugu, kiimeye grafik spektrum adi verilir.

4.1.3 Tam Grafik

Her kose cifti bir kenarla baglantili (baglanmis) olan grafige tam grafik adi verilir. n

n
koseye sahip tam grafik K, ile gosterilir ve (k] binomial katsay1 olmak iizere,

(Z] =n(n-1)/2 (triangular numbers) tane yonlendirmemis kenara sahiptir. Asagidaki

sekilde farkli kose sayilar icin tam grafik gosterimlerine yer verilmistir.

Ke

Sekil 4.3. Tam grafik Ornekleri
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5. GRAFIKSEL TASARIMLAR
5.1 Giris

Bugiline kadar istenilen parametrelere sahip, kombinatorik tasarimlardan biri olan t-
tasarimlarinin kurulumu amacina yonelik ¢alismalar yapilmis ve degisik yontemler
ve bakis acilart sunulmustur. Bir t-tasarimi olan grafiksel tasarimlarini olusturulmasi
amacina hizmet eden yontemlerde bu kapsamda arastirilmis ve bir ¢ok yontemin

kullanilabildigi ortaya ¢ikmustir.

Grafiksel tasarim olusturmakta bir ¢ok yontem kullanilmakla birlikte iyi bilinen
alternatif yaklagim, ongoriilmiis bir permiitasyon grubuna bagli sabit parametrelere
sahip tasarimin yapisal sayimi seklinde birka¢ kelime ile tanimlanabilir. Bu yaklagim
E.S Kramer ve D.M.Mesner ‘e dayanmaktadir. Birka¢ deneme, yaklagima ait bir
uygulama bir bilgisayarda yapilmistir, en iyi programlar Kreher D.L., tarafindan

verilmistir [25].

Q
Kramer-Mesner’ e ait her bir programin iki yontemi vardir: {k }, Q’ya ait k-

elemanlt alt seti gostermek iizere, bu set ilizerindeki (H,Q) grubuna ait tiim
yoriingeleri olusturmak ve diophantine esitligine ait bir ¢oziim bulmak ( istenilen
tasarimin varolmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 veren bir ¢6ziim sistemi). Bu iki

gorevin ¢oziimiinde takip edilen geleneksel yollar, bazi kombinatorik tartismalara

dayanmaktadir. Ornegin, permiitasyon grubunun temelini degistirmek, {k}

tizerindeki yoriingeleri olusturmanin alt yapisi olarak kabul edilmistir [26].

Tasarim teorisindeki bilgisayar uygulamalarina iliskin yeni bir yaklasim yillar 6nce
Bayreuth’ta baslatilmistir. Ilk ana bulus, (H,Q)’ ya ait tim {k}-ydriingelerin
determinasyonuna iligkin problemin azaltilmasina dayanmaktadir. Bir sonraki

problem i¢in, R.Laue olduk¢a etkin bir teknik gelistirilmistir [27]. Bir bagka gelisim
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ve bu oldukga etkin teknige iliskin bir uygulama B.Schmalz tarafindan yapilmistir

[28-29].

Bir sonraki bulus Diophantine esitlik sistemine iliskin tim ¢Ozlimlerin
determinasyonu i¢in birka¢ yeni ¢dziicliniin olusturulmasiydi. Bu ¢oziiciilerden en
giiclii olani, LLL-¢oziiciisii (LLL-solver) olarak adlandirilan, LLL-algoritmasinin bir
uygulamasidir ve Kramer-Mesner metodu c¢ercevesinde kullanilmak iizere, 6zel

olarak A.Wesserman tarafindan olusturulmustur [30].

Bir bilgisayar paket programi olan DISCRETA, kalic1 bir yenilik olmustur. Bu paket
programin amact , yeterince biiylik t degerleri i¢in yeni t-tasarimlarini bulmaktir.
DISCRETA i¢in girdi, Ongoriilen bir parametre seti ve (H,(2) grubundan
olugsmaktadir. Elde edilen c¢ikti ise (H,Q)’ya bagli parametrelere sahip t-

tasarimlarinin bir tam setidir.

Bazen, milyonlarla hesaplanan tasarimlarin s6z konusu oldugu durumlarla
karsilagilmaktadir. Boyle durumlarda, gerekli veri yapisinin elde edilmesi,
izomorfizm testi ve tasarimla iligkin otomorfizm gruplarinin bulunmasi, bir¢ok rutin
stireci iceren Onemli bir i haline gelmektedir. Bu amag i¢in DISCRETA programinin

yanisira, GAP,GRAPE,COCO gibi yeni bilgisayar programlar1 da kullanilmaktadir
[1].

5.2 Grafiksel Tasarim Kosullar1 Ve Baz1 Tamimlar

5.2.1 Permiitasyon Grubu

Q bir set olsun. 6:QQ—>Q seklinde birebir bir esleme, ’ya ait permiitasyon ya da Q2

tizerindeki permiitasyon olarak adlandirilir.

Yardimci Teorem :Q bir set olsun. Bu durumda, QQ’nin tim permiitasyonlar1 olan

S(Q) seti, (S(Q),0, ") bigiminde bir grup olusturmaktadir [1].
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Not: Q sonlu bir set oldugu varsayilsin. Sayet, Q={1,2,....n} oldugu 6zel durumda
S(Q) yerine S, kullanilmaktadir. o gosterimi genellikle, permiitasyon diizeninde

ihmal edilir.

Yardimci Teorem : Bir H < S(€2) setinin, bir grup olusturmasi i¢in gerek ve yeter

kosul o diizenine yakin olmasidir Bdylesi bir gruba Q iizerindeki permiitasyon grubu

denilir ve (H,Q) ile gosterilir [1].

G bir sonlu grup olsun, Q sonlu bir set
¢: GxQ—>Q
(G,Q,0) Ugliisti, asagidaki kosullar1 sagladiginda Q tizerinde, G’ye ait bir fonksiyon

olarak adlandirilir.
1. Vx €Q o¢(e,x)=x
2. VeQ, Vg,heG o(gh,x)=o(h,p(g,x)).

Not. xeQ lzerindeki, grup elemam g’ye ait ¢(g,x) fonksiyonuna iligkin sonug

genellikle x® ile gosterilir.
Eger (Vx: o(g,x)=x)=>g=e ise ¢ fonksiyonu ger¢ek olarak adlandirilir.

(G,X) ve (H,Y) iki permiitasyon grubu olsun. m=|X|, n=|Y| olsun. X N Y= oldugu

varsayilsin. G ve H’ a ait dogrudan ¢arpimin iki farkli fonksiyonu tanimlanmaktadir.

G+H:=(GxH, XU Y, 1)

(P]((g,h),X): { x¢ xeX

x" xeY
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G+H; (G,X) ve (H,Y) permiitasyon gruplarinin dogrudan toplami olarak adlandirilir.
GxH:= (GxH,XxY,@,)
02((h).(x. Y=y
GxH , (G,X) ve (H,Y) permiitasyon gruplarinin dogrudan ¢arpimi olarak adlandirilir.

Ornek :Z,, n nokta iizerinde bir dongiisel grup olsun. Id, ise n-nokta seti iizerindeki

Oonemsiz grup fonksiyonu olarak tanimlansin.

Z,+Z, grubu ((12),(34))

Z,xZ; grubu ((12)(34),(13)(24))

Z>+1d; ((12)(3)(4))
Z>x1d; ((12)(34))

5.2.2 Blok Tasarimlari

A
Bir A seti ve keN igin, A’ya ait k-elemanli alt setlerin tlimiine ait seti {k} ile

gosterilmektedir.

& noktalara ait sonlu bir set ve v=|77 olsun. .5 bloklara ait sonlu bir set b=|.3| olsun.
Ic Px.B isabet iligkisi olsun. Asagidaki kosullar1 sagladigi takdirde D-(P.51)

ticliisii bir blok tasarimudir.
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1.Herhangi bir blok ae® ayni k sayida nokta ihtiva etmeli (k<v olmak iizere, k

sabit).

2. Herhangi bir nokta A €® ayni r sayida blokta goziikmeli (r<b olmak {izere r sabit

say1).

P
3. Herhangi {A,B} e {2} cifti ayn1 zamanda A blokta géziikmesi.

(v,b,r,k,A) tasarimin parametreleridir.
Not. Ayni noktalara sahip bloklar mevcutsa bu bloklara tekrarli bloklar denilir.
3. kosul yeniden diizenlendiginde s0yle bir sonug elde edilebilir:

3") t>2 olmak iizere sabit bir t degeri i¢in {Aj,..,A:} noktalarina ait herhangi bir t-alt
seti i¢in tiim bu noktalar1 es zamanli olarak igeren tam olarak A; blok mevcuttur.

Bu tiir tasarimlar (v,b,r,k,A;) parametrelerine sahip t-tasarimlari olarak adlandirilir.

5.2.3 Dengeli Tamamlanmamis Blok Tasarimlar1 Arasinda Izomorfizm ve

Otomorfizm

Bu boliimde iki BIBD arasindaki izomorfizm ve otomorfizm kavramlarina yer

verilmistir.

(X,A) ve (Y,B), iki (v,k,A)-BIBD oldugu diistiniilsin. {{o(x):xeA}:Ae#}=B
olacak sekilde a: X—Y 1-1 donisiimse (X,A) ve (Y,B)’nin izomorfik oldugu
sOylenir. Boylece xe X olmak tizere, her nokta o(x) ile yeniden isimlendirilirse, A

bloklarinin koleksiyonu B’ye doniistiiriiliir. 1-1 a (bijection o ), bir * izomorfizm”

olarak adlandirilir.
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Ornek : Burada (X,A) ve (Y,B), iki (7,3,1)-(BIBD) alinsin.

X={1,2,3,4,5,6,7} ve

A={123,145,167,246,257,347,356}

Y={a,b,c,d,e,f,g} ve

B={abd,bce,cdf,deg,aef,bfg,acg}.

a(l)=a, a(2)=b, a(3)=d, a(4)=c, a(5)=g, a(6)=e, a(7)=f olacak sekilde 1-1 a
tanimlansin. Ardindan X’deki noktalar o kullanilarak tekrar siniflandirildiginda

A’nin bloklar1 agagidaki gibi olur:

123—abd
145—acg
167—aef
246—bce
257—>bfg
347—cdf
356—deg

Boylece a, iki BIBD’in bir izomorfizmidir.
Teorem : M=(m;;) ve N=(n;;) iki (v,b,r,k,1)-BIBD’in isabet matrisleri olsun. Iki

BIBD izomorfik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul {1,...,v}’nin permiitasyonu y ve

{1,...,b} permiitasyonu  olmak iizere, her 1<i<v, 1<j<b i¢in

My =Ny (i), B(j)

mevcut olmasidir [36].
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Genel olarak iki BIBD’in izomorfik olup olmadigini belirlemek zor bir hesaplama

problemidir.

Otomorfizm : (X,A) bir (v,k,A)-BIBD olsun. (X,A)’nin bir otomorfizmi kendi i¢inde

bir izomorfizmdir. Bu durumda 1-1, o0 doniisiimii, X’in

{{o(x):xeA}: Aes# = A

seklinde bir permiitasyondur. X’in iizerinde birim doniisiim daima bir otomorfizm

“dir.

Ornek : (X,A) asagidaki (7,3,1)-BIBD olsun.

X={1,2,3,4,5.6,7} ve

A={123,145,167,246,257,347,356}

1-1 a; a(l)=1, ou(2)=2, a(3)=3, a(4)=5, au(5)=4, au(6)=7 ve a(7)=6 gibi tanimlansin
Ayrica, X’deki noktalar o kullanilarak tekrar smiflandirildiginda A’nin bloklari
asagidaki gibi olur.

123—123
145—145
167—>167
246257
257246
347356
356347

Boylece o, BIBD’in bir otomorfizmdir.
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(X,A) BIBD’in biitiin otomorfizmlerinin setleri, bir grup olusturularak
gosterilebilirler. Bu grup, BIBD’in otomorfizm grubu olarak adlandirilir ve Aut(X,A)

ile gosterilir.

Ornek : Yukaridaki &rnekte (X,A), (7,3,1)-BIBD, B(1)=2, B(2)=4, B(3)=6, B(4)=3,
B(5)=1, B(6)=7 ve B(7)=5 gibi tanimlanan 3 otomorfizmine sahiptir.

1=0°B y(X)=P(oux)) gibi tanimlanan y asagidaki gibi olur:

Y(D=2, ¥(2)=4, y(3)=6, y(4)=1, ¥(5)=3, ¥(6)=5, y(7)=7. Bdylece y’da bir BIBD’in

otomorfizmidir.

Not: Bir grafige iliskin otomorfizm daima bir grubu tanimlamaktadir. Yaygin
grafiklerin bir sayist i¢in grafik otomorfizmi, G tam grafik K, oldugunda Aut(G)

simetrik grup S, olmaktadir.

5.2.4 Simetrik Grup

f:[n]—[n] bir, birebir 6rten olsun. Bu durumda f’in set n’ e iliskin permiitasyon
oldugu sdylenebilir. Bu tanim daha Onceki permiitasyon tanimi ile ters
diismemektedir. Daha onceden 34512°nin 5 uzunlugunda bir permiitasyon oldugu
sOylenmisti. Ciimle tekrar kurulursa; f:[5]—[5] olmak tizere f(1)=3, f(2)=4,{(4)=5 ,
f(5)=2; [5]’e iliskin permiitasyondur. Geriye doniildiigiinde tek ¢izgi notasyonu
seklinde yazmak icin f(1).f(2)....f(n) yazilmasi gerekmektedir.

Permiitasyonlarla bu yeni bakis agisi onlarin baska bir yolla yazilmasini miimkiin

kilmistir. Bu durumda ;

12345
= il
34152
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f’in 1’1 3’e, 2’yi 4’e, 41 S’e, 5’1 2’ye eslestirdigini ifade eder. Bu notasyon

permiitasyonlarin 2-¢izgi notasyonu olarak ifade edilmektedir.

f ve g [n]’e iliskin 2 permiitasyonlar olsun. Bu durumda onlarin birlesimi

f.g(fg)(1)=g(f(1)) i€ [n] bigiminde tanimlamak miimkiindjir.

[n]’e iliskin tiim permiitasyonlarinin setinin bir grup olusturdugu asikardir. Bu
nedenle [n]’in tiim permiitasyonlarinin seti S, ile gosterilir ve n. mertebeden simetrik

grup olarak ifade edilir.

Sy sira sayisina iligskin genel formiil n!=1.2....n dir.

Dikkat edilmelidir ki n>3 i¢in; S, grubu degismeli olmamakta yani daha genel bir
ifade ile fg#gf olmamaktadir. n elemanin her sonlu grubu,S,’e iligkin alt gruptur. Bu

nedenle simetrik gruplara iliskin daha kapsamli1 aragtirmalar yapilmaktadir.

f=34152 permiitasyonu 3 ve 1’1 kendi aralarinda siralarinin degistigini ayni sekilde
2,4,5’in kendi arasinda sirasinin degistigini gostermektedir. Yani fin ka¢ kez
uygulandigi 6nemli degildir. Daima f"(3)=1 ya da f"(3)=3 mevcuttur ve f"(3)=3
mevcuttur ve f7(3) asla bir bagska degere sahip olmamaktadir. Diger bir ifade ile f
dongiisel olarak 1 ve 3, 2 ve 4’ ve 5’in sirasin1 degistirmektedir. Bu iliski asagidaki

sekilde gosterilmektedir.

4 3

Sekil 5.1. Ss simetrik grubu
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Tam grafigin otomorfizm grubu Aut(K,) bir simetrik gruptur (S,). n=3,4,... i¢in

K.’ deki grafik dongiilerin (bir grafige ait dongli G’nin kenar setlerine ait alt settir)

sayist, 1,37,........... Bu sayiyr analitik olarak asagidaki formiille hesaplamak
miimkiindiir.

e S U -y (5.1)
=PIV ’ '

n=4 oldugunda, Es 5.1°de yerine yazarsak;

" 1(n 1(4), 1(4
Ce=Y = k=)= =| | | Pr=4+3=7
~o\k 203)7 2\4

elde edilir.

Burada k=3, K4 grafiginin 3 kenarli alt grafiklerini ifade etmektedir. Ve formiilden
bu grafiklerin sayis1 4 olarak hesaplanmistir. k=4, iken 4 kenarh alt grafik sayisi ise 3
olarak hesaplanmistir ve toplamda K4 grafiginin 7 tane alt grafigi oldugu ortaya
cikmustir. Sekil 5.2. K4 grafigine ait mevcut tiim alt grafikleri gdstermektedir.

Benzer sekilde Es 5.1°de n yerine 5 yazarsak;

s 1(5 5 5 5
cszzl Ge=1=1 e L2 b L2 ar=10415+12=37
“o\ k 203)7 2l4)7 215

elde edilir.

Burada k=3,Ks grafiginin 3 kenarh alt grafiklerini,k=4 ve 5, 4 ve 5 kenarli alt
grafiklerini ifade etmektedir. k=3,4,5 kenarl alt grafiklerinin sayis1 sirasi ile 10,15 ve
12 dir. K5 grafiginin toplamda 37 tane alt grafigi vardir. Sekil 5.3. ,Ks grafiginin

mevcut tiim alt grafiklerini géstermektedir.
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Sekil 5.3. K5 grafigine ait alt grafikler

{

5.2.5 Permiitasyon Dongiisii

Bir permiitasyon dongiisii, elemanlarinin kendi aralarinda yer degistirdigi bir

(13

permiitasyonun  alt grubudur. Permiitasyon dongiileri “yoOriingeler olarak
adlandirilir. Ornegin; permiitasyon grubu {4,2,1,3} ,(143) bir 3-déngii ve (2) 1-
dongiidiir. Buradaki (143) notasyonu, orijinal sirast {1,2,3,4} seklinde baslamak
tizere, ilk elemanin dordiincii elemana , dordiincii elemanin {igilincii elemana ve

ticiincii elemanin ilk elemana gittigini gosterir. 1 >4—>3—1

5.2.6 k-Yoriinge ve {k}-Yoriinge

(G,QQ) permiitasyon grubu ve xeQ olsun. Bu durumda {x%:geG} (G,Q)’ya ait bir

yoriinge olarak adlandirilir (x tarafindan olusturulan).

Q iizerinde etkin olan bir G permiitasyonu i¢in diger nesneler {izerinde meydana

gelen birka¢ dogal hareket tanimlamak miimkiindiir.
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Yardimci Teorem : (G,(2) bir permiitasyon grubu olsun. 0<k<|Q| olsun. Bu durumda

(p:G><Qk—>Qk
O(g,(X1,...Xk))=(X15,...,xk5)

ol f

(}(g, (X1, Xk)):= { X015 xE)

Q
o~ ya da {k } tizerinde bir hareket saglar [1].

Q
(G, Q) ya ait yoriingeler k-yoriingeleri ve (G, {k })’ ya ait yoriingeler {k}

yoriingeleri olarak adlandirilir.

5.2.7 Grup Yoriinge

Bir G grubu, bir X seti lizerinde rol aldiginda,
herhangi bir 6zel elemani ydriinge adi verilen sabit bir yol {izerinde hareket

etmektedir. Set teorisine iligkin notasyon igerisinde, X elemaninin grubuna iligskin

grup yoriingesi asagidaki tanimlanmaktadir.

G(x)= {gxe X: geG},

Burada g ,G elemanlarinin hepsi iizerinden gegcmektedir. Ornegin, permiitasyon

grubu G= {(1234),(2134),(1243),(2143)}i¢in, 1 ve 2’ye ait yoriingeler {1,2} ve 3

ve 4 ‘e ait yorilingeler {3,4} diir.

X’in elemanlarini siralar. X ‘in
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5.2.8 Kramer-Mesner -Matrisleri ve Kramer-Mesner Metodu

Sayet D=(P.5), (v,b,r.k,\) parametrelerine sahip bir t-tasarimi ve (H,7’) <Aut(:D) ise

bu durumda .5, (H,7)’ye ait {k}-ydriingelerin bir birlesimi olarak ifade edilebilir.

Kramer-Mesner metodu, t-tasarim olusturan ,(H,%) ya ait ydriingelerin segimine

iliskin bir yol vermektedir.

Yardimci Teorem : (H,Q2) bir permiitasyon grubu ve 0<t<k<|Q| olsun. O, bir {t}-

yoriinge, O, {k}-yoriinge olsun ve acO; olsun.

mo,0. (2):= [{x € O,: acx}| olsun.

Bu durumda mo,0. (2), a€O; 6zel olarak se¢imine bagli degildir. Bu mg,0, seklinde

gosterilme nedenini agiklamaktadir [1].

0<t<k<|€}| olmak tizere, (H,Q2) bir permiitasyon grubu olsun. @ ¢ g, sirastile {t}-

ve {k}-yoriingelerine ait sistemdir.

Kramer-Mesner matrisini agagidaki sekilde tanimlamak miimkiindiir.

R=(Mo.0) 01c £ {1}, 02 £ (k}

(G,Q) ile iligkili, t ve k degerlerini veren KM-matrisidir.

Not: R satir ve siitunlarindaki siralama @, ve gy yoriingelerinin siralanigini
yansitir. Yani R satir ve siitunu, satir ve siitunlarin permiitasyonlarina gore

tanimlanir.

Asagidaki teorem, KM-matrisleri ile tasarimlarin kurulumu arasindaki iliskiyi

vermektedir.
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Teorem: (H,Q2) bir permiitasyon grubu olsun. 0<t<k<|Q|=v i¢in RN (1= o ] ve
c=| ¢ 1y | KM-matrisine uygun olsun. Bu durumda asagidaki Diophantine esitlik
sistemine ait tiim ¢ozlimler, (H,Q)’ya uygun, (v,b,r,k,A;) parametrelerine sahip farkl

tiim t-tasarimlarini vermektedir [1].

~

Re=|" xe {0,1}!

Burada x;=1 olmasi, (H,Q)’ya ait k-yoriingenin ®’nin bir parcasi oldugu anlamina

gelmektedir.
Ornek : H=D7=((1,2,3,4,5,6,7),(2,7),(3,6),(4.5))

Burada D7 14. mertebeden ve 7.dereceden bir dihedral gegisli permiitasyon grubudur.

H’a bagli, k=3 ve A=2 olan bir 2-tasarimi kurmak isteniyor. Bunun igin {2}-

yoriingeleri ve {3}-yoriingeleri hesaplanmahdir. O}, i. {1}-yériingeyi

gostermektedir.
O, = {{1.2}1,{1,7},{2,3},{3.4},{4.5},{5.6},{6,7} }

0 ={{1,3},{1,6},{2:4},{2.7},{3,5},{4,6}.{5.7}}

O} = {{1.4},{1,5},{2,5},12,6},{3,6},{3.7},{4,7}}

O ?3)} =1{{1,2,3},{1,2,7},{1,6,7},{2,3,4},{3,4,5},{4,5,6},{5,6,7} },
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O ={{1,2,4},{1,2,6},{1,3,4},{1,3,7},{1,5,6},{1,5,7},{1,5,7},{2,3,5},{2,3,7},{2.4,

5},{2,6,7},{3,4,6},{3,5,6},{4,5,7},{4,6,7} }

og; ={{1,2,5},{1,4,5},{1,4,7},{2,3,6},{2,5,6},{3.4,7},{3,6,7} }

O S? =1{{1,3,5},{1,3,6},{1,4,6},{2,4,6},{2,4,7},{2,5,7},{3.5,7} }

KM-matrisini hesaplamak i¢in, {3}-yoriingeleri i¢indeki {2}-yoriingelerinin
goriiniim sayilarmi hesaplamak gerekir. Ornegin O, de yer alan {1,2},
O} igerisinde {1,2,3},{1,2,7} olmak iizere iki kez ortaya ¢ikmaktadir. Boylece

R’nin ilk satirindaki giris 2 olmalidir.

) 2 G (4)
0{3} 0{3} 0{3} 0{3}

(0
o, 2 2 1 0
o5 1 2 0 2

(3)
O {2}

Boylece

2210
R=11202
0221
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(2
3

Buradan ¢oziimiin x=(0,1,0,0)' oldugu gériilmektedir. Bunun anlami o)

; ‘in istenilen

ozelliklere sahip tasarimin blok setini olusturdugudur.

Burada H’ a bagli bir 2- tasarimi kurmak tizere 6ncelikle 2’li ve 3’erli yoriingeler
olusturulmustur. Daha sonra 2’li yoriingeleri olusturan ¢iftlerin 3’1 yoriingeler
icerisinde kagar kez goziiktiigline bakilmistir. Ve 2 kez goziiken ¢iftlerin yer aldig:
2’li yoriingelerin karsiliginda matriste 2 sayist yazilir. Daha agik bir sekilde ifade
edilirse, burada 2’li ve 3’lii olarak olusabilecek tiim miimkiin durumlar (siralamalar)
yazildiktan sonra tiim miimkiin 2°1i durumlar1 kendi icerisinde bulunduran 3’lii

siralama se¢ilmektedir. Boylece istenilen 2-tasarima ait bloklar elde edilmis olur.

. 91- . .. 9700 )
Ortaya ¢ikan tiim 2’li siralamayi igerisinde bulunduran (kapsayan) 3’li O3

oldugundan istenilen 2-tasariminin bloklarin1 da O g? yorilingesinin elemanlari

olusturmaktadir.
5.2.9 Hipergrafikler

Matematikte, bir hipergrafik, kenarlar1 herhangi sayida kdse ile baglantili olan bir
grafigin genellemesidir. Bir hipergrafik, X’in diiglimler ya da koseler olarak
adlandirildig elemanlarin bir seti, E’nin ise hiperkenarlar olarak adlandirilan, X’in
bos olmayan alt setlerine iligskin bir set oldugu bir (X,E) ciftidir. Hipergrafikler bir
isabet yapisi olarak goriilebilir. Asagidaki grafik bir hipergrafik 6rnegidir.

(e

V7

Sekil 5.4. Hipergrafik ;X = {vi,v2,v3,v4,v5,V6,v7}, E = {€1 = {vi,v2,v3},e2 = {v2,v3},e3 =

1v3,Vs,v6),e4 = {va} |
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5.3 Grafiksel Tasarim Ozellikleri

Bir grafiksel tasarim noktalar1t n kdseye sahip tam grafigin kenarlar1 ve bloklari
tasarim kosullarin1 saglayan grafikler iizerindeki S, simetrik gruba ait dolu

yoriingeler olan bir tasarimdir [31].

Sonlu bir X seti ve negatif olmayan t tamsayis1 i¢in X’ e ait tiim t-alt setlerden olusan

X
set (t J ile gosterilmektedir. Bir k-diizgiin set sistemi,X’in, noktalar olarak

adlandirilan elemanlarin sonlu bir seti oldugu ve .5 (fj oldugu bir (X, .5) ciftidir.
B’ye ait elemanlar bloklar olarak adlandirilir. (X, .5)’nin mertebesi noktalarin
sayisidir yani |X]| dir. t-(v,k,A) parametrelerine sahip bir tasarim, her Te (t j’nin
’ye ait bloklarda tam olarak A kez goziiktigii v. Mertebeden bir k-diizgiin
(uniform) set sistemi (X,.55) dir [32].

Onemsizlikten kaginmak icin asagidaki siirlamalar getirilmistir.

(i) £2

(ii) t<k
(iff) 5D ve ﬁ:{kX J

(X,7#) ve (Y,.B) olmak iizere iki tasarim, (X,7%)’dan (Y,B) lzerine olan bir
izomorfizm; o(7#)=.8 saglayan bir 6:X—Y birebir orten olarak tanimlanmaktadir.

Bir tasarima iliskin otomorfizm ise tasarimin kendi iizerine olan bir izomorfizmdir.

Bir & tasarmmina iliskin tiim otomorfizmlerin seti, fonksiyonel olusum altinda bir
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grup olusturur. Bu grup D ‘ye iliskin otomorfizm grubu olarak adlandirilir ve Aut(:D)

olarak gosterilir.
H<Aut(D) olmak iizere bir alt grup, D’ye ait otomorfizm grubudur. V,n
kardinalitiliginde bir set olsun ve XZ(zj seti lizerindeki simetrik grup S,=Sim (V)’e

ait hareket dikkate almsimn. Bu, S'*! gériintii grubuna sahip S (n) =Sim(X)
2

. X
icindeki S, e ait yerlesikleri tanimlamaktadir (kanonikal genigleme ile S[nz] , [k J

tizerinde rol oynamaktadir) [32].

n
Bir t-(v,k,A) tasarim (X,.5) , V:(ZJ olmak iizere S'*! izomorfik olan permiitasyon

olan otomorfizm grubuna sahipse grafikseldir.

X
Burada .3 [k jﬁzerindeki S?>e ait yoriingelerin bir birlesimi olmaktadir.

“Grafiksel Tasarim” ifadesini asagidaki gibide tanimlamak miimkiindiir.K6se seti

V’ye sahip tam grafik K, dikkate alinsin. X, K, e ait kenar seti olarak kabul edilsin.
Burada, ; tizerindeki S;™’° e ait yoriingeler, K,’e ait k-kenar alt grafiklerinin

izomorfizm siniflari ile birebir uyum i¢indedir.

Boylece, bir grafiksel tasarima iligkin blok seti .53, K’ e ait her t-kenar alt grafigin,
£’deki A grafiklerin bir alt grafigi oldugu, grafiklerin izomorfizmlerine yakin olan,

K,’e ait k-kenar alt grafiklerinin bir seti olarak goriilebilir. Bir grafiksel tasarima

iligkin tanimlama tam olarak bu grafiksel yapiyr varsaymasa da gerekli bir
otomorfizm grubu yapiy1 dngdrmektedir (n#4 icin kanonik tarzda). Ciinkii S’ e

ait yoriingelerden biri, K,,’e ait dogru grafigine uymaktadir.
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Gerekli otomorfizm gruplari ile tanimlanmus iki grafiksel tasarim (X&) ve (Y,.5) H

ve K sirasi ile esit olmasi igin,
cHo'=K

saglayan (X,##) dan (Y,B) lizerine olan bir ¢ izomorfizminin var olmasi

gerekmektedir.
Grafiksel tasarimlara iligkin ilk 6rnek R.M Wilson’a Kramer ve Mesner tarafindan

verilmistir [32].

Ornek :Bir grafiksel 3-(10,4,1) tasarimi Ks’in 4-kenar alt grafikleri olusturulmustur.

Bu tasarima iliskin noktalar kiimesi asagidaki gibi tanimlansin.
X={X1,X2,X3X4,X5,X6,X7,X8,X9,X10

BIBD diizenine ait bu noktalar1 grafiksel tasarimda Ks grafiginin kenarlar1 olarak

asagidaki gibi ifade etmek miimkiindiir.

x1 =>(12) x5—(23) x9—(35)
x2—>(13) x6—>(24) x10—>(45)
x3—>(14) x7—(25)
x4—>(15) x3—>(34)

Bu tasarima ait bloklar1 géstermek iizere asagidaki grafikler kullanilmaktadir.
[ ]
Sekil 5.5. 3-(10,4,1) Grafiksel tasarimina iligkin gosterim

Bu grafiksel tasarima iligkin 15 blogu asagidaki grafiklerle gostermek miimkiindiir.



Sekil 5.6. 3-(10,4,1) Grafiksel tasarimin bloklarina iliskin gosterim

Buradaki grafiklerin her biri tasarimin bloklarin1 gdstermektedir. Grafikteki
kenarlarin toplam sayisi tasarimda blok genisligini ifade ederken her bir kenar ise
tasarimdaki nokta ya da diger bir ifade ile degisken sayisini temsil etmektedir.
Dolayisi ile tasarimdaki grafiklerin her biri 4 kenardan olugmaktadir.
3

A

grafigi dikkate alinirsa, bu grafigin temsil ettigi bloktaki
degiskenler (23)(34)(45)(52)’ dir. Bu bolim 5.2.4’de anlatilan permiitasyon
dongiisiidiir. Yani bir yoriingedir. Bu yoriingelerin birlesimi grafiksel tasarimi
olusturmaktadir. Burada tasarima iliskin sadece 15 blok gdsterilmistir. Diger 15 blok
ise bu grafiklerin izomorfik grafikler kullanilarak gosterilebilir. Bu nedenle 30 blogu

gostermek yerine bu tasarim 15 tane blok kullanilarak da temsil edilebilir. Bununla

birlikte Betten 1970°de, M.H Klin’in grafiksel tasarimlar1 S'*'iist gruplarmdan
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tanimladigin1 rapor etmistir [16]. Ancak Klin’nin bu sonucu, az bilinen makale bir

makalede kisa bir not haricinde yayinlanmamustir [33].

Ornek :v=10, k=4, =6, b=15 ve A= 2 olan bir BIBD ele alinsin. Bu tasarimin bloklart

asagida verilmistir.

(1)3 2 9 10 6) 13107 (11)3158
2)2 4 8 10 (7)3467 (12)12638
(3)3 4 8 9 8) 146 10 (13)3265
41 59 4 9) 2457 (14)1729
(56 5 9 10 (10)5 7 810 (156789

Bu, bir blok-gecisli grafiksel 2-(10,4,2) tasarimina iliskin bir 6rnektir. Bu tasarima
iligkin grafik gosterimi agagidaki gibidir.

2

1

o 3

2
1
o 3
4
5
2
3
[ J
1
5
4

°
E |
4 5
2
3
| :I
°
4 5
2
1 ° 1
4 3
5 4

Sekil 5.7. 2-(10,4,2) Grafiksel tasarimina iligkin gosterim
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2
2 3
2 2 |
3 3
3 [ ]
1 | 1 5
L °
4
5
° 5 4
4

4 5

2 1 2
2
°

1 1 3 3

3 ° 4

°
4 5

4 5 5

Sekil 5.7. (Devam) 2-(10,4,2) Grafiksel tasarimina iliskin gésterim

2-(10,4,2) BIBD ait bloklar1 grafiksel tasarim gosterimine uygun olarak asagidaki

gibi yazmak miimkiindiir.

(D (AH(13)(35)(45)  (6) (12)(14)(45)(25)
(2) (13)(15)(34)(45) (7) (14)(15)(24)(25)
() AHAHEBHES)  (8) (12)(15)(24)(45)
(4 (12)23)(35)(15) (9 (13)(15)(23)(25)
(5) 2H(23)(35)(45)  (10)(23)(25)(34)(45)

Bu Ornekte tasarim n=5 kose iizerinde kurulmustur. Burada grafiksel tasarim

hareketle, Ks

tanimdan

(11) (14)(12)(23)(34)
(12) (12)(13)(24)(23)
(13) (14)(13)(24)(23)
(14) (12)(25)(13)(35)
(15) (24)(25)(34)(35)

tam grafigine

ait

(12),(13),(14),(15),(23),(24),(25),(34),(35),(45) kenarlar1 bu tasarimin noktalarini

olusturmaktadir ve yukaridaki sekildeki her bir grafik tasarimin bloklarini
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olusturmaktadir. Bu grafikte yukarida verilen bloktaki her bir nokta tam grafigin
kenarlar1 ile temsil edilmistir. Dolayisi ile v=10, k=4, =6, b=15 ve A= 2
parametrelerine sahip BIBD grafiksel tasarim sartlarini sagladigindan bir 2-(10,4,2)

grafiksel tasarimi olmaktadir.

Bu grafiksel tasarim, Ks’in 4-kenar alt grafikleri kullanilarak olusturulmustur. Ks’in

4-kenar alt grafiklerini Es.5.1°den asagidaki gibi hesaplamak miimkiindiir.

n=4 icin

1f° 4-1)1=15
214 '

Bu bize tasarimdaki bloklarin sayisim vermektedir. 2-(10,4,2) aynm1 zamanda bir t-

tasarimi oldugundan Es.3.4’den blok sayisini asagidaki gibi hesaplamak miimkiindiir.

)

v (10
t 2
b= ~ZA=-"2 2=15
k 4
t 2

Yukaridaki grafiklerde 5 kose iizerindeki tam se¢ilmis grafige ait her bir kenar ¢ifti
yukaridaki gibi 4 kenara sahip grafiklerin 15-elemanli setinde tam olarak 2 kez
goziikmektedir. Yukaridaki grafikler bir yoriinge olusturmaktadir. Bu nedenle bir
unlabelled (etiketsiz) grafik tarafindan gosterilen grafiklerin bir izomorfizm sinifi
olmaktadir. Eger bir grafiksel tasarim birden fazla yoriinge tarafindan olusturulmugsa

her bir yoriinge i¢in bir grafik ¢izilmelidir.

Teorem : A=1 iken grafiksel t-yonlii dengeli tasarimlar asagidaki c¢izelgede

verilmistir [14].
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Cizelge 5.1. A=1 iken grafiksel t-yonlii dengeli tasarimlarin parametreleri ve grafik

gosterimleri
t p  parametreler Grafik Gosterimi
1 4 1<6.2,1) I I
[ ]
2 6 2-(153,1) III .<I ‘.
2 6 2-(15,{3,5},1) III 'm'

W
(9]

3-(10,4.1) -(II .7IY- III
4-(15,{5,7}.1) '71?’ m ‘@ g I

N
(@)

Cizelgede p, kose ya da nokta sayisini ifade etmektedir. t=1, p=4 olan ilk grafiksel
tasarim 1-(6,2,1) dikkate alinsin. Cizelgede bu tasarimin grafiksel gosterimine yer
verilmigtir. Grafiksel gosterime bakildiginda bu tasarimin bloklarin1 4 kdse ve iki

kenarl grafikle ifade etmenin miimkiin oldugu goriilmektedir.

Ayni sekilde 2-(15,3,1) tasariminda da, blok genisligi k=3 oldugundan bu tasarima

ait bloklar1 3 kenarl1 6 koseli iki farkli grafik gosterimi ile ¢izmek miimkiindiir.

2-(15,{3,5},1) tasariminda iki farkli blok gosterimi s6z konusudur ¢iinkii bu tasarima
ait bloklarin bazilarinda blok genisligi yani k=3 bazilarinda ise k=5 dir. Bu nedenle
bloklarin grafiklerle gosteriminde 3 ve 5 kenarli olmak tizere iki farkli grafigin

kullanildig1 goze carpmaktadir.

Teorem : =2 iken grafiksel t-yonlii dengeli tasarimlar asagidaki listede verilmistir

[14].
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Cizelge 5.2. A=2 iken grafiksel t-yonlii dengeli tasarimlara iligkin parametreler ve
grafik gosterimleri

t p Parametreler Grafik Gosterimi

| p>4 1-((27 ] p-1.2) Kip

14 1<632) '<I ¢
1 4 1(64,2) I:I

2 4 2:6,{3,41,2) /k
2 4 2-(6,{3,4},2) .<I .
<I !

25 2-(10,{3,4},2)

-
1
<
2 52-(10,4,2) I:I
252-(10,4,2) ‘<II ‘ﬁ‘

2 62-(15,{3,6}.,2) -<I: <I b’

2 62-(15,{5,6},2) ‘71?‘ '<I I>'
353-(10,{4.,5,6}.2)
N <o K-

Bu ¢izelgede de cizelge 5.1.’de oldugu gibi grafiksel tasarimlarin parametrelerine ve
bu grafiksel tasarimlara ait bloklarin grafiksel gosteriminde kullanilan sekillere yer

verilmigtir.
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Teorem :TcBe.B olmak iizere, (X,.5) bir grafiksel tBD olsun. Eger i=1,...,A igin
oiTcB ise bu durumda ya baz1 i=1,...,A i¢in aiB=B ya da baz1 i#j icin

o 'B=0, 'B olmaktadir [8].

Sonug¢ : A=1 olmak ftizere (X,.83) bir grafiksel tBD olsun. Eger TcBe.5 ve aT<B

ise bu durumda a.B=B olmaktadir [8].

Sonug : A=2 olmak tizere (X,.5) grafiksel bir tBD olsun. Eger aT < B olmak tizere

TcBe.5 ve o°Tc B ise bu durumda a’B=B olmaktadir [8].

Teorem :A=1 ya da 2 i¢in (X,.53) bir grafiksel tBD ise bu durumda p#t olmaktadir
[8].

Teorem :(X,.-B), TcBe.Z olmak iizere bir grafiksel tBD olsun. V(T), T’deki

kenarlarla iliskili olan K, deki koseler olsun. Eger A=1 ya da 2 bu durumda olusan

alt grafik B[V(K,)\V(T)] ya bostur ya da tamamlanmustir [8].

Not: Bu sonu¢ A>3 oldugunda yanlistir.

Teorem : Tim p> 4 igin 1-(@7} p— 1,2} parametrelerine sahip tBDs’ ler mevcuttur

18],

Teorem : A= 1 ya da 2 oldugu varsayilsm.Eger (X,8) grafiksel bir tBD ancak bir

yildiz-grafik tasarimi degilse bu durumda p<2t+2.
Bir tBD’nin 6nemli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(1) I<t<k<v, tim ke K i¢in
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(i) A(X) z -B herhangi ke K

Bu sartlar1 saglamadig: takdirde tasarim basit olmaktadir [8].

Teorem :p<t oldugu varsayilsin. Eger t—[(i],[(,ﬂ} parametrelerine sahip bir

-1
grafiksel tBD mevcutsa bu durumda (t-p+1)- ((5 ],K -p+], ZJ parametrelerine

sahip bir grafiksel tBD mevcuttur [8].

Teorem : Eger A=1 ya da A=2 ise ve p<t ve (X,.53) 6nemli bir grafiksel tBD ise bu

durumda yildiz-bi¢imli tasarimdan elde edilmis olan tasarimlar basittir [8].

. n
Ornek : X, VZ(zJ olmak iizere, Kg yon verilmemis tam grafigin secilmis kenarlar1

olsun. Bir grafiksel t-(v,k,A) tasarimi (X,.53), Be.3 ve B’ye izomorfik olan K,’e ait
tiim alt grafikler .5’de yer aliyor ise tektir. Diger bir ifade ile, (X,.5), otomorfizm

grubu olarak simetrik grup S,’e sahiptir. Bir grafiksel 3-(28,5,30) grafiksel tasarimi
asagidaki sekilde gosterilmistir.

A
A

|

Iy
1]

Sekil 5.8. 3-(28,5,30) grafiksel tasarimina ait gosterim
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Bu grafikte X, Kg grafiginin 28 tane secilmis kenarindan olusmaktadir. Yani burada

nokta sayis1 28 tanedir. Diger bir ifade ile v=28 dir. v= (Z] oldugu grafiksel tasarim

ozelliklerinden bilinmektedir. Buradan n=8 oldugunu bulmak kolaydir. Grafiksel
tasarim Ozelliklerinden K, grafiginin v= (Zj kenarlarinin tasarimin noktalarini
olusturdugunu sdylemek miimkiindiir. Yukarida gosterilen alt1 grafige izomorfik olan

Ky’in tiim alt grafikleri .5 nin bloklar1 olarak alinmaktadir [14].

5.4 Grafiksel Genisleme Matrisleri

N;, Ky’e ait t-alt kenar alt grafiklerinin izomorfizm siniflarinin bir sayisini gostersin.

Bir grafiksel genisleme matrisi Gy, satirlar t- kenar alt grafiklerine ait h{” ......h

(ij) girisleri , h" ’nin hf/” ’ya genisletilebilme yollarinin sayisin1 vermektedir.

Asagidaki yardimci teorem Kramer ve Mesner’in daha genel bir sonucuna iliskin

0zel bir durumu vermektedir [7].

Yardimci Teorem : Bir grafiksel t-(v,k,A) tasarimiin var olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul asagidaki esitligi saglayan bir (0,1)-vektori U’nun olmasidir [7].
GtkU:7\.J .
J, timii 1’lerden olusan Ni-boyutlu bir vektordiir.

n belirli iken GgU=AJ gibi bir matris esitligini ¢6zmek i¢in daha fazla zaman ve ¢aba
gerektiren yontemler mevcuttur [34]. n bilinmiyorken kullanilacak bir algoritma
yoktur. GgU=AJ denkleminin ¢6zliimii, satir toplami tek ve A esit olan Gg’'nin

stitunlarina ait C alt setlerini bulan esitliktir. Bunu yapmak i¢in, siitunlarin alt setleri
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olusturulur ve N; es zamanli diophantine esitlikleri ¢6ziilmelidir. Bunu MACSYMA
ya da MAPLE gibi paket programlarla yapmak miimkiindiir. Bir tasarimin

tamamlayicis1 yine bir tasarim oldugunda bu arastirma |C|<[Ny/2] ile kisitlanabilir.

Bu gozleme dayanarak, 2-((;),3,1], 2-[(;],4,/1JV6 3-[(;),4,/1Jtasarlmlarma

iligkin aragtirmalar yapilmistir.
MAPLE kullanim1 sayesinde bu islemler kolayca yapilmaktadir.

Asagida verilen sekil 5.9., 2<k<4 i¢in K,’nin k-kenar alt grafiklerine iliskin
izomorfizm smiflarin1 veren bir listeyi gostermektedir. Gosterimde kolaylik

saglamak i¢in izole edilmis koseler secilmemistir. Burada p=n’ dir.

/\o
h 2(2)
h,®

k=3

B N SR

h3(3)
h2(3)

=111

Sekil 5.9. 2<k<4 i¢in K,,’nin k-kenar alt grafiklerine iliskin izomorfizm siniflari
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k=4
Q)
h,® hs
h,@ W@ h,@

he® ho'®

h® h-®
hig® by,

Sekil 5.9. (Devam) 2<k<4 i¢in K, ’nin k-kenar alt grafiklerine iligskin izomorfizm
siniflar

Burada, kenar sayisi 2,3 ve 4 icin farkl grafik gosterimlerine yer verilmistir. Kenar

(2),h2(2) olmak tlizere verilmistir.

sayisi 2 olan miimkiin tim grafik gosterimleri h,
Kenar sayisi ya da blok genigligi 3 olan tiim miimkiin grafik gosterimleri
h1(3),h2(3),h3(3),h4(3),h5(3) olmak tizere verilmistir. Ayn1 sekilde kenar sayisi ya da blok

genisligi 4 olan miimkiin grafik gdsterimlerine yer verilmistir.

p’nin kiicliik degerleri icin grafiksel uzanim matrisleri, p koseden daha fazla kdse
tizerinde bulunan grafiklerin izomorfizm siniflarina uygun olarak satirlar ve siitunlar

silinerek elde edilebilir.
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Yalnizca grafiksel 2- ([ZJ,Z’),&] tasarimlar1 asagidaki tabloda verilmistir. Asagidaki

cizelgede grafiksel tasarimlarin parametreleri ve gosterim ifadesi ile de bu

tasarimlarin bloklarmin hangi grafiklerle ifade edildigi anlatilmaktadir. Ornegin ilk

tasarim Orneginde 2-(10,3,4) grafiksel tasarimina iligkin gosterim {2}’dir. Yani bu

tasarimin bloklarin1 gdstermek iizere sekil 5.9°daki h' sekli kullanilmaktadr.

Cizelge 5.3. k=3 olan grafiksel tasarimlar

n
Grafiksel 2- ([2}3, ﬂ,j Tasarimi

o)

GOSTERIM GOSTERIM
10,4) 12} (15,1) 11,4}
28,6) {1,3,5} (28,10) 11,2}
55,25) {1,2,4,5}

Grafiksel 2- [[Z]A, lj ve 3- [[Z]A, lj tasarimlarina  iligskin

tarafindan verilmistir [7].

parametreler Chee
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6. GRAFIiKSEL TASARIM TURLERI
6.1 Bigrafiksel Tasarimlar

Bir 6nemli t-(v,k,1) tBD (X, &%) asagidakiler saglandigi takdirde bigrafikseldir.

1. X, tam bi partite grafik K, ,’ye ait v=mn kenarinin bir seti ve

2. Aes#ve o Kyy'e ait bir otomorfizm olmak tizere, 6(A) €+ olmalidir [35].

Bir grafiksel t-(mn,K,A) tasarimi S;xS;, simetrik gruba sahiptir.

Ornek : Bir bigrafiksel 3-(16,{4,6},1) tasarinu asagidaki sekilde verilmektedir.

[ ] [ ]
Sekil 6.1. Bir bigrafiksel 3-(16,{4,6},1) tasarimina iligkin gdsterim

Teorem: t>1 olmak flizere, yalnizca grafiksel t-(v,K,A) tasarimi sahip oldugu

parametreler: 2-(9,3,1), 3-(8,4,1), 3-(16,4,1), 3-(16,{4,1},1) ve 5-(16,{6,8},1) dir [43]

Bigrafiksel tasarimlarin parametrelerine iliskin daha fazla 6rnek Chee tarafindan

verilmistir [35].
6.2 Hipergrafiksel Tasarimlar

Bir 6nemli t-(v,k,A) tBD (X, &% ) asagidakiler saglandig1 takdirde hipergrafikseldir.
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n
1. X,tam grafik r-hipergrafik K" ‘ye ait V:(

]kenarlarmm bir seti
r

2. Ae 5 ve 6 K e ait bir otomorfizm olmak iizere, 5(A) € sZolmalidir.

n
Bir r-hipergrafiksel t- [( ],K , /1] tasarimit S, otomorfizm grubuna sahiptir.
r

Bir 2-hipergrafiksel t-(v,K,A) tasarimi1 bir grafiksel t-(v,K,A) tasarimidir [35] .

Ornek: Bir 3-hipergrafiksel 2-(56,3,18) tasarimi asagidaki grafikte verilmistir.

2 e O

Sekil 6.2 Hipergrafiksel 2-(56,3,18) tasarimina iligkin gosterim

6.3 Tasarimlardan Elde Edilen Grafikler

Tasarimlardan grafikleri elde etmenin farkli yollar: vardir. Ozel olarak, giiglii diizenli
grafikler ve distance-diizenli (distance-regular graph) grafikler tasarimlardan

gelmektedir.

Bir tasarima ait bloklar iizerinde bir grafigi tanimlamanin bir¢ok yolu vardir.
Asagidaki grafik tek 2-(6,3,2) tasarimi bloklar1 lizerinde tanimlanmaktadir. Burada
uygun bloklar tam olarak iki noktada birlestigi takdirde iki kdse bitisik (adjacent)
olmaktadir. Bu grafik bir giiglii diizenli grafik olan Petersen grafiktir. Ve asagida
farkl cizimlerle gosterilmektedir [36].
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Sekil 6.3. Petersen grafik drnekleri

Cameron ve Praeger, izole edilmis ii¢c koseyi genisleterek Petersen grafikten 2-

(78,15,7) grafiksel tasarimini elde etmistir [9].
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7. GRAFiKSEL TASARIMLARLA DiGER TASARIMLARIN iLiSKiSi

Grafiksel tasarim ozellikleri ve kosullarindan hareketle tasarimlarin bazi geometrik
yapilarla arasinda gecisler oldugu, bazilar ile aralarinda bu gegisin saglanmadigi
goziikkmektedir. Grafiksel tasarimin bilinen BIBD diizenleri ile arasinda bir gecis

oldugu sdylenebilmektedir. Asagida bu gecisler anlatilmaktadir.

7.1 Sonlu Geometriden BIB Tasarim Kurulumu

Sonlu projektif diizlem 6zelliklerinden PG(n,s) geometrisindeki noktalarin, v
sembolii ile, m-flat ise b setleri ile tanimlandig1 agiktir. Bir BIB tasarimi asagidaki

parametrelere sahiptir.

v=Db=¢(n,m,s) r=0¢(n-1,m-1,s)

m+1 _1

k=

A=¢(n-2,m-2,s)

(s”+1 - 1)(s" (8" =)

¢(n,m,s)= (s"™" =D(s" =1)..(s 1)

Ozel olarak, eger s ilk kuvvetse tasarimlar asagidaki gibi farkli durumlarda

tanimlanabilir.
v=s'tst+1=b r=s+1=k A=l (7.1)
v=(s+1)(s*+1) b=(s*+1)(s*+s+1) (7.2)

= sz+s+1, k=s+1 A=1

v=(s+1)(s*+1)=b r=s*+s+1=k A=s+1 (7.3)



Ornek : Bir 2-(15,7,3) grafiksel tasarim PG(3,2) geometrik yapisina uymaktadir.

Es. 7.2°den

s=2

v=(s+1)(s*+1)=3.5=15

= s 4s+1=4+2+1=7=k

A=s+1=2+1

Es. 3.4 ‘den

b=v=15

Bu tasarimin PG(3,2)’de karsilik gelen noktalar1 asagidaki gibidir.

=3

|I
/ﬁ‘/—\
~ N

>

I

T
CRERG N\
\_/;/

|I

15 farkli nokta sayis;

P,=0,0,0,1
P»=0,0,1,0
P5=0,0,1,1
P4+=0,1,0,0

Ps=0,1,1,0 Py=1,0,1,0 P;3=1,1,0,1
Ps=0,1,1,1 Pyp=1,0,1,1 Py4=1,1,1,0
P-=1,0,0,0 P,;=0,1,0,1 P;s=1,1,1,1
Ps=1,0,0,1 P1,=1,1,0,0
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Ornek: 2-(15,3,1) tasarimi PG(3,2) geometrisine izomorfik olan bir grafiksel

tasarimdir.
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n
(2] =15, n=6 olmak iizere,

2-(15,3,1) BIBD ait nokta seti X={A,B,C,D,E,F,G,H,ILJ,LK,L,M,N,O} olmak iizere

bu tasarima ait bloklar asagida verilmistir.

(1) ABC  (8)KGL (15)JGM (22)FIL (29) AFG
(2) FIO (9)GHO (16) ENK (23)EIL (30) BDF
(3)DIM  (10)IGN (17)CUU  (24)LHK (31) CEF
(49) BH]  (11)CMN (18) FKM (25)DHL (32) DOK
(5)CDG  (12)BLN (19)DIM (26) EHM (33) CLO
(6) EJO  (I13)FHN (20)BIK (27) ANO (34) BEG
(7) ALM  (14)AHI  (21) ADE (28) BMO (35) AJK

2-(15,3,1) tasarimina ait noktalar1 grafiksel tasarimda, K¢ tam grafiginin kenarlarini

kullanarak asagidaki gibi ifade etmek miimkiindiir.

(12) >A (16)>E (26)>I1 (45)—>M
(13)>B  (23)>F (34)>J (46)>N
(14)»C (24)>G (35)—->K (56)->0
(15> ->D (25)->H (36)-»L

Bu grafiksel tasarim bloklar1 gdstermek tizere agagidaki grafikleri kullanmaktadir.

Sekil 7.1. 2-(15,3,1) Grafiksel tasarimina iligkin gosterim

Es. 7.3’den
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s=2

v=(s+1)(s*+1)=3.5=15

b=(s*+1)(s*+s+1)=5.7=35

= s> +s+1=7

k=s+1=3

A=1

PG(3,2)’de karsilik gelen noktalar yukaridaki o6rnekteki gibidir. Burada PG(3,2)’ye
karsilik BIBD diizeninde bloklar hiperdiizlemdir.

7.2 Grafiksel Tasarimin Youden Kare ile Olan iliskisi

n kenara sahip bir latin kare, her bir satir ve siitunun bir sayiy1 yalnizca bir kez
bulundurdugu n’ tane alt kare ve n tane sayidan diizenlenen bir yapidir. n terimi latin
karenin mertebesi olarak bilinir. Eger bir latin kareler setindeki her bir ¢ift ortogonal
ise set, ikiger ortogonal Latin kareler seti (pairwise orthogonal Latin square —POLYS)
olarak adlandirilir . POLS en ¢ok n-1 iiyeye sahiptir. Tam olarak n-1 {iyeye sahipse o

zaman set tam set olmaktadir [37].

2,3 ve 4. mertebeden tam set (POLS) 2,3, ve 4. mertebeden projektif diizleme
uymaktadir.  Siitunlarin bir dengeli tamamlanmamis blok tasarimi olusturdugu
Ozelligine sahip bir ¢ok satir1 kaldirilmis olan bir latin kare youden kare olarak

adlandirlir.
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Bir youden kare diizen, bir kare 2-tasarim D’ye dayanmaktadir. Youden dikdortgenin
situnlari D tasariminin bloklarindan ve satirlart ise 1,2,..n sayilarma ait

permiitasyondan olusmaktadir.

Ornek: Bir 2-(7,3,1) tasarimina ait Youden kare asagida verilmistir.

112(3(4|5]|6|7

6|7

— |

2(3 |4

W
W

45

(@)
-
—_
[\
(O8]

Ornek: Latin kare L, asagidaki gibi yazmak miimkiindiir.

N1N2N3
Li=| N,N.N,
N7N8N9

Bu latin kareden elde edilen Youden karede asagidaki gibidir.
le N 1 N 2 N3
N,N,N
Youden kare Y,’deki her bir satir ve siitun bir dogru olarak dikkate alinmaktadir. Bu
durumda asagidaki dogrular elde edilmektedir.
di={N,N2,N5}  ds={N,,Ns}
d>={N4,N5,Ng} ds={N3,Ne} d3={Ni,Ny}

d6e={Ni,N¢} d7={N2,N4} ds={N3,Ns} do={N;,Ns} djo={N2,Ne} dj;={N3,Ns}
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Bu yap1 ayn1 zamanda A=1 oldugu bir 2-tasarim ya da r=4 oldugu bir 1- tasarima
uymaktadir. Blok sayis1 11, t=2 ve A=1 oldugu ya da r=4 ve t=1 parametrelerine

sahip bir grafiksel tasarim yoktur.

Ornek: 1-(6,2,1) grafiksel tasariminda nokta seti ve bloklar asagida verilmistir. Bu
grafiksel tasarimda blok say1s1 b=3 ‘tiir ve bloklar yukaridaki Youden kare 6rneginde
yalnizca siitunlardan olusan dogrularla uyusmaktadir.

di= {N,N4} dr={N,,Ns} ds={N3,Ne}

X={(12),(13),(14),(23),(24),(34)}

Bloklar (12)>1 (14)-3
(1) (12)(23) (23)—4 (34)—6
(2) (13)(24) (13)->2
(3) (14)(34) (24)->5

1-(6,2,1) tasariminda nokta sayis1 6, blok sayis1 ise 3 ‘tiir. Burada tekrar sayis1 olan
r=1 dir. Yukarida verilen Youden kare orneginde 11 adet dogru vardi , dogrular
bloklar olarak alindigin da t=1 ve r=4 oldugu Youden kare Ornegi ile 1-(6,2,1)
yapilarmin birebir uyusmadigini goriilmektedir. Diger grafiksel tasarim drneklerinin
Youden kare yapist ile arasinda, blok ve islem sayilar1 gibi parametre

farkliliklarindan dolay1 gecis saglanamamaktadir.
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8.SONUC

t-tasarimlarinin kombinatoryal yapilar oldugundan daha 6nce s6z edilmisti. Grafiksel

tasarimlar belli kosullar gerektiren 6zel t-tasarim yapilarindan biridir. Bu yapilarda

islem sayisinin " olmasi ve bloklarinin da tam grafigin alt grafikleri ile
2

gosterilmesi s6z konusudur. Bu tasarimi diger t-tasarimlarindan ayiran ve 6zel yapan
bu iki kosuldur. Diger t-tasarimlarina iligkin bloklar1 sayilarla ya da bazi matris
kullanimlar1 ile gosterebiliyorken bu 6zel olan t-tasarimlarina ait bloklar1 biitlin
bunlarin yani sira grafiklerle de gdsterme imkan1 bulunabilmektedir. Yani adindan da
anlasildig: lizere, noktalarin aralarindaki iliskiyi ifade etmede, tasarima ait bloklarin
ve bu bloklardaki noktalarin kendi ig¢lerindeki eslesmeleri gostermede grafik
gosteriminden yararlanilmaktadir. Bu nedenle grafiksel ifadesi kullanilmaktadir.
Daha o6nceden bilinen bir t-tasarimina ait bloklar1 sayilarla ifade ederken varolan
biitiin bloklar1 yazmak durumu s6z konusuydu. Ancak grafiksel tasarimlarda,
tasarima ait bloklarin tiimiinii yazmak yerine, izomorfik olma 6zelligini kullanarak,
miimkiin tiim grafiklerle bloklar daha 6zet bir sekilde ifade edilebilmektedir. Yani bir
cesit boyut indirgeme s6z konusudur. Ornek 5.6 ‘da oldugu gibi 3-(10,4,1)
tasarimina ait 30 blogu gostermek yerine yalnizca 15 bloga ait grafiksel gosterimi
kullanarak bu tasarim anlatilabilmektedir. Ciinkii kalan diger 15 blok da yine ayni
grafik gosterimleri ile ifade edilecektir. Diger 15 blok ilk 15 bloga izomorfik olan
grafiklerle cizilecektir. GOsterimin ayni olmasi ve eslesmenin yani izomorfizmin
kendi igerisinde yine ayni degiskenlere donmesi nedeni ile 30 blogu yazmak ya da
grafiklerle gostermek yerine 15 tanesini gostererek daha 6zet bir anlatim saglanmis
olur. Kisacasi grafiksel tasarimlar sayesinde boyut indirgenerek daha 6z bir gosterim
elde edilmekte ve belli kosullar1 saglayan daha 6zel bir yapiya sahip t-tasarimlarina

ulagilmaktadir.

Bu calisma, grafiksel t-tasarimlarin, dengeli tamamlanmamais blok tasarimlari ve
sonlu geometriler arasindaki iliskinin incelenmesi amaciyla yapilmistir. Bu amag

dogrultusunda t-tasarim 6zellikleri ve ilgili yapilar, grafiksel tasarim i¢in bir temel
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olusturmasi nedeniyle bu ¢alismada yer almistir. Genel olarak grafiksel tasarimlarin
varlik kosullar1, 6zellikleri ve kuruluslari i¢in farklt metodlar incelenmistir. Grafiksel

tasarimlarin geometrik anlamlari tizerinde durulmustur.

Sonlu projektif geometri ve diger iliskili geometriler {izerinde durulmus ve grafiksel
tasarimlarin bu geometriler ile olan iliskisi ifade edilmistir. Grafiksel tasarim
parametreleri dikkate alinarak BIBD baglantis1 ortaya koyulmus, BIBD gecen

parametrelerin grafiksel tasarim igerisinde ne anlama geldigi ortaya konarak, bir
BIBD’den bir grafiksel tasarima nasil gecis yapildigi gosterilmistir.

Daha sonra 6zel grafiksel tasarim yapilarina yer verilmis ve bunlara iligskin 6rnekler
gosterilmistir. Grafiksel tasarimin bir baska yap1 olan projektif diizleme gegisleri

incelenmis ve buna uyan grafiksel tasarim ornekleri verilmistir.

Grafiksel tasarimlarin bir baska 6nemli blok tasarimi olan Youden Kare ile olan
iliskisine deginilmis ve bir grafiksel tasarim ile bir Youden Kare yapisinin neden

ortiismedigi gosterilmistir.

Biitiin bu anlatimlardan, grafiksel tasarimlarin bilinen ancak daha 6zel kosullar
gerektiren t-tasarimlart oldugu, uygun parametrelere sahip bazi grafiksel t-
tasarimlarinin ayn1 zamanda birer BIBD yapisi ya da projektif diizlem oldugu
sonuclarina varilmistir. Grafiksel tasarimlar sayesinde, tasarima iligkin ¢ok fazla
sayida blogu yalnizca bir kag blokla grafikleri kullanarak gdstermenin miimkiin
oldugu tespit edilmistir. Grafiksel tasarimlarin parametrelerinin hesaplanmasinda
belirli bir formiile rastlanmamustir. Parametre hesaplamalarinda bilinen en belirgin

formiil tasarima ait nokta sayisinin tam grafigin kose sayisinin ikili kombinasyonu,

n
yani (2] ’dir. Bunun disinda diger parametrelerin hesabinda t-tasarimlarinin

parametre hesabinda kullanilan formiillerden yararlanilmistir.
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