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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Graflarda Baz1 Zedelenebilirlik Olciimleri ve Aralarindaki iliskiler
Omiir Kivan¢ KURKCU
Celal Bayar Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danmisman: Yrd. Dog¢. Dr. Ersin ASLAN

Bir agin (iletisim, bilgisayar, elektrik, ulasim vb.), belli merkezleri ya da
baglant1 hatlar1 zarar gormesinden sonra iletisim kesilene kadar agin gostermis
oldugu dayanma giiciiniin 6l¢iimiine zedelenebilirlik denir. Bir agin, zedelenebilirlik
degerinin belirlenebilmesi i¢in merkezleri bir grafin tepelerine, baglantilar1 grafin
ayritlarina karsilik gelecek sekilde bir graf ile modellenir. Baglantili bir G grafinin
ayrit komsuluk kopma derecesi, S bir ayrit subversion stratejisi, G/S grafindaki
bilesen sayist w(G/S) ve en biiyiik boyutlu bilesenin tepe sayist m(G/S) olmak
lizere

ENR(G) = SglEa()é){W(G/S) — S| —m(G/S) : w(G/S) = 1}

olarak tanimlanir. Diger taraftan, baglantili bir G grafinin ayrit sagilim sayisi, S ayrit
kesim kiimesi, G — S grafindaki bilesen sayis1 w(G — S) olmak tizere

es(G) = SrgrlEa(>G<){w(G -S)—|5|: w(G-S5)>1}

olarak tanimlanir.
Bu tezde bilinen baz1 6zel graf yapilari i¢in ayrit komsuluk kopma derecesi ve

ayrit sagilim sayis1 degerleri hesaplanmistir. Son kisimda bu dlglimler arasinda ki
iliskiler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Graf Teorisi, Zedelenebilirlik, Ayrit Komsuluk Kopma
Derecesi, Ayrit Sacilim Sayisi.

2016, 57 sayfa

Vil



ABSTRACT
M.Sc. Thesis
Some Vulnerability Measures In Graphs and Their Relationships
Omiir Kivan¢ KURKCU
Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assis. Prof. Dr. Ersin ASLAN

In the network (communication, computer, electricity, transportation etc.),
after the failure of certain centers or connecting lines, the network shows the
resistance to disruption of a operation, which is measured with the vulnerability in
graph theory. To determine the value of vulnerability of a network, a graph is
modelled with a network whose centers are corresponded to the vertices of a graph
and whose links are corresponded to the edges of a graph. The edge neighbor rupture
degree of a connected graph G is defined as

ENR(G) = SrgnEaé){W(G/S) — S| —=m(G/S) : w(G/S) = 1}

where S is any edge subversion strategy of G, w(G/S) is the number of components
of G/S and m(G/S) is the maximum order of the components of G/S. On the other
hand, the edge scattering number of a connected graph G is defined as

es(G) = SrgrlEa(>G<){w(G -S)—|5|: w(G-S5)>1}

where S is any edge-cut set of G, w(G — S) is the number of the components of G —
S.

In this thesis, the edge neighbor rupture degree (ENR) and the edge scattering

number (es) are calculated for the some specific graph structures. Finally, the
relationships between these parameters are given.

Keywords: Graph Theory, Vulnerability, Edge Neighbor Rupture Degree, Edge
Scattering Number.

2016, 57 pages
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1. GIRIS

Bir ag (iletisim, bilgisayar, elektrik, ulasim vb.), merkezlerden ve merkezleri
birbirine baglayan hatlardan olusur. Bu agin, merkezleri veya baglanti hatlar1 zarara
ugradiginda, agda bazi sorunlarin ¢ikmasi hatta baglant1 kopuklugu s6z konusudur.
Buradan akla gelen ilk soru; agda iletisim durana kadar agin ne kadar ve nasil
dayanacagidir. O zaman bu soru i¢in daha 6nceden tanimlanmis olan zedelenebilirlik
kavramini verebiliriz. Bir agda, belli merkezlerin ya da baglanti hatlar1 zarar
gormesinden sonra iletisim kesilene kadar agin gdstermis oldugu dayanma giicliniin

Ol¢tiimiine zedelenebilirlik denir.

Ornegin, Izmir ilinin telefon ag1, telefon merkezlerinden ve merkezleri
birbirine baglayan Kkablolardan olusmaktadir. Bu agda bozulmalar meydana
geldiginde olusan zararin belirlenebilmesi i¢in zarar sonrasinda zarara ugrayan agin
incelenmesi gereklidir. Bu incelemenin sonucunda olusan zarar goriilebilir. Olusan
zarar1 incelemek igin asagidaki sorunlarin yaniti aranmalidir (bu sorular daha da

cogaltilabilirdir).

[letisim saglanamayan telefon merkezinin sayis1 kagtir?
Ag kag alt aga ayrilmistir?

Agin kendi igerisinde devam ettigi alt agin sayis1 kagtir?

M W

Agmn kendi igerisinde devam ettigi en ¢ok elemana sahip alt agmn telefon

merkezinin sayis1 kagtir?

5. Iletisim saglanamayan telefon merkezlerine komsu olan telefon merkezinin sayisi
kacgtir?

6. Zarar gérmiis olan kablolarin ve onlara komsu olan kablolarin sayis1 kagtir?

7. Zarar goren kablolarin ve onlarin komsu kablolar1 agdan ¢ikarildiginda zarara

ugrayan telefon merkezinin sayisi kagtir?

Buradaki sorularin her bir yanit1 agin ne kadar zarara ugradig1 hakkinda bilgi
verecektir. Yukaridaki ilk olarak merak edilen soru “iletisim saglanamayan telefon
merkezinin sayisi kagtir” sorusudur. Bu sorunun yanit1 i¢in bir ag, merkezler tepelere
ve baglantilar ayritlara denk gelecek sekilde modellenir ve bu ag1 tasvir eden bir G

grafinin zedelenebilirlik degerini 6lgmek icin bir dl¢iime gerek vardir. Bu dl¢iim; en



eski ve birinci sorunun yanitint verecek olan bir G grafinin baglantililik sayisi

(connectivity) dl¢timiidiir [8].

Tamm 1.1. [8] Baglantili (connected) bir G grafini, baglantisiz (disconnect) bir graf
ya da izole tepelerden olusan graf haline getirmek i¢in graftan atilmasi gereken en az
tepe sayisina baglantililik sayisi denir ve k(G) ile gosterilir. S, G grafinin bir kesim

kiimesi olmak tizere

k(G) = Srgnvl(ré){ISI}

kisaca tanimlanabilir. Burada, baglantililik sayisinin zedelenebilirlik igin yeterli olup
olmadigi sorulabilir. Yukaridaki diger sorulardan da goriilebildigi gibi, sadece
baglantililik sayisina bagli kalarak bir grafin zedelenebilirlik degerini 6lgmenin
yeterli olmayacagi agiktir. Bu durumu 6rnegin Sekil 1.1°de 5 tepeli Gi grafi ve 5

tepeli Ps yol grafini ele alalim.

G1 Ps

Sekil 1.1. G1 ve Ps graflari

G1 ve Ps graflarindan goriilecegi gibi k(G,) = k(Ps) = 1 olur. Her iki grafin
baglantililik sayis1 1 olmasina ragmen baglantililik sayis1 bu iki graf arasinda ayirt
edici bir dl¢lim olmayacaktir. Bu yiizden Sekil 1.1°deki graflarin zedelenebilirligi
icin bagka Olclime ihtiyacimiz olacaktir. Bu gereksinimden yola c¢ikarak ve

yukaridaki sorular1 yanitlamak i¢in asagidaki bazi 6nemli dlgiimler tanimlanmistir.

Tamm 1.2. [16] Baglantili bir G grafindan S tepe kesim kiimesi atildiginda geriye
kalan G — S grafinin bilesen sayis1i w(G — S) olmak lizere G grafinin sagilim sayisi

(scattering number)



sc(G) = Srgnve%){w(G —-S)—|S|:w(G-5)>1}

olarak tanimlanir.

Simdiye kadar tepe (merkez) zedelenebilirlik 6lgiimleri verilmistir. Buradan

itibaren ayrit zedelenebilirlik l¢iimlerini verelim.

Tammm 1.3. [11] Baglantili bir G grafini, baglantisiz hale getirmek i¢in graftan
atilmasi gereken en az ayrit sayisina ayrit baglantililik sayisi (edge connectivity)
denir ve A(G) ile gosterilir ayrica

A(G) = Sgg(%){ISI}

olarak tanimlanabilir.
Tamim 1.4. [3] Baglantili bir G grafindan S ayrit kesim kiimesi atildiginda geriye
kalan G — S grafinin bilesen sayis1t w(G — S) ve en bilyiikk boyutlu bilesenin tepe

sayist m(G — S) olmak {izere ayrit kopma derecesi (edge rupture degree)

r'(G) = Srgr}ga(é){w(G -S)—1IS|-m(G—-S5): w(G—-S)>1}

olarak tanimlanir.

Tamim 1.5. [1] Baglantili bir G grafinin ayrit sagilim sayisi (edge scattering number),

S ayrit kesim kiimesi, G — S grafindaki bilesen sayist w(G — S) olmak {izere

es(G) = SrgnEaé){w(G -85 —|S]: w(G-5)>1}

olarak tanimlanir.

Simdi, 6nce komsuluk kavrami verilmek {izere komsulukla ilgili olan bazi 6nemli

zedelenebilirlik 6l¢iimlerini verelim.



Bir casus aginda (spy network), birka¢ ajan (merkez) arasindaki haberlesmeyi
saglayan bir sifre (baglant1) c¢oziildiigiinde, bu miidahaleye komsu olan diger
ajanlarin arasindaki haberlesme de zarara ugrayacaktir. Benzer sekilde bir ajan
desifre oldugunda, bu ajanla baglantili olan ajan veya ajanlar da desifre olacaktir [2].
Buradaki diisiincelerden yola g¢ikarak komsu baglantililik sayist  (neighbor
connectivity) [12,14], ayrit komsuluk baglantililik sayist1 (edge neighbor
connectivity) [18], ayrit komsuluk sa¢ilma sayis1 (edge neighbor scattering number)
[17], ayrit komsuluk kopma derecesi (edge neighbor rupture degree) [2] gibi 6nemli
zedelenebilirlik Ol¢limleri tanimlanmistir. Bu 6nemli dlglimlerin tanimini vermeden

once komsuluk kavrami tanimlanmalidir.

Bir G grafinin tepeler kiimesi V(G), ayritlar kiimesi E(G) olmak {izere

N(e) ={e,f €E(G) | f # e; eile f komsu}

kiimesine e ayritinin agik komsulugu ve N[e] = N(e) U {e} kiimesine e ayritinin
kapali komsulugu denir. N[e] kapali komsulugunda graftan atilan e ayritina
subverted ayrit ve tim ayritlar1 subverted olan S = {e;, ey, ..., €} kiimesine G
grafinin subversion stratejisi denir. S kiimesinin tiim ayritlar1 graftan atildiginda
geriye kalan G/S grafinin bilesen sayist W(G/S) ve en biiyiik boyutlu bileseninin tepe
sayist m(G/S) ile gosterilir. Simdi yukarida bahsedilmis olan komsuluk 6l¢iimlerini

verelim.
Tamm 1.6. [12,14] S, bir G grafinin ayrit subversion stratejisi olmak tizere G grafini

baglantisiz hale getirmek icin atilmasi gereken en az tepe sayisina komsu

baglantililik sayisi (neighbor connectivity) denir ve NC (G) ile gosterilir ayrica

NC(G) = Sg‘l/i(r(l;){lﬂ}

olarak tanimlanabilir.

Tanmmm 1.7. [18] Bir G grafini, baglantisiz bir graf haline getirmek icin graftan

atilmas1 gercken en az ayrit sayisina ayrit komsuluk baglantililik sayis1 (edge



neighbor connectivity) denir ve Ay5(G) ile gosterilir ayrica S, bir G grafinin ayrit

subversion stratejisi olmak tizere
Ang(G) = Srgr]l:_l(%)ﬂsn

olarak tanimlanabilir.

Tamim 1.8. [17] S, bir G grafinin ayrit subversion stratejisi ve w(G/S), G/S grafinin
bilesen sayis1 olmak iizere G grafinin ayrit komsuluk sagilma sayisi (edge neighbor

scattering number)

ENS(G) = SglE%){W(G/S) —|IS1}

olarak tanimlanir.

Tamim 1.9. [2] Bir G grafinin ayrit komsuluk kopma derecesi, S bir ayrit subversion
stratejisi, G/S grafindaki bilesen sayisi w(G/S) ve en biiyiik boyutlu bilesenin tepe

sayist m(G/S) olmak tizere

ENR(G) = SrgnEaé){W(G/S) — S| —=m(G/S) : w(G/S) = 1}

olarak tanimlanir.

Yukaridaki verilen olgtimlerden goriilecegi tizere bir graf zarara ugradiginda
gosterecegi davranis agisindan zedelenebilirligini incelemek Onemli olacaktir.
Ayrica bir grafin tepe atma stratejisi yerine ayrit atma stratejisi daha ilging olacaktir.
Ciinkii bir grafin zedelenebilik 6l¢timii i¢in farkli bir yaklasim elde edilecektir. Bu
diisiinceden yola ¢ikarak bu tezde, zedelenebilirlik Slgiimlerinden ayrit komsuluk
kopma derecesi (ENR) ve ayrit sagilim sayisi (es) ele alinmis ve aralarindaki

iliskilendirmeler yapilmistir.



2. GENEL TANIMLAR
Bu boliimde, tezde kullanilmis olan gerekli tanimlar verilmistir.

Tamim 2.1. [15] Herhangi bir G grafinin bir v tepesine bagl ayritlarinin sayisina, o
tepenin derecesi denir ve deg(v) ile gosterilir. Bir tepenin derecesi sifir ise o tepeye

izole tepe denir.

Tammm 2.2. [15] Bir G grafinin tepe dereceleri i¢inde en kiiciigiine minimum tepe

derecesi denir ve §(G) ile gosterilir.

Tamim 2.3. [15] Bir G grafinin tepe dereceleri i¢inde en biiyiigiine maximum tepe

derecesi denir ve A(G) ile gosterilir.

Tammm 2.4. [8] V(G), G grafinin tepeler kiimesi olmak iizere, V(G) kiimesinde
birbirine komsu olmayan maksimum tepe sayisina bagimsizlik sayisi denir ve a(G)

ile gosterilir.

Tanmm 2.5. [15] Bir G grafinin bazi1 tepelerini veya ayritlarini graftan ¢ikardigimizda
bilesen sayist artiyor veya sabit kaliyorsa atilan tepelerin veya ayritlarin kiimesine

kesim kiimesi denir ve |S| ile gosterilir.

Tammm 2.6. [15] Bir G grafinin, her bir tepesinden grafin diger tiim tepelerine

ulasilabiliyorsa bu grafa baglantili (connected) graf denir.

Tammm 2.7. [11] Herhangi bir G grafinin komsu (bitisik) olan tepeler arasindaki

ayritlarin kaldirilip, komsu olmayan tepelere ayrit eklenmesiyle olusan yeni grafa bir

grafin timleyen grafi ya da tiimleyeni denir ve G ile gosterilir.

Tamm 2.8. [4,15] G, ve G, graflarinin kartezyen ¢arpimi (cartesian product) G; X G,
ile gosterilir ve V(G,) X V(G,) grafin tepeler kiimesini olusturur. Bu tepelerden ikisi
(ug,u2) ve (vi,v2) olsun. Eger ui=vi ve Uz, V2’ye bitisik ise ya da uUx=v> ve Ui, vi'e

bitisik ise bu iki tepe bir ayritla birlestirilir.



Tamm 2.9. [4,11] G1 ve G iki graf olsun. Iki grafin birlesimi (union) G = G, U G, ,
tepeler kiimesi V(G) =V(G,) UV(G,) ve ayrtlar kiimesi E(G) = E(G,)U
E(G,) dir.

Tamm 2.10. [4,11] G ve G2 graflarinin toplami (join) G1+Gz ile gosterilir ve tepeler
kiimesi V(G1)+V(G2) dir. G1+G> grafinda G: grafinin her bir tepesi G2 grafinin her

bir tepesine bir ayrit ile birlestirilir.

Tammm 2.11. [4,10] G4, Gy, ..., G, graflarinin ardisik toplami (sequential join) G, +
G, + -+ + G, seklinde gosterilir ve Gy + G, + -+ G, = (G, + G,) U (G, + G3) U
U (Gpoq + Gy) dir.

Tammm 2.12. [15] Baslangi¢ ve bitis tepeleri tek dereceli olup diger tepeleri iki
dereceli olan grafa yol graf (path graph) denir ve n bir tam say1 olmak tizere Pn

seklinde gosterilir. Sekil 2.1°de Ps yol grafi gosterilmistir.

Sekil 2.1. Ps yol graf

Tanmm 2.13. [15] Bir grafin tiim tepelerinin derecesi iki olan grafa ¢evre graf denir

ve Ch ile gosterilir. Sekil 2.2°de Ce ¢evre grafi gosterilmistir.

\
)

./

Sekil 2.2. Cg ¢evre graf



Tamim 2.14. [15] n+1 tepeli bir grafin n tane tepesinin derecesi bir ve merkezindeki
tepesinin derecesi n olmak tizere n+1 tepeli grafa yildiz (star) graf denir ve Ky ile

gosterilir. Sekil 2.3’de Ky 5 yildiz grafi gosterilmistir.

Sekil 2.3. Ky 5 yildiz graf

Tamim 2.15. [5] Ky, yildiz grafinin merkez tepesine, n-1 tepeli Pn1 yol grafinin
eklenmesi ile olusan grafa kuyruklu yildiz grafi denir ve Chm ile gosterilir. Sekil

2.4’de Ca,4 kuyruklu yi1ldiz grafi gosterilmistir.

Sekil 2.4. C44 kuyruklu yildiz graf

Tammm 2.16. [15] n tepeli bir ¢evre grafin, her bir tepesine komsu olacak sekilde
merkezine bir tepe eklenmesiyle olusan grafa tekerlek graf denir ve W1, ile gosterilir.

Sekil 2.5°de W16 tekerlek grafi gosterilmistir.

Sekil 2.5. W16 tekerlek graf



Tamm 2.17. [9] Bir tekerlek grafin dis gevresi tizerindeki komsu olan tepelerin
arasina bir tepe eklenmesiyle olugan grafa gear graf denir ve Gy ile gosterilir. Bir Gn

gear grafinda 2n+1 tepe ve 3n ayrit vardir. Sekil 2.6’da Ge gear grafi gosterilmistir.

Sekil 2.6. Gg gear graf
Tamm 2.18. [13] d. dereceden bir Gn kuvvet grafi, Gn grafindaki uzakligi1 en fazla d
olan tiim tepe g¢iftlerinin arasina bir ayrit eklenmesiyle olusur. Bu graf islemine

kuvvet islemi (power) denir ve GZ ile gosterilir. d=1 oldugunda G} = G, olur. Sekil

2.7°de PZ kuvvet grafi gosterilmistir.

LT TN T

Sekil 2.7. PZ kuvvet graf

Tamim 2.19. [15] Bir grafin her bir tepesi, grafin diger tepelerine komsu ise bu grafa
tam graf (complete graph) denir ve n tepeli bir tam graf K, ile gosterilir. Sekil 2.8’de

K4 tam grafi gosterilmistir.

Sekil 2.8. K4 tam graf



3. AYRIT KOMSULUK KOPMA DERECESI (EDGE NEIGHBOR RUPTURE
DEGREE)

Bu boliimde, ayrit komsuluk kopma derecesinin tanimi, bilinen ve hesaplanan
bazi teoremler verilmistir. Daha sonra bazi 6zel graflarin ve graf islemlerinin ayrit

komsuluk kopma derecesi hesaplanmustir.

3.1. Tamim ve Teoremler
Bu kisimda, ayrit komsuluk kopma derecesinin tanimi ve bazi bilinen

teoremler verilmistir.
Tammm 3.1.1. [2] Bir G grafinin ayrit komsuluk kopma derecesi, S bir ayrit
subversion stratejisi, G/S grafindaki bilesen sayis1 w(G/S) ve en biiyiik boyutlu

bilesenin tepe sayist m(G/S) olmak iizere

ENR(G) = SglEa(é){w(G/S) — 1S —m(G/S) : w(G/S) = 1}

olarak tanimlanir.

Ornek 3.1.1. Sekil 3.1°de gosterilen G grafimin ayrit komsuluk kopma derecesini

hesaplayalim. S, G grafinin bir ayrit subversion stratejisi olsun. Bu durumda,

Sekil 3.1. Baglantili bir G grafi

|S| = 1 olsun. S kiimeleri

o S, ={1}isew(G/S;) =1, m(G/S,) =3 olur ve ENR{(G)=1—-1-3=-3
bulunur.

o S,={2}isew(G/S;) =2,m(G/S;) =20lur ve ENR,(G)=2—-1-2=-1

bulunur.

10



o S;={3}isew(G/S3) =1, m(G/S;) =3o0lur ve ENR;(G)=1—-1-3=-3

bulunur.

o S,={4}isew(G/S,) =2, m(G/S,) =20lur ve ENR,(G)=2—-1-2=-1
bulunur.

o S.={5}isew(G/Ss) =1, m(G/Ss) =3olur ve ENR;(G) =1—-1—-3=-3
bulunur.

|S| = 2 olsun. S kiimeleri

o Se={12}ise w(G/Sg) =1, m(G/Seg) = 2 olur ve ENR;(G) =1—-2—-2 =

—3 bulunur.

e S, ={1,3}ise w(G/S;) =1, m(G/S;) =1olur ve ENR,(G)=1—-2—-1=
—2 bulunur.

o Sg={1,4} ise w(G/Sg) =1, m(G/Sg) =2 olur ve ENRg(G) =1—-2—-2 =
—3 bulunur.

o So={1,5}ise w(G/Sg) =1, m(G/Sy) =1 olur ve ENRy(G) =1—-2—-1=
—2 bulunur.

o Sio=1{23}ise w(G/S1p) =2, m(G/Sy,) =1 olur ve ENR;((G) =2 —2 —
1 = —1 bulunur.

o S, =1{24})ise w(G/S11) =2, m(G/S;;) =1 olur ve ENR,;1(G) =2 -2 —
1 = —1 bulunur.

e S, ={3,5}ise w(G/S;3) =1, m(G/S;3) =2 olur ve ENR,(G) =1—-2—
2 = =3 bulunur.

e S5 =1{4,5}ise w(G/S,3) =2, m(G/S;3) =1 olur ve ENR;5(G) =2—-2—
1 = —1 bulunur.

e S, =1{25}ise w(G/S14) =1, m(G/S14) =1 olur ve ENR,,(G) =1—-2 —
1 = —2 bulunur.

e S,c=1{3,4}ise w(G/S;s) =1, m(G/S;5) =1 olur ve ENR,:(G) =1—-2—

1 = —2 bulunur.
|S| = 3 olsun. S kiimeleri

° 516 = {1,2,3} ISG W(G/S]_G) = 1, m(G/SlG) =1 O|Ur ve ENRIG(G) =1—-3-—

1 = —3 bulunur.
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o S;,={124}isew(G/S;7) =1, m(G/S;;) = 1olur ve ENR;7(G) =1—3 —
1 = =3 bulunur.

e Sg={145}ise w(G/S13) =1, m(G/S;3) = 1olur ve ENR;5(G) =1—-3 —
1 = =3 bulunur.

e S9=1{13,5}ise w(G/S19) =0, m(G/S,9) = 0 olur ve ayrit komsuluk kopma
derecesi hesaplanamaz.

o S,0=1{234}ise w(G/Sy) =1, m(G/S,,) =1 olur ve ENR,y(G) =1—3 —
1 = =3 bulunur.

o S, =1{345}ise w(G/S,1) =1, m(G/S1) =1o0lur ve ENR,;(G) =1—-3 —
1 = =3 bulunur.

o S,,={235}ise w(G/Sy,) =1, m(G/S,,) =1 olur ve ENR,,(G) =1—3 —
1 = =3 bulunur.

e S,3=1{1,25}ise w(G/S,3) = 0, m(G/S,3) = 0olur ve ayrit komsuluk kopma
derecesi hesaplanamaz.

o S, =1{245}ise w(G/S,,) =1, m(G/S,,) =1 0lur ve ENR,,(G) =1—3 —

1 = —3 bulunur.

|S| = 4 olsun. Her S kiimesi i¢in w(G/S) = 0, m(G/S) = 0 olur ve ayrit komsuluk

kopma derecesi hesaplanamaz.

|S| = 5 olsun. Her S kiimesi i¢in w(G/S) = 0, m(G/S) = 0 olur ve ayrit komsuluk

kopma derecesi hesaplanamaz.

Sonug olarak ayrit komsuluk kopma derecesi tanimindan
ENR(G) = max{-3,-3,-3,-1,-1,-3,-2,-3,-2,—-1,—-1,-3,-1,—-2,-2,-3
- 3) _3P Q)ﬁ _3) _3P _3; @) _3; Q); Q)} = _1
bulunur.

Asagida ayrit komsuluk kopma derecesi ile ilgili bilinen bazi genel teoremler

verilmisgtir.

Teorem 3.1.1. [2] n tepeli bir baglantili G grafi i¢in
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ENR(G) < n — 4 diir.

Teorem 3.1.2. [2] G, n tepeli baglantili graf, bagimsizlik sayis1 a(G) ve ayrit

komsuluk baglantililik sayis1 Ay5(G) olmak lizere
ENR(G) < a(G) — Ayp(G) — 1 dir.

3.2. Baz1 Ozel Graflarin Ayrit Komsuluk Kopma Derecesi
Bu kisimda, baz1 6zel graflarin ayrit komsuluk kopma derecesi verilmistir.
Teorem 3.2.1. [2] n tam say1 olmak {izere

a) Pn (n > 4) yol grafi igin

_ (0, n=1(mod3)
ENR(B,) = {_1, n = 0,2 (mod 3) dir.

b) Cn (n = 6) gevre grafi igin

(-1, n=0(mod3)
ENR(C,) = {_2, n=1,2 (mod 3) dir.

c) Wn (n = 5) tekerlek grafi i¢in

-1, n=2(mod?3) dir

ENR(W,) ={ 2, n=0,1(mod3)

d) Kntam grafiigin
n -
ENR(K,) = — lEJ dir.
Asagida baz1 6zel graflar i¢in bizim tarafimizdan elde edilen teoremler verilecektir.

Teorem 3.2.2. Cp, ,,, (n = 6 ve m = 2) kuyruklu yildiz grafi igin

_(m—1, n=0(mod3)
ENR(Cam) = {m -2, n#0(mod?3) dur.
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Ispat 3.2.2. S, Cp,, grafinin bir ayrit subversion stratejisi ve |S| = r olsun. Bu

durumda, ispat iki durum da incelenmelidir.

Durum 1. n = 0 (mod 3) igin {i¢ tane alt durum elde edilir.
Alt durum 1.1 < r < > oldugunda w(Cym/S) < m + 1 ve m(Cpm/S) = 2 olur.

Buradan,
W(Com/S) = IS| = m(Cpm/S) <m+71—1—2=m—2 )
olur.

Alt durum 2.7 > "2 + 1 oldugunda w(Cm/S) < m + 7 ve m(Com/S) = 1 olur,

Buradan,
w(Cpm/S) = 1S —m(Com/S) <m+r—1r—1
ve
ENR(Cppm) <m-—1 )
elde edilir.

Alt durum 3. Diger taraftan, |S*| = nT_3+ 1 olacak sekilde bir ayrit subversion
stratejisi S* kolayca segilebilir ki w(Cppm/S*) =m+ “T“” +1ve m(Cpm/S*) =1

elde edilir. Buradan,
ENR(Cpm) =m—1,n =0 (mod 3) (3)
bulunur.

Durum 2. n # 0 (mod 3) igin {i¢ tane alt durum elde edilir.
Alt durum 1. 1< 7 < %2 oldugunda w(Cypm/S) < m +7ve m(Com/S) 2 3

olur. Buradan,
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w(Cpm/S) — 1S = m(Com/S) <m+7r—r—3=m—3tir. (4)

Alt durum 2. 7 2 |"2| + 1 oldugunda w(Com/S) < m +7ve m(Cum/S) 2 2

olur. Buradan,

w(Cpm/S) = 1S =m(Com/S) <m+71—7-2
ve

ENR(Cypm) <m—2 (5)

elde edilir.

Alt durum 3. Diger taraftan, |S*| = [%‘3] + 1 olacak sekilde bir ayrit subversion

stratejisi S* kolayca segilebilir ki w(Cpm/S*) =m + [”T“‘"] +1ve m(Com/S™) =

2 elde edilir. Buradan,
ENR(Cpm) =m—2,n % 0 (mod 3) (6)

bulunur.
(1), (2), (3), (4), (5) ve (6)’dan

_(m—1, n=0(mod3)
ENR(Cn'm) - {m —2, n#0(mod3)

elde edilir.

Teorem 3.2.3. Gn (n = 3) gear grafinin (2n+1) tepe sayist ve (3n) ayrit sayisi olmak

luzere

ENR(G,) = —1 dir.
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Ispat 3.2.3. S, G, gear grafinin bir ayrit subversion stratejisi olsun. |S| =r

oldugunda w(G,/S) < r ve m(G,,/S) = 1 olacaktir. Buradan,
w(G,/S) — |S| —m(G,/S) <r—r—1=—1dir.
Diger taraftan, |S*| = n oldugunda w(G,,/S*) = n ve m(G,,/S*) = 1 olur. Buradan,
ENR(G,) =n—n—1=-1
elde edilir.

3.3. Graf Islemleri ve Ayrit Komsuluk Kopma Derecesi
Bu kisimda, bazi graflarin, graf islemlerinin ayrit komsuluk kopma derecesi

hesaplanmustir.

3.3.1. Kuvvet islemi
Bu kisimda, Py yol ve C, ¢evre graflarinin kuvvet islemlerinin ayrit komsuluk

kopma derecesi hesaplanmastir.

Teorem 3.3.1.1. P4 (n>7 ve d #2), Pn yol grafin kuvvet grafi olsun. Bu

durumda,

2—|3, n=1,30nod4),(n=>d+3)
ENR(PR) = 4_7[2] dir,

> n=0,2(mod4), (n=>d+2)

Ispat 3.3.1.1. S, P4 grafinin bir ayrit subversion stratejisi ve |S| = r olsun. O halde

ispat iki durum da incelenmelidir.

Durum 1. n = 1, 3 (mod 4) i¢in ii¢ tane alt durum elde edilir.

Alt durum 1.1 <r < E] — 3 oldugunda r = 1 ise w(P4/S) = 1 ve m(P%/S) >

n—2ayricar = E] — 3icin w(P4/S) < 2 ve m(P4/S) = 3 olur. Buradan,
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2-n<ENR(R) <2 - [4] 7

olur.

Altdurum 2. r > |2| — 2 oldugunda w(B2/S) < 2 ve m(P2/S) = 2 olur. Buradan,
2

w(B/S) =S| —m(B¢/S) <2-r—2=—r
ve her iki tarafin maksimumu alindiginda

ENR(P%) < max{-r}
olur. f(r) = —r azalan fonksiyonu maksimum degerini r = E] — 2’de alir. Boylece,
ENR(PH) <2 - [3] (®)

elde edilir.

Alt durum 3. P¢ grafinda, bir S* ayrit subversion stratejisi vardir dyle ki |S*| =

E] — 2, w(P2/8*) = 2vem(P%/S*) = 2 elde edilir. Buradan

ENR(PY) = 2 — [g] n=1,3(mod4), (n=>d+3) (9)
bulunur.

Durum 2. n = 0, 2 (mod 4) igin ¢ tane alt durum elde edilir.
Altduruml. 1 <r < g — 2 oldugundar = 1 ise w(P4/S) = 1ve m(P2/S) >n —

2 ayricar = g— 2 ise w(P4/S) < 2 ve m(P2/S) = 2 olur. Buradan,

2 —n < ENR(PY) sz-% (10)

17



bulunur.

Alt durum 2. r 22— 1 oldugunda w(P%/S) <2 ve m(P%/S) =1 olur. Bu

durumda
w(P2/S) —|S| —-m(P&/S) <2—-r—1
ve her iki tarafin maksimumu alindiginda
ENR(P®) < max{1 —r}

olur. f(r) =1—r azalan fonksiyonu maksimum degerini r = % —1 ’de alir.

Boylece,
ENR(R}) <2-~ (11)

elde edilir.

n

Alt durum 3. B¢ grafinda, bir S* ayrit subversion stratejisi vardir dyle ki |S*| = i

1, w(R4/S*) = 2 ve m(P%/S*) = 1 dir. Buradan,
ENR(PY) = ‘*‘T”,n =0,2 (mod 4),(n >d + 2) (12)

bulunur.
(7), (8), (9), (10), (11) ve (12)’den

2

2—[3], n=13(mod4),(n=d+3)
Ly n=0,2(mod4),(n>d+2)

ENR(B}) =

4—
2

elde edilir.
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Sonu¢ 3.3.1.2. B¢ (n > 7 ve d # 2) grafinda n=d+1 olursa, P¢ grafi tam grafa

izomorf olacaktir. Teorem 3.2.1’in d sikkindan
d n
ENR(K,) = ENR(R®) = - |3|

olur.

Sonug 3.3.1.3. B2 (n = 4), yol grafinin kuvvet grafi olmak iizere

0, n =1 (mod 3) d
-1, n=0,2(mod 3) 1.

ENR(P?) = {
Sonuc 3.3.1.4. P4 (n > 4) grafi icin d=1 oldugunda Teorem 3.2.1’in a sikkindan

0, n =1 (mod 3)
—1, n=0,2(mod3)

ENR(PY) = {
oldugu agikca goriiliir.

Teorem 3.3.1.5. C¢ (n = 9 ve d # 2), Cn gevre grafin kuvvet grafi olsun. O halde

n-2

1- [— , n=130mod4),(n=d+5)
ENR(CH) = 2 dur.

‘*-Tn, n=0,2(mod4),(n=d+4)

Ispat 3.3.1.5. Ispat, Teorem 3.3.1.1’in ispatina benzer sekilde yapulir.

Sonu¢ 3.3.1.6. C¢ (n =9 ve d # 2) grafinda n=d+2 olursa, C¢ grafi tam grafa

izomorf olacaktir. Teorem 3.2.1’in d sikkindan
_ dy — _|n
ENR(K,) = ENR(CY) = — lEJ

olur.
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Sonug¢ 3.3.1.7. C2 (n > 6), gevre grafinin kuvvet grafi olmak {izere

-1, n=0(mod?3)

2y —
ENRCD =1y "21 ) med 3) 9T

Sonug 3.3.1.8. C¢ (n > 6) grafi i¢in d=1 oldugunda Teorem 3.2.1’in b sikkindan

-1, n=0(nod?3)

1y —
ENR(Cn) - {_2, n=1,2 (mOd 3)

oldugu acikca goriiliir.

3.3.2. Tiimleyen Islemi
Bu kisimda, tiimleyen isleminin bazi graflardaki ayrit komsuluk kopma

dereceleri hesaplanmustir.

Teorem 3.3.2.1. P, (n>4), bir yol grafin timleyen grafi olmak iizere, ayrit

komsuluk kopma derecesi

2—% n = 0 (mod 2)

1-— EJ n # 0 (mod 2) ar

ENR(P,) =

ispat 3.3.2.1. S, P, grafinin bir ayrit subversion stratejisi ve |S| = r olsun. O halde

ispat iki durumda incelenmelidir.

Durum 1. n = 0 (mod 2) i¢in ii¢ tane alt durum elde edilir.
Alt durum 1.1 <7 <Z>—2 oldugunda r = 1 igin w( P,/S) = 1 ve m(B,/S) =
n—2 aynca r =~ —2 i¢cin w( P,/S) = 1 ve m(P,/S) = 4 elde edilir. Buradan,

ayrit komsuluk kopma derecesi aralig
2—n§ENR(E)s—1—§ (13)

olur.
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Altdurum 2. r > g — 1 oldugunda w( B,/S) < 2 ve m( B,/S) = 1 olur. Buradan
w(P,/S)—ISI-m(B,/S)<2-r-1
ve her iki tarafin maksimumu alindiginda
ENR(P, ) < max{1 —r}

olur. f(r) =1—r azalan fonksiyonu maksimum degerini r = g — 1 ’de alir.

Boylece,
ENR(B, ) <2-7 (14)
elde edilir.

r— n

Alt durum 3. §*, B, grafinda bir ayrit subversion stratejisi olsun. |S*| = >~ L

W( B,/S *) =2ve m( P,/S *) = 1 oldugu kolayca goriilebilir. Buradan,
ENR(E)zZ—g,nEO(modZ) (15)
bulunur.

Durum 2. n # 0 (mod 2) ig¢in {i¢ alt durumda incelenmelidir.

Alt durum 1.1 <r < EJ — 2 oldugunda r = 1 igin W(P_n/S) =1ve m( P_n/S) >

n—2ayricar = BJ — 2 i¢in w( P,/S) = 1 ve m( B,/S) = 5 elde edilir. Buradan,

ayrit komsuluk kopma derecesi aralig
T n
2-n<ENR(E, )<-2-|} (16)
olur.
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Altdurum 2. r > EJ — 1 oldugunda w( B,/S) < 2 ve m( B,/S) = 2 olur. Buradan

w(P,/S)—IS|—-m(B,/S)<2—-7r-2
ve her iki tarafin maksimumu alindiginda

ENR(P, ) < max{-r}

elde edilir. f(r) = —r azalan fonksiyonu maksimum degerini r = EJ — 1°de alur.
Boylece,
= n
ENR(B, ) <1-|3] (17)
bulunur.

Alt durum 3. S*, ﬂ grafinin bir ayrit subversion stratejisi olsun. |S*| = BJ -1,

W( E/S*) =2ve m( P_n/S*) = 2 oldugu kolayca goriilebilir. Buradan,
ENR(B, ) =1-|3],n %0 (mod 2) (18)

bulunur.
(13), (14), (15), (16), (17) ve (18)’den

2—2 n = 0 (mod 2)

ENR(Pu) =1 _ 2| n%0(mod2)

elde edilir.

Teorem 3.3.2.2. C, (n = 6), bir ¢evre grafin timleyen grafi olmak iizere ayrt

komsuluk kopma derecesi
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2—2 n=0(mod?2)

2

1|2 n#0@mod2) ar

ENR(Ty) =

Ispat 3.3.2.2. ispat, Teorem 3.3.2.1’in ispatina benzer sekilde yapulir.

3.4. Gear Grafin Graf Islemleri

Bu kisimda, gear grafin graf islemlerinin ayrit komsuluk kopma derecesi
hesaplanmistir.

3.4.1. Tiimleyen islemi

Bu kisimda, gear graflarin tiimleyen isleminin ayrit komsuluk kopma derecesi

hesaplanmustir.
Teorem 3.4.1.1. G,, (n = 3), Gn gear grafimin tiimleyen grafi olmak iizere
ENR(G,)=1—ndir.

ispat 3.4.1.1. S, G,, gear grafinin bir ayrit subversion stratejisi ve |S| = r olsun. ispat

i¢in iki durum incelenmelidir.
Durum 1. 1<r<n-2ise r=1 icin w(G,/S)<1ve m(G,/S)=2n+1-
2=2n—1, ayricar =n— 2 i¢in w( G,/S) <1 ve m( G,/S) =5 olur. Buradan
ayrit komsuluk kopma derecelerinin araligi

—2n+1<ENR(G,)<-2-n (19)
olur.

Durum 2.7 > n — 1ise w( G,/S) < 2 ve m( G,/S) = 2 olur. Buradan,

w(G,/S) = IS| —m(G,/S)<2—1—2
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ve her iki tarafin maksimumu alindiginda
ENR( G, ) < max{—r}
olur. f(r) = —r azalan fonksiyonu maksimum degerini r = n — 1’de alir ve
ENR(G,)<1-n (20)

elde edilir.
G, timleyen grafinda, |S*| = n — 1 olan bir S* € E ( G_n) ayrit subversion stratejisi

vardir ki W( G_n/S*) =2 ve m( G_n/S*) = 2 olacaktir. Ayrt komsuluk kopma

derecesi tanimindan,
ENR(G,)=2-n+1-2=1-n (21)

bulunur.
(19), (20) ve (21)’den

ENR(G,)=1-n
elde edilir.
3.4.2. Kartezyen Carpim Islemi
Asagida Gn gear grafinin K, tam graf ile kartezyen ¢arpim isleminin ayrit
komsuluk kopma derecesi hesaplanmastir.
Teorem 3.4.2.1. K, tam graf ve G,, (n = 3) gear graf olmak tizere

ENR(K, x G,) = —1 dir.

Ispat 3.4.2.1. S, K, X G, ’nin bir ayrit subversion stratejisi ve |S| = r olsun. Ispat

i¢in ti¢ durum incelenmelidir.
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Durum 1. r<n ise w((K;XG,)/S)<r+1 ve m((K,XG,)/S) =2 olur.

Buradan,
w((Ky X G,)/S) — IS —m((Ka X Gp)/S) <r+1—-r—-2=-1
ve ayrit komsuluk kopma derecesi tanimindan
ENR(K; X G,) < —1 (22)
olur.
Durum 2.7 > nise w((K, X G,)/S) < r ve m((K, X G,)/S) = 1 olur. Buradan,
w((Ky X G)/S) — IS —m((Ky X G)/S) <r—r—1=-1
ve ayrit komsuluk kopma derecesi tanimindan
ENR(K;, X G,) < —1 (23)
olur.

Durum 3. |S*| =n oldugunda w(G,/S*) =n+1 ve m(G,/S*) = 2 olacaktir.
Dolayisiyla

ENR(K, X G,) = —1 (24)

elde edilir.
(22), (23) ve (24)’den

ENR(K, X G,) = —1

bulunur.
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4. AYRIT SACILIM SAYISI (EDGE SCATTERING NUMBER)

Bu bolimde, ayrit sagilim sayisinin tanimi, bilinen ve hesaplanan bazi
teoremler verilmistir. Daha sonra bazi 6zel graflarin ve graf islemlerinin ayrit sagilim

sayist hesaplanmustir.

4.1. Tamim ve Teoremler
Bu kisimda, ayrit sagilim sayisinin tanimi ve bazi bilinen teoremler

verilmigtir.
Tammm 4.1.1. [1] Baglantili bir G grafinin ayrit sagilim sayis1 (edge scattering
number), S ayrit kesim kiimesi, G — S grafindaki bilesen sayis1t w(G — S) olmak

luzere

es(G) = SrgnE%){w(G —-S)—|5|: w(G-S5)>1}

olarak tanimlanir.

Ornek 4.1.1. Sekil 4.1°deki G grafimin ayrit sagilim sayisim1 hesaplayalim. S, G

grafinin bir ayrit kesim kiimesi olsun. Bu durumda,

Sekil 4.1. Baglantili bir G graf

|S| = 1 olsun. S kiimeleri

o S, ={1}isew(G—S;) =20lurvees;(G)=2—-1=1.

o S,={2}ise w(G —S,) =1 olur ve bu ise tanimla ¢elismektedir. Bu yiizden
es(G) hesaplanamaz.

o S;={3}ise w(G —S3) =1 olur ve bu ise tanimla gelismektedir. Bu yiizden

es(G) hesaplanamaz.
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o S,={4}ise w(G —S,) =1 olur ve bu ise tanimla g¢elismektedir. Bu yiizden
es(G) hesaplanamaz.
e S.={5}ise w(G —Sg) =1 olur ve bu ise tanimla gelismektedir. Bu yiizden

es(G) hesaplanamaz.

|S| = 2 olsun. S kiimeleri

o S,={12}isew(G —S¢) =2o0lurvees,(G) =0,

o S, ={1,3}isew(G—S,)=2olurvees;(G) =0,

o Sg={1,4}isew(G — Sg) = 2olurve es,(G) =0,

e So={1,5}ise w(G —Sy) = 2o0lurveess(G) =0,

e Si0=1{23}isew(G — S;5) = 2olurve esg(G) =0,
o S ={24}isew(G — S;;) = 2olurvees,(G) =0,
e S, ={3,5}isew(G — S;2) = 2olurve esg(G) =0,
e Si3=1{45}isew(G — S;3) = 2olurve esq(G) =0,
o S, =1{25}isew(G — S;,) = 2olurve es;,(G) =0,
o S;c={3,4}isew(G — S;5) = 2 olur ve es;;(G) = 0 elde edilir.

|S| = 3 olsun. S kiimeleri

o S =1{123}ise w(G — S;5) = 30lurve es;,(G) =0,

o S;,={124}ise w(G — S;7) = 3 olurve es;3(G) = 0,

o Sig=1{145}ise w(G — S;g) = 3 olurve es;4,(G) =0,

e So=1{13,5}ise w(G — S;9) = 3 0lurve es;5(G) =0,

o S,0=1{234}ise w(G — S,y) = 3 olurve es;4(G) =0,

o S,y ={345}isew(G — S,;) =3 olurvees;(G) =0,

o S, =1{235}ise w(G — S,;) =3 olurve es;3(G) =0,

e S,3=1{1,25}ise w(G — S,3) = 3 olurve es;4(G) =0,

e S,,=1{245}ise w(G — S,4) = 3 olur ve es,,(G) = 0 elde edilir.

|S| = 4 olsun. S kiimeleri

o S,:=1{1,234}ise w(G — S,5) =4 olurve es,;(G) =0,
o S,6=1{124,5}ise w(G — S,6) = 4 olur ve es,,(G) =0,
o S,,=1{1,23,5}ise w(G — S,7) = 4 olur ve es,3(G) =0,
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o S,5=1{2,34,5}ise w(G — S,5) = 4 olur ve es,,(G) =0,
e S, =1{1,3,4,5}ise w(G — S,9) = 4 olur ve es,s(G) = 0 elde edilir.

|S| = 5 olsun. S kiimesi S3¢ = {1,2,3,4,5} ise w(G — S30) = 5 olur ve es,c(G) =0

elde edilir.

Ayrit sa¢ilim sayis1 tanimindan,

es(G) = max (w(G —S) — IS:] : S; € E(G),w(G = S) > 1}

= max{1,9,9,9,9,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0} = 1

elde edilir.

Asagida ayrit sacilim sayisi ile ilgili bilinen bazi genel teoremler verilmistir.
Teorem 4.1.1. [1] G bir baglantili graf ve 6(G), G grafinin minimum derecesi olsun.
Bu durumda,
es(G) =2 —6(G) dr.
Teorem 4.1.2. [1] G bir graf olsun. G grafi A-ayrit baglantili ise
es(G) = 2 — A(G) dur.

Teorem 4.1.3. [1] G bir baglantili graf olsun. Bu durumda,

es(G) < 1dir.
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4.2. Baz1 Ozel Graflarin Ayrit Sacilim Sayisi

Bu kisimda, baz1 6zel graflarin ayrit sagilim sayisi verilmistir.

Teorem 4.2.1. [1] n ve m tam say1 olmak {izere

a) T agag grafi igin es(T)=1;

b) Pn yol grafi i¢in es(Pn)=1;

€) Kina yildiz grafi igin es(Kyn-1)=1;

d) Cn cevre grafi i¢in es(Cy)=0;

e) Kntam grafi igin es(Kn)=3-n;

f) Chm kuyruklu yildiz grafi i¢in es(Cnm)=1 dir.

Teorem 4.2.2. Gn (n = 3) gear grafinin ayrit sagilim sayis1 O dir.

Ispat 4.2.2. S, G, gear grafinin bir ayrit kesim kiimesi olsun. Bu durumda, |S| =r

oldugunda en fazla r tane bilesen ortaya ¢ikar. Ayrit sagilim sayisi tanimindan

w(G,—S8)—|S|<r—-r=0

olur. Her iki tarafin maksimumunu alindiginda

es(Gy) <0 (25)

elde edilir.

Diger taraftan, 6(G,,) = 2 oldugu goriiliir. Teorem 4.1.1°den

es(G,) =22-6(G,)=2-2=0 (26)

elde edilir. (25) ve (26) esitsizliklerinden

es(G,) =0

bulunur.
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4.3. Graf Islemleri ve Ayrit Sacihm Sayisi
Bu kisimda, bazi graflarin, graf islemlerinin ayrit sagilim sayisi

hesaplanmustir.
4.3.1. Kuvvet islemi

Bu kisimda, Pn yol graf ve C, ¢evre grafinin kuvvet isleminin ayrit sagilim

sayis1 hesaplanmastir.
Teorem 4.3.1.1. P4 (n = 4), Pn yol grafinin kuvvet grafi olmak iizere

es(PH) =2 —d dir.
Ispat 4.3.1.1. S, P¢ nin bir ayrt kesim kiimesi |S| =7 ve §(B%), P¢ grafinin
minimum derecesi olsun. P¢ grafini par¢alamak igin uygun olacak sekilde en az ayrit
secerek geriye kalan grafin bilesen Sayisi arttirilmalidir. Sekil 2.7 goze alindiginda
5(PZ) = 2 oldugu aciktir. O halde P& grafi i¢in minimum tepe derecesi §(P%) = d

oldugu da goriiliir. Ayrit sa¢ilim sayisini bulmak i¢in ii¢ durum incelenmelidir.

Durum 1. r < §(P%) = d almirsa w(P% — S) = 1 elde edilir fakat tanim geregi

celigkidir.

Durum 2. d+1<r<E(R!) oldugunda r=d+1 igin w(Rl—S)<|%|+

1 ayrica r = E(P%) icin w(P& — S) < n olur. Buradan, ayrit sacilim sayisi1 araligi
EEH=n-D+@-Dn-d)+Id-i—-1))
n—E(PY) <es(P?) < [EJ —d (27)

olur.

Durum 3. r = §(P%) = d alinirsa w(P% — S) < 2 olacagi aciktir. Ayrit sacilim

sayis1 tanimindan,
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es(PH <w(PE—-8)—|S|=2—-d (28)

elde edilir.

Diger taraftan, P¢ grafinin minimum derecesi §(P¢ ) = d dir. Teorem 4.1.1°den

es(B%) =2 —ddir. (29)

(27), (28) ve (29)’dan

es(P?)=2-d

elde edilir.

Sonu¢ 4.3.1.2. P4 (n = 4) grafinda n=d+1 olursa, B¢ grafi tam grafa izomorf

olacaktir. Teorem 4.2.1’in e sikkindan

es(K,) =es(P))=3-n

olur.

Sonuc 4.3.1.3. P4 grafi igin d=1 oldugunda Teorem 4.2.1’in b sikkindan

es(Bl) = 1 dir.

Teorem 4.3.1.4. C& (n > 4), Cy gevre grafinin kuvvet grafi olmak iizere

es(C3) =1 —d dir.

Ispat 4.3.1.4. Ispat, Teorem 4.3.1.1’in ispatina benzer sekilde yapulir.

Sonu¢ 4.3.1.5. C& (n = 4) grafinda n=d+2 olursa, C¢ grafi tam grafa izomorf

olacaktir. Teorem 4.2.1’in e sikkindan
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es(K,) =es(P’)=3—n
olur.
Sonuc 4.3.1.6. C& grafi igin d=1 oldugunda Teorem 4.2.1’in d sikkindan
es(CY) = 0 dir.

4.3.2. Tiimleyen Islemi
Bu kisimda Py yol grafinin ve Cy ¢evre grafinin tiimleyenlerinin ayrit sagilim

say1s1 hesaplanmustir.
Teorem 4.3.2.1. P, (n = 4), tiimleyen yol grafinin ayrit sagilim sayis1
eS(P_n) =5 —ndir.

ispat 4.3.2.1. S, P, grafinin bir ayrit kesim kiimesi ve |S| = r olsun. Ayrit sagilim

sayisini bulmak i¢in agsagidaki dort durum incelenmelidir.

Durum 1. r <n-—3 olarak alinirsa W(P_n—5)=1 olur fakat tanim ile

celismektedir.

Durum 2.7 = n — 3 almirsa w( B, — S) < 2 olur. Bu durumda
es(P_n)SW(P_n—S)—ISISZ—n+3=5—n (30)

elde edilir.

Durum 3. n—2<r< E(P_n) oldugunda r = n — 2 i¢in W(P_n—S) < 2 ayrica
r= E(P_n) igin W(P_n — .S') <n olur. Buradan, ayrit sagilim sayis1 araligi

(E(E) =3+ ?=_32i)
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n—E(P_n)Ses(P_n)S4—n (31)
olur.
Durum 4. P, grafinin minimum derecesi & ( P_n) = n — 3 tiir. Teorem 4.1.1’den
es(P,)=2—-(n—3)=5—ndir. (32)
(30), (31) ve (32)’den

es(P_n) =5-—n

bulunur.

Teorem 4.3.2.2. Chn (n =5) gevre grafi olmak iizere tiimleyeninin ayrit sagilim

sayl1s1
eS(C_n) =5 —ndir.
Ispat 4.3.2.2. Ispat, Teorem 4.3.2.1’in ispatina benzer sekilde yapulir.

4.4. Gear Grafin Graf islemleri

Bu kisimda, gear graflarin islemlerinin ayrit sacilim sayisi hesaplanmastir.

4.4.1. Tiimleyen Islemi
Asagidaki teoremde gear grafin tiimleyeninin ayrit sagilim sayisi

hesaplanmastir.
Teorem 4.4.1.1. G,, (n = 3), Gn gear grafimin tiimleyen grafi olmak iizere

es(G_n) = 2 —ndir.
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ispat 4.4.1.1. G,, grafinin, iki tane Kn1 ve Knz tam alt grafi vardir. Koy grafinmn her bir

tepesi Kny grafinin tepelerine (n — 2) ayritla birlestirilmistir. S, G,, grafinin bir ayrit

kesim kiimesi ve |S| = r olsun. Bu durumda iki tane durum elde edilir.

Duruml. 1 <r <nise
w( G, —S) = 1dir.

Fakat bu esitlik ayrit sacilim sayist tanimi ile celisir. Tamimimiz geregi W(G_n —

S) > 1 esitsizligi saglanmaliyda.
Durum 2. n < r < E(Gy) ise en fazla |~ + 1 bilesen elde edilir. Boylece,
W(G_n—S)— |S] < lﬂ—l—l—r
ve her iki tarafin maksimumu alindiginda
es(Gy) < max{lﬂ +1- r}

elde edilir. f(r) = l%J + 1 — r azalan fonksiyonu maksimum degerini r = n’de alir

ve
es(G_n)SZ—n (33)

elde edilir. G,, grafinda, bir S* ayrit kesim kiimesi vardir dyle ki |S*| = n ve w( G, —

S) = 2 dir. Buradan,
es(G_n)=2—n (34)

bulunur.
(33) ve (34)’den

34



es(G,)=2-n
elde edilir.
4.4.2. Kartezyen Carpim Islemi
Bu kisimda, K, X G,ve G,, X G, kartezyen carpim graflarinin ayrit sagilim
sayist hesaplanmustir.
Teorem 4.4.2.1. K, tam grafi ve G, (n = 3) gear grafi olsun. Bu durumda

es(K, X G, ) = —1dir.

Ispat 4.4.2.1. K, x G,, grafininin tepe sayis1 4n+2’dir ve ayrica Gn1 ve Gnz olan iki
alt grafi vardir. S, K, X G, grafinin bir ayrit kesim kiimesi ve |S| = r olsun. K, X G,
grafi igin A(K, X G,) = 3 elde edilir. Teorem 4.1.2.’den

es(K; XxG,)=>2-3=-1 (35)

olur. r<3 oldugunda w((K; X G,) — S) = 1 olacagindan tanimdan dolay1 geliskidir.

r+1

r = 3 oldugunda w((K;, X G,) — S) = [ J + 1 elde edilir. Buradan,

r+1

w((Ky X Gy) — ) — |S|<[ J+1—r

ve her iki tarafin maksimumu alindiginda
es(K, X G,) < max{lrsil +1-— r}

elde edilir. f(r) =

erJ + 1 — r azalan fonksiyonu maksimum degerini r = 3’te alir

ve

es(K, X G,) < —1dir. (36)
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(35) ve (36) esitsizliklerinden
es(K, X G,) = —1
bulunur.

Teorem 4.4.2.2. m > 3 ve n > 3 tam sayilar1 olmak {izere G,, X G, grafin ayrit

sacilim sayisi -3 tiir.

Ispat 4.4.2.2. A(G,, X G,), G,, X G, grafinin ayrit baglantililik sayis1 olsun. G,, X G,
grafi igin A(G,, X G,) = 5 olur. Teorem 4.1.2’den

es(Gy X G ) =2 — A(Gy X G) = =3 (37)

elde edilir.
r<5 ise w((Gp X G,) — S) = 1 olacagindan tanimdan dolay1 geliskidir.

Diger taraftan, S, G, X G, grafinin bir ayrit kesim kiimesi ve |S| = r olsun.r > 5

ise w((Gm X Gp) —S) < EJ + 1 olur. Buradan,

wW((Gn X Go) = S) = IS < |5 +1 -7
ve her iki tarafin maksimumu alindiginda

es(Gy X Gy ) < max{EJ +1-1}

elde edilir. f(r) = EJ + 1 — r azalan fonksiyonu maksimum degerini r = 5’de alir

ve
es(Gy X G, ) < -3 (38)

olur.
(37) ve (38) esitsizliklerinden

36



es(Gp X G, ) = -3
bulunur.
4.4.3. Ardisik Toplama Islemi (Sequential Join)
Bu kisimda G,, + G, ve G3 + G4 + --- + G, graflariin ayrit sacilim sayisi
verilmistir.
Teorem 4.4.3.1. G ve G, gear graflar ve 3 < m < n olsun. Bu durumda

es(G,, + G,) = —2m — 1 dir.

Ispat 4.43.1. §(G,, + G,) , Gy + G, grafinin minimum derecesi olmak iizere

6(Gp, + Gp) = 2m + 3 tiir. Teorem 4.1.1°den

es(Gp +Gy) =2—68(Gp+G)=2-2m—3=-2m—-1 (39)

elde edilir.

Diger taraftan, S, G,, + G, nin bir ayrit kesim kiimesi ve |S| = r olsun. r > 2m + 3

T
2m+1+2

oldugunda W((Gm +G,)—S ) = [ J + 1 olur. Ayrit sagilim sayis1 tanimindan,

r
2m+3

W((Gm +G) =) = 18I < | = +1 -7

olur ve her iki tarafin maksimumu alindiginda

es(Gy + Gy) < max{l . J+ 1 —r}

2m+3

r
2m+3

olur. f(r) = [

alir ve

J + 1 — r azalan fonksiyonu maksimum degerini r = 2m + 3’de

es(Gp + G,) < —2m — 1 dir. (40)
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(39) ve (40) esitsizliklerinden
es(Gy + G,) = —-2m—1
bulunur.
Sonuc¢ 4.4.3.2. G; + G, gear graflar1 igin
es(G; + G,) = —7 dir,
Teorem 4.4.3.3. G3 + G4 + -+ + G, (n = 5) gear graflari olmak tizere
es(G; + G4 + -+ G,) = —9 dur.

Ispat 4.4.33. S, G5 + G, + -+ + G, grafinin bir ayrit kesim kiimesi ve |S| = r olsun.
A(G3 + G4 + -+ + G,) = 11 oldugu kolayca goriiliir. Teorem 4.1.2’den

ES(G3+G4+"'+Gn)22—11=—9dUI’ (41)
Diger taraftan iki durum elde edilir.

Durum 1. r<11 ise w((Gz3+Gy+-++G,)—S)=1 olur ve tamm ile

celismektedir.

Durum 2. r > 11 ise W((G3 + G+ +Gy) — S) = lﬁ] + 1°dir. Ayrit sagilim

sayis1 tanimindan,
es(G3+ Gy + -+ Gp) < max{lﬁj +1- r}
olur. f(r) = lﬁ] + 1 — r azalan fonksiyonu maksimum degerini r = 11’de alir ve

es(Gz3+ Gy + -+ Gy) <9 (42)
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elde edilir. (41) ve (42) esitsizliklerinden

es(G; + Gy + -+ G,) = —9 dur.
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5. SONUC

Bu boliimde, 3. ve 4. boliimdeki graflarin, ayrit komsuluk kopma dereceleri

(ENR) ve ayrit sagilim sayilar1 (es) tablolar halinde karsilastirilmistir.

e Tablo 5.1°de Gy, kuyruklu yildiz grafinin ayrit komsuluk kopma dereceleri

(ENR) ve ayrit sagilim sayilar1 (es) verilmistir.

Tablo 5.1. C,, , kuyruklu yildiz grafinin ENR ve es degerleri

C.m kuyruklu yildiz graf
n m ENR es
6 2 1 1
6 3 2 1
6 4 3 1
7 2 0 1
7 3 1 1
7 5 3 1
8 6 4 1
10 10 8 1

Tablo 5.1 incelendiginde, Teorem 4.2.1°in f gikkindaki herhangi n ve m
degerleri i¢in es(Cn,m) = 1 olacagindan ayrit sagilim sayis1 (es) ayirt edici 6zellige

sahip degildir. Cilinkii n sayist degistiginde es o6l¢iimii degismeyecektir. Bu yiizden
ayrit komsuluk kopma derecesi (ENR) ayirt edici 6zellige sahiptir.

e G, (n=>=3) gear grafinin ayrit komsuluk kopma derecesi (ENR) i¢in Teorem
3.2.3’den ENR(G,) = —1 ve Teorem 4.2.2’den ayrit sa¢ilim sayisi (€S) i¢in
es(G,) = 0 dir. Buradan kolayca goriilecegi lizere G, gear grafi icin ENR ve es

Ol¢timii ayirt edici degildir. Ciinkii n sayis1 degistiginde G,, gear grafinin ayrit

komsuluk kopma derecesi (ENR) ve ayrit sagilim sayis1 (es) degismeyecektir.
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e Tablo 52°de P4 (n>7 ve d # 2) kuvvet grafinin ayrit komsuluk kopma

dereceleri (ENR) ve ayrit sagilim sayilari (es) verilmistir.

Tablo 5.2. P¢ kuvvet grafinin ENR ve es degerleri

P& kuvvet graf
n d ENR es
7 3 -2 -1
7 4 -2 -2
8 3 -2 -1
8 4 -2 -2
9 3 -3 -1
9 4 -3 -2
9 5 -3 -3
9 6 -3 -4
10 4 -3 -2
10 5 -3 -3
10 6 -3 -4
10 8 -3 -6
11 4 -4 -2
11 5 -4 -3
11 6 -4 -4
11 8 -4 -6
12 5 -4 -3
12 6 -4 -4
12 8 -4 -6
15 8 -6 -6

Tablo 5.2 incelendiginde, Teorem 3.3.1.1°den gbriiliir ki B4 grafinin ENR
Ol¢iimiiniin hesab1 n seviyesine baghidir fakat ayni grafin Teorem 4.3.1.1°deki es
6l¢timiiniin hesab1 n seviyesine bagl degil, d derecesine baglidir. Bu yiizden ENR ve

es dlgiimii ayirt edicidir ancak B¢ grafinda:
n ¢ift sayisi i¢in d =§ ve n tek sayist i¢in d = EJ + 1 oldugunda ENR ve es

Ol¢iimleri ayirt edici 6l¢iim degildir.
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e Tablo 5.3°de P, (n = 4) timleyen grafinin ayrit komsuluk kopma dereceleri

(ENR) ve ayrit sagilim sayilari (es) verilmistir.

Tablo 5.3. P, tiimleyen grafinin ENR ve es degerleri

P,, timleyen graf
n ENR es
4 0 1
5 -1 0
6 -1 -1
7 -2 -2
8 -2 -3
9 -3 -4
10 -3 -5
12 -4 -7
15 -6 -10

Tablo 5.3 incelendiginde, P, tiimleyen grafinin zedelenebilirligi icinn = 6,7
oldugunda ENR ve es 6l¢iimii ayirt edici degildir fakat diger durumlarda ENR ve es

Ol¢timii ayirt edicidir.

e Tablo 54’de G, (n=3) timleyen gear grafinin ayrit komsuluk kopma

dereceleri (ENR) ve ayrit sagilim sayilari (es) verilmistir.

Tablo 5.4. G, timleyen grafinin ENR ve es degerleri

G,, tiimleyen graf
n ENR es
3 -2 -1
4 -3 -2
7 -6 -5
8 -7 -6
9 -8 -7
10 -9 -8
12 -11 -10
15 -14 -13

Tablo 5.4 incelendiginde G, timleyen grafinin zedelenebilirligi i¢in ENR ve

es ol¢iimii ayirt edicidir.

42



K, X G, grafinin ayrit komsuluk kopma derecesi (ENR) i¢in Teorem 3.4.2.1°den
ENR(K;, X G,) = —1 ve Teorem 4.4.2.1’den ayrit sag¢ilim sayisi es(K, X G,,) =
—1 dir. Buradan K, X G, grafi icin ENR ve es 6l¢iimii ayirt edici degildir. Ciinkii

n sayist degistiginde K, X G, grafinin ayrit komsuluk kopma derecesi (ENR) ve

ayrit sagilim sayisi (es) degismeyecektir.

Tablo 5.1-5.4’deki 6l¢iim degerlerinin, baz1 6zel graflar igin belirleyici oldugu

goriilmiistiir. ENR ve es 6l¢iimii i¢in ¢ikarilacak genel sonug:

» Bir grafin ayrit sagilim sayis1 (€s) hesaplanirken izlenecek yol, grafi en az
ayrit sayisi (|S|) ile parcalayip en fazla bilesen sayis1 (W) elde etmek olacaktir,
fakat grafin sahip oldugu ayrit sayisi arttikga (n, d, m seviyesine gore) ayrit

sacilim sayisi (es) azalmaktadir.

> Bir grafin ayrit komguluk kopma derecesi (ENR) hesaplanirken izlenecek yol,
grafi en az ayrit sayist (|S]) ile parcalayip en az tepe sayist (m) ve en fazla
bilesen sayis1 (W) elde etmek olacaktir. Genel olarak diisiintildiigiinde ENR
Olclimii, es Olglimiinden daha az deger alacaktir fakat es Ol¢limii, ¢cok ayrit
iceren graflarda ayirt edici 6l¢lim olmayacagindan ENR 6l¢limiinii kullanmak
bir grafin zedelenebilirligini degerlendirmek agisindan daha avantajh

olacaktir.
» Bir grafin ENR ve es degeri tepe sayisina yakin bir deger ¢iktiginda graf

oldukca hassas, negatif bir deger ¢iktiginda graf oldukca kuvvetli oldugu

gorilmiistiir.
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