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Stanley-Reisner halkalari, degismeli cebir ile kombinatorik matematik
arasinda bir baglant1 olusturarak, bircok degismeli cebir problemini kombinatorik
yapilar ile ¢cozmeye olanak saglar. Kombinatorik degismeli cebirin merkez problemi,
graflar veya simpleks kompleksler gibi kombinatorik yapilarin, Cohen-Macaulaylik,
projektif boyut, Castelnuovo-Mumford regiileritesini arastirmaktir. Kombinatorik
yapilarda yapilan degisikliklerin Stanley-Reisner halkalarinda cebirsel sonuglarinin
aragtirtlmasi ilgi cekici olmustur. Boylece, Stanley-Reisner halkalari, degismeli

cebir, cebirsel geometri, homoloji cebiri ve cebirsel topoloji kavramlart ile iligkilidir.

Bu caligmada, Stanley-Reisner halkalarina giris yapilacaktir. Bir grafin ve
simpleks kompleksin, projektif boyutu ve Castelnuovo-Mumford regiileritesi ile

ilgili sonuclar verilecektir.
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Anahtar Kelimeler: Cohen-Macaulay Halkalar, Stanley-Reisner Halkasi,
Regiilerite, Projektif Boyut.
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Stanley-Reisner rings provides a connection between commutative algebra
and combinatorial mathematics so that many problems related to commutative
algebra can be solved in terms of combinatorial structures. The central problem of
combinatorial commutative algebra is to study the Cohen-Macaulayness, projetive
dimension and Castelnuovo-Mumford regularity of combinatorial structures such as
graphs or simplicial complexes. The study of how local changes in combinatorial
structures apply to the algebraic results of Stanley-Reisner rings is attractive. So, the
Stanley-Reisner rings are related to the commutative algebra, algebraic geometry,

homological algebra and algebraic topology.

In this study, Stanley-Reisner rings will be introduced. The results in terms of

projective dimension and Castelnuovo-Mumford reularity of a graph will be given.

2021, 50 pages

Key Words: Cohen-Macaulay Rings, Stanley-Reisner Rings, Regularity, Projective
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TESEKKUR

Bu tez ¢alismasi Agr1 Ibrahim Cegen Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dalinda hazirlanmistir. Yiiksek lisans tezimin hazirlanmasi
siirecinde benden bilgi ve tecriibelerini esirgemen, calismalarimin diizenli bir
sekilde ilerlemesi i¢in bir hocadan ¢ok bir arkadas gibi tezin hazirlanmasinda gerekli
olan tiim destegi saglayan ¢ok degerli hocam Dr. Ogr. Uyesi Alper ULKER’ e
tesekkiirlerimi sunarim.

Ogrenim hayatim boyunca kendilerinden gordiigiim maddi ve manevi destekten
dolay1 aileme, yiiksek lisans egitimim boyunca calismam icin gerekli destegi ve

motivasyonu saglayan esim Ufuk BAS’a tesekkiirlerimi sunarim.

14/06/2021

Levent BAS
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

A Simpleks Kompleksinin Stanley-Reisner Halkas1

k Cismi Katsayili x4, ..., x,, Degiskenli Polinom Halkas1
G Grafinin Gagimsizlik Kompleksi

x Tepesinin G’ deki Kapali Komsulugu

x Tepesinin G’ deki A¢ik Komsulugu

A kompleksinin derinligi

A Kompleksinin Boyutu

A Kompleksinin Projektif Boyutu

A Kompleksinin Regiileritesi

G Grafinin Stanley-Reisner Halkasi

A Kompleksinin i —inci Indirgenmis Homoloji Grubu
M ve N Modiillerinin Tensor Carpimi

M Modiiliiniin R Halkasi Uzerinde n —inci Tor Modiilii

Ayrik Bilesim
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1. GIRIS

Kombinatorik degismeli cebir alani, cebirsel kombinatorik, homoloji cebiri,
topolojik kombinatorik ve degismeli cebir konularinin arakesitinde bulunan ve halen
giincel arastirmalar devam ettigi bir aktif bir alandir. ilk olarak, M. Kneser’ in 1955
yilinda ortaya attigi problemin, 1978 yilinda L. Lovasz tarafindan ¢oziilmesi ile
birlikte topolojik kombinatorik konusu ortaya ¢ikmaya baslamistir. S. Reisner’ in Ust
Sinir konjektiiriinii ¢6zmesi ve M. Hochster ve G. Reisner’ in yaptig1 ¢caligmalar ile
Cohen-Macaulay kompleksler ortaya c¢ikmis ve cebirsel kombinatorik kavrami
matematige girmistir. Bdylece, kombinatorik yoOntemler ile cebir ve topoloji

problemlerinin ¢oziimii matematikte aktif bir alan olmustur.

Stanley-Reisner halkalari, bir simpleks kompleksi ile polinom halkasini
iligskilendiren bir cebirsel yapidir. J. S. Provan ve L. J Billera (1980) yaptig1 ¢alisma
ile, komplekslerde tepe-ayristirma yontemini diizenli kompleksler i¢in bulunmustur.
Daha sonra, A. Bjorner ve M. L. Wachs komplekslerde tepe-ayristirma yontemini
diizenli olmayan komplekslere genisletmislerdir (1996). Bdylece, graf ve
komplekslerin degismeli cebirin bir¢ok probleminin ¢dziilmesi miimkiin olmustur.
Bu calismada, homoloji cebirde 6nemli kavramlar olan regiilerite ve projektif boyut

kavramlar1 incelenecektir.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boéliimde, ¢alisma boyunca kullanilacak olan temel kavramlara yer verilecektir.
Bu kavramlar, degismeli cebir, graf teorisi, simpleks kompleksler ve simpleksel

homoloji hesaplarini kapsamaktadir.

2.1. Degismeli Cebir Temel Tanimlar ve Teoremler
Calisma boyunca kullanilacak olan, degismeli cebir ve homoloji cebirinin temel

kavramlari verilecektir.

Tanim 2.1.1. Bostan farkli bir R kiimesi iizerinde, toplama ve g¢arpma olarak

adlandirilan 4+ ve X ikili islemleri, her a, b, ¢ € R i¢in;

I. (R, +) bir Abel gruptur,
II. X birlesmelidir: (a X b) X ¢ = a X (b X ¢),

II. X islemi, + lizerinde dagilmalidir: (a + b) X ¢ = (a X ¢) + (b X ¢)
ve ax(b+c)=(axc)+ (axc),

aksiyomlarini sagliyorsa, R’ ye bir halka denir. Ayrica, X islemi degismeli ise, R’ ye
degismeli halka denir. Eger, hera € Ri¢in 1 X a = a X 1 = a olacak sekilde 1 € R

birim eleman1 varsa, R’ ye birimli halka denir (Dummit Foote 2003).

Tamm 2.1.2. R bir halka olsun. Bir so/ R-modiil M, bir R X M - M ((r,m) - rm)
skalar carpimu ile birlikte (M, +) Abel gruptur ve her m,n € M ve herr,s € R i¢in

asagidaki aksiyomlar1 saglayan;

. r(m+n)=rm+rn,
II. (r+sym=rm+sm,
.  (rs)ym =r(sm),

IV. 1Im=m,eger1 €R ise,

bir cebirsel yapidir (Rotman 2002).



Tamm 2.1.3. M bir sag R —modiil ve N bir sol R —modiil olsun. M X N iizerinde, F
bir serbest Abel grup olsun. K altgrubu F’ nin her m,m' € M,n,n’ € N,r €R

olmak iizere, asagidaki formda,

1. (m+m',n) — (m,n) — (m',n);
2. (myn+n')—(mmn)—(mn)

3. (mr,n) — (m,rn).

elemanlar ile iiretilen bir altgrubu olsun. Bu durumda, g boliim grubuna, M ile N’

nin tensor carpimi denir ve M ®g N ile gosterilir (Rotman 2002).

Tamm 2.1.4. M ve N birer modiil olsun. Eger m surjektif doniisiimii ve herhangi bir

7 donilisiimii i¢in;

P
P ]
M N N — 0

diyagramini degismeli yapacak sekilde bir p doniisiimii varsa, bu durumda R-modiil

P’ ye bir projektif modiil denir (Rotman 2008).

Tanmm 2.1.5. M bir modiil olsun. M’ nin bir projektif ¢éziiciisii, n = 0 igin P,

modiilleri projektif modiil olmak {izere,
w2, > P 1o >Pp>M-0
tam dizisine M modiiliiniin projektif ¢coziiciisii denir.
Simdi,
dn dn—y dy

...—>Pn—>Pn_1—>...—>POE>B -0

Dizisi bir B modiiliiniin bir projektif ¢oziiciisii olsun. Bu ¢oziiciiniin D modiilii ile

tensor ¢arpimi alinirsa,



1®dn 1®d11—1 1®d1 1®e€
w. > D®P, — DQP,_1 —— ..— D®Py, — D®B — 0,

tam dizisi elde edilir (Rotman 2008).

Tamm 2.1.6. D bir sag R-modiil ve B bir sol R-modiil olsun. B’ nin sol R-modiiller
ile herhangi bir projektif ¢oziiclisli alinsin. Hern > 1 i¢in 1Q®d,,: DQP, - DQP,,_4

olsun. Buna gore,
Tor®(D, B) = Cek(1®d,,)/Gor(1Q®d,,41)
dir. Burada,
Tor&(D, B) = Cek(1®P,)/Gor(1®d,)
olur (Dummit Foote 2003).

Tamm 2.1.7. R bir halka ve py, py, ..., P, idealleri R’ nin asal idealleri olsunlar. Buna

gore asal ideallerin kesin artan;

Po € P1C " CPpn1CPn

dizisinin uzunluguna R halkasinin Krull boyutu denir ve dim R ile gosterilir

(Matsumura 1989).

Tanim 2.1.8. R bir halka ve M bir R-modiil olsun. a4, a,, ..., a; dizisi R halkasinin

elemanlariin bir dizisi olsun. Eger bu dizi;

1. Herbir 1 < i < k igin, a; elemani tizerinde sifir-bolen degildir,

(ali""ai—l)

2. M #(aq,..,ap)M

Kosullarini sagliyorsa bu diziye M-regiiler dizi denir. En uzun M-regiiler dizinin
uzunluguna derinlik denir ve bir M modiiliiniin (halkasinin) derinligi depth(M) ile

gosterilir(Matsumura 1989).

Tanim 2.1.9. Herhangi bir R halkasi i¢in, eger dim R = depth(R) ise R halkasina
Cohen-Macaulay halka denir (Bruns Herzog 1998).

2.2. Graflarda Temel Tanimlar ve Teoremler

Bu boliimde, ¢alismada kullanilacak olan, graf teorisi ile ilgili bilgiler verilecektir.



Tamm 2.2.1. Bir G grafi, (V(G), E(G)) ikilisinden olusur, V(G) = {v{,v,,v3, ... }
kiimesi G grafinin tepeler kiimesi ve E = {e;, e,, €53, ...} € V X V kiimesi de V’ nin 2-
elemenli altkiimelerinden olusan kenarlar kiimesidir. Eger v;,v; € V(G) igin
{vi,v;} € E(G) ise v; tepesi v; tepesine bitisiktir denir ve v;v; ile gosterilir

J
(Chartrand Zhang 2008).
Tamim 2.2.2. G bir graf ve u € V olmak iizere,
Ne(w) ={veV:uv € E(G)}
kiimesine u tepesinin G grafinda agik komsulugu kiimesi denir. Ayrica,
Ng[u] = Ng(u) U {u}
kiimesi ise ©’ nun kapali komsuluk kiimesi adin1 alir (Chartrand Zhang 2008).

Ornek 2.2.3. Bir G grafi i¢in V(G) = {a, b, c,d} ve E(G) = {ab, ac, bc, bd} olarak

verilsin. Bu kiimelerden olusan G grafi asagidaki sekildeki gibi olur.

a b
C d

Sekil 1 Bir G grafi

Tanim 2.2.4. Bir G grafinda tepelerin sayisi, yani n = [V(G)| sayis1 grafin
mertebesini verir, kenar sayisi yani m = |E(G)| sayist grafin boyunu verir. Bir G
grafi, coklu kenar ve dongii icermiyorsa basit graf adint alir. Bu tez boyunca aksi
belirtilmedik¢e graflar basit ve yonlendirilmemis graf olarak kabul edilecektir

(Chartrand Zhang 2008).

Tanmm 2.2.5. G bir graf ve u € V(G) olsun. u tepesinin G grafinda bitisik oldugu

tepe sayisina u nun derecesi denir ve der u ile gosterilir. Diger bir ifade ile,

deru = [N;(u)|



dir. G grafinda en biiyiik dereceli tepenin derecesine maksimum derece denir A(G)
ile gosterilir, en kiigiik dereceli tepenin derecesine minimum derece denir ve §(G) ile

gosterilir (Chartrand Zhang 2008).

Onerme 2.2.6. G grafinin mertebesi n olsun. Buna gore herhangi bir u tepesi igin,
0<(G)<degu<A(G) <n-—-1

esitsizligi vardir (Chartrand Zhang 2008).

Tamm 2.2.7. Bir G grafinda bulunan tiim tepeler birbiriyle komsuluklari varsa, diger
bir ifade ile grafa ait tiim tepeler birbirleri ile bitisik ise bu grafa tam graf denir. n

tepeli bir tam grafin derecesi n — 1 dir ve K, ile gosterilir (Chartrand Zhang 2008).

Tanmm 2.2.8. G ve H iki graf olsun. Eger V(H) € V(G) ve E(H) € E(G) kosullar
saglantyorsa H ye G nin bir alt grafi denir ve H € G olarak gosterilir (Chartrand
Zhang 2008).

Tamm 2.2.9. G ve H graf ve V(H) € V(G) olsun. Eger her v,,v, € V(H) igin
vV, € E(G) oluyorsa, H ye G nin indirgenmis alt grafi denir veya G nin H lizerine

indirgenmis alt grafi denir ve G[H] ile gosterilir (Chartrand Zhang 2008).

Tanmm 2.2.10. Bir ¢ = (V,E) grafinin tepe kiimesinin bir alt kiimesi {izerine

indirgenmis alt grafi bir tam graf ise bu indirgenmis tam alt grafa klik denir.

Tanmm 2.2.11. G = (V,E) bir graf olsun. Eger G grafinin tepe kiimesi V(G) = X U
Y olacak sekilde X ve Y ayrik kiimeler ve heruv € E(G) isginu € X vev €Y ise G
ye iki par¢ali graf denir ve G = (X,Y; E) ile gosterilir (Chartrand Zhang 2008).

Tamm 2.2.12. (Yiiriiyiis) Bir G grafi ve u,v € V(G) tepeleri verilmis olsun. Bu
durumda, u — v yiirliylisli, u tepesinden baslayip v tepesine kadar olan tepeler
dizisine yuiriiyiis denir. Baslangic ve bitis tepeleri farkli olan yliriiyiise a¢ik yiiriiyiis,
eger ayni ise kapali yiiriiyiis denir. Eger bir yiirliyliste hicbir ayrittan birden fazla
gecilmezse buna patika denir. Eger bir yiirliyliste hicbir tepe tekrar ziyaret edilmezse

buna yo/ denir (Chartrand Zhang 2008).



Tamm 2.2.13. Bir G grafinda, bir kapal1 yolda higbir ayrittan birden fazla gecilmezse
buna devre denir. Ornegin, u —w —x —y —w — v — u bir devredir. Bir devrede
hicbir tepe tekrar edilmezse buna ¢evrim denir. Bir ¢evrimde ayrit ve tepe sayisi
aynidir bu gevrenin uzunlugunu verir. Ornegin, u — v — x — y — u bir ¢evrimdir ve

4 uzunluktadir (Chartrand Zhang 2008).

Tanim 2.2.14. Bir G grafinda her u, v tepeleri i¢in bir u — v yiirliylisii bulunuyorsa

buna baglantili graf denir. Aksi halde baglantisiz graftir (Chartrand Zhang 2008).

Tamm 2.2.15. G bir baglantili graf olsun. u, v € V(G) tepeleri i¢in, u — v yollarinin
en kiiclik uzunluktaki degeri u ile v arasindaki wuzakligi verir ve bu d(u,v) ile

gosterilir (Chartrand Zhang 2008).

Tammm 2.2.16. G = (V(G), E(G)) bir graf olsun. Bir S € V(G) altkiimesinin higbir
tepesi bitisik degilse bu S kiimesine bagimsiz kiime denir. Diger bir ifade ile, S
kiimesi bagimsizdir ancak ve ancak her u,v € S i¢in uv € E(G)’ dir. Bir G grafinin

en bliylik bagimsiz kiimesinin kardinalitesine, G’ nin bagimsizlik sayist denir ve

a (@) ile gosterilir (Chartrand Zhang 2008).

Tanmm 2.2.17. G = (V(G), E(G)) bir graf olsun. Eger V(G)’ nin herhangi bir tepesi
bir D € V(G) altkiimesinin en az bir elemani ile bitisikse, bu D kiimesine baskin
kiime denir. Bir G grafinin, baskin kiimelerinden en kii¢lik olaninin kardinalitesine,

G’ nin baskinlik sayisi denir ve y(G) ile gosterilir (Chartrand Zhang 2008).

Eger bir A € V(G) altkiimesi bagimsiz ve baskin bir kiime ise buna bagimsiz baskin
kiime denir. Bir kiimenin en kii¢iik elemana sahip bagimsiz ve baskin kiimesinin
kardinalitesine, o grafin bagimsizlik baskinlik sayist denir ve i(G) ile gosterilir

(Chartrand Zhang 2008).

Tamm 2.2.18. G = (V, E) bir graf olsun. Bir M C E alt kiimesine ait her iki ayrit
birbirine bitisik degilse, bu M kiimesine egleme denir. Eger, bu esleme kiimesinde
herhangi iki ayrit1 birlestiren baska bir ayrit yoksa bu eslemeye indirgenmis esleme
denir. Bir G grafinda, olusturulabilen en biiyiik esleme kiimesinin ve indirgenmis
esleme kiimesinin kardinalitesine o grafin sirasiyla esleme sayist ve indirgenmis

esleme sayis1 denir. Bu sayilar m(G) ve im(G) ile gosterilirler (Diestel 2017).



Tamm 2.2.19. Bir G grafi ¢evrim grafi olsun. G’ nin birbirine komsu olmayan iki

tepesini birlestiren ayrita, bir kirig denir (Chartrand Zhang 2008).

Tanmm 2.2.20. G bir graf olsun. Eger G’ de uzunlugu 4 ve daha fazla olan
cevrimlerde kiris varsa bu grafa kirigli graf denir. Yani kirigli graflarda en fazla 3

uzunlukta ¢evrimler bulunur (Chartrand Zhang 2008).

Tamm 2.2.21. Bir G grafinda ve tiimleyeninde en fazla 4 uzunlukta ¢evrim varsa bu

grafa zayif-kirisli graf denir (Chartrand Zhang 2008).

Tamm 2.2.22. G = (V,E) bir graf olsun. Eger G’ nin her bir ayriti, bir C €V
altkiimesinin en bir tepesine komsu ise, C’ ye tepe ortiim kiimesi denir. En kiigiik
tepe Ortiim kiimesinin kardinalitesine tepe ortiimii sayist denir. Ayrica, C en kiiclik

tepe oOrtiim kiimesi ise V' — C kiimesi en biiyiik bagimsiz kiimedir (Diestel 2017).

Tanim 2.2.23. G bir graf olsun. Eger G’ de bir son tepesi {w, x} ve diger son tepesi
{y, z} tlizerinde olan bir ayrit yoksa, wx ve yz ayritlar1 igin bosluk olusturur denir.

Boyle ayritlara sahip olmayan grafa bosluksuz graf denir (Dao vd. 2013).

2.3. Simpleks Kompleksleri ve Simpleksel Homoloji
Tamm 2.3.1. Bir V = {x4, x,, ..., x,, } tepe kiimesi iizerinde, A simpleks kompleksi, V
nin simpleks veya yiiz adi1 verilen alt kiimelerinin asagidaki sartlar1 saglayan bir

koleksiyonudur,

i) x € Vise{x} €A,

ii)oeEAvetCcoiset €EA.

A bir simpleks kompleksi ve o € A bir yiiz olsun. Bdylece, o ile A nin boyutlar
strastyla su sekildedir;

dimo = |o| — 1 ve dim A = maks{dimo:0 € A}.

Bir g -boyutlu ylize q -simpleks de denir. En yiiksek boyutlu yiizlere faset ad1 verilir
(Villarreal 2018).



Tamm 2.3.2. Bir A simpleks kompleksinin tiim fasetlerinin boyutu ayni ise bu

komplekse saf kompleks denir (Villarreal 2018).

Simdi bir A simpleks kompleksinin, silinme, ve baglanti alt komplekslerinin

tanimlar1 verilecektir.
Tamim 2.3.3. A bir simpleks kompleks ve o € A bir yiiz olsun. Buna gore,
delp(o) ={tr€Aiont =0}
alt kompleksine ¢ yiiziiniin A kompleksinde sil/inmigsi denir.
Ikpa(o) ={tr€eAiont=0,0UTEA}
alt kompleksine o yiiziinlin A kompleksinde baglantisi denir (Villarreal 2018).

Tanim 2.3.4. A bir d-boyutlu simpleks kompleksi olsun. A’ nin g < d olacak sekilde
q -simplekslerinden olusan komplekse, q — iskeleti denir ve A9 ile gosterilir

(Villarreal 2018).

Ornek 2.3.5.

&

X3

X1 X2 Xy

Sekil 2 Simpleks kompleks

Yukaridaki sekilde verilen A simpleks kompleksinde,
X1, X2, X3, X4, X5 tepeleri O-simpleksler,

X1X5, X1 X5, X2X3, XXy, X3X4 ayritlart 1-simpleksler,
X,X3X, Ucgeni 2-simplekslerdir.

0-simpleksler yani tepeler O-boyutludur, ayritlar 1-simpleksleri olusturular ve 1-

boyutludurlar ve i¢i dolu ti¢ggenler 2-simplekslerdir ve 2-boyutludurlar. Ayrica, 4



tepeden olusan bir dortylizlii ya da diger ifade ile tetrahedron 3-simpleksi olusturur

ve 3-boyutludur.

Sekil 3 Tetrahedron

Bir A kompleksinde bir o = (vo, vy, ...,vq) ylzii g— simpleks olarak alinsin. Bu
durumda, eger (i, iy, .., [g) sirali q + 1-lisi (jo, j1, .-, Jq) siralt g + 1-lisinin bir ¢ift

permiitasyonu ise, tepelerin

Vi, <y, <o <, tam siralamasi ile v;, < vj, < -+ < vj, tam siralamasi birbirine

denktir denir. Bunlar bir denklik bagintisi olusturur c¢iinkii ¢ift permiitasyonlarin

kiimesi bir grup yapist olusturur.

A’ ya ait yoOnlendirilmis bir o, g — simpleksi bu denklik smiflarindan birinin
secilimidir. vy, vy, ..., V4 bir o yliziiniin tepeleri olsun. vy < v; < -+ < v, siralamasi

ile belirlenmis bir yonlendirilmis simpleks, [vg, V4, ..., V4] ile gosterilecektir.

R birimli degismeli bir halka olsun. C,(A), taban1 yonlendirilmis q -simplekslerden
olusan bir serbest R -modiildiir ( C,(A) serbest abel grup olarak alinabilirdi).

dim C, (A) degeri A’ min g—simplekslerinin sayilarina esittir. Buna gore, g>1 i¢in,
0q:C4(8) = C4—1 (D)

— v j ~ .
homomorfizmasi, 0,4([vo, V1, ..., Vq]) = Xj—o(—1D)" [Vo, V1, ooy Vi1, Dy Vi, -0, Vg ile
tamimlansm, burada ¥, ile { —nci tepenin silinmisi gosterilmektedir. 930441 = 0

oldugundan dolay1 C(A)¢ ye yonlendirilmis zincir kompleksi denir. A’ nin uzatilmig

yonlendirilmis zincir kompleksi ise,

0g 0d-1 £
0-C4(0)—>Cyh_1(A) — ..o Co(A) >R -0
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seklindedir ve burada dim A= d olup ayrica her v tepesi i¢in €(v) = 1 dir. Bu zincir

kompleksi C, (4) ile gosterilir, d, = € ve C_;(A) = R olarak alinir.
Bu zincir kompleksinde,

Z4(AR) = ker(9,),

Bo(A,R) =Im(0g41)

olarak ifade edilir. Burada, Z,(A,R) halkasi (grup) d, homomorfizmasimin
cekirdegidir ve devirler admm alir, B;(A,R) halkasi 0444 homomorfizmasmin

goriintlistidiir ve sinmirlar adin alir.
Hq(AR) = Z4(A,R)/By(AR) , (¢ = 0)

boliim grubuna, katsayilart R halkasindan olan g-uncu indirgenmis homoloji grubu
denir. Bu homoloji gruplar1 hesaplanirken uzatilmis zincir kompleksi
olusturuldugundan, indirgenmis homoloji gruplari bulunmustur (Villarreal 2018). Bir
sonraki Onerme homoloji gruplar1 ile indirgenmis homoloji gruplar1 arasindaki

iliskiyi verecektir.
Onerme 2.3.6. Bir A bostan farkli simpleks kompleksi olsun. Buna gére,
Hy(A,Z) = Hy(A, Z)®Z ve tiim i > 0 icin, H;(A, Z) = H;(A, 7) dur.

Onerme 2.3.7. A bostan farkli bir simpleks kompleksi olsun. Buna gére 7 sayis1 A
baglantili bilesenlerinin sayisi olmak iizere Hy(A,R) grubu ranki r — 1 olan bir

serbest R —modiiliidiir (Villarreal 2018).

Ornek 2.3.8. A kompleksi, tek bir tepe iceren bir simpleks kompleksi olsun, yani
A = {u} olsun. Bu durumda, sadece bir tek yonlendirme miimkiindiir. Tiim q # 0

degerleri i¢in C,(A) = 0 dir. Cy(A) = Zu bir serbest gruptur ve tek fireteci u dur.
Boylece, g # 0 i¢in H,(A) = 0 dir. Ayrica, Hy(A) = ker(d,)/Im(9;) =Z dir ve
boylece Hy(A) = 0 olacaktir.

Ornek 2.3.9. Tor yiizeyinin iiggenlestirmesinin homoloji gruplar1 asagidaki gibidir.

11



Tor’ un 0-simpleksi v’dir, o halde Cy(T) = Z olur.1-simpleksi a, b ve c dir. Boylece,
M =Z@PZPZ olur. 2-simpleksleri U ve L’ dir, C,(T) = Z @ Z olur. Tor
yiizeyinin q = 3 i¢in q-simpleksi olmadig igin C,(T) = {0} dur.
63 02 01 60 &
0-C,(A) - C;(A) - Cy(A) > N - 0 dir.
Im(95) = {0} ve ker(dy) = Co(T) = Z dur.
d,: C,(T) —» C,(T) homomorfizmasina bakilsin:

(U} + q{L)) = 0;(pU) + q{L)) = pd,((U)) + q9,({L))
=plc—a—-b)+qla+b—c)=(@q—p)la+b—rc)
=r(a+b—rc)

olup Im (9,) = Z dir. d,(p(U) + q(L)) = 0 denirse (¢ —p)(a+ b —c) = 0 olur.
Buradan q = p dir. O halde ker(d,) = Z° dir.

Simdi d,: C;(T) — Cy(T) homomorfizmasina bakalim,

(p1{a) + p2(b) + ps{c)) = 0,(pi{a) + p2(b) + p5(c)) olup, p10:({a)) +
p20:({b)) + p30,(c)) = p1(v — v) + p,(v — v) + p3(v — v) = 0 olup,

ker(0,) = Ci(T)=ZPZDZ velm(d,) = {0} dir.Ayrica ker(e) = 0 dir.
Buna gore Hy(T; Z) = ker(d,)/ Im(0,) = Z/{0} = Z

H,(T;N) =ker(d,)/ Im(0,) = ZOZDZ/Z =7 @ Z olarak bulunur.
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3. STANLERY-REiSNER KURAMI

3.1. Stanley-Reisner Halkalar
Bu béliimde, polinomlar halkalarinin monomial idealleri, Stanley-Reisner idealleri

ve Stanley-Reisner halkalar ile ilgili temel tanimlar ve teoremler verilecektir.

Tanmm 3.1.1.F bir cisim ve R = F[xy, ...,x,] bu F cismi iizerinde n degiskenli

polinom halkasi olsun. R%} ile a = (a4, a, ..., a,) € R™ vektorleri temsil edilsin.

Burada her bir a; = 0 ve Z? = R} N Z" dir. a; € Z, olmak fiizere, x; x,> X

carpimina bir monomial denir (Villarreal 2018).

Tanmm 3.1.2. Bir [ C R ideali, eger monomialler tarafindan iiretiliyorsa bu ideale

monomial ideal denir.

Bir monomial x® monomialinde a = (a4, a,, ..., a,;) olsun. Eger her bir a; i¢in, a; =
0 veya a; =1 oluyorsa bu monomiale karesiz monomial denir. Karesiz

monomiallerin iirettigi monomial ideale karesiz monomial ideal denir (Villarreal

2018).

R = F[x4, ..., x,] halkas1 bir F cismi iizerinde polinom halkasi olsun. Bir A
kompleksi igin I, = ({xi1 ...xir} i < <y {xl-l, ...,xir} ¢ A) idealine Stanley-
Reisner ideali denir ve R/ I bolim halkasina da Stanley-Reisner halkast denir ve

F[A] ile gosterilir (Villarreal 2018).
Ornek 3.1.3. Bir 1-boyutlu A kompleksi asagidaki gibi olsun

X2

X4
Sekil 4 1-boyutlu simpleks kompleks
Buna gore Stanley-Reisner halkas1 Iy = (x;X3, X1 X5X4, X, X3X4) seklindedir.

Teorem 3.1.4. A kompleksi V(A) = {x;, x5, ..., X, } tepe kiimesine sahip bir simpleks

kompleksi olsun. Buna gore A’ nin Stanley-Reisner asal ayrigimi
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seklinde olup, burada arakesit tiim F fasetleri iizerindedir. Pr de x; € F olacak

sekilde tiim x;° ler tarafindan tretilen idealdir. Dahasi, dim(F[A]) = dim A + 1 dir.

Yukaridaki teoreme gore, bir A simpleks kompleksine ait Stanley-Reisner halkasinin

Krull boyutu, o kompleksin topolojik boyutundan bir fazladir (Bruns Herzog 1998).

3.2. Ayrit idealler

Graflarda ayrit ideal kavrami, komplekslerde Stanley-Reisner idealine karsilik
gelmektedir. Bir grafin bagimsizlik kompleksinin Stanley-Reisner ideali ile o grafin
ayrit ideali aymidir. Ayrnt idealler, ilk olarak (Villarreal, 1990) tarafindan

bulunmustur.

Tanimm 3.2.1. G bir graf olsun. V(G) = {xq, x5, ..., X} ve E(G) de sirasiyla G nin
tepe ve ayrit kiimeleri olsun. Bir R = F [x4, x5, ..., x,,] kiimesi, F cismi iizerinde n

degiskenli bir polinomlar halkasi olarak alinsin. Buna gore,
1(G) = {x;x; € Rix;x; € E(G)}

kiimesine ayrit ideal denir. Ayrica, R / 1(6) boliim halkasina da Stanley-Reisner
halkasi (veya ayrit halkasi) denir. Ayrit idealler, bir grafin cebirsel ifadesidir. Kisaca,
bir G grafinda aynt ideal, x; ve x; tepeleri arasinda ayrit olacak sekilde x;x;

carpimindan olusan karesiz monomiallerin tirettigi bir idealdir. Bu ylizden eger bir G
grafinda tiim tepeler izole ise, yani diger bir ifade ile G de ayrit yok ise I(G) = (0)
dir (Villarreal 2018).

Onerme 3.2.2. R halkasinda bir asal ideal p € R olsun. Bu p ideali I(G) ayrt
idealinin minimal asal idealidir ancak ve ancak p ideali G’ nin minimal tepe Ortimii

tarafindan tretilir (Villarreal 2018).

Tamm 3.2.3. ] c R bir ideal olsun. Eger dim (?) = depth (?) ise ? boliim halkasina

Cohen-Macaulay denir. Ayrica, ? Cohen-Macaulay halka ise I’ ya Cohen-Macaulay
denir (Villarreal 2018).
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Tamim 3.2.4. Bir G grafina Cohen-Macaulay denir ancak ve ancak% bir Cohen-

macaulay halkadir (Villarreal 2018).

Onerme 3.2.5. Bir G grafi Cohen-Macaulay ise G iyi-ortiilmiistiir (Villarreal 2018).

Ornek 3.2.6
X Yy
z t

Sekil 5 Bir G grafi

Sekil 5’ te verilen basit bir G grafi igin, ayrit ideali I1(G) = (xy, yt, zt, yz) dir.

Flx,y,z,t]

Ayrica bu grafin Stanley-Reisner halkasi, R = Gy ytatys T
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4. MATERYAL VE YONTEM
Bu calismada, literatiirde var olan ve yliksek kaliteli yaymlar incelenmistir. Bu
yayinlarda bulunan sonuglar arastirilmis ve 6zellikle graflarin parametrelerine bagl
sinirlarin  daha keskin olup olamayacagi iizerine arastirmalar yapilmistir. Bu
aragtirmalar yapilirken tepe-ayristima yontemi birincil yontem olarak kullanilmustir.
Tepe-ayristirma yontemi hem graflarda hemde komplekslerde cebirsel sonuglar
veren en yaygin yontemlerden biridir. Bunun disinda, yapilan aragtirmalarda islem
hizi ve dogrulugu agisindan Sage Math, iGraph ve networkX gibi Python
kiitiiphaneleri kullanilmistir. Bu yazilimlar ile her graf smifi i¢in verilen sonuglarin
dogrulugu kontrol edilmistir. Macaulay 2 programi sayesinde, degismeli cebir
hesaplar1 yapilmistir ve ¢esitli cisimler iizerinde hesaplar yapilarak sonuglar kontrol

edilmistir.
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5. ARASTIRMA BULGULARI

5.1. Bagimsizhik Kompleksleri

Bu boliimde, graflardan elde edilen bir tiir simpleks kompleksleri olan bagimsizlik
kompleksleri tanitilacaktir ve temel kavramlar1 verilecektir. Bagimsizlik
kompleksleri, kombinatorik degismeli cebirde oldukca 6nemli bir yere sahiptir.
Bagimsizlik komplekslerinin topolojisi ve cebirsel 6zellikleri ile ilgili ¢ok fazla

caligma vardir.

Tanim 5.1.1. G bir graf olsun. G’ nin bagimsizlik kompleksi, yiizleri G’ nin bagimsiz
kiimelerinden olusan bir simpleks kompleksidir ve Ind(G) ile gosterilir (Villarreal

2018).

Ind(G) kompleksi icin, delpge)(x) =Ind(G —x) ve Ik (x) =Ind(G —
N¢[x]) olarak tanimlanir (Dochtermann Engstrom 2009). Bir G = (V, E) basit grafi

i¢in, bu grafin bagimsizlik komplekslerinin diger 6zellikleri su sekildedir:
i) X € Viise Ind(G[X]) = Ind(G)[X],
ii) X,Y € Vise Ind(G[X]) N Ind(G[Y]) = Ind(G[X] n G[Y]).

Ornek 5.1.2.

Sekil 6 Bir basit graf ve bagimsizlik kompleksi

Yukarida Sekilde 6’ te sol tarafta bir basit G grafi ile sag tarafta o grafin bagimsizlik
kompleksi Ind(G) goriilmektedir.

Graflardan elde edilen komplekslerden digerleri, klik kompleksler ve esleme
komplekslerdir. Bu kompleksler aslinda bagimsizlik kompleksleri ile dogrudan

iliskilidir.
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Tanim 5.1.3. G bir basit graf olsun. Yiizleri G’ nin kliklerinden olusan komplekslere

klik kompleks denir. Bir G grafinin klik kompleksi, A(G) ile gosterilir (Stanley 1996).

Acikcast bir G grafinin bagimsizlik kompleksi ile bu grafin tiimleyeninin klik

kompleksi aynidir, diger bir ifade ile Ind(G) = A(G)’ dir (Bjorner vd. 1994).

Tanim 5.1.4. G bir basit graf olsun. Yiizleri G ° nin eslemelerinden olusan
komplekslere esleme kompleks denir. Bir G grafinin esleme kompleksi, M(G) ile

gosterilir.

Basit bir G grafinin ¢izgi grafinin bagimsizlik kompleksi ile onun esleme

kompleksi aynidir. Diger bir ifade ile Ind(L(G)) = M(G) dir.

Bagimsizlik komplekslerinin homoloji gruplarinin  hesaplart  6nemlidir.
Graflarda, projektif boyut ve regiilerite hesaplari, aslinda bu grafarin homoloji
gruplar1 ile dogrudan iligkilidir (Dao Schweig 2013). Graflarin bagimsizlik
komplekslerinin homoloji hesaplar1 icin baskinlik sayis1 cinsinden sonuglar

verilecektir.
Teorem 5.1.5. G bir basit graf olsun. Buna gore,

(1) y0(G) > 2k ise H,_;(Ind(G)) = 0 dur.
(i) W < V(G) bir bagimsiz kiime ve y,(G, A) > k ise H,_,(Ind(G)) = 0 dr.
(iii) G kirisli graf ve ¥(G) > k ise H,_,(Ind(G)) = 0 dir (Meshulam 2003).

Ispat: k sayis1 ile ayrit sayisi |E| iizerinden tiimevarim ile ispat yapilacaktir. k = 0
olarak alindiginda, G grafinda bostan farkli baskin kiimeler olacagindan Ind(G) # @
oldugu sonucunu gerektirir. Béylece H_;(Ind (G)) = 0 saglanir. Ayrica |E| = 0

olsaydi Ind(G) bir simpleks olurdu ve bu durumda tiim homoloji gruplar1 0 olacaktir.

@) G grafinda bir e = uv ayriti olsun. Buna gore, yo(G —e) = y,(G) > 2k
esitsizlikleri vardir. Tiimevarimdan dolayr H,_,(Ind (G —e)) =0 olur. Bir § €
V(G) — Ng[u,v] kiimesi N;(S) = V(G) — Ng[u,v]’ yi sagliyosa N;(S U {u,v}) =
V olacaktir. Boylece, yo(Go) = yo(G) — 2 > 2(k — 1) olup Hy_,(Ind(G,))=0 dir. O

halde Gy = G — N;[u, v] olmak tizere,
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.. = Hi_1(Ind(Gp))~ H;(Ind(6)) » H;(Ind(G — e)) » H;_,(Ind(Gp))~ -+
tam dizisinde i = k — 1 olarak alinirsa Hj,_; (Ind(G)) = 0 olur.

(i) W SV bagimsiz kiimesi ile W = V — W kiimesinin herhangi tepeleri arasinda
bir ayrnt yoksa Ind (G) =Ind (G[W]) * Ind(G [W]) kompleksinin tiim homoloji
gruplar sifirdir, ¢linkii Ind(G[W1]) bir simplekstir. Diger taraftan, bir e = uv ayriti,
UEW ve vEW olacak sekilde alinsm. Bu e ayriti igin, yo(Gy, —e, W) =
Yo(G,W) > k olup tiimevarmm ile H,_,((Ind (G —e)) = 0 olacaktir. Wy = W —
N [u, v] olarak alinsin. Eger S € V — Ng[u, v] alt kiimesi W, © N;(S) kapsamasini
saglarsa, W < Ng (S U {u}) olur. Buradan, y,(Gy, 4y) = yo(G,A) > k —1

elde edilir ve tiimevarim ile H,_,(Ind(G,))=0 sonucuna varilir.

(iii) G bir kirigli graf oldugundan bir simpleks tepesi vardir (Dirac, 1961). Bu tepe
u olsun. Bir e = uv ayrit1 u ya bitisik bir ayrit olsun. G\e alt grafi da kirisli
oldugundan ve ¥(G — e) = y(G) = k ile birlikte H,_;((Ind(G — e)) = 0 olacaktir.
Eger, S € V — N¢[u, v] kiimesi Gy, = G — Ng[u,v] > nin bir baskin kiimesi olursa,
S U {u} kiimesi de G’ nin baskin kiimesi olacaktir. Bu durum, y(Gy) = y(G) —1 >
k — 1 olmasin1 gerektirir. G kirisli bir grafin alt grafi oldugundan kirisli bir graftir.
Tiimevarim ile H,_,((Ind (G,)) = 0 olacaktir bdylece Hy_;(Ind (G)) = 0 oldugu
sonucuna varilir.

Bagimsizlik komplekslerinin, homoloji gruplart ile ilgili daha fazla sonuglar i¢in

(Dao Schweig 2013) ¢alismasi incelenebilir.

5.2. Tepe-Ayristirma
Tepe-ayristirma kavramu ilk olarak simpleksler kompleksleri i¢in tanimlanmis olup,

daha sonra graflara yorumlanmistir (Bjorner Wachs 1996).

Tamm 5.2.1. (Tepe-ayristirma) Bir A simpleks kompleksi, eger bir simpleks veya

bir v tepesi i¢in;

1. delp(v) ve Ikp(v) tepe-ayristirilabilir,
2. 1ka(v)’ ye ait higbir yiiz, del, (v)’ nin bir faseti degildir,
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kosullarin1 sagliyorsa, A kompleksine tepe-ayrigtirilabilir denir. Burada 2. kosulu

saglayan tepeye dokiim tepe adi verilir.

Tamm 5.2.2. (Tepe-ayristirma bagimsizlik kompleksleri) Bir G grafinin bagimsizlik
kompleksi Ind(G) olsun. Buna gore, eger G tamamen ayrik graftir veya bir v tepesi

i¢in;
i) G — v ve G — N;[v] tepe-ayristirilabilirdir,

ii) G — N;[v]’ de higbir bagimsiz kiime G — v’ de maksimal bagimsiz kiime

degildir,

kosullarmi sagliyorsa, Ind(G)’ ye tepe-ayristirilabilir denir. Bu durumda, G grafina
tepe-ayristirilabilir graf adi verilir. Benzer sekilde 2. kosulu saglayan tepeye dokiim

tepesi denir (Woodroofe 2009).

Graflarda dokiim tepe i¢in genel bir tanim su sekilde verilebilir.
Tanmm 5.2.3. G bir graf ve v € G olsun. Her A € G — N;[v] bagimsiz alt kiimesi
icin AU {u} bir bagimsiz kiime olacak sekilde en az bir u € N;(v) varsa, bu
v tepesine bir dokiim tepe denir (Woodroofe 2009).
Yardimeir Teorem 5.2.4 G bir graf ve u € G bir es-baskin tepe olsun, diger bir ifade

ile N;[v] € Ng;[u] olsun. Buna gore u dokiim tepedir (Civan Biyikoglu 2014).

Ispat: u tepesi es-baskin oldugundan, v € N; (1)’ de en bir tepe vardir ve bu iki tepe
Ni[v] € Ng[u] igermesini saglar. Bir A € G — Ng[u] bagimsiz kiimesi alinirsa,
acik¢a A U {v} kiimesi bagimsiz olacaktir. Bu durum u tepesinin bir dokiim tepesi

oldugu sonucunu verir.

Teorem 5.2.5. G grafi, indirgenmis C, ve C5 ¢evrimlerini icermeyen bir graf olsun.

Buna gore bir u tepesi dokiim tepesidir ancak ve ancak u es-baskin tepedir (Civan

Biyikoglu 2014).

Bir G grafi indirgenmis C, ve Cs ¢evrimlerini icermediginde, dogal olarak bu grafin
tim alt graflar1 indirgenmis C, ve Cs g¢evrimlerini igermeyeceginden, yukardaki

teorem asagidaki sonucu gerektirecektir.
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Sonu¢ 5.2.6. G grafi, indirgenmis C, ve (s ¢evrimlerini igermeyen tepe-

ayristirilabilir graf olsun. Buna gore G ardil-sokiilebilir bir graftir.

Bir G grafinda x bir tepe olsun. Eger N;[x] bir klik olusturuyorsa, bu x
tepesine simpleks tepe adi verilir. Her kirisli graf bir simpleks tepe barindirdigindan
(Dirac, 1961), kirisli graflarin tepe-ayristirilabilirligi i¢in asagidaki Teorem

verilebilir.

Teorem 5.2.7. G bir kirisli graf olsun. Buna gore G tepe-ayristirilabilirdir
(Woodroofe, 2009).

Ispat: G tamamen baglantisiz olmayan her kirisli grafta bir simpleks tepe vardir
(Dirac, 1961). Bu tepe x olsun. O halde, N;[x] bir kliktir. Bu y € N;(x) igin
N;[y] € Ng[x] igermesini gerektirir. G kirigli bir graf oldugundan, G — v ve G — [vV]

alt graflar da kirisli graflardir. Boylece tiimevarimdan G tepe-ayristirilabilirdir.
Cevrim graflariin tepe-ayristirilabilirligi ile ilgili asagidaki sonug vardir.

Teorem 5.2.8. C,, grafi tepe-ayristirilabilirdir ancak ve ancak n = 3 veyan = 5 dir

(Woodroofe 2009).

Eger G grafi birden fazla grafin ayrik birlesiminden olusuyorsa, birlesimin meydana
getirdigi bu G grafinin tepe-ayristirilabilir olmasi i¢in bu bilesen graflarin tepe-

ayristirilabilir olup olmadig arastirilmalidir.

Teorem 5.2.9. G = HUK olsun. Buna goére Ind(G) = Ind(H) * Ind(K) kompleksi
tepe-ayristirilabilirdir ancak ve ancak H ve K tepe-ayristirilabilirdir (Tuyl Villarreal
2008).

5.3. Projektif Boyut

Projektif modiil ve projektif boyut kavramlar1 homoloji cebirinin esas
kavramlarindandir. Bu ¢alismada bir graf veya simpleks kompleksinin Stanley-
Reisner halkasinin projektif boyutu incelenecektir. Aslinda bir grafin projektif
boyutundan bahsedilerek, o grafin bagimsizlik kompleksinin Stanley-Reisner
halkasmin projektif boyutundan bahsedilmektedir. Auslander-Buchsbaum formiilii

sayesinde, komplekslerin projektif boyutu, halkanin derinligini 6lgmektedir ve bu
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durum ayrica sifir olan homoloji gruplart i¢in bir iist sinir degeri olusturmaktadir

(Dao Schweig 2013).
R = F[x4, ..., x,,] halkas1 F cismi iizerinde bir polinomlar halkasi olsun.

A bir kompleks ve k[A] da Stanley-Reisner halkasi olsun. k[A] nin minimal serbest

¢ozicisu,
0- @].R[_j]ﬁz,j RN @J.R[_j]b’i,j NN @],R[_j],ng >R - k[A] >0

olarak verilsin, bu durumda, f; ; sayilarina k[A] nin Betti sayilar1 denir. Coziiciiniin

[ uzunluguna da, A nin projektif boyutu denir ve pd(A) ile gosterilir. Betti sayilar
cinsinden, bir halkanin (ideal veya modiil) projektif boyutu asagidaki tanimdaki

gibidir:
Tamm 5.3.1. Bir k[A] halkasinda, f; ; saysi(i,j) — inci derecelendirilmis Betti
say1s1 olsun. Buna gore,

pd(k[A]) = maks{i: Bij # O}

sayis1 k[A] nin yada diger bir ifade ile A kompleksinin projektif boyutudur (Vilarreal
2018).

Betti sayilarinin indirgenmis alt komplekslerin boyutlar1 toplami cinsinden

hesaplanabilir. Asagidaki teorem bunu verir.

Teorem 5.3.2. (Hochster formiilii) i > 0 igin, bir A simpleks kompleksinin f; ; Betti

sayilari,

By = > dimy Ml 4 (AW

we(VS.A))

seklindedir (Villarreal 2018).

Bir simpleks kompleksinin projektif boyutu, yukarida verilen cebirsel tanimin
disinda, topolojik olarak vermek miimkiindiir. Buna durumda, V(A) simpleks

kompleksin tepe kiimesi ve W € V(A) olmak {izere, pd(A) nin degeri, j >
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0 igin H|W|_i_j_1(A[W];k) = 0 olacak sekildeki en kiicikk i € N sayisidir. Bu
topolojik tanim, bagimsizlik kompleksleri cinsinden yazilacak olursa, bir Ggrafinin
projektif boyutunun tanimina ulasilir. Bu durumda, Gbir graf veV de G nin tepe
kiimesi olsun. Buna gore, G nin projektif boyutu, pd(G)sayis,j >0 ve W €V
olmak ftizere H|W|_i_ j_l(Ind(G [W])) = 0 olacak sekilde en kiigiik i € N sayisidir
(Dao Schweig 2013).

Teorem 5.3.3. G bir n-tepeli graf ve I(G) ayrit ideali olsun. Buna gore,

Onerme 5.3.4. G bir n -tepeli graf olsun. Buna gore, t <n —pd(G) — 1 igin
H,(Ind(G)) = 0 dir (Dao Schweig 2013).

Teorem 5.3.5. Abir simpleks kompleksi vea,b € R vea > 0 olsun. Buna gore,

[V(A)| =nve
W € V(A)igin, t < a|W| + bvedim; H,(Ind(G[W])) = 0 ise,
pd(A)) <n(l—a)—b—-1
dir (Dochtermann Engstrom 2009).
Ispat: Hochster formiiliine gore, her j-elemanli W € V(A) alt kiimeleri ve,

her i>n(l—a)—b—1 igin dimkﬁt(lnd(G[W])) = 0 oldugunu gostermek
yeterlidir. Kabul geregi, her j—i—1<aj+b igin, dim,H (A[W]) =0 dur.
Ayrica,

j—i—-1<j-(nml-a)-b-1)—-1=j—n(l—-a)+b<j—jld—-a)+b
= aj + b oldugundan ispat tamamlanir.

Sonug 5.3.6. G grafi n tepeye sahip ve d = 1 dereceli bir graf olsun. Bu durumda,
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1 1
pd(R/I(6)) < n(1 _ﬁ) b

dir (Dochtermann Engstrom 2009).

Ispat: (Aharoni et al. 2000) ve (Meshulam, 2001) homoloji hesaplarindan, her p <

nz—_dl — 1 i¢in dim H,(Ind(H) = 0 dur. Ayrica, bir nceki teoremin sonucuna, a = i

ve b =—-1-— % olarak alirsak, pd(R/I(G) ) <n (1 - %) + % sonucu elde edilir.

Sonug¢ 5.3.7. G grafi, n tepeye sahip ve K; 3 —siz bir graf ve maksimum derecesi

d = lolsun. Buna gore,

3d2+2) + 3;? dir (Dochtermann Engstrom 2009).

pd(R/I(G)) <n(1-—

Ispat: Yukaridaki teoremde, a = —veb = —1 — —2—ifadelerini yerine koyarsak
3d+2 3d+2

sonug elde edilir.

Bir grafta, bir tepe ve bir tepenin kapali komsulugunun silinmesi ile bu grafin
projektif boyutunun iist sinir1 belirlenebilir. Bu asagidaki yardimci teorem ile

gosterilebilir.

Yardimei Teorem 5.3.8. G bir graf ve x € G herhangi bir tepe olsun. Buna gore,

>+deg(x),pd< K )+1}

pd(R/I(G)) < maks {pd( T

R
I(G\Ng[x])
dir (Dao Schweig 2013).

Ispat: Halkalarin homomorfizmalarinin,

- R - R - R -0
(1G):x) 1(6) U1(G),x)

0

bir kisa tam dizisi olsun. Bu diziye gore,

pd(R/I(G)) < maks {pd (ﬁ) ,pd <(I(GR;)x))}

esitsizligi elde edilir. Ayrica,
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pd ((1(;: 5) =" (ew: [f]), )

ve buna ek olarak,

pd ((1((?), x)) = pd ((I(G\ch), x)))

e R\ _ R )=
esitiklerinden,  pd (G5) = pd (i) +des® v pd(Gg5) =

R
pd (I(G\x)

) + 1 ifadeleri elde edilir. Boylece ispat biter.

Bir G grafinin projektif boyutu icin graf parametrelerine bagh iist ve alt
sinirlar verilebilir. Siradaki yardimci teorem bir ayrit monomial idealin Alexander

dualine ait projektif boyutu i¢in graf parametresi cinsinden bir iist sinir verecektir.

G bir graf olsun ve C = {xkl,xkz, ...,xkt} kiimesi G nin bir minimal tepe
ortiim kiimesi olsun. x¢ ile bir R = k[xy, ..., x,,] polinomlar halkasinda bir x;, Xk,

Xk, monomiali ifade edilcektir.

Tammm 5.3.9. (Alexander Dualite) Bir [ = (x11x12 t Xqpgs e Xp1 X2 xtnt) bir

monomial ideal olmak tizere, I idealinin Alexander duali;

I* S (xll, xlz, ...,xlnl) n..nN (xtl, xtz, ...,xtnt)

olarak tamimlanir. Bir G grafi igin, I(G)* = (x¢: C bir minimal tepe értiimiidiir. )

olarak tanimlanir (Tuyl 2008).

Teorem 5.3.10. I karesiz monomial ideali, bir R halkasinin ideali olsun. Buna gore,
R
pd(I") = reg(7)

dir (Terai 1998).

Yardimc1 Teorem 5.3.11. G bir graf x € V(G) herhangi bir tepe ve N;(x) =
{Y1; Jyt} OISun.

G, = G — x ve G, = G — Ng[x] olarak alinirsa. Bu durumda,
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B  1(G)=xI(G) +yy ¥l (G2)7;
(i)  xy; =y d(G2)" = xI(G1)" Nyy =y (Go)";

(iii)  R-modiillerin bir,
0 = xy; =yl (G2)" = x1(G1)" @ y1 = yel (G2)"=1(G)"—0
seklinde bir tam dizisi vardir (Khosh-Ahang Moradi 2014).

Ispat: (i) C tepe ortiimii, G’ nin bir minimal tepe ortiimii olsun. x € C olarak alinirsa
C' = C\x kiimesi G’ in bir minimal tepe &rtiimii olacaktir ve bdylece x¢ = xx¢' €
xI1(G,)* dir. Eger, x € C olursa, bu durumda {yy,...,y:} S C olacaktir ve C"' =
C\{y1, ---, v} kiimesi G’ nin bir tepe ortiimii olacaktir. O halde,

xC=y; - thC” € y1 Yl (G2)"

dir. Boylece,

1(Gy)" € xI(Gy) +yy = y:1(Go)"
ifadesi elde edilecektir.

Tersine, G, grafinin herhangi bir minimal tepe 6rtimii C' olsun. Béylece C' = C"' U
{x} kiimesi G nin bir tepe Ortiimii olacaktir. O halde xI/(G,)* € I(G)* dir. Ayrica, C"”
tepe Ortiim kiimesi G, grafinin bir minimal tepe ortiimii ise C'' U { y4, ..., y;} kiimesi
de G' nin tepe Ortimi olacaktir. Bu durum,y, - y.I(G,)* € I(G)* sonucunu verir.

Sonug olarak,

xI(G)" +y1 ¥l (G2)" € 1(G)

dir. Bu iki kapsamadan istenen esitlik olan x/(G)* + y; =~ ¥:1(G;)* = I1(G)* ifadesi
elde edilir.

(i) G,'nin herhangi bir C"' tepe ortiimii kiimesi alinsin. Bu durumda, ¢’ = C" U

{y1, ..., ¥¢} kiimesi G; nin bir tepe ortiimii olacaktir. Boylece,

xy1 = yex€ = xxC € xI(G,)" Ny =y I (G,)" dir.
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Tersine, bir f € xI(G1)* Ny, = y:I(G,)* monomiali alinsin. O halde, f; € 1(G,)"
ve f, € I(G,)* monomialleri i¢in f = xf; = y; = y.f, dir. Bu esitlik, f3 € I(G,)*
icin f, = xf3 oldugunu verir. Sonug olarak, f = xy; = y:f3 € xy; = y:I(G,)" dir
ispat biter.

(iii) K ve L halkalarinin bir,
0-KNL->K®L->K+L-0

kisa tam dizisi vardir. Bu dizide, K = xI(G1)* ve L = y; - ¥.1(G,)" olarak alinirsa,
(1) ve (i1)’ de elde edilen esitlikler ile birlikte,

0 = xy; =yl (G)" — xI(G1)" @ y1 yel(G2)” = 1(G)" — 0 kisa tam

dizisi elde edilir.

Teorem 5.3.12. G bir graf vex € V(G )herhangi bir tepe olsun. Eger, G; = G — x ve
Gz =G — NG [X] ise,

pd(1(6)") < maks{pd(I(G1)*), pdI(G)") + 1}
dir (Khosh-Ahang Moradi, 2014).
Ispat: Yukaridaki yardime1 teoremden,
0 = xyy = yed(G)" = x1(G1)" D y1 = yed(G)" = 1(G)" = 0
tam dizisi gz Oniline alinirsa,
pd(1(6)") < maks{pd(xI(G1)"), pd(yy =~ yeI(G2)"), pd(xys - ¥l (G2)") + 1}

elde edilir. pd(xI(Gy)") = pd(I(G1)") ve pd(xys = Yel(G,)") = pd(I(G,)")
esitliklerinden dolay1 pd(1(G)*) < maks{pd(1(G,)*), pd(I(G,)*) + 1} elde edilir.

Bir graf sinifinda, eger sinifa ait graflarin barindirdigi bir 6zellik, alt graflarda da
bulunuyorsa bu sinifa kalitsal sinif denir. Bir sonraki teorem, graflarin projektif

boyutlarini graf parametreleri cinsinden tiistten sinirlandirmaktadir.

Teorem 5.3.13. Bir S graf sinifi, kalitsal graflarin sinifi olsun. f: © — R asagidaki

kosullar1 saglayan bir fonksiyon olmak iizere,
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1. Eger G tamamen izole tepelerden olusuyorsa diger bir ifade ile G’ nin hi¢ ayriti
yoksa, f(G) < |V(G)| dir. Buna ek olarak, en az bir ayrita sahip herhangi bir G €
S grafi i¢in, 0 < i < k olmak iizere, G ° de v;,v,, ..., )y tepeler kiimesi
alindiginda G; = G — v; — v, — -+ — v; olarak tanimlansin. (Burada G = G, kabul
edilecektir). Bdylece;

2. 0<i<k-—1igin, f(G; — Ng,[vie]) + 1 = f(G),

3. f(G) + NZ(G)| = £(6).
Yukaridaki maddeler saglaniyorsa, bu durumda G € S i¢in
pd(6) = [V(G) |- f(G)

dir (Dao Schweig 2013). (Burada IZ(G) ve G ile sirasiyla G grafinin izole tepeleri ve
G\IZ(G) grafim temsil edilmektedir.)

Ispat: G grafi minimal sayida tepeye sahip ve tersine 6rnek bir graf olsun. Madde 1’
den dolayi, G’ nin en az bir ayrint1 olsun. v;,v,,..., v, tepeleri Madde 2 ve 3’1

saglasin. Bir isayis1 iizerinden timevarim ile her0 < i < k — 1 i¢in
pd(G;) < pd(Giyq) +1
oldugu gosterilecektir.

i =0 igin, Yardimci Teoreml den pd(G) > pd(G — Ng;[v,]) + degv, oldugu

gosterilmelidir. Eger esitsizlik ger¢eklesmezse,
pd(G) < pd(G — Ng[v4]) + degvy
< V(G — Ng[vi DI = f(G— Ng[v1])+deg vy
=|V(G)| — degv; — 1 — f(G— Ng[v4]) + degv,
< V()| = £(6).

ifadesi  gerceklesecektir. 0 < i < j—1 i¢in pd(G;) < pd(Giy1) +1 oldugu
gosterilmis olsun. Boylece, pd(G) > pd (Gj — N, [vj+1]) + degv;,1 +j oldugu

gosterilmelidir. Fakat bu dogru degil ise,
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pd(G) < pd (G]- ~ Ng; [v]-+1]) +degg(vj+1) +J
< |V (6; = Ne,[vjs])| = £ (6 = Ne, [vj4]) + dege, (vy41) +
= V(G)I- j — degg,(vjr1) = 1= f (G = Ng,[v41]) + dege, (vjar) +
< V(& -f(6)
olur ve bu kabul ile ¢celismektedir. Eger,
pd(G;) < pd(Gi4q) +1

esitsizligi 0 < i < k—1 igin gosterilmis olsaydi, bu pd(G) < pd(Gy) +k
esitsizligini gerektirecekti. Madde 3’ten dolayi,

pd(Gy) + k = pd(Gy) +k
< V(G - f(Gi) + &
= V(O] —k—NZ(GI| - f(G) + k

< V()| -£(6)
sonucuna ulasirdi ve bu kabul ile ¢elistiginden dolay1 ispat biter.
Teorem 5.3.14. G grafi n tepeye sahip herhangi bir graf olmak iizere,

pd(G) <n —€(G)
dir (Dao Schweig 2013).

Ispat: f(H) = e(H) + |1Z(H)| olacak sekilde bir f fonksiyonu tanimlansm. Bu
fonksiyonun Teorem 5.3.13° iin kosullarin1 sagladigi gosterilecektir. Eger graf
tamamen izole tepelerden olusuyorsa, e(H) = 0 ve |IZ(H)| = n olacaktir. Boylece
kosul 1 saglanir. Simdi, en az bir ayrita sahip bir G grafi verilsin. v € V(G) bir tepe
ve N(v) = {vy,v,,...,v} bunun komsulugu olsun. G; =G —v; —v, — =+ — V;
olarak tanimlansin. E kiimesi G — Ng,[v;41] grafinin en kii¢ik kardinaliteye sahip

ayritsal-baskinlik kiimesi olsun. Bu E kiimesine, u € IZ(G — Ng L.[vl-+1]) olmak tizere
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uu' ayritlarin1 ekleyerek (burada u' tepeleri u’ nun G deki komsusudur) ve
vv; 44 ayritini ekleyerek, E' kiimesi elde edilir ve bu kiime G’ nin ayritsal-baskinlik
kiimesi olacaktir. Bu durum, f(G — NGi[viH]) +1=¢(G- NGi[viH]) +
1Z(G — NGi[vi+1]) + 1 = |E'| = €(G) = f(G) anlamia gelmektedir. Boylece kosul

2 saglanmis oldu.

v tepesi G grafinda izole bir tepe olacaktir. E kiimesi, Gj grafinin en kiigiik
kardinaliteye sahip ayritsal-baskinlik kiimesi olsun. Bu kiimeye vv' ayrit1 ile u €
1Z(G,) — v olmak tlizere, uu’ ayntlarinin eklenmesiyle E’ kiimesi olusturulsun. E’
kiimesi G grafimin ayritsal-baskinlik kiimesi olacaktir. Bu f(Gy) + [1Z(G,)| =
€(Gy) + |1Z(Gy)| = |E'| = €(G) = f(G) ifadesini verir ve kosul 3 saglanir. Boylece

ispat tamamlanmis olacaktir.

Yardimer Teorem 5.3.15. [ ideali bir karesiz monomial ideal olsun. S polinom

halkasinin degiskenlerinin bir alt kiimesi A = {x;, ..., x;} olsun. Buna gore,
1 < j < i olmak tizere (x;, = 0 i¢in),

pd(S/I) =pd(S/((I,x1, -, xj—1): %)) ya da pd(S/I) =pd(S/(, x4, ..., x;)) dir (Dao
vd. 2013).

Ispat: x = x; olarak alinsin. Boylece iddiaya gore,
pd(S/I) =pd(S/U,x)) yada pd(S/I) =pd(S/(I: x))

esitliklerinden biri dogru olacaktir. Eger, pd (S/I) # pd (§/(I:x) ) olsaydi,
(Lyubeznik, 1988) ve (Kummini, 2008) den dolay1, pd(S/I) >pd(S/(I: x)) olacakti.
pd (S/I) = p olarak alinirsa, Tor modiillerinin uzun tam dizileri ile Yardimci

Teorem l’den,
[)d( ) > [)d
I (I .X')

esitsizligi kullanilarak, her [ > p icin Torg(%,k) # 0 ve Torp(S/(1,x),k) =0

oldugunu verir. Boylece pd(S/(1, x))=p olacaktir.
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5.4. Graflarda Regiilerite

Bu boliimde, graflarin ve simpleksler komplekslerin Stanley-Reisner halkarinin
Caselnuovo-Mumford regiileritesi ile ilgili sonuglar verilecektir. Bir I idealinin
Castelnuovo-Mumford regiileritesi bu I idealinin karmagikligin1 6l¢en bir kavramdir.

Cebirsel geometri ve cebirsel kombinatorigin en 6nemli kavramlarindan biridir.

F bir cisim ve S = F[x4, ..., x,] bu cisim iizerinde bir polinomlar halkas1 olsun. M bir
sonlu tretilmis Z™ — derecelenmis bir S —modiil olsun. M modiiliiniin bir minimal

serbest ¢oziiciist,

dp dp-1 dy dy _ do
055,285, 1—..28->5->M->0

olsun. Bu ¢dziiciide, S; =€ jezn S(— j)Pii toplamma esittir ve S(—j) serbest modiilii
ile § modiilintin derecesinin j ile degistirilmisi temsil edilmektedir. Burada, B;
pozitif tamsayisina M modiiliiniin Betti sayis1 denir. Ayrica, §; ; = dimg Tor;(M, [F);

dir.

Bir grafin ve kompleksin Castelnuovo-Mumford regiileritesi asagidaki

gibidir.
Tanim 5.4.1. R bir halka ve I € R’ nin bir monomial ideali olsun. Buna gore,
reg(R/1(G)) = maks{j — i: B; ; # 0}
veya bir basgka ifade ile
reg(R/1(G)) =maks{j — i: Tor;(R/ 1(G), k); # 0}
dir. Bu iki ifadenin yan sira, bir de A kompleksi i¢in regiilerite kavrami;
reg (A)={j: H;_;(A[S], k) # 0,5 € V(A)}

ile tanimlanir. Bir R polinomlar halkasina ait bir I ideali i¢in reg (I) = reg(R/I) +1
esitligi vardir (Woodroofe, 2014).

Yardimer Teorem 5.4.2. F bir cisim ve A ile X simpleksler kompleksleri olsunlar.

Buna gore,
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regp(A = Z) = regp(4) + regp(Z)
dir.

Graflarda regiilerite aragtirmalarinda en 6nemli sonuglardan biri, grafin indirgenmis
esleme sayisinin regiilerite icin bir alt sinir olusudur (Katzman, 2006). Bunun ispati

geometrik kombinatorik yontemiyle verilecektir (Woodroofe 2014).
Teorem 5.4.3. G herhangi bir graf olsun. Buna gore,
reg(R/1(G)) = im(G) dir (Woodroofe 2014).

Ispat: G grafinin indirgenmis esleme sayis1 im(G)’ nin degeri t olsun. Bu demektir
ki G grafinda tK, indirgenmis altgraf vardir. Bu durumda, eger G grafinin
bagimsizlik kompleksi Ind(G) olusturulursa, bu Ind(G) kompleksinde, (t—
1) —kiire indirgenmis altkompleks olacaktir. Ciinkii, t-tane K, altgraflari, Ind(G) nin
bir, Ind(K5;) * Ind(K,) * ...* Ind(K,) altkompleksini meydana getirir ve her bir
Ind(K,) kompleksi 0 —kiiredir. Bir kompleksin regiileritesi her zaman indirgenmis

alt komplekslerinden biiylik olacagindan sonuca ulasilir.

Graflarda regiilerite i¢in altsinir ile birlikte {ist sinir degerleri de ilgi ¢ekicidir.
Bir sonraki sonug bir grafin regiileritesinin {istten, es-kirig-graf kaplama sayis1 olan

cochord(G) ile sinirlandirilabilecegini gostermektedir.

Teorem 5.4.4. G herhangi bir graf olsun. Buna gore herhangi bir [F cismi i¢in,
reg(R/1(G)) < cochord(G)

dir (Woodroofe 2014).

Bu teoremi ispatlamak i¢in Oncelikle asagidaki teoremlerin sonuglarina ihtiyag

duyulmaktadir.

Teorem 5.4.5. G grafinin V(G) tepeler kiimesi, bir bagimsiz A, kiimesi ile birlikte

Ay, ..., A, Kliklerinin birlesimine esit olacak sekilde pargalansin, bu durumda,

R

reg(m) <p
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olur (Woodroofe 2014).
Teorm 5.4.6. G bir graf ve A € V(G) bir klik olsun. O halde,

R crea By i1
o al
J

dir (Woodroofe 2014).

Acikcasi, yukarida verilen iki teoreme gore, bir graftan bir klik silinirse, bu grafin

regiilerite degeri en fazla 1 azalacaktir.

Teorem 5.4.7. F cismi lzerinde, R = F[xy, ..., x,] polinomlar halkasimn I, ,...,1,

karesiz monomial idealleri verilsin. Buna gore,
reg(R/(Ii+1+ ...+ 1)) < ¥3_ reg(R/I)
dir (Kalai Meshulam 2006).

Yukardaki teorem, graflara ve aynt ideallere gore tekrar ele alinsm. Gy, ..., G, graflar

ayni {xq, ..., X, } tepe kiimesi lizerinde tanimlanirsa, bu durumda yukaridaki teoremin

ifadesi,
reg(R/I(UY_, G) < X7_  reg(R/1(G)))
olarak yeniden yazilabilir.

Ispat (Teorem 5.4.4.): reg(R/(H)) = 1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul H nin en az
bir ayrita sahip es-kiris graf olmasidir. reg (R/I(Uf=1 Gj)) < Zle reg(R/ (G;))

esitsizliginden ve her bir R/(G;)’ nin regiileritesinin 1 olmasindan sonug elde edilir.

Teorem 5.4.8. F kiimesi bir graf ailesi olsun. Bir :F — N doniisiimi, eger G grafi
ayrik ise 7n(G) = 0 olacak sekilde tanimlansin. Buna gore, G € F grafi igin, E(G) #

@ ve x € V(G) olmak tizere,

1. G —x ve G — N; [x] alt graflar1 F ailesine aitir,

2. n(G — Ng [x]) < 1n(G) ven(G — x) < n(G)

33



kosullar1 saglandiginda bu G € F grafi i¢in reg (%) < n(G) dir (Villarreal, Morey

2011).

Ispat: Tepe sayis1 iizerinden tiimevarim yapilacaktir. G grafi F ailesinden bir graf
RN RN
o) = re8Gy) =

olsun. Eger G bir ayrik graf ise I1(G) = (0) olacaktir ve reg(
reg(R) = n(G) = 0 sonucuna varilir. G grafi en az bir ayrita sahip graf olsun. Simdi
x € V(G) bir tepe olmak fiizere, G;= G — x ve G,= G — N; [x] indirgenmis graflari
yukaridaki kosullardan 1 ve 2’ yi saglayacak sekilde alinsin. R —modiillerin bir

R
(1(G):x)

0- -0

X R R
=1l=7 1))

tam dizisi vardir.

Burada (I(G):x)=(I(G;), Ng (x)) ve (I(G),x)=((G;),x) dir. Ayrica G; ve G,
graflari1 G den daha az tepeye sahiptir. Regiileritenin tanimindan herhangi bir

derecelenmis M modiilii i¢in

reg(M)[—1] =reg(M) + 1 dir. O halde G; ve G, ye tiimevarim hipotezlerini

uygulanirsa,
reg(R/(1(G) : x))[—1]) = reg(R/(I(G) : x)) + 1
= reg(R'/1(Gy)) < n(G2) + 1 < n(G)

sonucuna ulasilir. Clinkii, R = k[xq, ..., X,,] polinom halkas1 olmak iizere, R/(x,) =
k[xi, ..., xp_q] > dir. Ayrica, reg(R/(I(G),x)) <n(G;) <n(G) dir. Burada R’
halkas1 V(G,) ¢ deki degiskenlerden olusmaktadir. O halde R/I(G) ’ nin

regiileritesinin,

reg(R/(I1(G) : x)[-1]) ve reg(R/(1(G), x)

degerlerinden maksimum olani1 tarafindan sinirlandirildig1 sonucuna varilir. Boylece,

reg(R/1(G)) < n(G)

dir.
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Yardimei Teorem 5.4.9. G bir graf ve x € G bir es-baskin tepe olsun. Buna gore,
im(G — x) <im(G) ve im(G — N;[x]) < im(G) dir (Biyikoglu Civan 2014).

Ispat: Birinci esitsizlik olan, im(G\x) <im(G) ° nin dogru oldugu acikca
gorilmektedir. Bir M € E(G\Ng;[x]) kiimesi indirgenmis esleme olarak alinsin. x
bir es-baskin tepe oldugundan N;[y] S N;[x] olacak sekilde en az bir y € N (x)
vardir. Buradan, xy U M kiimesinin G de indirgenmis bir esleme oldugu sonucuna

varilir. O halde, im(G\N;[x]) < im(G) dir.

Teorem 5.4.10. G grafi indirgenmis C, ve Cs cevrimleri icermeyen tepe-
ayrigtirilabilir bir graf olsun. Buna gore, reg(G) = im(G) dir (Biyikoglu Civan
2014).

Ispat: Herhangi bir G grafi igin reg(G) = im(G) oldugu zaten biliniyor (Katzman,
2006). O halde, G grafi, C, ve Cg cevrimleri igermeyen tepe-ayristirilabilir bir graf
oldugunda, G’ nin reg(G) < im(G) sagladiginin gosterilmesi yeterli olacaktir. G
grafi tepe-ayristirilabilir oldugundan bir x dokiim tepesi vardir. G grafi indirgenmis
C, ve Cs cevrimleri igermediginden Teorem X’ den dolay1r bu dokiim tepesi es-
baskindir. Ayrica, G\Ng;[x] ve G\x graflar1 da indirgenmis C, ve Cs cevrimleri
icermeyen tepe-ayristirilabilir. Bu durum Teorem 5.4.8.” den dolay1 reg(G) < im(G)
olmasini gerektirecetir. O halde reg(G) = im(G) dir.

Yukaridaki teoremdeki gibi indirgenmis esleme sayisi ile regiileritesi esit olan
bagka graf siiflarida vardir. Simdi bu durumu saglayan 6zel baska bir graf sinifi

verilecektir. Bunu gostermek igin dncelikle agagidaki sonuglara ihtiyag vardir.

Teorem 5.4.11. G bir graf ve x € V(G) olsun. Buna gore G dizisel Cohen-Macaulay
grafise G — N;[x] bir dizisel Cohen-Macaulay graftir (Tuyl Villarreal 2008).

Yardimc1 Teorem 5.4.12. G iki pargali graf olsun. Eger G dizisel Cohen-Macaulay
ise derecesi 1 olan bir x € V(G) vardir (Tuyl Villarreal, 2008).

Teorem 5.4.13. G grafi dizisel Cohen-Macaulay ikipargali graf ve im(G) sayist G’

nin indirgenmis esleme sayisi olsun. Buna gore,
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dir (Tuyl 2009).

Ispat: (Katzman 2006) teoreminden dolayr im(G) sayisin bir grafin Stanley-

Reisner halkast i¢in alt sinir oldugu bilinmektedir. Gosterilmesi gereken bu halka

i¢in ayni zamanda tist sinir oldugudur. Teorem (Terai, 1998)’ den dolay1 reg (I(LG)) =

pd(I(G)* esitligi vardir. Boylece pd(/(G)*) <im(G) oldugunu gdstermek
gerekmektedir. |V (G)| = n lizerinden tiimevarim yapilacaktir. Eger n = 2 olsaydi, G
grafi tek bir xy ayritindan olusacakti ve I(G)" =(x,y) olacakti. Bu durumda,
pd(I(G)") =1 <1 =im(G) olur.

n > 2 olsun. G grafi bir dizisel Cohen-Macaulay iki parcali graf oldugundan,
Yardimer Teorem 5.4.12¢ den dolayi derecesi 1 olan bir x tepesi vardir. y tepesi x’ in
bir tek komsusu olsun ve Ng(y) = {x,x;,, ..., x;,} kiimesi y’ nin komsulari olsun.
Acikga, W kiimesi G grafinin bir herhangi bir minimal tepe 6rtiim kiimesi ise, x ve
vy’ nin her ikisi birden W kiimesinde olamaz, ¢iinkii olsaydi W — x kiimesi hala bir
tepe ortim kiimesi olurdu. Ayrica, y € W durumunda N;(y) € W olacaktir. G' =
G -Ng[y] ve G" = G - N;[x] olarak alinsin. I(G")* ve I(G')* sirasiyla G’ ve G"
graflariin o6rtiim idelleri olsunlar ve R = k[x;, ..., x,] halkasinin birer ideali olarak

yorumlansinlar. Bu durumda asagidaki gergeklere ihtiyag vardir:
Iddia 1. 1(G)* = xx;, ...x;,1(G")* + yI(G")*.

Ispat (iddia 1): m € I(G)* iireteg olsun bu durumda m, G’ nin minimal tepe Stiimii
olur. Bdylece bu ortiim kiimesi x veya y tepelerinden birini i¢erecektir. Fakat ikisini
birden igeremez. Eger x’ i igerseydi, Ns(y) = {x,x;,,...,x;,} * yi igerecekti.
Boylecem = xx;, ... x;;m'dir vem’ burada G’ niin bir tepe ortiimiidiir. Boylece
m € xx;, ... x; 1(G")"dir. Eger x degiskeni m’ yi bolemez ise m = ym' olacaktir ve
m', G'"’ niin ortimii olmak zorundadir. O halde m € yI(G")*’ dir ve bu da
kapsamanin bir tarafin1 gostermektedir. Kapsamanin diger yonii benzer sekilde

gosterilebilir: esitligin sag tarafi G nin bir ortiimiidiir ve I(G)* ye aittir.
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Iddia 2. xx;, .. x; 1(G')* N yI(G")*=yxx;, .. x;,1(G")".

Ispat (iddia 2): yxx;, ...x;,I1(G')* € xx;, ...x; I(G')* oldugu biliniyor. Eger m €
yxx;, . X, [(G")" ise m = yxm' olacaktir ve burada m' de G niin bir tepe-
ortimiidiir boylece ikinci idelin de bir elemanidir yani m € yI(G"')* dir bu durum
iki idaelin arakesitinde oldugunu gerektirir. Diger taraf icin; xx;, ...x;, [(G')* N
yI(G")" arakesitinde ait bir m elemani alinsin. Bu durumda m = xx;, ...xitm' ve
m'€l(G"")*dir. Fakat m € yI(G'')* oldugundan y degiskeni m’ yi boler ve bu da
m' = ym"' olmasm gerektirir. Boylece m = xx;, ... x; m'” dir. Fakat m"I(G")"** de

olmalidir ¢iinkii hi¢bir tireti¢i y tarafindan béliinmemektedir.
Iddia 1 ve iddia 2’ nin bir sonucu olarak
0 - yxx;, . x; 1(G")" = xx;, . x; [(G')* D yI(G")" - 1(G)" - 0

Tam dizisi elde edilir. (0 >ANB - A@B - A+ B - 0 dizisi seklinde) Bu
tam dizi bize pd (I1(G)") i¢in asagidaki sinir1 verir:

pd(I(G)*) < maks{pd(yxx;, .. x; 1(G')" + 1), pd(xx;, ..x; 1(G')"),
pd(y1(G")")}

Bir I monomial ideal ve bir m monomiali i¢in, m’ nin destegi ile I’ nin herhangi bir

tiretecinin destegi farklidir bu ylizden pd(mlI)=pd(I) olup,
pd(1(G)*) < max {pd(I1(G")*) + 1, pd{(G"")*)} elde edilir.

Timevarim ile pd (I(G")*) +1 < a(G') +1 ve pd((G")*)<a(G") dir. Simdi
a(G'") < a(G) agiktir ve a(G')’ niin 3-ayrik kenarlar olarak ve ek olarak xy kenari

ile birlikte alinirsa a(G") + 1 olusturulur ve a(G") + 1 < a(G) dir.

Yardimci Teorem 5.4.14. [ € R bir monomial ideal ve x de I’ nin bazi iireteclerinde

bulunan bir degisken olsun. Buna gore,
reg(/) < maks{reg(l : x) + 1,reg(l,x)}
dir. Dahasi I ideali karesiz monomial ideal ise reg(l) =reg(l:x)+ 1 veya

reg(l) = reg(l,x) dir (Dao vd. 2013).
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Ispat: 0 —>i[—1] NN — 0 tam dizisi verilsin. Bu tam dizide ilk

(I:x) 1 1)

doniisiim x ile ¢arpim oldugundan -1 ile ¢arpilmustir.

Ik once reg(l,x) < reg(l) oldugunu gosterilecektir. Bunu gdstermek igin
reg(l,x) = m olarak alinsin. Boylece, Oyle bir t karesiz monomiali vardir ve
Bi-(I,x) # 0 ve |t| — j— mdir. Burada homolojik dereceli j ve ¢oklu dereceli 7
olmak {izere, f;, ¢oklu dereceli Betti sayilari kullanilmaktadir. (Burada |z] ile T
karesiz monomialinin degisken sayis1 gosterilmektedir.) L monomialleri, [

monomialleri i¢inde x degiskenini icermeyen monomialler olarak alinirsa, agikca

(I,x) = (L,x) dir.

Eger x degiskeni t monomial idealinde bir iirete¢ degiskeni ise

Torf((I,x), IF)T = Tor, (L, IF); dir. Aksi halde, Torf((I,x), K)T = Torj (L, K),’
dir. ilk durumda ,8]._1,3(1) # 0 dir ve ikinci durumda B; - (I) # 0 olacaktir. Her iki

durumda da I’ nin regiileritesi en az m’ dir ve iddianin dogrulugu gosterilmis olur.

Simdi ¢eligki tiretmek icin, reg(l)’ nin esitsizlikte hicbir terime esit olmadigi kabul
edilsin. Yukaridaki paragraftan dolayr reg(l:x) + 1 > reg(I) > reg(l,x) dir.
reg(l:x) =m olarak almsm. Yani B;,(I:x) #0 ve |o] — j =m’ dir. I:'x
idealinde, x ile bdliinebilen hi¢gbir minimal iirete¢ olmadigindan, ¢ da x yoktur.

Dahasi B ;(I: x) = Bjy1,6(R/(I:x)) dir.
T = Xxo olsun. Simdi,

0 R 1 R R
»>—[-1]> - — -
(I:x) | I (I,x)

... e R
kisa tam dizisi Tor wuzun tam dizisine uygulanirsa, Bjiq¢ (7) # 0 veya

127 £) % 0 olur. Birinci durumda, I’ nin regiileritesi en az |t| —j=m+1
JTET N

kadar olur ve bu durum m + 1 > reg(l) ile celisir. Ikinci durumda, (I,x)’ in
regiileritesi en az |t| — (j + 1) = m kadardir. m + 1 =reg(l:x) + 1 > reg(l) >
reg(l, x) = m oldugundan dolay1 bu da bir ¢eliski olacaktir.
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Onerme 5.4.15. G grafi bosluksuz ve izole tepesi olmayan bir graf olsun. x tepesi G’
nin en biiyiik dereceye sahip tepesi olsun. Buna gore, hery € V (G) icind(x,y) <
2’ dir (Dao vd. 2013).

Ispat: Aksi kabul edilsin. O halde &yle bir y € V (G) vardir ki d(x,y) = 3 tiir. x
tepesinin derecesi k olsun ve N(x) = {wy,w,,...,w,} olarak alinsin. Genelligi
bozmadan, herhangi bir z € V(G) i¢in w;z ve yz ayritlar1 G grafinda herhangi iki
ayrit olsun. 2 < i < k i¢in xw; ve zy bosluk olusturmaz. Buna gore, bir tepesi
xw; lizerinde diger tepesi zy lizerinde olan bir ayrit olmalidir. d(x,y) ve d (x, z)
lerin her ikisi de 1’ i gectiginden, bu bahsedilen ayritin bir ucu kesinlikle x olamaz.
Benzer sekilde, w;y’ de bir ayrit olamaz, ¢iinkii ayrit olsaydi d(x,y) < 2 olacakti.
Boylece 1 < i < k i¢in w;z kenar olmali. yz bir ayrit oldugundan, z’ nin derecesi

k + 1 olacaktir ve kabul ile ¢elisir.

Teorem 5.4.16. G grafi, indirgenmis K, 3 icermeyen ve bosluksuz bir graf olsun.

Buna gore, reg(G) < 3 tiir (Dao vd. 2013).

Ispat: G grafinda izole tepe olmadig1 kabul edilsin. Ciinkii izole tepeler ayrit ideale
katki saglamayacaktir. x derecesi en biiyiik olan tepe olsun. Yardimct Teorem 8.11°
den, reg(G) < maks{reg(G — Ng[x]) + 1, reg(G — x)} oldugu biliniyor. G —
Ng[x] ve G — x’ nin her ikisi de K; 3 ve bosluk igermeyen graflardir. reg(G — x) <
3 oldugu G nin tepe sayisi iizerinden tiimevarim ile kolayca gosterilebilir. Simdi
reg(G — N;[x]) < 2 oldugunun gosterilmesi gerekmektedir. G — Ng[x]’ nin 4> den
biiylik uzunlukta ¢evrim barindirmadigini gostermek gereklidir. Tersi kabul edilsin,
yani G — Ng[x]’ de bir y3,y,, ..., yn cevrimi olsun ve n > 4 olsun. Yukaridaki
onermeden dolay1, her bir y;” nin x’ ten uzakligi 2°dir. Boylece herhangi bir w €
V(G) i¢in xw ve wy; ayritlar1 vardir. Dahasi, y,y, bir ayrittir, ¢iinkii y, ve y,
tepeleri, G — N, [x] grafinda bitisik degillerdir. wx ile y,y, bir bosluk olusturmamasi

2

icin, wy, veya wy,’ nin birinin ayrit olmasi gerekmektedir. Genelligi bozmadan,

wy, bir ayrit olsun. Bu durumda, {x, w, y;,y,} kiimesi {izerine indirgenmis graf bir

K; 3 olusturur ve bu ¢eliskidir.

Onerme 5.4.17. A simpleks kompleksi ve x € V(G) olsun. Buna gére,
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reg(A) <max{reg(del,(x)),reg(lk,(x))+1} dir (Biyikoglu Civan 2013).

Ispat: reg(A)=d ve bir W € V altkiimesi i¢in H;_;(A[W]) # 0 olsun. Eger x ¢ W
olsaydi, bu durumda W < V(del,(x)) olacakti ve bu reg(del,(x)) = d esitsizligini
verirdi. Sonug olarak reg(del(x)) = d olurdu ve bu kabul ile ¢elisir. Bu ¢eliskiden

dolay1 x € W olmasi gerekir.
Simdi Ag= A[W], A;= dels(x)[W] ve A,= 1k, (x)[W]olarak alinsin. (A, x)
ikilisine gore.

- Hj(Az) - ﬁj(Al) - Hj(AO) - FIj—1(A2) = HO(Al) - ﬁo(Ao) -0
Mayer-Vietoris tam dizisini yazalim. Burada A;= del, (x) ve A, =1k, (x) dir.
Eger reg(dely(x)) <d ise Hy_1(A;) =0 olacaktir. Boylece kabiil geregi

H,_1(Ay) # 0 oldugundan H;_,(A,) # 0 olmalidir. O halde reg(lky(x)) =>d — 1
dir.

Castelnuovo-Mumford regiileritesinin ~ simpleksler  kompleksleri  i¢in
homolojik sonuglar1 vardir. Simdi, bir kompleksin regiileritesinin alt sinir1 ile o

kompleksin alt kompleksleri arasindaki iligki verilecektir.
Yardimcei Teorem 5.4.18. Bir A simpleks kompleksi i¢in asagidakiler denktir;

1. reg(R/(Ip) =d.

2. A[S] kompleksi, S € V(A) alt kiimesi indirgenmis alt kompleks olsun, buna
gore Hy_1 (A[S]) # 0’ dir,

3. A’ yaait bazi o yiizleri icin, H;_; (Ik, 0) # 0 dir (Ha Woodroofe 2014).

Yardimer Teorem 5.4.19. A bir simpleks kompleksi olsun. Buna gore, herhangi bir

o € Ayizii i¢in, reg(R/(ly) = reg(R/ (I, 5) dir ( Ha Woodroofe 2014).

Ispat: o € A igin Ik, (o) bir indirgenmis alt kompleks oldugundan Yardimei Teorem

5.4.18 (2)’ den dolayi ispat biter.
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Teorem 5.4.20. Eger v bir A kompleksi i¢in dokiim tepe ve A\v sequentially Cohen-
Macaulay ise reg(A) = maks{reg(delA(v), reg(lkA(v)) + 1} dir (Ha Woodroofe
2014).

Bu teoremin ispatin1 verilmeden Once, ispat i¢in kullanilacak yardimci teoremler

verilecektir.

Yardimer Teorem 5.4.21. Eger o bir yiliz ve v de A nin v € o olacak sekilde bir
dokiim tepesi ise, v tepesi Ik, (o) iginde bir dokiim tepedir (Ha Woodroofe 2014).

Ispat: Tanimdan eger 7, o U v igeren bir yiiz ise (v shedding tepe oldugundan) dyle
bir w tepesi vardir ki (7 —v)Uw bir yiizdiir.o € (t — v) Uw ifadesinde v nin

Ik, (o) i¢in bir dokiim tepe oldugu elde edilir.

A bir simpleks kompleksi icin reg(A) =reg(lk,v)+1 veya reg(A) =reg(del,v) dir.

Buradan,

reg(A) < maks{reg(lkav)+1, reg(del, v)} oldugu sonucuna varilabilir. Yardimci
Teorem 5.4.19° dan reg(del, v)<reg(A) elde edilebilir ve bodylece regiileritenin

maksimumu

reg(del,v) ise reg(delyv)=reg(A) sonucuna varilabilir. Diger yandan Yardimci
Teorem 5.4.19° dan reg(A)’ nin reg(lk,v)’ den daha kiigiik olamayacag: biliniyor.
Eger A herhangi bir kompleks iizerinde v tepeli bir koni olarak diisiiniiliirse,

reg(A) = reg(lk,v) olabilir ve boylece reg(A) < reg(lk,v)+1 dir.

Yardimer Teorem 5.4.22. T Bir kompleks ve H, (Ikpv) # 0 olsun. Eger (Ikpv)™,
delrv nin bir I, alt kompleksi i¢inde olsun ve H,(I;)=0 olsun. O halde H,,,,(T") # 0
dir (Ha Woodroofe 2014).

. ~ ~ [ = . . N
Ispat: ... - H,,,(I) A H,(krv) - H,(delrv) — -+ Mayer-Vietoris tam dizisini

kullanirsak ve f nin icerme doniisiimii olusundan sonug ¢ikar.

Tamm 5.4.23. F bir cisim olsun. Eger A simpleks kompleksi icin, H, (A[T],F) # 0
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T = [n] ise bu A simpleks kompleksine tepe

minimal k-¢evrim ad1 verilir (Baletti 2017).
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Teorem 5.4.24. A bir tepe minimal k-¢evrim kompleks ve T kiimesi de A’ nin tepe
kiimesi V’ nin bir altkiimesi olsun. Eger, A[T] baglantisiz ise reg(F[A — T]) = k dir
(Baletti, 2017).

Ispat: U; € T altkiimesi, A[U;] indirgenmis alt kompleksi A[T]’ nin bir baglantil
bileseni olacak sekilde alinsin. U, = T — U, olarak alinsin. [} = A[V — U,] ve [, =
AV —Uj] olsun. I; UT, = A ve I; NI, = A[V — T]dir. Mayer-Vietoris tam dizisi

I, ve I, lizerine uygulanirsa,

0- H,(A;F) » He_(A[V —T]) > -+~ tam dizisi elde edilir. Burada H,(T}; F) =
H,(T,;F)= 0 dir giinkii V—U; ve V—U,’ ler V'’ nin 6z altkiimeleridir. Bu ilk
homoloji degerlerinin 0 olmasinin sebebini verir. A bir tepe minimal k-¢evrimdir ve

H,(A; F) # 0 oldugundan, Hy,_; (A[V — T]; F) # 0 olacaktir. O halde
reg(F[A —T]) = k dir.

5.5. Derinlik ve Kombinatorik Derinlik

Bu boliimde, Stanley-Reisner Halkalarinin, derinlik sonuglar1 verilecektir.

Teorem 5.5.1. A bir simpleks kompleksi olsun. Buna gore,
depth(F[A]) = 1 +maks{i: [F[Ai] Cohen-Macaulay dir} (Froberg, 1990).

Ispat: k[x] = k[x,, x;, ..., x,]/I bolim halkasinin Krull boyutu d olsun. F[x]’ nin
derinligi maks{j:i > n — j igin TorR(k[A]; F) = 0}  a esittir. o = (xl-l,xl-z, ...,xid)’
y1 A’ ya ait maksimal yiiz olarak alalim. ¢’ y1 A’ dan silersek (sadece maksimal
simpleks silinecek ve diger simpleksler kalacak sekilde), bu durumda, Stanley-
Reisner  halkast  F[xq,xy, ..., x,]/(I + (%, X, s X)) = F[A— 0] olan  bir

kompleks kalacaktir.
Simdi F[x, x5, ..., X, ]-modiillerinin bir,
0-(x;,, Xy oer xi,) = F[x] > F[A—0] -0

tam dizisini ele alinsin. (x;,, x;,, ..., X;,) seklinde bir ¢ekirdegin F[y, y,, ..., Y] ye

izomorfik oldugu kolayca goriiliir.
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... » TorR(K,F) - Tor?(F[A], F) -» TorX(F[A — ], F) » Tor® (K, F)
- TorR | (F[A], F) - -

tam dizisi ile birlikte i >n —d igin TorX(K,F) =0 (¢iinkii depth (K) =d )

gercegini ve TorR_, (K, F) # 0 ifadesini goz 6niine alarak,
i >n—d+ 1igin Tor?(F[A], F) = Tor?(F[A — o], F)
oldugu sonucuna varilir. Ayrica,
0 = Tory_g41(F[A], F) = Tory_g,4 (F[A — o], F)

dizisi tamdir. Boylece F[A] Cohen-Macaulay degilse, depth(FF[A] =depth(F[A — o])
oldugunu gériiliir. Bu sekilde devam ederek, depth(FF[A]) =depth(F[A%~1]) esiligine
varilir. Eger, F[A9"'] Cohen-Macaulay ise sonu¢ tamamlanir fakat degil ise

depth(k[A%1]) = depth(k[A%2]) bulunur ve devam edilir.

Yardimer Teorem 5.5.2. G bir graf ve v tepesi G’ nin bir izole tepesi olsun. Eger
Ind(G — v) kompleksi k —boyutlu saf ve tepe - ayristirilabilir ise Ind(G)’ de k + 1-
boyutlu saf ve tepe ayristirilabilir (Ziegler 1994).

Bir sonraki teorem, kombinatorik olarak bir Grafin (veya onun bagimsizlik

kompleksinin) derinliginin derecesi cinsinden degeri verilmektedir.

Teorem 5.5.3. G grafi n tepeli bir graf olsun. d tam sayis1 G grafinin tepelerinin en
biiylik derecesine esit veya daha kii¢iik olsun. Eger k < (n/2d) ise Ind(G)
kompleksi k —boyutlu saf ve tepe-ayristirilabilir (Dochtermann Engstrom 2009).

Ispat: Eger d = 0 olsaydi Ind(G) bir simpleks olacakti, bu tepe-ayristirilabilir

olmasini gerektirirdi. d > 1 olsun. G grafinin en biiyiik bagimsiz kiimesinde en az
EJ eleman olacagindan, Ind(G) kompleksinin bir faseti en az EJ tepeye sahip

olacaktir. Boylece Ind(G) kompleksi saf olacaktir.

n lizerinde timevarim yapilacaktir.n = 0 olursa kompleks bostur ve bos kompleksler

tepe-ayristirilabilirdir.
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n > 0 olsun. u € G sabit bir tepe olsun ve N;(u) = {v4, ..., v.} olsun. Burada c < d
dir.
n _n—2d<|V(G)—NG[u]|

k—1<—-1
= 2d 2d 2d

oldugundan tiimevarim ile Ind(V(G) — N[u]) kompleksi (k — 1) —boyutlu saf ve
tepe — ayristirilabilir. Boylece Yardimci Teorem 9.1° den Ind(V(G) — N(u))

kompleksi k —boyutlu ve tepe-ayristirilabilir olur.

Simdi Ind(G — {vq,v,,...,v._1}) kompleksinin k — boyutlu ve tepe-
ayristirtlabilir oldugu gdsterilecektir. deljyg()(v.) kompleksi Ind(V(G) — N (u))
olup k -boyutlu ve tepe-aynistirilabilirdir. 1ky,q¢g)(v.) kompleksi, Ind(V(G) -
(Ng(w) v NG(UC))) kompleksi olup (k — 1) -boyutlu ve tepe-ayristirilabilirdir,

clinkii; k —1 < % —1= n;d < W(G)_(NG;Z)UNG(UC))' dir. Sonug olarak, Ind(G —

{vi, vy, ..., V._1}) kompleksi (k — 1)-boyutlu tepe-ayristirilabilirdir. Ayni adimlar
tekrarlayarak, deljq(g)(ve—1) ile IKjq(g)(vc—1) kompleklerinin tepe-ayristirilabilir
oldugu goriiliir. Burada, 1kjnge)(v.—1) kompleksi Ind(G — ({vy, v, ..., V-1 } U

N;(v._1)) kompleksi olup (k — 1)-boyutludur, ¢iinkii

k-1

oo on—2d V@)~ (v vy veoad U Ne (V1))
—2d ~ 2d 2d

dir. O halde, Ind(G —{v,,v,,...,V._1}) kompleksi k -boyutlu ve tepe-
ayrigtirilabilirdir. Bu islem, ¢ — 2 kere uygulanarak Ind(G) kompleksinin k-boyutlu

ve tepe-ayristirisabilir oldugu goriiliir.

Bir sonraki teorem bir kompleksin Stanley-Reisner halkasinin derinliginin o
kompleksin maksimum boyutlu Cohen-Macaulay iskeleti ile hesaplanabilecegini

gostermektedir.
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6. SONUC VE ONERILER
Graflarda regiilerite hesaplanirken cochord sayisi iist sinir olusturmaktadir. Bu
parametre aslinda hesaplanmasi kolay olmayan bir parametre olup ytliksek degerlerde
regiilerite degerini fazla asmaktadir. Bu ylizden bu parametre yerine daha yakin
degerler bulabilen parametre aramak kombinatorik degismeli cebirde oldukca ilgi
cekici sonuglar ortaya g¢ikarabilecektir. Bu regiilerite degeri aslinda grafin projektif
boyutu ile iligkilidir. Bu sayede, Auslander-Buchsbaum formiilii yardimiyla, grafin
Stanley-Reisner halkasi icin derinlik degerini vererek bunun yaninda, bagimsizlik
kompleksinin homoloji gruplari i¢inde sonuglar vermektedir. Bu c¢alismalarda
kullanilan yontemler, daha yerel Ozelliklere sahip graflar iginde uygulanabilir ve

bir¢ok grafin projektif boyutu veya regiileritesi hesaplanabilir.
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