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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

Graflarin Komsu Rupture Derecesi

Ferhan Nihan ALTUNDAG

Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman : Yrd. Dog¢. Dr. Goksen BACAK TURAN

Zedelenebilirlik, iletisim baglantilar1 veya bazi merkezlerin bozulmasindan
sonra iletisim kesilene kadar agin dayamikliligini gosterir.  Bir casus aginda
bir casus veya istasyon ele gecirilirse komsu istasyonlarda tehlike altindadir.
Bir zedelenebilirlik parametresi olan komsu rupture derecesi casus agin
zedelenebilirliginin hesaplanmasinda kullanilabilir. Tam graf olmayan baglantili
bir G grafinin komsu rupture derecesi, G grafinin herhangi bir subversion stratejisi S,
G/S grafinin bilesen sayis1 ®(G/S) ve G/S grafinin en biiyiik boyutlu bileseninin tepe
sayist ¢(G/S) olmak iizere;

Nr(G) = max{w(G/S) —|S| —c(G/S) : S C V(G),w(G/S) > 1}
olarak tanimlanmistir. Bu tezde, minimum sayidaki ayrit ile miimkiin olan maksimum
baglantililik(connectivity) sayisina sahip graf smiflarindan olusan Harary grafinin
komsu rupture derecesi bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Zedelenebilirlik, Komsu Rupture Derecesi, Harary Graflar

2015, 37 sayfa



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

Neighbor Rupture Degree of Graphs

Ferhan Nihan ALTUNDAG

Celal Bayar University
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Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Goksen BACAK TURAN

The vulnerability shows the endurance of the network until the communication
collapse after the breakdown of certain stations or communication links. If a spy
or a station is invaded in a spy network, then the adjacent stations are treacherous.
A vulnerability parameter the neighbor rupture degree can be used to obtain the
vulnerability of a spy network. The neighbor rupture degree of a noncomplete
connected graph G is defined to be

Nr(G) = max{w(G/S) — |S| — ¢(G/S) : § C V(G),w(G/S) > 1}

where S is any vertex subversion strategy of G, w(G/S) is the number of connected
components in G/S, and ¢(G/S) is the maximum order of the components of G/S.
In this thesis, the neighbor rupture degree of Harary graphs which are the maximum
possible connectivity with the minimum number of edges are obtained.

Keywords: Vulnerability, Neighbor Rupture Degree, Harary Graphs

2015, 37 pages
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1. GIRIS

Geligsen teknoloji ile birlikte herhangi bir bilginin veya herhangi bir nesnenin
bir yerden bagka bir yere aktarim isteginin énemi giderek artmaktadir. Bu durum
beraberinde olusan iletimin hizli, giivenilir ve siirekli olmasimi gerektirir. Giinliikk
hayatimizda 6nemli bir yere sahip olan bu iletim durumuna bir¢cok ornek verilebilir.
Elektrik dagitim aglari, su dagitim aglari, teknolojik aglar (sosyal ag, internet, bilgi
aglari, vb.), biyolojik aglar (protein etkilesim aglari, sinir aglari, ekolojik aglar, vb.)
orneklerin birkacini olusturmaktadir. Buradan anlagildigi gibi iletisim hayatimizin
vazgecilmez bir parcasidir. Bu durum ise kurulmasi gereken iletisim aglarinin dnemini

daha da arttirmaktadir.

Iletisim ag1, merkezler ve bu merkezleri birbirine baglayan baglanti hatlarindan
olusur. Bir agda veri akisinin devam etmesinin temel kural oldugu diisiiniiliirse, ag
analizinde temel konu, agin giivenirliligi ve kararliliginin degerlendirilmesi olacaktir.
Yani baz1 kotii ve olumsuz kosullara kars1 bu agin nasil ve ne kadar dayanacagi 6nemli

bir sorundur. Iste tam burada "zedelenebilirlik" kavram ortaya cikar.

Bir sistemde zedelenebilirlik, sistemin belirli bir konudaki islevselliginin
azalmasina ya da tamamen kaybolmasina yol acabilecek bir hasar karsisinda, sistemin
gosterdigi dayanikliligin 6l¢timiidiir. Ayni sekilde bir agdaki zedelenebilirlik, bu agin
merkezlerinin ya da merkezler arasindaki baglantiyr temsil eden hatlarin gordiigii
herhangi bir hasar karsisinda agin gosterdigi dayanma giiciiniin 6l¢iimiidiir. Esas amag,
fonsiyonlarda herhangi bir bozulma oldugunda ag seklinde olan sistemin verecegi

tepkinin anlagilabilmesi, nasil davranacaginin ongoriilmesi ve kontrol edilmesidir.

Ag seklindeki sisteme zarar vermek icin kullanilan en basit strateji agdaki
en onemli noktaya saldir1 yapilmasi kavramidir. Amag sistemi kullanilamaz hale
getirmek, ciddi hasar vermek ya da sadece saldir1 yapilan merkezi yok etmektir. Bu
sebeple bu strateji bircok savasta kullanilmig ve onemli sonuglar vermistir. Ancak daha
karmasik aglarda onemli merkezi belirlemek bu kadar kolay olmayabilir ya da tek bir
merkez olmayabilir. Boyle bir agda herhangi bir bozulma ya da yok olma meydana
geldiginde agin genelinde olusan hasarin biiyiikliigii arastirilirken asagidaki sorular

sorulabilir.

1. Kag tane zarar goren merkez vardir?
2. Kag tane zarar goren hat/baglant1 vardir?

3. Aralarinda iletisim devam eden merkezler birer alt ag olarak diisiiniiliirse, bu alt

aglarin sayis1 kag tanedir?



4. Zarardan sonra olugan alt aglar i¢inde, merkez sayisi en fazla olan alt agin merkez

sayis1 kag tanedir?
5. Zarar goren merkezlerle baglantili olan merkez sayis1 kag tanedir ?
6. Zarar goren hatlara baglh olan merkezlerin diger baglantilarinin sayis1 kag¢ tanedir?

7. Zarar goren merkezler arasinda birbirinden bagimsiz olan merkezlerin sayisi kag

tanedir?

Amaca yoOnelik olarak yukaridaki sorulara yenileri eklenebilir. Bu tarz
sorularla, agin gordiigii hasarin olciilmesi ya da baglangigtaki agin ne kadar dayanikli
oldugunun analizinin yapilmasi miimkiindiir. Bu analizler ag tasariminda yapilirsa,
daha tasarim asamasindayken en uygun ag modeli secilebilir ya da uygun onlemler

alinabilir.

Aglar; iiretimden, tasimaya, iletisimden, lojistige bir¢cok alanda etkin sekilde
kullanildigindan, zedelenebilirlik aragtirmalart da giinden giine dnem kazanmaktadir.
Bir G = (V(G),E(G)) grafi, bos olmayan nesnelerin olusturdugu bir V(G) tepeler
kiimesi ile, E(G) ile gosterilen sirali olmayan tepe ciftlerinin birlestirilmesiyle
elde edilen ayritlar kiimesinden olusur. Yukarida bahsedilen aglar bir G grafi ile
modellenebilir. Merkezleri grafin tepeleri, merkezler arasindaki baglantilar da grafin
ayritlar1 olacak sekilde modellenen aglarin zedelenebilirlik degerlerini arastirabilmek

icin graflarda cesitli zedelenebilirlik parametreleri tanimlanmugtr.

Tammm 1. [4] Baglantili bir G grafimi, baglantisiz bir graf ya da sadece tek bir
izole tepeden olusan bir graf haline getirmek i¢in graftan atilmasi gereken minimum
tepe sayisina grafin tepe baglantililik sayisi (vertex connectivity) denir ve k(G) ile

gosterilir.

Bir grafin zedelenebilirlik degerini incelemek i¢in akla gelen ilk parametre olan
tepe baglantililik sayist (connectivity), "Grafin baglantisiz bir graf haline gelmesi i¢in

graftan atilmasi gereken en az tepe sayisi kactir?" sorusuna cevap vermektedir.

4 1 4
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Fakat bu parametre grafin bilesenlerine ayrildig1 bilgisi disginda geriye kalan
grafin yapisinin nasil oldugu hakkinda hicbir bilgi vermemektedir. Ayrica birden fazla
graf icin tepe baglantililik sayis1 verildiginde, bu degerlere bakilarak, bu parametrenin,
graflar i¢in ayrit edici oldugu sdylenemez. Sekil 1.1 ve Sekil 1.2°de verilen esit sayida
tepe sayisina sahip olan G| ve G, graflarini inceleyelim.

G grafi bir agac(tree) oldugundan dolay1 uc tepeler disinda kalan 2 veya 3 tepesini
graftan ¢ikardigimizda graf baglantisiz olacaktir. Bu durumda x(G;) = 1 dir. G,
grafinda ise 3 tepesini ¢ikardigimizda graf baglantisiz olacaktir k(G,) = 1. Yani
G ve Gy graflarinin tepe baglantililik sayilari x(G;) = k(G2) = 1’dir. Dolayisiyla
sadece tepe baglantililik degerlerine bakilarak, bu dl¢timiin graflarin farkli oldugunu
belirttigi, yani graflar arasinda ayirt edici oldugu sdylenemez. Goriildiigii gibi, tepe
baglantililik sayisi, sadece bir grafin bilesenlere ayrilmasi i¢in, atilmasi gereken en az
tepe sayis1 hakkinda bilgi vermektedir. Iletisim ag1 zarar gordiikten sonra geriye kalan
agin bilesen sayisi ya da iletisime devam eden en ¢ok elemana sahip alt agin eleman
say1s1 hakkinda herhangi bir bilgi vermemektedir. Bu durumda, geriye kalan grafin
yapis1 hakkinda biraz daha bilgi edinmek i¢in ¢esitli 6l¢iimler ortaya konmustur. Bu
Olctimlerden biri olan tepe sacilma sayisi (scattering number) Jung tarafindan 1978

yilinda tanimlanmusgtir.

Tammm 2. [8] G bir graf ve G’nin herhangi bir alt kiimesi S, graftan atilan tepeler
kiimesi olsun. G — S grafindaki kalan bilesen sayisi, ®(G — S) olmak iizere G grafinin
scattering sayisi
s¢(G) = max {0(G—-S8)—|S|:SCV(G),0(G-S) > 1}
SCV(G)

seklinde tamimlanmistir.

Bir diger ol¢lim olan tepe biitiinliik degeri (infegrity) Barefoot ve Entringer

tarafindan 1987 yilinda tanimlanmistir.

Tamum 3. [2] Herhangi bir G grafindan, bir S C V(G) tepeler kiimesi atildiginda,
geriye kalan G — S grafimin en biiyiik boyutlu bileseninin tepe sayist ¢(G — S) olmak
iizere, G grafini tepe biitiinliik degeri(integrity)
I(G) = min {|S|4+c(G—S
()= min_{IS|+¢(G5))

seklinde tanmimlannustir.

Tepe sacilma sayisi ve tepe biitiinliik degeri graflar i¢in ayirt edici 6zellige sahip
olmakla birlikte, sadece geriye kalan graftaki bilesen sayis1 ya da kalan graftaki en
biiyiik boyutlu bilesenin tepe sayisi ile ayri ayri ilgilenmektedir. Her iki degeri ayni
Olciim i¢inde arastirmak amaciyla Li ve arkadaglar1 tarafindan 2005 yilinda rupture

derecesi adiyla yeni bir zedelenebilirlik parametresi tanimlanmusgtir.
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Tammm 4. [12] Tam graf olmayan baglantili bir G grafinin rupture derecesi

r(G) = max {@(G—5)~[5| ~¢(G=5): 0(G=$) > 1}

seklinde tanimlanir ve r(G) ile gosterilir.

Ancak bu Olctimler, atilan tepelerin komsgular1 {izerindeki etkileriyle
ilgilenmemektedir. Zedelenebilirlik dl¢iimlerinde, secilen aga bagh olarak, zarar goren
birimler merkezler ise, sadece bu merkezlere bagl olan hatlar degil, bitisik olan
merkezler de zarar gorebilir. Ya da benzer sekilde, zarar goren birimler hatlar ise,
sadece bu hatlarin bagh oldugu merkezler degil, komsu oldugu diger hatlar da zarar
gormiis olabilir. Yani, graflar izerinde diisiiniiliirse, bir grafin tepeleri zedelendiginde
bu tepelere komsu olan tepeler de zarar goriiyor olabilir.

Gunther ve Hartnell calismalarinda, bir casus agini(spy network), tepeler ajanlari,
ayritlar ise aradaki iletisimi gosterecek sekilde, graflar ile modellemistir. Bu casus
aginda, bir ajan yakalandiginda, bu ajanin ve onun direkt baglantiya gecebildigi diger
ajanlarin artik giivenilmez oldugu acik oldugundan, ihbar edilen ajanlar da ag icin
islevsiz hale gelmis olur. Bu nedenle, bu ag1 temsil eden grafta, sadece tepeler yerine,
tepelerle beraber tiim komsu tepeler de graftan atilir. Bu durumlar icin, graflarda
cesitli komsu-zedelenebilirlik parametreleri tanimlanmistir.  Komgu-baglantililik
degeri(vertex-neighbor connectivity) [6], komsu-biitiinlik degeri(vertex-neighbor
integrity) [10] ve komsu-scattering sayisi(vertex-neighbor scattering) [13] buna drnek
olarak verilebilir.

Tanmimlar icin Oncelikle agagidaki bilgilere ihtiya¢ vardir. G grafimn herhangi bir u
tepesinin a¢ik komsulugu Ng(u) = {w € V(G) : uw € E(G)} ve kapali komsulugu
Nglu] = {u} UNg(u) seklinde tanimlanir. Ng[u] kapali komgulugunda atilan u tepesine
subverted tepe denir. Tiim tepeleri subverted olan S = uy,u», ...u,, kiimesine, G grafinin
subversion stratejisi denir. G/S, S kiimesinin tiim subverted tepeleri graftan atildiktan
sonra geriye kalan grafi, ¢(G/S) ise geriye kalan bu graftaki en biiyiik bilegenin tepe
sayisi ifade eder. S kiimesindeki tiim tepeler, graftan subverted edildiginde geriye
kalan graf, baglantisiz bir graf, bir klik ya da bos graf olabilir. Bu c¢alismada ele
alinan graflar, basit, birlestirilmis ve yonsiiz graflardir. Ayrica "Graph Theory with

Application” [7] kitabindaki teminoloji ve notasyon kullanilmistir.

Tamm 5. [6] Bir G grafinin komsu baglantililik sayisi, S bir tepe subversion stratejisi
olmak iizere;

K(G) = min (IS]}

seklinde tanimlanmigtir.

Tammm 6. [10] Bir G grafinin komsu biitiinliik degeri, herhangi bir tepe subversion



stratejisi S ve G /S grafindaki en biiyiik bilesenin tepe sayisi ¢(G/S) olmak iizere;

NI(G) = Sén‘}(r};){|5| +¢(G/9)}

seklinde tanimlannustir.

Tamum 7. [13] Bir G grafinin komsu scattering sayisi, S bir tepe subversion stratejisi
ve 0(G/S) geriye kalan graftaki bilesen sayist olmak iizere;
S(G) = max {0(G/S)—|S]|: w(G/S) > 1
()= max {0(G/S) - I5]: 0(G/S) > 1)

seklinde tanimlannustir.

Fakat bu parametreler, zarar gormiis agda atilan tepe sayisi, geriye
kalan graftaki bilegsen sayisi ve en biiylik bilesendeki tepe sayisi ile aymi anda
ilgilenmemektedir. Bu nedenle bu ii¢ degeri birarada ele alan yeni bir parametre olan
komsu rupture sayisi(vertex-neighbor rupture) G.Bacak Turan tarafindan 2010 yilinda

tanimlanmuagtir [1].

Tamm 8. Bir G grafinin komgu rupture derecesi, S bir tepe subversion stratejisi, G/S
grafimin bilesen sayist ®(G/S) ve en biiyiik boyutlu bilegenin tepe sayisi ¢(G/S) olmak

lizere;
Nr(G) = max{w(G/S) — |S| — ¢(G/S) : S C V(G),w(G/S) > 1}

seklinde ifade edilmistir. n tepeli tam grafin komsu rupture derecesi (1 —n) olarak

tammlannustir.

4 5

Sekil 1.3. 5 tepeli bir G grafi

ORNEK: Sekil 1.3°de verilen grafin komsu rupture derecesi asagidaki gibi
hesaplanir.

S C V(G) kiimesi, G grafinin bir subversion stratejisi olsun.

1. |S] =1 olsun.
S1={1}, 8, ={3} oldugunda o(G/S) =2, ¢(G/S) =2olur. Nry=2—-1-2=—1
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S3 = {2} oldugunda ®(G/S) = 0 olur. Nr hesaplanamaz.
Sq4 = {4}, S5 = {5} oldugunda @(G/S) =2, c¢(G/S)=1olur. Nrp=2—-1—-1=0

2. |S| =2 olsun.
S1={1,2}, S ={2,3}, S35 = {2,4}, S4 = {2,5} oldugunda ®(G/S) = 0 olur ve
Nr hesaplanamaz.
S1={1,4}, 8, ={1,5}, S3={3,4}, S4={3,5} oldugunda 0(G/S) =1, ¢(G/S) =
lolur. Nrs=1—-2—-1=-2
S1 ={1,3}, oldugunda @(G/S) =1,¢(G/S) =2olur. Nry=1-2-2=-3
S1 = {4,5} oldugunda w(G/S) =2, c(G/S)=1olur. Nrs=2-2—-1=—1

3. |S| =3 olsun.
S1=1{1,2,3}, 8, = {1,3,4}, 83 = {1,3,5}, Sa = {1,2,4}, S5 = {1,2,5} oldugunda
®(G/S) = 0 olur. Nr hesaplanamaz.
Sy ={1,4,5}, S, = {3,4,5} oldugunda &(G/S) =1, ¢(G/S) =1 olur. Nrg =
1-3—-1=-3

Komsu rupture derecesinin tanimi geregi bulunan degerlerin maksimumu alindiginda;

Nr(G) = max{Nr;,Nry,Nr3,Nr4,Nrs,Nr¢} = max{—1,0,-2, -3, —1,-3} =0

G grafinin komsu rupture derecesi O olarak bulunur.
Bilinen bazi graf ailelerinin komsu rupture dereceleri G. Bacak Turan tarafindan
"Neighbor rupture degree and the relations between other parameters" [1] adli

makalede verilmistir.

Teorem 1. e P, n tepeli bir yol graf ve n > 12 olmak iizere,

0 = 1(mod4),
Nr(Pn):{_,l’ ZEO 0 )

,3(mod4)

e n tepeli bir C, cevre grafi icin, n > 15 olmak iizere,

| =1, n=0(mod4);
Nr(Cy) = { “2, n=1,2,3(mod4)

® Ky ny,...np» kK-parcalr bir tam graf olmak iizere,
Nr(Kn, ny,...n,) = max{ny,ny,...,ng} —3
— K, iki parcali bir tam graf ise,
Nr(Kp,) = max{m,n} —3

— Ky, bir yildiz grafise,
Nr(Kl,n) =n—3

6



o W, n tepeli bir tekerlek graf ve n > 4 ise,

seklinde tanimlanmigtir.

1962’de Frank Harary, p tepe ve (I < p) I negatif olmayan tamsayi ise,
k(G) = | ve mimkiin olan en az ayrt ile basit bir G grafi nasil olusturulabilir
diisiincesiyle iletisim aglarindaki giivenirliligi incelemistir [S]. Bu arastirmada ortaya
konan teoremlerden ilki asagidaki gibidir.
Biitiin G = (p,q) graflar1 arasinda, ¢ < p — 1 oldugu zaman maksimum connectivity
degeri 0, ¢ > p — 1 oldugu zaman maksimum connectivity degeri [ 1]°dir.
Bir G = (p,q) grafinin dereceleri toplami ayrit sayisinin iki kati ve [ 1] degeri grafin
derecelerinin ortalamasini vermek iizere Harary, teoremin ispatini aglklarken "G =
(p,q) grafinda g > p oldugu zaman maksimum connectivity degeri [ 4]°dir." ifadesini

ileri siirmiis ve bu ifadeyi agiklamak amaciyla iki durum ortaya koymu§tur.

1. Bir (p,q) grafinin connectivity degeri [2—‘1] degerini asmaz,

2. Connectivity degeri [ 4] olan bir (p,q) grafi H vardir.

Bu iki durumun ispatinda [%q] = m ve m tamsayis1 2k ve 2k + 1 olarak iki sekilde ele
alinmigtir. Sonugta (n > m) ve m, n herhangi bir pozitif tamsay1 olmak iizere Harary,
n tepeli bir graf lizerinde minimum ayrita sahip olan m-connected H,, , graf siniflarini
olusturmustur. Harary graflari minimum sayidaki ayrit ile miimkiin olan maksimum
baglantililik(connectivity) sayisina sahiptir. Bu kararlilik 6zelligi ile Harary grafi
bir¢ok zedelenebilirlik parametrelerine konu olmus, arastirilmistir. Frank Harary [3],
H,,, Harary grafinin m-connected oldugunu kamitlamugtir. Quyang ve arkadaglar
[11], Harary grafinin scattering sayisini ortaya koymustur. Cozzens [9], tenacity i¢in
iyi bir sinir veya tam degerini elde etmistir. Li ve arkadaslar1 [5], Harary grafinin
integrity degerini belirlemistir. Bu tezin amaci da Harary grafinin bir zedelenebilirlik

parametresi olan komsu rupture derecesini belirlemektir.



2. HARARY GRAFLARIN KOMSU RUPTURE DERECESI

Bu boliimde, Harary grafinin 3 durumu icin komsu rupture dereceleri bulunup,
ispatlar1 verilmigtir.  H,,, grafimn smiflart ve olusumu agagidaki gibidir. Hp,,
grafinin olusumuna n ¢evre graf ile baglanir ve tepeler 0, 1,2, ...,n— 1 ile saat yiiniinde
numaralandirilir. H,, , grafinda i ve j herhangi iki tepe olmak iizere i ve j arasindaki

|j —i|, = min{|j —i|,n — | j — i| } uzaklik belirlenir.

2.1. Harary Grafinin 1. Durumu

m ¢ift (m = 2k) olsun. i ve j tepeleri igin | j — i|,, < k olan her iki tepe bir ayritla
birlestirilir. Hy; , grafinin her tepesinin derecesi m ’dir. Sekil 2.1°de Hy 1, Harary

grafinin gésterimi verilmisgtir.

11

10

7 6

Sekil 2.1. Hy 12

Teorem 2. (m = 2k) ve (k > 1) olan Hy, , Harary grafinin komsu rupture derecesi;
a)n > 2k+2 icin;

_J =1, n=0(mod 2k+2)
Nr(Hpn) = { —2, diger durumda.
b) n < 2k+ 2 icin;
Nr(Hupn) =1—n.
Ispat. Vk € N icin Hyp = Ck oldugundan Teorem 3 ve Teorem 4’e gire ispat

tamamlanir. O]

Teorem 3. (n > 2k +2) ve (k > 1) olmak iizere C*, n tepeli cevre grafin k.kuvvetinin

komgsu rupture derecesi asagidaki gibidir.

o) —1, n=0 (mod2k+2);
Nr(Cy) = { —2, diger durumda.



Ispat. S C V(CK) kiimesi, Ck grafimin subversion stratejisi ve |S| = r graftan atilan

tepe sayist olmak iizere S’nin eleman sayisina bagli olarak 2 durum vardr.

Durum 1: 0 < r < bknﬁj olsun. Her Cy grafi icin, ®(Cy/S) < r ve c(Cy/S) >
{Lfﬂ)ﬂ oldugundan
—(2k+1
Nr(CE) = o(CL/S) S| —c(Ch/S) < r—r~ [ﬂw

r

ve Nr(Ck) < max{2k+ 1 =2} elde edilir. f(r) = 2k+1— "% fonksiyonu artan bir

fonksiyon oldugundan maksimum degerini r = LZk +2J de alir.

r= sz +2J degerini fonksiyonda yerine yazdigumizda;

n

0= 1| 5053

J):2k+1—[+

%5

olur.
Buradan; n = (2k+2)s+p,s > 1ve 0 < p <2k-+ 1 igin;

o n_ . (2k+2)s+p . (2k+2)s+p
fn=rf(#=]) = J =2k+1— B = 2k+1 L 2k +
_ (2k42)stp B . p_ ) -1, n=0 (mod 2k+2);
|- —=——F=2k+1-2k-2— 1 S—{<_1, n 40 (mod 2k +2). elde
edilir.
Boylece
Nr(CKY < —1, n=0 (mod 2k+2), @.1)
Nr(CKy < —1, n#0 (mod 2k+2). '
elde edilir.

Durum 2: r > sznﬂj olsun. Bu durumda o (CX/S) < r—1 ve c(Ck/S) > 1
olacagindan;
o(CK/8) =S| —c(Ck/S) <r—1—r—1< -2 (2.2)

olur. Komgsu rupture derecesinin tanimi geregi, (2.1) ve (2.2) ifadelerinin maksimum

degeri alindiginda;

k —1, n=0 (mod 2k+2);
Nr(Gy) < { —2, diger durumda. (2.3)

degeri bulunur.

Diger taraftan (Ck/S*) = L#ﬂj ve c(CX/S*) =1 olacak sekilde |S*| =

[T’izw elemanli bir S* kiimesi secilebilir ve boylece;

* * * —1, =0 d2k+2);
O(C,/S") = 18" = e(Gy/S") = { -2, Ziger c(lZiroumda. ) (24)



elde edilmis olur. (2.3) ve (2.4) ’e gore sonug elde edilir ve ispat tamamlanir.

o ) —1, n=0 (mod2k+2);
Nr(Gy) = { —2, diger durumda.

Teorem 4. (CX), n tepeli cevre grafin k.kuvveti (n < 2k +2,k > 1) olmak iizere
N r(C,’j) =1-n
olarak elde edilir.

Ispat. (n < 2k+2) oldugunda diam(C,) = |%| < k olacagindan C% = K, oldugu
agiktir. Boylece
Nr(C=Nr(K,)=1—-n

elde edilir. O]

2.2. Harary Grafinin 2. Durumu

m tek (m = 2k+ 1) ve n ¢ift olsun. Ik olarak Hoy , grafi ¢izilirve 0 <i <5 —
igin i ile i+ 5 tepeleri birer ayrit ile birlestirilir. o1, grafimin her tepesinin derecesi

m’dir. Sekil 2.2°de Hs g Harary grafinin gosterimi verilmigtir.

0

I

Sekil 2.2. Hs g

Teorem 5. (m = 2k+1) (k > 3) ve n ¢ift olan H,, , Harary grafi icin komsu rupture
derecesi asagidaki gibidir.

_J =3, n=0 (mod 4k+4);
Nr(Hmv”> - { —2, diger durumda.

10



Ispat. S C V(H,,,) kiimesi, Hy,, grafinin bir subversion stratejisi ve |S| = r graftan

atilan tepe sayst olsun. n’nin eleman sayisina bagl olarak 2 durum vardr.

Durum 1: n =0 (mod 4k + 4) icin;
(i) r < |55 | — 1 oldugu zaman &(Hp/S) < rve c(Hpn/S) > 3 olur. Bu durumda;

Nr(Hpn) = O(Hpp/S) — S| — c(Hn/S) <7 —1—3 < 3. 2.5)

elde edilir.

(ii) r > (#W oldugu zaman ise, ®(Hy, ,/S) <r—1ve c(Hyun/S) > 2 olur. Boylece;
O(Hnn/S) =S| = c(Hnpn/S) <r—1-r—2= -3 (2.6)

bulunur ve komsu rupture derecesinin tanumi geregi (2.5) ve (2.6) ifadelerinin

maksimum degeri alindiginda;

Nr(Hmm) < 3. 2.7)
elde edilir.

S = (ﬁw elemanl bir S* subversion stratejisi secilebilir ki,
O(Hnn/S*) = [ 55| — 1 ve c(Hnn/S*) = 2 olur ve béylece;

n
— [2](—1—2—‘ —2=-3. (2.8)

* * n
(/)= 15"~ (B f5) 2 | 35 | -
elde edilir. (2.7) ve (2.8)’e bagli olarak
Nr(Hp,) = —3.

’

bulunur.
Durum 2: n # 0 (mod 4k + 4) icin;

() r< [ZkHW 1 olsun. Bu durumda &(Hy, »/S) < r,ve c(Hpn/S) > 2 olur. Biylece;
Nr(Hpn) = @O(Hpn/S) —|S| —c(Hpp/S) <r—r—2<-2. (2.9)

elde edilir.

(i) r > [ﬁW olsun. Bu durumda ®(Hp,/S) < r—1, ve c(Hpn/S) > 1 olur

Buradan;

11



O(Hypp/S) = |S| = c(Hppn/S) < r—1—r—1< =2 (2.10)

elde edilir.
(2.9) ve (2.10) ifadelerinin maksimum degeri alindiginda;

Nr(Hp,) < —2. 2.11)

b

olur.

O(Hpypn/S*) = (ﬁﬂ — 1 ve c(Hpn/S*) =1 olacak sekilde |S*| = (ﬁw elemanli bir

S* subversion stratejisi secilebilir ve boylece;

* * * n n _
O(Hnn/S™) = |S*| — c(Hpnn/S*) > [2k+2} —1- {2“2} —1=-2. (2.12)

elde edilir. (2.11) ve (2.12)’e gore
Nr(Hp) = —2.
bulunur. Durum 1 ve Durum 2’den ispat tamamlanir. 0

Teorem 6. (n > 126) ve n ¢ift olan H7 , grafimn komgu rupture derecesi asagidaki
gibidir.

NI”(H77n) =-2.
Ispat. S C V(H,.,) kiimesi H,, , grafinin bir subversion staratejisi ve |S| = r, graftan

atilan tepe sayist olsun. S kiimesinin eleman sayisina bagl olarak iki durum vardir.

Durum 1: r < 2L”T614J + 3 olsun. Bu durumda w(H7 ,/S) <r—1ve c(H7,/S) > n_7ir

r—1

olur. Boylece;

n—"17Tr T—n

Nr(H7,/S) < 0(H7,/S)—|S|—c(H7,/S) <r—1—r— 1 S p—

T—n

r—1 g

flr) =6+ Z—;? fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan maximum degerini r =

2L”I614J +3 ’de alir.

n=16s+p, 0 < p < 14 ve s > 7 olmak iizere bu degerleri

n—14
16

Nr(H7,) < max{6+
r

r=2|

]+3

ifadesinde yerine yazalim.
r=2(s+ |22 ) +3=2s+ ZLPI—(FJ + 3 olur ve buradan;

16
[ 2543, p=14;
"= 2s+1, p<l4.

12



elde edilir.
(1) p = 14 igin;
r=2s+3 olacagindan f(r) = f(2s+3) =6— '265”‘—++27 olur. Boylece;

flr) <2 (2.13)

bulunur.

(1) p < 14 icin;
r=2s+ 1 olacagindan f(r)= f(2s+1) =6+ % bulunur ve béylece;
flr) <=2 (2.14)
elde edilir. (2.13) ve (2.14)’e gore
Nr(Hz,) < =2 2.15)

bulunur.

Durum 2: r > 2| % | +4 olsun. Bu durumda @(Hy,/S) <r—2ve c(Hy,/S) > 1

olur ve boylece;
0(H7,/S)—|S|—c(H7,/S) <r—2—r—1
Nr(H7,) < -3 (2.16)
elde edilir.

Komsu rupture derecesinin tanimina gore (2.15) ve (2.16) ifadelerinin maksimum

degeri alindiginda,

Nr(Hy,) < =2 (2.17)

bulunur.

S*| = 2L”T6]4j + 3 olmak iizere;
O(H7,/8*) = 2| 2582 | +2 ve c(Hy,,/S*) = | olur. Bu durumda;

Oyle bir S* subversion stratejisi secilebilir ki,

— 14 —14
O(H,/S*) — |S*| — c(Hy,0/S*) > 2|2 e +2-2" 31> -2 @y
olur.
(2.17) ve (2.18)’den ispat tamamlanir. L]

Teorem 7. (n > 70) ve n ¢ift olan Hs, Harary grafimn komsu rupture derecesi

asagidaki gibidir.

NI”(H5 n) =-—1.

I
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Ispat. S C V(Hs,) kiimesi, Hs, grafinin bir subversion stratejisi ve |S| = r graftan

atilan tepe sayist olsun. S kiimesinin eleman sayisina bagl olarak iki durum vardir.

Durum 1: r < 2[%5°| 42 oldugu durumlarda (Hs,/S) < r ve c(Hs,/S) > "

olur. Boylece;

-5
Nr(Hs 5/S) < 0(Hs n/S) — || — c(Hs n/S) < r—r— "2 <52
r r
Nr(Hs,,) < max{5— _}
, ¢ .
elde edilir. f(r) =5—" fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan maximum degerini

r=2"% IOJ +2’ de alrr.

n=12s+p, 0 < p <10 ve s > 5 olmak iizere bu degerleri;

n—10
12

r=2| |+2.

ifadesinde yerine yazalim.
r=2 202200 — o (54 [ 200 ) 42 = 25+ 2| 2000 42

Buradan;

2s+2, p=10;
2s, p < 10.

elde edilir.

(1) p =10 olsun.

r=2s+2olacagindan f(r) = f(2s+2)=5— 1%:;150 olur. Boylece ;

fr) < -1 (2.19)
elde edilir.

(1) p < 10 olsun.
r = 2s olacagindan f(r) = f(2s) = 5— 1% L bulunur. Buradan ;

fr)< -2 (2.20)

elde edilir, bu durumda; (2.19) ve (2.20)’e gore

Nr(Hs,) < —1 (2.21)

sonucuna ulagilir.
Durum 2: r > 2| ™ IOJ + 3 olsun. Bu durumda (Hs,/S) <r—1ve c(Hs,/S) >

olur ve boylece;

(Hs,/S) —[S| —c(Hs/S) <r—1-r—1

14



Nr(Hs,) < =2 (2.22)

bulunur. Komgsu rupture derecesinin tamnmu geregi (2.21) ve (2.22) ifadelerinin

maksimum degeri alindiginda;

Nr(Hs,) < —1 (2.23)

elde edilir.
Oyle bir S* subversion stratejisi secilebilir ki,
22552 +2 ve ¢(Hs o/S*) = 1 olur. Bu durumda

S* = 2[00 + 2, w(Hs,/S*) =

—10 —10
o(Hs . /S*) — |S*| — c(Hs . /S) > 2| - ——] 122" =] -2-12 -1 224)
bulunur. (2.23) ve (2.24)’den ispat tamamlanir. [
Teorem 8. m =3 ve n ¢ift (n > 12) olan H3,, Harary grafimin komsu rupture derecesi
asagidaki gibidir.
(
2 _1’1—2_ -3, n=0 (mod 12);
2 1”—2 —2, n=2,4 (mod 12);
Nr(Hz,) = ) . )
2| — =6,1 12);
ik n=6,10 (mod 12),
2| 2] -1 8 (mod 12)
— | =1, n=8(m .
[ “l2l ™o ?

Ispat. S C V(H3 ), H3, grafinin subversion stratejisi ve |S| = r graftan atilan tepe

sayisi olsun. n’nin eleman sayisina gore iki durum vardur.

Durum 1: n # 8 (mod 12) olmak iizere;

Altdurum 1: r < [#| — 1 olsun. Bu durumda o(Hz,/S) <2r—1ve c(H3,/S) > gr_flr

olur. Boylece

n—4r 2—n
< 1

) smaxdr+l+ 5

elde edilir f(r) =r+1+ % fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan maximum

Nr(Hz,) <max{2r—1—1—(

degerini
r= (%w — 1 ’de alir. r = (%w — 1 degerini fonksiyonda yerine yazdigimizda
f(r) = £( "g] —1)= (%W + % olur. Boylece

( 2_1”—2_ —4, n=0 (mod 12);
Nr<{ 2 1”—2 —3, n=2,4,6 (mod 12); (2.25)
2|21 2, =10 (mod 12
| 2|z) —2 n= (mod 12).

15



elde edilir.

Alt durum 2: r > (%1 olsun. Boylece n’nin eleman sayisina bagl olarak 4 durum elde

edilir.

(i) n=0 (mod 12) olsun. Budurumdar> %], 0(Hz,/S) < (n?,;l" —1vec(Hs,/S)>
2 olur.

Bundan dolayi;

O(Hs 1/S) ~|S| ~ c(H3/5) < ["‘ W -1 72225 -3 @29

(2.25) ve (2.26)’e gore

Nr(Hsp) <2 L%J _3 (2.27)
elde edilir.
|S*| = [2] elemanli bir S* subversion stratejisi seilebilir ve boylece ®((Hz ) /S*) =
n—1
5 -1

c((Hz,)/S*) =2 elde edilir.

()5~ 18"~ el(tan)/5" > | "5+ <1- [F] 222 | 5] -3 @29

(2.27) ve (2.28)’e gore

bulunur.

(ii) n =2 (mod 12) veya n = 4 (mod 12) olsun.
r > [2] oldugu durumlarda w(Hs,/S) < ["51] —1 ve ¢(H3,/S) > 1'dir. Bundan
dolayt;

—1
O(Hs /S) —|S| = c(H3 /S) < [” 5 W —1-[2|-1=2| 2] -2 e
(2.25) ve (2.29)’a gore

Nr(Hs ) <2 L%J 2. (2.30)
dir.
Oyle bir S* subversion stratejisi secilebilir ki,
c(Hz,/S*) =1 olur. Biylece

§1= 2], o(Hs/s) = [51] -1

Nr(Hs,) > [”;ﬂ - m —122L%J ) 2.31)

16



bulunur. (2.30) ve (2.31) ’e bagl olarak
n
Nr(Hs ) =2 LEJ )

sonucu elde edilir.

(iii) n = 6 (mod 12) olsun. r > [2] oldugunda w(Hs,/S) < [%| ve c(H3,/S) > 1
olur. Bundan dolay1

o(Hsa/S) = IS|—c(H3a)/) < 5] = 5| —122| 5] @32

(2.25) ve (2.32)’e gore

Nr(Hs,) <2 L%J . (2.33)

bulunur.
|S*| = & elemanli bir S* subversion stratejisi segilebilir ki, ®(H3,/S*) = 5 ve
c(H3,/S*) = 1 olur. Bundan dolayz;

n n n
Nr(Hyp) > 52 —122 LEJ . (2.34)

bulunur. (2.33) ve (2.34)’e bagli olarak

Nr(Hs,) =275

sonucu elde edilir.

(iv) n = 10 (mod12) olsun. r > (%W oldugu zaman, ®(Hz,/S) < (%W —1 ve
c(Hz,/S) > 1 elde edilir. Biylece

O(Hsn/S)~IS| —c(Hsa/S) < | 5| -1-[2| -122| 5] @39
(2.25) ve (2.35) ’den
Nr(Hs,) <2 L%J . (2.36)

ifadesi bulunur.
|S*| = [#] elemanly bir S* subversion staratejisi segilebilir ki, ©(Hz,/S*) < [§| — 1,
c(Hz,/S*) =1 elde edilir. Boylece
n n n
) > |2 —1—H—1>2{—J. 2.
Nr(H) = [ 5| -1- 2] -122|5 (237)
bulunur. (2.36) ve (2.37 )ifadelerinden
n
Hy) =242 ].
Nr( 37”) 12

sonucu elde edilir.

17



Durum 2: n = 8 (mod 12) olsun. S kiimesinin eleman sayisina bagl olarak iki durum

vardrr.

Alt durum 1: r < [2]| — 1 oldugu durumlarda ®(Hz,/S) < r+1 ve c(H3,/S) >

n—4r>
r+1

dir. Boylece

4 4
Nr(Hz,) < mrax{r+ l—r— (nr+ 1r)} < mrax{S - (1:1_1

)}

elde edilir  f(r) =5— (%) fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan maksimum
degerini
r= {gw — 1 ’de alir. r = {%W — 1 degerini fonksiyonda yerine yazdigimizda
fry=rf([2]-1)=5- (’Fﬁ‘) elde edilir. Bundan dolayi;

6

Nr((Hs,) < —1. (2.38)

olur.

Altdurum 2: r > [2] oldugu durumlarda ©(Hz,/S) < [§] — 1 ve c(H3 1 /S) > 1 olur.
Boylece;

O(H3,/S) — |S| — c(H3./S) < m —1- {g] _1<2 L%J —1. (2.39)
bulunur. (2.38) ve (2.39)’a gore
Nr(Hs,) <2 U—ZJ —1 (2.40)

sonucu elde edilir.
|S*| = [2] elemanli S* kiimesi seilebilir ki, ®(H3 ,/S*) = [4] — 1 ve c(H3,,/S*) =1

olur. Bu durumda

O(Hs n/S*) — |S*| = c(Hs 0 /S") > m - m —1>2 L%J 1. (241

bulunur. (2.40) ve (2.41)’e bagl olarak sonug elde edilip ispat tamamlanir. O

Tablo 2.1. n cift ve (n < 12) i¢in H3 ,, Harary grafimin komsu rupture derecesi

6 8 10
0 -1 0

n 4
NI’(H3.,Z) -3

Asagida Tablo 2.1°de n < 12 (n ¢ift) i¢in H3 , Harary grafinin komgu rupture

dereceleri verilmisgtir.

2.3. Harary Grafinin 3. Durumu
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m ve n tek ise, (m = 2k + 1) olsun. Ilk olarak Hy, grafi ¢izilir, O tepesi ile
”;21 ve ”—;1 tepeleri birer aynt ile birlestirilir, 1 <i < % icin i ile i + ”T“ tepeleri
de birer aynt ile birlestirilir. Ho 1, grafinin O tepesi hari¢ her tepesinin derecesi
m’dir. 0 tepesinin derecesi ise m+ 1’dir [5]. Sekil 2.3’de Hs g Harary grafinin gosterimi

verilmistir.

Sekil 2.3. Hs

Teorem 9. m =2k+1 (k> 3) ve n > (2k+1).(4k+4) + (2k+ 3), n tek olan Hp,

Harary grafinin komsu rupture derecesi asagidaki gibidir.

Nr(Hpn) =—1.

S| =r, Hyp

grafindan atilan tepe sayisi olsun. S deki tepe sayisina bagl olarak iki durum vardir.

Ispat. S C V(Hnn) kiimesi, Hy, grafimn bir subversion stratejisi,

Durum 1: r < {%ﬁf)-‘ + 1 oldugu durumlarda &(H,,,/S) < r ve c(Hp,/S) >

n—(2k+1)r

olacagindan
-

n—2k+1)r

O(Hpyn/S)—|S| — c(Hnn/S) <r—r—( .

)< (k+1) ="

ve
Nr(Hy ) < max{(2k+1) — 2}
r r
olur. f(r) = (2k+1) — % fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan maksimum degerini

r=2 [%ﬁf)w + 1’de alir.
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Buna gire n = (4k+4)s+ p ve 1 < p < 4k+ 3 olmak iizere r’de yerine yazalim.

n—(2k+3) (4k+4)s+p— (2k+3) p—(2k+3)
=2 —— | 4+1=2 1=2 _ 1.
d [ 414 % [ 4+ 4 =24 o P
Boylece;
_ ) 2s+1, p<2k+3;
"= 2543, p>2k+3.
elde edilir.

(1) p < 2k+ 3 olsun.
Bu durumda r =25+ 1 olacagindan f(r) = f(2s+1) = (2k+1) — (%) bulunur.

Bundan dolayr;
flr) <=2 (2.42)

olur.

(1) p > 2k + 3 olsun.

Béylece r =25+ 3 elde edileceginden f(r) = f(2s+3) = (2k+1) — (%) olur

ve bundan dolayi;
f(r)<-—1. (2.43)

elde edilir. (2.42) ve (2.43)’e gore
Nr(Hpp) < —1. (2.44)
sonucu bulunur.

Durum 2: r > 2 {%ﬁf)-‘ + 1 oldugu durumlarda @ (Hy, ,/S) <r—1ve c(Hpy,/S) >

1 olacagindan
OHpn/S)—|S| —c(Hppn/S) <r—1—r—1<-=2. (2.45)

olur. (2.44) ve (2.45)’e gore

Nr(Hpun) < —1. (2.46)
elde edilir.
O(Hpp/S*) = 2 {%ﬁf)-‘ + 1 ve c(Hun/S*) = 1 olacak sekilde |S*| =
2 [niszif)-‘ + 1 elemanli bir S* subversion stratejisi secilebileceginden

y . y n—(2k+3) n—(2k+3)
Hyn/S) =S| —c(Hpp/S)>2 | ——— | +1 -2 | ———= | —1—-1>—1
(/) 15" ~c(tn/5') 22| "ZE | 12| 2 >
(2.47)
bulunur. (2.46) ve (2.47) ’den ispat tamamlanur. [
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Teorem 10. m = 5 ve n tek (n > 31) olan H,,, Harary grafi i¢in Hs, ’'nin komsu

rupture derecesi asagidaki gibidir.

0 =9 (mod 12) ;
Nr(HS,n):{ -1, Ziger. (mod 12)

Ispat. S C V(Hs,) kiimesi, Hs, grafinin bir subversion stratejisi ve |S| = r graftan

atilan tepe sayist olsun. n’nin eleman sayisina bagh olarak iki durum vardur.
Durum 1: n =9 (mod 12) igin;

(i) r< (%] oldugu durumlarda w(Hs,/S) < r+1ve c¢(Hs,/S) > 1 olacagindan
@(Hs,/S)— S| —c(Hsy/S) <r+1—-r—1<0. (2.48)

elde edilir.
(i) r > [%22] + 1 oldugunda w(Hs ,/S) < r—1ve ¢(Hs,/S) > 1 olacagindan

(Hs,/S)—|S| —c(Hs,/S) <r—1—r—1< 2. (2.49)
bulunur. (2.48) ve (2.49)’a gore

Nr(Hs,) <O0. (2.50)

olur.
w(Hs,/S*) = (%1 +1 ve c(Hs ,/S*) = 1 olacak sekilde |S*| = (%W elemanli bir

S* kiimesi secilebileceginden

* * * n—3
@(Hs/S") = I5'| - lttsafs") = [ "53] +1- |
degeri bulunur. (2.50) ve (2.51)’e gore
NI’(H57n) =0.

sonucu elde edilir.

Durum 2: n # 9 (mod 12) igin;

1 r< ZL”TZHJ + 1 oldugu durumlarda ®(Hs,/S) < r+1 ve c¢(Hs,/S) > 2
olacagindan
@(Hs/S) = |S| —c(Hs/S) <r+1—-r—2<—1. (2.52)
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elde edilir.

(i) r>2 \_"Tzllj +2 oldugu durumlarda @(Hs ,/S) < rve c(Hs,/S) > 1 olacagindan
@(Hs;/S) —|S| —c(Hsp/S) <r—r—1<—1. (2.53)

olur. (2.52) ve (2.53)’e gore

Nr(Hs,) < —1. (2.54)
bulunur.
(Hs,/S*) = 2|22 | +2 ve c(Hs,/S*) = 2 olacak sekilde |S*| = 2|72 | +1

elemanl Hs ,, grafimin bir S* subversion stratejisi segilebileceginden

O(Hs 1/S7) — |87 = (Hs /%) = 2 V—“J 2-(2 V‘“J 1-2> 1,

12 12
(2.55)
bulunur. (2.54) ve (2.55)’e gore
N}’(Hin) =—1.
olur. Durum 1 ve Durum 2 ’den ispat tamamlanar. [

Tablo 2.2. n tek ve n < 31 olan Hs ,, Harary grafimn komsu rupture derecesi

n 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31
Nr(Hsp,) |-1 0O -1 -2 -2 -2 -1 0 -1 -1 -1 -2 -1

Yukarida Tablo 2.2°de n < 31 (n tek) i¢in Hs , Harary grafinin komgu rupture

dereceleri verilmistir.

Teorem 11. m = 3, n tek ve (n > 12) olan Hy,, Harary grafi icin H3 ,’nin komsu
rupture derecesi asagidaki gibidir.
a)n #7 (mod 12) icin;

( g -3, n=1(mod 6);
Nr(Hs,) = g —2, n=3(mod 6);
\ g ~1, n=5 (mod 6).

b) n =17 (mod 12) icin;

Nr(Hs,) =2 L%J .

Ispat. S C V(Hs,), H, grafimin bir subversion stratejisi ve |S| = r graftan atilan

tepe sayisi olsun.
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a)n %7 (mod 12) igin;

Durum 1: n = p (mod 6) ve 1 < p <5 olsun.
r < [%] —1 oldugu durumlarda ©(Hz,/S) < 2r—1ve c(H3,/S) > 24 olacagindan,

n—4r 2—n
_ _ < I <
(D(HS,n/S) |S| C(H37n/S)_2r 1—r (2r—1)_r+1+2r—1
2—n
Nr(H3,/S) < mrax{(r+ 1)+ 5 1}

elde edilir.

fr)=(r+1)+ 22;"1 fonksiyonu artan fonksiyon oldugundan maksimum degerini
r=[%]| —1 de alir. Buna gére r = [2| — 1 igin
n n 2—n n 2—n
f(r) fdJ )= 22 -3 H 2[27 -3
olur. Boylece;
NY’(H?,J;) < LgJ -2 (256)

elde edilir.

Durum 2: r > (%W oldugu durumlarda ®w(Hz,/S) < \_’%ZJ ve c(H3,/S) > 1

olacagindan

O(Hs/9)~ 15|~ clHsa/5) < | 57| < [2] -1

elde edilir. Bundan dolayi;

( g ~3, n=1(mod6);

Nr(Hs ) < g ~2, n=3(mod6); (2.57)

-1, n=5(mod6
| |g] L n= (mod 6).
olur. (2.56) ve (2.57) 'den

( g ~3, n=1 (mod 6);

Nr(Hs ) < g —2, n=3(mod 6); (2.58)
\ g —1, n=5 (mod 6).

bulunur.
O(Hsn/S*) = |"5%] ve c(H3n/S*) = 1 olacak sekilde |S*| = [2], elemanli bir S*

subversion stratejisi secilebilir ki,

O(Hs /5~ 15"~ clhan/5) = | "5 | < [2] -1
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bulunur ve boylece;

( g -3, n=1 (mod6);
Nr(Hs ) > g ~2, n=3(mod 6); (2.59)
n
\ _6_ —1, n:5(m0d6)

elde edilir. (2.58) ve (2.59) den ispat tamamlanir.

b) n =17 (mod 12) oldugunda S = r ’nin eleman sayisina gére iki durum vardur.

Durum 1: r < (%W — 1 oldugu durumlarda w(Hs ,/S) < 2r— 1 ve ¢(Hs,/S) > 4

2r—1
olacagindan
n—4r n—4r
O(Hs/$) = 18]~ €(Ha/S) <2 =1 —r— (G—0) < r—1-(3—)
2—n
Nr(Hs ) < max{(r+1) + (50}

ifadesi elde edilir.
fry=r+1)+ 22;’;—nl Sfonksiyonu artan fonksiyon oldugundan maksimum degerini r =

[%-‘ — 1’de alir. r degerini fonksiyonda yerine yazdigimizda,

L el e e N e

sonucu bulunur.

Boylece;

Nr(Hs ) <2 L%J 2. (2.60)

elde edilir.

Durum 2: r > [2ZL] oldugu durumlarda, o(Hs,/S) < |*51| ve c(Hsn/S) > 1

olacagindan

n—1 n—1 n
— D= < - —1<2|—]. )
@(H:n/9) - 15|~ cln/s) < |50 - | "ot [ -122[ 5] een
elde edilir.
(2.60) ve (2.61)’e gore
n

Nr(Hs,) <2 {EJ (2.62)
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bulunur.

Hz, grafimn |S*| = % elemanli bir S* subversion stratejisi secilebilir ki,

O(H3,/S") = '13;l ve c(H3,/S*) = 1 olacagindan

n—1 n—1

* * * n
O(Hs/S") ~|8"| —c(Hsn/S") = —— — (= )—122LEJ (2.63)

bulunur. (2.62) ve (2.63)’den ispat tamamlanir.

Nr(Hsp) =2 L”—ZJ

Tablo 2.3. n tek ve n < 12 olan H3 ,, Harary grafimn komsu rupture derecesi

n 5 7 9 11
Nr(H3,) | -1 0 -1 0

Yukarida Tablo 2.3’de n < 12 (n tek) i¢in H3 , Harary grafinin komsu rupture

dereceleri verilmistir.
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3. SONUC

Bir iletisim aginda, baz1 merkezler veya merkezler arasindaki hatlar hasar gorse
bile iletisimin devam etmesi onemlidir. Zedelenebilirlik, agin maruz kalabilecegi bu
tiir bozulmalara karg1 agin dayanikliligini gosterir. Bir agin olusabilecek bozulmalara
kars1 direncinin olabildigince biiyiik olmasi istenir. Bu calismada, bu direncin

Olclimiinii yapabilmek i¢in tanimlanan parametrelere yer verilmistir.

Minimum ayrit ile maksimum baglantililik sayisina sahip olan Harary Grafinin
her bir durumu ic¢in komsu rupture derecesi hesaplanmis ve ayrintili ispatlar

verilmistir.
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