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1. GIRIS

Diferensiyel denklemler cok genis bir uygulama alanina sahiptir. Matematiksel
Fizigin 6nemli modellerinden biri de diferensiyel denklem igeren problemlerdir.
Uygulamali bilimlerde ¢ok sik kullanilan problemler i¢inde Green Fonksiyonu
kavrami ayrica bir 6nem arz etmektedir. Genel olarak L diferensiyel operatorii, « da

bulunmasi istenen fonksiyon ve f de verilmis fonksiyon olmak iizere

Lu=f

denklemini g6z Oniine alalim L operatorii ilizerindeki uygun kosullar altinda
baslangi¢ ve sinir kosullarina bagli olarak da bir integral denklem big¢iminde ifade
edilebilir. # fonksiyonunun ¢oéziim oldugu bu integral denklem Green Fonksiyonunu
igerir. Bu tezin amaci diferensiyel denklemlere iligkin baslangi¢ deger ve sinir deger
problemlerinin ¢oziimlerinin elde edilmesinde karsilasilan Green fonksiyonunun
tanmitilmasidir. Bu amacla tezde diferensiyel denklemlere iliskin baslangic deger
problemleri i¢in Green fonksiyonu, ikinci basamaktan sinir deger problemleri igin
Green fonksiyonu, » inci basamaktan sinir deger problemleri i¢cin Green fonksiyonu
ve son olarak da zamandan bagimsiz kismi diferensiyel denklemlere iligkin

problemler i¢in Green fonksiyonu irdelenmistir.



2. GREEN FONKSiYONUNUN TARIHCESI

1828 de George Green (1793-1841) Matematiksel analizin Manyetizma ve Elektrik
Teorisi lizerine uygulamasi ile ilgili bir makale yaymlamistir [1]. Daha sonraki
gelismeler i¢in ¢cok onemli veri saglayan bu matematiksel fizik ¢alismasinda Green,
belirlenmig bir potansiyele sahip bir iletkenle ¢evrelenmis bir hacim igerisindeki
elektrik potansiyelini belirlemeyi diisiinmiis ve bugiinkii notasyonlarla, bu

calismasinda bir V' hacmi i¢inde ve bu hacmi ¢evreleyen bir S yiizeyi lizerinde

belirli sinir kosullarim saglayan V’u = —f denkleminin ¢dziimleri ile ilgilenmistir.

Green, &(r —r,) ,Dirac-Delta fonksiyonu olmak iizere
Vig(r,n,)=—475(r-r,) 2.1

Diferensiyel denkleminin ¢6ziimiinden baslayarak ise koyuldu. Biliyoruz ki;
R*=(x—&) +(y—n) +(z—¢) olmak iizere Es. 2.1 esitliginin ¢oziimii g =%

dir. Green aslinda, g fonksiyonunun r=7, daki tekil yapisinin farkinda olmasina

ragmen bu problemin ¢oziimiinde degisik bir yol izledi. Once adini tastyan asagidaki

Green 0zdesligini ispatladi:
IHV((/’W—W%) dV=ﬁ>S((ﬂVz—;cV<o) nds . (2.2)

Burada, n yiizeyin dis normali y ve ¢ ise smirh tiirevlere sahip skaler
fonksiyonlardir. 7, civarlarindaki tekillikten dolayr Es. 2.2 uygulanamadig1 i¢in
Green, 7, noktasi komsulugunda kiiglik bir yuvar tanimlad1 ve bu kiigiik yuvarin

hacmini V' hacminden ¢ikararak

HJ.V gViudV + CBSS gVundS = I.[[V uVigdV + #S uVg.ndS —4ru (ro ) (2.3)



Es. 2.3 0zdesligini elde etti ¢ilinkii, tamimlanan yuvar iizerindeki ylizey integrali ,

yuvarin yarigapt 0’a yaklasirken 4mu(r,) di.. Daha sonra Green S ylizeyi boyunca,
hem g hem de u nun u# =0 homojen sinir kosulunu saglamalarini zorunlu tuttu. Bu
durumda ¥ hacminin i¢inde V’u =—f ve V’g =0 denklemleri saglanmis oldu bu
arada 7y V icinde olmadigini da goz 6niinde bulundurdu. #, S smirinda » nun

degeri olmak lizere S icerisinde herhangi bir » noktasi icin f =0 oldugunda

u(r) :iﬁSﬁVg.ndS (2.4)

Es. 2.4 ’ii elde etti. Bu ise g bilindiginde sinir deger probleminin ¢dziilebilecegini
gosteriyordu Green g fonksiyonunun var olmak zorunda oldugunu biliyordu. Ciinkii

g fiziksel olarak 7, da ki noktasal bir yiikteki elektrik potansiyelini tanimliyordu.

Green in makalesi 1850 ve 1854 yillar1 arasinda yayinlanincaya kadar bilinmiyordu.
Makalenin yayinlanmasiyla, dikkatler matematiksel fizigin incelendigi Alman

Matematiksel Fizik okuluna dondii. Green, g fonksiyonu igin kendisi isim

vermemesine ragmen, Reimann (1826—-1866) daha sonralari onu Green Fonksiyonu
olarak isimlendirdi [1]. 1877 de Carl Neumann (1832-1925) diizlemde, Laplace
denklemiyle ilgili ¢alismasinda Green fonksiyonu fikrini kullandi [1]. Neumann,

Green fonksiyonunun iki boyutlu esdegerinin {i¢ boyutlu durumda oldugu gibi

| | formu ile tanimlanamayacagini fakat log (—
r—r,

formunda oldugunu
=

kesfetti.

Green Fonksiyonunun Laplace denkleminin ¢oziimiindeki basaris1 ile diger
denklemlerde de Green Fonksiyonu kullanilarak ¢éziimler elde edilmeye baglandi.
Is1 denklemi i¢in, Hobson (1856—1933) bir, iki ve ii¢ boyutta Green Fonksiyonunu
tanimladi ve Fransiz matematik¢i Appell (1855-1930) bir boyutlu 1s1 denklemi i¢in

Green formiiliine benzer bir formiil oldugunun farkina vardi [1]. Bununla birlikte, 1s1



denklemi i¢in fonksiyonunun modern teorisini tanitma gorevi Sommerfeld (1868—

1951) e diistii[1].

Green Fonksiyonu alaninda yol gosterici en biiylik gelisme, ti¢ boyutlu dalga
denklemindeki caligmalar1 ile Kirchhoff (1824—-1887) olmustur [1]. Kirchhoff,

Green in ikinci formiiliiyle baglayarak R = \/ (x=&) +(y-n) +(z=¢) olmak

tizere Ui boyutlu Green Fonksiyonunun (modern terminolojide)

§(t—T—R/c)

4R 3)

g(xyztEndT)=

Es. 2.5 seklinde oldugunu gosterdi. Bu ¢oziimii Green Fonksiyonu olarak
isimlendirmemesine ragmen, agikcasi ¢oziimiin belirli bir fonksiyon igerdigi fikrini
benimsedi ve simdi bu fonksiyon Dirac-Delta fonksiyonu olarak bilinmektedir.

Buldugu bu ¢oziimii Huygen prensibi i¢in matematiksel aciklamalarin yer aldigi,

tinlii Krichhoff un teoremini tiiretmek i¢in kullandi.

Sinir Deger problemlerini igeren diferensiyel denklemler i¢in Green Fonksiyonunun
uygulamas1 Burkhardt’in (1861-1914) c¢alismalariyla basladi [1]. Burkhardt
Picard’in adi tiirevli denklemler teorisi sonuglarindan faydalanarak Green
fonksiyonunu tiiretti. Daha sonra, Bocher (1867-1918) bu sonuglar1 n inci

basamaktan diferensiyel denklemlere iliskin sinir deger problemlerine genisletti [1].



3. DIFERENSIYEL DENKLEMLERE iLiSKiN PROBLEMLER iCIN
GREEN FONKSIYONU

3.1. Baslangi¢ Deger Problemleri icin Green Fonksiyonu.

A(t) nxn matris, x(7) ve b(t) nx1 vektdr fonksiyonu olmak iizere

x(t) = A(t)x(1)+b(1); x(t,) =0 3.1
problemini ele alalim. Es. 3.1 in genel ¢oziimi
x(t) = x, () + x,(2)

dir. Burada x, (t) homojen denklemin genel ¢oziimii ve

x,(f) = jcp(t, D)b(z)dz
o (3.2)

0zel ¢ozlimdiir. ®(z,7)

d e

d—d)(t,r) = A(t)®(¢,7) ve t sabiti igin O(z,¢)=1
X

baslangi¢ deger probleminin tek ¢6ziim olup literatiirde durum gegis (state-transition)

matrisi olarak bilinir ve
x(1)=®(t,7)x(7)

esitligini saglar. x(¢) ve x(7) da x(¢)=A4(t)x(¢); x(¢,) = x, homojen probleminin

sirasiyla ¢ ve 7 ya bagl ¢oziimlerini gostermektedir.



®(¢,7) matrisi asagidaki 6zellikleri saglar;
(i) d(t,¢)=1

(i) @7'(t,7) = D(z,¢)

(iil) D(t,,2,)=D(t,, 1, )O(t,,1,)

(iv) @(1,1))=x(1)x"(z,)

Tanim 3.1.

Baslangi¢ deger problemi i¢in Green Fonksiyonu G(t,7)

4 G(t.7) = ADG(t.T)+ 15— T)
dt (3.3)

denklemini saglayan ve ¢t <7 i¢in G(z,7)=0 Ozelligine sahip matris fonksiyonu

olarak tammbdir. & (f _T) Dirac-Delta fonksiyonu olup bu fonksiyonun bazi

ozellikleri

0, t#7

o, t=1

(i) 5(t—r)={
(i) _Tf(r)a(z-r)drzf(t)

(iii) ]O S(t—7)dr=1



(1v) 5(1‘—2’):6(2’—1‘)

0
[T igin, 5(t—r):%u(t—r)

(V)u(t—r)={

1, t>7

(vi) 5[0(1—7)} :ié'(t—r)

g
dir [2].
Es. 3.3 lin ¢ lizerinden 7~ den 7" ya kadar integrali alinirsa

J%f = [ 4G, )de+ [ 15t -7)at

du(t—r)
dt

dt

G(r",7)-G(r ,7)= ] A@)G(t,7)dt + I]

G(r*,1)-G(r ,7) = j AWOG(t,7)dt +1

elde edilir.

t<r i¢in G(r7,7)=0, A(t) ve G(t,7) siirekli oldugundan integralin sag tarafi da

sifirdir. Boylece baslangi¢ kosulu
G, r)=1 3.4)

dir.



t>7 igin Es. 3.3 iin ¢Oziimi

G(t,7) = D(t,7)

olup Es. 3.3 ve u(7—7) birim basamak fonksiyon olmak iizere
G(t,7)=D(t, r)u(t—71)

dur.

Baslangic deger problemi i¢in Green Fonksiyonu G(z,7), ¢t =7 lizerinde dondiiriilen
state-transition @(z,7) matrisinden bagka bir sey degildir. Ayrica bu Es. 3.2 1 elde

etmek i¢in alternatif bir yaklagimdir.

Es. 3.3 1in her iki yanim1 b(7) ile carpilirsa

%[G(z‘, T)b(7)] = A()G(t,7)b(r) + Ib(z)S(t —7)

%[I G(t, T)b(r)dr} = A(t)ijj: G(t,o)b(r)dr + IiJi b(r)o(t—r1)dr
ve o0 fonksiyonunun Tb(r)é'(t —7)dx =b(t) 0Ozelligi kullanilirsa
d 400 +0

—{ [aa, r)b(z-)dz} = A(t) [ G(t,op(r)dT +b(2)

dt| ° i

elde edilir. Bu ifade Es. 3.1 ile karsilastirildiginda



x, (1) = TG(t, T)b(r)dr
bulunur.
G(t,7)=D(t,7)u(r-7)

ifadesi yerine yazilirsa

x,(t)= TG(t,r)b(r)erj G(t,7)b(7)dr +TG(t,z')b(r)dr :j[ O (t,7)b(7)dr

elde edilir.

Boylece ¢, baslangi¢ noktasindan bagimsiz ve etki (forcing) fonksiyonun bir

integrali olarak x, (1) dzel ¢dziimii elde edilir.
LI:G(t,T):I =G"+p (t)G("_l) +..4+p, ()G + py (1) G=6(1-7)

seklindeki skaler denkleme bunu uygulamak kullanighdir.

G 10 - 0 G
G' o1 . G'

4 G" |= : .0 G" |+

a 0 0 0 1 : 0
GV =Py~ P —Pa | GV | S(1-7)

dir. Buradan
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G:=[G;G';G";...;G(H)], L[G(t,r)]=5(t—z') olmak iizere ¢=7 sabiti i¢in

G=G'=G"=..=G"? =0,G"" =1 baslangi¢ sartlarini saglamalidir.
Ornek 3.1.

Soniimsiiz harmonik salimima iliskin mx+bx+kx=F (t) denklemini gbz Oniine

alalim.

Denklemin homojen kisminin ¢6ziimii

dir. Green Fonksiyonu impulse denklemi saglar. Yani
mG"(t,z') + bG'(t,z') + kG(t,r) = 6(1‘ —z')

t=7 i¢in homojen denklemi gbz 6niine alarak x(0)=0 ve x(0)=1 baslangig
sartlar1 altinda yukaridaki x(t) ¢ozlimii. i¢in ¢, ve c, sabitleri asagidaki gibi

belirlenir.

B B

ce” coswT+c,e” sinor=0

G (—,Bcos @7 — @, sin a)lz')e_ﬁ’ +c, (—ﬁsin ®,T + w, cos a)lr)e_ﬂ’ =1

denklemlerinden ¢, ve c,

_a SINW, T _ 5. COSO,T
=" 1 vec, = —1

@, 2
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elde edilir. Boylece Green Fonksiyonu

G(t,7)= et wu(f ~7)
@,

dir. Boylece
mx +bx + kx = F(t)

denkleminin 6zel ¢oziimii

Ap (t) = J.F(z-k—ﬁ(t—r) %Mdr
! |

dir.

3.2. Simir Deger Problemleri I¢in Green Fonksiyonu

Bu kesimde homojen olmayan lineer diferensiyel denklemler ve homojen sinir

sartlarina sahip sinir deger problemleri i¢in Green Fonksiyonu iizerinde durulacaktir.

3.2.1. ikinci basamaktan denklemler i¢in green fonksiyonu

[a, b] kapal1 araliginda p(x) >0, g ve f siirekli fonksiyonlar olmak iizere homojen

olmayan ikinci basamaktan Self-Adjoint

du(x)

L[u(x)]:zd—(p(x) R ]+q(x)u(x):f(x) (3.5)
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denklemini goz oniine alahm. a, a,, b, ve b, |a1|+|a2|¢0 ve |b1|+|b2|¢0 ozelliklerine

sahip reel sabitler olmak iizere denkleme iligkin homojen sinir kosullar

B, [u (x)]:zalu (a)+au'(a)=0

By [u(x) [=bu(b)+bu' (b)=0 30
bi¢iminde verilmis olsun

Tanim 3.2.

Es. 3.5 ve Es. 3.6 probleminin G (x, 7), Green Fonksiyonu

L[G(x,7)ES(x —7) (3.7)

denklemini saglar.

Es.3.7yi f (T) ile carpip, 7 lizerinden a dan b ye integralini alinirsa

Lﬁ G(x, r)f(r)dr}:j flep(x—-r7)dr =f(x)

a a

elde edilir. Burada Es. 3.5 g6z Oniine alinirsa, Es. 3.5 ve Es. 3.6 problemin ¢oziim

fonksiyonu

b

u(x)zj G(x,7)f (c)dr (3.8)

a

dir. G(x,r) nin x {zerinden smir sartlarii saglamasindan dolayi, Es. 3.8 in sag

tarafinin da siir sartlarini sagladig: agiktir.
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Es.3.7nin 7~ den 7" ya integrali alinirsa

ﬂ%[’) (X)W}Q(X)G(x r)} j (x—r)dx

{p(x)d(;i} +j (x)G (x.7) jdu(x aJ

elde edilir. G(x, r) stirekli oldugu icin integralin sol tarafindaki ikinci terim sifirdir.

[lk integralden

olup. p(x) stirekli oldugu i¢in p (r‘ ): p (f ) dir. Boylece

{dG(x,r)}T: 1 (3.9)

bulunur.

Es. 3.9 G(x, r) fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevinin sigramali siireksizlige

sahip oldugunu gosterir. Boylece G(x, r) fonksiyonu, x =7 noktasinda stirekli

fakat bu noktada tiirevi bir sigramali siireksizlige sahiptir.

L[u(x)]z0 denkleminin sol siur kosullarini saglayan ¢oziimii u, (x) ve sag sir

kosullarini saglayan ¢oziimii u, (x) ile gosterilsin
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G(x, 7) smir sartlarini saglamak zorunda oldugundan

dir.

G(x,7) x=r da siirekli oldugundan sag ve sol limitler esit olmalidir. Yani;

key (7)ug (7) =k, (7)u, (7)=0.

G’(x, r) fonksiyonu sigramali siireksizlige sahip oldugundan

dir. Yukarida elde edilen &, (7) ve k,(7) yerine konulursa
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elde edilir [3].

Ornek 3.2.

sinir deger problemi i¢in Green Fonksiyonunu bulalim. Homojen diferensiyel

denklemin genel ¢6ziimii

u(x)=c +c,x

dir. Bu ¢6ziim

G”(x, z‘)zé(x—z'), G(O,r)zOz G’(L,r)

sartlarin1 saglayan Green Fonksiyonunu inga etmek i¢in kullanilir. Sol ve sag sinir

kosullari i¢in ¢oziimler sirasiyla

T L-7

olup. p(x)=1, ¢(x)=0 ve W(r)=

=—L oldugu durumu goéz Oniine

alimirsa homojen olmayan u”(x)=f(x), u(0)=0=u(L) smir deger problemi i¢in

Green fonksiyonu;
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i Gt I
G(xz)={ L (3.10)
——XO(L_T) X>7
L b

seklindedir.

Ozetlersek verilen homojen sinir sartlan altinda L(u) diferensiyeli i¢in G(x, 7)

Green fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglamalidir.

1. G(x,7r) fonksiyonu birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri a<x,7<b

araligindaki her x # 7 i¢in x ve ¢ ye gore siireklidir.

2. x =7 noktasinda G(x, 7) fonksiyonunun birinci tiirevi

dG(x’ T) X=T+¢& B 1
dx -

bir sigramalt siireksizlige sahiptir.

3. Sabit 7 icin G(x, z') verilen sinir sartlarini saglar. Bununla birlikte G(x, z'),

x = 7 noktasi hari¢c homojen denklem
L[u] =0

n ¢Ozimidiir.



17

Teorem 3.1.

Smir deger problemleri igin Green Fonksiyonu simetriktir. Yani G(x,7)=G(z, x)

dir.
fspat
a<t<n<b i¢in

G=G(x,7)
H=G(x,n)

Green Fonksiyonlarin ele alalim. L operatorii Self-Adjoint oldugu i¢in
GL[H]—HL[G]:di[p(H'G—HG')] (3.11)
x

Lagrange Ozdesligi saglanir. G ve H Green Fonksiyonu oldugu i¢in homojen

denklemi saglar. Yani;
LIG]=0 ve L[H]=0
dir.

[a, 7], [z, 7] ve [n, b] araliklan tizerinden integral alinirsa
[p(HG-HG)] +[ p(HG-HG)]' +[p(H'G—HG’)]Z =0

dir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
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p(7)G(z, r)[H'(T_ n)—H'(f

)]
+p( H(r 77)[ '(T,T) G

G (v.7)]
+p(77 ) H (n7.n)-H ' (n".7)] (3.12)
H(’? |G (n.7)-6(n.7)]

[ ()(HG G)], =0

saglanir. G'(x,7) ve H'(x,n) fonksiyonlarmim sirasiyla x =7 ve x =7 noktalar

hari¢ her yerde siirekli olmasindan

yazilabilir. Ayrica bu fonksiyonlarin x=7 ve x=7 noktalarinda sigrama

stireksizligine sahip olmasindan

elde edilir. Boylece Es. 3.12 de kullanilirsa

G(n,7)=H(7,n)

elde edilir. H fonksiyonunun tanimindan dolay1

G(n,7)=G(z,n)

saglanir [4].
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3.2.2. n inci Basamaktan Denklemlere iliskin Sinr Deger Problemleri icin
Green Fonksiyonu

0<i<n igin p,(x)e C(I =[a, b]) ve aym aralik iizerinde p,(x)>0 olmak iizere

n inci basamaktan

Ly=p, (x)y" + p,(x)y" "+ 4 p (%) ¥+ p, (¥) v = £(%)

; : : : 3.13
UI' (y)Eza;‘fy(j_l)(a)'i‘zbyy(J_l) (b):O, 1<i<n ( )
Jj=1 j=1
homojen olamayan siir deger problemine iliskin
Ly=0
’ (3.14)
U(y)=0

homojen sinir deger probleminin sadece asikar ¢éziime sahip oldugunu varsayalim.

Bagka bir anlatimla Ly =0 denkleminin lineer bagimsiz y,, y,, ..., ¥, ¢oziimleri i¢in

U?(yl) Uz.(yz)-"Uz.(yn) (3.15)

matrisinin rank1 n yeesityada i, j=1,2,...,n

D(U)=det(U,(y,))#0

J

olsun.
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Bu durumda Es. 3.13 probleminin bir tek ¢oziimii vardir. Bu ¢oziim Green

Fonksiyonu yardimu ile ifade edilebilir. [5].

Tanim 3.3.

0<i<n i¢in p,(x)eC(I) ve I kapali sonlu araliginda p,(x)>0 olsun. Ly =0

denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimlerinin Wronskiyeni

W(ylayza""yn)(t) -

olmak tizere

fonksiyonuna L operatoriine iliskin tek yanli Green Fonksiyonu denir [6].

Tek yanli Green fonksiyonunun bazi 6zelliklerini vermeye ¢aligalim:

Teorem 3.2.

¥, (x) ..
yz(t) e Y,
Vo (t) e v

(3.16)

n inci basamaktan L lineer diferensiyel operatoriine iliskin tek yanli Green

fonksiyonu H (x,t) ise bu durumda



k

21

(i) H(x,t) ve 1<k <n igin %H(x,t) tiirevleri /x/ Kkaresi iizerinde x ve t ye
x

gore birlikte siireklidir.

k
(i) 0<k <n—2 igin ;—kH(x,t)
X

=0

x=t

n—1

_ 1
x=t po (t)

(i) 2 ~

axn—l

H (x,1)

(iv) LH (x,t) =0dwr. Burada L , L operatorii lizerindex e gore tiirev alinacagini

gostermektedir.

Teorem 3.3.

L igin tek yanli Green Fonksiyonu H(x,t) olsun. f(x) I kapali sonlu arahg

tizerinde siirekli olan herhangi bir fonksiyon ve x, € I olmak iizere

y(x)= [ H (5 0)f (¢) de

Xo

fonksiyonu, her x € / igin Ly = f(x) denklemini ve 0<k <n—1 igin

y(k)(xo):()

kosullarini saglar.

(3.17)



fspat

Sadelik agisindan 0<j<n igin
6x./

gosterelim. Es. 3.17 den y'(x)

V() = H (3 %) £ (x) + [ H, (1) ()

Xo

dir. Buradan

V'(x)=H,(x,x) f(x)+ IHZ (x,2)f (t)dt

Xo

Ve

O
=) ;[Hn(,t)f(t)dt

elde edilir.

j
GH—(x,t) tirevlerini

22

H,(x,t) sembolii ile

(3.18)
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0<k<n igin (x) tiirevleri p,_, (x) ile garpilir ve toplamu & iizerinden alinirsa

Ly(x)=f(x)+ J:;LXH(x,t) f(t)dt
=/f(x)

elde edilir.

Ote yandan Es. 3.18 bagintisia gére 0 <k <n—1 igin
y<k) ( X, ) -0

olacag1 agiktir.

Teorem 3.4.

H(x,t), Es. 3.16 ile tanimlandigi gibi ve K (x,¢) IxI karesi iizerinde x ve ¢ ye

gore siirekli fonksiyonlar olmak iizere asagidaki 6zellige sahip olsun:

I izerinde siirekli olan her f(x) igin

»(x)= [ K (v 0)f (1) d

Xo

fonksiyonu, Ly = f denklemine ve ") (x,)=0 (0<k<n-1) kosullarim saglayan

¢Oziimdiir. Bu durumda /x/ iizerinde K (x,¢)=H (x, 1) dir.

jspat

Varsayimlara gore
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y(x):]iH(x,t)f(t) dt ve y(x):jK(x,t)f(t) dt olup her x e igin

Xo Xo

[( (5.0~ (.0)) £ (1) de =0 5.19)

yazilabilir.

J(x,t) = H(x, t)—K(x, t)

almirsa J (x, t) nin [ x [ karesi lizerinde x ve ¢ ye gore siirekli olacagi agiktir.
Simdi, J nin 6zdes olarak sifir olmadigini varsayalim.

Buna gore

J(x,8,)#0

olacak sekilde /xI karesi iginde bir (x,7 ) noktasi vardir. Ayrica J nin siirekli

olmasi nedeniyle bir & >0 sayis1ve her (x,¢)e N igin J(x,¢)#0 olmak iizere
N:{|x—xl|<5, |t—tl|<5}

komsulugu vardir.

X, <t, oldugu zaman (¢, ¢ +5) araliginda f(x)=0 ve bu aralik disginda / nin her

yerinde sifir olan siirekli bir f (x) fonksiyonu secilebilir. Bu durumda



H+o

j'J(xl,tl)f(t)dtz [ J(x.t) £ (e)de=0

Xy 4
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olacak sekilde bir x, € / noktasi vardir. Bu ise Es. 3.19 ile gelisir. Tersine x, >1, ise

(t1 -0, t1) araliginda f (x) #0 ve bu aralifin disinda / nin her yerinde sifir olan

siirekli bir f'(x) fonksiyonu segilebilir.

Bu arada, Lyzf(x) 0<k<n-1 igin y(k)(xo):O bir nokta smir deger

probleminin ¢6ziimii olan Es. 3.17 fonksiyonu x, yerine x=a ya da x=b

noktalarindaki kosullar1 saglamasi gerekiyorsa y(x) in sirasiyla

bi¢ciminde yazilabilecegi aciktir.

g(x,t):%H(x,t), r<x

g(x,t):—%H(x,t), t>x

ile tanimlanan g(x,t) fonksiyonu baz1 oOzelliklere sahiptir:

oldugundan

Lxg(x, t) =%LXH(X, t) =0, t<x

Lxg(x, t) = —%LXH(x, t) =0,1t>x

ya da kisaca

(3.20)

L.H(x,t)=0

X
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A

L g(x,t)zO

X

olur. Burada L, parcali tiirevlenebilir fonksiyonlar iizerinde uygulanan L

operatoridiir.

Ayrica I =|a, b] iizerinde f(x) siirekli bir fonksiyon olmak iizere

ise Ly(x)= f(x) dir. Gergekten

y(x):_[g(x,t)f(t) dt +j.g(x, t)f(t) dt

lb
=5£H(x, t)f(t)dt—E_IH(x,t)f(t)dt

X

:%J'H(x,t)f(t)dt+%J:-H(x,t)f(t)dt

a

seklinde yazar ve iki yana L operatorii uygulanirsa

Ly(x) =%L@H(x, 07 (1) dt] " %LUH()C, 0 dzJ

b

bulunur.

Simdi Es. 3.13 problemine donelim. Burada Es. 3.14 Homojen probleminin sadece

asikar ¢ozlime sahip oldugu bir kez daha vurgulayarak
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G(x,t):g(x,t)Jer//j(t)yj(x) (3.21)

fonksiyonu goz oniine alalim. Burada y, (x) ler Ly =0 denkleminin lineer bagimsiz

goziimleri ve (1) ler de bilinmeyen katsayilardur.

Yukaridaki incelemelere gore
y(x)=[G(x,0)f (¢) dt (3.22)

ise, Ly(x)=f(x) olacag agiktir. Bununla birlikte y(x) in U,(y)=0 kosullarim

saglayacak sekilde 1< j <n igin () leri bulalim. Bunun igin

olmalidir. Burada U,, G deki x degiskeni iizerinde sinir operatorii olmasi nedeniyle

n

U,(G)=0=U,(g)+> v, ()U,(»,) (3.23)

J=1

1<i<n igin
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yazilabilir. Bu sistemin 1<i, j<n

U:(Ui(y./))

katsayilar1 matrisinin ranki maksimal oldugundan Cramer kurali yardimiyla Es. 3.23

sistemi () igin ¢oziilebilir. Bu degerler D(U)=detU olmak iizere Es. 3.21 de

yerlerine konulursa

g(x,t) » (x) Y, (x) e Y, (x)
U1(g) U, (.Vl) U, (yz) - U, (yn)
G(x’t):D—Uz (g) UZ.(yl) U, (J&) U.z (yn) (3.24)

Un (g) Un(yl) Un(yZ) Un(yn)
elde edilir.

Tanim 3.4.

Es. 3.24 ile tanimlanan G(x,t) fonksiyonu, Es. 3.14 homojen problemine iliskin

Klasik Green Fonksiyonu ya da kisaca Green Fonksiyonu adini alir.

Bu tanimin ve dnceki incelemelerin sonucu olarak Green Fonksiyonuna iliskin iki

onemli teoremden sOz edelim:

Teorem 3.5.

G(x,t), n yinci basamaktan Es. 3.14 lineer homojen problemi icin Green

Foksiyonu olsun. Bu durumda
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k
(i) G(x,t) ve 1<k<n-2 igin %G(x,t) tiirevleri /x/ Kkaresi ilizerinde x ve ¢
s

ye gore siireklidir.

an—l

(i1) pw= G(x, 1)

(ifi) L« G(x,1)=0
(iv) 1<i<n igin U,(G)=0 dir.

Teorem 3.6.

Es. 3.14 homojen problemi sadece asikar ¢oziime sahip ise, bu durumda ona iliskin

bir tek Green Fonksiyonu vardir [5].
fspat

Yi» Vys-.., v, fonksiyonlar1 Ly =0 denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri olsun.
G(x, t) fonksiyonu, [a, t) araliginda Ly =0 1 bir ¢éziimii oldugundan a <x <t

i¢in
G(x,t)za]y] ()c)+c12y2 (x)+...+anyn (x)
ve benzer diisiinceler ile # < x < b i¢in

G(x,t)=by, (x)+b,y,(x)+...+b,y,(x)



30

yazilabilir. Burada a,,a,,...,a, veb,b,,....,b, ler t nin belli fonksiyonlaridir.

n

G(x,t) ve onun ilk (n—2) basamaktan tiirevleri x=r noktasinda siirekli

olduklarindan

(aly1 (t) +..+ay, (t))—(b]y1 (t)+...+bnyn (t))

0
(aly'l'(t) + ...+any.,'1 (t))—(bl?/f(t)+...+bnyj; (Z)) 0

(alyl(”’z) (t) +.o.ta y"? (t)) — (blyl(”’z) +.+b Y (t)) =0

denklemlerine varilir. Ayrica

n—1 n—1 1
G 0,¢)— G(t-0,t)=
axn—l (t +0, t) axn—l (t > t) po (t)
szelligi

(a3 (6) +or o @, () = (B () + .+ By, () = ———
Py (t)
ile esdeger oldugu aciktir. Simdi i =1, 2, ..., n i¢in

C=b-a

1 1 1

denirse C, ye gore
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Cy (t)+...+ Cnyn(t)

0
Clyl,(t) +..+Cy, (t) 0

. o (3.25)
Cy" () +..+ Cy" P (2)=0
1

(1)

Clyl("_l) (t) +...+ Cny("_l) (t) =

n

sistemi elde edilir.

Bu sistemin katsayilar1 determinanti y,, y,,...,y, lineer bagimsiz fonksiyonlarin

x =t noktasindaki Wronskiyeni oldugundan sifirdan farklidir. Boylece Es. 3.25

sisteminden C; ler tek olarak bulunur.

Ote yandan a, ve b, fonksiyonlarini bulmak i¢in U, () smir kosullari

Ui (9)=U,(»)+ U, (») (3.26)
bigiminde yazilsin, burada U,, (y) ve U, () sirastyla

n

Sapa) Shat 0 (0)
J=

j=l
toplamlarin1 gostermektedir. Buna gore

U (G)=aU, (y)+..+aU,(y,)+bU, (»)+...+bU,(»,)=0 dir. a, yerine

i n"ia

a,=b,-C,
yazildiginda

bU, (»)+.+bU, (y,)+(b,-C)U, (»)+...+(b,-C,)U, (,)=0
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elde edilir. Buradan Es. 3.46 gdsterimi nedeni ile

n a

blU[(y1)+...+an[(yn):ClUm (y1)+...+C U. (yn) (3.27)

sonucuna varihir. Boylece i=1,2,...,n 1i¢cin Es. 3.27 den b,b,,...,b,

bilinmeyenlerine gore bir denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin katsayilar
determinanti, varsayim nedeniyle sifirdan farkli oldugundan sistemin, bir tek

b,b,,...,b, ¢ozimi vardir ve dolayisiyla a,=b,—C, baglantis1 nedeniyle g,

fonksiyonlar1 tek olarak tanimlanir. Boylece Green Fonksiyonunun varligi ve tekligi

kanitlanmis olur [6].

Ozel olarak n =2 igin Es. 3.13 problemi

Ly=p,(x)y"+ p,(x)y'+ py (x)y = [ (x)

. (j-1) : (j-1) . (3.28)
U, (v)=2ap" " (a)+ 2,07 (b)=0 (i=12)
j=1 j=1

seklinde ikinci basamaktan sinir deger problemine indirgenir. Ly=0 m y, ve y,

lineer bagimsiz ¢éztimlerinin Wronskiyeni

»(t) »(1)
() ¥i(1)

W (3:2,)(t)=

olmak {izere ikinci basamaktan L operatoriine iliskin tek yanli Green fonksiyonu

(3.29)

dir.
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Buradan

lH(x,t), t<x
g(x.1)= 21 ve D(U)=
—EH(x,t), t>x

olmak iizere Es. 3.28 den elde edilen homojen probleme iliskin Green Fonksiyonu

1 g(x1) »(x)  »(x)
G(x,t):D—U)Ul(g) Ul(yl) Ul(yz) (3.30)
Uz(g) Uz(yl) Uz(yz)

seklindedir.

Ayrica, U,(y)=0 smir kosullar

U,(y)=ay(a)+ By (a)=0
U,(y)=a,y(b)+y (b)=0 (3.31)

bi¢iminde ayrilmis ise y, ve y,, Ly =0 denklemini ve sirasiyla

U(»)=0 ve U,(y,)=0 kosullarim saglayan bagimsiz ¢dziimler olmak iizere,

Es. 3.30 Green Fonksiyonu

b

| Po W (v, v, )t

G(x’t) J/1(x)y2 (t) x<t<bh 032
Po ()W (3, 2)(2) B

seklinde yazilabilir.
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Ornek 3.3.

problemini géz 6niine alalim.

Ly =0 denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri y, =x ve y, =1-x" oldugundan

U, (»)=1U(»,)=-1,U,(»)=2,U,(»,)=0 olmak iizere

dir. O halde verilen problemin bir tek ¢6ziimii vardir. Simdi bu ¢6ziimii bulalim:

-

ve buradan

CoO0+) ey
2(1+x2)
1) =
g(x ) (t—x)(l+xt)
~ T 121>x20
2(1+t2)

olmak tuzere
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_2 2_ 2_ _
x(l t)+(x 12)(2t 21 1) <oz
6(x.1)= 2(1+¢%)
>t 2 2 2 4.
x(t 1)+(x 1)(; 4t 1) et
2(1+t2)

i !<x(1t2)+2fitzl))z(t2 —2r—1))(1+t2)2 »
+llx(t2—1)+(x2—1)(t2—4t—1) LV
2J‘ (1+t2)2 ( ) ‘

bigimindedir.

Homojen olmavyan sinir deger problemleri (kosullar homojen olmayan)

Simdi homojen olmayan i=1,2,...,n i¢in

(3.33)
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sinir deger problemini goz 6niine alalim.

Es. 3.33 e iliskin homojen problem sadece asikar ¢oziime sahip ise, Hl.(x)

fonksiyonlar1

probleminin tek ¢6ziimii olmak {izere, Es. 3.33 probleminin tek ¢oziimii

b

y(x):IG(x,t)f(t)dt+}/1Hl(x)+7/2H( )+ +7an( ) (3.34)

seklindedir [7].

n=2 i¢in Es. 3.33

Ly=p,(x)y"+p,(x)y'+p,(x)y=f(x)
U (v)=a,y(a)+a,y'(a)+b,y(b)+b,y'(b) =7 (3.35)
UZ(y)Ea21y(a)+azzy’(a)+b21y(b)+b22y,(b) 7>

ikinci basamaktan siir deger problemine indirgenir. H,(x) ve H,(x) sirast ile

L(H,)=0 L(H,)=0
U/(H)=1 ve U, (H,)=0
U,(H,)=0 U,(H,)=1

problemlerinin ¢6ziimleri olmak {izere Es. 3.35 in tek ¢6ziimii
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b

y(x) = IG(x, t)f(t)a’terlH1 (x)+7/2H2 (x)

a

seklindedir.

Ornek 3.4.

problemini géz Oniine alalim.

Buna iligkin homojen problem sadece asikar ¢oziime sahip oldugundan verilen

problemin bir tek ¢oziimii vardir. Green Fonksiyonu kullanilarak y" =0 denklemini

ve sirastyla y(0)=0, y(1)+)'(1)=0 homojen kosullarini saglamak iizere bagimsiz
¢oziimler, y,=x ve y,=x-2 bi¢imindedir. p, ()W (y,,»,)(t)=W(t,t-2)=2

oldugundan homojen probleme iliskin Green Fonksiyonu

lt(x—z), 0<r<x<l
G(x,t)z
Ex(t—Z), 0<x<t<l1

seklindedir.

Ote yandan y, =0 ve y, =2 oldugundan sadece
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problemini saglayan H, (x) :g fonksiyonu bulmak yeterlidir.

Boylece verilen homojen olmayan problemin ¢oziimii

bi¢ciminde bulunur.

Simdi D(U )=0 olmak tizere smir deger problemine donelim: Lineer denklem

sistemlerinin ¢oziimlerinin varhigi ve tekligi hakkinda sonuclar, smir deger

problemleri i¢in de gecerlidir. Buradan, homojen olmayan i =0,1,2, ..., n

Ly:f(x)
3.36
Ui(y):y[ ( )

siir deger problemini goz oniine alalim.

Vs Vas s ¥, Ly =0 nin lineer bagimsiz ¢oztimleri ve y,, Ly = f in bir 6zel ¢ozimi

olmak tizere Ly = f denkleminin genel ¢oziimii

y:C1y1+C2y2+...+Cnyn+yp (3.37)

dir. Sinir kosullarinin uygulanmastyla
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U, (y])+C2U1 (y2)+"'+ CU, (yn) =7 -U, (yp)
CU, (3)+CU, (3,)+-+CU, (3,)=7.-U,(»,) (338)

U, (»)+CU, (3,)+-+CU, (3»)=7,-U,(»,)

sistemi elde edilir.

Buradan katsayilar matrisi

U, (yl) U, (yZ)"'Ul (yn)
U, (y1) U, (yz)---Uz (yn)

A=

Un.(yl) U,(y,)-U,(»,)

ve eklemeli matris

U(n) U ((»n)-Ul(») fyl—Ul(yp)
Uz(yl) Uz(yz)---Uz(yn) E7/2_U2(yp)

U,(») U,(3)-U,(3) ir-U(»)

olmak tizere » <n igin

r=rank(A)=rank(A:y) ise Es. 3.38 ve dolayisiyla Es. 3.36 problemi en az bir
¢Oziime sahiptir. Buradan Es. 3.36 problemi homojen ve D(U ):O oldugunda

problemin en az bir ¢oziimiiniin olacag: agiktir.



problemini gézoniine alalim.

Ly =0 denkleminin lineer bagimsiz ¢dziimleri

y=x ve y,=2x" -1

oldugundan
U U -1 —
U, (yl) Uz(yz)

40

dir. Buradan Ly=0, U,(y)=U,(»)=0 homojen problemin en az bir ¢dziimii

vardir. Ancak verilen problemin ¢0ziimii olabilir veya olmayabilir. Simdi ona

bakalim:

Ly :(2x2 +1)2 nin 6zel bir ¢ézimi y, (x) :%x“ +%x2 oldugundan (A) ve (Af;/)

matrisleri sirastyla
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seklindedir. Buna gore rank(A)=1 ve rank(Aiy)=2 olmasi nedeniyle verilen
problemin ¢6ziimii yoktur. Ancak, L operatorii aym1 kalmak tizere U, ve U, sinir

operatorleri:

matrislerinin ranki 1 e esittir. Buradan degistirilmis problemin genel ¢oziimii, C

keyfi olmak iizere
y(x)=C(2x —x—1)+(1/3)x* +(1/2)x* -x
bi¢iminde bulunur.

Ozdeger problemlerine iliskin green fonksiyonu

n yinci basamaktan i =1, 2, ..., n i¢in
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Ly =p,(x) "+ p (x) )"+t p, (%) Y+ p, (x)y =0

U ()= Zaify(j_l) (a) +Z bi/y(j_l) (b)=0
=1 =l

siir deger probleminde, pi(x) katsayilarinin bir keyfi A sabitine bagli olmasi

durumunda daha genel bir sinir deger problemi elde edilir. Boyle bir problem

i=1,2,..,n igin

Ly =p, (x, i)y(") + D, (x, i)y("_l) +otp, (x, i)y’+pn (x, l)y =0
Ui(y)=0

(3.39)
bigimindedir.

Tanim 3.5.

Es. 3.39 probleminde oldugu gibi, x den bagimsiz bir A parametresi i¢eren sinir

deger problemlerine ozdeger problemleri denir.

Es. 3.39 6zdeger problemi acgik olarak y =0 asikar ¢oziimiine sahiptir. Ancak bu
durumda D(U ) nun, A ya gore bir fonksiyon olmasi gerektiginden A nin belli

degerleri i¢in sinir deger probleminin asikar olmayan ¢dziimleri olmayabilir.
Tanim 3.6.

asikar olmayan ¢oziimlerin var oldugu A nin degerlerine 6zdegerler ve bunlara

karsilik gelen asikar olmayan ¢ozlimlere de 6zfonksiyonlar denir[8].
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Ornek 3.6.
(1-2x)y"+A’xy' =A%y =0
y'(0)+y'(1)=0

y'(O):O

0zdeger problemlinin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarini bulalim: Diferensiyel denklemin

genel ¢coziimii
y=Ce™ +C,x
dir. Sinir kosullar1 uygulanirsa

A(l+€")C +2C, =0
AC,+C,=0

bulunur. Bu sisteme iliskin

katsayilar determinant1 sadece A =0 i¢in sifirdir. Buradan A4 =0 igin diferensiyel

denklemin genel goziimii

y=Ce"* +C,x=C,+C,x

olup smur kosullar1 uygulanirsa y = C, C = keyfi asikar olmayan ¢oziimii elde edilir.

O halde 4 =0 6zdeger ve C #0 i¢in y = C 0zfonksiyonlardir.
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Simdi p,(x), p,(x), p,(x),.... p,(x), f(x) fonksiyonlar1 I=[a,b] kapah sonlu

aralig1 lizerinde siirekli ve 7 da p, (x) # (0 olmak ilizere n inci basamaktan
Ly = p, (x)y(") +p, (x)y("fl) +ot D, (X)) V' +p, (x)y=Ay+ f(x) (3.40)
diferensiyel denklemiile 1<i<n icin

U, (y)= a0 (a)+ b,y (b) =0 (3.41)

iki nokta sinir kosullarindan olusan 6zdeger problemini goz oniine alalim.

Homogen Ozdeger problemleri

f(x)=0 olmas1 durumunda Es. 3.40 ve Es. 3.41 den olusan i =1, 2, ..., n i¢in

Ly=21y

342
Ui(y):() ( )

homojen problem elde edilir.

Es. 3.42 probleminin 6zdegerleri icin Es. 3.42 asikar olmayan ¢dziimlere sahiptir.

asikar olmayan ¢oziimlerin her biri, A ya karsilik gelen 6zfonksiyonlardir. y(x) =0

¢Ozlimii bir 6zfonksiyon olamaz. A =0 bir 6zdeger olabilir, ancak buna karsilik

gelen ¢oziimiin agikar olmamasi gerekir.

Ayni A 6zdegerine karsilik gelen 6z fonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu yine o

Ozdegere karsilik olan bir 6zfonksiyondur. Gergekten Ly, = Ay, ve Ly, = Ay, ise bu

durumda C, ve C, sabitleri igin L(C,y, +C,y,)=A(Cy, +C,y,) dir.
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Ly =Ay denklemi, verilen bir 4 degeri i¢in n den fazla lineer bagimsiz ¢éziime

sahip olmaz.

Onceki kisimda verilen D(U ) 0zdeger problemi icin A ya baghh olmasi

gerektiginden bu kez U ile D(A) iliskisi asagidaki gibi verilebilir.
Es. 3.42 probleminin asikar olmayan ¢oziimlere sahip olmast

U(») U (3,)
U=| & : :

U, (3) U, (31)

matrisin rankinin » den kii¢iik yada

olmasi ile esdegerdir.

D(/l) , Bs. 3.42 sinir deger probleminin 6zdeterminanti adini alir. Buradan asagidaki

teorem verilebilir:

Teorem 3.7.

Es. 3.42 probleminin 6zdegerleri , D(ﬂ) nin sifirlandir. D(/i) 0zdes olarak sifir ise,

bu durumda her A4 sayisi problemin bir 6zdegeridir [5].

Bununla birlikte, D(ﬂ) 0zdes olarak sifir degil ise, Es. 3.42 sinir deger problemi en

fazla sayilabilir ¢oklukta 6zdegerlere sahiptir.
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A, D(l) O0zdeterminatinin katli ya da basit kokii olabilir. Basit kokler durumunda

yinelenme sayilarinin bir olacagi agiktir. Ote yandan D(/l) nin sifirt olmayabilir

ancak bu durumda Es. 3.42 probleminin 6zdegerleri yoktur.

Ornek 3.7.

—y'=Ay
U(»)=(0)+x(1)=0
U, (v)=y'(0)=y'(1)=0

oldugundan

Ul(y1)=1+eﬁ, Ul(yZ)zlJreiH’ UZ(yl):\/j(l_eﬁ)’ Uz()’z):\/j(efﬁ—l)

bulunur. Buradan

VRN s N Sy R iy e
dir.

Ote yandan U, ve U, sinir operatorleri

U, (v)=y(0)+2y(1)
U, (v)=»'(0)-2y'(1)
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seklinde degistirilirse, bu durumda elde edilen
"=y, Ui(y)=U,(»)=0
0zdeger probleminin 6zdegerleri yoktur. Cilinkii

1427 1+2¢7

=674
N, N e N R, N

D(4)

dir. Her ne kadar 4 =0 igin D(/l)zo ise de buna karsilik gelen ¢oziim, y =0

asikar ¢coziimiidiir.

Uygulamalarda, zaman zaman asagida oldugu gibi daha genel 6zdeger problemleri

ile karsilastirilabilir:

L diferensiyel operatoriiniin katsayilar1 ve aym1 zamanda i=1,2,..,n i¢in

U, (y)=0 smr kosullar1 bir karmasik A sayisina bagh olabilir. Bu durumda A

1

Ozdegerleri, i =1,2,...,n igin

sinir deger problemi asikar olmayan bir ¢oziime sahip olacak sekilde bulunabilir.

Boyle problemler, genellestirilmis ozdeger problemleri adini alir.
Ornek 3.8.

A bir karmagik say1 olmak tizere
V' =44y +417y=0
»(0)+)'(0)=0

y(1)-y'(1)=0



6zdeger problemini goz 6niine alalim. Diferensiyel denklemin

2Ax

y=Ce*" +Cxe’™

genel ¢oziimiine, sinir kosullart uygulanirsa

(1422)C,+C, =0
(1-22)C, -22C, =0

sistemine varilir. Buradan

1+24 1
1-24 =24

D(2)=

‘:—U+4zﬂ

oldugundan problemin 6zdegerleri

ve bunlara karsilik gelen asikar olmayan ¢oziimler sirasiyla

» =A{(l—x)cosx+xsinx+i((l—x)sinx—xcosx)}

¥, =B{(l—x)cosx+xsinx—i((1—x)sinx—xcosx)}

seklinde bulunur.

Simdi Es. 3.40 ve Es. 3.41 den olusan i =1,2, ..., n igin

48
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Ly=ly+f(x)

(3.43
Ul.(y):O )

homojen olmayan sinir deger problemini ele alalim.

= (x6A), = (x54),.my,=y,(x )

fonksiyonlar1 Ly=A) denkleminin lineer bagimsiz ¢6ziimleri olsun. Buna gére A,

Ly=21y

3.44
Ui(y):O ( )

homojen problemin 6zdegeri degil ise D(A)#0 dur.

Bu durumda Es. 3.43 probleminin bir tek ¢oziimii vardir. Bu ¢oziim sinir deger
problemlerindeki benzer diisiinceden hareketle Green Fonksiyonu yardimiyla elde

edilebilir:

Vis Vys-ers ¥, ¢Oziimlerinin Wronskiyeni

W(t, 1)

olmak iizere Ly = Ay denklemine iligkin tek yanli Green Fonksiyonu



dir. g(x,¢,4) fonksiyonu

H(x,t,/l), r<x
g(x,t,/l)z

H(x,t,l), t>x

seklinde tanimlanmak iizere Es. 3.44 problemine iliskin Green Fonksiyonu

g(x,t,/I) yl(x,/l) yz(x,/”t) yn(x,/l)

1 Ul(g) Ul(yl) Ul(yz) Ul(yn)
G(x,f,i)=D(/1) Un(g)  U:(n) Ui(n) - Ua(n)
Us) UG UG - G()

dir. Buradan Es. 3.43 probleminin tek ¢oziimii

b

y(x)sz(x, t,ﬂ,)f(t)dt

a

seklindedir.

H(x,1,A) ve G(x,t, 1) fonksiyonlari, asagidaki uyarilar1 saglarlar:
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Uyan 3.1.

H (x,t,A) fonksiyonu ve 1<k <n i¢in

k
% H(x,t,A) tiirevleri [a, b] araligindaki x, ¢ ve her 4 i¢in (x,7, ) gliisinin
e

stirekli fonksiyonlaridir.

Uyar 3.2.

k

F G(x, t,/1) tirevleri £k =0,1,2,...,n—-2 a<x,t<b araligindaki her x, ¢ ve Es.
X

3.44 iin bir 6zdegeri olmayan A degeri igin (x, I l) nin siirekli fonksiyonlaridir.

Ornek 3.9.

Ly=x*y"+xy' =1y +2x
U(y)=y'(1)=0

U, (v)=r(2)=0
problemini ele alalim.

Ly = Ay denkleminin lineer bagimsiz ¢éziimleri

N

n=x"ve y,=x"

dir. Buradan

Ul(yl):\/z’ Ul(yz):_\/z’ U, (yl)zzﬁ’ Uz(yz):z_\H
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olup

N,

Vi g2

D(2)= =Ja27% ¢ a2,

D(/l) y1 sifir yapan A =0 incelenirse homojen problemin bir 6zdegeri olmadigi

goriiliir. O halde x e [1, 2] icin homojen olmayan problemin bir tek ¢oziimii vardir.

Simdi bu ¢6ziimii Green Fonksiyonu yardimiyla bulalim:

H(x,1,2) =2;\/§t[[§jﬁ GjﬁJ

Ve
1 X VA t Vi
) A e
g(x’t,;t)z -1 X Vi t Vi
vl ) e

olduguna gore

Ul(g)=—$(t‘ﬁ+tﬁ)

-zl

dir. Buradan Green Fonksiyonu
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g(x.t,4) y(xt) »(x4)

1
G(x,t,l)zm Ul(g) (J’1) Ul(y)
Uy(g) Uy(n) Uy(»,)
1 Vo NE _ AT NI T (9 NE VT 7
G( /1) 2tD(}t)((x 2 2 )t (x 27V —xT2 )t ),t<x
X, t, =
! ((—xﬁﬂz—x’ﬁZﬁ)t’ﬁ+(x’ﬁ2’ﬁ+xﬁ2’ﬁ)tﬁ) , t>X
2tD(A)

seklindedir. Boylece verilen problemin ¢oziimii 4 #1 igin

2

y(x):IG(x, t,ﬂ)f(t)dt

1

[ () (R

1= \/Z(z-ﬁJrz\/Z)x +ﬁ(2-ﬁ+2ﬁ)x

bi¢giminde elde edilir [9].
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4. ZAMANDAN BAGIMSIZ PROBLEMLERE iLiSKiN GREEN
FONKSIYONU

4.1. Bir Boyutlu Is1 Denklemine iliskin Green Fonksiyonu

Bu kesimde basit yapilarindan dolay1r 6nce kaynak igermeyen ve homojen sinir
kosullarina sahip bir boyutlu 1s1 denklemine iligkin problemi goéz Oniine alacagiz.
Daha sonra kaynakli Is1 denklemi iizerinde duracagiz. Her bir problem i¢in Green

Fonksiyonu elde etmeye calisacagiz.
Kaynakli Laplace denklemine ilgkin problemler ve diger zamana bagli problemler
icin Green fonksiyonunun elde edilmesi daha karmasik oldugu igin iizerinde

durulmayacaktir [2,11].

Kaynak icermeyen ve homojen sinir kosullarina sahip bir boyutlu 1s1 denklemine

iliskin

ou_, o

ot ox’
u(O, t) =0
u(L, t) =0
u(x.0)=g(x)

problemini géz oniine alalim. Degiskenlerine ayirma metodu kullanilirsa ve ilgili

kosullar uygulanirsa, a, ler Fourier siniis serisinin katsayilar1 olmak tlizere

S . NTTX _k(nz/L)t
u(x, t) =) a,sin—-=e
L

n=1

(4.1)

dir.
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Burada
g(x)=Ya,sin 2= (4.2)
n=1 L
olmak tlizere
2" nwx
a =— x)sin——dx 4.3

0

dir. Bu ¢6ziimiin sinir sartlarint sagladigi kolaylikla gortiliir. @, in yukaridaki degeri
seride yerine konularak, gerekli diizenlemeler yapildiginda ve gegici bir x, degiskeni

g6z Online alindiginda

L
2 . NTX, . NTX —k(n;r/L)zt]
u(x,t)=\g(x [ —sin—7"sin——e dx,

n=1

elde edilir.

Parantez i¢indeki ifade baslangi¢ kosulu icin Etki Fonksiyonunu temsil eder ve x,

noktasindaki baglangi¢ sicakligina bagli olarak ¢ zamanda x konumundaki sicakligi
ifade eder. Bu sonucu ele almadan 6nce kaynaklari igeren daha genel bir 1s1 denklemi
icin benzer bir analiz yapmak yararlidir. Homojen denklemin smir sartlart ayni

kalmak tizere homojen olmayan asagidaki problemi g6z oniine alalim;

ou 0u

5:k$+‘l’(x,t)
u(O,t)zO
u(L,t)zO

u(x, 0):g(x).
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Fiziksel olarak bu problem, bir sicimi hareket ettiren bir dis kuvvetin mevcut

oldugunu ve sicimin denge konumundan (baslangi¢c konumu ve baslangi¢ hizi sifir)

dis kuvvetin etkisinde kalarak hareketi olarak da yorumlanabilir. Simdi a, (t) ler

belirlemek iizere problemin
u(x,t):Zan(t)sinnLﬂ (4.4)
Formunda bir ¢6ziimiinii arayalim.

. NTX . U o
smT ve u(x,t) aynt homojen smir sartlarini sagladigindan bu Fourier siniis

serisi terim terime diferensiyellenebilir. Bdylece a, (¢) ¢oziimleri birinci basamaktan

dauk(ﬂjza: (t):zj‘l’(x )sin 2% dx (4.5)
L) Ly 7 L '

diferensiyel denklemini saglar. Burada g, (t) fonksiyonlar1

¥(x)=Yg, (z)sin”Lﬂ (4.6)

Fourier siniis serisinin katsayilaridir. Es. 4.5 in ¢oziimii

t
a, (1) —a, (O)e—k(mr/L) t +e—k(n7r/L) tJ'qn (to)ek(m/L) todl‘o (47)

0

dir.

g(x)=a, (0)sin 2 (4.8)
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Ve
a,(0)="] g(x)sin%dx (4.9)

olmak iizere a, (0), u(x,0) = g(x) baslangi¢ kosulunun Fourier siniis serisinin

katsayilaridir.

Boylece yukarida elde edilenler Es. 4.4 da yerine yazilirsa

0 L 2
u(x,t)= ZH%Ig(Xo )sin nfzxo ]e_k("”/L) tdx()}inn—zx
0

S ki f 2 F . : .
+Z|:e k(””/L)’I(—I‘P(xO,IO)51n %0 dx, | 0y, |sin 22
Iz L L

L
2 . NTX, . NTX _k(n,,/L)zt}
u(x,t)=\g(x [ —sin—2sin——e dx,

Lt o ,
+ J- j v (xo, 4 ){zz sin WZXO sin n_;er g KN () }dl‘ode
00

n=1

elde edilir. Burada

= 2 . . —k(nm 2tft
G(x,t;xo,to):zzsmmzxo s1n%e Knm L) (1) (4.10)

n=1

ifadesine Green Fonksiyonu denir. Bu fonksiyon yardimi ile kaynak igeren 1s1

denklemine iligkin problemin ¢6ziimii
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L Lt
u(x,t):jg(xO)G(x, t; Xy, 0)dx, +”.‘I’(x0’ tO)G(x, 15 Xy, 1y ) dtydx,
0 00

dir.

t, =0 aninda Green Fonksiyonu G(x, t; X,, 0) t zamanda ve x konumunda sicaklik
lizerinde x, noktasindaki baslangic sicakliginin etkisini gdsterir. Ilaveten

G(x,t;x,1,) t, zamanda x, konumunda v (x,,¢,) etki teriminin ¢ zamaninda ve

x konumundaki sicaklik {izerine etkisini de gosterir.

Kararli-durum 1s1 denklemine iligkin kaynak fonksiyonu zamandan bagimsiz olan

(v (x0)=w(x)

0=k () @.11)

) y(x) )
problemini ele alalim. Bu durumda f(x)=—-—— olmak iizere

dx?

f(x) (4.12)
denklemine iligkin sinir kosullar

u(0)=0 ve u(L)=0 (4.13)
olsun.

Daha onceki kesimlerde oldugu gibi hareket edilirse, yukaridaki problemin ¢oziimii
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u(x, t) = j.g(xo )G(x, t; x,,0)dx, +j‘—kf(x0)[j-G(x, t; X, to)dtojdxo (4.14)

0
dir.

Es. 4.12, Es. 4.13 probleminin ¢ézimii
L

u(x,t)—)u(x)zj-f(xo)G(x,xo)dxo (4.15)
0

dir. Burada G

nwx, . NIX
n

G(x,x,)=-> =—-L L (4.16)

dir.

v (x)=—k f(x) olmak iizere zamana bagl problemin 7 —> oo iken limitini alarak

kararli-durum sicaklhik dagilimi u(x) elde edilir.

Kararli-durum 1s1 denklemi i¢in Es. 4.16 ve Es. 3.10 olmak iizere iki Green
fonksiyonu belirledik. Birbirlerinden farkli goériinmelerine ragmen tamamen ayni
olduklar1 goriiliir. Ozel olarak; Es. 3.10 fonksiyonunun Fourier siniis agiliminin Es.

4.16 fonksiyonu oldugu gosterilir;

olmak tizere Fourier siniis serisinin b, katsayilari;
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2k . i . 27 ~
b, :Z-([G(x’xo)sm%dx :—J.G()C,XO)SIH%dX-FZ-[G(x,xO)SIH%dX

0 Xy

2% L 2 L
:_j—x( xo)smnﬁxdx+— % x)smmzxdx
Ly L L L
27 XX, . NAX t XXy, . AT
:ZJ(—x+—)sm—dx+—J-(—xo+—)s1n—dx
0
2x

) 2 )
:—zjxsm%d)ﬁg_‘-xsm 7 dx —

2 L nrx, ( L Jz . nmx, | 2x,| L nix, ( L jz . NTTX,
=——| ———X, cos +| — | sin +—-| ———X, cos +| — | sin
L| nr L nr L L nr L nmw L

nr nr nrw nr
2
2x, nmx, 2( LY . nmx, 2x, nwx, 2x, . nIXx,
=—c0sS————| — | sin — cos + >sin
nx L\ nx L  Lnrx L (nr) L
2x, 2x, nrx, 2x 2x,° NITX, 2x, . nmx
+ 0 (-1) ==L cos —L - =0 (—1)" + =2 ¢ ——2sin——
nx nx L nrx Lnrx L (nr) L

bulunur. b, katsayilar1 Fourier serisinde yerine yazilirsa

= 2( LY . nrx
G(x,xo):—Z—(—j sin ; 0 sin%

n=l1 L nrw

elde edilir.
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4.2. Green Fonksiyonu I¢in Ozfonksiyon Acilimi Yontemi

Bu kesimda homojen olmayan diferensiyel denklemlerden olan Strum-Liouville
denkleminin genel bir bi¢cimine 6zfonksiyon acilimi ydnteminin nasil uygulanacagi

tizerinde durulacaktir.
L(u)=f(x) 4.17)

denklemi ve homojen sinir kosullar1 goz oniine alalim. Bu probleme iliskin 6zdeger

problemi
L(¢) =—-Ao¢p (4.18)

aynt homojen sinir sartlari ile verilsin. Burada o agirligi sabit olarak secilir. Es. 4.17

probleminin ¢ézimii,
u(x)=Ya,,(x) @19

ozfonksiyonlarin genellestirilmis bir Fourier Serisi gibi arastirilarak ¢oziiliir. ¢, (x)

ve u(x) aynt homojen sinir kosullarim1 sagladig1 icin, her iki tarafin terim terime

tirevi alinir

0

ZanL((,lﬁn) = —i a,A,op, = f(x)

n=1

o agirhig ile 6zfonksiyonlarin ortogonalligi g6z Oniine alinirsa
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[ £ (x)8,dx
I E— (4.20)
j¢n20dx
elde edilir.

Boylece gerekli diizenlemeler yapildiginda Homojen olmayan diferensiyel

denklemler i¢in sinir deger probleminin ¢oziimii

u(x)zif(xo)ideo (4.21)

“ 2,4} odx

dir. Bu problemde Green Fonksiyonu, 6zfonksiyonlarin terimleri ile

G(x,xo) = iw (4.22)

-4, [ odx

seklinde ifade edilir. A 6zdegerlerinin paydada olusu énemlidir. Ozdegerlerden biri

sifir ise Green fonksiyonu yoktur. Bu durum daha sonra incelenecektir. Bu kisimda

biitlin A, 6zdegerler sifirdan farkli alinsin.

Ornek 4.1.
d’u
a7

siir deger problemi ile ilgili 6zdeger problemi
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d’¢ .
dx® Ab
#(0)=0
#(L)=0

olmak iizere, 6zdegerler n=1,2,3,... i¢cin A, :(n/z/L)2 ve bu degerlere karsilik

gelen 6zfonksiyonlar ise sin(nzx/L) dir.u(x) in Fourier siniis serileri Es. 4.19 de

belirtildigi gibidir. Ozel olarak;

L

u(x):‘[f(xo)G(x, X, ),

0
dir. Burada Green Fonksiyonunun Fourier siniis serileri Es. 4.22 den

. hwx . NIX,
27& SIn ——S1n

G(x,xo):——z L L

dir. Bu ise zamana bagli problemin ¢ — o iken limiti alinarak elde edilen Es. 4.16

ile aynidir.

Daha onceki kisimlarda Green Fonksiyonunun farkli durumlarini ele aldik. Green

fonksiyonu x noktasindaki ¢oziimde kaynagin her x, konumundaki etkisini gosterir.

f(x) kaynagy, sistemin biitiin noktalarinda bir kuvvetini gosterir.

4.3. Fredholm Alternatifi ve Degistirilmis Green Fonksiyonu

Eger 4 =0 bir 6zdeger ise Green Fonksiyonu yoktur. Bunun zorlugunu anlamak i¢in

homojen olmayan ve ayni1 sinir kosullari ile verilen
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L(u) = f(x) (4.23)

b
jf(x)¢n (x) dx
_an/ln == b (424)
I¢n2 odx
yerine yazilirsa 6nceki kisimlarda
u= ian@ (x) (4.25)
n=l

elde edildi.

Eger 4 =0 ise homojen olmayan sinir deger probleminin hi¢ ¢oziimii olmayabilir.

Ozellikle, 4, =0 a karsilik gelen 6zfonksiyon igin

b

If(x)¢n (x)dx #0

a

ise 4, =0 ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon Es. 4.24 denklemi saglanmaz.

Ornek 4.2.
d’u o
dx?
du_(O) =0 (4.26)
dx
L
(L),




65

sinir deger problemini ele alalim. Es. 4.26 problemini integral alarak c¢ozmeye

calisirsak
du |
—=e" +c
dx

elde edilir. Sinir sartlar1 uygulandiginda

0=1+c

0=¢"+c

bulunur ki, bu bir celiskidir. A =0, ilgili 6zdeger problemi icin bir Ozdeger

oldugunda homojen olmayan bir sinir deger problemi i¢in herhangi ¢dziimlerin

9’ dg, (0 de (L
oldugunu garanti etmez (% == ; 4, ( ) =0, 4, ( ) =0).
dx dx dx

Bu ornekte fiziksel bir acidan bakildiginda denge sicaklik dagitimmni arastirtyoruz.
Kaynaklar ve sinir kosullari yalitilmig bigimde oldugunda termal enerjinin net girdisi

yok ise bir denge sicakliginin var olabilecegini biliyoruz [10]. Yani;

e'dx=0

O© Gy 1~

d’u

dir. Termal enerji siirekli hareket halinde oldugu i¢in denge yoktur (0 = e e).
X

Sifir Ozdeger: Eger A =0 bir 6zdeger ise homojen smir kosullar1 ile verilen

L(u)=f(x) (4.27)
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probleminin ¢dziimiinde olusabilecek zorluklar gosterilebilir. Ayni1 homojen sinir

kosullar ile verilen ¢ 06zfonksiyonlari

L (¢n) = _ﬂ’n6¢n
saglar.

Boylece A =0 bir dzdeger ise, bu 6zdegere karsilik gelen ¢, (x) 0zfonksiyonu ayni

homojen sinir kosullar1 ile birlikte

L(¢,)=0 (4.28)

denklemini saglar. Boylece ¢, (x), Es. 4.27 probleminin asikar olmayan bir homojen

¢Oziimiidiir. Ayni homojen sinir kosullart ile ¢oziilen Es. 4.27 probleminin agikar
olmayan ¢oziimlerini bulmak ile sifir 6zdegeri karsulik gelen ozfonksiyonlart denktir.
Eger asikar olmayan c¢oziimler yok ise A =0 bir 6zdeger degildir. Eger asikar

olmayan ¢oziimler varsa A =0 bir 6zdegerdir.

Bir homojen ¢dziim kavramu, bir sifir 6zdegerden daha kolaydir. Ornegin;

d’¢
dx*
$(0)=0 (4.29)

¢(7r)=0

X

+p=e

problemini ele alalim. ¢ =sinx bir homojen ¢6ziimdiir. Bununla birlikte, 4 =0 bir

6zdeger oldugu konusu bir karigikliga yol sebep verir. Es. 4.29 problemi icin 6zdeger

problemi
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2 2
dr. ZII ¢ +(A+1)¢ =0 seklinde yazilir. Boylece n=1,2,3,... igin A+1= (Ej =n’

2
X

boliim olup bu durumda n =1 igin 4 =0 bir 6zdegerdir.
4.4. Fredholm Alternatifi

Fredholm alternatifi homojen sinir kosullari ile verilen ve homojen olmayan

L(u)=f(x) (4.30)

denklemi ve buna iliskin homojen sinir kosullarindan olusan problem i¢in Fredholm

alternatifi asagidaki gibi 6zetlenebilir.
A =0 bir 6zdeger degildir yani, u =0 homojen problemin tek bir ¢ozimiidiir.
veya

A=0 bir dzdegerdir. Bu durumda ¢, (x) homojen problemin asikar olamayan

¢Oziimleridir, 6yle ki homojen olmayan problemin ¢oziimleri yoktur veya problem

sonsuz sayida ¢oziime sahip ise asikar olmayan ¢, (x) ¢Ozlimleri vardir.

¢h(x) ¢Ozlimleri asikar olmayan homjen bir ¢oziim ise nasil sonuglar elde

edecegimizi daha detayl inceleyelim;

Eger Es. 4.24 ifadesindeki
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b

[/ (x)8, (x)dx=0 (4.31)

a

ise a, sabit oldugu icin, sonsuz sayida ¢oziim vardir. Bu tek olmayan ¢oziimler, bir
homojen ¢, (x) ¢Ozlimiin bir sabitle carpiminin toplanmasina karsilik gelir. Es. 4.31

denklemi, agirlik 1 alindiginda etki fonksiyonu ile homojen ¢oziimlerin ortogonal

oldugu anlamina gelir. Eger

b

If(x)¢h (x)dx #0

a

ise homojen sinir kosullari ile verilen, homojen olmayan problemin ¢6ziimii mevcut

degildir. Bu sonuglar bir tabloda 6rneklenirse

Cizelge 4.1. A Homojen sinir kosullarina gore Lu = f (x) ¢ozlimlerinin sayi1s1

b

If(x , (x)dx

a

=0 #0
$, =0 (1#0) 1 uygulanamaz
¢, #0(41=0) 00 0

Fredholm alternatifi farkli bir sekilde ifade edilirse; etki fonksiyonu biitiin ¢oziimlerle

ortogonal ise homojen sinir kosullari ile verilen Es. 4.30 homojen olmayan

problemin ¢éziimleri vardir. Eger u=0 tek homojen ¢6ziim ise f(x) otomatik

olarak ortogonaldir ve bir ¢6ziimiin olduguna dikkat edilmelidir.

Fredholm alternatifinin bir kismi 06zfonksiyon ag¢ilim yontemi kullanilmadan

gosterilir. Homojen olmayan problem bir ¢oziime sahip ise
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1 saglar. Green formiiliinde v = ¢, alinirsa,

b b

I[u.0—¢h.f(x)]dx=0 veya J-f(x)¢h(x)dx=0

a a

elde edilir.

Ornekler 4.3.

dx*
du(O)

——=0 (4.32)
dx
du (L)
dx

=0

problemi ele alinirsa, u =1 bir ¢oziimdiir. Fredholm alternatifine gore, e* ile bu

L
¢ozlim ortogonal ise ¢Oziim vardir. J.ex.l dx #0 oldugundan Es. 4.32 probleminin
0

¢Oziimii mevcut degildir.
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Diger bir 6rnek;

d*u
dx
u(0)=

0
u(;z)zO

problemi goz Oniline alinirsa, bu problemin u =0 dan farkli bir ¢ézliime sahip
olmadig1 i¢in Fredholm alternatifi bir tek ¢6ziim oldugunu ifade eder. Ancak, bu
coziimii belirlemek igin, belirsiz katsayilar, parametrelerin degisimi veya

0zfonksiyon acilimi (sinnx kullanarak) gibi yontemler kullanilmalidir.

Son olarak;

problemini ele alalim.

u= sin% homojen problemin bir ¢oziimiidiir. Eger esitligin sag tarafi sin% ile

ortogonal yani
L

0= _[ P+ x s1n—a’x
0

ise homojen olmayan problem bir ¢dziime sahiptir. Bu bir ¢oziimiin varlig1 i¢in

sadece £ nin degerini bulmada kullanilir.
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dir.

Ancak, u (x) ¢Oziimiinii elde etmek i¢in Fredholm alternatifi kullanilmaz.

4.5. Degistirilmis Green Fonksiyonlar:

Bu kisimda, A =0 bir 6zdeger oldugunda homojen sinir kosullari ile verilen
L(u)=f(x) (4.33)

problemini ele alalim. Eger bu problemin bir ¢6ziimii varsa degistirilmis bir Green

fonksiyonu insa ederek problemin bir 6zel ¢6ziimii bulunur.
Eger A =0bir 6zdeger degil ise homojen sinir kosullari ile verilen Es. 4.33 homojen

olmayan sinir deger probleminin bir tek ¢6ziimii vardir. Bir onceki kisimda ayni

homojen sinir kosullarina sahip

L[G(x, X, )} =5(x—x,) (4.34)
1saglayan bir G(x,x,) Green fonksiyonu kullanilarak ¢oziim gosterilir.

Simdi, 4 =0 bir 6zdeger oldugu durumu inceleyelim; Es. 4.33 probleminin asikar

olmayan ¢oziimleri ¢, (x) olmak iizere L(¢,)=0 dir. Es. 4.33 probleminin

¢Oziimlerinin var oldugunu yani,
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b

[£(x)8,(x)dx=0 (4.35)

sagladig1 varsayilsin.

Ancak, Es. 4.34 da tanimlanan Green Fonksiyonu biitiin x, degerleri i¢in mevcut
degildir. Cilinkii & (x —xo) , biitlin x, degerleri i¢cin homojen problemin ¢oziimleri ile

ortogonal degildir.

b

Iﬁ(x—x0)¢,1(x)dx =9, (x0)$0

a

dir. Bu durumda, bir ¢6ziime sahip olan basit bir karsilastirma problemini

tanimlamaya ihtiyag¢ vardir. Ancak, bu fonksiyon ile ¢, (x) ortogonal alacak sekilde

¢ segilir ise Forcing Fonksiyon
5(x—x0)+c¢h (x)

i¢in bir ¢6ziim vardir. Yani;

b

0:I¢h (x)[5(x—xo)+c¢h (x)]dx

a
b

=¢,(x,)+ cI ¢, (x)dx

a

dir.

Boylece; ayn1 homojen sinir kosullari ile verilen ve
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L[Gm(x, xo)]:é'(x—xo)—@(L%(xO) (4.36)

£¢h2 (x)dx

1 saglayan degistirilmis G, (x, xo) Green Fonksiyonu tanimlanir. Es. 4.36

denkleminin sag tarafi ¢, (x) ile ortogonal oldugu i¢in, sonsuz sayida ¢6ziim vardir.

Degistirilmis Green Fonksiyonu simetrik
Gm (x9 xO) = Gm (XO’ ‘x) (437)
secilir.

Eger g, (x,x,) simetrik bir degistirilmis Green Fonksiyonu ise,

Gm ()C, xO) = gm ()C, xO ) +ﬂ¢h (XO )¢h (X)
fonksiyonu da simetrik degistirilmis bir Green Fonksiyonudur. Burada £, x ve x,
dan bagimsiz keyfi bir sabittir. Boylece sonsuz sayida simetrik degistirilmis Green

fonksiyonu vardir. Bunlardan herhangi birini kullanabiliriz.

Green formiilii, degistirilmis Green Fonksiyonunu kullanarak u(x) icin bir formiil

olusturmak i¢in kullanilir. u =u(x) ve v=G, (x, x,) olsun.

{u(x)Ll:Gm (x, x, )] -G, (x, x, )L[u (x)]}dx =0

Qe >

dir. Ciinkii u(x) ve G, (x, xo) ayni sinir kosullarin1 sagladig: icin Es. 4.33 ve Es.

4.36 tanimlanan diferensiyel denklemlerden



74

u(x) 5(x—x0)—M -G, (x,x,) f(x)pdx=0

[8(x)dx

Q —

dir.

Dirac-Delta Fonksiyonunun temel 6zelligi ve G, (x, xo) Fonksiyonunun simetrikligi
kullanilarak gerekli islemler yapilirsa

u(x):jf(xO)Gm (x,xo)dxo +b¢h¢iu(xo)¢h (xo)dxo

a [, (x)dx

a

elde edilir. Son ifade homojen ¢dziimiin bir katidir. Boylece Es. 4.33 probleminin

Ozel bir ¢oziimii;

b

u(x)=[ £ (%)G, (x,x,)dx, (4.38)
dir.
Ornek 4.4.

Asikar olmayan bir ¢6ziime sahip bir problemin en basit 6rnegi

d’u
dL;(O) o
X
(L) y (4.52)

dx
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L
dir. Fredholm alternatifine goére, bir ¢Oziimiin var olmasi i¢in I f (x)dx=0
0

L

olmalidir. f(x) fonksiyonunun bu tip oldugunu diisiinelim (f(x)=x -5 ).
Degistirilmis Green Fonksiyonu G, (x, xo) 0z fonksiyonu bir sabit oldugundan
d’G,
o =5(x—x0)+c (4.53)

dGg (0

L),

dx (4.54)
dG, (L) 0

dx

1 saglar. Degistirilmis Green Fonksiyonunun var olmasi i¢in, homojen ¢oziimler ile

etki fonksiyonu ortogonal olmalidir. Yani;

j[5(X—x0)+c]dx:O veya c:—%

0

saglanmahidir. Es. 4.48 1 ¢Oozmek icin Dirac-Delta fonksiyonunun o6zellikleri

kullanilir. x # x, i¢in

d’G, 1
dx’ L

dir. Integral sabitleri x =0 ve x =L deki smir sartlarini saglayacak sekilde secilmek

lizere integral alinirsa
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X
—— X <X
dG ’ 0
Lo/ (4.55)
dx x
7 +1, x>x,
elde edilir.
G, (x, xo) fonksiyonunun tiirevi i¢in sigrama sart1 ( 7 “  =1), Es. 4.53 integrali ile
X | -

o

belirlenir ve Es. 4.55 sartin1 saglar.

G, (x,x,) Fonksiyonunun x=x, noktasinda siirekli oldugunu varsayip tekrar

integral alinirsa

xZ
———+x,+c(x)), x<x,
G (x,xo)z 2

m 2

X
—Z?+X+C(X0), X > X,

elde edilir.

¢(x,), x, a bagl keyfi bir ilave sabittir ve homojen ¢dziimiin bir sabit ile ¢arpimina

karsilik gelir. Bu, biitiin olas1 degistirilmis Green Fonksiyonlarinin bir temsilidir.

Genelde G, (x, x,) fonksiyonunun simetrik olmast istenir. Ornegin,

x<x, i¢in G, (x,x,)=G, (x,, x), S keyfi bir sabit olmak iizere
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veya

y1 saglar. Es. 4.51 ve Es. 4.52 in bir ¢6ziimii yukarida verilen G, (x, xo) a sahip Es.
4.50 dir [2].
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