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Yiksek Lisans Tezi
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Matematik Anabilim Dali

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Fatma KAYNARCA

Bu tez, Grobner taban teorisinin cebirsel yapisinin incelenmesinin yanisira farkl
programlama dillerindeki kullamimini da icermektedir. Ik boliimde, Grobner taban
teorisinin tarihsel geligim siirecinin anlatildig giris kismi yer almaktadir. Ikinci
boliimde, tez caligmasi i¢in gerekli olan temel tamimlar ve oOzellikler verilmistir.
Uciineii boliimde, ilk olarak Grobner taban kavrami tamitilarak karakterizasyonlar:
verilmis, daha sonra Grébner taban hesaplamaya yarayan bir metod olan Buchberger
algoritmasi orneklerle agiklanmigtir. Ayrica bir Grébner tabandan indirgenmis ve
minimum adi altinda iki farkli Grobner tabanin daha yazilabildigi gosterilmistir.
Dordiincii boliimde ise, bazi programlama dillerinde Grobner tabanin nasil hesap-

landig1 ifade edilmis ve Ornekler verilmistir.
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This thesis includes the analysis of the algebraic structure of Grobner’s basis theory
as well as its use in different programming languages. In the first chapter, there is
the introduction part in which the historical development process of Grébner basis
theory is explained. In the second part, the basic definitions and features required
for the thesis work are given. In the third chapter, firstly the Grobner basis concept
is introduced and its characterizations are given, then the Buchberger algorithm,
which is a method for calculating the Grobner basis, is explained with examples. In
addition, it has been shown that two different Grobner bases can be written under
the name of a minimum and reduced from a Grobner base. In the fourth chapter,
how the Grobner base is calculated in some programming languages is explained

and examples are given.
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Her zaman beni destekleyen ve tez caligmam siirecinde ozellikle moral veren, benim
arkamda olduklarin1 sonuna kadar hissettiren annem ve babam siz benim en biiyiik
sansimsiniz. Hayatimin her alaninda oldugu gibi, bu siire¢tede bana destek veren

aileme ve sevdiklerime de en i¢ten tegekkiirlerimi sunmak istiyorum.

Merve ALGI
Afyonkarahisar 2023

1l



ICINDEKILER DIiZINi

OZET i
ABSTRACT ii
TESEKKUR iii
ICINDEKILER DIiZiNi iv
SIMGELER DIiZINI v
SEKILLLER DIiZINI vi
1 GIRIS 1
2 ON BILGILER 7
2.1 Temel Kavramlar . . . . . . . . . . . 7
2.2 Tek Degiskenli Polinomlar Halkas1 . . . . . .. ... ... ... .... 9
2.3 ok Degigkenli Polinomlar Halkas1. . . . . .. ... ... ... .... 16
3 GROBNER TABANLARI 30
3.1 Klasik Grobner Taban Teorisi . . . . . . . . . . . . ... 30
3.2 Minimal Grobner Taban . . . . . . . . . ... 42
3.3 1ndirgenmi§ Grobner Taban . . . .. . ..o 44
4 GROBNER TABANIN BILGISAYARDAKI UYGULAMALARI 47
4.1 Maple’da Grobner Taban . . . . . . . . . ... 47
4.2 Mathematica’da Grobner Taban . . . . . . . . . . .. ... ... 49
4.3 CoCoA’da Grobner Taban . . . . . . . . . . . . ... ... 51
4.4 Cizge Boyama . . . . . . ... 52
5 KAYNAKLAR 57
OZGECMIS 59

v



SIMGELER DiZINI

Simgeler

- Altkiime

- Oz altkiime

alb a boler b

= Herhangi bir kismi siralama bagintisi

< Herhangi bir terim siralamasi

=< Sozliiksel siralama

<d Derece sozliiksel siralama

< Ters sozliiksel siralama

< drl Derece ters sozliiksel siralama

= gri Dereceli ters sozliiksel siralama

N Dogal sayilar kiimesi

Q Rasyonel sayilar kiimesi

R Herhangi bir halka

K Herhangi bir cisim

1 Herhangi bir ideal

(G) Bir GG kiimesi tarafindan iiretilen ideal

R|x] R iizerindeki tek degiskenli polinomlar halkas
Rlxy,z9,. .., x,] R iizerindeki n degiskenli polinomlar halkas:




SEKILLLER DIZINI

Sayfa
Sekil 2.1 Tek Degigkenli Polinomlar Halkasinda Bolme Algoritmast ............ 13
Sekil 2.2 Tek Degiskenli Polinomlar Halkasmnda Oklid Algoritmast ............ 14
Sekil 2.3 n Degiskenli Polinomlar Halkasinda Bélme Algoritmast .............. 26
Sekil 3.1 Buchberger Algoritmast .......... .. ... i 41
Sekil 4.1 Cizge Boyama Ornegi .........oooooiiii 55
Sekil 4.2 Cizge Boyama Ornegi 1 .......oovuvreeee 56
Sekil 4.3 Cizge Boyama Ornegi 2 .......oooomm e 56
Sekil 4.4 Cizge Boyama Ornegi 3 ... 56

vi



1. GIRIS

Matematikte, ozellikle bilgisayar cebirinde, hesaplamali cebirsel geometride ve hesap-
lamali degigsmeli cebirde 6nemli rol oynayan Grobner taban kavrami; 1965 yilinda
Bruno Buchberger’in doktora tezinde tanittigl ve adini tez danigmani olan Wolgang
Grobner’e ithaf ettigi bir kavramdir. Buchberger; doktora tezinde sadece Grobner
taban kavramini tanitmakla kalmamig ayni zamanda bu tabani bulmaya yarayan
kendi adiyla adlandirdig bir algoritma geligtirmis ve bu algoritmanin dogrulugunun
ve sonlandirilmasinin dayandigi temel teoremi kanitlamigtir. Uzun yillar boyunca
Buchberger’in caligmasinin onemi tam olarak anlagilamamig olup 1980’lerde matema-
tik ve bilgisayar bilimlerindeki gelismeler sayesinde aragtirmacilar bu yeni teori
hakkinda derin bir aragtirma baglatmiglardir. Ilerleyen zamanda Grobner taban
teorisi, matematigin ve diger bilimlerin bir¢ok alaninda, ¢ok gesitli teorik ve hesapla-
mali yontemler saglayan, cebirin temel bir alani haline gelmigtir. Bu alanda bir¢ok

genelleme ve ¢ok gesitli uygulamalar geligtirilmigtir (Kreuzer ve Robbiano 2000).

Temel fikirlerinin basitligi; uygulamalarinin genisligi ve giicii ile taban tabana zit
olan Grébner taban teorisinin giiniimiizde pek ¢ok uygulama alani bulunmaktadir.

Kreuzer ve Robbiano (2000)’ya gore baz1 uygulama alanlari agagida listelenmigtir:

Cebirsel Geometrideki Uygulamalar: Hilbert’in Sifir Teoremi (Hilbert’s Nullstel-
lensatz), afin gesitlemleri (affine varieties), projektif uzaylar ve Grasmanniyanlar
(Projective spaces and Grafimannians), bir projektif gesitlemin homojen kaybolan
idealinin hesaplanmasi i¢in doygunluk (saturation for computing the homogeneous
vanishing ideal of a projective variety), polinom denklem sistemleri (systems of
polynomial equations), gesitlemlerin indirgenmez bilegenlerinin hesaplanmasi igin
ilkel ayrigimlar (primary decompositions for computing irreducible components of
varieties), projektif gesitlemler (projective varieties), projektif kapaniglarin hesap-
lanmas1 i¢in homojenlegtirme (homogenization for computing projective closures),
kiime-teoritik tam kesigimler (set-theoretic complete intersections), afin ve projek-

tif gesitlemlerin boyutlar1 (dimensions of affine and projective varieties), noktalarin



idealleri (ideals of points).

Sayr Teorisindeki Uygulamalari: Modiiler aritmetik (modular arithmetic) ve sonlu
cisimler tizerindeki polinomlarin ¢arpanlara ayrilmasi (factoring polynomials over
finite fields), cebirsel sayilar cisminde hesaplamalar (computations in the field of

algebraic numbers), sihirli kareler (magic squares).

Homoloji Cebirdeki Uygulamalar: Syzygy modiillerin hesaplanmasi (computation of
syzygy modules), modiil homomorfizmlerinin gekirdekleri, goriintiileri ve yiikseltilme-
leri (kernels, images and liftings of module homomorphisms), Hom-modiillerinin
hesaplanmasi (computation of Hom-modules), Ext-modiilleri ve bir modiiliin de-
rinligi (Ext-modules and the depth of a module), dereceli serbest ¢oziiciiler (graded

free resolutions).

Kombinatorikteki Uygulamalar: Monomial idealler ve modiiller (monomial ideals

and modules), ¢izge boyama (graph colourings), torik idealleri (toric ideals).

Diger Uygulamalar: Seritler (Splines), Diophantine Sistemleri ve Tamsay1 Program-
lama (Diophantine Systems and Integer Programming), tuhaf polinomlar (strange
polynomials), Matematiksel Finans: Modern Portfolyo Teorisi (Mathematical Fi-
nance: Modern Portfolio Theory), Fotogrametri (Photogrammetry), Satran¢ Bul-
macalar1 (Chess Puzzles), Istatistik: Deney Tasarmm (Statistics: Design of Experi-

ments), Otomatik Teorem Kamitlama (Automatic Theorem Proving).

Grobner taban teorisinin en ¢ok kullanildigi alanlardan biri olan cebirsel geometrideki
uygulamalar1 Cox vd. (1992) tarafindan incelenmistir. Polinom denklemleriyle
tanimlanan egriler, ytizeyler ve daha yiiksek boyutlu nesneler olan afin cesitlemlerin
geometrisinin incelenmesinde veya ¢ok degigkenli polinomlar halkasindaki ideallerin
cebirsel yapisiyla ilgili karsilagilan problemlerin ¢oziimiinde Grobner taban kavrami
onemli rol oynar. Asagida verilen problemlerin son ikisi cebirsel geometriyle ilgili

olup, tez caligmasinda; cebirsel olan ilk iki problemle ilgilenecegiz.



Ideal Belirleme Problemi ( The Ideal Description Problem): K[x1, s, ..., 2, nin her
I ideali bir sonlu tirete¢ kiimesine sahip midir? Diger bir deyisle; I = (f1, fo, ..., fs)

olacak sekilde fi, fa, ..., fs € K[z1, 29, ..., x,] polinomlar: nasil belirlenir?

Ideal Uyelik Problemi (The Ideal Membership Problem): Bir f € Klx1, %y, ..., 2]
polinomu ve bir I = (f1, fa,..., fs) ideali verildiginde f € I olup olmadig1 nasil

belirlenir?

Polinom Denklemlerinin C'ozim Problemi (The Problem of Solving Polynomial Equa-

tions): n degiskenli polinomlarim olugturdugu bir

filzr, @, .. ) = - = fo(z1,29,...,2,) =0

denklem sisteminin k™ afin uzayinda tiim ortak ¢oziimleri nasil bulunur?

Ortiiklestirme Problemi (The Implicitization Problem): g;’ler t; degiskenli polinom-
lar (ya da rasyonel fonksiyonlar) olmak tizere V', agagidaki parametrik denklemle

verilen k™’in bir altkiimesi olsun.

Z1 :gl<t17t27 s 7tm>7

Tn :gn(tla to,. .. 7tm)

Bu durumda V' bir afin gesitlemdir ya da onun bir parcasidir. Bu ¢esitlemi belirleyen

(x; degiskenli) bir polinom denklem sistemi nasil bulunur?

Ayrica Grobner taban; tek degiskenli polinomlar halkasinda iki polinomun en biiyiik
ortak bolenini bulmak icin kullanilan Oklid (Euclidean) Algoritmasim (ve dolayisiyla
bolme algoritmasini), lineer denklem sistemlerini ¢ézmek i¢in kullanilan Gauss Elimi-
nasyon Yontemini ve dogrusal programlama icin kullanilan Simplex Algoritmasini
genellegtiren bir kavramdir. Buchberger’in bu teoriyi yaratmasinin altinda yatan

temel fikrin, tek degiskenli polinomlar teorisini ¢ok degiskenli polinomlar teorisine

3



genellegtirmek oldugunu gozontiine alarak, adi gecen genellegtirmelerin sirasiyla nasil

yapildigimi aciklayalim.

Hilbert’in Taban Teoremi (Hilbert’s Basis Theorem) geregince, K bir cisim olmak
tizere K [x] polinomlar halkasinin herhangi bir [ ideali sonlu iiretilmistir, 6zel olarak
bir temel idealdir, dyle ki: {fi, fo,. .., fs} kiimesi K[z|'in bir I ideali i¢in bir iireteg
kiimesi ise, Oklid algoritmasi kullamlarak bulunan, tireteclerin en biiyiik ortak boleni
olan ebob(fi, fa,..., fs) = d polinomu I’y iiretir. Ayrica bir f € K[z] polinomu-
nun /’da olup olmadigina karar vermek i¢in f’nin d ile boliimiinden kalanin sifir
olup olmadigina bakilir, yani; f € I olmas: icin gerek ve yeter kosul f'nin d ile
boliimiinden kalanin sifir olmasidir. Buchberger bu durumu; tek degiskenli polinom-
lar halkasindaki bolme algoritmasini ¢ok degiskenli polinomlar halkasina tasiyarak,
su sekilde genellegtirmistir: Grobner taban; K[z, xs, . . ., 2,] ¢ok degiskenli polinom-
lar halkasinin bir 7 ideali i¢in bir tirete¢ kiimesidir ve f € I olmasi i¢in gerek yeter
kosul f’nin Grobner tabandaki polinomlar ile boltimiinden kalanin sifir olmasidir.
Béylece Grébner taban kavrammin tanimlanmasiyla hem “Ideal Belirleme” hem de
“Ideal Uyelik” problemlerine bir ¢oziim getirilmis olur. Burada bolme (division)
kavraminin, Grobner taban teorisinde merkezi bir rol oynadigina dikkat edilme-
lidir. Bundan basgka Hilbert’in Taban Teoremi ve onun daha genel bir versiyonu
olan “R Noether bir halka ise, R[x] Noetherdir”ifadesi gok degigkenli polinomlar
halkasinda da gergeklenmis olur. Yani; K|xy,Zs,...,x,]'nin her ideali sonlu bir
iiretec kiimesine sahiptir ve Noether bir halka iizerine kurulan ¢ok degiskenli poli-

nomlar halkas1 Noetherdir.

Simdi, bir lineer denklem sisteminin ¢éziimii i¢in kullanilan, genisletilmis katsayilar
matrisinin satirca basamak (egelon) matrisine indirgenmesini esas alan, Gauss Elemi-
nasyon Metodundaki diigiincenin, K[z1,xs, ..., 2z,|'nin bir I idealinin cebirsel yapisi-
nin anlasilabilmesini saglayan “en iyi”iirete¢ kiimesinin bulunmasinda kullanilan in-
dirgeme yontemi (reduction process) olarak adlandirilan yonteme nasil genellegtirildi-
gini bir 6érnekle agiklayalim: R[x,y, z]’'de fi = v+ y—z ve fo = 22+ 3y+ 22z dogrusal

polinomlar: ve I = (fi, fo) ideali verilsin. f; ve fy'nin olugturdugu agagidaki homo-



jen lineer denklem sistemini gozoniine alalim.

r+y—z2=0
20+ 3y +22=0

Lineer denklem sisteminin ¢oztimi i¢in Gauss yoketme yontemi kullanilirsa

11 -120 11 -120
23 2 0 01 4 O

satirca eselon matrisi elde edilir. Boylece yukarida verilen lineer denklem sistemi ile

r+y—2=0
y+4z=0

lineer denklem sistemi ayni parametrik y = —4z ve x = 5z ¢ozlimiine sahiptir.
Buradaki satir indirgeme iglemi, aslinda [ ideali i¢in yeni bir iirete¢ kiimesi bulun-
masini saglar. Yani; satirt indirgemek icin yapilan islemin polinomlara uygulandig:
diigiiniiliirse, yeni bir f3 = fo — 2f; = y+4z € I = (f1, f2) polinomu bulunmug
olur. Diger yandan fs = 2f; + f3 oldugundan fy € (fi, f3) olup I icin yeni bir
tireteg kitmesi, yani; I = (f1, fo) = (f1, f5) elde edilir. Burada f; kullanilarak f5'nin
f3 ile degistirilmesine f; nin fi ile indirgenmesi (reduction) denir ve fo LN f3
ile gosterilir. Burada indirgeme islemi yapilirken, ilk terim olarak x’in gozoniine
alinmasi ve buna gore sadelestirme yapilmasi sonucunda f EESN fs=y+4z bu-

lunduguna dikkat edilir. Eger yukaridaki lineer denklem sistemi

y+x—z2=0
3y+2x+22=0

bi¢giminde yazilip ilk terim olarak y gézoniine alinsaydi, farkli bir parametrik ¢oziimle
birlikte, fo'nin f; ile indirgenmesinden farkh bir f3 = fo —3f; = —x + 52 € [ =
(f1, f2) polinomu var olup fs Dy fy=—a 452 vel = (f1, f2) = (f1, [3) bu-
lunurdu. Benzer olarak z degiskenine gore indirgeme yapilsaydi farkli bir kalan
polinomu, dolayisiyla I ideali i¢in farkl bir iirete¢ kiimesi bulunmug olurdu. Her bir
durumda degiskenler tizerinde yapilan farkli bir siralamaya gore elde edilen kalan
polinomun degistigi ve dolayisiyla I igin farkli tirete¢ kiimelerinin bulunabildigi

acik bir bigimde goriilmektedir. Yukarida ti¢ degiskenli iki tane (lineer) polinom

>



tarafindan tiretilen bir ideal igin acikladigimiz durum, n degiskenli sonlu sayida
lineer polinom tarafindan tiretilen bir ideal i¢in de gecerlidir. Buchberger lineer
polinomlardaki degiskenlerin siralamasini, lineer olmayan polinomlarda monomi-
allerin siralamasina genellestirerek, lineer polinomlar tarafindan iiretilen bir ideal
icin gerceklesen bu durumu, ¢ok degiskenli polinomlar halkasinda sonlu sayida li-
neer olmayan polinom tarafindan tiretilen bir I idealinin tireteclerinin bulunmasina
genellegtirmistir. K[zq, s, ..., 2, nin bir I idealinin sonlu bir tireteg kiimesi ver-
ildiginde, Buchberger algoritmasi olarak adlandirilan bir cegit indirgeme yontemi
kullanilarak, bulunan “en iyi”iirete¢ kiimesi [ idealinin bir Grébner tabani olarak
kargimiza ¢ikar. Ayrica yukaridaki agiklamalar gozoniine alindiginda Grobner taban
teorisinin merkezinde rol oynayan diger énemli bir kavram da siralama (ordering)

kavramidir.

Tez ¢aligmasinin ikinci boliimiinde, tez calismasinda kullanilacak temel kavramlarin
yanisira, tek degiskenli ve ¢ok degiskenli polinomlar halkasinin yapisi ve ozellikleri
verilmistir. Grobner taban teorisinin temelini olugturan bélme algoritmasi ve sirala-

ma kavramlari gesitli 6rneklerle detayl bir bicimde agiklanmigtir.

Uciineii bolitmde Grobner taban kavraminim tanimi ve karakterizasyonlar: érneklerle
agiklanarak sunulmustur. Grobner tabanin hesaplanmasinda kullanilan Buchberger
algoritmasi ve bu algoritmanin temel araclarindan biri olan S-polinomlar: 6rneklerle
tanitilmigtir. Bir idealin tireteg kiimesi kullanilarak Buchberger algoritmasi yardimiy-
la Grobner tabanin nasil elde edildigi ve elde edilen bir Grobner tabandan daha az el-
emana sahip fakat tek olmayan minimal Grobner tabanin nasil bulundugu érneklerle
acgiklanmigtir. Ayrica minimal Grobner tabandan elde edilen ve tek tiirlii taniml
olan indirgenmig Grobner taban kavrami ile bu tabanlarin birbiriyle iligkileri ince-
lenmig olup boliim sonunda Grobner tabanin tiim karakterizasyonlarini igeren bir

ozet yapilmigtir.

Dordiincii boliimde bazi bilgisayar programlarinda Grobner tabanin bulunusuna dair

bilgilere ve bir uygulama alani olarak ¢izge boyamaya yer verilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde tez calismasi icin gerekli olan bazi temel kavramlar tanitilarak kul-
lanilacak olan bazi ozellikler ifade edilecektir. Bu bolimde Malik vd. (1997),
Hungerford (1974), Dummit ve Foote (2020), Adams ve Loustaunau (1994) kul-

lanilan temel kaynaklardir.

2.1. Temel Kavramlar
Tanim 2.1.1 =; bosgtan farkli bir A kiimesi tizerinde bir bagint1 olsun.
(i) Her a € A i¢in a = a oluyorsa, <’e yanswan (reflexive),
(ii) a <X bve b= aiken a = b oluyorsa, <’e ters-simetrik (anti-symmetric),
(ii.) a < bve b= ciken a =X ¢ oluyorsa, <’e gegismeli (transitive)

baginti denir. Yansiyan, ters-simetrik ve gegismeli bir < bagintisina bir kismi
siralama bagintisy (partial order relation) adi verilir. (A, <) ikilisi de bir kismi sirals

kiime (partial ordered set ya da poset) olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.2 (A, <) kismi sirali bir kiime olsun. Her a,b € Aigin a < bveyab < a
oluyorsa, = bir tam swralv baginti (totally order relation), (A, <) ikilisi de bir tam

siraly kiime (total ordered set) ya da bir zincir (chain) olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.3 (A, <) kismi sirali bir kiime olsun. A’nin her bogtan farkl altkiimesinin
bir en kiigiik elemani varsa <’e iyi sirali baginty (well order relation), A’ya da iyi

siraly kime (well ordered set) denir.

Tamsayilar kiimesi tlizerinde agagida verilen bolme algoritmasi, once tek degiskenli
polinomlar halkasina daha sonra da ¢ok degiskenli polinomlar halkasina taginacak

ve tez ¢aligmasinda kullanilan en temel araglardan biri olacaktir.

Teorem 2.1.4 (Z'de Boélme Algoritmasi) a,b € Z ve b # 0 olsun. Bu durumda
a=qgb+rve0 <r < |b olacak sekilde ¢,r € Z tamsayilar1 vardir. Burada ¢’'ya
boliim (quotient) r’ye kalan (remainder) denir. Eger r = 0 ise, a = gb olacak sekilde
q € Z var olup, b; a’y1 béler (divide) ya da b’ye; a’nin bir béleni (divisor) denir ve

bla ile gosterilir.



Tanim 2.1.5 Asagidaki 6zellikleri saglayan sifirdan farkli bir d tamsayisina a ve b

tamsayilarinin en biyik ortak boleni (great common divisor) denir:
(i) d|a ve d|b;
(i) cla ve c|b iken, c|d.

Herhangi iki tamsaymin en biiyiik ortak béleni Oklid (Euclidean) algoritmasi kul-
lanilarak bulunur. Asagidaki teoremde sifirdan farkl iki tamsayimin en biiyiik ortak
béleninin, her zaman var oldugu ve bu sayilarin bir lineer bilegimi olarak yazildig

ifade edilmistir.

Teorem 2.1.6 a ve b sifirdan farkh tamsayilar olsun. Bu durumda a ve b'nin bir
pozitif d en biiylik ortak boleni vardir. Ayrica, d = xa + yb olacak sekilde =,y € Z

vardir.

Tanim 2.1.7 Bir halka (ring); (R, +) bir toplamsal abel grup, (R, .) bir semigrup
ve her a,b,c € R i¢in

a.(b+c)=a.b+a.c
(a+b).c=a.c+b.c

dagilma ozellikleri saglanacak sekilde bir (R, +,.) sistemidir. Bir R halkasinda her
a,b € R i¢gin a.b = b.a oluyorsa R’ye degismeli halka (commutative ring) denir.
Ayrica, her a € R i¢in a.1 = l.a = a olacak sekilde 1 € R varsa R’ye birimli halka
(ring with unity) adi verilir. Birimli ve degismeli bir R halkasinda sifirdan farkh her

elemanin ¢arpimsal tersi varsa R bir cisim (field) olarak adlandirilir.
Tez galismasinda R birimli bir halka olacaktir.

Tanim 2.1.8 R bir halka ve I, R'nin bogtan farklh bir altkiimesi olsun. Her a,b € I

igina—0b¢€ I ve her r € R i¢in
e ar € [ olursa, I'ya sag ideal (right ideal);
e ra € I olursa, I'ya sol ideal (left ideal);

e hem ar € I hem de ra € I olursa, I'ya iki-yanl ideal (two-sided ideal)

8



ad1 verilir.

Tanim 2.1.9 R bir halka olmak tizere R’nin sol (sag) idealleri tizerinde artan
zincir sarty (ascending chain condition) (kisaca ACC) saglanirsa, yani; R'nin sol
(sag) ideallerinin her artan Iy C Iy C I3 C ... zinciri ve her ¢ > n i¢in [; = I,
oluyorsa, R’ye sol (sag) Noether halka denir. Hem sol hem de sag Noether olan bir
halka Noether olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.10 R bir halka ve S; R’nin bogtan farklh bir altkiimesi olsun. R’'nin S’yi
kapsayan tiim sag (sol veya iki-yanl) ideallerinin arakesitine S tarafindan tretilen
sag (sol veya iki-yanl) ideal (right (left or two-sided) ideal generated by S) denir ve
(S)r ((S); veya (S)) ile gosterilir. R birimli bir halka ise,

(S), = {Zsm | r; ER,siES,nEN}

i=1

(S), = {Zrisi | r; € R,s; € S,nGN}

i=1

(S) = {zn:risiti | ri,ti € Rysp € S,n e N}
i=1
ile tamimlanir. S = {s1, $2,...,s,} olmasi durumunda (S)’ye sonlu tretilmis ideal
(finitely generated ideal) denir. S = {a} olmasi durumunda (S)’ye a tarafindan
tretilen temel ideal (principal ideal generated by a) adi verilir. Her ideali bir tek
eleman tarafindan iiretilen bir tamlik bolgesi (birimli, degismeli ve sifir bélensiz bir
halka) bir temel ideal bélgesi (principal ideal domain), kisaca TIB (PID) olarak

adlandirilir. Tanim 2.1.9’a denk olarak, her ideali sonlu tretilmig olan birimli ve

degismeli bir halka Noether olarak adlandirilir.

2.2. Tek Degiskenli Polinomlar Halkasi

Bu boliimde bir R halkasi tizerine kurulan tek degigkenli polinomlar halkas1 ve bazi

temel ozellikleri tanitilacaktir.

Tanim 2.2.1 R bir halka olmak tizere sonlu sayidaki ¢ diginda tiim a; = 0 olacak

sekilde R'nin elemanlarmin olugturdugu tiim (ag, ay, ...) swralilarmin kiimesi R[x]



olsun. (ag,as,...), (b, b1,...) € R[z] olmak {izere
(GQ,&l, .. ) -+ (bo,bl, .. ) = (ao —+ bo,al + b17 .. )
ve

Cp = Z Qp—ib; = apbo + ap_1b1 + -+ + a1b,—1 + agb, = Z arb; olmak tizere,
=0 k+j=n

(ao,al, .. .)(bo, bl, .. ) = (Co,Cl, .. )

ile tanimlanan toplama ve ¢arpma iglemleriyle birlikte R[z] bir halkadir. Bu halkaya
R fizerindeki polinomlar halkasi (ring of polynomials), elemanlarina da polinom

(polynomial) denir.

Uyar1 2.2.2

(i) Her bir r € R igin f(r) = (r,0,...) ile tammh bir f : R — R|x] halka
monomorfizmasi vardir. Bundan dolay1 R halkasi R[z] i¢ine gémiiliir, yani; R

halkasinin her bir elemani R[z]’de bir polinom olur.
(ii) R birimli bir halka ise R[z]|’de birimli bir halkadir.
(iii) R degismeli bir halka ise, R[z]'de degismeli bir halkadur.

(iv) R bir tamlik bolgesi ise R[z]’de bir tamlik bolgesidir.

Teorem 2.2.3 R[z|'de (0,1g,0,...) eleman: degisken (indeterminate) olarak ad-

landirilip z ile gosterilsin. Buna gore;
(i) 1g, (n+ 1). bilesende olmak tizere "™ = (0,0,...,0,1x,0,...) bi¢cimindedir.

(ii) » € R olmak iizere her bir n > 0 igin r, (n + 1). bilesende olmak iizere

ra™ = a"r = (0,0,...,0,r,0,...) bigimindedir.

(iii) R[x])'deki sifirdan farkli her f polinomu n € N ve ag,a4,...,a, € R olmak

tizere f = ag + ajx' + - - + a,2™ biciminde tek tiirlii yazilr.
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Uyar: 2.2.4 Bir R halkas: iizerindeki bir f polinomu f = ag + a1z + - - - + a,a"
bigiminde gosterilir. Bu durumda R[z]’deki toplama ve ¢arpma iglemleri:

n

ft+g= (i Clil'i> + (i bjx]) = Z(ai +b)x', (n > m iken)
i=0 =0

1=0

ve ¢ = Ziﬂ-:k a;b; olmak tizere

n m m-+n
fg = (Z CLz‘in) <Z bjd?j) = Z Ckl’k
7=0

1=0 k=0

ile tanmimlanir.
Tamm 2.2.5 R[z]’deki bir f =>"" ;a;a" polinomu igin,
e a; € R’lere f'nin katsayilar: (coefficients) denir.
e ay € R’a f'nin sabit terimi (constant term) adi verilir.

e a, # 0 ise, ay’e f'nin bas katsayisi (leading coefficient) denir ve le(f) ile

gosterilir.
e a, # 0 ise, a,z™’e f'nin bas terimi (leading term) denir ve lt(f) ile gosterilir.

e a, # 0ise, n’ye f'nin derecesi (degree) denir ve deg(f) ile gosterilir. 0 polino-

munun deresesi —oo olarak alinir.

f'nin bagkatsayisi 1 ise, f’ye monik (monic) polinom denir.

Teorem 2.1.4’de tamsayilar kiimesi tizerinde ifade edilen bolme algoritmas: tek degis-

kenli polinomlar halkas1 tizerinde agagidaki bigimde ifade edilir.

Teorem 2.2.6 (R[z]'de Bolme Algoritmasi) R bir halka olsun. g'nin bagkatsayis

R’de tersinir olacak sekilde sifirdan farkh f, g € R[z| polinomlar i¢in

f=qg+r ve deg(r) < deg(g)

olacak gekilde bir tek ¢, € R|x| polinomlar1 vardir. Burada r’ye f'nin g ile
boliimiinden kalan (remainder), q’ya da bélim (quotient) denir. r = 0 olmasi

durumunda g, f’yi béler (divide) denir ve g|f ile gosterilir.
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Ornek 2.2.7 Q|x]’de verilen f = x3—22%+22+8 ve g = 22*+3x+1 polinomlarina

bolme algoritmasini uygulayalim.

22 —222 420 +8|222+3x+1

_ 332 1 1.7
z PR 2L 2t — g
_ T2 3
ST° + 5% + 8

T2 2, T
27+ 4T+

27 39
TTTY
Boylece f = (%x — %) g+ (%x + 3749) bigiminde yazilir.

Uyar:1 2.2.8 Tek degiskenli polinom halkasinda, bir f polinomu ile derecesi f'nin
derecesinden kiigiik veya esit olan bir g polinomuna bolme algoritmasi uygulandiginda,
r’nin derecesi g'nin derecesinden kiiciik oluncaya kadar ya da » = 0 oluncaya kadar

siire¢ tekrarlanir. Bu durum, sembolik olarak

fT>T'

ile ifade edilir ve f polinomu g’ye gore r’ye indirgenir denir.

Ornek 2.2.9 Yukaridaki érnekte

_ i) 7 3
h—f—mg— 2x2+2x+8

it(h)y 27 39
—p et 0
" i) " 2" 3

olmak tlizere

Ny N
bi¢iminde ifade edilir.

Uyar: 2.2.10 Tek degiskenli polinom halkasinda bolme algoritmasinin bilgisa-
yardaki akig semas1 Qekil 2.1°deki gibi ifade edilir.
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GIRDI (INPUT) f.gEK[x]l. g=0
CIKTI (OUTPUT) :r=0vada der(r) <der(g)vef =qgg+r
olacak sekilde gq,r vardr.

BASLANGIC (INITILALIZATION) : g=0: r=f

DONGU (WHILE) r =0 VE(AND) der(g) =der(r) YAP (DO)
e(r)
=q+
q 1 it(g}
e el 1t(r)

it( g}

Sekil 2.1 Tek Degigkenli Polinomlar Halkasinda Bélme Algoritmast

Teorem 2.2.11 R[z|'in sifirdan farkl her ideali bir temel idealdir.

Ispat I, R[z]’in sifirdan farkli bir ideali olsun. deg(g) = n en kiigiik olacak gekilde
sifirdan farkli bir g € I alalim. Herhangi f € I polinomu ile g’ye bolme algoritmasi
uygulanirsa f = gg + r ve r = 0 veya deg(r) < deg(g) olacak sekilde ¢,r € R[x]
polinomlar1 vardir. r # 0 olmasi durumunda r = f — qg € [ olmasi g’nin se¢imi
ile geligir. Boylece r = 0 olmalidir. Bu durumda f = gg olup f € (g) ve buradan
I C (g) bulunur. Diger yandan g € I oldugundan (g) C I oldugu agiktir. Sonug
olarak I = (g) olup I bir temel idealdir.

Tanmim 2.1.10 ve Teorem 2.2.11 geregince, n degiskenli polinomlar halkasinda da

gecerli olan, Hilbert’in Taban Teoreminin daha genel bir ifadesi agagida verilmistir.
Teorem 2.2.12 R bir Noetherian halka ise, R[z] Noetheriandir.

Uyar1 2.2.13 Teorem 2.2.11 geregince R[z] bir TIB olur. R[z]’deki bir ideali iireten
polinom bir sabitle ¢arpim bakimindan tek tiirlii belirlidir. Yani; I = (g1) = (g2)
bigiminde ise, g1|g2 veya go|g; dir. O halde tek degigkenli polinom halkasinda sifirdan
farkl bir ideali tireten tek elemani bulma problemi dogal olarak ortaya ¢ikar. Bunun

i¢gin gerekli olan polinomlarda en biiytlik ortak bélen kavrami agagida verilmistir.

Tanmim 2.2.14 f, fo € R[z| olsun. Asagidaki 6zellikleri saglayan bir ¢ € R|x]
polinomuna f; ve fy polinomlarimn en biyik ortak boleni (great common divisor)

denir ve ebob(f1, f2) = g ile gosterilir:
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(i) g; f1 ve fo'yi boler,
(ii) h; f1 ve f3'yi bolen bagka bir polinom ise, bu durumda h, ¢’yi boler,
(iii) g monik polinomdur.

Lemma 2.2.15 f; ve f5 en az biri sifirdan farkli polinomlar olsun. Bu durumda

her ¢ € Rx] i¢in ebob( f1, f2) = ebob(f1 — qfs, f2) dir.

Uyar: 2.2.16 Verilen f; ve f; polinomlarinin en biiyiik ortak boleni ve boylece
Uyar 2.2.13 geregince (f1, fo) idealinin tek tireteci bulunurken, Lemma 2.2.15'i ve
bolme algoritmasini temel alan, Sekil 2.2’deki Oklid (Euclidean) algoritmasi kul-

lanilir.

GIRDI (INPUT) . fi.fo “den biri sifirdan farkls; £, fo € K[x]
CIKTI (OUTPUT) :f = ebob(f.f2)

BASLANGIC (INITILALIZATION) :f :=f,.9 = f,

DONGT (WHILE) g=0 YAP (DO)

f i+ r; burada r, f nin g've bilimiinden kalandr

f=g
g=r
g g

Sekil 2.2 Tek Degiskenli Polinomlar Halkasinda Oklid Algoritmas

Bilgisayardaki akis semasi yukaridaki bi¢imde olan Oklid algoritmasi su sekilde
uygulanir: ilk adimda verilen polinomlardan biri, daha kiiciik dereceli olan diger
polinoma boluntir. Tkinci adimda; ilk adimdaki bolen roliindeki polinom birinci
adimda elde edilen kalana boliintir. Her bir adimda, bir 6énceki adimin boleni elde
edilen kalana boliiniir ve bu siire¢ 0 kalan1 bulununcaya kadar tekrarlanir. Sifir
kalan1 bulunmadan 6nceki son kalan monik polinom verilen polinomlarin en biiyiik

ortak boleni olur. Simdi bunu bir 6érnekle agiklayalim:

Ornek 2.2.17 Q[x]’de verilen f; = 2% — 3z + 2 ve fy = ? — 1 polinomlarinin en

biiyiik ortak bolenini bulalim. f := 2® — 32 + 2 ve g := 2 — 1 polinomlarina bolme

14



algoritmasi uygulanirsa

2 =3 +2|22 -1

-3 4z ‘x
— 2z + 2
olup 2 — 3z +2 it —2x +2 bulunur. f := 2?> -1 ve g := —2z + 2 olmak

tizere tekrar bolme algoritmasi uygulanirsa

e ‘ —Ex—%
z—1
—x+1
0
olup 2% —1 280 ve buradan ebob(fi, fo) = —i(—2z +2) = z — 1 olarak

bulunur.

Uyan 2.2.13’te ifade edildigi gibi, ikiden daha fazla polinom tarafindan iiretilen bir
idealin, bu polinomlarin en biiylik ortak boleni olan bir tek polinom tarafindan

iretildigi agagidaki énermede gosterilmistir.
Onerme 2.2.18 R[z]'de I = (f1, fa, ..., fn) ideali verilsin. Bu durumda,

(i) I = {ebob(f1, fa,- -, fn))-

(ii) n > 3 ise, ebob(fi, fao,..., fn) = ebob(f1,ebob(fa, ..., fn)).

Uyar1 2.2.19 Adina ideal dyelik problemi (ideal membership problem) denilen
“bir f polinomunun bir I = (fy, fo,..., f) idealinde olup olmadiginin belirlen-
mesi” probleminin ¢6ziimii i¢in éncelikle g = ebob(fi, f2,..., f,) bulunur. Daha
sonra f ile g polinomlarina bélme algoritmasi uygulanir. Bolme igleminde kalanin
sifir olmas1 igin gerek ve yeter kosul f € I = (f1, fa, ..., fu) = (g) olmasidir. Bu

durum asagidaki bigimde de ifade edilebilir:
f €I = (g) olmasi i¢in gerek ve yeter kogul f % 0.
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Bu boliimde verilen bilgiler 6zetlenecek olursa, tek degiskenli polinomlar halkasinda

su iki probleme vurgu yapilmigtir:
e Sifirdan farkli bir [ idealini iireten tek polinomun bulunmas,
e Bir polinomun bir ideale ait olup olmadigina karar verilmesi.

Bu sorulara bolme algoritmasi kullanilarak cevap verilmistir. Ancak bolme algorit-
mas1 yapilirken derecesi biiyiik olan polinom derecesi kiigiik veya esit olan bir poli-
noma boliinerek, yani n > m ozelligine sahip dogal sayilar i¢in 2™ > 2™ biciminde
bir tiir siralama kullamlmigtir. Bu iki kavram (bdlme algoritmasi ve siralama) ok

degiskenli polinomlarin halkasinda da 6énemli rol oynamaktadir.

2.3. Cok Degiskenli Polinomlar Halkas

Birimli bir R halkas iizerine kurulan R[z] tek degiskenli polinomlar halkasinin ingasi
Tamm 2.2.1'de verilmigtir. Bu tamimda R[x]'in elemanlarn oncelikle bir N — R
fonksiyonu altinda olugan gortintiilerin siralisi olarak alinmig daha sonra bu kiime
iizerinde tanimlanan ikili iglemlerle bir halka yapisi olugturularak tek degiskenli
polinomlar halkasi insa edilmigtir. Bu yaklagima benzer bigimde, bu boliimde n
degiskenli polinomlar halkasi tanimlanacaktir. Bunun icin, bilegensel toplama iglemi-
ne gore bir toplamsal degigsmeli monoid olan ve elemanlar: dogal sayilarin olugturdugu

n-liler olan N = N x ... x N kiimesi ve N* — R fonksiyonlar1 kullanilacaktir.

Tanim 2.3.1 R birimli bir halka olmak tizere u € N” i¢in en fazla sonlu sayida
f(u) # 0 olacak sekildeki tiim f : N — R fonksiyonlarimin kiimesi R[z1, xo, ..., Z,)]

olsun. u € N" ve f,g € R[zy,x,...,x,] olmak iizere

(f+9)(u) = flu) +9(u) ve (fo)w)= > flv)g(w)

vt+w=1u

v,w € N™

ile tanimlanan toplama ve garpma iglemleriyle birlikte R[z1, xo, . .., x,] bir halkadir.
Bu halkaya R tizerindeki n degiskenli polinomlar halkasi (ring of polynomials in n
indeterminates) denir. Bu tamimda n = 1 igin R[z] tek degigkenli polinomlar halkasi

elde edilir.
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Uyar1 2.3.2

(i) Her bir r € R i¢in f,.(0,0,...,0) = r ve diger tiim v € N" i¢in f(u) = 0
olmak iizere, p(r) = f, ile tammlanan bir ¢ : R — R[xy,%,..., 1z, halka
monomorfizmasi vardir. Bdylece R halkasinin her bir elemani n degigkenli

polinomlar halkasinda bir sabit polinom olarak diigtiniilebilir.
(ii) R birimli bir halka ise R[z1, 22, ..., 2,] de birimli bir halkadur.
(iii) R degismeli bir halka ise, R[z1,xs, ..., 2, de degigmeli bir halkadir.
(iv) R bir tamlik bolgesi ise R|xy, 2, ..., x,] de bir tamlik bolgesidir.

Uyar1 2.3.3 n pozitif bir tamsay1 olmak tizere her bir ¢« = 1,2, ..., n i¢in, N"'nin

t. bilegeni 1 olan elemani
e, =(0,...,0,1,0,...,0)
olsun. Bu durumda her k = (kq, ko, ..., k,) € N elemam
k= (ki ko, ..., ky) =kier + kogo + -+ + knep
bi¢iminde yazilir.

Teorem 2.3.4 R birimli bir halka ve n bir pozitif tamsay1 olmak iizere her bir

i=1,2,...,ni¢in z; € Ry, 9, ..., x,] elemam
lp, u=c¢;
zi(u) =
Or, u #¢&;.

ile tanimlansin. Bu durumda

(i) Her bir k pozitif tamsayisi sayisi i¢in 2% (ke;) = 1z ve u # ke; igin 2¥(u) =0

i

olur.

(ii) Her bir (ki, ks, ..., k,) € N i¢in a:lflzv;” coxbn (ki) + kogy + .+ kpe,) = 1p

ve u # kie1 + kogo + ... + ke, iken :c’flscg? ...xkn (u) = 0 olur.
(iii) Her s,t € Nve her 4,j = 1,2,...,n i¢in ajz} = zta] olur.
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(iv) Her r € R ve her t € N i¢in zlr = rz! dir.

(v) R[z1,x9,...,x,])'deki her f polinomu, en fazla sonlu sayida sifirdan farklh
x’flxlzﬁ ...k fonksiyonlarmin lineer bilegimi olarak yazihir. Yani,
kK kn
f= > k)T Ty

(k1,k2,....kn)ENP

olacak sekilde (ky, ko, ..., k,) € N"ile indislenen tek tirli belirli ax, g, x, € R

elemanlar: vardir.

Tanim 2.3.5 n degiskenli polinomlarin R[xy,zo, ..., z,| halkasinda xy, z9, ..., x,
elemanlarina degiskenler (indeterminates), z{*x5? ... x% elemanina tekterimli (mono-
mial) ya da kuvvet ¢arpimi (power product), herhangi ¢ € R igin cx{'x5? ... x% el-

emanina bir terim (term) adi verilir. Teorem 2.3.4(v)’den n degiskenli polinomlar

halkasindaki her polinom tekterimlilerin bir lineer bilegimi olarak ifade edilir.

Uyar1 2.3.6 R herhangi bir halka olmak tizere Y ;" a;z} — Y oo a;ziad ... ad ile
tamimh bir R[z1] — R[z1, 2o, ..., x,] monomorfizmas: var oldugundan tek degiskenli

polinomlar halkasi, n degiskenli polinomlar halkasinin bir althalkasi olarak diigiiniile-

bilir.

Uyar1 2.3.7 Tez ¢aligmasi boyunca K bir cisim olmak tizere K iizerine kurulan
n degiskenli polinomlar halkas1 K[z, zs,...,x,] = S ile, S’deki tiim tekterimlilerin
kiimesi ise

Mon(S) = {a'z3? ... 2t | a; € NJi =1,2,...,n}

ile gosterilecektir. Mon(S)’de bir x]'z5*...z% elemam a = (ai,as,...,a,) € N*

olmak iizere z ile gosterilecektir.

Tanim 2.3.8 Mon(S)’de sifirdan farkh bir 2% = x{*25? ... 2% tekterimlinin derecesi

(degree);

n

deg(x?) :Zai:a1+a2+---+an
i=1

ile tanimlanir. S’de bir f polinomunun bitinsel ya da ¢oklu derecesi (total ya da

multi degree); katsayisi sifirdan farkl olan f’yi olugturan tekterimlilerin derecelerinin
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maksimumu olarak tanimlanir. Sifirdan farkli bir f polinomunun derecesinin 0 ol-
mast igin gerek ve yeter kogul f = ¢ = cz%29...2° biciminde bir sabit polinom
olmasidir. Boylece 0 sabit polinomunun derecesinin 0 oldugu acgiktir. Her biri <.
dereceden olan tekterimlilerin toplami olan bir polinoma i. dereceden homojen (ho-

mogeneous of degree i) polinom denir.
Ornek 2.3.9 [ = 2zy25 + 312223 — at2? € K[z, 22, 23] polinomu verilsin.
e f polinomunun z;x3 tekterimlinin derecesi 2’dir.
e f polinomunun xz3z;3 tekterimlinin derecesi 4’diir.
e [ polinomunun z}z3 tekterimlinin derecesi 6’dur.
e f polinomunun ¢oklu derecesi 6’dir.

f polinomunu olusturan tekterimlilerin dereceleri farkli oldugundan f bir homojen
polinom degildir. Fakat g = x125 — 2935 + 22125 polinomu her biri 2. dereceden

tekterimlilerin toplami oldugundan 2. dereceden homojen bir polinomdur.

Tanim 2.3.10 MonS’de 2% = z$'x3 ... 2% ve 2° = 252 .. ab tekterimleri ve-
rilsin. Her i = 1,2,...n icin a; < b; ise, 2% 2”’yi béler denir ve z%|2? ile gosterilir.
2 ve B° tekterimlerinin sirasiyla en biiyiik ortak boleni (greatest common divisor)

ve en ki¢ik ortak kati (least common multiple)

min{ai,b1} Min{as,b i
ebob(z, 2°) = x; {a1 1}0%2 fazb2} Min{a, b}

T

max{a; b} _Max{asb
ekok(x®, %) = x; {a 1}x2 {azbo}

max{an,bn}
n
ile tanimhdar.

Tez caligmasinin en 6nemli iki kavrami: bolme algoritmasi ve terim siralamasidir.
Teorem 2.2.6’da verilen bolme algoritmasi bir tekterim siralamasi olan derecelerin
kiigiik /biiytik olmasi esas alinarak yapilmigtir. S’de bolme algoritmasi uygulaya-
bilmek i¢in bir siralama kavramina ihtiyag¢ duyulur. Tekterim siralamasi kavraminin

tanimi ve bazi ornekleri agagida verilmistir.
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Tanim 2.3.11 Mon(S) tizerinde bir tekterim siralamasi (monomial order) asagidaki

sartlari saglayan bir “< ”tam siralama bagintisidir oyle ki:
(i) 1 # 2® olacak gekildeki her z* € Mon(S) i¢in 1 < z¢,
(i) 2* < 2® iken her z¢ € Mon(S) igin z%x¢ < z’z¢ dir.

Uyar: 2.3.12 Boélme algoritmasi uygulanirken polinomlarin terimleri artan/azalan
sirada diizenlenmelidir. Bundan dolay1 herhangi iki tekterim karsilagtirilabilmelidir.
Boylece tekterim siralamasi bir tam sirali baginti olmak zorundadir. Yani; verilen

herhangi 2%, * € Mon(S) monomialleri igin

durumlarindan biri saglanmaldir.

Uyar1 2.3.13 Bolme algoritmasi uygulanirken indirgeme iglemi sonlu adimda dur-
mak zorundadir. Bundan dolayr Mon(S)’de tanimlanan her tekterim siralamasi iyi
sirali olmalidir. Yani; Mon(S) nin her A altkiimesi ve her 2° € A igin 2 < z° olacak

sekilde bir % € A var olmalidir.
Mon(S)’de farkli tekterim siralamalari tanimlanabilir. Tamm 2.3.10’da
1% < 2° & 2%’

ile tanimlanan boltinebilme bagintisi, tek degiskenli polinomlar halkasinda bolme al-
goritmasi uygulanirken kullanilan siralama olup, n degiskenli polinomlar halkasinda
bir tekterim siralamasidir. Farkli sekillerde tanimlanan ¢ok sayida tekterim siralama-
st olmasina ragmen, tez caligmasinda kullanilacak olan tekterim siralamalarinin

tanimlar1 ve her birinin 6rnegi agagida verilmigtir.
Uyar: 2.3.14 Asagida verilen siralama orneklerinde aksi belirtilmedikge
Tp < ... =Ty <T1

siralamasi gegerli olacaktir.
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Tanim 2.3.15 2% 2° € Mon(S) tekterimlileri igin,

b

% <;2° < a ve b ’nin soldan farkl ilk a; ve b; koordinatlar1 i¢in a; < b; dir

ile tanimlanan bagintiya sézciiksel siralama (lexicographic order) adi verilir ve kisa-
ca [ harfi ile gosterilir. Diger bir deyisle;

b

2% <; ¢’ < a — b nin sifirdan farkli soldaki ilk bilegeninin negatif olmasidir.

Ornek: Uyar1 2.3.14 gozéniine alimdiginda, degiskenleri z;, 25 olan iki degiskenli

polinomlar halkasinda sozliiksel siralama:

1= @y = T3 =< X <y oo =< Xy = Ty <) TRy =g =T <
bi¢imindedir.
Tamm 2.3.16 2% 2° € Mon(S) tekterimlileri igin,

. X deg(z®) <deg(z?) ise, aksi takdirde
T <q T =
deg(z®) =deg(z?) ise, <;’e gore siralama yapilr.

ile tammmlanan baginti derece sozciiksel siralama (degree lexicographic order) olarak
adlandirilir ve kisaca dl ile gosterilir. Bu siralama, ayni zamanda derecelendirilmis
sozliksel siralama (graded lexicographic order) olarak ta adlandirihr ve kisaca gl ile
gosterilir. Tez caligmasinda ilk gosterim kullanilacaktir.

Ornek: Uyan 2.3.14 gozoniine alindiginda, degiskenleri 2, 5 olan iki degiskenli

polinomlar halkasinda derece sozliiksel siralama:
1 =g T2 < T1 = Ty < T1%2 =g T3 < Ty <a T1T5 <q T1To <y T3+,
bi¢imindedir.
Tamim 2.3.17 2% 2% € Mon(S) tekterimlileri igin,
% <, 2% < a ve b nin sagdan farkl ilk a; ve b; koordinatlar i¢in b; < a; dir

ile tanimlanan bagintiya ters sézciiksel siralama (reverse lexicographic order) adi

verilir ve kisaca 7l ile gosterilir. Diger bir deyisle;

2% < 2° < a — b nin sifirdan farkh sagdaki ilk bileseninin pozitif olmasidar.
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Ornek: Uyar 2.3.14 gozoniine alindiginda, degiskenleri xq, x5 olan iki degiskenli

polinom halkasinda ters sozliiksel siralama:

e Ry B <y =gy 5T =gy BT <y T =g =gy Ty <y Ty <y Tz <y 1
bi¢imindedir.
Tanim 2.3.18 %, 2° € Mon(S) tekterimlileri igin,

" b deg(z?) <deg(z?) ise, aksi takdirde
T <grl T~ =
deg(z?) =deg(z?) ise, <,;'e gore siralama yapilir.

ile tammlanan baginti derece ters sézciiksel siralama (degree reverse lexicographic
order) olarak adlandirilir ve kisaca drl ile gosterilir. Bu bagintiya, ayni zamanda
derecelendirilmis ters sozliksel siralama (graded reverse lezicographic order) denir

ve kisaca grl ile gosterilir. Tez caligmasinda ilk gosterim kullanilacaktir.

Uyar: 2.3.19 Iki degiskenli polinom halkasinda derece sozliiksel siralama ile derece
ters sozliiksel siralama ayni olur. Fakat en az ii¢ degiskenli polinomlar halkasinda

bu siralamalarin birbirinden farkli oldugu agsagidaki 6rnekte goriilebilir.
2 . 2
xlxg <a T1x2T3 iken x7xoT3 <4 xlxg

Ayrica, yukarida verilen siralama 6rneklerinin her birinin tekterim siralamasi aksiyom-

larin1 sagladigr agiktir.

Tek degigkenli polinomlar halkasindaki bir f polinomu i¢in Tanim 2.2.5’te verilen
gosterimler, n degiskenli polinomlar halkasinda secilen bir tekterim siralamasina

gore, sifirdan farkli bir f polinomu i¢in agagidaki bigimde tanimlanir.

Tanim 2.3.20 <; Mon(S)’de bir tekterim siralamasi, a; € K, % € Mon(S) ve

% < - < x* < x™ olmak iizere her sifirdan farklh f € S polinomu
f=cx® 4+ cox®® + - - - 4 cxtr
bi¢iminde yazilir. Burada

e Im(f)=x*; f'nin bag tekterimi (leading monomial),
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e lc(f) = c1; f'nin bas katsayist (leading coefficient),

o [t(f) = c1z®; f'nin bag terimi (leading term)

olarak adlandirilir. Ozel olarak sifir polinomu icin Im(0) = le(0) = It(0) = 0 olarak

tanimhdir. Ayrica f, g € S polinomlar: i¢in

Im(fg) =lm(f)im(g)
le(fg) =le(f)le(g)
t(fg) =lt(f)it(g)

ozellikleri saglanir.

S’de siralama degistirildiginde, yukaridaki tanimda verilen notasyonlarin degigebilecegi
asagidaki ornekte gosterilmistir.
Ornek 2.3.21 f = 32z — 223" + 722223 — 8u122* € Q[z, y, 2] polinomu icin,
2z <y < x olmak iizere
e Sozliiksel siralamaya gore: Im(f) = z'z,le(f) = 3,1t(f) = 3z,
e Ters sozliiksel siralamaya gore: Im(f) = xy®z3, lc(f) = =8, 1t(f) = —8xy323,
e Derece sozliiksel siralamaya gore: Im(f) = 23y, lc(f) = =2, 1t(f) = —223y*,
e Derece ters sozlikksel siralamaya gore: Im(f) = zy®23,le(f) = —=8,lt(f) =
—8x1223 ve
x <y < z olmak tizere
o Sozliiksel siralamaya gore: Im(f) = xy?23,lc(f) = =8, 1t(f) = —8xy323,

e Ters sozliiksel siralamaya gore: Im(f) = 'z, lc(f) = 3,1t(f) = 32z,

e Derece sozliiksel siralamaya gore: Im(f) = zy323,le(f) = =8,1t(f) = —8xy>23,

e Derece ters sozlitksel siralamaya gore: Im(f) = z3%y4, le(f) = =2,1t(f) =
—2z3y*
bi¢imindedir.

Teorem 2.2.12’de tek degiskenli polinomlar halkasi i¢in ifade edilen Hilbert’in Taban

Teoreminin n degiskenli polinomlar halkalarindaki ifadesi agsagida verilmistir.

23



Teorem 2.3.22 (Hilbert’in Taban Teoremi)

(i) S’nin herhangi bir I idealii¢in I = (f1, fa,. .., fu) olacak sekilde fi, fo, ..., fn €

I polinomlar: vardir.

(i) Iy €I, C--- C 1, C--; Sde ideallerin artan bir dizisi ise, Iy = Iy =

In.o = --- olacak gekilde bir N dogal sayisi vardir.

Teorem 2.3.22'nin (i) sikki, S’deki her [ idealinin sonlu iiretilmis olmasi olarak
ifade edilir. Buna denk olarak [’y iireten sonlu bir iirete¢ kiimesinin bulunmasi
problemi dogal olarak ortaya g¢ikar. Grobner taban kavrami bu idealin cebirsel
yapisinin anlagilabilmesi i¢in “en iyi”iirete¢ kiimesi olarak tanmimlanacaktir. Teo-
rem 2.3.22'nin (ii) sikky, S’de artan zincir sartinin saglandigini, yani S’nin Noether

bir halka oldugunu ifade eder.

Simdi S’de, onceki boliimlerde bir indirgeme yontemi olarak ifade edilen, bélme al-
goritmasi tanimlanacaktir. Tek degiskenli polinomlar halkasinda bolme algoritmasi
uygulanmasindaki temel fikir; f polinomunu fi, fs, ..., f, polinomlarma bolerken f;
polinomlarinin bag terimlerini kullanarak, sadelegsen terimlerden daha kiigiik olan
yeni terimler elde ederek, f’nin terimlerini sadelestirmektir. Bunun i¢in 6zel olarak
S’de bir terim siralamasini belirledikten sonra bir f polinomu ile bir g polinomuna

bolme algoritmasinin uygulanmasi durumu agagida ifade edilmistir.

Tanim 2.3.23 g # 0 olmak tizere f, g € S polinomlar1 verilsin. f’nin g’ye gore bir

adimda h’ye indirgenmesi i¢in, yani
f—2=nh

olmasi i¢in gerek ve yeter kogul Im(g)’'nin f’nin sifirdan farkh bir X terimini kisaltmasi

ve

X
ST

olmasidir.

Uyar: 2.3.24 Yukaridaki tanimda f’den X teriminin tamaminin ¢ikarildigina ve

X’den daha kiigiik dereceli terimlerle yer degistirildigine dikkat edilmelidir. Burada
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indirgeme iglemi yapilirken kullanilan siralamanin belirlenmesi 6nemlidir. Siralama
degistirildiginde bolme algoritmasindan elde edilen / polinomunun degistigi asagidaki

ornekte gosterilmistir.

Ornek 2.3.25 Qlz,y]de f = 6x*y—x+4y>—1 ve g = 2xy+y> polinomlar: verilsin.
y < z olmak {lizere sozliiksel siralamaya gore, lt(g) = 2xy ve ayn zamanda (f’nin
basgterimi olan) X = 622y kullamilarak, f polinomu g’ye gore h = —3xy® —z+4y>—1
polinomuna indirgenir. Simdi y < x olmak tizere derece sozliiksel siralama gozoniine
alimirsa, [t(g) = y® ve (f'nin bagterimi olmayan) X = 4y kullanilarak, f polinomu

g'ye gore h = 6%y — 8xy — v — 1 polinomuna indirgenir.

Uyar1 2.3.26 Tanmim 2.3.23’deki A polinomu, Uyar1 2.2.8’e benzer olarak, f'nin g
ile bir adimdaki boliimiinden bir kalan olarak diigtiniilebilir. Bu yontem, f’nin [t(g)

ile boliinebilen tiim terimleri sadelesinceye kadar devam ettirilir.

Ornek 2.3.27 Q[z,y]’de verilen f = y® 4 4yz — 322 ve g = 2y + x + 1 polinom-
larina, x < y olmak tizere derece sozliiksel siralama kullanilarak, bolme algoritmasi

uygulandiginda

f—= —%yx2+%yx—3x2 21

5 Typ_ 11,2 9 1.3 9.2 7
117+ gyr — fx 1t R

elde edilir. Burada kalan son 2°— 222 — 22 polinomunun hicbir teriminin Im(g) =y

ile boliinemedigi agiktir.

Yukarida, bir polinonum bagka bir polinoma gore indirgenmesi ifade edilmistir.
Asagida ise bir polinomun birden fazla polinoma gore indirgenmesi ifade edilmekte-
tir.

Tanim 2.3.28 1 <i < si¢in f; # 0 olmak tizere f, h, f; € Sve F = {f1, fo,..., [s}

olsun. f polinomunun F’ye gore h polinomuna indirgenmesi, yani

f—h
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
f Tu hy LEEN hoy fis oL fiH> hi_1 e g
olacak gekilde indislerin bir iy,ig,...,4; € {1,2,...,s} dizisi ve polinomlarm bir

hi,ha, ..., hy_1 € S dizisi vardir.
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Ornek 2.3.29 Qlx,y)'de fi = yr—y ve fo = y*—x olmak tizere F' = {f}, fo} kiimesi

verilsin. z < y olmak iizere derece sozliiksel siralamaya gore, f = y2x polinomu icin

f1 fa
f > 12 > X

olup f polinomu F’ye gore z’e indirgenir ve f % x ile gosterilir.

Tanim 2.3.28’de ifade edilen indirgeme yontemi yardimiyla, n degiskenli polinomlar

halkasinda bolme algoritmasi agagidaki bicimde tanimlanir.

Tanim 2.3.30 (S’de Bolme Algoritmasi) 1 < i < sigin f; # 0 olmak iizere f, f; € S
olsun. Bu durumda

f:u1f1+"'+usfs+T

olacak sekilde, bolim (quotient) olarak adlandirilan uy,us,...,us € S polinomlar:

ve kalan (remainder) olarak adlandirilan 7 € S polinomu vardir.

GIRDI (INPUT) C Ffi b BRIy x,) fi 201 i< 5)
CIKTI (OUTPUT) : max{im(u Yim(f), ... Im(u ) im(£,), tm (r)} = Im(f)
r: {fi..f5} ve gore indirgenmis ve
f=wfi + +uf; +r olacak gekilde
Wi E R [0 x5 ]
BASLANGIC (INITILALIZATION) :w, ==0,...u, =0, r=0 h:=f
DONGTU (WHILE) h=0 YAP (DO)
EGER (IF) Im(h) v1 bélen Im(f;) ler varsa O ZAMAN (THEN)
bunlardan en kiigiik {"v1 se¢

1t{h)

U; = u + s
DEGILSE (ELSE)

ri=r+1t(h)

h:=h—It(h)

Sekil 2.3 n Degigkenli Polinomlar Halkasinda Bolme Algoritmasi

Uyari 2.2.10’da tek degiskenli bir f polinomu bir tane g polinomuna boéliindiigiinde

bir tek ¢ boliimii elde edilirken, bilgisayardaki akig semasi yukaridaki gibi olan bolme
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algoritmasinda n degiskenli bir f polinomu s tane farkli fi, fo, ..., fs polinomlarina
boliindiigii i¢in s tane uy, us, . . . , ug boliimleri elde edilir. Her iki durumda da r kalan
polinomu ayni ozellige sahiptir, yani; r’nin hi¢bir terimi, herhangi bir bolen polino-
munun bagterimi ile boliinemez. Tek degiskenli bolme algoritmasinda r = f alinarak
algoritma baglatilir. Yukaridaki durum gergeklesinceye kadar algoritma devam et-
tirilir. Fakat n degiskenli polinomlar halkasinda bolme algoritmasi uygulanirken,
fazladan bir h polinomuna ihtiya¢ duyuldugu i¢in bu yontem gegerli degildir. Bun-
dan dolay1 bolme algoritmasi baglatilirken h = f ve r = 0 alinarak, h’nin basterimi
r’de goruldigii siirece h'nin bagterimleri gikarilir ve boylece r kalani bulunur. Aym
zamanda, yukarida verilen bilgisayardaki akig semasindaki adimlarin nasil ¢aligtigim
gosteren, n degigkenli polinomlarda bolme algoritmasinin bir uygulamasini agagidaki

ornekte agiklayalm.

Ornek 2.3.31 Qlz,y, z]’'de verilen f; = 22 — 1, f, = 2y — yz polinomlar1 i¢in
F ={f1, fo} olsun. f = 2® — 2%y + 2zy* + zyz polinomunun, r < y < z olmak tizere
sozliiksel siralamaya gore bolme algoritmasinin adimlar: agagidaki bigimdedir.
Basglat: u; :=0,us := 0,7 := 0,h := f = 2® — 2%y + 229* + 2y2

1. Déngii: Im(f1) = 22, Im(h) = 2%’yi boler

- it(h) -
U1 .—U1+lt(f1) —0+ﬁ—$
lt(h
h:=h— lt((f1>) fi = 2® — 2%y + 2xy® + ayz — x(2? — 1)

= — 2?y+ 2y + ayz + 2

2. Dongii: Im(f,) = 22, Im(h) = 2y’yi boler

U =1 —i—lt(h) —x—i-—ny—x—
TR T e Y
lt(h
h :=h — ()f1:—w2y+2xy2+xyz+x+y(x2—1)

1t(f1)
=20y fayz+a —y

3. Dongii: Im(f,) = 22, Im(h) = zy?’yi bolmez
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Im(fs) = xy, Im(h) = zy*’yi boler
)

lt(h 21y
:: —_— = 2
U9 U + lt(fg 0+ Ty Yy
Itth
h :=h ()fg:2xy2+xyz+x—y—2y(xy—yz)

(/o)
=ryz +1 —y+2y°2

. Dongii: Im(fy) = xy, Im(h) = xyz’yi boler

lt(h) Yz

Ug u2+lt(f2) Y+ 7 y+z
It(h) 2

h=h— ——fo=axyz+x—1y+2y“z— z(zxzy —yz
lt(fQ)fQ y Y+ 2y (zy —yz)

=22ty +r—y
. Dongii: Im(fy) = 22 ve Im(f;) = xy, Im(h) = 2’1 bolmez
ro=r+lt(h)y=0+z=x
hi=h—1It(h) =2’z +y* +2 —y —x
=2z +yz* —y
. Dongii: Im(f;) = z* ve Im(fy) = zy, Im(h) = y*2’yi bolmez
ri=r+It(h) = v+ 2y*z
h:=h —It(h) = 2y*z + y2* —y — 2y°2
=y2® —y
. Dongii: Im(f1) = 2% ve Im(fy) = zy, Im(h) = yz?yi bolmez
ro=r +It(h) = v + 2y%z + y2*
h:=h—It(h) = yz* —y — y2*
=—Y
. Dongii: Im(fy) = 2 ve Im(fy) = zy, Im(h) = y’yi bolmez
ro=r+1It(h) =z + 22 +y2* —y
hi=h — Ut(h) = —y +y
=0
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Algoritma sonlanir. Boylece u; = x—vy, us = 2y+2z, r = x+2y*2+y2%—y elde edilir
ve f = uy f1 +ug fo+r biciminde yazilir. Sonuc olarak f % x4+ 2%y —y

olur.

Asagidaki teoremde, Tanim 2.3.30’da bdélme algoritmasinin taniminda var olduklar

ifade edilen boliim ve kalan polinomlarinin sagladigr 6zellikler verilmigtir.

Teorem 2.3.32 S’de sifirdan farkhh polinomlarin bir F' = {f1, fa, ..., fs} kiimesi

ve bir f polinomu verilsin. Bélme algoritmasindan
Im(f) = max( maxi<;<;(Im(u;), Im(f;)) , Im(r))
ve r kalan polinomu F’ye gore indirgenmis olmak tizere

f=uifitusfo+---+usfs+r

olacak sekilde wuqy,us, ... us,r € S vardir.

Bir f polinomunun Teorem 2.3.32’teki bi¢imde yazlmasi f —r € (f1, fo,..., fs)
olmasi anlamima gelmektedir. » = 0 iken f € (f1, fa, ..., fs) olup bu ifadenin karsit1
dogru degildir. Yani f € (fi, fo,..., fs) olsa bile fnin fi, fo,..., fs ile boliimiinden

kalanin 0 olmayabilecegi asagidaki oérnekte ifade edilmistir.

Ornek 2.3.33 Q[z,y]'de fi = yxz —y ve fo = y*> — x polinomlan tarafindan
tiretilen ideal I = (fi, f5) olsun. x < y olmak iizere derece sozliiksel siralamaya gore
f = y?x — x polinomuna bélme algoritmasi uygulanirsa f SELEN y? —x LYY
bulunur. Boylece F' = { f1, fo} olmak {izere f % 0 olup f = yfi+ f2 biciminde
yazilir. Burada bolme algoritmasindan elde edilen kalan sifirdir ve f € [ olur.
Diger yandan, bolme algoritmasinda kullanilan siralama degistirilerek f polinomu
once fy'ye gore indirgenirse f Py 22 & veburadan f % 22 — 2 bulunur.

Burada elde edilen kalan polinomu sifirdan farkli oldugu halde f € I dur.
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3. GROBNER TABANLARI

Cok degigkenli polinomlar halkasindaki bir I ideali igin bir Grobner taban (segilen
siralamaya gore degigen) idealin cebirsel yapisinin en iyi sekilde anlagilmasim saglayan
bir iirete¢ kiimesidir ve boylece I'daki her eleman iireteclerin bir lineer bilegimi
olarak yazilir. Tanim 3.1.1°de verilen Grobner taban; lineer cebirde yer alan vektor
uzaymin bir tabani (yani, lineer bilegimlerin tek tiirlii yazilmasi) anlaminda degildir.
Burada bir G kiimesinin [ idealinin bir Grobner tabani olmasi; I’'da G’ye gore in-
dirgendiginde kalani sifirdan farkli olan hi¢ bir polinomun bulunmamasi, yani; I’daki
her polinomun G’ye gore sifira indirgenmesi anlamindadir. Bu tanimdan Grobner
tabanin varlhigi agik olmamakla birlikte Sonug 3.1.6’da Grobner tabanin her zaman
var oldugu gosterilecektir.

Ik olarak, Grébner taban karakterizasyonlarinin ve 6érneklerinin yer aldigi ve Grobner
taban bulmaya yarayan Buchberger algoritmasinin ifade edildigi klasik Grobner
taban teorisi tamtilacaktir. Daha sonra indirgenmis Grobner taban ve minimal
Grobner taban kavramlar tanitilarak ozellikleri incelenecektir. Bu boliimde Dum-
mit ve Foote (2004), Adams ve Loustanau (2000),Ene ve Herzog(2012), Malik vd.
(1997) ve Buchberger (1998) kullanilan temel kaynaklardir.

3.1. Klasik Grobner Taban Teorisi

Tanim 3.1.1 S’nin bir [ ideali ve sifirdan farkli polinomlardan olusan /'min bir
G ={q1,99,...,9:} altkiimesi verilsin. Her 0 # f € I polinomu igin Im(g;); Im(f)’yi
bolecek gekilde i € {1,2,...,t} varsa G'ye I i¢in bir Grébner taban ya da standart

taban (Grébner basis) denir.
Simdi Grobner tabanin karakterizasyonlar: i¢in gerekli olan agagidaki tanimi verelim.

Tanim 3.1.2 S’deki bir GG altkiimesinde yer alan polinomlarin basterimleri tarafin-

dan iiretilen ideale bag terim ideali (leading term ideal) adi verilir ve
Lt(G) = (It(g) | g € G)
ile gosterilir.
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Bir kiimenin Grobner taban olup olmadigini kontrol etmek i¢in Tanim 3.1.1 kullanigh
olmayabilir. Bunun igin agagidaki teoremde Grobner tabanin bazi karakterizasyon-

lar1 verilmistir.

Teorem 3.1.3 [, S’nin sifirdan farkl bir ideali olsun. I'nin sifirdan farkl polinom-
larinin olugturdugu bir G = {g1, g2, - - ., g; } altkiimesi i¢in agagidaki ifadeler birbirine

denktir:

(i) G, I i¢in bir Grobner tabandir.
(ii) f € I olmasi igin gerek ve yeter kogul f % 0 olmasidir.

(iii) f € I olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Im(f) = maxy<;<;(Im(h;)im(g;)) olmak

iizere f = 3.'_, hig; bigiminde yazilmasidir.
(iv) Lt(G) = Lt(I) olmasidir.

Ispat (i) = (i) G, I icin bir Grobner taban olmak iizere f € I olsun. Kabul edelim
ki f % r ver # 0 olsun. Bu durumda r € I olup kabulden Im(g;) boler Im(r)
olacak sekilde bir ¢ € {1,2,...,t} vardir. Bu durum r’nin G’ye gore indirgenmis
olmasu ile celigir. Boylece r = 0 olup f % 0 bulunur. Karsit olarak f € .S icin
f % 0 oldugunu kabul edelim. Teorem 2.3.32 geregince f % r olacak
sekilde r € S polinomu vardir. Boylece f —r € I ve buradan f € I olmasi icin gerek
ve yeter kosul r € I olmasidir. Kabulden r = 0 oldugundan f € I oldugu agiktir.
(11) = (i4i) f € I polinomu igin f % 0 oldugu kabul edilirse Teorem 2.3.32’teki
bolme algoritmasi geregince (iii) ifadesi agiktir.
(7ii) = (iv) Kabul edelim ki (iii) ifadesi saglansimn. Bu durumda Lt(G) C Lt(I)
oldugu agiktir. Ters kapsama icin, kabulden f = Zt

=1

h;g; olacak sekildeki 7’ler

iizerinden toplam alinarak

It(f) = Z 1t(hq)lt(g;)

bigiminde yazilir. Boylece lt(f) € Lt(G) olup Lt(I) C Lt(G) elde edilir.
() = (i) Lt(G) = Lt(I) oldugunu kabul edelim. f € I alalim. Bu durumda
kabulden It(f) € Lt(G) olup It(f) = YS! hilt(g;) bigiminde yazlir. Boylece Im(f),

Im(g;)’ler tarafindan boliiniir. Sonug olarak G, I i¢in bir Grobner tabandir.
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Tanim 3.1.1’den de anlagilacagi gibi bir idealin bir tabani Grobner taban olmak
zorunda degildir. Fakat Teorem 3.1.3’tin bir sonucu olarak, I idealinin bir Grobner

tabaninin ayni zamanda bir taban oldugu asagida ifade edilmigtir.

Sonuc 3.1.4 G = {g1,92,...,g:} kiimesi [ ideali igin bir Grébner taban ise, bu
durumda I = (g1, 92, ..., g:) dir.

Ispat G = {91, 92, ..., 9:} kilmesi [ ideali i¢in bir Grébner taban olsun. Grébner
tabanin tammmindan (g1, g, ..., g:) C I oldugu agiktir. f € I alalm. Teorem 3.1.3

geregince f % 0 olup f € {(g1,92,--.,q:) elde edilir.

Grobner tabanin her zaman var oldugu sonucunu ispatlayabilmek icin ihtiyacimiz
olan, bag terim ideallerinin dogal yapis1 hakkindaki, bir ozellik agagidaki lemmada

ifade edilmistir.

Lemma 3.1.5 [ sifirdan farkli terimlerin bir J kiimesi tarafindan tiretilen bir bag
terim ideali ve f € S olsun. f € I olmasi icin gerek ve yeter kosul f’de bulunan her
X terimi igin Y boler X olacak gekilde bir Y € J'nin var olmasidir. Ayrica I = (Jp)

olacak sekilde J'nin bir sonlu Jy altkiimesi vardir.

Ispat f €I olsun. Bu durumda ¢ =1,2,... [ i¢in

olacak sekilde h; € S ve X; € J vardir. Boylece f’deki her terimi bolen bir X; € J
var oldugu aciktir. Diger taraftan f’de gortinen her X terimini bolen bir Y € J var
olsun. Bu durumda X € (J) = I olup f € I oldugu agiktir. Ayrica Teorem 2.3.22'de
ifade edilen Hilbert’in Taban Teoremi geregince I sonlu bir iirete¢ kiimesine sahiptir.
Lemmanin ilk kisminda ifade edildigi gibi, bu tirete¢ kiimesinin her bir elemaninin
her bir terimi JJ'nin bir eleman ile boliiniir. O halde bu bolenlerin olusturdugu J'nin

sonlu bir Jy altkimesi I’y1 iiretir.
Asagidaki sonug Grobner tabanin her zaman var oldugunu ifade eder.

Sonuc 3.1.6 S’deki sifirdan farkli her [ ideali bir Grobner tabana sahiptir.
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Ispat Lemma 3.1.5 geregince, g1, gs, . - ., g € I olmak fizere, Lt(I) bas terim ideali
{lt(q1),1t(g2), - - -, lt(g:)} formunda bir iireteg kiimesine sahiptir. G = {g1, g2, ..., g}
olarak alimrsa Lt(I) = Lt(G) olup Teorem 3.1.3 geregince G'nin I igin bir Grébner
taban oldugu agiktir.

Asagidaki lemmada, Grobner tabanin Teorem 3.1.3’te verilen karakterizasyonlarina
bir yenisi daha eklenecektir. Bunun icin S’de verilen Grobner taban tanimi su sekilde
genisletilir: S'nin bir G = {g1, g2, . . ., g} kiimesinin bir Grébner taban olmasi igin

gerek ve yeter kogul G kiimesinin (G) idealinin bir Grobner taban olmasidir.

Lemma 3.1.7 G = {g1, 9o, ..., g} sitfirdan farkh polinomlarin bir kiimesi ve 7,
G’ye gore indirgenmis bir polinom olmak tizere 0 # ¢ € K ve X € Mon(S) igin
f % r olacak sekilde f € S ise, bu durumda her bir i € {1,2,...,t} igin

f—cXg %) r dir.

Lemma 3.1.7’de; G’ye gore indirgendiginde r kalanini veren bir f polinomundan cX g;
bi¢imindeki baz1 terimler ¢ikarildiginda, elde edilen polinomun G’ye gore indirgen-
mesinden bulunan kalanin hala r oldugu ifade edilir. Daha acik olarak; f % r

olmasi durumunda f = uyg; + usgs + - - - +usg; + 1 biciminde yazilir. Bu esitligin her
iki tarafina —cX g; eklenirse f—cXg; = u1g1+usgo+- - -+u;g;—cX gi+- - -+ugi+r ve
buradan yeni elde edilen f—cX g; polinomu uy g; +usge+- - -+ (w;—cX)gi+- - -+urge+r

bi¢iminde olup G ile indirgenmesinden elde edilen kalanin r oldugu aciktir.

Teorem 3.1.8 S’de sifirdan farkhi polinomlarin bir kiimesi G = {¢1,92,...,9:}
olsun. G’nin bir Grobner taban olmasi icin gerek ve yeter kosul her f € S polino-

munun G ile bolumiinden kalanin bir tek olmasidir.

Ispat G, S’de bir Grobner taban olsun. Kabul edelim ki bir f € S polinomunun
G ile boliimiinden farkli 7 ve 79 kalanlar1 var olsun. Yani; r; # ro olmak tizere
f % r. ve f % ry olsun. Bu durumda f — r; ve f — ry polinomlari
(G)’de olup buradan r; — ry € (G) elde edilir. Kabul ve Teorem 3.1.3(ii) geregince
r1 — ro = 0 olup ry = r9 bulunur.

Tersine her f € S polinomunun G ile bolimiinden kalan bir tek olsun. Teo-

rem 3.1.3(ii)’yi kullanarak G’nin bir Grébner taban oldugunu gosterelim. f € (G)
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olmak iizere f % r oldugunu kabul edelim. r = 0 oldugunu gosterirsek is-
pat tamamlanir. f € (G) oldugundan f = Zizl ¢, X9, olacak sekilde ¢, € K,
X, € Mon(S) ve i, € {1,2,...,t} vardir. f’nin lineer bilegsimindeki bir terim
yok edildiginde elde edilen yeni polinomun G ile bolimiinden kalan, Lemma 3.1.7
geregince r’dir. f’'nin tiim terimleri bu yontemle yokedildiginde 0 polinomu elde
edilir ve bunun G ile boliimiinden kalan 7 olur. Halbuki 0 polinomu G’ye gore 0’a

indirgendiginden, kabul geregince r = 0 olmak zorundadir. Sonuc¢ olarak G bir

Grobner tabandir.
Asagida bu teoremin bir uygulamasi verilmistir.

Ornek 3.1.9 f =22+ — 12 +y,g1 = 2y + 1,95 =  + y € Q[x,y] olmak {izere
G = {g1, g2} olsun. f polinomunu G’ye gore farkh sekilde indirgenebilir.
[. durum: x < y olmak tizere sozliiksel terim siralamasina gore f polinomunu G’ye

gore indirgendiginde
f % —xy+r—y’+y % r—y*+y+1 % —y?+1

olup buradan

Gq=-1, go=x+1, r:—y2—|—1

olmak iizere f = q191 + ¢292 + r biciminde yazilir.
IT. durum: y < x olmak tizere sozliiksel terim siralamasina gore f polinomunu G’ye

gore indirgendiginde

2

f% $y+x2+x+y%>xy+x % 0

olup buradan

¢1=0, @=—-y+1+z, r=0

olmak tizere f = q1g1 + q292 + r bi¢iminde yazilir. Bu durumda f’'nin iki farkh
gosterimi elde edilir. f'nin G’ye béliimiinden kalan birinci durumda —y? + 1, ikinci
durumda 0 olup, iki farkhh kalan elde edildigi igin Teorem 3.1.8 geregince G bir
Grobner taban olamaz. Ayrica Teorem 3.1.3(ii) geregince f'nin I’da olup olmadigina

karar verilemez (Dummit ve Foote 2004).

34



Uyar: 3.1.10 Ornek 3.1.9'da goriildigii gibi, bir siralamaya gore Grobner taban
olan bir GG kiimesi bagka bir siralamaya gore Grobner taban olmayabilir. Simdi bir
polinom kiimesinin bir Grobner taban olup olmadigini kontrol etmek ya da bir ide-
alin bir Grobner tabanini bulmak i¢in, Bruno Buchberger tarafindan tanimlanan ve
geligtirilen bir algoritma verecegiz. Simdi Buchberger algoritmas: olarak adlandirilan
bu algoritmaya neden ihtiya¢ duyuldugunu aciklayalim:

1 <i<siging #0veG={g1,9,...,9s} olmak iizere I, G tarafindan iiretilen
S’nin bir ideali olsun. Grobner taban tamimindan; G'nin bir Grobner taban ol-
mast i¢in gerek yeter kosul her f € I icin Im(g;); Im(f)’yi bolecek sekilde bir
i €{1,2,...,s}nin var olmasidir. Ancak, bas tekterimlileri [m(g;)’lerin hi¢ biriyle
béliinemeyen, I'nin bazi elemanlar1 olabilir ya da f € I iken f = Y7, h;g; olacak
sekilde h; € S var olsa bile Im(h;g;) = Im(h;)lm(g;)’lerin en biiyiigiiniin sadelegmesi
gibi iki farkli sorunla karsilagilabilir. Bu gibi sorunlarin ¢oziimii i¢in, agagida tanimi

verilen, S-polinomlar1 kullanilir.

Tanim 3.1.11 S’de sifirdan farkl f ve g polinomlar: verilsin. L = ekok(Im(f),im(g))

olmak tizere

L L
S(f,9) = mf—@g

ile tanimh polinoma f ile g’nin S-polinomu (S-polynomial) denir.

S-polinomlarini hesaplamanin bagka bir yolu daha vardir: f polinomu g1, go, . . ., gs
polinomlarina béliindiigiinde f’nin baz1 X terimleri ¢ # j iken hem Im(g;) ile hem de
Im(g;) ile (dolayisiyla L = ekok(Im(g;),lm(g;)) ile bolunebilir. f polinomu g; kul-

lanilarak indirgendiginde hy = f — ﬁgi polinomu, g; kullamlarak indirgendiginde

hy = f — -*~g; polinomu elde edilir. Buradan

t(g5)
X X X
gi — g; = —5(9i, 9
)" gy = L9

L
olup S(gi, 9;) = %(hg — hy) ile bulunur.

hg—hlz

Ornek 3.1.12 Qlx,y)'de f =y*z+ 1,91 = yxr — y, g» = y* — x polinomlar verilsin.
x < y olmak tlizere derece sozliiksel siralamaya gore, Tanim 3.1.11 kullanilarak, ¢;
ve go'nin S-polinomunu bulahm. L = ekok(yz, y*) = y*z olmak iizere

L L Y v

S(g1, g2) = _ _ Y e —
(91, 92) AR T T A I
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bulunur.

Simdi, f polinomunun g; ve g, ile boliimiinden kalanlarini kullanarak, g; ve go’'nin
S-polinomunu bulalim. f’deki X terimi, L ile boliinebilen, y?z olarak gozoniine
alimrsa f —2— hy =>4+ 1 ve f —25 hy=122+1 ve buradan by = f — yg;
ve hy = f — xgy olup S(g1,92) = %(hQ — h1) = yg1 — xgs elde edilir. Burada
S(g1,92)de Im(yg1) = y*x = Im(xgy) teriminin sadelestigine dikkat edilmelidir.

Bolme Algoritmasi uygularken yagsanan belirsizligi ortadan kaldirmanin ve bag terim-
leri “sadelestirmenin” bir yolu olarak S-polinomlarinin elde ediligine dair iki farklh
yontem verdik. Simdi Grobner tabanlarini, S-polinomlar1 yardimiyla, karakteri-
ze etmek icin kullanilan bir metod olan Buchberger algoritmasini vermeden once

asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 3.1.13 Her ¢« = 1,...,s i¢in g; polinomlarinin basg tekterimlileri sifirdan
farkli bir X olmak iizere, f polinomu ¢; € K igin f = > | ¢;¢g; bigiminde g; € S
polinomlarinin bir lineer bilegimi olarak yazilsin. Eger f’nin bag tekterimlisi X den
kii¢iik ise, bu durumda f polinomu 1 < i < j < s i¢in S(g;, g;)-polinomlarimin bir

lineer bilesimi olarak yazilir.

Ispat Her bir 1 <i < s icin ¢g; polinomlarinin bag tekterimlisi X olmak iizere,
[ = >, cig; bigiminde yazilan bir f polinomunun bag tekterimlisi X den kiiciik

olsun. Bu durumda a; € K olmak tizere g; polinomlar:
g;i = a; X 4+ {X ’den daha kiigiik terimler}

olarak ifade edilirse )7, ¢;a; = 0 bulunur. Diger yandan asagidaki lineer bilegimin
sag tarafindaki her bir terimde, g; polinomlarinin bas tekterimlisi olan X terimini

sadelegtiren S-polinomlar: elde edilecek sekilde terim eklenip gikarilirsa
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f= Z CiGi
i=1

=c191 + C2go + - - - + Cs9s

1 1 1
:Cla1<a_lgl) + CQGQ(CL_292> +oeet Csas(a_gs)

1 1 1 1
=C1a1(a—191 - a—zgz) + (cra1 + Czaz)(a—292 — a—393) + -

1 1 1
gs—1 — a—gs) + (crag + - - + ¢sa5)—Gs

s

+(C1(I1 + -+ Csflasfl)(a
s—1

=c1a15(g1, 92) + (c1a1 + c2a2)S(g2, g3) + -+ - + (c1a1 + -+ - + cs—105-1)S(gs—1, gs)

elde edilir. Boylece f polinomu S-polinomlarinin bir lineer bilegimi olarak yazilmig

olur.

Teorem 3.1.3(iii)’te, bir G = {g1, g2, .., gs} kiimesinin bir [ idealinin bir Grébner
tabani olmasi i¢in gerek ve yeter kogsulun her f € I i¢in, g;’lerin bag tekterimlileri

f'nin bag tekterimlisinden kiigiik iken, yani;

Im(f) = maxi<;<;(Im(h;)lm(g;))

olmasi durumunda f polinomunun g;’lerin bir lineer bilegimi olarak yazilmasi gerektigi
kanitlanmigtir. Bu durum saglanmadiginda, yani; g;’lerin bag tekterimlileri f’nin bag
tekterimlisinden biiytik oldugunda f polinomunun g;’lerin S-polinomlarinin bir li-

neer bilesimi olarak yazildigi Lemma 3.1.13’de ifade edilmistir.

Simdi Grobner tabani hesaplamak i¢in bir yontem olarak kullanilabilen Buchberger

Teoremini ispatlayalim.

Teorem 3.1.14 (Buchberger Teoremi) S’deki sifirdan farkli polinomlarin bir kiimesi
G ={91,92,---,g:} olsun. G'nin I = (g1, go,...,g;) idealinin bir Grébner taban

olmasi igin gerek ve yeter kogul her i # j icin  S(g;, g;) % 0 olmasidir.

Ispat (=) G, I={(g1,92,...,¢) idealinin bir Grébner taban olsun. Bu durumda
her i # j icin S(g;, g;) polinomlar1 g;’lerin lineer bilesimi olarak yazildigindan, Teo-

rem 3.1.3 geregince S(g;,9;) % 0 oldugu agiktur.
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(<) Kabul edelim ki i # j icin S(g;, g5) % 0 olsun. G'nin I idealinin bir
Grobner tabani oldugunu Teorem 3.1.3(iii)’yi kullanarak gosterelim. f € [ alalim.
Bu durumda g;’ler I ideali i¢in birer tirete¢ oldugundan f polinomu g;’lerin lineer
bilesimi olarak yazilabilir. Secilen herhangi bir terim siralamasinin iyi sirali olma

ozelligi kullanilarak

X = max<;<¢(Im(h;)Im(g;))

bag tekterimlisi en kiigiik olacak sekilde f = 22:1 h;g; biciminde yazldigini kabul
edelim. Eger Im(f) = X ise, Teorem 3.1.3(iii)’den ispat tamamlanir. Aksi taktirde,
segilen siralamaya gore Im(f)’in X’den kiiglik olmasi durumunda ise, f polinomu
yukarida kabul edilen yaziligindan daha kiigiik bir yazilisla ifade edilecek ve geligki
bulunarak ispat tamamlanacaktir. Simdi bag tekterimlilerinin ¢arpimi X’i veren h;
ve g; polinomlarinin indislerinin kiimesine S = {i | Im(h;)lm(g;) = X} diyelim. Bu
durumda i € S igin h; polinomlar: h; = ¢;X; + {kiigiik terimler} bigiminde yazilir
ve g = Y g CiXig; olarak alimirsa her i € S i¢in Im(X,g;) = X olur fakat g'nin bag
tekterimlisi X den kiigiik kalir. Bu durumda Lemma 3.1.13 geregince

g Z dijS(Xigi, X;9;) (3.1)

i,j€S,i#]

bi¢iminde yazilir. Her bir ¢ € S igin ekok(Im(X;g;),Im(X,g;)) = X ve ekok(Im(g;),

Im(g;)) = X;; olmak tizere

S(X,9i, X;95) :W

lt(gi) ' lt(gj) ’
X

:Zs<giagj)

Xigi— X,
t(X;g;)" 7

elde edilir. Kabulden S(g;,g;) —— 0 oldugundan S(X;g:;, X;g;) —= 0 olup

Teorem 2.3.32’te ifade edilen bolme algoritmasi ve Teorem 3.1.3 geregince
max <v<t (Im(hijo)lm(gy)) = Im(S(Xigi, Xj95)) < X

olacak sekilde

¢
S(Xigia ngj) = Z hijvgv (3-2)
v=1
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yaziligt vardir. Béylece (3.1) ve (3.2) esitlikleri f'nin gdsteriminde yerine yazihirsa
max,<;<;(Im(hiIm(g;))) < X olmak iizere f = ', hig; bulunur ki bu durum

(2

baglangicta segilen f'nin yazihs ile geligir. O halde Teorem 3.1.3(iii) geregince
X =Im(f) = maxi<i<;(Im(h;)Im(g:))
olacak sgekilde f = Z';:l h;g; biciminde yazildigi i¢in G' bir Grobner taban olur.

Bir G kiimesinin bir idealin Grobner tabani olmasi icin idealdeki herhangi bir poli-
nomun G’ye gore sifira indirgenmesi gerek ve yeter kosul olarak Teorem 3.1.3te
ifade edilmigti. Buchberger yukaridaki teoremi kanitlayarak, G’deki polinomlarin
S-polinomlariin da G’ye gore sifira indirgenmesi durumunda, hem Grobner taban
hesaplamaya yarayan algoritmasini gelistirmeye zemin hazirlamig hem de Grobner
tabanin farkl bir karakterizasyonunu ifade etmistir. Teorem 3.1.3(iii) teki karakteri-

zasyona benzer olarak yukaridaki teoremin bir sonucu agagida verilmistir.

Sonuc 3.1.15 1 < ¢ < ¢ i¢in sifirdan farkli polinomlarin olusturdugu bir G =
{91, 92, - -.,9:} kiimesi verilsin. G’nin bir Grébner taban olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul her ¢ # j icin Im(S(gi, 9;)) = mazi<p<t(Im(hijn)lm(g,)) olacak sekilde

t
S(9i:95) = Z hijogo
v=1
bi¢iminde yazilmasidir.

Grobner taban hesaplamaya yarayan ve Buchberger tarafindan gelistirilen agagidaki
algoritma, basit¢ce su esasa dayanir: Bir G kiimesini olugturan polinomlarin S-
polinomlar1 hesaplanir ve G kiimesine gore indirgenir. Bu indirgemede sifir kalanini
veren S-polinomunu olusturan polinomlar Grébner taban olarak alinirken, kalani
sifir olmayan S-polinomlar1 bagka bir eleman olarak kiimeye eklenir ve boylece yeni
bir kiime olusturulur. Elde edilen yeni kiimede, onceki kiimenin polinomlariin S-
polinomlar1 bu kiimeye gore zaten sifira indirgenmis olacagindan, en son eklenen
polinomun onceki polinomlarla olugturulan S-polinomlarinin bu kiimeye gore sifira
indirgenip indirgenmedigine bakilir. Tiim S-polinomlar: sifira indirgeninceye kadar
bu iglem tekrarlanir. Bu yolla elde edilen en son kiime, (G) ideali igin bir Grébner

taban olur. Simdi Buchberger algoritmasini bir 6rnek iizerinde aciklayalim.
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Ornek 3.1.16 Qlx,yl'de g1 = 23y — zy* + 1 ve go = z*y* — y* — 1 polinom-
larindan olugsan G = {g¢1, g2} kiimesi ve I = (g1, go) ideali verilsin. = < y ol-
mak iizere sozliiksel siralamaya gore, I idealinin bir Grobner tabanini, yukarida
aciklandigi gibi oncelikle G' kiimesindeki polinomlarin S-polinomunu hesaplayarak
bulahm. Im(g1) = 23y, Im(g2) = 2%y?,lt(g1) = 23y ve lt(g2) = 2?y? olmak {izere
L = ekok(Im(gy),1m(gz)) = 23y* dir. Buna gore
L L

g™ ()

biciminde olup S(g1,¢2) ——— x4y #0 oldugundan G kiimesi I ideali icin bir

S(91,92) g2 =Yg — TG =2 +Y

Grobner taban degildir. Bu durumda g3 = x + y alinarak G’ = {g1, g2, g3} kiimesi
olugturulur.  S(g1, g2) % 0 oldugu acik olup son eklenen polinom ile 6nceki
polinomlarm S-polinomlarin hesaplayalim. Im(gs) = z,lt(g3) = x olmak iizere
L = ekok(Im(g1),Im(g3)) = 2%y icin

l’gy l’gy

S(91,93) = 51— — 93 =1 — w*ygs = —a*y? —xy’ + 1
x3y x

olup S(g1,93) % 0 bulunur. Son olarak L = ekok(lm(g2),lm(gs)) = z*y
olmak tizere

S(92:93) = g2 — xygs = —zy’ -y’ -1
olup S(g2,93) % —xy® —y® —1#0 oldugundan G’ kiimesi [ ideali igin bir
Grobner taban degildir. g, = —ay® — y® — 1 alimarak G” = {g1, g2, 93, g4} kiimesi
olugturulur. Buradan S(g1,¢2) GTN> 0, S(g1,93) GTN> 0 ve S(g2,93) GT“> 0

oldugu acik olup

" "

S(g1, 94) GT> 0, S(g2,94) GT”> 0 ve S(gs,94) GT> 0

oldugu yukaridaki gibi hesaplanir. Sonug olarak G” kiimesi I idealinin bir Grobner

tabani olur.

Asagidaki teoremde Grobner taban hesaplamaya yarayan Buchberger algoritmas: ve

bilgisayardaki akig semasi verilmigtir.

Teorem 3.1.17 1 < i < s igin g; # 0 olmak tizere G = {g1, go, . .., gs} kiimesi
ve I = (g1,92,-..,9s) ideali verilsin. I idealinin bir Grobner tabani, agagida bilgisa-

yardaki akig semasi verilen, Buchberger algoritmasi ile bulunur.
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GIRDI (INPUT) F={fy.. LYC K[xy. X, 1 siss iginf, =0
CIKTI (OUTPUT) 6 ={gy, . g3 Afir . o) igin bir Grisbner taban
BASLANGIC (INITILALIZATION) : G:=F.G == {{f.f;} |f. = f, € G}
DONGTU (WHILE) G =0 YAP (DO)

Herhangi bir {f. g} € G vi seg

G:=6-{{f.gh

S(f.g) —, h: h.G"ye gore indirgenmistir.
EGER (IF) h=0 0 ZAMAN (THEN)

G:= Gu{fwh} lueG}

G:=G v {h}

Sekil 3.1 Buchberger Algoritmasi

Ispat Buchberger algoritmasinim sonlandigini géstermek ispat icin yeterlidir. Kabul
edelim ki, adimlar1 yukaridaki akig semasinda verilen, bu algoritma sonlanmasin. Bu
durumda, algoritma siirecinde ifade edildigi gibi, her bir G; kiimesi GG;_; kiimesini

0z olarak kapsayacak sekilde, sonsuz artan bir

G CG, CG3C -+ (3.3)

—= —=

dizisi elde edilir. Her bir GG; kiimesi; G;_;’e gore indirgendiginde kalani sifirdan farklh
olan, iki elemaninin S-polinomu olarak belirlenmis bir A € I polinomunun, G;_;
kiimesine eklenmesiyle olugturulur. Bu sekilde bulunan her bir h polinomu G;_;’e
gore indirgenmis oldugundan [t(h) ¢ Lt(G;_1) olur. Boylece bagterim ideallerinin

sonsuz artan bir

LH(Gh) € LH(G) € LH(Gy) € -

dizisi elde edilmis olur. Bu durum ise Teorem 2.3.22’de ifade edilen Hilbert’in Taban
Teoremi ile geligir. O halde (3.3)’teki artan dizisi bir G' = {g}, ¢5, - - ., g; } klimesinde
durur. Ayrica G’ kiimesindeki tiim g;, g} polinomlari i¢in  S(g;, g7) % 0 oldugun-
dan Teorem 3.1.14’te ifade edilen Buchberger teoremi geregince G’ kiimesi [ idealinin

bir Grobner tabani olur.

Simdi Ornek 3.1.16’da verilen ornegi yukaridaki akig gemasina gore yeniden inceleye-

lim.
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Ornek 3.1.18 Qlx,y]'de g1 = 23y — xy®> + 1 ve go = z*y* — 3> — 1 polinom-
larindan olugsan G = {g¢1, go} kiimesi ve I = (g1, go) ideali verilsin. = < y olmak
tizere sozliiksel siralamaya gore, [ idealinin bir Grobner tabanini Buchberger algo-
ritmasinin bilgisayardaki akis semasini kullanarak hesaplayalim.
Baglat: G :={g1,0:}, G := {{g1. 92} | 1 # 92 € G}.
1. Dongii: G # () ise herhangi {g1, g2} € G seg.
G:=G—{{g1,92}} tammla.
S(g1,92) = yg1 — xgs = x + y belirle ve G’ye gore indirge.
S(g1,92) % x4y veh=x+y#0 ise,
g3 :=h,G:=GU{{u,h} | her u € G igin} ve G := GU {h} = {91, 92, g3} tanmla.
2. Dongii: G # 0 ise herhangi {g1,93} € G sec.
G =G —{{g,95}} tanmmla.
S(g1,93) = g1 — 2*ygs = —x*y* — xy? + 1 belirle ve G’ye gore indirge.
S(g1,93) % 0 ve h=0.
3. Dongii: G # () ise herhangi {g2,93} € G sec.
G =G — {{g2,95}} tammla.
S(g2,93) = g2 — 2ygs = —xy> — y> — 1 belirle ve G’ye gore indirge.
S(g2.gs) —S— —ayP — P =1 ve h=—zy® — > — 1 # 0 ise,
g1 :=h,G:=GU{{u,h} | heru € G i¢in} ve G := GU{h} = {91, 92, g3, 94} tammla.
4. Doéngii: G # 0 ise herhangi {g1, g4} € G sec.
G:=G—{{g1,94}} tammla.
S(g1,94) = g2 — xygs = —wy> — y> — 1 belirle ve G’ye gore indirge.
S(g1,94) % 0 ve h=0.
S(g2, 94) % 0 ve h=0.
S(gs, g4) % 0 veh=0.
Algoritma sonlanir ve G = {g1, g2, g3, 94} kiimesi I idealinin bir Grébner tabani

olarak bulunur.

3.2. Minimal Grobner Taban

Sonug 3.1.6 geregince, n degiskenli polinom halkasindaki her idealin bir Goébner

tabaninin var oldugu ve onceki boliimde, Buchberger algoritmasi yardimiyla bir ide-
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alin iireteg kiimesi kullanilarak Grobner tabaninin nasil hesaplandigi ifade edilmistir.
Buchberger algoritmasinda yapilan iki se¢ime gore, farkli Grobner tabanlar buluna-
bilir ve bulunan bu Grobner tabanlarda farkli sayida eleman olabilir. Bu se¢gimlerden
biri siralamadir. Polinomlarin bir iireteg kiimesinde, siralama degistirildiginde farkh
polinomlardan olusan Grébner tabanlar bulunabilir. Ikinci se¢im, Buchberger al-
goritmasindaki her bir dongiide S-polinomlar1 belirlenirken yapilan polinomlarin
secimidir. Bu dongiilerde her bir adimda farkli polinom ciftleri secilerek algoritma
sonlandirilirsa, farkli Grobner tabanlar yazilabilir. Bu béliimde, iireteg kiimesindeki
polinomlar tizerine baz1 kosullar ekleyerek, minimal Grobner taban olarak adlandiri-

lan daha az elemanli Grobner tabanlarin nasil elde edildigini agiklayacagiz.

Tanim 3.2.1 G = {g1, go,-..,gs} bir Grobner taban olsun. Her 7 igin lc(g;) = 1 ve

her i # j icin Im(g;); Im(g;)’yi bolmez ise, G’ye minimal Grébner taban adi verilir.

Asagidaki lemmada, Buchberger algoritmasi yardimiyla bulunan bir Grobner taban-
dan bazi elemanlar ¢gikarildiginda, kalan elemanlarin olusturdugu kiimenin Grobner

taban olmaya devam edecegi ifade edilmigtir.

Lemma 3.2.2 G = {g¢1, g2, . . ., g5} kiimesi I ideali igin Grébner taban olsun. m(gs);

Im(g1)’1 bolerse {ga,...,gs} kitmesi de I ideali igin bir Grébner taban olur.

ispat G = {91,92,-..,9s} kiimesi I idealinin bir Grébner tabani olmak {izere
Im(g1)’in Im(go) ile boliindiigiini kabul edelim. Im(g;) ile boliinebilen bir f poli-
nomunun, boliinebilme bagintisinin gecisme 6zelliginden, Im(gs) ile boliinebildigi
acgiktir. Boylece Tamim 3.1.1'den {g¢o,...,gs} kiimesi de I idealinin bir Grébner

tabani olur.

Bir Grobner tabandan minimal Grobner tabanin nasil elde edildigini ifade eden,

Lemma 3.2.2’nin bir direkt sonucu agagida verilmistir.

Sonuc 3.2.3 G = {g1,92,-..,9s} kiimesi I ideali i¢in Grébner taban olsun. G’den
bir minimal Grobner taban elde etmek i¢in, j # i iken Im(g;) boler Im(g;) ve kalan

her g; igin lc(g;)’yi boler olacak gekildeki tiim g;’ler G kiimesinden gikarilir.
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Minimal Grobner taban tek degildir. Fakat bir I idealinin her minimal Grobner

tabaninda ayni sayida elemanin var oldugu asagidaki onermede ifade edilmigtir.

Onerme 3.2.4 G = {¢1,92,...,9s} ve F = {f1, fa, ..., fi} bir I idealinin mini-
mal Grobner tabanlari olsun. Bu durumda s = t’dir. Gerekirse yeniden numara-

landirlarak ¢ = 1,2, ...t i¢in It(f;) = lt(g;) yapilr.

Ornek 3.2.5 Q[z,y]'de g1 = y*> + yx + 22, g» = y + & ve g3 = y polinomlarmdan
olusan G = {g1, g2, g3} kiimesi ve I = (g1, go, g3) ideali verilsin. x < y olmak iizere
sozliiksel siralamaya gore, I idealinin bir Grobner tabanini ve bundan yararlanarak
bir minimal Grébner tabanini hesaplayalim.  S(g1, ¢2) % 2?2 olup kalan sifirdan
farkl oldugu i¢in g4 = 22 polinomu G kiimesine eklenir. G’ = {g1, g2, g3, 94} olmak
tizere S(g1,93) LJF/) 0 dir fakat S(gs,93) % x oldugundan g5 = x alinarak,
bu polinom G’ kiimesine eklenir. G” = {¢1, g2, 93, 94, g5} olmak tizere bu kiimedeki
tiim polinomlarin S-polinomlarimin G”’ye gore sifira indirgendigi goriiliir. Bundan
dolay1 G” kiimesi [ ideali i¢in bir Grobner taban olur.

Simdi G” Grobner tabanim kullanarak ['nin bir minimal Grébner tabanini bulalim.
Im(g1) = 2% Im(gs) = x ve Im(gs) = 2 olup bunlar Im(gs) = z tarafindan
boliinebildigi i¢in g1, go ve g4 polinomlar1 G” kiimesinden ¢ikarilir. Bdéylece G”
den daha az sayida eleman bulunduran G; = {gs, g5} kiimesi I'nmin bir minimal
Grobner tabani olur. Benzer gekilde Im(g2) = x; Im(g1), Im(gs) ve Im(gs)’i boldugii
icin Gy = {g9, 93} kiimesi I'nin bagka bir minimal Grébner tabanidir. Bu 6rnekte
de goriildiigii gibi minimal Grobner taban tek olmamasina ragmen, bulundurduklar

eleman sayis1 bir tektir.

3.3. indirgenmi§ Grobner Taban

Onceki boliimde minimal Grobner tabanimn tek olmadig ifade edilmistir. Bu boliimde,
minimal Grobner tabandaki polinomlarin tizerine daha giiclii kogullar eklenerek bir

tek Grobner tabanin elde edilebilecegi gosterilmistir.

Tanim 3.3.1 G = {g1,92,...,9s} bir minimal Grobner taban olsun. Her i igin

le(g;) = 1 ve g; polinomu G \ {g;}’'ye gore indirgenmis ise, yani; her i igin g;'nin
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sifirdan farkh higbir terimi herhangi j # ¢ igin im(g;) ile boliinemiyorsa G'ye in-

dirgenmis (reduced) Grébner taban denir.

Asagidaki sonug indirgenmig bir Grobner tabanin her zaman var oldugunu ifade

eder.

Sonuc 3.3.2 G = {g1,92,...,g:} bir I idealinin bir minimal Grébner tabani olsun.

Asgagidaki indirgeme yontemi kullanilarak

g1 % hy yhy; H = {ga, 93, - .., 9:} ye gore indirgenmistir
g2 % hy ,ho; Hy = {hy,g3,...,9:} ye gore indirgenmistir
g3 % hs , hs; Hy = {hq, ha, g4, . . ., g }'ye gore indirgenmistir

gy % hy ,he; Hy = {hq, ha, ..., h_1}ye gore indirgenmigtir

elde edilen H = {hy,hg,...,h} kiimesi I idealinin bir indirgenmis Grobner ta-

banidir.

Buchberger tarafindan ifade ve ispat edilen agagidaki teoremde bir tek indirgenmis

Grobner tabaninin var oldugu gosterilmistir.

Teorem 3.3.3 (Buchberger Teoremi) Segilen bir terim siralamasima gore S’deki

sifirdan farkl her I idealinin bir tek indirgenmis Grobner tabani vardir.

Ornek 3.3.4 Ornek 3.2.5'teki I ideali icin bulunan Gy = {gs, g5} minimal Grébner
tabani, g3 = y ve g5 = x monik polinomlar oldugundan, ayni zamanda bir in-

dirgenmis Grobner tabandir.

Ornek 3.3.5 Zs[z,y]’de g = 22442 +1 ve gy = 22 +2xy+2z polinomlarmndan olugan
G = {g1,92} kiimesi ve I = (g1, go) ideali verilsin. x < y olmak {izere sozliiksel
siralamaya gore, I idealinin bir Grobner tabanini ve indirgenmis Grobner tabanini
hesaplayalim. S(g1, g2) % 3zy + 4x +9° +y olup sifirdan farkh bir kalan elde
edildigi icin g5 = 3zy + 4x + y* + y yeni bir polinom olarak G kiimesine eklenir.

45



G' =11, 92, g3} diyelim. S(g1, g3) GT,> 49° + 3y* + 9% +y + 3 olup yine sifirdan
farkl bir kalan elde edildigi icin g, = 4y° + 3y* + v + y + 3 polinomu G’ kiimesine
eklenir. Boylece olugturulan G” = {g1, g2, 93, g} klimesindeki tiim polinomlarin S-
polinomlarimin G” kiimesine gore indirgenmesinden elde edilen kalanlarin sifir oldugu
6 adimda goriiliir. Sonug olarak G” kiimesi I idealinin bir Grébner tabam olur.
Simdi G” Grébner tabanindan yararlanarak [ idealinin bir minimal Grobner tabanini
bulahm. [m(g;) = 22, Ilm(g2) = 2%,Im(gs) = wy,lm(gs) = y° olup Sonug 3.2.3
geregince go polinomu kiimeden gikarildiginda H = {g1, g3, g4} kiimesi I ideali i¢in
bir minimal Grobner taban olur. Buradaki polinomlar monik hale getirilerek /'nin
bir indirgenmig Grobner tabam H' = {2? + 4* + 1,2y + 3z + 2y + 2y, 9° + 2y* +
4a? + 4y + 2} elde edilir.

Simdi, tez caligmasinda ayri ayri incelenen Grobmner taban karakterizasyonlarini,

asagidaki teoremde bir arada ifade edelim.

Teorem 3.3.6  Sifirdan farkh polinomlarin bir G = {g1,92,...,9:} kiimesi ve
I = (G) ideali i¢in asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) G kiimesi [ idealinin bir Grébner tabanidir.
(i) Lt(G) = Lt(I) dir.
(iii) f € I olmasi i¢in gerek ve yeter kogul f % 0 olmasidir.

(iv) Her f € Si¢in f % re ve f % ro olmak tlizere r; ve 1o G’ye gore

indirgenmis polinomlar ise, bu durumda r; = ro dir.
. L. G
(v) Heri# jicin S(gi,9;) —— 0 du.

(vi) Her f € I'icin Im(f) = maxi<i<:(Im(h;)lm(g;)) ve f = higi +- - - + hege olacak
sekilde hq, hs, ..., hy € S vardir.

(vii) Her i # j (0 <i,j <) icin, Im(S(g;, 9;)) = maxy<y<¢(Im(hij,)im(g,)) olmak

tizere S(¢i,9;) = hijigr + - - - + hijegr bigiminde yazilir.
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4. GROBNER TABANIN BILGISAYARDAKI UYGULAMALARI

Matematigi bir arag olarak kullanan tiim bilim dallarindaki hesap islerini kolaylagtir-
mak igin iiretilen ve sembolik bigimdeki matematiksel ifadeleri kolayca igleme ko-
yarak her tiirli matematiksel islemi yapabilen, 2 veya 3 boyutlu grafikler ¢izebilen
programlarin genel adi Bilgisayar Cebiri Sistemleri dir. Bilgisayar Cebiri Sistem-
leri arasinda en yaygin olanlar; Maple, Mathematica, Matlab, CoCoA ve Derive
gibi programlardir. Bu programlar, temel 6zellikleri agisindan birbirlerine benzer
olup bu boliimde sadece Maple, Mathematica ve CoCoA’da Grébner tabanin nasil

bulundugu incelenecektir.

4.1. Maple’da Grobner Taban

Bu boliimde, Maple programinin kisaca nasil kullanildigi ve Grobner tabanin bu
programda nasil hesaplandigi gosterilecektir. Abell ve Braseltan (2005), (Int. Kyn.
3) ve (Int. Kyn. 4) bu béliimde kullanilan temel kaynaklardir.

Maple, adin1 1981’de bu programi gelistiren ve piyasaya siire Waterloo Maple’dan
alan, bilgisayarda matematik yapmak icin kullanilan bir sistemdir. Maple programu,
matematiksel problemleri analiz etmeyi, kesfetmeyi, gorsellestirmeyi ve ¢ozmeyi son
derece kolaylastiran bir arayiizle birlestiren, bir matematik yazilimi1 olarak ifade
edilebilir. Bu programla, matematik, cebir, diferansiyel denklemler, istatistik, kont-
rol tasarimi, dogrusal cebir, fizik, optimizasyon, grup teorisi, diferansiyel geometri,
sinyal igleme, 0zel fonksiyonlar, say1 teorisi gibi matematige dayanan hemen hemen
her alanda problemlerin ¢oziilmesi ve finansal modelleme gibi bircok alanda ¢alisma-
lar yapilabilmekte olup, bu program matematik problemlerinin kolay, dogru ve hizl

bir ¢oztimiiniin elde edilmesinde 6nemli rol oynar.

Simdi bir bilgisayara kurulumu yapilan Maple programinin igleyisi hakkinda kisaca

bilgi verelim.

e Maple'da oturumu baglatmak igin:

Baglangi¢ Sayfasindan ya da Dosya meniisiinden; yeni belge veya yeni ¢aligma
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sayfasi secilerek bog bir belge goriintiilenir.

e Maple’da kod yazmak igin:

Komut satirimin bagima [> ve satir sonuna ; igareti eklenir. Maple’da yazilan
kodlarin girdileri ekranda kirmizi renk, ¢iktilar: ise mavi renk ile ifade edilir.
Kurallara uygun olarak bir Maple kodu yazilip ENTER tusuna basildiginda
komut satirinin hemen altina ¢ikt1 yazilir. Eger komut satirinin sonuna ; igareti
yerine : igsareti eklenirse hesaplama islemi gergeklestirilir fakat sonug ekrana
yazdirilmaz, hafizaya kaydedilir. Maple’da hesaplama islemi gerceklesmesine
ragmen ekrana bir sonug yazdirilmiyor ise denlemin ¢oziim kiimesi bog kiime
anlamina gelir. Maple’da bulunan bir komutun yazim seklini 6grenmek icin
?komutads ifadesi kullanilir. Ornegin; limit hesaplama igleminin komutunu
sorgulamak i¢in ?limit yazilir. Cok yonlii bir paket programi olan Maple’da

bu paketler with(paket adi) komutu ile aktif hale getirilir.
e Maple’da Groébner taban bulmak igin:

— Maple da yeni bir caligma sayfasi olusturulur,
— Cok degiskenli polinom halkasi ve siralama tanimlanir,

— Idealin fireteci olan polinomlar tanimlanir,

Tabanin hesaplanmasinda Basis komutu kullanilir,

GB; komutu ile hesaplanan taban ekrana yazdirilir

adimlar1 uygulanarak hesaplama iglemi tamamlanir. Polinom halkalarina gore
kod parcalar1 diizenlenerek, hesaplamasi zor olan, Grébner taban hizh ve kolay

bir gekilde bulunmug olur.

Ornek 4.1.1 Maple programinda; iki degiskenli bir polinom halkasinda, tiretegler
agsagida girdi olarak verilen iki tiretecli bir [ idealinin, sozliiksel siralamaya gore,
Grobner tabani su gekilde bulunur:

with(Groebner):

R := PolynomialRing([x,y], ’lex’):

[ := Ideal(2® — y?, zy — 1):

48



GB:= Basis(I, ’lex’):
GB;

komutlar1 girildiginde, ekrana
GB = [fL’y - 1a :L‘S - y2>y3 - 172]

yazdirilir. Boylece, iki degigkenli bir polinomlar halkasinda, sozliiksel siralamaya
gore, bir [ = (23 —y? zy—1) idealinin Grobner tabam G = {zy—1, 23 —y? y> — 2}

olarak bulunur.

4.2. Mathematica’da Grobner Taban

Bu béliimde, Mathematica programinin nasil kullanildigi kisaca ifade edilerek Grob-
ner tabanm bu programda nasil hesaplandigi gosterilecektir. Wolfram (2003), (Int.
Kyn. 5), (Int. Kyn. 6) ve (Int. Kyn. 7) bu béliimde kullanilan temel kaynaklardir.

Mathematica; Stephen Wolfram tarafindan Wolfram programlama dili kullanilarak
tasarlanan ve 1988’de Wolfram Arastirma Sirketi tarafindan gelistirilen bir prog-
ramdir. Mathematica; makine 6grenimi, istatistik, sembolik hesaplama, veri ma-
nipiilasyonu, ag analizi, zaman serisi analizi, NLP, optimizasyon, ¢izim islevleri ve
gesitli veri tiirleri, algoritmalarin uygulanmasi, kullanic1 arayiizlerinin olugturulmasi
ve diger programlama dillerinde yazilmis programlarla arayiiz olugturmaya izin veren
gesitli teknik bilgi islem alanlari i¢in yerlesik kitapliklara sahip, bir yazilim sistemidir.
Simdi bir bilgisayara kurulumu yapilan Mathematica programinin isgleyisi hakkinda

kisaca bilgi verelim.

e Mathematica’da oturumu baglatmak igin;
Eger bilgisayar tamamen grafiksel bir araytiz olarak kullaniliyorsa Mathemati-
ca simgesine ¢ift tiklanir, metin tabanl bir igletim sistemi tizerinde kullaniliyor

ise mathematica komutu yazilir.

e Mathematica calhistirildiginda acgilan ekran bos bir defter seklindedir. Hesap-
lanmak istenen komut bu ekrana girilir ve komutun ¢alismasi icin Shift+FEnter

tuglarina basilir. Mathematica’da veri girisi i¢in In/n/:= komutu kullanilir ve
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Shift+Enter tuslarina basildiginda ekranda Out/n/= ifadesi yer alir. Ornegin;
In[l] i= 2 + 2
Out[l] =4

e Mathematica’da hesaplamalar yapilirken genellikle onceki sonuclar kullanilir,
bunun icin komut satirinda % sembolii yazilarak en son hesaplanan deger
cagrilir.

( ); matematiksel iglemleri gruplandirmak;

[ J; foksiyonlarin degiskenlerini ve komutlar ifade etmek;

{ }; araliklar1 ve sayaglar1 tanimlamak ve liste iglemlerini ifade etmek igin
kullanilir. Mathematica’y1 diger programlardan farkl kilan; komut satirinin
okunmasi i¢in ; semboliiniin kullanilmamasidir. Eger komut satirinin sonuna

; eklenirse program o satirin sonucunu hesaplamaz.
e Mathematica’da Grébner taban bulmak igin;

— Mathematica programi baslatilir,
— Idealin tiretecleri olan polinomlar ekrana girilir,

— Grobner taban hesaplatmak icin GroebnerBasis komutu kullanilir.

Maple programindan farkl olarak, elde edilen tabanin bir degiskene atan-
masina gerek yoktur, komut satir1 yazildiktan sonra Shift+Enter tuslarina
basildiginda sonug ekrana direkt olarak yazdirilir. Mathematica programinda
bu adimlar takip edilerek, iki farkli siralamaya gore, Grobner tabanin nasil

bulundugu asagidaki 6rnekte gosterilmigtir.

Ornek 4.2.1 Mathematica programinda; i¢ degiskenli bir polinom halkasinda,

iiretecleri agagida girdi olarak verilen bir I idealinin,

e Sozliiksel siralamaya gore, Grobner tabani:
In[1] :=polys = {a? +y? + 22 — L,0 — 2+ 2,22 — 2y}
In[2] := GroebnerBasis|polys, {z, y, 2}, MonomialOrder — Lex]
(Shift+Enter)
Out[3] = {12 — 282+ 2722 — 1223 + 32%, -6 + 4y + 112 — 622 + 323, 2 + = — 2}
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e Derece ters sozliiksel siralamaya gore, Grobner tabani:
In[1] :=polys = {2 + y* + 2> — 1,0 — 2 + 2, 2% — zy}
In[2] := GroebnerBasis[polys, {z, y, 2}, MonomialOrder — DegRevLex]
(Shift+Enter)
Out[3] = {2+ —2z, —2y+yz—2%3+y* —42+22% —6+4y+ 112 — 622 + 323}

bi¢iminde elde edilir.

4.3. CoCoA’da Grobner Taban

CoCoA, Hesaplamaly Degismeli Cebir (Computational Commutative Algebra) ifadesi-
nin kisaltilmigi olan bir bilgisayar cebir sistemidir. CoCoA programimin CoCoA4
striimi kullanilarak, bu bélimdeki bilgiler verilmigtir. Kreuzer ve Robbiano (2000)
ve (Int. Kyn. 1) bu boliimde kullamlan temel kaynaklardir.

CoCoA, degismeli cebirde bazi hesaplamalar yapmak icin, Italya’nin Genova Univer-
sitesi’'nde Bilgisayar Cebiri alaninda aktif bir arastirma ekibinin projelerinden biri
olarak ortaya ¢ikmigtir. Bu ekibin iiyelerinden bazilari: Lorenzo Robbiano (ekip
yOneticisi), John Abbott, Anna Bigatti, Massimo Caboara, Martin Kreuzer, David
Perkinson, Michael Abshoff, Karsten Hiddeman’dir.

C dilinde yazilmig bir programlama dili olan CoCoA; polinom halkalar1 tizerindeki
idealler ve modiiller i¢in Grobner taban hesaplamaya yarayan Buchberger algorit-
masinin bilgisayardaki uygulama alanlarindan biridir. CoCoA’nin Grébner tabani
motoru; Grobner tabanlarini, syzygy’leri, serbest ¢oziiciileri, Hilbert fonksiyonlarini

ve minimum trete¢ kiimelerini hesaplamak i¢in kullanilir.

Ornek 4.3.1 CoCoA programinda; iki degigkenli bir polinom halkasinda, iiretecleri
agsagida girdi olarak verilen iki tiretecli bir [ idealinin, sozliiksel siralamaya gore,
Grobner tabani gu gekilde bulunur:

Use R = Q[x,y, 2], Lex;

I :=Tdeal(z® — y, 2% — 2);

Describe I;

Record|[Type = IDEAL, Value = Record[Gens = [z® — y, 2% — z]]]
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GBasis([]);

(23 —y, —zy + z,2%2 — y*, y® — 227

Ornek 4.3.2 Dort degiskenli bir polinom halkasinda, sozliiksel siralamaya gore,
iiretecleri asagidaki gibi verilen bir I idealinin Grobner tabanm ve indirgenmis Grobner
tabani:

Use R = Q[t,z,y, z];

I :=Tdeal(t? — x,t* — y, 17 — 2);

gb.StartgBasis(I); (Grébner taban hesaplamay baslatir)

gb.Step(I);  (Grébner taban hesaplamada bir advm sonrasiny verir)

I.GBasis; (Buraya kadarki Grébner taban elemanlarine verir)

[t° — 2]

gb.Complete(I);  (Hesaplamay: tamamlar)

1.GBasis;

[t3 —z, —tx +y, —ty + 2z, —y? + z2, —2% + t2,t22 — 1Y

ReducedGBasis(I);  (Indirgenmis Grobner tabani hesaplatir)

(3 — x tr —y, ty — 2,9% — x2, 2% — t2,1%2 — 2y

ile bulunur.

4.4. Cizge Boyama

Cizge (graph) kavramu ilk olarak Leonhard Euler’in (1707-1783) Ko&nigsberg’in 7
Kopriisii probleminin ¢oziimii ile ortaya gikmistir. (lizge (graph); birbirine kenarlar
(edge) yardimiyla bagh késelerin (vertez) olusturdugu matematiksel bir yap: olarak
ifade edilebilir. Cizge teorisi ise, bir problemin kenarlar ve kosgeler araciligiyla model-
lemesine dayanmaktadir. Giinliik hayatta karsilagilan problemlerin incelenmesi ve
analizi i¢in onemli bir aractir. Bilgisayar bilimi, miithendislik, iletigim aglari, sosyal
ag analizi, lojistik, planlama ve ulagimda rota belirleme gibi bircok ¢aligma alaninda
6nemli rol oynar. Seker (2015), Wilson (1996), (Int. Kyn. 2), Gross vd. (2014) ve
Rosen vd. (2000) bu béliimde kullanilan temel kaynaklardir. Simdi matematiksel

olarak cizge kavraminin tanimini verelim.
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Tanim 4.4.1 Koselerin bir V' kiimesi ile, kenarlarin bir £ kiimesinin olugturdugu
I' = (V, E) sistemi bir ¢izge (graph) olarak adlandirilir.

Koseleri birbirine baglayan kenarlara yon verilmis, yani her bir kenarin bir baglangig
ve bitig kosesi belirlenmig ise, bu ¢izgeye yonlendirilmis ¢izge (directed graph), aksi

durumda yénlendirilmemis ¢izge (undirected graph) adi verilir.

Tanim 4.4.2 (Jizge boyama (graph coloring), belirli kurallar ¢ercevesinde bir ¢izgenin
kogelerine veya kenarlarina farkli renklerin atanmasi esasina dayanan bir algoritma
olarak ifade edilir. Buradaki amag en az sayida renk kullanarak komsu kose veya

kenarlarin farkh renklerle boyanmasidir.

(Cizge boyama problemleri;

e Harita Boyama: Bir haritadaki boélgelerin, komsu bolgelerle farkli renklere

boyanmasi,

e Siav/Ders Programlama: Siav veya ders programlarinda gakigmalar: énlemek

amaciyla,

e Frekans Atama: Kablosuz iletigim araglarinda, frekanslarin birbiriyle gakigmasini

onlemek amaciyla baz istasyonlarina renk atamalarinin yapilmasi,

e Sudoku: Sudoku bulmacalari, 9 x 9 bir kare iizerindeki rakamlarin belirli ku-

rallara gore renklendirilmesi

gibi farkli alanlarda kullanilmaktadir.

Uyar1 4.4.3 (izge boyama problemlerinin ¢oziimiinde Grobner taban kavrami
dogrudan kullanilmaz. Oncelikle Grobner taban ile cizgeler arasmnda iligki kur-
mak icin, cizgenin kogelerini olugturan ozel polinomlar tanimlanir. 3-Renk Prob-
lemi olarak adlandirilan problem; komsu iki koge aymi renk olmayacak sekilde, bir

¢izgenin ti¢ renk kullanilarak boyanmasi esasina dayanir.

(izge boyama probleminin ¢éziimiinde Groébner taban kavramindan yararlanmak
i¢in, bir polinom halkasina ihtiya¢ duyulmaktadir. Bunun igin; ii¢ elemanh Fj3 =

Z/(3) cismi tizerine kurulan, katsayilari mod3’e gore tamsayilar olan, n degigkenli
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polinomlarin F3[xq, xs, ..., x,] halkasimi gézoniine alalim. Burada n > 2 dogal sayis1
I' = (V, E) gizgesindeki koge sayisimi ve her 1 < ¢ < n i¢in x; bilinmeyenleri v;
koselerini gostermektedir. Keyfi olarak segilen ti¢ rengi gostermek igin {—1,0,1}
kiimesi kullanilacaktir. Agagida verilen teoreme dayanarak her bir v; € V' kogesinin

olas1 tiim renklendirmeleri belirlenebilir.

Teorem 4.4.4 [ = (23 — 1,25 — T9,...,0> — x,) € F3[w1,29,...,1,] idealinin
sifirlar1, her bir v; € V kosesine {—1,0, 1} renklerinden herhangi birini karsilik ge-
tirir.

Boylece, I'nin kogelerinin tiim olasi renklerini ifade etmek i¢in kullanilacak olan poli-
nomlar iireteg olarak kabul eden bir [ ideali tanimlanmig olur. Asagidaki teoremde,
komsu iki kogenin ayni rengi paylagmasini onlemek icin bu polinomlar iizerinde bir

kosul verilmigtir.

Teorem 4.4.5 Her v;,v; € V icin v; ve v; koselerinin aym rengi paylasmamasi icin
gerek ve yeter kogul komsuluk polinomu (adjacency polynomial) olarak adlandirilan

[z, ;) = 2} 4+ 225 + 27 — 1 polinomunun sifir1 olmasidir.
Renklendirme ideali (coloring ideal) olarak adlandirilan
I, = (27 4+ zyx; + 27 — 1e;; € B(D))

ile tanmiml /. idealinin bir Grobner tabani yardimiyla olasi tiim renklendirmeler
yapilir. Bunun i¢in I' gizgesinin iki komsu kosesi sabitlenir. Boylece sabitlenmis
iki koge sayesinde bir veya daha fazla renklendirmeyi hesaplamak ¢ok daha basit
hale gelir. Ornegin herhangi bir I' ¢izgesinin komsu 1, z, koselerini sabitleyerek
x1 = 0 ve x5 = 1 geklinde renklendirelim. Boylece [ idealinin iki tirete¢ polinomu
g1 = T1 ve go = x5 — 1 belirlenmig olur. Ciinkii bu polinomlarin sifirlari istenilen

renklendirmelere kargilik gelir. Buradan
[c = <£L'1,.1'2 — 1,1'12 + Ty + $§ -1 ’ €ij € E(F)>

idealinin Grobner tabani hesaplanarak z; = 0 ve 9 = 1 olmak tizere I''min her
olasi renklendirmesi elde edilmisg olur. Bu idealin Grobner tabaninin 1’1 icermesi du-
rumunda, hi¢bir olasi 3-renklendirmenin mevcut olmadigi agagidaki teoremde ifade

edilmigtir.
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Teorem 4.4.6 [, = (1,20 — 1,22+ 1,25 —i—a:? —1le;; € E(I')) renklendirme idealine
sahip bir I' ¢izgesi verilsin. I.'nin Grébner tabani 11 igeriyorsa, I"nin hicbir olast

3-renklendirmesi yoktur.

Simdi asagidaki ornekte bir ¢izgenin 3-renklendirme probleminin Grobner taban

yardimiyla nasil ¢oziildiigiini agiklayalim.

Ornek 4.4.7 9 koseye ve 13 kenara sahip I' ¢izgesi agagidaki gibi verilsin.

g €I €I €Ty

Sekil 4.1 Cizge Boyama Ornegi

Bu cizgedeki koseleri, komgu koseler ayni renk olmayacak sekilde ti¢ renk ile boya-
yalim. Bunun icin; bitigik kogeler sabitlenerek, z; = 0 ve x5 = 1 olarak alinir ve

sozliiksel siralama kullanilarak agagidaki komguluk polinomlar: belirlenir:
o]+ mmy + 25 — 1, 2% + 126 + 25 — 1, 2% + 2179 + 75 — 1,

2]+ w5 + 22 — 1,25 + v3w3 + 3 — 1,25 + 29wy + 25 — 1,
T3 + x5 + 23 — 1,25 + xome + 5 — 1,23 + w334 + 25 — 1,
T3+ raws + 22 — 1,08 + w67 + 15 — 1,02 + 2778 + 75 — 1,
2 2 2 2
7+ x7x9 + 19 — 1,25 + g9 + 75 — 1, 71,02 — 1
Simdi bu polinomlar iireteg olarak kabul eden I C Fj[xq, 29, -, 29| idealinin
Grobner tabanim hesaplayalim. Ozellikle
G(I) =(v1,72 — 1, =23 — 1, 24,75 + 1,26 + 1, —7 — 28 — 79,
T2 + TgTg + T3 — 1, —x8T9 — T8 — Ty — 1, —13 + 1)
ideali i¢in 1 ¢ G(I) oldugundan I"nin 3-renklendirilebilir oldugu agiktir. Grobner

tabandaki her polinomun sifirlarinin bulunmasi sabitlenen x; ve x5 icin tiim olasi ren-

klendirmeleri verecektir. Buise x1 = 0,20 = 1,23 = —1,24 = 0,25 = —1, 24 = —1
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ve rg = —1 veya x7,xg, To'un degerine bagh olarak zg = 1 olmasim gerektirecek-
9 y Ty L8y L9 9

tir. I' ¢izgesinin 3-renklendirmesi i¢in olasi her bir durum asagidaki diyagramlarda

gosterilmigtir.
e 19 =1 iken x7; = 0 ve xg = —1 alinirsa, Jekil 4.2 elde edilir:
o 19 = —1 iken 7 = 1 ve xg = 0 alinirsa, SJekil 4.3 elde edilir:
o 19 = —1 iken x7; = 0 ile g = 1 alimirsa, Sekil 4.4 elde edilir:

Sekil 4.2 Cizge Boyama Ornegi 1
—1 0 1 —1

Sekil 4.3 Cizge Boyama Ornegi 2
—1 0 1 -1

Sekil 4.4 Cizge Boyama Ornegi 3
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