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OZET

GROBNER TABANI VE POLINOM HALKALARI

GUNGOR KUTLU, Serap
Yiiksek Lisans, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Do¢.Dr.Necati OLGUN
Subat 2017

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim, Bernd Sturmfels’in
Grobner taban ile ilgili calismasini icermektedir. Bu ¢alismada Grobner taban nedir
ve Grobner taban i¢in lizerinde durulmasi gereken birkac¢ teorem verildi. Ayrica
terim siralamasi ve indirgenemezlik ile ilgili bilgi verildi. Grobner tabanin nigin
onemli oldugu ve amacinin ne oldugu ile ilgili bilgi verildi. Ilk olarak Buchberger

1965-1985 yillarinda;

R=k[x,,x,,...,x,] Grobner taban kavramini verdi. Tezin ikinci boliimiinde bu

calismalar incelendi. R 'de sifirdan farkli her idealin bir Grobner tabana sahip oldugu
ispatland1 ve bu tabani veren Buchberger Algoritmasi insa edildi. Bir ideal igin
Grobner tabanin tek olmak zorunda olmadigi ve R’deki bir idealin Grobner
tabanindaki elemanlar tarafindan tiretildigi goriildii. R nin bir 7 idealinin bir Grébner
tabanindan minimal ve indirgenmis Grobner tabanlarin nasil elde edildigi gosterildi.
Minimal Grobner tabanlarin da tek olmak zorunda olmadigi, fakat indirgenmis

Grobner tabanin tek oldugu verildi.

Buchberger’den sonra Mora 1986-1994 yillarinda serbest k-cebiri lizerinde
Grobner taban tanimini verdi. Boylece “Degismeli Olmayan Grobner Taban Teorisi”
tizerindeki ¢alismalar igin ilk adim atilmis oldu. Tezin dordiincii boliimiinde de bu

caligmaya yer verilmistir.

Besinci boliimde, Grobner tabanlarin iki uygulamasi olarak, ideale ait olma

ve radikale ait olma problemleri ele alindu.

Anahtar Kelimeler: Grobner Taban, Ideal, Polinom Halkalar1



ABSTRACT

GROBNER BASIiS AND POLYNOMIAL RINGS

GUNGOR KUTLU, Serap
M.Sc.Thesis, Mathematics Department
Adviser: Dog¢.Dr.Necati OLGUN

February 2017

This work consists of five chapters. The first chapter consists works of Bernd
Sturmfels about Grobner basis. Some theory are proved in this study. For example;
“What is a Grobner basis?” Also, monomial orders and irreducibility are
investigated. Importance of Grobner basis and purpose of Grobner basis are

investigated.

Firstly; Buchberger, in the years 1965-1985, defined the notion of Grobner

basis on R =k[x,,x,,...,x,].In Chapter 2, these studies are investigated. It is proved

that every non-zero ideal of R has a Grobner basis and Buchberger’s Algorithm
which gives this basis is constructed. It is seen that the Grobner basis for an ideal
need not be unique and any ideal in R is generated by the elements in the Grobner
basis of that ideal. It is shown how minimal and reduced Grobner basis can be
obtained from any Grobner basis of an ideal of R. It is proved that also minimal

Grobner basis need not be unique although reduced Grobner basis is unique.

After Buchberger, Mora, in the years 1986-1994, gave the notion of Grobner
basis on the free k-algebra. Therefore the first studies were given for
Noncommutative Grobner Basis Theory. In Chapter 4, these studies are considered

respectively.

In Chapter 5, as two applications of Grobner basis, Ideal Membership Problem and

Radikal Membership Problem are considered.

Key Words: Grobner Basis, Ideals, Polynomial Rings
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SEMBOLLER LIiSTESI

N : Dogal sayilar kiimesi

Q : Rasyonel sayilar kiimesi
r, : Noktalar kiimesi

r, : Aynitlar kiimesi

r : Sonlu direk ¢izgesi

< : Sozliik siralamasi

lex

< : Derece-sozlik siralamast

deglex

JI - I idealinin radikali






1. GIRIS
1.1 Bir Grobner Taban Nedir?
Bir Grébner taban, uygun algoritmik 6zelliklere sahip ¢ok degiskenli polinomlarin

kiimesidir. Her polinom kiimesi bir Grobner tabana ¢evrilebilir. Bu yontem, 3 bilinen

yontemi genellestirir:

» Lineer denklem sistemleri ¢6ziimii i¢in Gauss Eliminasyon yontemi

> Tek degiskenli iki polinomun en biiyiik ortak bélenini bulmak igin Oklid

Algoritmast

» Ve lineer programlama i¢in Simplex Algoritmas1 (Metodu)

Ornegin; Gauss Eliminasyon lineer formlarm su sekilde toplamidir :
F= {2x+3y+4z—5,3x+4y+5z—2},

Ve F algoritmasi Grobner tabana doniistir.
G={§—z+14,z+2z—11}

Bir cisim alalim, ornegin reel sayilar (K =R), komplex (karmasik) sayilar

(K =C), rasyonel sayilar (K =Q) veya sonlu bir cisim K = F, alalim. n degisken

a;’lerden olusan ve katsayilarimm1 K cisminden alan bir K [xl,..., xﬂ] polinom halkas1

yazariz. Eger F bir polinom kiimesi ise, o halde F tarafindan iiretilen ideal, tim

polinom lineer kombinasyonlarin kiimesi olan < F' > dir.
<F >={p1f1 ‘ot p fifise f, €FiDLDyses P, E K[xl,xz,...,xn]}

Ornegimizdeki F ve onun Grébner tabani1 G ayni ideali iiretir :

<G><F>



Teorem 1.1.1 ; K|[x,...,x,]deki her ideal / =<F > seklindeki forma sahipse F

polinomunun sonlu birkag kiimesinden firetilir.
K[xl,...,xn] igin;
“<” terim siralamas1 x“ = x,"...x,“ seklindedir. Bu siralama iki 6zellige sahiptir;

(1) x* <x” = x < x" (Va,b,c e N")
(2) Sabit degisken en kiiciiktiir.
1< x* (Va e N) (a#0)

n=2 i¢in derece-sozliik siralamas1 agagidaki gibidir;
2 2 3 2
I<x, <x,<x” <xx,<x,” <x <x°x,<..

Eger “<” terim siralamasini diizenlersek, her f polinomu f =x“ ya sahiptir. “<”

terim siralamasinda x“ en biiyiikk degiskendir. f polinomunun azalan siralamasini

yazdigimizda ilk terimin altin1 gizeriz. Ornegin, kuadratik polinom igin;
f=3x"+5xx, +7x” +11x, +13x, +17

K [xl,...,xn] polinomunda bir [ ideali alalim. O halde K [xl,...,xn] nin ilk ideali 1

daki tiim ilk idealleri tarafindan iiretilmis olsun. ilk ideali * in_(I)” seklinde

gosterelim.

[lk ideali iiretmek igin G deki elemanlar ilk terim ise / nim sonlu kiimesi olan G

terim siralamasina uyan Grobner tabandir.
in.(I)=<in_(g):ge€G>

Grobner taban i¢in indirgenemezlige ihtiyac yoktur. Eger/ ideali i¢in G Grobner
taban ise o halde / nin her sonlu kiimesi G yi igerir. Bu indirgenemezligi ¢6zmek

icin G yi Grobner tabana indirgeriz;

(1) Vg € G, g deki ilk terimin (in< (g)) katsayisi 1 dir.

(2) {in.(g): g € G} kiimesi, in_(I) y iretir.



(3) “<” terim siralamasini diizenlersek, K [xl,...,x”] deki her ideal tek indirgenmis

tabana sahiptir.

1.2 Grobner Taban Ni¢in Onemlidir?
Grobner taban teorisi onemlidir ¢iinkdi;

v

v

Ana problem, bu teori ile bes dakikada ¢oziiliir. (Polinomlarda ¢arpma ve
bolme islemleri uzun zaman alir.)

Matematigin farkli alanlarindaki ¢ogu problemler Grobner tabana indirgenip
hesaplanabilir.

Grobner tabanlari polinom halkalar teorisinde kullanilan ¢ok Onemli bir
aractir. Grobner tabanlar1 teorik olarak 1964 yilinda Hironaka, daha once de
1899 yilinda Gordan tarafindan kullanilmisti. 1965 yilinda Buchberger
Grobner tabanlarininin  hesaplanmasini saglayan bir algoritma buldu.
Buchberger algoritmasinin polinom sistemleri ag¢isindan Onemi lineer
cebirdeki Gauss yoketme yontemiyle karsilastirilabilir. Bu algoritmanin
polinom denklemlerinin koklerinin bulunmasi, bir polinomun verilen baska
polinomlar cinsinden ifade edilmesi gibi pek ¢ok uygulamasi vardir.

Grobner taban, parametrik gosterimden ortiik ¢ok terimli gosterime gegis i¢in

kullanilan en kolay yontemlerden biridir.

1.3 Grobner Taban Teorisinin Amaci Nedir?
Grobner Taban Metodu, c¢ok degiskenli polinomlarda hizli islem yapmamizi

saglar.Grobner tabanin uygulandig: alanlar ;

Cebirsel Geometri, Degistirilebilen Cebir, Polinom ideal teori
“Automated Geometrical” teoreminin ¢ozimi

Kod Teori

Tamsay1 Programlama

Kismi Diferansiyel Denklemler

Hipergeometrik Fonksiyonlar

Istatistik

Niimerik

Sistemler Teorisi

Sembolik Toplam



e Degistirilemeyen Cebir
e Denklemlerin Cebirsel Coziimii
e Hilbert Fonksiyonlar1

e Polinomlar Arasindaki Cebirsel Iliskiler

Ayrica parametrik gdsterimden ortiik cok terimli gosterime gegis i¢in literatiirde

birgok yontem bulunabilir. Bunlardan birisi de Grobner Taban Teorisidir.

2. GROBNER TABAN CALISMALARI

IIk olarak Buchberger 1965-1985 yillarinda R =k[x,,...,x,] iizerinde Grébner
taban kavramimi tanimladi ve bazi denklerini verdi. Daha sonraki c¢alismalarda
Grobner tabant veren Buchberger Algoritmasi insa edildi. Bir ideal i¢in Grobner
tabanin tek olmak zorunda olmadigi ve R ’deki bir idealin Grobner tabandaki
elemanlar tarafindan tiretildigi goriildii. R ’nin bir [ idealinin bir Grébner tabanindan
minimal ve indirgenmis Grobner tabanlarin nasil oldugu tizerinde ¢alisildi. Minimal
Grobner tabanlarin da tek olmak zorunda olmadigi, fakat indirgenmis Grobner

tabanin tek oldugu ispatlandi.

Buchberger’den sonra Mora 1986-1994 yillarinda &k < x, >,_, serbest k —cebiri

iel
tizerinde Grobner taban tanimini verdi. Boylece “Degismeli Olmayan Grobner Taban
Teorisi” iizerindeki c¢alismalar icin ilk adim atilmis oldu. Mora’dan sonra Green
1993’te herhangi bir k—cebiri igin, cebirin k—tabam Tiizerine bazi kosullar

koyarak, Grobner tanimimi verdi. Green’in ¢alismalart de8ismeli durumda

Buchberger’in ¢alismalar ile ¢akismaktadir. Ayrica Green’in ¢aligmalan k <x, >,_,

serbest k —cebirine uygulanirsa Mora’nin ¢alismalar elde edilebilmektedir.

Bu ¢alismada k keyfi karakteristikli herhangi bir cismi ve R degismeli, birimli
bir halkay1 gosterecektir.

2.1 Tam Sirah ve Iyi Sirali Kiimeler
Tamm 2.1.1 A bostan farkli bir kiime olsun. <, A iizerinde bir baginti olsun.

Eger

e Her xeAigin x<x  (Yansima Ozelligi)

e Her x,ye A igin x<y ve y<x iken x = y (Ters Simetri Ozelligi)



e Her x,y,zc€Aigin x<y ve y<z iken x<z (Gecisme Ozelligi)

kosullar saglanirsa < bagintisina A iizerinde kismen siralama bagintisi, (4, <)’ ya

da kismen sirah kiime denir.

Tamm 2.1.2 (A,<) kismen sirali bir kiime ve B < A olsun. Eger her x,y € B igin
x<yyada y<x olursa B’ ye A’ nin bir zinciri denir. Eger her x,ye A igin
x<y ya day<ux olursa < bagintisina tam siralama bagintis1 ve (A,<) ye tam

sirah kiime denir. (Dummit and Foote,1999)

Tanmm 2.1.3 (A, <) kismen sirali kiime olsun. Eger A ’nin bostan farkli her altkiimesi
bir en kii¢iik elemana sahipse < bagintisina iyi siralama bagintis1 ve (A,<)’ya da

iyi siralama kiime denir.

2.2 Polinom Halkalar:
Tanmm: R birimli ve degismeli bir halka ve x bilinmeyen olsun. Buna gére n > 0

olacak sekilde bir tamsay1 ve a,,q,,a,,...,a, € R olmak lizere
0 1 2 n
a,x +ax +a,x"+..+ax

seklindeki bir ifadeye katsayilart R de olan x bilinmeyenine bagl bir polinom denir.

Burada a,x’ lere polinomun terimleri ve a,x’ terimlerindeki a,” ye x' nin katsayist

denir.

R halkasi iizerinde x’ e bagl biitiin polinomlarin kiimesini R[x] ile gosterecegiz.

NOT: f(x)=ax’+ax'+a,x’+..+ax" polinomunu kisaca

fx)= Zaixi
i=0
seklinde gostermek miimkiindiir.
R bir halka olsun. i >0 i¢in 5, € R ve t, € R olmak lizere;
O =(8y5..5;5...) V& T =(2,,...,1,,...) dizileri alinsin. O zaman

r=0<Viin 7())=t, =0c(@) =5, (1=20)



dir.

Tanim 2.2.1 o =(s,,...,S,,...) R’ de bir dizi olsun. Eger V n<i i¢ins, =0 olacak

sekilde bir n>0 tamsayis1 varsa o ’ye kisa dizi denir.

Tanim 2.2.2 o =(s,,s,,...,S,,...) bir kisa dizi ve s, =0 olsun.

» s, ye o’ nin baskatsayisi ve

» n’yede o ’nin derecesi denir.

Tamm 2.2.3 x=(0,1,0,...) olsun. R’ deki biitiin kisa diziler R[x] ile gdsterilsin.O

zaman Xx € R[x] olur.

O =(8ys..s8;5...) V€ T=(Zy,...,1;,...) olsun.

o +7’° nun toplami;

o+1=(s,+1,,8 +1,....8, +1,..) =7 +0 ile carpimi da

7.0 = (Syly, Soly + 8,1, 8oty + 8,1, +8pt,,...) =0T
=(ay,q,,0a,,...,4a,,...)

Oyle ki

a, = Z St ile tamimlansin.

O zaman R [x] bu “+” ve “.” islemleri ile birimli ve degismeli bir halka olur.
x=(0,1,0,...) olsun. Dolayisiyla R[x] “deki “.” islemi geregince;
x> =(0,0,1,0,...),....x" =(0,0,...,0,1,0,...) olur.
x.0=(0,s,,5,,....5;,...) =0.x dir ve 7 € R olmak lizere (7,0,...) dizisi i¢in

(7,0,..).(Syseees 800.) = (TSg5 .00, TS;5.00)

olur ve (7,0,...,) dizisi 7 olarak goriilebilir.



O =(8yseeesSysee)
=($,,0,..)+(0,s,,0,..)+...+(0,0,..., s ,...)
=s,(L,0,0,...)+5,(0,1,0,...) +...+ s (0,0,...,0,1,0,...)
=5, +8x+...+5x"

Bu sekilde elde edilen R [x] halkasina x bilinmeyenli R katsayili degismeli

polinomlar halkast denir. R[x] in elemanlarina da x bilinmeyenli R katsayil

polinomlar denir. Eger,
S(xX)=s,+sx+... 45, x" (s, #0)
1se 0 zaman,;

Sy 8.-+-» 8, 3 polinomun katsayilari,
s, ; polinomun sabiti,
s,x" ; polinomun bagterimi (/z(f)),

s, ; polinomun baskatsayist (Ic(f)),

vV V V V VY

n ; polinomun derecesi (der(f(x)))

olarak adlandirilir.

Not: Bir sabit polinom ya sifir ya da derecesi sifir olan bir polinomdur. Tiimevarim
yardimiyla R [xl][xz]...[xn]=R[x1,...,x”] degismeli polinomlar halkas1 insa edilir.

(Rotman,1996)

Onteorem 2.2.4 R tamhk bolgesi ve p(x),q(x)eR [x] olsun.Bu durumda ;

o der(p(x)q(x)) = der(p(x))+der(q(x))

e R [x] ‘in tersinir elemanlar1 sadece R ’nin tersinir elemanlaridir.

e R[x] tamlik bdlgesidir.

Teorem: Bir R halkasinin tamlik bolgesi olmasi icin gerek ve yeter sart R [x] ’in bir

tamlik bolgesi olmasidir.



Ispat = : R bir tamlik olsun. Buna gbre gosterecegiz ki R[x] de bir tamlik
bolgesidir. R tamlik bolgesi oldugundan birimli, degismeli ve sifir bolensiz bir hal-

kadir. R birimli ve degismeli ise R[x] de birimli ve degismelidir.

O hélde R[x]’in tamlik bdlgesi oldugunu gdstermek igin geriye sadece sifir

bélensiz oldugunu gostermek kalir. f(x)ve g(x) ¢ in R[x] in sifirdan farkli oldu-
gunu kabul edelim. Eger der(f(x))=n ve der(g(x))=m ise o zaman f(x) ve g(x)

in sirast ile a, ve b, baskatsayilart R nin sifirdan farkli elemanlar1 olur. Oysa R bir
tamlik bolgesi oldugundan a b, #0 dir. Halbuki a,b,, , f(x)g(x) ¢arpimindaki x™"
katsayist oldugundan buradan f(x)g(x)=0 sonucu elde edilir. Boylece R [x] sifir

bolensizdir. O halde sonu¢ olarak R [x] birimli, degismeli ve sifir bdlensiz

oldugundan bir tamlik bélgesidir.

= R[x] bir tamlik bolgesi olsun. Buna gére R nin bir tamlik bélgesi oldugunu

gostermeliyiz. Eger a,b R halkasinin sifirdan farkli iki elemani ise bu durumda a ve

b elemanlar1 R[x] de iki sabit polinom olarak diisiiniilebilir. Bdylece R[x] de

ab #0 olup ayn1 zamanda R carpma islemine gore kapali oldugundan a,b#0€ R

dir. O halde R bir tamlik bolgesidir.

Not: Eger R tamlik bolgesi degilse o takdirde R [x] de bir tamlik bolgesi degildir.

Ornegin ; Z, bir tamlik bolgesi olmadigindan Z, [x] de bir tamlik bolgesi degildir.

Gergekten 2,3e€Z, ic¢in 2.3=0 oldugundan Z tamlik bolgesi degildir. Diger ta-

raftan ; f(x)=2x ve g(x)=3x Z, de sifirdan farkli polinomlar olmak tizere
f(0g(x) =(2x)(3x) =6x" =0

yazariz. Buda Z [x] in bir tamlik bolgesi olmadigini gosterir. Yani R [x] bir tamlik

bolgesi degilse bu durumda R de bir tamlik bolgesi degildir.

Onteorem 2.2.5 f,, f,,..., f, € k[ x] olmak iizere;

g =ebob(f,, f,,.... f,) ifadesi f,, f,, f;,..., f, polinomlarinin en biiyiik



ortak bolenini gostersin. (Ic(g) =1)

(1) < fis frsees f, >=<ebob(f,, f),.... f,) >
(i)  Eger s>3 ise ebob(f,, f,,.... f,) = ebob(f,,ebob(f,,..., [,))

Tamm 2.2.6 A bir halka ve x bir degisken olmak tizere ;

Zaixi formunda tek tiirlii yazilabilen elemanlardan olusan ve a,x = xa, olmasi
gerekmeyen halka diisiiniilsiin.

o ve 0:A— A grup homomorfizmalari olsunlar ve xa = o(a)x+ 6(a)
esitligi saglansin. O zaman ;
x(ab) = o(ab)x+o(ab)
(xa)b=[oc(a)x+5(a)lb=(c(a)x)b+(a)b
=o(a)(xb)+o(a)b
=o(a)(o(b)x+())+d(a)b
=o(a)o(b)x+o(a)o(b)+(a)b
elde edilir ve boylece o(ab) =oc(a)o(b) ve d(ab) =oc(a)d(b)+6(a)b olur.
Dolayisiyla o bir halka homomorfizmasi ve 6, Va,b € A igin;

d(ab)=0oc(a)o(b)+d(a)b esitligini saglar.

Tersine, A bir halka ; o : A—> A bir halka homomorfizmasi,&: A— A bir grup ho-
momorfizmasi ve Va,b € A i¢in;
O(ab) =o(a)o(b)+6(a)b olsun.

2.3 Serbest (Free) Cebiri
Tamim 4.3.1 F bir grup, X bostan farkli bir kiime ve o : X — F bir fonksiyon olsun.

Eger X ’den bir G grubuna olan V« fonksiyonu igin bir tek f: F — G grup homo-
morfizmasi varsa ve foo =« ise, F ’ye X lizerinde serbesttir denir. Herhangi bir

kiime iizerinde serbest olan gruba serbest-grup denir. [Hungerford,1974]

Tanim4.3.2 X :{xi}iel olsun. X iizerinde ¢arpma islemi asagidaki bicimde

tanimlansin.



(xi] sees X, ).(xj1 seens X, )= Xy eoniXy X} X

Bu durumda
S=<X>= {xi] ~X X eX e N} u{l}

X tarafindan iiretilen serbest yari-grup olur. Boylece

k<S>=k<X>=k<x>,_= {z HEysesi )X X, | iy €0, X, 0, € S}

sonlu
ile tanimlanan ve tabani S olan k-cebire X iizerindeki serbest (free) cebir denir.
[Hungerford , 1974]

Teorem 2.3.3 i: X — k < X > doniisiim ve A =k[qa,]._, bir k-cebir olsun.¢: X — A

iel

bir fonksiyon olmak iizere;

k<X >’den A’ ya bir tek ¢ k-cebir homomorfizmasi vardir dyle ki goi = ¢ olur.

3.TERIiM SIRALAMALARI VE BOLME ALGORITMASI
Bu boliimde Grobner tabanlar i¢in gerekli olan bazi temel kavramlar, tek ve ¢ok

degiskenli bolme algoritmalar1 ve terim siralamalar1 hakkinda bilgi verilecektir.

3.1 Temel Tanim ve Sonuclar
k herhangi bir cisim olmak iizere;

k[x,,x,,...,x,] degismeli polinomlar halkas: olsun.
L= {x” =x"..x"|a=(a,...a,)€ N”} nin k[x,,x,,...,x,] 1i¢in bir k-taban
oldugu agiktir.

Tanim 3.1.1 (R,+,.) birhalka I < R,I # O olsun. Eger,

@) Her a,bel i¢cin a—bel ve
(ii) Her ael veher reR i¢in rael (veya arel)ise, I,R halkasinin bir
sol (veya sag) idealidir denir. (R,+,.) degismeli ise sag ve sol kavramlari

cakisir ve I kiimesine ideal denir.
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Teorem 3.1.2 (Hilbert Taban Teoremi) : R degismeli bir halka olsun. Asagidakiler

birbirlerine denktir.

i) Eger I, R nin bir ideali ise I=<f,f,,....f, > olacak sekilde
fi» fos---f, € R polinomlari vardir.
ii) Eger I, cl,c...c, c... dizisi R nin ideallerinin bir artan dizisi ise

Oyle bir N vardirki, 1, =1 ... dir.

N+l

ispat: I, R nin bir ideali ve I =< f,, f,,..., f, > olsun.

J= U I, idealini alalim.

i=1

(i) den dolayr J =< f,, f,,..., f, > olacak sekilde f,, f,....,f, € R dir. O zaman bir
N i¢in f,f,....f, €l, dir. Boylece I, =1,,, =1,,,=.. olur. Simdi tersine
I,cl,c..cl,c.. R de artan idealler zinciri ve bir N i¢in I, =1, =1, =...

olsun. /I ’nin, R ’de sonsuz {retecli bir ideali oldugunu varsayalim.

fi €l alalim. < f, ># [ dir.

b e[< ! >J alalm.< f, > < < f}, f, ># [ dur.
1

I
ﬂe(—j alalm. < f,> < < f, f, > < <[, f,. f;, ># 1 dir.
<fi.f,>

Bu sekilde sonsuz artan zinciri elde edilir. Hipotezden bir s i¢in I =< f,, f5,..., f, >

olup I 'nin sonlu tiretecli oldugu goriiliir.

Tanmm 3.1.3 R, birim elemanli ve degismeli bir halka olsun. Eger R, Teorem 2.1.1

deki kosullar1 sagliyorsa R ’ye bir Noetherian halkasi denir.

Teorem 3.1.4 R, Noetherian halka (artan zincir sartin1 saglayan halka) ise R [x] de

Noether halkadir.

Ispat:
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Sonug¢ 3.1.5 K bir cisim ise K[x,,x,,...,x,] Noetherian halkasidir.

Teorem 3.1.6 Eger a(x),b(x)ek[x] ve b(x);tO ise o zaman tek q(x) ve

r(x) e k[x] vardir 8yle ki,

r(x)=0 yada der(r(x)) < der(b(x)) dir.

3.2 Terim Siralamalar

Tanmm 3.2.1 g lzerinde x, >x, >...>x, swrasinda < derece-sozlilk siralamasi

asagidaki gibi tanimlanir:

a=(a,...a,) , f=(B, P 0B,)eN" icin,

x% <x @{Za <Zﬁ} ya da x“<x @{Za Zﬂ} ve X, >X,>.>X,

i=1

sirasinda x” < lex(x”) dir. Béylece bu siralamaya gore iki degiskenli durumda yani

x, <x, swrasinda,

1<x, <x <(x,)* <xx, <()c1)2 <(x2)3 <x(x,)’ <(x1)2 x, <(x)<..

elde edilir. < derece-sozliik siralamasi “deglex” ile gosterilir ve < deglex bir terim

siralamasidir.
i) a=(,...a,)eN" i¢in, 1#x"ep olsun.

1= () ()" # ()" eeee(x,)™ 0ldugundan Zn:ai >0 dir.

i=1

Dolayisiyla 1 < deglex (x“) olur.

ii) a

( ),ﬂ (ﬁl,ﬂz,...,ﬂn)eN" icin x*,x” € B ve

x* <deglex (xﬁ) olsun. x” € f# almnsin.

Tamm 3.2.2 x“,x” € § olsun. Eger x” =x“x” olacak sekilde bir x” € B varsa
x“, x" y1 boler denir.
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Onerme x“,x” € f ve <, S iizerinde bir terim siralamasi olsun. Eger x*,x” yi

boélerse x* < x” olur.

Ispat ; x*,x” y1bolerse, Tamim 2.2.2 geregince x” = x“x” olacak sekilde bir x” €

vardir. < terim siralamasi oldugu i¢in x” >1 dir ve sonug olarak

elde edilir.

Teorem 3.2.3 £ iizerindeki her terim siralamasi bir iyi siralamadir.

Tanim 3.2.4 k[xl,xz,...,xn] uzerinde terim siralamasi < olsun. fek[xl,xz,...,xn]

alindiginda

f=ax™ +o,x™ +..+ax” ve x* >x% > >x"

olacak sekilde x“ € f (1<i<r<mn) ve O#¢q, €k vardir. Ayrica f i¢in asagidaki

tanim ve gosterimler kullanilacaktir.

» Ip(f)=x" ; f’ ninbagpolinomu
» le(f)=a, ; f’nin baskatsayisi

» It(f)=ax™; f’ nin basterimidir.
Not : Ip(0)=1c(0) =1t(0)=0 olarak aliacaktir.
f.g €k[x,x,,...x,] olmak iizere ;

Ip(f8) =Ip(fip(g)
le(fg) =1lc(f)Hlc(g)
lt(fg) =1t(f)Hle(g)
dir.
Ornek 3.2.5 f =2x"yz+3xy’ —2x* ve x>y >z olsun.
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(i) lex siralamasina gore ;

Ip(f)=x"
le(f)=-2
It(f) = —2x°

dir.

(i1) deglex siralamasina gore ;
Ip(f)=x"yz
le(f)=2

It(f)=2x"yz

dir.

33k [xl, Xyseens xn] Polinomlar Halkasi Uzerinde Bolme Algoritmasi

Tamm 3.3.1 f,g,hek[x,x,,...x,] ve g =0 olsun. Eger Ip(g), f * de gdziiken

sifirdan farkli bir X terimini bolerse ve

X
h=f——2
"o ®

ise “ f, g yardimiyla h’ye indirgenir “ denir ve “ f —£—h” ile gosterilir.

Ornek 3.3.2 f=y’x+4yx—3x> ve g=2y+x+1 Q[x,y] > de iki polinom olsun.

Q[x, y] tizerinde y > x sirasinda derece-sdzliik siralamast olsun.

O zaman Ip(g)=y dir. y hem y’x hem de 4yx iboler. X olarak bunlardan

birisi secilebilir. X = y’x olsun.
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X yx
=f-———g=f—-——"-02 1
h=f o) f 2y( y+x+1)

7 1
h=—yx—3x"—=yx’
2" 2"

7 1 . ) .
olur. Béylece f—*—>h= P 3x° - 5 yx* elde edilir. X = 4yx segilseydi baska bir

h polinomu bulunacakti. Dolayisiyla bir f polinomu i¢in indirgeme islemi tek degil-
dir.

Indirgeme islemine devam edelim:

7 1
=h=—yx—3x"—= yx” olsun.
hy 57 >
7 . |
Ip(g)=y hem ny i hem de —ny yi boler.

1
X = -3 yx” olsun.

1 5

X 7 AW ., &V
=h———g==—yx-3x" ——yx" — 2y+x+1
hy="h o2 5 > (2y )

11

hy=—yx+—x ——x"
T Y
olur. Boylece

7 1 7 1 11
— sy =3 —— T S —yx+—x’ ——x
f==3 27 27T Ty

elde edilir. Tekrar 4,,g yardimiyla bir s, polinomuna indirgenebilir.
T 7
lp(g) =y, ) yx’ 1 boldiginden X = 5 yx olsun.

;%=hz_ig=lx3_2x2_zx
It(g) 4 2 4

elde edilir. Bu son A, polinomundaki hicbir terim artik Ip(g)=y ile boliinmedigi

i¢in islem bu adimda durur.
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f—g>%yx—3x2 —%yxz—”’>%yx+ix3 —Exz—g>lx3 —2x2 —Zx

indirgeme islemleri elde edilir.

Ornek 333 Q[x,y] de f=6x’y—x+4y’—-1 ve g=2xy+y’ polinomlarimi

alalim. Q[x, y] lizerinde x > y sirasinda derece-sozliik siralamasi var olsun.

O zaman Ip(g) = xy ’dir. xy, 6x°y’yi bdler.Dolayisiyla X =6x’y olur.

X 6x°y 3

h=f-——g=f- 2xy+y

f o)t f 2yx(xy )
h=f—-3xg

h=6x"y—x+4y’ —1-3x2xy+y’)
h=-x+4y’—1-3xy’

Boylece f—f—>h=-x+4y’—1-3xy’ elde edilir. Indirgeme islemini devam

ettirelim :

h =h=-x+4y’—1-3xy’ olsun. Ip(g) =xy, —3xy’ i boler. X =—-3xy’ olsun.

X —3xy’
—h - g =—x+4y’ —1-3xy’ — 2xy+y°
b=l g =xdy (2 ( y)}

h, :—x+4y3—1—3xy3+3xy3+%y5

h, =—x+4y3—1+%y5

h, polinomundaki hi¢bir terim artik Ip(g)=xy ile bdlinmedigi i¢in islem bu

adimda durur. Dolayisiyla,
f—t>-—x+4y’ —1-3xy’ —£>-x+4y’ +—1+%y5

indirgeme islemleri elde edilir.
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Tanim 3.34 f.h, f,, f,..... f, ek[xl,...,x ] ve f,#0 olsun. F :{fl,...,fs} olsun.

n
Eger i ,i,,...,i, € {1,...,s} indislerinin ve h,h,,...,h,_, ek[xl,xz,...,xn] polinomlarinin
bir dizisi varsa ve

f—tisp Lo sp T sp Ta sy Ty

ise “ f,F yardimiyla h’ye indirgenir.” denir ve  f —~—>+h " ile gosterilir.

Ornek 335 fi=yx—y ve f,=y"—xeQ[x,y] olsun. y>x sirasinda derece-

sozliik siras1 alinsin. F' = { fis fz} ve f = y’x olsun.
1.DURUM X = y*xolsun.lp(f,) = yx, y°x ibdler. Bdylece

X f—yzx—y—zx(yx—y)—y2
It f) ! VX

h=f-

elde edilir. Yani;

[~y
dir.
Ip(f,)=y>,X =y yi boler. Boylece
X y?
h=h-——F=y"-2=(y"—x)=x
2 = lt(fz)fz y yz(y )

Dolayisiyla ;

f—L—>y*—L 5 x ve sonug olarak f —S—+x elde edilir.
2.DURUM X = y°x olsun. Ip(f,)=y>,y’x i boler. Bdylece

X 2

_ _ 2, Y X . 2 _ 2
h=f lt(fz)fz yx S (Y —x)=x

2

elde edilir. Yani f—L2—x* dir. Ip(f) ve Ip(f,) ., x* yi bdlmedigi igin

f—L—+x" olur.

Tanmim 3.3.6 Bir 7 polinomuna, sifirdan farkli polinomlarin kiimesi

F = { fis froeees ji} ’ye gore indirgenmis denir, eger 7 =0 ya da 7 de goziiken
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terimlerin hicbiri Ip(f)),i :{1,...,s} tarafindan boliinmez ise, yani 7’ ye F ’ye gore

f i¢in kalan denir.

Ornek 3.3.7 Q[x,y]’de f=y’x, f, = yx—y, f, =y’ —x,derece-sdzliik siralamasina
gore x<y ve F={f,,f,} olsun.
f—£—>x oldugunu gosterelim.

N y2 b

2
VX > X

2

X
h = yzx—yy—x(yx—y)= v’

2
h=y2—§<y2—x)=x

dir.

Ornek 3.3.8 Q[x,y] de f=y'x,fi=yx—y,f,=y —x, F= {fl,fz} derece-sozliik

siralamasina gore x < y olsun.
Ip(f,) = yx,Ip(f,) =" olup asagidaki indirgemeleri diisiinelim.
f—ioh
ile
2

X
F-2ZGu-y=—x+y*=h,

yx
elde edilir.
f—Lts—x+y?—L h,=0
ile

2

=25 (3" =) =0

y
elde edilir. O halde f —yf,—1.f, =0 olup

f=yh+f.fe<ff,>dr

Sonug 0 ise f €< f,, f, > dir.

Ornek 3.3.9 f :yzx—er[x,y], I=<{f,f,>< Q[x,y],
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fi=y—y.f,=y"—x,F{f, f,} vederece-sozliik siralamasina gére x <y olsun.

f—L—y*—x—L0 bdylece f —L—0, indirgemelerine gére f = yf, + f, ve

r=0 oldugundan fel=<f,f, > du.

4. DEGISMELI GROBNER TABAN TEORISi

4.1 Degismeli Grobner Tabanlar
Ik olarak Buchberger, k[xl,xz,...,xn] degismeli polinomlar halkasi iizerinde

2

Grobner taban tanimimi verdi ve k[xl,xz,...,xn] nin bir [ ideali alindiginda bu/

ideali icin bir Grdbner taban iireten algoritmay:r gelistirdi. Buchberger’ in bu
calismalar1 “Klasik Grobner Taban Teorisi” ya da “Degismeli Grobner Taban

Teorisi” olarak bilinmektedir.

Tanmm 4.1.1 G= {gl,gz,...,g },k[xl,xz,...,xn] ‘nin sifirdan farkli polinomlarinin bir

kiimesi olsun. I,k[xl,xz,...,xn] ’in bir ideali ve G < I olsun. Eger Vf e/ i¢in
(f #0) Ip(f)’yi bolen bir Ip(g,) 1<i<svarsa G ye gore indirgenmis olan sifirdan

farkl1 higbir polinom yoktur.

G bir Grobner taban olsun demekle ; G’nin G tarafindan iiretilen < G >ideali i¢in

bir Grobner taban oldugu anlagilacaktir.
Tanim 4.1.2 S ¢ k[xl,...,xn] olsun.
LT(S)=<It(s)|seS >

Idealine S’ nin basterim ideali denir.

Teorem 4.1.3 / ,k[xl,xz,...,x”] ’nin bir ideali olsun. Sifirdan farkli polinomlarin bir

kiimesi G ={g,,8,,...8,} ve G < I olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

i) G, 1 i¢in bir Grobner tabandir.

ii) fels f—5540
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i) fele =) he.lp(f)=max(ph)ip(g,)) (1<i<?)

ivy  LT(G)=LT{)

Sonu¢ 4.14 Eger G={g,.8,.....&,},] ideali i¢in bir Grdbner taban ise

<&, 8 >=1 olur.

Ispat Herbir g, I ’ya ait oldugu igin, < g,,g,,....g, > I dir. f € I olsun. Teorem

313’den f=)hg, olacak sekilde h ek[x,..,x,] vardir. Boylece
i=1
fe<g,....g >elde edilir. O halde I =< g,,..., g, > olur.

Sonu¢ 4.1.5 [=<f,, f,,...f, >k[x] polinomlar halkasi iizerinde bir ideal ve

G= {g = ebob{fl,fz,...,fs}} olsun. / =< g > oldugu i¢in G, icin Grobner tabandir.
Not ; k[x,,...,x, | in sifirdan farkli her I ideali bir Grobner tabana sahiptir.

Teorem 4.1.6 G={gl,...,g,},k[xl,...,xn] ’de sifirdan farkli polinomlarin kiimesi

olsun.

G, Grobner tabandir < Vf € k[xl,...,xn] polinomu i¢in f ’nin G’ye boliimiindeki

kalan tektir.

4.1.7 Ornek f=yx—x, f,=yx—y ve f, =y —xeQ[x,y] olsun. F={f, f,} ve

y > x sirasinda derece-sozliik siralamasi alinsin.
F F 2
f——+0 ve f——+x"—x

Bu yiizden f polinomunun F’ye gore bolimiindeki kalan tek olmadigindan, F bir

Grobner taban degildir.

4.2 S-Polinomu ve Buchberger Algoritmasi
Tanmm 4.2.1 k[xl,...,x] ’deki  sifirdan  farkli her f,g polinomlar1 igin;

n

L =ekok {Ip(f),Ip(g)} olsun.
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L L
SUe)=wn? et

polinomuna f ve g polinomunun S-polinomu denir. Herhangi iki f ve g polinomu

icin S(f,g)e< f,g> oldugu aciktir.

Ornek 4.2.2 f=2yx—y , g=3y’—xeQ[x,y] ve y>x sirasinda derece-sdzlik

siralamasi alinsin. O zaman;

L = ekok {lp(f),lp(g)} = ekok {yx, yz} =y’x ve

Sy kg Xy a1 1,
50 Tt o 328 27 73

olur.

Teorem 4.2.3 (Buchberger) k [xl,..., xn] ’deki sifirdan farkli polinomlarin bir kiimesi
G={g,,....&} olsun. O zaman G,I =< g,,..., g, > i¢in bir Grdbner tabandir ancak ve

ancak Vi# j icin S(g[,gj)%+0 dir.

Ornek 424 f =xy-x f,=x"-yeQ[x,y] ve x<y sirasinda derece-sozliik

siralamasi alinsin. F ={f,, f,} olsun.
S(fi )=, —yfr =y —x —Lo+y* -y
olur ve y>*—y F ’e gore indirgenmistir.
fi=y'—y ve F'={f, f,, f,} olsun.
O zaman S(f;, f,)———>+0,S(f, ;) = ¥f, —xf, =0 ve
S =Y =X fy ==y + X y—"=x7y =y =0

elde edilir. Dolayisiyla F ’:{ fio fos f3} I =< F'> i¢in bir Grobner taban olur. O

halde bir G tabani elde etmek i¢in asagidaki algoritma verilebilir.
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Buchberger Algoritmasi

INPUT : F={f,,...f,} ck[x,...x,],1<i<s i¢in f, %0
OUTPUT : G={g,,...8},< fi,-., f, > icin bir Grobner taban
INITIALIZATION : G:=F,B:={{f.f,}| f, # f, € G}
WHILE =3 DO

Herhangi bir {f,g} € yi ses.

B=B{{f.8l}

S(f.g)—%>+h ; h,Gye gore indirgenmis
IF h#0 THEN

ﬂ::ﬂu{{u,h}ht eG}
B=GuU{h}

Bu tabloya gore ;0# f,(1<i<s) i¢in F = { Sioeeos ﬁ} olsun. Buchberger Algoritmasi

I =< f,,...f, > ideali i¢in bir Grobner taban Uretir.

Ornek 4.2.5 fi=xy—x,f, =—y+x’e Q[x,y] ve Q[x,y] lizerinde y > x sirasinda
sozliik siralamasi olsun. I =< f, f, > ideali i¢in Grobner taban asagidaki sekilde

bulunur.

INITIALIZATION :

G= {fl’fz}’
B={{f.1f}}

1.WHILE ISLEMI : {f,, f,} i sec.

=B f.f}}' =2
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S (fl,fz) =x —x—%5+x —x=h (x* —x, G’ye gore indirgenmistir.)

h#0 oldugu igin f,:=x"—x

B={{h LY fi}} 22

ﬂ::{fl’fzvfs}

2.WHILE ISLEMI {f,, f} *ii seg.

p= {{fz’f3}}
S(fl,f3)=xy—x3—c—)+0:h
3.WHILE ISLEMI {f,, f,} ii seg.

p=3
S(fz,f3)=—x5+xyL>+O:h

f =9 oldugu i¢in algoritma durur. Boylece {f,,f,f;}, < f,,f, > ideali i¢in bir
Grobner taban olur.
4.3 indirgenmis Grébner Tabanlar

Buchberger Algoritmasi ile k [xl,..., xﬂ] "deki sifirdan farkl bir idealin bir Grobner

taban1 elde edilmektedir. Ancak bu Grobner taban tek degildir. Buchberger
Algoritmasinda sonucu etkileyecek olan iki durum vardir. Bunlardan biri; test etmeye
baslanan polinomlarin siras1 degistirilirse bu sira Bolme Algoritmasini etkileyecek ve
farkl kalanlar elde edilecegi igin baska bir Grobner taban bulunacaktir. Ikinci olarak;
S-polinomlar1 hesaplanan polinomlarin siras1 degistirilirse yine farkli bir Grobner

taban elde edilecektir. Bu yiizden;

Tanim 4.3.1 G = {g,,..., gt},l ideali i¢in bir Grobner taban olsun. Eger biitiin i ’ler
icin lc(g;)=1 ve biitlin i# j i¢in lp(gi),lp(gj) > yi bolmez ise G’ye minimal

Grobner taban denir.
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Sonu¢ 4.3.2 G = {gl,..., gt} bir ideali i¢in bir Grobner taban olsun. G’ den bir mini-
mal Grobner taban elde etmek i¢in ; g, € G olmak lizere herhangi bir i# j i¢in
Ip( gi),lp( gj.) tarafindan boliniirse g,,G ’den ¢ikartilir. Bu sekilde tiim g, ’ler
incelenir ve geriye kalan tim g, € G elemanlar1 lc(g,) ’ye bolinerek lc(g,)=1

olmasi saglanir.

Eger G={g,,....8,} ve F={f,,..., f,} bir ideali i¢in iki minimal Grdbner taban

ise t=s ve i=1,...,t i¢in;
Ip(f,)=1Ip(g,) dir.

Tamm 4.3.3 G={g,,... g} bir I ideali i¢in bir Grobner taban olsun. Eger tiim

lc( gl.) =1ve g, ler G—{ gi} ’ye gore indirgenmis iseler G’ye indirgenmis Grobner

Taban denir. Dolayisiyla indirgenmis Grébner tabanlar minimal Grobner tabanlardir.

G ={g,,.... &} bir I ideali i¢in bir minimal Grobner taban olsun.

Asagidaki indirgeme islemleri diistintilsiin.

g —2>+h ; H, = {gz,...,gt} ’e gore indirgenmis

g, —2>+h,; H,={h,g,,...g} e gbre indirgenmis

g ——>+h ; H, = {h1,h2,...,hH} ’e gore indirgenmis

O zaman H ={h,h,,....h} indirgenmis Grobner tabandur.
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5. GROBNER TABANLARIN UYGULAMALARI

Bu boliimde ; k[xl,...,xn] icinde bazi basit hesaplamalar yapmak i¢in Grobner

taban yardimiyla gelistirilmis metodlar verilecektir.

5.1 ideale Ait Olma Problemi
I=<{f,...[, >,k[x1,...,xn] ‘nin bir ideali olsun. Eger f ek[xl,...,xn] ise f’nin [ ya

ait olup olmadigini belirleme problemi “ideale ait olma problemi” olarak bilinir. Eger

felise f=vf +..+vf olacak sekildeki v,...,v, €k[x,...,x,] nasil hesaplanir?
Amag , f 'nin hangi sartlarda / ’ya ait oldugunu belirlemek ve f =v,f,+...+v f ’yi

saglayan v,,...,v, ek[xl,...,x ] polinomlar1 elde etmek olacaktir. F :{fl,...,fs}

olsun. Herhangi bir terim siralamasina gore;

Gz{g],...,gt},1=<F> i¢in

fels f—4540

olup bdylece ideale ait olma problemi ¢dziilmiis olur. f 'nin G ’ye bolimi ger-
ceklestirilirse f =u,g, +u,g, +..+u,g, olacak sekilde u,,...u, €k[x,...x,] poli-

n

nomlar1 elde edilir.

Buchberger Algoritmasi, sadece bir I =< f,,..., f, > ideali i¢in bir {gl,...,gt}
Grobner tabani elde etmekle kalmaz, ayrica polinomlarin #xs tipinden bir u

matrisini inga eder oyle ki,

olur.

Ornek 511 f=xy—-y+x ve f,=xy’—x Q[x,y] de iki polinom ve
I =<f,,f,> olsun. x<y sirasinda derece — sozliik terim siralamas1 diisiiniilstin.

Algoritma yardimiyla iirete¢ kiimesindeki yeni polinomlarin ingasini veren dogrusal

kombinasyonlar izlenecektir.
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INITIALIZATION: G ={f,, f,}

G={{/.,}}

1.WHILE ISLEMLI: {f,, f,} yi ses.

G=Gn{{f.f,}}'=2

S )= 3f = xf, ==y +ay+x°
==y +xy+x°, fy =y, — xf,
G={{f i} Ao )}
G={f.ffs}

2.WHILE ISLEMI: {f,, f} "ii seg.
G::Gm{{fl’fz}}':{{fz’fs}}
S f) = ¥h+x fi=x'y+x" =y +xy

—h 5 x*—y* +2xy—x* (G’ ye gore indirgenmistir.)

fi= =y +2xy—x°

fo=Of + X £) =,
fi=(=-0fi+x°f,
G={{/f. LU0 L UG A0 fi)
G =1/ o f: i}

3.WHILE ISLEMI: {f,, f,} i seg.

G=Gn{{fi. L}V =1L U AL UG )

S, f5)=1,+xf =xzy+x3 —x—L 5y +y—2x
(G’ ye gore indirgenmistir.)

S5 ::)c3+y—2x,f5 =(f, +xf)-f :()cy—l)f1+(—x2+1)f2
TN ART AR ART ARG ARE AN S
G::{fl’fz’fs’fwfs}
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Boylece G ’deki her bir ¢iftin S — polinomlar1 sifira indirgenir ve bu durumda
G={f.f.f5.fi. fs} I igin bir Grobner taban olur. Ve lt(f3),lt(f2) Vi
It(f5),lt(f,) *u boldiginden {f,, f;, f5} de I i¢in bir Grobner tabandir. Yukaridaki
hesaplama islemleri sonucunda f, ve f, nin dogrusal kombinasyonlarn ile f; ve f;

elde edilmistir. Boylece

H= Y —X
xy—1 —x*+1

alinirsa

elde edilir. Simdi,
f=x'y=2x+2x"y* —2x°y—2x* =2y’ +4xy* = 3x°y + 2x° — y+2x
polinomu alinsin.

ff‘—’”z>—2x5 +2x°y? =2y =2x* =2y  +4xy? —2x%y+ X’ — y+2x

TSN 2x°y* = 2x"y —2x* =2y’ +4xy® -3x’ — y+2x

fi:2y

DB s 2y —2x* =2y  +4xy? —3x — y+2x+2y° —2xy
— L2 5 9yt -2y +4xy® 3% —y+2x+4y* —6xy
L2 5 Dy 4 4xy? 3% —y+2x+ 4yt —dxy—4x°
— L2 505y —3x7 — y+2x+ 4y  —dxy—4x” - 2x7y
L2 s Py 2x+4y” —dxy—4x°
— Ll 5 4y7 —4xy—4x°

BN

Buradan f—Z%5h; f ’den segilen bir X terimi ve f, yardimiyla f ’nin & ’ya

indirgenmesi anlamina gelmektedir. Boylece;

I =00 f, =20 fo + 20, = 20f5 = 25 +20f, — f5 =4,
f=(F+2y) £, +(2y—2x-4) fy +(-24" -2y -2x-1) f,
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olur ki, f €1 elde edilir.
Y= xf, = fy ve (xy-1) f, +(—x2 +1) f, = f, esitlikleri kullanilirsa;

£=(F+2y) £ +(2y—2x—4) (of, - oy )+ (-2 =2y —2x—1)(Cy =D f, + (x* + 1) f3 )
f :(—2x3y—2)cy2 —2x°y+2y* =3xy+3x’ +2)c+1)fl

+(2)c4 +2X°y+2x° —2xy+ x° —2y+2x—l)f2

elde edilir.

Her ideal bir tek indirgenmis Grobner tabana sahiptir. Dolayisiyla; I =J olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul I ve J ’nin ayni indirgenmis Grobner tabana sahip olmasidir.

5.2 Radikale Ait Olma Problemi
[deale ait olma probleminde oldugu gibi 1 =<f,..., f, >,k[x1,...,xn] ’nin bir ideali

olmak iizere herhangi bir f € k[xl,...,x”] polinomunun ne zaman NI ’ya ait oldugu

sorusu incelenecektir.

Tanim 5.2.1 I,k[xl,...,xn] > nin bir ideali olsun.

I ’nin radikali \/7={f ek[xl,...,x”]|f” el} {olacak sekilde bir n pozitif
tamsayisi vardir.} ile tanimlanir.

Not : /1 ,k[x,.....x,] nin bir idealidir.

Teorem 5.2.2 [ =< f,,.... f, >,k[x1,...,xn] ’ nin bir ideali ve f ek[xl,...,xn] olsun. O

zaman f € JI olmasi icin gerek ve yeter sart kosul w yeni bir bilinmeyen olmak

iizere I €< f,,..., f,,1-wf >c k[x,,...,x,,w] olmasidir. [Adams and Loustanau, 1994]

Boylece f € NI olup olmadigina bakmak i¢in ilk 6nce < f,,..., f,,1—wf > ideali
icin G indirgenmis Grobner taban hesaplanmalidir. Eger / € G ise o zaman f € N

*dir , aksi takdirde f & /7 *dir.
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Ornek5.2.3 Q[x, y, Z] de [=<x"2"+x,x2" +2X° 2 + X,y 2-2y2" + 2, X’y +y’ >
ve J=<xz’+x°, yz2 —z‘g,)czy—xzz,y4 —xxtz—xz 2+ x X —x'> ki ideal

olsun. O zaman /1 =/J dir.
fi=X7+x, f,=x + 22X+ X, f, =22y + T fo=xy + Y
ve

2 2 2 3 2 2 4 3 4 3 6 4
8 =X +X,8,=V1 —2,8,=XY—XZ2,8,=Y —X,85=X2—XZ2,84=2 +X,

5 4
& =X —x

olsun. w degisken olmak ilizere x<y<z<w sirasinda derece-sozlilk siralamasi

g0z Oniine alinsin.

<8888 85> 86> 87,1 —wf, > icin indirgenmis Grobner taban {1} ve f, € \/7
<8885 84-85> 8¢ 87,1 —wWf, > icin indirgenmis Grobner taban {1} ve f, € \/7 ,
<8885 848586 87,1 —wWf; > icin indirgenmis Grobner taban {1} ve f; € «/7,

<8885 848586 87,1 —wWf, > icin indirgenmis Grobner taban {1} ve f, € \/7

Dolayisiyla 1 =<f, f,., f;,f, >C \/7 dir. Bu ylizden \/7 C \/7 olur.

< fi, f>» f5. fi.1—wg, >i¢in indirgenmis Grobner taban {1} ve g, el ,
< fys fos fos f1s1—wg, > igin indirgenmis Grobner taban {1} ve g, /1,
< fi, > [5s fu,1—wg, >icin indirgenmis Grobner taban {1} ve g, € JI,
< f» fos for f1s1—wg, > i¢in indirgenmis Grobner taban {1} ve g, € JI,
< fys fo» fos f1s1—wgs >igin indirgenmis Grobner taban {1} ve g, eV,

< fi, o [5s fu,1—wg, >icin indirgenmis Grobner taban {1} ve g4 € \/7 ,
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< fi» fr» f5» f1,1—wg, > i¢in indirgenmis Grobner taban {1} ve g, € \/7,

J=<8,,8,,85 84> 85> 8> 8 ><~I olur. Dolayisiyla NIR<N/i olup sonug olarak

\/7 = \/7 elde edilir.
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