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1. GIRIS Ali Arslan OZKURT

1. GIRIS

Kompakt doniisiim gruplarinin kohomoloji teorisi 1930°1u ve 1940’11 yillarda
P. A. Smith in ¢aligmalari ile baslar. P. A. Smith kohomolojik yontemler gelistirerek

torus ve p -torus gruplarinin kiireler ve kohomoloji kiireler iizerindeki etkilerini

farkl1 kategorilerde incelemistir. Daha sonra 1960’li yillarda Atiyah-Segal
equivariant K-teorisini olusturarak kompakt doniisim gruplarinda farkli bir
kohomolojik metod kullanmiglardir. Borel ise equivariant kohomoloji teorisini
olusturarak birtakim g¢alismalar yapmustir. 1970’11 yillarda ise Hsiang ve Quillen

equivariant kohomoloji teorisi fikrini gelistirerek torus ve p -torus gruplarinin bir

takim Onemli test uzaylar1 (kohomoloji kiireler asiklik (acyclic) uzaylar gibi)
tizerindeki etkilerini farkli kategorilerde incelemislerdir.

Kompakt doniisiim gruplarinin kohomoloji teorisinde kohomoloji tipi bir
kiirenin kohomoloji tipi gibi olan (kohomoloji kiire) veya tek noktanin kohomoloji
tipi gibi olan (asiklik) uzaylar énemli test uzaylaridir. Ote yandan bu uzaylarin
doniisiim gruplar arasinda direkt bir iliski vardir. Ornegin X bir kohomoloji kiire ve
X tzerinde bir etki verilsin. O halde bu etki asiklik bir uzay olan CX (X lizerindeki
koni) tlizerinde bir etki belirler. Diger yandan X asiklik bir uzay ve X {izerinde sabit

noktasi olan bir etki verilsin. O halde x sabit nokta olmak iizere bu etki X —{x}

kohomoloji kiiresi {izerinde bir etki belirler.
Bu ¢aligmada equivariant kohomoloji teknikleri kullanilarak 6zellikle torus

veya p-torus gruplarinin bazi Onemli test wuzaylari {izerinde equivariant

kobordizmleri incelenmistir.

1. Boliimde bu calismada kullanilan bazi temel tanim ve teoremler fazla
ayrintiya girilmeden verilmistir.

2. Boliimde torus kobordant ve sinir bilegenlerinin kohomolojisi kobordizmin
kohomolojisine izomorfik kiirelerin tamsayr agirlik sistemlerinin ayni oldugu
gosterilmistir.

3. Bolimde 2. boliimde yapilanlar kohomoloji kiirelere genisletilip

kohomojenitesi 3 ten kii¢iik olan ve sabit noktasi olan torus kobordant ve sinir
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bilesenlerinin kohomolojisi kobordizmin kohomolojisine izomorfik kiirelerin
tizerindeki etkilerin denk olduklar1 gdsterilmistir. Ayrica Smith denklik probleminin
baglantili Lie gruplar i¢in bir ¢6ziimii verilmistir.

4. Bolimde ise torus kobordant ve smir bilesenlerinin kohomolojisi
kobordizmin kohomolojisine izomorfik kompleks projektif uzaylar {izerindeki lineer
etkilerin denk olduklar1 gdsterilmistir.

5. Bolimde ise izotopik doniisim gruplarinin arasindaki benzerlikler
incelenmistir.

Simdi bu ¢alismada kullanilan bazi temel tanim ve teoremleri verelim.

Bu c¢alismadaki kohomolojiler Alexender-Spanier veya sheaf kohomolojidir.

(H,7 :kompakt dayanakli kohomoloji)

1.1 Temel Tanim Ve Teoremler

Tamm 1.1.1: X yerel kompakt, Hausdorff uzay olsun. L bir esas ideal bolgesi

olmak iizere her U agik alt kiimesi i¢in;

H'™'(U,L)=0

ise X’in kohomoloji boyutu n den kiigiik veya esittir denir ve dim, X <n seklinde

gosterilir. Kohomoloji boyut kavrami ilk olarak Cohen, (1954) tarafindan verilmistir.

Tamm 1.1.2 : X yerel kompakt Hausdorff uzay1 ve U, X’in agik alt kiimesi

ise;

Jyw H (U,Ly—H (X,L)

standart homomorfizmi vardir. Ayrica ¥, U’da agik ise J,, =Jy,J,, olur. Simdi
xe X alalm x’in verilen bir U agik komsulugu icin xeWcVcU ve

WcVcVcU olacak sekilde agik komsuluklar var ve xeW'cW olacak
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seklindeki her W' agik komsulugu i¢in ImJ,,. =ImJ,, ranki k olan serbest L-

modiil ise X’in x civarindaki i. yerel Betti sayis1 k dir denir ve p'(x,L) =k seklinde
gosterilir.
Yerel Betti sayisi tanimi ilk olarak 1935 yilinda Alexandroff tarafindan

verilmistir.

Tanmim 1.1.3 : n pozitif tamsay1, L esas ideal bolgesi ve dim, X sonlu olsun.
Egerher xe X ve i#n igin p'(x,L)=0 ve p"(x,L)=1 ise X’e¢ Wilder n-manifold

denir.

Tamm 1.1.4 : X baglantili Wilder n-manifold olsun. Eger her xe X i¢in
ImJy, =4, AcH/(X,L) ve 4 ranki 1 olan serbest alt modiil olacak sekilde;

{U, :U, baglantil, agik ve x e U }

komsuluk bazi varsa X, L-yonlendirilebilirdir denir.

Tanmm 1.1.5 : L esas ideal bolgesi olmak {iizere L iizerinde yerel

yonlendirilebilir Wilder n-manifolda kohomoloji n-manifold denir.

Gortildiigi gibi kohomoloji manifoldlar genellestirilmis manifoldlardir. Yani
siirt olmayan yerel yonlendirilebilir topolojik manifoldlar kohomoloji manifold
olurlar. Manifold olmayan bir kohomoloji manifold 6rnegi olarak kiire olmayan fakat
Z katsayili kohomolojisi bir kiirenin kohomolojisi gibi olan n-manifoldlarin agik

konilerini verebiliriz.

Tamm 1.1.6: G bir topolojik grup ve X Hausdorff uzay olsun. Bir@:Gx X — X
stirekli doniisiimii;
i. Her g,heG veher xe X i¢in 8(g,0(h,x))=06(gh,x)

ii. Her xe X icin f(e,x)=x (e, G ’nin birim eleman1)
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ozelliklerini saghiyorsa (G, X,0) veya kisaca (G, X)’e bir donilisiim grubu denir.
€’ya G'nin X lizerine etkisi, X ’e de bir G-uzay1 denir. Genelde €(g,x) = gx ile

gosterilir.

HcG ve Ac X icin H(A)={gx:geH,xe A} olup eger H(A)=A4
oluyorsa A’ya, X’in H-invaryant alt uzay1 denir. Ozel olarak G(x) kiimesine x’in
orbiti, % = {G(x):x € X} ’ye iizerindeki boliim topolojisi ile orbit uzay denir. Ote
yandan x€ X olmak lizere G ={geG:gx=x}, x’in izotropi alt grubudur. Her
xeX icin G, ={e} ise bu etkiye serbest etki, her xe X icin G, ={e} veya G
oluyorsa yari serbest etki denir. Ote yandan G, =G ise x ’e bir sabit nokta denir. Tiim

sabit noktalarin kiimesi;

F=F(G,X)=X°={xe X:gx=x, her g e G igin} olur.

Eger G kompakt bir grup ise her x € X i¢in «, :% — G(x) a,(gG,)=gx olarak

tanimlanan fonksiyon bir homeomorfizmdir.

Teorem 1.1.1 (Smith) : X bir kohomoloji manifold ve G=7Z , ise (G, X)

de bir kohomoloji manifold olur.

Tamm 1.1.7 : X ve Y G-uzaylann olsun. Her geG,xe X i¢in
o(gx)=gp(x) esitligini saglayan siirekli ¢:X —Y fonksiyonuna G-uzaylari

arasinda bir ekivaryant (equivariant) doniisiim denir.

G kompakt grup H ve K, G’nin kapali alt gruplari olsunlar. O halde

% - % grup etkisini koruyan bir doniisiimiin var olmasi igin gerek ve yeter

kosul H’nin, K’nin eslenik alt grubu olmasidir.
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Ote yandan G-orbitlerin kategorisi denkliklere gore ayrildiginda G-orbit
tiplerinin kategorisi elde edilir. G kompakt bir grup, H ve K, G’nin kapali alt gruplar1
olsun. O halde;

Tip(/) = Tip(F/j)

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul H ve K nin G’de eslenik olmasidir.

Tip(G/1) = Tip(F/})

morfizmasiin var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul %—)% grup etkisini

koruyan bir doniisiimiin olmasidir.

XveY, G orbitler ve Tip(X)—>Tip(Y) bir morfizm var ise

Tip(X)=>Tip(Y) dir denir. Dolayisiyla orbit tipleri lizerinde kismi siralama vardir.
Tip(*)=T ip(%) minimum orbit tipi Tip(G) maksimum orbit tipidir. Ote yandan

baglantili manifoldlar tizerinde yerel analitik(locally smooth) etkilerde ve baska bazi

durumlarda maksimum orbit tipi vardir.

Teorem 1.1.2 : G kompakt Lie grubu ve M baglantili manifold olsun. O

halde (G,M) doniisiim grubunun bir %, maksimum orbit tipi vardir. Ayrica
tipleri % orbit tipine esit olan orbitlerin birlesimi M’de agik ve yogun olup bu

kiimenin M%; deki goriintiisti baglantilidir.

Tanim 1.1.8 : Maksimum orbit tipine esas orbit tipi, bu tipteki orbitlere esas
orbitler, bu orbitlere karsilik gelen izotropi alt gruplarina ise esas izotropi alt gruplari

denir.
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Tamm 1.1.9 : G kompakt bir topolojik grup, X bir G uzayr, Pc X, % ile

ayni orbit tipinde bir orbit olsun A, H'nin etki ettigi bir uzay olmak {izere P
civarinda bir tiip; P ’nin X i¢indeki bir acik komsuluguna homeomofizma olan bir
9:Gx, A—> X fonksiyonudur. Burada Gx, A, Hnin GxA lzerindeki
((g,a)h=(gh,h'a) ile taniml)etkisinin orbit uzayidir.

Ote yandan Gx,, A4 daki her G orbiti her ae 4 igin [e,a] dan geger. O
halde ¢([e,a])e P, x=¢([e,a]) ve P=G(x) dir. Dolaysiyla G, =G,,,,=H,c H

olur. Pile % ayn1 orbit tipinde olduklarindan G_, H’ye eslenik olup G, =H, = H

dir. O halde G kompakt topolojik grup X bir G uzay1 ve P = G(x) civarinda bir tiip,
G(x)’in X igindeki bir komsuluguna homeomorfik olan ve grup etkisini koruyan bir

¢:Gx; A—> X fonksiyondur.

Tamm 1.1.10 : G kompakt topolojik grup, X bir G uzayi,, xe Sc X ve
G (S)=S olsun. Eger ¢:Gx; S —> X, ¢([g,s])=gs olarak tammlanan fonksiyon
G(x) civarinda bir tiip ise S’ye X’de bir dilim denir. Bu durumda G(S), G(x)’in
acik komsulugu ve f:G(S)— G(x), f'(x)=S olacak sekilde ekivaryant retrakt

vardir.

Teorem 1.1.3 (Mostow-Palais) : X tam regiiler G uzay1 ve G kompakt Lie

grup ise X’in her noktasinda bir dilim vardir.

Tamm 1.1.11 : Kompakt, baglantil1 ve abelyen Lie gruplarina torus denir. T

bir torus ise 7= S"'xS" x....xS" seklindedir.

Teorem 1.1.4 : Boyutu k£ olan bir 7 torus grubunun indirgenemez kompleks

temsillerinin denklik smiflarinin  kiimesi ile R*’nin tamsay1 degerli lineer



1. GIRIS Ali Arslan OZKURT

fonksiyonelleri arasinda, dolayisiyla H'(T,7)’nin elemanlar1 arasinda 1-1 bir

esleme vardir. Yani, i € H'(S',7) S'’in bir yonlendirmesi olmak iizere;
{o:T> 8"V ol H' (S D> H\T.D} & {¢' (i) H'(T.D)} dir.

Teorem 1.1.5 (Milnor,1956) : G bir topolojik grup olsun. G’nin serbest etki
ettigi bir E, uzay1 vardir ve p:E; > E% = B. bir demet uzay1 olup bu demet

uzayma lniversal G demeti denir. Burada B, uzayir bir hiicre kompleksi(cell-

complex) olup B, ’ye G’nin siniflandirma uzay: denir.

Tanmm 1.1.12 : X bir G uzay1 E; — B, universal G demeti olsun. O halde
X, =Xx; E; orbit uzaym diisiiniirsek X — X, — B, bir demetimsi (fibration)
olur. Ote yandan X, uzaymin kohomolojisine X’in Borel kohomolojisi(veya
ekivaryant kohomolojisi) denir ve H, (=) ile gosterilir. O halde R bir degismeli

halka olmak iizere H,_ (X,R)=H (X, R) dir.

Teorem 1.1.6 : B bir hiicre kompleksi olmak ilizere X —/—>M —%>B

demetimsisi verilsin. O halde;

{(EP.d,)yin>1}, EP'=H"(B,H' (X)), d,:E" > E/™", d? =0

ve (EP?,d )’nin kohomolojisi (E”{) olacak sekilde bir kohomoloji spektral dizi

n+l

vardir. Bu spektral diziye Leray-Serre spektral dizisi denir.(Serre, 1951)

Tamm 1.1.13 : G kompakt Lie grup, X bir G-uzay1 ve 4, X’in kapali G-
invaryant alt uzayr olsun. EBger j :H/(X,4)—> H (X,4) orten ise
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(X,4), (X;,A4;) de sifira tamamen non homologdur denir.(totally non-homologous

to zero) ve kisaca TNHZ ile gosterilir.

Teorem 1.1.7 : R degismeli bir halka ve H (X, A) sonlu dogrulmus serbest

R-modiil olsun. O halde asagidakiler birbirine denktir.

1. (X,4), (X;,A4;) de sifira tamamen non homologdur.
ii. G, H (X,A) lzerine asikar olarak etki eder ve (X,A4)—(X,,4,;)—> B,
relatif demetimsinin Leray-Serre spektral dizisi dejeneredir. Yani E, = E_

dur.

Teorem 1.1.8 : B bir hiicre kompleksi olmak iizere X ——>M —Z—>B

demetimsisi verilsin. {E,,d,} bu demetimsinin Serre spektral dizisi olsun. O halde R
bir degismeli halka olmak iizere x € H'™'(X,R)=E,”""" eleman transgressif olmasi

igin gerek ve yeter kosul x € E*' < E;"”" olmasidir. Bu durumda;

H ™ (X,R)—2>H'(M,X,R)«"—H'(B,R), Sx)=r" ()

olacak sekilde yeH"(B,R) vardir. Bu yeH'(B,R) elemanina x’in bir
transgresyonu denir ve y =7(x) seklinde gosterilir.

Kompakt doniisiim gruplarinin  kohomoloji teorisinde siniflandirma

uzaylarinin kohomoloji guplar1 6nemli rol oynar.
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Teorem: 1.1.9 :

K[t,,..t.] t,eH*(B;,K), K=Q, G=T"

) K[t,,..t] t eH'(B.,K),K=7,,G=17,
H (BG’K): 1 J G 2 2

K[t,..t, ]®Alv,..v.] v, eH (B;,K), t, € H*(B;,K),
K=Z7Z, G=1,p=#2

Teorem 1.1.10 (Lokalizasyon teoremi) : G=T" (veya Z'), K=Q (veya
Z,), X parakompakt G uzay1 ve X’in kohomoloji boyutu sonlu olsun. F = F(G, X)

sabit noktalar kiimesi, R, H (B,,K) mn polinom kismi ve S = R —{0} olmak iizere;

S'H.(X,K)—>S"'H, (F,K)=H (F,K)®, S"H (B,,K)

izomorfizmdir.(Hsiang, 1970)

Sonug¢ 1.1.1 (Sabit nokta kriteri) : G=T7" (veya Z,), K=Q (veya Z,)
ise F=F(G,X)#J olmasi igin gerek ve yeter kosul H (B,,K)— H (X,,K)

monomorfizm olmasidir.

Teorem 1.1.11 (P. A. Smith teoremi) : G=T7" (veya Z ', p#2), K=Q (veya

P

Z,, p#2)ve H (X,K)=H ({8},K) ise yani X asiklik ise;

H' (F,K)=H (s,K)

olur.
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Teorem 1.1.12 (P. A. Smith teoremi) : G=T" (veya Z,, p#2), K=Q

(veya Z,, p#2)ve H (X,K)=H (§",K) ise;
H (F,K)=H (S§",K), n=r (mod?2)

G=T7" durumunda K =7 almirsa Smith teoremi yine dogrudur. Yani

H' (X, 7)=H"(S",7) ise H (F,7)=H (S",7), n=r (mod2) olur.

Teorem 1.1.13 (Borel) : G torus (veya p-torus), K=Q (veya Z,) ve

H' (X,K)=H (§",K) olsun. H koboyutu 1 olan alt torus olmak Iiizere

H (F(H,X),K)=H (5"",K) ve r = n(G) olmak iizere;

n—r=y (n(H)-r)

olur.
1.2 Ekivaryant (Equivariant) Euler Sinifi Ve Tamsay1 Agirhk Sistemi

G torus grubu ve X, Q-asiklik n-kohomoloji manifold olmak iizere X
tizerinde bir G etkisi verilsin. Bu durumda bu etkinin sabit noktalar1, F asiklik 7-
kohomoloji manifold olup X —F ’nin kohomoloji tipi S$" "' ’in kohomoloji

tipindendir. O halde;
X-F—>(X-F),—>B;

n—r—1

spektral dizisini diistinelim. o, H"" (X — F,Q) 'nun bir doguray1 ise « transgressif

olur. @ ’nin transgresyonu E.(X) ise H, (X —F,Q)’yi sifirlayan esas idealin

10
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iiretecidir. £,(X)’e X’in ekivaryant Euler simfi denir. Ote yandan E_(X) lineer

polinomlarin ¢apimi seklinde yazilabilir. Yani;

E.(X)=w"..w" weH(B,Q)

olur. O halde Q'(X) = {iwl;kl, ..... + ws;ks} olmak tizere Q(X)=Q'(X) U{O;r} Xin
geometrik agirlik sistemidir. Burada {O;r} strastyla sifir agirlik sistemini ve onun
katliligin1 gosterir. Dikkat edilirse » =dim F dir.(Hsiang, 1971)
H*(B,,Q)=H'(G,Q)=H'(G,Z)®Q olup baglantili toruslarda
H'(G,Z) = Hom(G,S') olur. Simdi 0#w, e H*(B,,Q) agrhg alalim. Sifirdan
farkli bir n tamsayis1 i¢in nwe H*(B,,Z) = H'(G,Z) = Hom(G,S") olur. O halde
nw:G—S' olmak iizere bu homomorfizmin cekirdeginin birim elemani igeren
baglantili bileseni (Kernw)’ koboyutu 1 alt torus olup segilen n tamsayisindan
bagimsizdir. Dolayisiyla 0w, € H*(B,,Q) agirhklari koboyutu 1 alt toruslara

karsilik gelir.
Eger X, Z-asiklik n-kohomoloji manifold ve Q -kohomoloji cebir yerine 7Z-

kohomoloji cebir kullanilirsa X’in ekivaryant Euler sinifi;

E,(X)=Cw'..w’ weH*(B,,D, CeZ

N

seklinde olur.
Golber 1973’te C’nin, G’nin baz1 baglantili olmayan alt gruplarinin sabit

noktalarinin boyutlar1 olarak ifade edilebilecegini gosterdi.

Teorem 1.2.1 (Golber, 1973) : 7 =T" torus grubu, X T7-uzayr ve
H (X, 7)=H (S",7) olsun. Ote yandan T o = Zpa’ olmak iizere her p asal sayist

ve a>1 i¢in H (F(T

p.a’

X),7) sonlu dogrulmus olsun. C=p“”C’' ve p, C"’yii
bolmesin. O halde;

11
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> (dim, F(T,,,,X)—dim, F(T, X)) =2e, olur.

a=l

Ote yandan H, =w" olmak iizere Borel formiilii kullanilarak
E (X")=xCw" CeZ ve]]C =C
olur. O halde;
Q) ={E (X"} ={Cw"} . weH (B.D
olmak tizere;
QX) = Q'(X) {0,k } = {xCw/ ] U{0,k,}

X’in tamsay1 agirlik sistemidir.(Straume, 1990)

Bir topolojik grubun bir topolojik uzay iizerine etkilerinin denklikleri fakli
sekillerde tanmimlanabilir. Simdi birka¢ farkli denklik tanimlari verelim. X,

Ye Obj(C), (C :diferensiyellenebilen manifoldlar, topolojik manifoldlar, topolojik
uzaylar veya vektor uzaylari kategorisi)

1. Eslik (equivalance) : X ve Y iki G uzayi olsun. Eger bir f € Hom.(X,Y) ve
geHom.(Y,X) (f,g ekivaryant) icin fg =1, ve gf =1, ise bu G uzaylan
estir (equivalent) denir.

2. Konkordans (concordance) : (G, X,4,), (G,X,d,) iki doniisiim grubu olsun.
Eger (G,X xI,®) bir donilistim grubu ve X x{0}, X x{I} G invaryant ve
®’nin X x{0} ve X x{l}’e kisitlamalar1 sirasiyla ¢, ve ¢ ise bu iki etki

konkordanttir denir.

12
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3. Izotopi (Isotopy) : (X.4,), (X,4) iki doniisim grubu olsun. Eger
(G,X x1,®) bir doniistim grubu ve her t e/ icin X x{t} G invaryant ve
®’nin X x{0} ve X x{l} e kisitlamalar1 sirasiyla ¢, ve ¢ ise bu iki etki
izotopiktir denir.

4. Kobordizm (cobordism) : X, Y n-manifoldlar ve (G,X,¢,), (G.,Y,4) iki
dontigiim grubu olsun. Eger (G,Z,®) bir doniisiim grubu, Z sinir1 olan n+1-
manifold ve 0Z=X HY , X ve Y G invaryant ve X ve Y lzerindeki
kisitlanmus etkiler sirasiyla ¢ ve ¢, ise bu iki doniisiim grubuna kobordanttir

denir.

5. c-kobordizm  (c-cobordism) : Kobordizm tamimima ek olarak
H (Z,X)=H (Z,Y)=0 ise bu iki G uzayma c-kobordanttir diyelim.

6. Genel c-kobordizm (general c-cobordism) : (G,X,d), (G,Y,4) iki
dontigiim grubu olsun. Eger i:X —>Z, j:Y—>Z ekivaryant ve
i H (Z)>H (X) ve j :H (Z)— H (Y) izomofizmler olacak sekilde bir
(G,Z,®) doniisiim grubu varsa (G, X,d,)ve (G,Y,d) doniisiim gruplarina
genel c-kobordanttir diyelim.

7. Smith denkligi : (G,S",4,), (G,S",¢) iki lineer doniisiim grubu olsun. Eger
sadece iki sabit noktasi olan bir (G,X"",®) (X" homotopi n+1 kiire)
doniisiim grubu var ve bu noktalarda ki teget kiire temsilleri ¢, ve ¢ ise bu

etkiler Smith denktirler denir.
Bu denklikler arasinda;

a. 1=2,3,4,5,6

b. 3=2
c. 4=2
d 5=6

iligkileri agikardir. Baz1 kategorilerde bu denklikler arasinda birtakim iligkiler olup
olmadig1 incelenmistir: Ornegin kompakt diferensiyellernebilir manifoldlar ve

kompakt Lie gruplart i¢in 3=1 oldugu Palais-Stewart tarafindan gosterilmistir.

13
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7=1 olur mu sorusu ise 1960 yilinda P.A. Smith tarafindan ortaya atilmistir ve
Smith denklik problemi olarak bilinir. Kompakt Lie gruplart i¢in Smith denklik
problemi, kiirelerdeki lineer etkiler i¢in c-kobordizmin eslik olmasi problemi ile
aynidir Bu calismada Kompakt Baglantili Lie gruplar igin vektor uzaylarn

kategorisinde 5 =1 oldugu gdsterilmistir.
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2. TORUS KOBORDANT KURELER

Bu boliimde torus kobordant iki standart kiirenin tamsay1 agirlik sistemlerinin
aynt oldugu kohomoloji manifold kavrami yardimiyla gosterilmistir.

Bilindigi gibi rasyonel kohomolojisi bir kiireninki gibi olan uzaylarin,
baglantili torus veya p-torus etkisi altinda sabit kalan noktalar kiimesinin rasyonel
kohomolojisi koboyutu ¢ift olan bir kiirenin rasyonel kohomolojisi gibidir. Ote
yandan bu durum Z -katsayili kohomoloji kullanildiginda p-toruslar i¢in dogru
olmayabilir. Fakat baglantili toruslar i¢in yine de dogrudur. Yani Z -katsayili
kohomoloji tipi bir kiireninki gibi olan bir uzayin, baglantili torus etkisi altinda sabit
noktalarimin Z -katsayilt kohomoloji tipi koboyutu ¢ift olan bir kiirenin Z -katsayili

kohomolojisi gibidir.
2.1 Torus Kobordant Kiirelerin Kohomoloji Boyutlar:

Teorem 2.1.1 : 7 baglantili torus, X kompakt 7 kobordizm
oX =X, 0]_[X | = S”HS" ve X in T etkisi altinda sabit kalan noktalarinin yani X"

nin Z katsayil1 kohomoloji gruplar1 sonlu dogurulmus oldugunu varsayalim. Eger

i:X,>Xvej:X =X icermeleri Z katsayili kohomoloji cebirinde izomorfizm

belirliyorsa, yani;
i H (X, Z)—> H (X,,Z)vej :H (X,Z)—> H (X,,7)
izomorfizm ise
H (X", Z)=H (X,",Z)=H (X,",Z)=H (S",Z) n=r (mod2)

olur.
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Ispat : Oncelikle sunu hatirlayalim: ¢, S” iizerinde bir etki ise ¢ ’nin
CS" = D" iizerinde C(#) genisleme etkisi vardir. O halde ¥ = X UCX, U CX,, T-
uzaym diisiinelim. Mayer-Vietoris dizisini kullanarak H (Y,Z)=H (S"",7Z)
oldugunu kolaylikla gérebiliriz. Simdi H (X,",Z)=H"(S",Z) olsun. Y kohomoloji
manifold olup Y’nin T etkisi altinda sabit noktalar1, Y" de kohomoloji manifold olur.

Simdi xe ntCX," alalim. IntCX,", (r+1)-kohomoloji manifold oldugundan

Y"’nin x civarindaki yerel Betti sayis;, p "' (x)=1 olur. O halde Y" (r+1)-
kohomoloji manifold olup ayrica H (Y",Z)=H (§""',Z) dir. Benzer sekilde eger
H'(X,",Z)=H"(S',Z) ise Y'’nin (/+1)-kohomoloji manifold oldugu goriiliir.

Boylelikle / =7 olup;
H(X,,2)=H (X", Z)=H (S',Z)
olur. Simdi H (X",Z)=H (S",Z) oldugunu gosterelim.

U:XTU{[X,Z]Z[)C,I]ECXOT, t>%}u{[x,t]:[x,t]eCXlT, t>%}

V={[x,t]:[x,t]e cx,’, t<%}u{[x,t]:[x,t]e cx/, t<%}

olsun. Y =U UV olup X" - U deformasyon retrakt(deformation retract), V', S°’a
homotopik ve U NV, S’HS“ ye homotopik olur. O halde (U,V) ikilisi i¢in Z -

katsayilt Mayer-Vietoris dizisi uygularsak;

0=H(Y",2)>H (X",2) > H U"V,Z) > H"(Y",2) > H"(X",Z) >
HYUNV,Z)—>0

tam dizisini elde ederiz. Bu tam diziden;
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0>H (X', 2)>7Z®Z >7Z—>H " (X", Z)—>0
tam dizisini elde ederiz. O halde;
rankH' (X", Z) =2 +1—rankH™ (X" ,7Z)=0

olur. X" ’nin Z -katsayil1 kohomoloji tipi bir kiirenin Z -katsayili kohomoloji tipi

gibi oldugundan rankH' (X",Z)=1 ve rankH " (X" ,Z)=0 bulunur. Dolayisiyla

H (XT,Z)=H"(S",Z) sonucu elde edilir.

Sonug¢ 2.1.1 : Onceki teoremdeki varsayilanlar altinda i: X, — X' ve
J:X," > X" igermeleri Z -katsayili kohomoloji cebirinde izomorfizm belirler. Bir

baska ifade ile H'(X',Z) = H (X,",Z), j €{0,1} olur.

Ispat : H' (X', 2)=H (X,),Z)=H (X,",Z)=H (S",Z) n=r (mod?2)

oldugu teorem 2.1 de ispatlanmist1. $imdi ¥ = X U CX ;U CX,, T-uzaym diisiinelim.

U=X" u{[x,t] [x,t1eCX,, t >%}u{[x,t]:[x,t] eCX/, t >%}
ro,_3 ro,_3
V =1[x,t]:[x,t]e CX,", t<Z Uslx,t]:[x,t]e CX,", I<Z
olmak tizere (U,V') ikilisi i¢in Z -katsayili Mayer-Vietoris dizisi uygularsak;
0>H X"\ 2)=7Z—>7Z@®Z—>7Z—>H"(X",Z)—>0 )

kisa tam dizisini elde ederiz. Simdi Y, =X UCX, T-uzaym dislinelim. Y, ’in

rasyonel kohomoloji tipi tek noktanin rasyonel kohomoloji tipinde olup ¥, " ’nin de
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bu sekildedir. Fakat 7Z -katsayili kohomoloji kullanirsak bu durum dogru olmayabilir.
Simdi;

UzXTu{[x,t]:[x,t]eCXoT, t>%}, V:{[x,t]:[x,t]eCXOT, t<%}

olmak tizere (U,V") ikilisi i¢in Z -katsayil1 Mayer-Vietoris dizisi uygularsak;
0>H (Y, 2)>7—>7—>H"¥ ,Z)>0 (2)
tam dizisini elde ederiz. Benzer sekilde Y, = X U CX, T-uzaym diisiinelim;

U:XTU{[X,Z‘]Z[X,Z]ECXIT, t>%}, V:{[x,t]:[x,t]eCXlT, t<%}

ikilisi i¢in Mayer-Vietoris dizisi uygulanirsa
0>H' (Y, 2)>7—L>7—>H"Y, ,Z)>0 (3)

tam dizisini elde ederiz. Tim Z -katsayili kohomoloji gruplari sonlu dogrulmus

oldugundan ve (1), (2) ve (3) birlikte diisiiniiliirse;
H' (Y. Z)=H" (Y, Z)=H (Y, ,Z)= H™" (Y, ,Z) =0
oldugu goriiliir. Dolayisiyla;
i H (X", Z)—>H (X,),Z)ve j:H'(X",Z) > H" (X, ,Z)

izomorfizm olur.
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2.2 Torus Kobordant Kiirelerin Tamsay1 Agirhk Sistemleri

Teorem 2.2.1: 7T Dbaglantili torus, X kompakt 7-kobordizm
oX =X, OHX =S ”HS " ve X in T etkisi altinda sabit kalan noktalarmin yani X"

nin 7 katsayili kohomoloji gruplart sonlu dogurulmus oldugunu varsayalim. Eger

i:X,—> X ve j:X, > X icermeleri Z katsayili kohomoloji cebirinde izomorfizm

belirliyorsa, yani;
i H (X, Z)—> H (X,,Z)vej :H (X,Z)—> H (X,,7)
izomorfizm ise X, X, ve X, uzaylarinin tamsay1 agirlik sistemleri esittir.

Ispat : @, Tnin X iizeride; ¢, ve ¢, ise sirastyla T°nin X, ve X, {izerindeki

etkilerini gostersin. Ote yandan;
H (X", 2)=H (X,",Z)=H (X,",Z)=H (S",Z) n=r (mod2)
oldugunu biliyoruz. O halde » nin alabilecegi degerlere gore ispat yapilacaktir.

1. durum : r = -1 ise;

r=-11ise X,/ =X,"=X"=2 olur. Ote yandan i :H (X,Z)—> H (X,,Z) m
izomorfizm olmasindan dolayr X, ve X in ekivaryant (equivariant) Euler siniflari

olan E,(X,) ve E,(X) birbirine esittir. O halde;

E,(X,) = E,(X) =C] [ w"

i=l1
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olur. Benzer sekilde E,(X,)=E (X)= iCH w," olur. Simdi koboyutu 1 olan w,*

i=1

alt torusun kisitlama  etkisini  diisiinelim. Sonu¢ 3.1 den dolay1
i :XOW"L - X" ve i :XIW"L — X" icermeleri 7 -katsayili kohomoloji cebirinde
izomorfizm belirler. Bir baska ifade ile H (X" ,Z)——H X ;WiL,Z), j€{0,1}

olur. $imdi ¢/, T"nin X jw"i (j€{0,1}) iizerindeki; ¢’ ise Tnin X" iizerindeki

etkileri gostersin. Bu etkiler i¢in Borel formiiliinii uygularsak;

QX" ) =B (X, )} = {xCm™

i

Q’(XIWiL) = {ET ()(1WiL )} = {icirwiml }

N

[1c=T]c =c
i=1 i=1
olur. Ote yandan;

X)) =X =) =XT =2 j=0.1

olur. Buna ek olarak;

H'(X," ,Z)=H'(X"",Z)=H'($*,Z), n=k (mod2), j=0,1

oldugundan X, OW"L , X, lw"L ve X" uzaylarinin Euler simiflari birbirine esittir. O halde

her i igin C, = C,' olup;

Q'(X) = Q(X,) = QX)) ={xCw" | olur.
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2. durum : r = ( ise;

r=0ise H (X", 2)=H"(X,",Z)=H (X,",Z)= H (S°,Z) olur. Simdi;

(Xos X)) = (X)), B, x X,") = B,

Relatif demetimsinin Leray-Serre spektral dizisini £ ile gosterelim. Eger
a, H'(X,,Z)=H"(X,,X,",Z) nin bir doguray1 ise « 'nin bu spektral dizinin ».
diferansiyeli olan d, altindaki gériintiisi, d, (a)=E.(X,)®5fe€E" a nn
transgresyonu olur. Burada f, H°(X, o »Z) min (indirgenmis kohomoloji) bir

dogurayidir. Benzer sekilde;

(X, X") > (X, B, xX") > B,

Relatif demetimsinin Leray-Serre spektral dizisini D ile gosterelim.

EM=H"(X,,Z)=(a) <« D" =H"(X,Z)
ld, ld
E" — D!
=T1®¢ =T1®¢

H"(B,,Z)®H"(X,,Z) «'°“— H"(B,,Z)®H"(X",Z)

degismeli diyagrammi disiiniirsek £, (X,)=E,(X)=+C H w™  sonucu bulunur.

i=1

Benzer sekilde E.(X,)=E.(X)= J_rCH w™ oldugu gosterilir. O halde koboyutu 1

i=1

olan w," alt toruslar igin
E (X, )=tCw", E, (X" )=xCw", []C =[]C¢/=C
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olur. Ote yandan
H*(ij,J-’Z) :H*(Xw,-J-’Z) :H*(Sk,Z), n=k (m0d2), ] — 0,1
O halde;

(X", X)) > (X" ), B x X, )> B, j=0,1
(X", X") > (X, ,B,xX") > B,

relatif demetimsilerinin Leray-Serre spektral dizilerini diisliniirsek;
E (X, )= E,(X)=+Cw™ = E,(X," )= C/w/
Oldugu kolayca goriiliir. O halde;

s
i=

Q(X) =Q'(X,) =Q'(X,) = {+Cw" | _olur.

3. durum : r > 0 ise;

r>0ise H (X", Z)=H (X, Z)=H (X,",Z)=H (S",7Z) n=r (mod2) olur.

(XoaXoT) - ((XO)T’BTXXOT)_>BT
(X,X") = (X,,B,xX") = B,

relatif demetimsilerin Leray-Serre spektral dizilerini sirasiyla £ ve D ile gosterelim.
Eger a, H"(X,,Z)=H"(X,,X,",Z) nin bir doguray1 ise « 'nin bu spektral dizinin

(n—r). diferansiyeli olan d,_, altindaki goriintiisii,

r
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d_(a)=E,(X,)®5fcE""""

n-r

o ’mn “transgresyonu” olur. Burada f, H'(X,",Z) nin bir dogurayidir. (Hsiang,

1971) O halde;
B =H"(X.Z)=(a) «— Dy = H"(X,Z)
\L dn—r ‘L d,:_r
E:_—:,r+l <:_ D’117_—:,r+1
=T1®85 T®s

H""(B,,Z)QH"(X,),Z) <« — H"(B,Z)®H (X",7)

degismeli diyagramini goz Oniine alarak E,(X,)=E,(X)=+C H w™  sonucu

i=1

bulunur. Benzer sekilde E,(X,)=E,(X)==xC H w™ oldugu gosterilebilir. Ote

i=1

yandan;
H*(ij,J-’Z) :H*(Xw,-J-’Z) :H*(Sk,Z), n Ek (mOdZ), ] — 0,1
O halde;

(XOWi ’XOT) _) ((XOWi )T’BT XXOT) _> BT
(X", X") > (X, ,B,xX") > B,

relatif demetimsilerinin Leray-Serre spektral dizilerini sirasiyla £ ve D ile

gosterelim. Eger o, H*(X," ,Z)=H"(X," ,X,’,7Z)=E" in bir doguray1 ise;

”

d_(2)=E.(X," )®S5geH" " (B,,Z)® H" (X, , X, ,Z)
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o ’min transgresyonu olup (g)=H"(X,",Z) dir. Simdi;
0

EY =H"X,",Z)=(a) «—— DM =H'X",Z)

Vd,, v,
EI:(__:JH = D]ic_—rr,r-*—l
=T®s =M®s

H (B, 2)®H'(X,",Z) «*=— H" (B, L)®H (X", Z)

degismeli diyagramini goz Oniine alirsak E, (X, OW"L) =E. (X w"i) =+Cw™ olur.

Benzer sekilde E, (X, ]”"'L) =E.(X W'L) =+C,w,™ olur. Dolayisiyla;

Q'(X)=Q'(X)=Q'(X,)={+Cw"} olur.
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3. TORUS KOBORDANT KOHOMOLOJI KURELER
3.1 Torus Kobordant Kohomoloji Kiirelerin Tamsay1 Agirhk Sistemleri

Bu boliimde 7Z - katsayili kohomoloji kiirelerin tamsay1 agirlik sistemlerinin
ayni olduklar1 gosterilmistir. Bunun sonucu olarak da kohomojenitesi (esas orbitin
koboyutu) 3 den kiigiik olan ve sabit noktas1 olan torus kobordant kiirelerin iizerinde
ki torus etkilerinin denk olduklari gosterilmistir. Bir baska sonu¢ olarak Smith
denklik probleminin baglantili Lie gruplar i¢in dogrulugu gosterilmistir. Smith
denklik probleminin baglantili Lie gruplar i¢in dogrulugu Borel formiilii ile

gosterilebilir. Bu boliimde bu problemin ¢6ziimii farkli bir yaklagimla verilmistir.

Teorem 3.1.1.: X finitistik (her acik Ortiisiiniin sonlu boyutlu bir inceltilmesi

(refinement) var olan uzay) Z ,-uzayi, A, X’ in kapali invaryant alt uzayr olmak

lizere;

rankH," (X, A,Z )+ rankH' (X", A" 7)) <Y rankH'(X,A,Z,)

izn izn

olur. Burada FIU”(X ,4,Z,) Smith kohomolojisidir. X kompakt ise esitsizligin

homoloji versiyonu da dogrudur.(Bredon, Introduction to Compact Transformation

Groups.)

Teorem 3.1.2: T=§'x...xS' =(8'Y ve 3=1T, 7, =2/ cT,a>1},T

icindeki abelyen p-gruplarinin ailesini gostersin. X kompakt 7-kobordizm olsun.
Ayrica  0X =X0HX1 ve i:X,—>X,j: X, > X icermeleri Z  -kohomoloji

cebirinde izomorfizm belirlesin. Yani baska bir ifade ile

i"H(X,Z,))——>H (X,,Z,), j H (X,Z,)——H (X,,Z,)
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olsun. O halde 7, , € 3 olmak tizere;
i X, > X X X

igermeleri Z, katsayili kohomoloji cebirinde izomorfizm belirler. Yani bir bagka

ifade ile;
CH (XL H(X L) ve [ H (XL ) ——H (X, Z,)
olur.

Ispat: Ispat1 i: X OT‘”" — X" jcerme déniisiimii i¢in yapmak yeterlidir. Ispat1
a ve r lzerinden tiimevarim ile yapacagiz. Simdi a =1 olsun. Bu durumda

X OZ”’ X" igerme doniiglimiiniin Z , katsayili kohomoloji cebirinde izomorfizm

belirledigini gosterelim. 7 =S ise yani » = 1 ise teorem 3.1 deki standart esitsizligi

diistinelim. O halde;

> rankH' (X", X, 7,)< Y rankH' (X, X,,Z )

i=0 i=0

rankH (X", X, Z ) < rankH' (X, X,,Z )

oldugu goriilir. Ote yandan her i i¢in H'(X,X,,Z ,)=0 oldugundan
rankH' (X", X", Z,)=0 olup dolayistyla H (X", Z,)=H'(X,,Z,) sonucuna
varilir.

Simdi XOZ”I‘ — X" icermesinin  Z, katsayili kohomoloji cebirinde

izomorfizm belirledigini varsayalim yani H'(X”", Z,)=H (X 7 Z,) olsun.
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Z " . ) . e e e 1 ..
P A , =7, bolim grubunun X %/ {izerindeki etkisini diistinelim. Bu etkinin
p

z,™ .
sabit nokta kiimesi X% dir. Bir bagka ifade ile (X Z"r) A’r = X" olur. Teorem

3.1 deki standart esitsizligi bu etki i¢in tekrar kullanirsak;
rankt" (X", X, 2 ) < rankH" (X™ ,X," 7. )

olur. Hipotezden dolay1 esitsizligin sag tarafinin sifir oldugunu biliyoruz. O halde her
iigin rankH'(X™", X, 7 )=0 olup dolayisiyla H'(X™", X,*",Z )=0 olur.
Dolayistyla istenilen izomorfizma gosterilmis olur.

Simdi i:X OT”'”‘ — X" icermesinin Z , Kkatsayili kohomoloji cebirinde
izomorfizm belirledigini varsayalim yani H (X Tra L,)=H (X OT”‘” ,Z,) olsun. X

. T, T e . . . .
ve X, yerine X "™ ve X’ T uzaylarm diisiinelim. Bu uzaylar iizerinde, sabit

. : T s
nokta kiimeleri sirastyla X" ve X, olan ”’“% =7 etkileri vardir.

p.a

O halde yukarida gosterildigi gibi i: X, OT”"“‘ — X" icermesi Z , Kkatsayil
kohomoloji  cebirinde  izomorfizm  belirler.  Bir  bagka ifade ile
H (X Traa Z,)=H (X, OT”'”“ ,Z,) olur. Ayni sekilde j:X IT”’“ — X" igermesinin

Z ,-kohomoloji cebirinde izomorfizm belirledigi gosterilebilir.

Teorem 3.1.3 : 7" baglantili torus, X kompakt 7-kobordizm, 0X = X, OHX |
ve H (X, Z)=H (S8",Z) ve i:X,—> X, j:X, > X icermeleri Z -kohomoloji

cebirinde izomorfizm belirlesin. Yani;

i H (X, Z)——H (X,,Z), j :H (X,Z)——H (X,,Z)
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olsun. Bu durumda X, X, ve X uzaylarinin tamsay1 agirlik sistemleri esittir.

Ispat : H (X,Z)=H"(S",7Z) oldugundan P. A. Smith teoremi geregince
Xin T etkisi altinda sabit nokta kiimesinin 7Z katsayili kohomoloji cebiri koboyutu

cift olan bir kiirenin kohomoloji tipindedir. Bir bagka ifade ile
H (X", Z)=H"(S",7Z), n=r(mod2)

olur. Diger yandan ¢, X, lzerindeki etkiyi gostersin. Bu durumda X, iizerindeki
C(X,) konisi lizerinde ¢ 'nin genislemesi olan C(¢) etkisi vardir.
Simdi ¥ = C(X,) U X olsun. Mayer-Vietoris dizisi kullanarak ¥ nin rasyonel

katsay1li kohomoloji cebirinin tek noktanin rasyonel kohomoloji tipinde (Q -asiklik)

oldugu kolayca goriiliir. P. A. Smith teoreminden Y’nin, 7 altinda sabit noktalarinin
rasyonel katsayili kohomoloji cebiri tek noktanin rasyonel kohomoloji tipinde olur.

Fakat Z katsayis1 diislintildiigiinde bu dogru olmayabilir. Diger yandan;

U=x"0 {[x,t]:[x,t] c(CX,) ot > %}

V={[x,t]:[x,t] e(CX,) 1t < %}

olmak iizere Y'=U UV olur. Simdi (U, V) ikilisi igin rasyonel katsayili Mayer-

Vietoris dizisini géz oniine alalim.
S>H UWV,Q) - H U,Q®H (V,Q > H (UnNV,Q)—
Mayer-Vietoris dizisinden, i: X, — X igermesi olmak iizere;
0 H (X", Q——H"(X,,Q) >0
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sonucu bulunur. O halde " :H (X',Q) > H (X,,Q) izomorfizmdir. Benzer
sekilde j:X," = X" icermesinin de rasyonel kohomoloji cebirinde izomorfizm
belirledigi, yani ;:H (X',Q) — H (X,",Q) 1 izomorfizm oldugu gosterilir.
Dolaysiyla X”, X,/ ve X|" uzaylarmin Z katsayili kohomolojileri koboyutu ayni

olan kiirelerin Z katsayil1 kohomolojilerine esittir. Bir baska ifade ile;
H X", Z)=H (X,!,Z)=H (X,",Z)=H (S",Z), n=r (mod2)

olur. Ote yandan H, T nin koboyutu 1 olan alt torusu olsun. Eger H, X ’in geometrik

agirliklarindan biri degilse yani He Q'(X) ise dimX” =dim X’ olur. O halde
X" = X" olup dolayisiyla X,” = X,” olur. Béylece tamsay1 sabitini diisiinmeksizin

Q'(X,) c Q'(X) olur. Simdi;
(X7XT) — (XT7XT ><BT) - BT

relatif demetimsinin Leray-Serre spektral dizisini diisiinelim. Bu dizinin (n—r).
diferansiyelini d, . ile gosterelim. Eger «, H"(X,Z)=H"(X,X',Z) nin bir

dogurayi ise;
d, (@)=E(X)®5f

o ’nin transgresyonu olur. Burada £, (X)), X* in ekivaryant (equivariant) Euler sinifi

olup

E (X)=+C [ [w" e H"" (B, Z), Cy €L

i=1

w. e H(B,,Z), m, %(dimxwf _dimx7)
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olur. Burada f ise H'(X",Z) nin bir dogurayidir.(Straume, 1990)
Ote yandan H (X i Z)=H (X, OW'L ,Z) ve Q(X,)cQ'(X) olmasindan

dolayt;

E (X)) =+C, [[w™ e H"" (B, Z), Cy, € L"
i=1

olur. §imdi C, # C, oldugunu varsayalim. Bu durumda sirasiyla a dogal say1si, p“,

C,’i, b dogal sayisi ise p* C x, 1 bolecek sekildeki en biiyiik dereceler ve a#b

olacak sekilde bir p asal say1s1 bulabiliriz. Ote yandan her « >1 i¢in teorem 3. 2 den
H (X", Z,)=H (X,"*,Z,)
oldugunu biliyoruz. Ote yandan;
H (X", 2)=H"(X,”,Z)=H (S",7)
olup X ve X, lizerindeki T etkileri i¢in Golber formiiliinii uygulayalim. O halde;

2a=> dim, X" —dim, X" =) dim, X,"* —dim, X,” =2b

a>1 a>l

olur. Bu ise a#b olmast ile gelisir. Dolayisiyla C, =C, olup E,(X)=E;(X,)
olur. Benzer sekilde E,(X)=E,(X,) oldugu gosterilir.

Simdi X, ve X ’in tamsay1 agirlik sistemleri sirasiyla;

QX)) ={+Cw" ) ve Q(X) = {J_rcl.'w,.’"f }1
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olsun. O halde;

li[ Ci = ﬁ Ci’ = CX
i=1 i=!

L

E (X" )=+C'w™, E.(X," )=+Cw", C/,C eZ'

olur. O halde X ve X, yerine X " ve X, O”’fL uzaylarmni ve bunlar iizerindeki 7'

etkisini diisiiniirsek C,=C, oldugu benzer sekilde gosterilir. Dolayisiyla X, ve X in

agirlik sistemleri esittir. Bagka bir ifade ile;

Q'(X,) = Q(X)={+Cw" }1

Benzer sekilde Q'(X,)=Q'(X)= {iC W, }: oldugu da gosterilebilir.

Sonug 3.1.1 : T baglantili torus, X kompakt 7-kobordizm 0X = X 0]_[X , ve
H(X,Z)=H (8",Z) ve i:X,—>X, j:X,—> X igermeleri Z-kohomoloji

cebirinde izomorfizm belirlesin. Yani;
i H (X,2)—> H (X,,7), j :H (X,Z)—> H (X,,7)

izomorfizm olsun. Bu durumda i:X," > X" ve j:X,'! > X" icermeleri Z-

kohomoloji cebirinde izomorfizm belirler. Bagka bir ifade ile;
H (X", 2)——H (X],Z), i=0,1

olur.
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Ispat : Teorem 3.1.3 de gosterildigi gibi i: X,” > X" ve j: X > X"
icermeleri rasyonel katsayili kohomoloji cebirinde izomorfizm belirler. Simdi tiim

kohomolojileri Z katsayili diistinelim.

(Xos X, )= (X)) X" xB,) = B,

(X, X")—>(X,,X"xB,)— B,

relatif demetimsilerinin Leray-Serre spektral dizilerini diigiinelim. Bu spektral
dizileri sirasiyla E ve D ile gosterelim. Eger o, H"(X,,Z)=H"(X,, X, ,Z) nin bir

doguray1 ise, « transgressiftir. Boylece;

d, (a)=E,(X,)®5f

a ’nin “transgresyonu” olur. Burada E,(X,), X, 1n ekivaryant (equivariant) Euler

smifi olur. Ote yandan fise H'(X,",Z) nin bir dogurayidir. Simdi;

Ey =H" (X, X, Z)=(a) <« D, =H"(X,Z)
ld Ld,
E,:l:’if,r+l <« D::rr,r+]
=M®s =T®s

H""(B,,Z)®H"(X,,Z) <« — H"'(B,Z)®H (X",Z)

degismeli diyagramini diisiinelim. E,(X)=E,(X,) oldugundan 7", H (X",Z) n

bir doguraymm H' (X, o »Z) 1 bir dogurayina gétiiriir. Dolayisiyla;

i H (X", Z)—>H (X,,Z)

izomorfizm olur. Benzer sekilde;
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H (X", 2)——H (X,",Z)
olur.

3.2 Tamsay1 Yiikseltme

X" =@ durumunda tamsay1 agirlik sistemini biraz daha genisletebiliriz. Bu
durumda w,; =C, w; ve HC[, ; =C, olacak sekilde m, tane w, ; tamsay1 agirliklari

secebiliriz. Acikca goriildiigii gibi bu se¢im tek olmayabilir. Hatta anlamli bile

olmayabilir. Ote yandan;
[ ={+C,w.*C,,w,....=C,, }f_l

kiimesine X’in tamsay1 agirlik sistemi, Q'(X) in bir tamsay1 yiikseltmesi (integral

lifting) denir. Eger her i i¢in m =1 ise bu se¢im tektir. Yani;

L ={+C, W, +C ...+ C,, | =Q'(X)

L §;

olur. Ote yandan T°nin S” iizerinde bir ortogonal temsili i¢in tamsay1 yiikseltmesi

tektir ve bu temsilin lineer agirlik sistemine esittir.
T baglantili torus, X tiirevlenebilir T-uzay1 ve X' #@ olsun. Ayrica
H (X,Z)=H'(S",7Z) olsun. Bu durumda 7T°nin her K alt grubu i¢in X* nin

kohomoloji boyutu;

dim X* = #{£Cw, :(Cw)), =0} +(m, - 1)

olur. Burada m,, sifir agirh@min katlihidir. Bu formiil gerceklesiyorsa dim X*,
Q'(X) den hesaplanabilirdir denir.(Straume, 1990)

Topolojik etkilerde durum daha karnsiktir. Integral yiikseltmesi tek oldugu

halde bu formiiliin saglanmadig: etkiler vardir.
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Tamm 3.2.1 : Q, Q'(X) in bir tamsay yiikseltmesi olsun. Eger 7°nin her
T' alt torusu igin X" #@ ve Q'(X|T,) :ﬁ‘r kosulu saglanirsa Q, Q'(X) in 0-

tutarl (O-consistent) tamsay1 yiikseltmesidir.

Tamm 3.2.2 : Q, Q'(X) in bir tamsay1 yiikseltmesi olsun. Eger H =w"

olmak {izere her ¢ >1 i¢in dim(X H“)T”'”‘, Q den hesaplanabilirse Q ye Q'(X) in p-
tutarli (p-consistent) tamsay1 yiikseltmesi denir. Asagidaki teoremler Straume (1990)

tarafindan ispatlanmistir.

Teorem 3.2.1 : K, T"nin bir alt p-torusu Q, Q'(X) in O-tutarli veya p-tutarh

tamsay1 yiikseltmesi ise dim X*, Q den hesaplanabilir.

Teorem 3.2.2 : Her p asali i¢in Q'(X) in p-tutarli tamsay: yiikseltmesi

vardir.

Simdi kohomojenitesi 3 den kiiciik olan, ve sabit noktas1 olan torus kobordant

kiireler iizerindeki etkilerin denk olduklarint gdsterelim.

Yardimel Teorem 3.2.1 : G kompakt Lie grup, X kompakt tiirevlenebilir G-
kobordizm aX = X, [ [ X, =S"] [S" olsun. O halde

(G, X,)'n kohomojeneitesi=(G, X, )'in kohomojeneitesi=(G, X )'in kohomojeneitesi —1
olur.

Ispat : p €X, ve G(p), (G,X,) doniisiim grubunun esas orbiti ve
dimG(p)=r olsun. Bu durumda G([p,1]), (G,CX,) doniisiim grubunun esas

orbitidir. Burada CX,, X, tizerindeki koni olup lizerinde G genisleme etkisi vardur.
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Y=XuUClCX,u(X,

olsun. Y siir1 olmayan (n+1) boyutlu manifolddur. Simdi S, , S, N (Y -X)#J
olacak sekilde [p,1] de lineer dilim olsun. O halde dimS, =n+1-r olur. Simdi S,
icinde bir s noktasi alalim 6yle ki G(s), (G, X) doniisiim grubunun esas orbiti ve
dimG(s)=v olsun. Eger S, s de lineer dilim ise ayn1 zamanda p de lineer dilim

olur. Dolayisiyla;

dimS, =n+l-v=dimS,=n+1-r
olup v=r dir. O halde (G,X,) doéniisiim grubunun kohomojenitesi =n—r = (G, X)
donilisim grubunun kohomojenitesi —1 olur. Benzer sekilde (G,X,) doniisiim

grubunun kohomojenitesi = (G, X) doniisiim grubunun kohomojenitesi -1 oldugu

gosterilir.

Teorem 3.2.3 : T baglantil1 torus, X kompakt tiirevlenebilir 7-kobordizm
ox =(@x). [ Jex) . =s"[Is"

olsun. Ayrica i:(0X), > X ve j:(0X) — X icermeleri Z -kohomoloji cebirinde

izomorfizm belirlesin. Bir baska ifade ile;
i H (X,Z)— H (0X),,Z), j :H (X,Z)— H ((0X)_,Z)

izomorfizm olsun. Eger (7, X)) doniisiim grubunun kohomojenitesi 4 den kiiciik ise

(T,(0X),) doniisiim grubu (7',(0X)_) doniisiim grubuna topolojik denktir.

Ispat : 7" nin X iizerindeki etkisini ¢ ile gosterelim. Bu ¢ etkisinin
(0X), ve (0X)_ tzerindeki kisitlama etkilerini ise sirastyla ¢, ve ¢ ile gosterelim.

Ote yandan (T,(6X),) ve (T,(6X)_) déniisiim gruplarmin kohomojeniteleri 3 den
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kiiciik oldugu i¢in ¢, ve ¢ sirasiyla y, ve v ortogonal etkilere topolojik denktir

(Montgomery, Yang, 1960).
Bununla beraber teorem 3.1.3 den dolayr (7,X), (7,(0X),) ve (T,(0X).)

doniislim gruplarinin tamsay1 agirlik sistemleri ayni olup bu agirlik sistemi

s . . Wt . e e e e
{icl.wim" } 1 olsun. Simdi X , T kobordizmini goz oniine alalim
i=

ox" = (5)()?L I (8)()?L ve ¢, :Tx (8)()‘:L - (GX)j

etkileri . :Tx(S i")w"i —)(Si”)w"L ortogonal etkilerine topolojik denktir. Simdi
@. nin bir tamsay1 yiikseltmesini, g//i nin lineer agirlik sistemi olarak, benzer

sekilde @' nin bir tamsay1 yiikseltmesini, ' nin lineer agirlik sistemi olarak

secelim. Baska bir ifade ile;

r={+C w:[]C, =C}=Qw), T'={+C w:[[C =C}=0w")

sirasiyla . ve @' nin birer tamsay1 yiikseltmeleridir. Diger yandan K =7 T

olmak iizere;
dim((S,")" )" = dim((@X)")* = dim((@X)" )* = dim((5.")" )"
oldugundan;

#{+C, n|C,  =#{2C alC |

olur. O halde C ; ve C, ; sayiarinin asal carpanlarni distiniirsek her j igin
C,, = C,, oldugu gorilir. Dolayisiyla y, ve y_ ortogonal etkilerinin lineer agirlik

sistemleri esit olur. Dolayistyla y, ve v lineer denk olup ¢, ve ¢ topolojik

denktir.
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3.3 Baglantih Lie Gruplar icin Smith Denklik Problemi

Bilindigi gibi bir kompakt Lie grubunun bir tlirevlenebilen manifold iizerinde
tiirevlenebilen bir etkisinde sabit noktalarin ayni yol bileseninde olan iki sabit
noktasindaki teget temsilleri izomorfiktir.

1960 yilinda P. A. Smith “Sonlu bir grubun bir homotopi kiire tizerinde iki
izole sabit noktast olacak sekilde analitik etkisinde bu sabit noktalardaki teget
temsilleri izomorfik midir?” sorusunu sormustur. Bu sorunun cevabi asal dereceli
devirli gruplar ve yar1 serbest etki eden kompakt Lie gruplar1 icin evettir.(Atiyah-
Bott, Milnor, 1968). 1976 yilinda Sanchez bu sonucu biraz daha genellestirerek p ve
q asal tek sayilar olmak iizere derecesi pg olan devirli gruplar i¢in, 1969 yilinda
Bredon baz1 2-—gruplar icin bu probleme olumlu cevap vermislerdir. Ik negatif
cevap 1979 yilinda Petrie tarafindan verilmistir. Petrie Smith denk ama izomorfik
olmayan tek dereceli abelyen grup etkisi 6rnekleri vermistir. Ote yandan derecesi ¢ift
(Dovermann, 1982) ve derecesi tek (Dovermann, Petrie, 1984) olan devirli gruplarda
da her zaman cevap olumlu degildir.

Simdi Smith probleminin baglantili Lie gruplar i¢in bir ¢ézlimiinii verecegiz.

Teorem 3.3.1 (Baglantilh Lie gruplar icin Smith denklik problemi) : G
kompakt baglantili Lie grup X =3X""homotopi G-kiire veZ""' in G etkisi altinda

sabit kalan noktalar1 sadece p ve ¢ olsun. Yani X% = { J2 q} olsun. Bu durumda G nin

p ve g noktalarindaki teget temsilleri lineer denktir.

Ispat : ispat1 baglantili toruslar icin yapmak yeterlidir. Ciinkii 7, G’ nin bir

maksimal torusu ise X' baglantili veya ' ={p,q} =% olur. O halde G’yi,
dimG =r olan bir baglantili torus varsayabiliriz. S, ve S, swrasiyla p ve g daki

dilimler olsun. S, ve S, G -invaryant agik diskler olarak diigtiniilebilir. Bu dilimleri
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¥ dan gikartirsak S(7,%) ile S(T,X) arasinda bir kobordizm elde ederiz. Bir baska

ifade ile;
0Z—-(S,US,))= S(TPZ)U S(T.Z)

olur. Burada S(7,%) ve S(7,%Z) swasiyla 7,X ve 7.X nin birim kireleridir. Simdi
@, ve ¢_ sirastyla S(7,%) ve S(T,X) Uzerindeki temsilleri gostersin. Bu temsillerin

lineer denk olduklarin1 gdstermek yeterlidir. Diger taraftan dikkat edilirse;

S(T,Z) —>3-(S,US,) ve S(T,E) —-(S,US,)

icermeleri Z —kohomoloji cebirinde izomorfizm belirler. O halde teorem 3.1.3 geregi

(G,8(T,2)) ve (G,S(T,X)) temsillerinin tamsay1 agirhk sistemleri aynidir. Bu ortak

agirlik sistemi {ic,.wi'”" }f_] olsun. Simdi benzer islemleri X yerine A i¢in yaparsak
S(T, 2" ) ile S(T,X™ ) birim kiirelerinin tamsay1 agirlik sistemlerinin ayni oldugunu
goriiriiz. Bir baska ifade ile Q' (S(T,Z"))=Q(S(,T" ) ={#cn/" | olur. O halde
her i i¢in Q' (S(T pr"i )) nin tamsay1 ylikseltmelerinin birlesimi S(7,X) nin lineer

agirlik sistemine esittir. Bir bagka ifade ile;

O{Q‘(S(szwf ))' nin integral yiikseltmesi } — Q(S(T,%)) = (G, S(T, %))

i=1
nin lineer agirlik sistemidir. Benzer sekilde;

O{Q‘(S(szwf ))' nin integral yiikseltmesi } — Q(S(T,%)) = (G, S(T, %))

i=1
nin lineer agirlik sistemidir.
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olup T, =T, oldugunu goéstermek ispat igin yeterlidir. K <7 ve K =Z, (keN)
olsun. O halde

i,j i

dim(S(T, =" )~ = #{iCi’le. H(C, )|, = o} +(my 1) =#{£C, :n|C L+ (m, ~1)
Ikinci esitlik lineer durumda gegerlidir. Benzer sekilde ;

dim(S(T,2" )~ = #{iCi"jwl. H(C )|, = o} +(my =) =#{£C], :n|C. Y+ (m, ~ 1)
olup dim(S(T pEw"i ))K=dim(S(Tqu"i )* oldugundan C,; ve C,, sayilarmn asal
carpanlarini  distintirsek  herj i¢in C, , = C, ;  oldugu gorilir. O  halde

(G,S(T,2)) ve (G,S(T,X)) ortogonal temsillerinin lineer agirlik sistemleri ayni olup

G nin p ve g daki teget temsilleri lineer denktir.
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4. TORUS KOBORDANT KOMPLEKS PROJEKTIF UZAYLAR

Bu boliimde torus kobordant kompleks projektif uzaylarin etkilerin lineer

olmas1 durumunda denk etkiler oldugu gosterilmistir.
4.1 Kohomoloji Kompleks Projektif Uzaylar Uzerindeki Déniisiim Gruplari:

Tamim 4.1.1: Rasyonel katsayili kohomoloji tipi bir kompleks projektif
uzayin rasyonel katsayili kohomoloji tipi ile ayn1 olan uzaylara kohomoloji kompleks

projektif uzaylar denir.

Doniigtim gruplar teorisinde torus, Z  -torus gibi elementer abelyen gruplarin

kohomoloji kompleks projektif uzaylar iizerindeki etkileri nemli rol oynar. Su, J. C.
(1963) bir kohomoloji kompleks projektif uzayin torus etkisi altinda sabit nokta
kiimesinin baglantili bilesenlerinin de kohomoloji kompleks projektif uzay oldugunu

gostermistir. Ote yandan torus ve Z ,-torus  gruplarinin  kohomoloji  kompleks

projektif uzaylar iizerindeki etkilerinde asiklik manifoldlarda tanimlandigi gibi

geometrik agirlik sistemi tanimlanabilir.

4.2 Kohomoloji kompleks Projektif Uzaylarinda Torus Etkileri icin
Agirlik Sistemi Ve Ayrisim Teoremi

G bir torus grubu olsun X kohomoloji n-kompleks projektif uzay, bir baska
ifadeyle H (X,Q)=H (CP",Q) olsun ve X iizerinde bir G etkisi verilsin.

H*(X,@)z@[%m> . & eHAX.Q)

Olup X, X,—>B. demetimsisinde (fibration) sifira tamamen non-

homologdur(TNHZ). Ayrica sabit nokta kiimesi X # @ dir. Dolayisiyla X, — B,
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demetisisinin Leray-Serre spektral dizisi dejeneredir yani dizinin E, -terimi, £ limit
terimine esittir. Bir  bagka  ifadeyle it X > X, olmak  {izere

i :H (X,,Q)— H (X,Q) ortendir. £e(i")'(&,) olmak iizere;

H.(X,Q)= " (BG’Q)[% ( §)> seklindedir.
f (&) polinomu lokalizasyon teoreminden lineer ¢arpanlarina ayrilabilir. Yani

f@=E-w)" . (E-w)", w,eH(B;,0)

Bu ayrigim ile sabit nokta kiimesi X° nin baglantili bilesenleri arasinda bire-bir

esleme vardir. O halde {F 1< < s} , X nin baglantil1 bilesenleri olmak iizere

H'(F/,Q)=H"(CP"",Q) (Su, 1963)
q,€F’/ vei :H;(X,Q)— H; (q;,Q) olmak iizere;
i"(&)=w, ve Yk, =n+1dir

j=1

X in Q katsayili kohomoloji kompleks projektif uzay olmasi yerine 7Z

katsay1lt kohomoloji kompleks projektif uzay olmast durumunda kohomolojilerde Z

katsay1s1 kullanabiliriz. Bu durumda

.7y H (B DE]
H. (X,Z)= %(5»

[ =&+ +.c,, € H (Bg, L)[E]
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Gauss Lemmasi geregince f(&), H (B,,Z)E] polinom halkasinda lineer

carpanlarina ayrigir. Bir bagka ifadeyle;
f(E)=(E-w) " E—w)", w, € H*(B,,Z) olur. (Hsiang, 1975)

Tanim 4.2.1: G kompakt baglantili Lie grup, 7, G nin bir maksimal torusu, X
kohomoloji kompleks projektif uzay ve X lizerinde bir G etkisi verilsin. X lizerinde T

nin kisitlama etkisini distintirsek f($)=0 esitliginin kokleri w; ve bu koklerin
katlilhiklar1 k&, olmak uzere {wj,kj 1< sz} kiimesi X in geometrik agirlik

sistemidir ve Q(X) ile gosterilir. Burada w, e H *(B,,Q) dur. Dikkat edilirse X in bir

geometrik agirlik sistemi &, liftingine baghdir.

Teorem 4.2.1: G,, G, kompakt baglantili Lie gruplan, 7n:G,—>G,
homomorfizma ve T, T, swasiyla G, ve G, nin birer maksimal toruslari ve
h(T,)< T, olsun. X kohomoloji kompleks projektif uzay ve X lizerinde bir G, etkisi

verilsin. 2" (X)), X iizerinde 4 ile belirlenen G, etkisinin yapisim gostermek iizere;
Q' (X)) =h" QX)) = {h"w, 1w, € QX)}

Ozel olarak G,, G, nin alt grubu, h, igerme déniisiimii ise Q(X )| 6 = Q' (X))

olur.(Hsiang, 1975)
4.3 Torus Kobordant Kompleks Projektif Uzaylar

Teorem 4.3.1: 7, torus grubu ve X kompakt 7-kobordizm olsun &yle ki
8)(:)(0]_[)(1 :CP”HCP” Ayrica i:X,—> X vei:X, > X icermeleri Q

katsay1lt kohomoloji cebirinde izomorfizm belirlesin. Yani;
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i H (X,Q)—> H (X,,Q) ve j :H (X,Q)— H (X,,Q)

izomorfizm olsun. O halde X, ve X, ilizerindeki T etkileri lineer ise bu etkiler

denktir.

Ispat: G baglantih Lie grubu, (X, 4) G uzay1 ve H(X,4,Q)=0 ise
(X,4)—>(X;,A4;)—> B, relatif demetimsinin Leray-Serre spektral dizisi
dejeneredir. Ote yandan G baglantili oldugundan G, H (X, A4,Q) iizerinde asikar
olarak etkir. Dolayisiyla (X, 4), (X, A4;) i¢inde tamamen sifira non-homolog olur.
Bagka bir ifadeyle H (X,4,Q)— H (X,,A,,Q) o&rtendir. Bunun sonucunda
(X,X,), (X,,(X,);) icinde tamamen sifira non-homologdur. Benzer sekilde
(X,X,)), (X,;,(X));) i¢inde tamamen sifira non-homolog olur. O halde
i: X, >X" ve j:X—>X" icermeleri Q katsayil kohomoloji cebirinde

izomorfizm belirler. Bir bagka ifade ile;
H'(X,",Q=H (X",Q); k=0,1 dir.

Bu sonug aslinda Bredon bdliim 7, Teorem 1.6 nin bir genellemesidir. Bredon
bu teoremin ispatim1 G =S' ve Z , i¢in yapmustir fakat tiimevarim ile daha ytiksek
rankl torus ve Z  -toruslar iginde ispat yapilabilir. Ote yandan Bredon G=S'

durumunda orbit uzayini finitistik varsayarak ispat yapmustir fakat artik bu varsayima
gerek yoktur cilinkii orbit uzaymin finitistik olacagt Deo ve Tripathi tarafindan
gosterilmistir.

®,, X, lUzerindeki ¢, ise X, lizerindeki kisitlama etkilerini gostersin. ¢, ve

@, lineer olduklarindan @,:T > U(n+1) ve ¢ :T —-U(n+1) kompleks temsilleri

vardir dyle ki bu temsillerin lineer agirlik sistemleri;
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Q(@ )={w,m, :1<i<s}ve U@ )={w;,,m 1< j<r}

olup bu temsiller X, ve X, lizerinde sirasiyla ¢, ve ¢, etkilerini belirler. Dikkat

edilirse 7 = s olmak zorundadir ¢iinkii 7 ve s sayilari sirasiyla X, ve X, nin
baglantili bilesenlerinin sayilaridir.

Simdi S'—S,”"" — CP" demetimsinin Leray-Serre spektral dizisini
diisiinelim. «, H'(S',Q) nun bir dogurayr olsun o halde «, transgressiftir.

t(a)=aeH,’(CP",Q), o 'nin transgresyonu olmak lizere
H,(X,,Q) =" Br.Qld] (e 4 Burada f(@=]]a=w)" seklinde
i=1

carpanlarma ayrilir. F,F,,...,F., X, nin baglantil bilesenleri olmak iizere

H'(F,Q)=H (CP™",Q) dur. Simdi;

0 » H*B,,Q — H(X,,Q - HX,Q — 0
I i T= iZ T=
0 » H*B,,Q — H(X,Q - HX,Q) — 0

tam dizilerini gdz 6niine alalm b = (i,”) "' (@) olsun. O halde;

. _H (B,,Q)b]

g®)=TT®-w""" dir
i=1

X," = X" igermesi Q katsayili kohomoloji cebirinde izomorfizm verdiginden X'

ile X" nin baglantilh bilesenleri arasinda bire-bir esleme vardir. Yani
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F',..F", X"’nin baglantil bilesenleri ise H (F, ,Q)=H (CP""',Q) olur. Bir

baska ifadeile g, € F, < Fj" gelisigiizel segelim. Bu igerme;

H'(F,,Q)=H (F/,Q)=H (CP"",Q)

izomorfizmi belirler dyle ki bu homomorfizma altinda a’nin goriintisii w, dir. O
halde;

H,'(X,,Q) — H,'(q,,Q)
i 1= I
HT*(X’@) - HT*(qj‘,@)

degismeli diagrami g6z oniine alinirsa w; = wj" oldugu kolayca goriiliir. O halde;
f@=]]@-w)" ve g®)=]J(-w)" dir.
i=1 i=1

Ote yandan;

H(X,Q) —Z— H(X,,Q)
i = Tr
H2(X,,Q) «— H'(S,Q)

degismeli diagramm diisiinelim. ¢ = j,*(b) € H,>(X,,Q) olmak iizere
. H (B - '
HT (XIJQ): ( T’Q)[C]<h(c)>g h(c):H(c_th) '
i=1
Benzer sekilde yapilarak w, = w." = w. oldugu kolayca gosterilebilir. O halde
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Q@) )= @ )={w,,m,:1<i<s}

olup ¢, ve ¢, lineer denktir. Dolayisiyla ¢, ve ¢, denk etkilerdir.
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5. GRUP ETKIiLERININ DEFORMASYONU

Bu boliimde bir donilisim grubunun baska bir doniisiim grubuna

deformasyonu, bagka bir ifade ile izotopik doniisiim gruplar1 incelendi.
5.1 Grup Etkilerinin Deformasyonlarinin incelenmesi

Tamm 5.1.1 : X bir topolojik uzay, G kompakt Lie grup olsun. G’nin X x/
lizerinde seviye koruyan bir etkisine bir G-izotopi denir. Bir baska ifade ile € bir G-

izotopi ise her ¢ € I seviyesinde G’nin X lizerinde;
0(g,x)=0(g,x,t), geG, xeX

olacak sekilde 6, etkisi vardir.

0 bir G-izotopi ise 6, ile 6, izotopik etkilerdir, veya ’ya, 6, etkisinin 6,
etkisine bir deformasyonu denir. Ote yandan G’nin X x/ iizerinde X x{0} ve
X x{1}’1 invaryant birakan bir etkisine G-konkordans denir. X x{0} ve X x{l}

tizerindeki etkilere ise konkordant etkiler denir. Goriildigli gibi G-izotopi, G-
konkordansin 6zel bir halidir. O halde temel problemlerden biri bir G-konkordansin
ne zaman bir G-izotopi olmak zorunda kalacagidir. Bu problem i¢in asagidaki kismi

cevabi verebiliriz.

Teorem 5.1.1 : 7=7" baglantili torus ve ¢, X x[I {lizerinde bir T -

konkordans olsun. Eger her Z " T igin ¢ 2 xnt kisitlama etkisi bir Z " -izotopi

ise @, T -izotopidir.

Ispat : ¢:Tx X xI— XxI bir T-konkordans olsun. Simdi ¢ ’nin T-izotopi
olmadigini1 varsayalim. O halde ¢, X x[ {izerinde seviye koruyan bir etki degildir.

Bir bagka ifade ile ¢#¢ olmak tzere ¢(g,x,t)=(y,t") olacak sekilde
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(g,x,t)e Tx X xI vardir. Ote yandan T baglantili oldugundan 1 ile g’yi T icinde

baglayan bir yol vardir. Yani;
[>T, f(0)=1, f(h=g

Olacak sekilde bir f egrisi vardir. Ote yandan abelyen p-gruplart T iginde yogun
oldugundan (f(/)NZ,)-T #< olacak sekilde bir Z,/"cT vardir. Simdi

g e(fU)NZ,)-T, alahm. @(g',x,t)¢ X x{t} olur. Fakat bu durum go|

L, xXxI
kisitlama etkisinin bir Z " -izotopi olmasiyla gelisir. O halde ¢ bir 7-izotopidir.

Bir bagka temel problemlerden biri ise izotopik etkilerin birbirlerine ne kadar

benzer olduklaridir.

Teorem 5.1.2 : T baglantili torus, ¢, ve ¢, T"nin S” lizerinde iki ortoganal

temsili olsun. O halde asagidakiler birbirine denktir.

I. ¢, ve ¢ lineer denktir.

II. ¢, m ¢, e, her seviyede lineer olan bir deformasyonu vardir.

Ispat : A=11)

@,, @ T'nin lineer denk iki ortogonal temsili olsun. O halde ;

TxS" —% 5 §"

b

Tx§" —4—» §”
diyagrami degismeli olacak sekilde f:S" — S" lineer homeomorfizmi vardir. T

kompakt ve f lineer oldugundan fe O(n+1) varsayabiliriz. O(n+1)’in baglantili

bilesen sayis1 2 dir. Bunlar;

SO(n+1)={4€O0(n+1):detA=1}
SO (n+1)={4eO0(n+1):det4=-1}
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O halde det f =1 ise [

n+l

ile fyi SO(n+1) de bir yol ile baglayabiliriz. Yani;

¢:1—>80(n+l), p0)=1,, ¢)=f

olacak sekilde SO(n+1) de bir ¢ egrisi vardir. O halde « matris carpimin

gostermek lizere;

O:TxS"xI—>S"xI
(g, x,1) = ($(1)*(9, (g, ($(1)) ' *x)), 1)

istenilen deformasyonu verir. Benzer sekilde det /' =—1 ise / , in 1. satirinin -1 ile

n+l

carpimindan olusan matrisi [, ile gosterirsek, /., ile fyi SO (n+1) de birlestiren

bir yol vardir. Yani;

¢:1—>SO (n+l), gO)=1,,,p1)=f

olacak sekilde SO™(n+1) de bir ¢ egrisi vardir. O halde;

Q:TxS"xI—>8"xI
D(g,x,1) = (H(1)(0y (g, (1)) +x)),1)

@, 1n @, ’e her seviyede lineer olan bir deformasyonudur.

1=1I:

@, 1n @, e her seviyede lineer olan bir {¢t}te , deformasyonu verilsin. Her 7€/ igin
@, lineer temsillerinin Euler smiflar1 aymidir. Bir baska ifade ile ¢,¢'el ise
E, (8" x{t})=E,(S"x{t'}) olur. Euler smifi tamsay1 agirliklara ayrisgindan her
t,t'ed icin Q'(p)=Q'(p,) olacak sekilde bir Jc/ vardir. Burada

Q'(p) ve Q'(¢,) swrasiyla ¢, ve ¢, temsillerinin tamsayr agirlik sistemleridir.
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Dolayistyla her ¢,t'e J icin ¢, ve ¢, temsillerinin lineer agirlik sistemleri aynidir.

O halde her g €T i¢in;

tr:I1 >R
t—>tr(p,(2))

siirekli olup, J de sabit oldugundan J da sabit olur. Dolayistyla J kapali kiimedir. O

halde bu sekildeki {J } ailesi / nin pargalanigimi verir. Simdi ¢, ’1n lineer agirlik

sistemine esit olan seviyeleri diigiinelim. Yani;

A ={tel: @) lineer agirlik sistemi = ¢,' nin lineer agirlik sistemi}

A e{J} olup I baglantili oldugundan A =7 dir. Dolayistyla her e/ seviyesinde
@, temsilinin lineer agirlik sistemi ¢,'1in lineer agirlik sistemine esit olur. O halde

her t € I i¢in ¢, ile ¢, lineer denk iki temsildir.

Teorem 5.1.3 (Palais-Stewart,1960) : X kompakt tiirevlenebilen manifold, G

kompakt Lie grup ve €, X x[ iizerinde tiirevlenebilen bir G-izotopi olsun. Yani;

0:GxXxI—>XxI ve 6 :GxXx{t}—>Xx{t}

tirevlenebilir olsun. Bu durumda (X x1,6,x1) —> (X x1,0) tiirevlenebilir, grup
etkisini koruyan ve X x{0}’a kisitlamasi icerme doniisimii olan bir diffeomorfizm
vardir.

Palais-Stewart teoremi; kompakt Lie gruplarin kompakt tiirevlenebilir bir
manifold tizerindeki tiirevlenebilir izotopik olan iki etkinin denk oldugunu séyledigi
gibi aslinda bu izotopinin her seviyesindeki etkilerin baglangi¢ seviyesindeki etkiyle
ayni oldugunu soyler. Hipotezdeki kompaktlik ve tiirevlenebilirlik sartlarindan biri

kaldirilirsa sonu¢ dogru olmayabilir.
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Topolojik kategoride ise G-izotopik etkiler cok farklilik gosterebilir. Bununla

ilgili birka¢ 6rnek vermeden 6nce asagidaki dnermeleri verelim.

Onerme 5.1.1 : ¢, G'nin S"' iizerindeki bir etkisi ise G'nin D" kapal n-

disk tizerinde C(¢): Gx D" — D" koni etkisi vardir ve;

.Y #0
e =1"1E /yl) Y
0 y=0

dir.

Onerme 5.1.2 : ¢, G'nin D" iizerinde bir etkisi ise ¢ ile C(¢| 1) arasinda

kanonik bir G-izotopi vardir. Bu izotopi;

O:GxD"xI—>D"xI
0 y=0ver=1
O(g,y,0) = (l—t)¢(g,%_t) 0<|y|<l-tver=1

|y|¢(g,%v|) 1-1<|y|<1vey=0

Goriildiigi gibi D" iizerindeki her G etkisi sabit noktalar1 ve orbit uzaylari

biiziilebilir olan bir G etkisine G izotopiktir.(Edmonds, 1975)

Ornek 5.1.1 : M kompakt biiziilebilir n-manifold (n>4) ve OM basit
baglantili olmasin. O halde M xD', D"*'’e homeomorfiktir (Curtis,1961). Simdi

Z,’nin D" iizerine asikar olmayan etkisini diisiinelim. Bu etkinin sabit noktalari

M x{0} dir. Ote yandan C(¢| ) koni etkisinin sabit noktalari C(0M) ye
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homeomorfiktir. Dolayisiyla ¢, C(¢| o) koni etkisine Z, -izotopiktir fakat denk

degildir.

Ornek 5.1.2 : G izohedral(icosahedral) grup olsun. G derecesi 60 olan sonlu

gruptur. O halde yeterince biiylik 7 i¢in G’nin D" iizerinde sabit noktasi olmayan bir

etkisi vardir(Bredon, Introduction to Compact Transfomation Groups, 1972, Sayfa

58). Ote yandan ¢, C(¢| o) koni etkisine G-izotopiktir fakat denk degildir. Ciinkii

C(¢| ) etkisinin sabit notasi vardir.

Teorem 5.1.4 : G kompakt Lie grup, X kompakt topolojik uzay ve ¢, X x1
lizerine bir G-izotopi olsun Eger ¢ 'nin ¢ =0 seviyesinde sabit noktasi yoksa dyle bir

& >0 vardir ki her #' €[0,¢) i¢in ¢'nin ¢ =¢" seviyesinde sabit noktas1 yoktur.

Ispat : T, ¢’nin orbit tiplerinin kiimesi olsun. T, {izerindeki topoloji
H c G olmak iizere [G/H}:T ip(%) den kiiciik veya esit orbit tiplerinin

kiimesini kapal1 kiime kabul eden minimum topoloji olsun. O halde;
r: XX ¢~ To
stireklidir. Dolayistyla her x € X ig¢in;
b1 > XxI > XX 5T (1) =[G(x,0)]

olarak tanimlanan fonksiyon siireklidir. Ayrica ¢ 'nin ¢ =0 seviyesinde sabit noktasi

olmadigindan her x € X ig¢in;

$.00)#[*]=Tip(G) e T,
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olur. O halde U =T, —{[*]} acik olup 0 e @ ' (U) olur. Dolayisiyla her x e X igin

bir &, >0 vardir 6yle ki V, =[0,¢. )= I ve [*] ¢ ¢ (V) dir.
Xx]—)XX]G—>TG

stirekli oldugundan her yeW, ve her seV, i¢in ¢ (s)#[*] olacak sekilde
xeW, c X agik kiimesi vardir. Ote yandan ¢ ’nin ¢=0 seviyesinde sabit noktas
olmadigindan her x € X i¢in G, # G dir. Simdi (x,0)"in X x/ dabir §, dilimini

alalim. Dolayisiyla GS_, G(x,0) 1 agik komsulugudur. Dolayistyla;
W xV. cGS cXxI

varsayabiliriz. Ayrica S_, (x,0)’1n X x/ daki bir dilimi oldugundan her (y,?) € GS,

icin G, =G, #G lur. Dolayisiyla her (y,/)eGS, i¢in G, #G dir Ote

(y.1)

yandan {7, }XE , X’in bir agik ortiisii ve X kompakt oldugundan {le yeree Wx} X’in

sonlu alt 6rtiisii olur. O halde V' =V, n...nV =[0,6) e={¢,,...& } olup her
xeX ve her teV =[0,&) igin G,,#G olur. O halde her #'eV =[0,¢) igin

@' nin ¢t =¢' seviyesinde sabit noktas1 yoktur.
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OZGECMIS

21. 05. 1974 Adana da dogdum. Ilk orta ve lise 6grenimimi Adana da
yaptiktan sonra 1997 yilinda Cukurova iiniversitesi matematik béliimiinden mezun
oldum. Aym y1l C.U matematik bdliimiinde yiiksek lisansa baslayip yine ayni y1l C.U
matematik boliimiinde arastirma gorevlisi olarak géreve basladim. 2000 yilinda C.U
matematik boliimiinde yiiksek lisans programini tamamladim ve ayni yil ayni
boliimde doktora programina basladim. Halen C.U matematik boliimiinde arastirma

gorevlisi olarak gorevime devam etmekteyim.
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