728 4Léo

Cukurova Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Midirliigine

Bu galigma, Jjirimiz tarafindan Matematik Anabilim Dalinda

YUKSEK LISANS tezi clarak kabul edilmigtir.

Bagkan Yrd.Dog¢.Dr. Dogan DONMEZ
gé‘d §§lt
tiye Prof.Dr. Melih BORAL

N0l

Uye Yrd.Dog.Dr. Bilal VATANSEVER

BS

Kod No: 7322

Yukaridaki imzalarin, adi gegen &gretim tyelerine ait

oldugunu onaylarim. N

Prof.Dr. Ural DINC

Enstiti Mudira




1Y 46D

GRUP GENISLEMELERI PROBLEMINE
HOMOLOJIK CEBIR UYGULAMAST

ELA AYDIN

C.U.
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK

YUKSEK LISANS TEZI

ADANA

EYLUL 1993



ICINDEKILER

I¢indekiler R R R R R R R PR I
Oz e IT
Abstract Ceessesvo0eeebeces o 0o s usesseasscs b e s I1II1
Girig seeesescesotesessecooseasecasssser oo IV
1. BOLUM : Temel Bilgiler ceececececececesnescsos 1
2. BOLUM : Genigleme Problemi ..coceesececcccccos 3
3. BOLUM : Pargalanmig Geniglemeler ..ccccecoccss 7
4. BOLUM : Normallegtirilmig Faktér Kiimesi ecocveo 11
5. BOLUM : Geniglemelerin Denkligl +scceccosscoen 14
6. BOLUM : Tiiretme Fonksiyonu Ve Sabit
Birakan Otomorfizmler..cioceeeccosccocse 18
7. BOLUM : Grup Kohomolojisi Ve Genigleme
Problemine UygulanmasSl scececcessccccss 21
8. BOLUM : Ornekler Cecorscssesossserrsresesses 26
Ozet Seeecesssscossesssscoesesseccoseves e v
SUMMALY esosscsoesoscecosssossssssvsossscesosesses \Y
Kaynaklar.: ceeeescconcscscsccosesccososcsassnccocscs Vi
TegekklUr cccececcesovecccscoscsonessssscsssssncsns VII

6zgegmi$ 6 0 ® % O 06 0 05 G G HE O OGP OO OO 900NN 0D I eSS O 0 VIII



II

6z

Bu galigmada abelyen bir grubun geniglemeleri ile bu
grubun kohomolojisi arasaindaki iligkiler incelenmig, bazi
gruplaran kohomolojileri hesaplanip boylelikle grup
geniglemeleri bulunmugtur.
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ABSTRACT

The purpose of this work is to study the relationship
between the extensions of abelian group by a (not
necessarily abelian ) group. Afterwords we calculate some
cohomology groups and thus obtain some results on the group
extensions.
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GIRIS

Eilenberg ve MacLane ' in ele alig tarzina gbre
gruplarin kohomolojileri standart cocycle ve coboundary' ler
ile direkt olarak tanimlanmigtir. Ve Hochschild tarafindan
yapilan uygulamalarin bu konuyu tegvik etmekte biyiikk payi
vardir.

Gruplarin (serbest, abelyen, devirli) kohomolojilerinin
hesabi igin kullanilan ydntem Z ' in bir serbest ag¢ilimina
elde etmektir. Bu metod sonlu dogurayli abelyen gruplar igin
de kullaniglidir. Ve amacimiza uygun ag¢ilimlar Tate
tarafindan yapilmigtir.

Birinci bdélimde galigmaya ilgili temel bazi tanim ve
kavramlar, ikinci bé&liimde A abelyen ve G herhangi bir grup
iken A ile G ' nin geniglemesi, Integral Grup Halkasi,
Agikar Sol Modiil ve bunlarin 6zellikleri verilmigtir.

) Uglincii bdlimde pargalanma geniglemesi, yiikkseltme
fonksiyonu tanimlanmig ve &zellikleri verilmigtir.

Dordiinclii b6liimde Normallegtirilmig Faktor Kimesi tanimi
verilmig ve &Szellikleri incelenmigtir.

Beginci bs&limde Esas Faktdr Kilimesi tanimi verilmig ve
B2(G,A) " nin Z2(G,A) ' nin altgrubu oldugu godsterilmigtir.
Daha sonra e(G,A) tanimlanmig ve A Uzerindeki iki
geniglemenin denklik kogulu verilmigtir.

Altinci bdliimde tiiretme (garpim homomorfizmi), Sabit
Birakan Otomorfizm tanimlanip Szellikleri incelenmigtir.

Yedinci béliimde Normallegtirilmig Faktor Kiimesi ve Esas
Faktor Kiimeleri arasindaki iligkiye bakilmig,
e(G,A) = H*(G,A) gosterilmig ve H2(G,A) ' nin bazi 0&zel
hallerde hesaplanmasi i¢in formiiller verilmigtir.

Sekizinci bolimde Orneklere yer verilmig ve son Ornekte
18 elemanli gruplarin sayisi ig¢in bir st sinir bulunmugtur.
Ayni ydntem "2p?" elemanli gruplar ig¢in de gegerlidir.



1.BOLUM

TEMEL BILGILER

Bu bolimde bazi temel bilgileri ve daha sonraki

bslimlerde kullanacagimiz kavramlari inceleyecegiz.

Tapim 1.1: M, toplamaya gore abelyen grup; R, birimli
bir halka olsun. RxM > M olan ve (r,m) > r.m olarak
tanimlanan dodniiglim agagidaki 6zellikleri sagliyorsa M'ye
bir sol R-modiil denir. mi, m2, MEM ve r, rai, rz€R igin;

Mi-) r.{mi+ma) = r.Mai+ r.Ma
M2-) (ritrs).m = rp.m+ rs.m
M3-) (rirz).m = ri{rs.m)

Mé—) lom = m

Tanim 1.2: M ve N ayni R halkasi lizerinde R-modiiller
olsunlar. 6:M > N bir R-modiil homomorfizmidir eger ki,
m, my, m>EM ve r€R igin agagidaki kogullari sagliyor ise.

MH-1) 08(mai+mz) = 6(mi) + 6(mz) ,
MH-2) 6(r.m) = r.9(m)

Tapim 1.3: M ve N R-modiiller olsunlar. R-modiil olan

M ’'den R~modiil olan N igine olan tim homomorfizmlerin
kiimesi Homg{(M,N) ' dir.
Lemma J.1l: Homge(M,N) , abelyen bir gruptur.

Tanim l.4: M bir R-modiil ve X, M’'nin bir altkiimesi
olsun. M, X ilizerinde (X bazi ile) bir serbest R-modiildiir
(Free R-module) deriz eger ki N, herhangi bir R-modiil
ve f:X > N bir fonksiyon iken £°:M > N f°[?q= £
yani, her x€X ig¢in fo(x) = £(x) olacak gekilde bir tek
R-modiil homomorfizmi var ise.

Tanim 1.5: Herhangi bir R halkasi igin R-modiillerin

K kompleks zinciri; R-modil olan Kn ve R-modiil
homomorfizmi dan:Km ————> Kpoz (=oln<{« ) ve danda.z =0
saglayan {Kn,dnl ailesidir. danda.a =0 olmasi kogulu

Ind,.: . Kerd,, ile egdegerdir.
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Tanim 1.6: M, N, P R-modiiller ve M > N >P

R-modiil homomorfizmlerinin bir dizisi olsun. Bu dizi
Imf=Kerg oldugunda N'de tamdir denir.

fi fi_-o-.‘l.
Genel olarak , sesoe.Ms >Mi 1 PMiva Yoesos dizisi
Mi+.a2 'de tamdir eger ki, Imfs; = Kerfi.a ise,
0 >A d >B i >C >0 dizisi tam ise Kisa Tam

Dizi olarak isimlendirilir. Bu dizinin tam olmasi ig¢in
& bire-bir , B orten ve Ima = KerB olmalidir.

Tapnpim 1.7: P bir R-modiil olsun. P, projektif
R-modiildiir eger ki, agagidaki satiri tam olan diyagram
degigmeli ise.

P
v oo
B o >0
B
Divagramin degdigmeli olmasi demek; Bu=a demektir.
Tanim 1.8: Bir R-modiil olan A' nin Projektif Agilimi
(Projective Resolution) , P,."' ler projektif modiil iken
dn dn-—l dl E
>Pa >Ppn—1 PPn-2 P eses Py— >Po >A >0

olan tam bir dizidir.

Tanim 1.9: Bir sol modiil olan A'nin serbest agilimi
{free resoclution), F;* ler serbest modiil iken

da-a da €
>Fn—2 > ® &9 Fl >Fo )A >0

_ dn

>Fa b Y
olan tam bir dizidir.
Kolayca goriiliir ki, her serbest modiil bir projektif modiildiir
ve A gibi her modiil bir serbest (dolayisiyle projektif)
agilima sahiptir.

Tanim 1.10: (SHORT FIVE LEMMA) :
A > B > C > D > E
011 az 0t3 @4 aB
A" > B" > c" > D" > E"

Satirlari tam olan bu diyagram degigmeli olsun. Eger oi , G2
6, ve Gs izomorfizm iseler «z de izomorfizmdir.



2 . BOLUM

GENISLEME PROBLEMI

Tanim 2.1: A'nin G ile bir geniglemesi,

0 > A > E > G > 1
olan tam bir dizidir. Bu dizide E (abelyen olmas:
gerekneyen) herhangi bir grup; A, E'nin abelyen normal
altgrubu ve G = E/A olan bd&liim grubudur. E ve A

gruplarini toplamsal, G'yi ise garpimsal olarak yazacagiz.
Bu nedenle solda 0, sagda 1 kullanacagiz.

Le 2.1 A 'nin G ile olan bir geniglemesi, G'den
Aut(a) ’'ya blr homomorfizm belirler. 6:G > Aut(ad).
(Burada Aut(A) , A'nin tiim otomorfizmlerinin grubu).

ispat: x€G elemani ig¢in x'in #w(8x) = x olan bir &xEE
elemanini alalim. O.:A > A doniiglimlini goyle
tanimlayalim:

6.(a)=8x+a-6x.
(E abelyen olmadigindan sadelegtiremiyoruz.) Imé, CA dir.
Qiinkdi A, E'nin normal altgrubu idi. 8,, bir endomorfizmdir
ve 8..; onun tersi oldugu ig¢in 6., A'nin bir otomorfizmidir.
6:G > Aut(A) olan ve 8(x) = 0. geklinde tanimlanan
fonksiyon iyi tanimlanmigtir. A bir abelyen grup oldugundan
6 fonksiyonu, 8x se¢iminden bagimsizdir. Giinkii, eger &7"x
x'in bir bagka ylikseltmesi ise, bir ac€A igin

§"x = ao + 8x
olur.

8({x)(a) = 6,.(a) = §x+ra~-8x €A

ve
8.(a)=86"x+a~-8"x €A
olup her a€A ig¢in de

§"x+a-8"x = (ao+d8x) + a - (as+dx)
astéx+a-dx-ag
= §x+a-8x

oldugundan 8., &x lerden bagimsizdir. 8x, x€G igin S8y, YVEG
igin yiikseltmeler olsunlar. O zaman "§8x+8y" de xy€G ig¢in bir
yikseltme olur.

0,..8,=08,., oldugunu gbsterelim:
Her a€A ig¢in;

i



(0x.6,)(a)=6,(0,(a))
=0 (8y+ta-8y)
=(§x+8y) + a - (8x+dy)
=0, (a)
{ Cilinkii 6x + @8y, Xy igin bir yiikseltme ve yikseltme
segimden bagimsiz idi. )

Tanim 2.2: G bir garpimsal grup oldugunda Z(G) ile
Integral Grup Halkasaini gosteririz. Z(G) halkasinin
toplamsal grubu, G kiimesini baz alan serbest abelyen grup;
Z{G) halkasindaki garpma ise, G grubunun c¢arpmasil
kullanilarak dagilma 6zelligini saglayacak gekilde
tanimlanir. Z{(G) halkasinin elemanlari Im,x sgeklindedir.
O halde x€Z(G) ise; nee

X = Miga+Magotecesssso MO geklindedir. (gx€G)
Z(G) 'deki garpma iglemini gdyle tanimlariz:

(Inegsw) (Imche)=IZn,me (grhe) Ni,Me€Z Ve Gu,heE€G.
Z{G) halkasinin birim elemani vardir:
le=e olsun. 1.e€Z{(G) dir.

(Ineg)(l.e)=E(ne.1)(gr.e)

=in, 0 olup l.e=lz(a;, dir.

Benzer gekilde; (l.e) (Inndgi)=Inmeg,. olur. G grubu abelyen
oldugunda Z(G) halkasi degigmelidir. Aksi halde degildir.

Teorem 2.1: Eger 0 —> A > E > G > 1 bir

genigleme ise , A bir sol Z(G)-modiil olur.

Ispat: g€G ve a€A igin g.a = 845(a) = 8g+a-8g olarak

tanimlayalim. O zaman &:Z(G)XA —> A X=N,G.%scee s M
ise, #(x,a) = no(g..a) + Na{gaed) +eoeseet N (gr.a) olup
6:G > Aut(A) bir homomorfizm oldugundan l.a = a ve
(xy).a = x{y.a) dir.

Z(G)'nin herhangi bir elemani igin (Im,X).a = Im.{(x.a)
dir.

O halde ;

[(Im.x)(Zny,y)l.a = (Im.n,(xy)).a
= Im.ny,l{xy).al
= Im,nylx{y.al)l
= (Im.x) (Zny,(y.a)
= (Imex) [(Ingy).al dir.
Ayrica ;
(Im,x) (a+b)

i}

Im,.lx.(a+b)]
Im,(x.a+x.b)
Imc(x.a) + IZm,(x.b) olur.

i

1



Yani, A bir Z(G)-modiil yapisindadir.

Orpek 2.1 : 8~(x)(a) = 87.(a) = -8x+a+dx olarak
tanimlayalim. Bu durumda, eger x€G ise 8%, = 8,.~* oldugunu
gbsterelim.

Coziim : O8,.: A —> A, 6. = 6(x)EAut(a) dair.

6 c({a) = -8x+a+6x ve B8, %*a) = §(x-t)+a-86(x—%*)
0 >A >E >G >1
§x—>x
6x—% >x—*
Yani x~* igin -(8x) bir yikseltme olur. Ciinki 6, dx lerden
bagimsizdi. O halde, -(8x) = §(x~*) dir ve her a€A igin
6".(a) = ~(8x)+a+(8x) ve OH,."1(a) = §(x~*) + a - &§(x~1)

-(8x) + a —-(-8x)

= -8x + a +(8x)
olup 6”,. = 6,."* bulunur. Fakat 6" (xy)= 8" (y)8~(x) oldugundan
€", bir anti homomorfizmdir.

1

Tanim 2.3 : A bir sol Z(G)-modil iken her x€G ve a€A
igin X.a = a egitligi saglaniyor ise, A' ya
Tagikar (trivial)”® sol Z(G)-modiil denir.

Teorem 2.3: 0 > A > E > G > 1 A'nin G

ile bir geniglemesi oldugunda sol Z(G)-modiil A ig¢in
agagidaki ifadeler denktirler:
i) A agikardir,
11} A CZ(E) dir,
iii) 6:G——>Aut(a) "agikar " homomorfizmdir. Yani, her
x€G igin 6, = 1. olur.

Ispat: i) ===> 1ii) : A bir agikar sol Z(G)-modiil
olsun. Z(E) = {eEE: e+e"=e"+e , her e™€EE} kiimegsi E'nin
merkezidir. e€E ve a€A elemanlarini ele alalim.

a = (re).a = §{we) + a - &§(mwe) = eta-e
(Ginkii 87=1lg dir.) O halde , a=e+a-e igse her a€A igin
ate=e+a elde edilir. Yani, a€Z(E) dir. °“Boylece A CZ (E)
bulunur.

ii) ==> 1iii)} : 8: G > Aut(a) her a€A 1igin

a€E dir. Kabulimiiz; A, E'nin merkezi tarafindan kapsansin.
Yani, her e€E ve a€A ig¢in e+a = a+e dir. §:G ————> E ve
x€G 1ig¢in 6x€EE idi. O halde, her a€A igin



6x + a = a + 8x olup a = 6x + a - 8x = 8,.(a) dir.
Boylece; a = 6,(a) ve 8, = 1l elde edilir.

iii) ==> 1) : Her x€G 1igin 6, = 1. olsun. O halde
her a€E igin 8.(a) = a dir. Biliyoruz ki; 6.(a) = x.a
idi. Her a€A ve x€G ig¢in a = x.a elde edilir. Bu ise bize

A'nin agikar sol Z(G)-modiil oldugunu gosterir.

Tanim 2.4: A bir sol Z(G)-modiil olsun.

Bir 0 > A > E > G > 1 geniglemesi
eger her x€G ve her a€A igin x.a = 8x + a - §x kogulunu
sagliyorsa bu geniglene igin; "Z{G) operatdrlerini

gergeklegtirir®™ deriz.

*%k%Genigleme problemi gudur : Bir sol Z(G)-modiil A
verildiginde operatérleri gergekleyen A'nin G 1ile tim
geniglemelerini belirlemektir. Bundan sonra "Z(G)-modiil"
yerine "G-modiil"” kullanacagiz.



3 . BOLUM
PARCALANMIS GENISLEMELER

Tapim 3.1: 8:G —> E ve 78 = la saglayan bir
homomorfizm oldugunda, O > A > E > G > 1
geniglemesi bir parcgalanmig (pargali) geniglemedir deriz.
A'nin G 1ile bu pargalanmig geniglemesinde ortadaki E
grubuna Yari Direkt Carpim denir. Ve A f G ile gosterilir.

A bir sol 2Z(G)-modiil olsun. O =zaman ,

E "= {(a,x): a€A, x€EG} kiimesinin toplama iglemini gu gekilde
tanimlayalim: (a,x) + (a',y) = (a+x.a’,xy).
Bu tanim grup aksiyomlarini saglar ve e=(0,1) birim
elemandir. E ', A ile G'nin yari direkt ¢arpimi olur. Burada
A CE' olur. 7w :E °’ > G m(a,x) = x olan doniigiim bir
homomorfizmdir. §:6 ——> E' olan doniigiim bir grup
homomorfizmidir.

§(xx') = (0,xx°) = (0,x) + (0,x") = 8(x) + §(x') olur.

NOoT 3.1: A CE °*, 8(G) €E ' ve A, E' 'nilin normal
altgrubudur. Fakat genelde; 68(G), E ' nlin normal altgrubu
olmak zorunda degildir.

Teorem 3.1: O > A > E > G —> 1 geniglemesi
A'nin G ile bir parcalanmig geniglemesidir ancak ve yalniz
E, A+ C=E ve ANC = {0} olan C = G saglayan bir C
altgrubunu igeriyor ise. (Burada C'nin normal olmasa

gerekmiyor) Ve bu gartlari saglayan C altgruplarini A' nin
E' deki Timleyeni diye isimlendiririz.

Ispat: ==> : 0 ——> A —> E > G > 1
pargalanmig genigleme ve §6:G > E, 718§ = 1lg olacak
gekildeki 8 homomorfizmini alalim. Genigleme pargalanmig
oldugu igin C = Imn§ olarak tanimlayalaim.

8 = lg oldugundan §, bire-birdir. §:G > C Orten
oldugu ig¢in de §, G.'den C' ye bir izomorfizm ve G = C dir.
gimdi de A + C = E oldugunu gdsterelim:

Bir e€E elemani verildigi zaman Oyle a€A ve gEG
elemanlari bulacagiz ki, e = a + &(g) olacak. e€E ise,
7(e)EG olup §(m(e))€EE dir. n(é(m(e))) = w8(a(e)) = ule)
olur. O halde,

e-6(m(e))Ekern = ImA = A oldugu igin e - §(w(e))€EA
olur. Bir a€A igin e - §(w(e)) = a olarak alalim.




e = a + 6§(a(e)) olup E =2 + C " dir. ( 8(w(e))€EC dir.)
ANc=1{01 oldugunu gbsterelim:

Aa€A ise: mw(a)=1l dir. Cinku 0 > A > B > G > 1
dizisi tam oldugundan w(a) = 1 dir.

a€EC ise; bir x€G i¢in a=8x geklindedir.

w{a) = w(8x) =(wd)x= x olur. w(a) = 1 oldugundan 7(8x)=1 ve

x = 1 olur. O halde, eger a€ANC ise a = 8x = 81 = 0 olup
ANC={0} elde edilir.

(===:Tersine olarak; kabul edelim ki, ANC = {0} ve A + C = E
iken C=G olacak gekilde ¢ <CE olsun. Bu gdsterimin tek
oldugunu gdsterelim:

Her e€E elemani e = a+c formunda idi. a'€A ve c¢'€C igin

e = a'+c' olarak yvazilabilsin. O zaman, a+c = a'+c¢' ve
a=a'+c’'-c olup ¢" = ¢'"-c€C iken a = a'+c" dar.

-a'+a = c"€ANC ve ANC = {0} kabuliimizden dolayi a' = a olur.
a + ¢ = a'+ ¢' egitliginde a ve a' kisaltilirsa ¢ = ¢' elde

edilir. Yani, bu bize her e€E elemaninin e=a+c formunda
vaziliminin tek tirlid oldugunu gdsterir.
Biliyoruz ki, #: E. —> G ve C CE idi.
7' nin C' ye kisitlanmasi olan ﬂlc:C ——> G bir
izomorfizm oldugunu gdsterelim:
‘ Oncelikle T|e "nin bire-birligine bakalim. Farzedelim
ki, w(c') = m(c”) olsun.
a{c’).m{c")"r = A({c"~¢c") = 1 ise c’~-c"€Ekerm ve dizi tam
oldugu ig¢in kerm = ImA = A dir. O halde, c¢'-c"€A olur. Ayni
zamanda c-c'€C idi. Biliyoruz ki, ANC={0} idi. Yani, c¢' = ¢"
olur ve dolayisayle ﬂ]c bire~bir.
Ikinci olarak; ﬂlc 'nin ortenligine bakalim:
g€G alalim. w(e) = g olacak gekilde e€E elemani vardir ve
biliyoruz ki, e = a+c¢ formundadir.
m(e) = w(a+c) = w(a)w(cl=g olur. w(a) = 1 oldugundan;
her g€G igin #w(c) = g olup ﬂ|c Oortendir.
Dolayisivle de wlc: c >G bir izomorfizmdir. 6:G—>E 'vyi
(7)) olacak gekilde tanimlayalim. O zaman §, bir
homomorfizndir ve W8=ls saglanir, dgeniglememiz pargalanmig
genigleme olur.

Tanim 3.2: 0 —> A —> E > G > 1 A'nin G ile
olan bir geniglemesi olsun. G'den E’'ye olan bir Yiikseltme
§:6 —> E 76 = 1lg ve 81 = 0 olan bir fonksiyondur. Bu
gartlari saglayan &' ya Yiikseltme Fonksiyonu denir. (6 ' nan
bir homomorfizm olmasi gerekli degildir.)



Teorem 3.2: 0 > A > E > G —> 1 olan bir
genigleme pargalanmig geniglemedir ancak ve vyalniz
elemanlara (a,x)€EA ®# G geklinde olan ve toplamasi

(a,x) + (a',y) = (a+x.a’,xy)
olarak tanimlanan E* grubu ile E grubu arasinda
#(a+éx)=(a,x) olacak gekilde bir @ izomorfizmini wveren
bir §:G —> E vyiikseltme fonksiyonu varsa.

Ispat : > Kabul edelim ki, geniglememiz bir
pargalanma geniglemesgi ve §:G > E homomorfizm olan bir
yiikkseltme fonksiyonu olsun. E” = {(a,x): a€A,x€EG } ‘'nin

(a,x) + (a’,y) = (a+x.a',xy) (1)

toplamasi ile bir grup olugturdugunu gésterelim, birim ve
ters elemanlari bulalim :
(i} a,a’€A ve x,Y€EG igin
(a,x) + (a’,y) = (a+x.a' , xy) € A G
olup kapalilik 6zelligi vardar. -
{11} 1z"= (0,1) birim elemandir.
ta,x) + (0,1) = (0,1) + (a,x) = (a,x) dir.
(iii) (a,x)€E™ olsun. (-x"*.a , x~%) , (a,x)’in ters

elemanidir.

(a,x) + (-x~*.a,x"*) = (0,1)
ve
' (~x~*.a,x"*)+(a,x) = (0,1)
dir.
(iv) [(a,x)+(a’,y)1+(a",z) = (a+x.a',xy)+(a",z)
= (a+tx.a'+(xy).a",xy(z))
G birlegmeli oldugundan , = (a+x.a'+(xy).a",x(yz))
{a,x) + [(a',y) + (a",2)] = (a,x) + (a'+y.a",yz)

= (a +x.{a' +y.a”),x({yz))
= (a + x.a' + (xy).a", x(yz))

Buradan kolayca gorilir ki,

[(a,x)+(a’,y)1 + (a",2)] = (a,x)+[(a',y)+(a",z)]
olup birlegme ©&6zelligi vardir. O© halde E™ tanimlanan
toplama altinda bir grup olur.

$: E—D>E™ bir izomorfizmdir:

(a + 8§x) + (&' + 8y) a + 8x +a' - 8x +6x + Oy
a + (8x+a’-8x) + 8§x + 6y
a + x.a' + 8xy

i

h

olup
(a+6x) + (a'+8y) = a + x.,a’' + §xy (2)
bulunur.
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1

B((a + &6x) + (a' + d8y)) (a + x.a',8xy) , (2)°den

{a,x) + (a’,y) , {1)'den

I

0 halde ,
B(la+dx)+(a’+8y)) = Bla+dx)+8(a’+8y)
ve § bir izomorfizmdir.
(== : Tersine olarak , 8:G ——> E ‘'nin bir homomorfizm
oldugunu gostermeliyiz:
§x + 8y = 8xy egitligi saglanmalz.
{a+dx) + (a'+8y) = (a+x.a'+8x+8y)
ve @ bir homomorfizm oldugundan;
G((a+dx) + (a"+d8y)) Pplatbéx) + B(a’+8y)
(a, x) + (a', y)
= (a+x.a', xy)
Bla+x.a"+6x+8y) = (a+x.a', xy)
= @gla+x.a’+8xy) ve
a+x.a‘+8x+8y = a+x.a"+8xy
dir. O halde ; #°nin birebirliginden §x + 8y = 6xy olup
6, bir homomorfizmdir.

1

3}
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4 . BOLUM

NORMALLESTIRILMIS FAKTOR KUMEST

0 > A > E > G > 1 , bir geniglene
olsun Bir §8:G ———> E vyiikseltme fonksiyonunu alalim.
Biliyoruz ki, 8x + 8y = a' + §xy idi. O halde; x , y€G iken

[x,yIEA elemanini alarak,
8x + 8y = [x,y] + 8xy (%%}
egitligini yazalim ve agagidaki tanimi verelim.

Tapim 4.1: (**) formunda tanimlanan ve [,]1:GxG —> A
olan bir fonksiyon Normallegtirilmig Faktér Kiimesi olarak
isimlendirilir. Biliyoruz ki, sol Z(G)-modiil olan A abelyen
gruplari x.a = §x+a-8x 1idi. O halde, bir ikinci formiilii:

X.a + 6x = 8x + a (*xx)
olarak yazariz.
Teorem £4.1: A bir G-modiil olsun.[,1:6xG —> A olan bir

fonksiyonun faktdr kiimesi olmasi ig¢in gerek ve yeter kogul;
i) [x,11 = 0 = [1,x]
i1} x.ly,z]l - Ixy,zl + [x,yvz]l - [x,y] =0

Ispat: ==> : [,] :GxG ——> A fonksiyvonunun bir faktér
kiimesi oldugunu kabul edelim. Biliyoruz ki, bir §:G > E
igin §x+8y= [x,yl+8xy ve X.a+6x = §x-a 1idi. O halde,

i) [Ix,11 = 8x+61-86x = 0O
{(Ginkii § , yiikseltme fonksiyonu ve 81 = 0). Benzer olarak,
[1,x] = 81+8%x-8x = 0 olur.

ii) Bir x€G ve [y,zl€A igin x.[ly,z] = 8x+ly,z]l-6x

dir.
[x,y1€A , Ixy,z21€a , [x,yzl€A , [y,z]EA ve A degigmeli
oldugundan terimler aralarinda yer degigtirebilir.
Xely,zl-Ixy,z2l+lx,y2]l-Ix,yl=x.ly,2)1+[x,yz]l-Ixy,2z]l-[x,y]
= 8x+[y,z1-8x+8x+8(yz)~-8(xy2z2)+8(xyz)-8z-8xy+8xy-8y~-6x
= §x+8y+8§z-8yz+8yz-8z~-6y~-8x = 0
Sonug olarak i) ve ii) gartlari saglanir.

(===: Tersine olarak, operatdrleri saglayan A'nin G ile bir
geniglemesini inga etmeliyiz, sonra da [x,yl = &x+8y-dxy
olacak gekilde bir § vyiikkseltme fonksiyonu bulmaliyiz. E
kiimesini tim (a , x) € A ® G sirala ikililerinin kiimesi
olarak alalim ve toplama iglemini gdyle tanimlayalim :
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{a, x) + (a', y) = (a+x.a'+[x,y] , xy).
simdi bu E kimesinin toplama altinda bir grup oldugunu
gosterelim:

i}: (0,1) , E' nin birim elemanidir.
(a,x)EA X G igin,

(a,x) + (0,1) = (a+x.0+[x,11, x1) = (a,x)

ve benzer olarak,
(0,1) + (a,x) = (0+1.a+[1,x]1, 1x) = (a,x)

olur.

ii}: (a,x)EA & G ig¢in (-x~*.a - x~*[x,x~*] , x—1)

(a,x) + (-x~*.a - x~*{x,x"*] ,x~*) = (0,1)

ve benzer olarak,
(-x~*.,a - x~*[x,x~*],x~*) + (a,x) = (0,1) olur.

iii): [(a, x) + (a', y¥1 + (a%", z)

= {a+x.a'+[{x,yv] , xy) + (a" , z)
(a+x.a'+[x,yI+(xy).a"+[xy,z] , (xy)z)
(a+8x+a'-8x+[x,yl+8xy+a”"-8xy+ixy,zl , x(yz))

= (a+8x+a’+8y+a"+8§z-8((xy)z) , x(yz)) (1)
(a,x)+[(a’,y)+(a”",2)] = (a,x)+(a‘+y.a"+ly,z] ,yz)
=(a+x.(a'+y.a"+ly,zl)+[x,y2]1,x(yz2))
=(a+8x+a'+y.a"+[y,z]1-8x+8x+8yz-8(x(yz)) , x(yz))
=(a+fx+a'+8y+a"~8y+6y+8z-8(yz)+8(yz)-8{x(yz)) , x(yz))
=(a+dx+a'+8y+a"+8z-8(x{yz)) , x(yz))

1

=(a+éx+a'+8y+a”"+82-8(x(yz)) , x(yz)) (2)

(1) ve (2) ' den E' de birlegme &zelligi vardir ve E
bir gruptur. i: E ——> G fonksiyonunu m(a,x) = x
olarak tanimlayvalim:

Eger A > E olarak a > (a,1l) yapan ddniiglmi
alirsak; kerw={e€E : w(e) = 1} = {(a,x)EE: 7({a,x) = x = 1}
kern = {(a,1) : a€a} olur.

6 : A——> E 6(a) = (a,1) geklinde 1ise, 6 bir
grup homomorfizmidir.

6(ar+az) = (ai+a , 1)

= (aptl.ax+[1,11, 1)
= B8(as) + 6(az).
T:E > G wla,x) = X ise T bir grup
homomorfizmidir.
7l(a,x)+(a’,y)]l= w(a+x.a'+[x,vy],xy)
= Xy
= w(a,x)n(a’,y).
Eger §x=(0,x) olarak tanimlarsak, A grubu

operatdrleri saglar. Yani,
X.a + 8x = (d8x+a-8x) + 86x = 6x -+ a olur.
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Tanim 4.2: Z2(G,A) , bilinen toplama iglemi altinda
tim faktsr kiimelerinin bir abelyen grubudur. $imdi bunu
gbsterelim:

[,1 € 22(G,A) ve (,) € 22(G,A) oldugunu kabul edelin.
i) Tim x,y€G igin <x,y> = [x,yl + (x,y) olarak alalim
ve Teorem 5 'i kullanalim.
<x,1> = [x,1) + (x,1) = 0 (Teorem 5 ‘den dolayi)
Benzer olarak, <1,x> = [1,x] + (1,x) = 0 olur.
ii) x.<y,2> - <xy,2z> + <x,yz> - <x,y> = 0 olmalidir.
Xelly,zl+(y,2)} - {lxy,z2l+(xy,2)} +ilx,yzl+(x,yz)}
-{Ix,yl+(x,y)t
=x.ly,zl-Ixy,zl+ix,yzl-{x,yl+x.{y,z)~-(xy,z2)+(x,yz)-(x,y)=0
elde edilir. Boylece; ZZ2(G,A) toplama altinda kapali olur.
{,1€22(G,2) oldugunda her x,y€G iken [x,y]=0 birim olur.
-Ix,yl ise, {x,vy] 'nin ters elemani olur.
A bir abelyen grup oldugundan; (,) + [,]1 = [,]1 + (,) dir.

{Z2(G,A)" nin elemanlarina ® cocycle ¥ da denir.)
Ieorem 4.2: O > A > E > G > 1,

A'nin G ile bir geniglemesi, §&:G > E ve §':G > E
iki yiikseltme fonksiyonu olsun. Eger I[,] ve (,) bunlara
kargilik gelen faktor kiimeleri ise , o zaman < >:G > A
olan ve agagidaki kogullari saglayan bir fonksiyon vardir:
i} <1> =0
ii) (x,y) - [x,¥y] = x.<y> - <xy> + <x>

Ispat: 8§:G ——> E olan ve [,1] faktor kiimesini
belirleyen yiikseltme fonksiyonu , 8':G —— > E olan ve
(,) faktor kiimesini belirleyen yiikseltme fonksiyonu
olsun.Herhangi bir x€G ig¢in &x ve 6§'x A'nin ayni kosetine
diigerler. Boylece (x> = 8§'x - 8x olacak gekilde bir <(x>€A

elemani vardir. Simdi de (i) ve (i1} kogullarainin
saglandigini gdsterelim:
i) 6§ ve &' yiikselme fonksiyonlari oldugundan 81 = 0 ve

6'1 = 0 dir. O halde , 1> = §'1 - §1 olup <1> = 0 dir.
11) §'x+8'y={x>+8x+<y>+8y = xD+Ex+<y>-8x+86x+8y

{x>+x.{y>+8x+8y

<x>+x.<y>+[x,y}+8xy ([x,yl=8x+8y-8xy)

8% + 8’y = L xO+x.<y>+Ix,yl-<xy>+8'xy

(<xy>=8"xy-~8xy oldugu igin) '

O halde; §'x+8'y-8"'xy = <x>+x.<y>+I[x,yl-<x,y> olur.

(x,y) = <x>+x.<y>+[x,yl-<x,y> dir.

Tim elemanlar A' nin elemani ve A degigmeli oldugundan;

(x,y) = [x,yl = (x> - <xy> + x.{y> olur.

]

i
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5 . BOLUM
GENISLEMELERIN DENKLIGI VE e(G,A)

Tapam 3.1: B2(G,A) ile < >:iG——>A , (1> = 0 saglayan
bir fonksiyon oldugunda f : GxG > A

£(x,y) = x.<y> = <xy> + <x>
ile tanimli tim £ fonksiyonlarinin kiimesi godsterilir.
B2(G,A)'nin elemanlari Esas Faktdr Kimesi("coboundaries”)

olarak isimlendirilir.

Teo .1: B2(G,A) klimesi, Z2(G,A) * in bir
altgrubudur.

Ispat: £EB=2(G,A) igin faktor kiimesi 6zelliklerinin
saglandigini gostermeliyiz:

1) £(x,1) = x<1> - <x> + x> =0
ve f£(1,x) = 1<x> - <x> + <1> = 0 olup f(x,1) = £(1,x) =0
dir.
ii) x.fly,z)- f(xy,z) + f(x,yz) - f(x,y) = 0 olmaladir.
= x.(y<2z> = <yz> + y>) =~ xy<z> + L{xylz> - (xy> + x.<{yz>

- <x{yz)> + x> - x.{y> + <xy> - x>
='xy<z>—x<yz>+ xXLy>=-xy<z>+<{x(yz) >-<xy>+x<yz>

- x(yz)>+Lx>=-x<y>—<x>
=0 elde edilir.
Boylece; f:GxG > A (i) ve (ii) kogullarini saglar ve
B2(G,a) , Z2(G,A) 'nin bir alt kiimesi olur. < >:G > A
her x€G igin <x> = 0 olarak alalim. Bu durumda; 1€G olup

<1> = 0 dar.

®:GxG > A her x,y€G ig¢in #@#(x,y) = 0 olarak
alirsak; £ fonksivonu, B2(G,A) ' nain birim elemani olur.
Eger £ ve g€B2?(G,A) 1ise o zaman ; £ - g €B2*(G,A) ‘'dir.
fEB2(G,.A) ise : f(x,y) = x<y> - <xy> + <x> dir.
g€B2(G,A) ise ; glx,y) = x<y> - <xy> + <x> dir.

(f-g)(x,y) = x<y> = <xy> + <x> - <x> + <xy> - x£y> = 0 olup
f - g€B2(G,A) ' dir. Bu ise BZ*(G,A) 'nin , Z2(G,A) 'nin
bir altgrubu oldugunu gosterir.

Tanim 5.2: e(G,A) = Z2(G,A) / B2(G,A) olan bolim
grubudur. B2(G,A), Z3(G,A)' nin normal altgrubudur.



15

Sopug 5.1: Ayni geniglemede farkla 8 yiikseltme
fonksiyonlarinin sec¢imi ile belirlenen iki faktor kiimesi
e(G,A)' nin ayni elemanini belirler.
Tanpim 5.3: A lzerinde ayni Z(G)-modiil yapisini veren

0 >A >E >G >1  ve 0 >A >E’ >G >1
geniglemelerini alalim. Bu iki genigleme “denktirler™ eger
ki, [,] faktor kiimesi ve (,) faktor kiimesi ig¢in

[,1 - (,) € B2(G,A) oluyorsa.
Yani, A'nin G 'de olan iki geniglemesi denktir, eger
iki faktor kiimesinin farki bir esas faktdr kiimesi ise.

Teorem 5.2: A'nin G ile olan iki geniglemesi denktir
ancak ve vyalniz bu geniglemeler degigmeli bir diyagram
olugturuyorsa. (@ bir izomorfizm)

0 >A >g >G >1
0 >A %E“ >£ >1
Ispat: ==>: Kabul edelim ki, geniglemeler denk olsun.

O zaman, E‘'yi "a+8x" formunda ifade edebiliriz ve toplama da
gu egitligi saglar:

(a+8x) + (a"+8y) = a+x.a'+[x,yl+8xy
{CQlinkii (a+rfx) + (a'+8y) = a+dx+a’'-86x+3x+08y
a+tx.a'+8x+4y
a+x.a'+[x,yl+6xy dir.)
Benzer gekilde, E' ' den ise tim "a + §'x" ler olarak soéz
edebiliriz. Buradaki faktor kiimesini (,) ile go&sterelim.
Toplama ise gu bagintiyi saglar.
(a+8x) + (a'+8'y) = a+tx.a'+{x,y)+8"xy
olarak tanimlayalim.
simdi de @:E >E' #(a+8x) = a+<x>+8'x olarak tanimlayip
' nin bir homomorfizm oldugunu g&sterelim:
gl(a+dx) + (a'+8y) ]l = #(la+rx.a'+[(x,yl+8xy)
= atx.a'+lx,yl+<xy>+8"' (xy)
= a+8x+a'-8x+8x+8y-8xy+8xy-8 ' xy+8'xy
= a+fx+a’+8y

"

1]

gl(a+8x) + (a'+8y)] = a+<x>+8§'x+a’+<y>+8'y (1)
Clinkii, <x> = 8x~8'x ve §y = <Ky>+8'y idi.

gla+rdx) + @la*+8y) = a +<{x>+8’x+a'+(y>+8'y (2)
Acikga gériiliir ki, @[(a+8x)+(a'+8y)] = #B(a+éx) + (a'+8y)
olur. Dolayisivle ; @ bir homomorfizm , 1a ve ls

izomorfizm oldugundan da " Short Five Lemma " dan dolayi
¢, izomorfizm olmak zorundadir.
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{(===: Tersine olarak, [,] : GxG———>A olan faktor kimesi
§:G—>F yikseltme fonksiyonu ile tanimlanmig olsun.

Birinci karenin degigmeli olugundan #@ix,yl = [x,y] vyani,
gl,1 =(,1] elde edilir. 1Ikinci kare de degigmeli oldugu
igin, B8 :G—>E' yine bir vyiikseltme fonksiyonu olur.
Tanimlanan egitlige $ ' vi uygularsak;

§x+8y = [x,yl + 8xy 'dan d&(8x) + 8(8y) = dlx,y] + 8(8xy)
elde ederiz ve bu bize @#[,] faktdr kiimesinin , 66 yiikseltme
fonksiyonu tarafindan belirlendigini gdsterir.

Sonug¢ 1 ‘'den dolayi; eger {,) EY ‘nin herhangi bir
faktor kiimesi ise, (,) kimesi @[,] faktor kiimesine denktir.
$l,1=[,1 oldugu igin de bu iki genigleme egdegerdir.

Uyara 5.1: Geniglemeler arasindaki egdegerlik
bagintisinin dogal yolla tanimlanmasina ragmen, A'nin G ile

ortadaki gruplari izomorfik, fakat egdeger olmayan
geniglemeleri olabilir.

Ornegin ; p bir gasal sayi olsun. Eger

0 >Z/pZ SE—->Z/pZ~—>1 bir genigleme ise, o zaman E,

p? derecesine sahiptir ve dolayisiyle E grubu abelyendir.
E = Z/p=37 veya E » Z/pZ + Z/pZ dir.
p tek bir asal (p, 2'den farkli) ve A, p _ yinci

dereceden " a " lireticisi ile devirli grup, E ise " x "
iireticigi ile p2? _ yinci dereceden bir devirli grup olsun.
Simdi

i: A >E i(a) = px ve j: A >E jla) = 2px

olarak tanimlayip bu tanimlarin bizi egdeger geniglemelere
gotilirdiigtinii kabul edelim. Yani, g:E >E izomorfizmi

olsun.
i q
0 >A—— >§3 >E/iA———>1
3 %
0 >£ %E >£/jA—~—————->l
Birinci karenin degismeli olugundan B8, her elemani " 2 "
ile garpmali, fakat bu durum ikinci karenin degigmeli
olmasi ile geligir.
Teorem 5.3: 6§ ve 4 : G ———> Aut(a) iki homomorfizm

olsun. Eger bir 0€Aut(A) ve her g€G igin §{(g) = 6u(g)e—*
yvani § ve y conjugate ise, A s G = A ¥, G olur.

Sopug 5.2: Eger e(G,A) = 0 1ise, her genigleme bir
pargalanma geniglemesidir ve E, bir yaridirekt carpamdir.
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Ispat: E* Dbir yaridirekt garpim iken, herhangi bir

genigleme O > A > ET > G > 1
geniglemesine egdeger olur. Teorem 9 ' dan dolayz,
¢: E—>E"~ olan bir izomorfizm vardir ve dolayisiyle de

E = E* olup Teorem 4 ' iin (ii) kismindan dolayi, genigleme
bir pargalanma geniglemesidir.
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6 . BOLUM
TURETME FONKSIYONU VE SABIT BIRAKAN OTOMORFIZMLER

Tapim 6.1: Bir tiiretme ( veya c¢arpim homomorfizmi )
< >:G———>A olan ve <xy> = x<y> + <{x> egitligini saglayan

bir fonksiyondur. ( x<y> = <Kxy> + <x> = 0 olan) Tiim
tiretmelerin kiimesi olan Der{G,Aa) toplama altinda bir
degigmeli gruptur. GQinki , x<y> , <xy> , <x> ' lerin

herbirisi degismeli olan A grubunun bir elemanidir.

(**) Eger A bir G-trivial modiil ise , o zaman
Der(G,A) = Hom({G,A) dir. Bunu gdsterelim:
Biliyoruz ki, A bir G-trivial modiil ise her x€G ve her
a€A igin x.a = a saglanir. Gostermeliyiz ki,tiim< >EDer(G,A)
G'den A'ya bir homomorfizmdir:
<xy> (x> + <y> olmasgi gereklidir.
{xy> x<y> + <x> 1idi.
A, bir G-trivial modiil oldugundan x<y> = <y> dir.
O halde, <xy> = (y>+<x> = <x>+<y> olup agikcga gOriiliir
ki, her < >EDer(G,A) bir homomorfizmdir.
Yani, Der(G,A) = Hom(G,A) dir.

"

1

Orpnek 6.1: E, A ile G'nin yaridirekt carpimi ve
§:6 —> E bir yikselme fonksiyonu olsun. < >:G > A
§(x) = (<x> , x) kogulunu saglayan tek fonksiyon olsun. Bu
durumda 6 , bir homomorfizmdir ancak ve valniz < > bir
tiiretme fonksiyonu ise.

Lozim : E, A ile G'nin yaridirekt ¢arpimi ,

E ={(a,x) : a€A , x€G} ve (a,x) + (a',y) = (a+x.a’', xy) idi.
Kabul edelim ki; 6:G >E bir yilkseltme homomorfizmi
olsun. x,y€G ic¢in xy> = x<{y> + (x> egitliginin
saglandigini gdstermeliyiz:

§ bir homomorfizm oldugundan ; §{xy) = 8x + S8y
(<xy>,xy) = (Kx>,x) + (Ky>,y)

(<xy>,xy) (<x> + x<y>,xy), (yaridirekt carpim tanimindan)
O halde,= <x> + x<y> olup < > bir tiiretme fonksiyonudur.
Tersine olarak kabul edelim ki; < >:G > A bir tiiretme
fonksiyonu olsun. O zaman x,v€G igin <xy> = x<y>+<x> dir.
§:G > E 8 = 1g olacak gekilde bir ¢é bulmamiz
veterli olacaktair.

it
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Farzedelim ki 6x = (<x>,x) olan bir §6:G > E
fonksiyonu olsun. (81 = 0 iken) &8(xy)=8x+8y egitligi
saglanmalidir:

§(xy) = (Kxy>,xy)

= (x<y> + <x>, xvy)
= (<x> + x<y>, xy)
= (<x>, x) + (Ky>, y) = 8x + 48y
Boylece,8§(xy) = 86x+8y saglandigindan ¢ bir homomorfizmdir.

Tapim 6.2: E'nin bir 6 otomorfizmi ,

0 > A > E > G > 1
geniglemesini Sabit Birakan Otomorfizm (Stabilizing
Automorphism) eger ki, agagidaki diyagram degigmeli ise ;

0 >A >E >G >1
0 | Ye b 1o >1

E'nin tim sabit birakma otomorfizmlerinin kimesini s(E)
ile gbsterelim. s{(E), Aut(E)’'nin bir altgrubudur.

NOT 6.1: s(E), ortada E grubunu bulunduran geniglemenin
segimine baglidir.

Teorem 6.1: O > A > E ———> G > 1

dizisi bir genigleme olsun. O zaman, s(E) Der(G,A) olacak
gekilde bir izomorfizm vardir.

Ispat: 6: G ——> E bir yiikseltme fonksiyonu olsun.
Biliyoruz ki, E = {a+dx : a€A, x€EG! idi. O halde; eger
gEs(E) ise bir < > : G >A fonksivyonu igin :

Blatdx) = a + <x> + &x dir.

$imdi gosterelim ki, < > bir tiretme fonksiyonudur:
l(a+dx) + (a'+8y)]l = @la+8x) + B(a’'+8y)
dlatx.a'+[x,yl+6xy) = #(a+8x) + B(a’'+dy)

==} a+x.a'+[x,yl+<{xy>+8xy = a+t{x>+8x+a’+< y>+8y

==> a+x.a’'+<{xy>+{x,y]+8xy = a+{x>+8§x+a'-6x+8x+<y>+S8y

==> a+X.a'+<{xy>+8x+8y-8xy+6xy = a+<{x>+x.a’'+8§x+<{y>+8y

==> X.,a’'+t{xy>+8x+8y = x.a"+<x>+8x+<y>+8y

==) {(xy>+8x = <x>+x.<y>+8x

==> {xy> = Lx>+x.<{y> bulunur.
Yani, < > bir tiiretme fonksiyonudur. < > tiretme
fonksiyonu, 8 yikseltme fonksiyonunun se¢giminden

bagimsizdir. a,€A ve a’', €A igin ;
B(a+dx) = a,+dx ve #(a'+8x) = a’',.+8x olsun.
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a-a'———> (a+éx)—-(a*+8x) >X
YA >E >G >1
1a ] 1
1] >a > > >1
Ay—a x > (ax+8x)—-(a .+8x) >X

Bu diyagramin degismeli olmasindan a,. = a’'. elde edilir.
gimdi gu ana kadar verdigimiz formiilleri tekrar

hatirlayalim:

Normallegtirilmig Faktdr Kimesi:
x.[y,zl - Ixy,z] + Ix,yz]l - Ix,y]l =20

Asi1]l Faktor Kimesi s £(x,y) = x.<y> - <xy> + <x

Tiiretme Fonksiyonu 2 X.<y> = Kxy> *+ x> =0

Sabit birakan Otomorfizm: f(x) = x.a - a
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7 - BOLUM

GRUP KOHOMOLOJISI VE GENIGLEME PROBLEMINE UYGULANMASI

Tapim 7.1: A bir G-modiil olsun. f: GxG > A olan
ve f(x,1) = 0 = £(1,x) kogulunu saglayan bir faktor
kiimesi olsun. Bu gekildeki tim fonksiyonlarin kiimesi

Normallegtirilmig Faktdr Kimesi (Normalized Factor Set)
olarak isimlendirilir.

Normallegtirilmig Esas Faktor Kimesi (Normalized
Coboundary) ise ;

g: GxG >A olan ve h: G ————> A h(l1) = 0 olan ve
g(x,y) = x.h(y)-h(xy)+h(x) kogulunu saglayan fonksiyondur.

Biliyoruz ki,
e{(G,A) = 22(G,A)/B2(G,A) = cocyles/coboundaries

Tanim 7.2: Z agikar bir G-modil iken
Hn(G,A) = Extnz(g)(Z,A) dlr.

Teorem 7.3:{( COHEN [1} ) G , x tarafindan liretilen
n-yinci dereceden devirli bir grup olsun. O zaman integral

grup halkasi 2(G) = ZIx1/(x= - 1) dir. Z(G) halkasi
degignmelidir. 2 , agikar G-modiil olsun.
§ , "x~-1" ile cgarpmak ve 6 , " l+x+ Lo...+x™"T " dle

carpmak oldugunda

€

>Z(G) >Z(G) >2—>0

o é
.oo"'")Z(G) >Z(G) > Z(G)

projektif ag¢ilimi elde edilir. (Burada 8¢ = ¢§ = x»~* = 0 )

Boylece , H?2*{(G,2) = Z/nZz ( i>0 ) ve G, n elemanli sonlu
bir devirli grup oldugunda H"(G,Z) = G olur.
o , n tek ise
H(ZW,2) =
Y/ n ¢ift ise
Teorem 7.2: (ROTMAN [5] ) G=Z. ve A sonlu dogurayl:
bir G-modiil ise , H*(G,A) = A®/NA olup burada
N = (1+x+ ¢ceee + x™"*) ve A® = [aEA: x.a=a,her x€G igint
dir.
NOT 7.1: A " nin agikar Z(G)-modiil olmasi e(G,A) = 0
olmasini gerektirmez. e(G,A) = 0 ise genigleme pargalanma
geniglemesi olup E, A ile G ' nin vyaridirekt carpimi;

e{(G,A) sifirdan farkli 1ise , E, A ile G'nin direkt
garpimi olmayabilir.
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NOT 7.2: O > 7. > E > Zp > 1
geniglemesi alinirsa, H* (Zg,25) = 2o / PZs = Zg elde
edilir.

Tanim 7.3: G’ ile G'nin n-defa kendisi ile garpimini

gdsterelim. P, , G¢=+3) lizerinde serbest abelyen grup
olsun. Pn ; Xe(Xoye000 5 Xal= (XeXgreees s XeXn) modiil
garpimi ile bir G-modil olur. (x:€G igin)

Ayni zamanda Y = {{(1l,X1,0c00e¢ » Xm) : X&G} CX
tizerinde bir serbest G-modildir.
8. ¢+ Pn ———> P,_, dOniiglninid n2l1 ig¢in ;
(RoreeoosXpn) —m> io(—l)k (Xor ooesr XimarXicras osos sXpn)

olarak tanimlavalim.

Teorem 7.3: (ROTMAN [5])

8 G
P : oo—> P, N Po > % > 0 agikar G-modiil
olan Z 'in bir serbest G- ayrigimidir.
[(Zngg) = Eng olup " € " Ekleme Doniiglimii (Augmention map)

olarak isimlendirilir.]

Ispat: P, = Z(G) dir. €(In.x) = In, doniiglimii altinda
. € Orten olur.
P. ,tiim (1,X1,00000,%n) formundaki (n+l)-lilerin ilizerinde
bir serbest G-modiildiir. P , bir komplekstir.
Thtiyacimiz olan gey ;

Sa Se S~a

eeoesl P, < P, < Po< A geklinde
olan ve

(i} 8nva Sn + Snca 840 = lon (8, = € )

(ii) €s_, = 1g saglayan donigiimleri inga etmektir.
(1) = 1o iken s.. ¢ Z —>P, s-2(1) = (1) yapan
doniligiimii tanimlayalim. Eger n20 ise,
SnlXoreecoesXn) = (l,Xgre0000,Xn) olarak tanimlavalim.

simdi (i)} ve (ii) kogullarini saglatalaim:
(i) €s_, (1) = €(1) = 1
(ii) (8av: Sm + Sn-a 0n)(XoseeesXn) = Snaal(l Xo,eee,Xn)
+  Snea E}—l)k(xo,.c.¢,xk_l,xk,l reeasey Xp)
(xo,oq.:xn) + ég—l)t*l (l,Xoso0esXe—arsrXevaroosrXn)
+ I(~1)" (1,X0se0erXemasXcearoooooy,Xn)

kzd .
= (xolooeoo,xn) Olup Gn-vnl Sn + Sn—l Gn = lpn dlro

3}
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Tanim 7.4: n>0 igin Q,, 1ile G'nin elemanlarinin
[Xa,c00000,Xnl n-lilerini baz kabul eden serbest G-modiili
alalim. Qg ile tek (single) iliretici olan [ 1 lzerindeki
serbest G-modiilii gdsterelim. Her n20 ig¢in P.=Q,, dir.
T (Pn ——> Q,, dOniigiimlinii baz elemanlari lizerinde
T (Xoreoee,Xn) XolXo™Xa , X127%X2 , cecsoe ,Xn-21—-*%X,.] olarak
ve 6 :Q, —> P,. doniiglimiini de baz elemanlari iizerinde

0lXa,c0e00e,Xn]l = (1,X3,X1X2,X2X2X3 , cecsese;, XiXzoesesXn)
olarak tanimlayalim. 6 ve % birbirlerinin tersidirler.
O halde, dpn :Qn ———> Qa-1 olan bir tek doniigiimleri
vardir ki, agagidaki diyagram degigmelidir.
T
P, > Qn
Sn dn
A4
Pn—-l >Qn—1
T

T™* = 0 oldugu i¢in d, = 6.0 ﬂg&de edilir.
AnlxXa,e0e, Xnl=X3 (X2, X3, 000, Xnl + E(-1)%[X1, 000, XuXscenroorXnl
4 (=107 [Xaseeeee Xanal
formili ile sonugta
dalxl = xI 1 -1 1,
dzIx,v} = x[yl - [xy]l + [x] ,
dalx,y,z] = xly,zl - Ixy,z21 + I[x,yz] - [x,vy] elde ederiz.
Boylece; Q . Z'in bir serbest ayrigimi olur ve Z'in
Normallegtirilmig Olmayan (Unnormalized) Standart Ayrigimil
olarak isimlendirilir.
Her G-modil A igin H~{G,A) = Ext™z(e>{(Z,A) idi.
n=2 ig¢in:
Kerd?= { f: £f: GxG > A, d2f=0}
={f: 6xG ——> A, xfly,z)-fixy,z)+f(x,yz2)~-f(x,y)=0 1}
Kerd?,normal olmasi gerekmeyen tim faktor kiimelerini igerir.
Imd*= {d*f: f: G > A}
= {g: gilx,y) = xf(y)-fi(xy)+£(x) , bir f:G——>A igin}
Imd* , normal olmasi gerekmeyen tiim esas faktdr kiimelerini
(principle factor set) igerir.
Simdi de P kompleksine Homg (~,A) functorunu uygulayvalim:

dz" 3

oo e ——>Homg (P, ,A) >Homg (P ,A) >Homg (Psz,A) Jees
kompleksini elde ederiz. Ve H?*{(G,A) = kerdz"/Imd." dir.
f:P2 > A bir cocycle olsun. O zaman , dz™f = 0
dz"f = fds =fdslx,yv,z] = xf(y,z)-f(xy,z)+f(x,y2)-£(x,y)=0
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(Buradaki £ , G-modiil homomorfizmi oldugundan

fixly,zl1) = x£f(y,z) dir.)

Homg (P.,A) ,tim GxGxGx....XG(n-defa) —— > A doniigiimii
lzerinde bir serbest G-modiil olarak diigiiniilebilir.
(do"f)(x,y) = xf(y) - f£i{xy) + f(x) wve

(d2"g){(x,y,2z) = xgly,z) - gl{xy,z) + g(x,yz) - g(x,y)

olarak alalim. Dolayisiyle ;

(normallegtirilmig olmayan)faktor kiimesi

H2(G,A) =
(normallegtirilmig olmayan)asil faktor kiimesi

Simdi de e{G,A) = H?2(G,A) oldugunu godsterelim:

Her zaman i¢in normallegtirilmig olmayan faktdr kiimesi
normallegtirilmig faktdr kiimelerini igerir.

0:e(G,A) = Z24/B3x > H2(G,A)=Z?/B® dogal dontglmiini
alalim. 0,bir izomorfizmdir.

Ortenlik ig¢in; £:GxG > A bir normallegtirilmig olmayan

faktor kiimesi olsun. O zaman,

x.f(y,z) - fixy,z) + f(x,yz) - f(x,y) = 0 kogulu vardir.

falx,y) = £(x,y)-[xf(y,1) -f(xy,1)+f(x,1)] olarak tanimlayip

fi.'in bir normallegtirilmig faktor kiimesi oldugunu

gosterelim:

(i) £.(x,1) = £(x,1) - [x£(1,1)-f(x,1)+£(x,1)]

x£(1,1) = £(x,1)-£(x,1)+£(x,1) olup £.(x,1) = 0 olur.
£f.(1,x) = £(1,x) - [1£(x,1)~-f(x,1)+£(1,1)]

x=y=1 ve z=x ig¢in £(x,1) = xf(y,z)-£f(xy,z)+f(x,y2z) den

fa.(1,x) = £(1,x) - 1£f(1,x) = 0 olur.

(11) xf.(y,z) - filxy,z) + fa(x,yz) - £.(x,y) = 0 olmaladir.
x{f{y,z)-yf(z,1)-f(yz,1)+f(y,1)} - £f(xy,z)
+Ixyflz,y)-f(xyz,1)+f(xy,1)]1 + £(x,yz)
-Ix.f(yz,1)~-f(xyz,1)+£(x,1)] - £(x,y)
“Ix.f(y,1)-f(xy,1)+f(x,1)] = 0O olup sonugta,

xfily,z)-f.(xy,z)+f.(x,y2z)-£:(x,y) = 0 olur. Bdylece de

faktor kiimelerinin (i) wve (ii) gartlari saglanir. Yani,

fa : GxG > A normallegtirilmig bir faktor kimesi olur.
falx,y)=f(x,y)-Ix.f(y,D)~-L(xy,1)+£({x,y)] egitliginden
f-£f4.(x,y) = x.£(y,1)-£(xy,1)+£f(x,1) olup bu bir esas faktor
kiimesidir.

Bire-birlik igin; f: GxG ———> A normallegtirilmig bir
faktor kiimesi olsun. Ve 6yle bir g: G ——> A olsun ki ,
f(x,y) = xgl(y)-g(xy)+g{x) saglansin. (g{(1l)=0 olmayabilir)
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simdi g": G ——> A olan g™(1) = 0 yapan ve

f(x,y) = xg~(y) - g*(xy) + g™~(x) kogullarini saglayan bir
fonksiyon bulmamiz gerekir:

g™{x) = g(x) - xg(l) olarak tanimlayalim.

(i) g*(1) = g(1) - 1lg(l) =0.
(ii) xg™(y)-g*(xy)+g*(x) = f(x,y) olmalidir.
= x[gly)-y g(1)] - [gixy) - xyg(l)]
+ [g(x) - x g(1)]
x gly) - g(xy) + g(x)
f(x,y) bulunur.
Boylece, 6 izomorfizm olup e(G,3A) = H?(G,A) bulunur.

1]

NOT 7.3: (ROTMAN [51)

Schur-Zassenhaus Lemmas1:E ,sonlu dereceli bir grup ; A da

E ' nin normal altgrubu ve (s(A) , s(E/A)) = 1 yani, A ' nin
derecesi ile E/A "'nin derecesi aralarainda asal olsun. O
zaman E, A ile E/A ' nin varidirekt c¢arpimidir ve A' nin
E 'deki iki tilimleyeni birbirine kargilik gelir(conjugate
olur). O halde ., bu Lemma bize A ile G ' nin
derecelerinin aralarinda asal olmasinin e(G,a) = 0

olmasini vyani , E ' nin A ile G ‘nin vyaridirekt garpimi

olmasi gerektigini gdsterir.
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8 . BOLUM
ORNEKLER

simdi de bazi &rneklerle genigleme hesaplari yapalim:
e{G,A) hesaplanirken hergeyden oOnce bir modiil yapisi
belirtmek gerekir. Buradaki modiil yapisindan kasit G'den
Aut(A)'ya olan homomorfizmlerdir. Farkli modiil yapilari igin
farkly e(G,A) 'lar bulunur ve bunlar arasinda bir baglanta
olmasi gerekmez. Agikar modiil vyapisinda e(G,A) = A/kA
egitligi; agikar olmayan modiil yapisinda ise,
e(G,A)=H2(G,A)=A%/NA egitligi kullanilir. (Eger G, sonlu ve
devirli ise). Eger A G-trivial ise A® = A ve NA = kA olur.

Grpek 8.1: 0 > Zs > E > Zs > 1
geniglemesini ele alalim. Zz"'den Aut(Zs)'e iki farkla
homomorfizm vardir. $,(8)(1) =1 veya 2(6)(1) = 2 dir.
%Zs , bir agikar Z.-modiil iken; Schur-Zassenhaus Lemmasindan
dolayr (2,3) = 1 oldugundan agikar modiil yapisi i¢in

e1(Z22,23) = 0 olur. Bu durumda, ExZgs dir.

Agikar olmayan modiil yapisi ig¢in e=2(Z:,%3) ' e bakalim:

G = Zx olup k = 2 dir. a® = {0} dar.

gﬁnkﬁ, yalnizca O0€Z, elemani her x€Zs icin X.a = a

egitligini saglar. NA, A® 'nin altgrubu oldugundan NA ={0}
dir ve H?2(G,A) = A®/NA = {0} olur. O halde E grubu ©6
elemanla abelyen olmayan grup S dir.

Ornek 8.2 :0———> 43 ———> E ——>7, >1
geniglemesini ele alalim. Z, ‘den Aut(Zz) ' e 1iki tane
farkli modiil yapisi vardir. $:(1)(1) = 1 veya ©2(1)(1) = 2
dir. (3,4) = 1 oldugundan agikar modiil yapisi igin
e1(Z4,%22)=0 dir. Bu durumda, E grubu Z,., ' dir. Agikar
olmayan durumda ise, H2(G,A) = A®/NA' yi kullanalim.
A®={0} ve dolayisiyle NA = {0} olur. e(G,A) = 0 olup bu
durumda E grubu , A. ‘e izomorfiktir.

Ornek 8.3: 0 372 > E > Za > 1
geniglemesini ele alalim. aut(z,) = ({1} oldugundan,
valnizca agikar modiil yapisi vardir. G = Z, olup k= 4
oldugundan el(Z24,22) = Z2/4Z- = Za olur. Yani, iki tane

genigleme vardir. Bunlar, E = Zg ve E = Z, ® Z, dir.
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Ornek 8.4: 0 ———> Z, > E > Za > 1
geniglemesini ele alalim. BAut(z,) ' 1lin eleman sayisi
Aut(Z,4)=Z dir. Yani, ®:Z, > Aut(Z.) 'e iki farkla
homomorfizm vardir. $,.(8)(1) = 1 veya 83(86)(1) = 3 dir.
Agikar modiil vapisinda ;
€1(Z22,%4) = Z4/2Z, = Z> olup bu ise E = Zg veya E = Z,.0Z-
olmasini gerektirir.

Agikar olmayan modiil yapisinda ise, sabit birakan elemanlar
0 ve 2 olup e(Z,,Z,) = {0,2}/{0,2} = Z, olur. Dolayisiyle
E = Qs (guarternions) veya E = Dg (dihedral grup) olur.

Ornek 8.5: 0 —> Zis > E > Z, > 1
geniglemesini ele alalim. & = 1€Z, iken 6:Z———>Aut(Z.s)
olan doniiglim ve #(86)(1) = n olsun. Simdi n? = 1 (modl5)

olacak elemanlara bakalim:
n2=z1 (modl5) ise ; n=1 , n=4 , n=11 , n=14 olup dort
farkli modiil yapisi vardir.

n=1 iken agikar olan modil yapisi igin (2,5)=1 oldugundan
e(Zs , Z3s) = 0 olup 30 elemanli tek abelyen grup E=Z30
olur.

n=4  iken  H?(G,A) = A®/NA  egitliginden yararlanilir.
A®={0,5,10} ve NA , A® ' nin altgrubu olup NA={0,5,10}
dur. O halde, H?(Z5,Z.s) = 0 olur. Bu durumda, E=DioxZs diir.

n=11 iken A® = {0,3,6,9,12} ve Na = {0,3,6,9,12} olup
H2(Z5,Z15) = 0 olup bu durumda , E = SizxZs dir.

n=14 iken A< = {0} ve NA = {0} olup H?(Z,Z.s) = 0 olur.
Bu durumda , E Dao dur.

H

NOT 8.1: Ortadaki E grubunun eleman sayisi "2p? "
olan kag¢ tane genigleme oldugunu tam olarak bilmesek bile

‘bir iist sinir koyabiliriz. (p asal ve p>2)

6rnegin ; 18 elemanly: bir grup igin : 18 = 2.9 = 2.3?
olup p=3 diir. ( Sylow Teoremi'nden 9 elemanli conjugate
olan altgruplar vardir ve bunlarin sayisi = 1 (mod3) diir.

G
TN(R) ‘ = A' nin (conjugate) elemanlari sayisi




28

IN(A)I = 8 wveya IN(A)I = 18 dir.
|N(A)| = 9 ise , [G/N(A)| = 2 dir.
IN(A)I = 18 ise , ]G/N(A)! = 1 (mod3) olup [A] = 9 ve

A, G ' nin normal altgrubu olur.
O halde , A = Zg veya A= 25 @& 75 dir.

B = Zg ise ; 0 > Zeo > E > 7o > Zs >1
olan geniglemeyi alalim. B: Z, > Aut(Zg) dontigiimi
altinda ©6€Z, ve 8, e' den farkli iken 8(8)1 = nl ise ;
{n,9) = 1 ve n? = 1 (mod9) olmalidir. n=1 ve n=8 ig¢in olan
homomorfizmler bunu saglarlar. ($.(6))1=1 ise #,(8)=Idzs ve
$-(8)1 = 8 dir.

Agikar olan modil yapisi igin e,(Z22,%Zs)= 0 olup E=Z,e dir.

Agikar olmayan modiil vyapisi ic¢in de A® = {0} ve
dolayisiyle e, (G,A) =0 olup E = Dig dir.

A = Zs @ Zz ise ; @ : Z, ——> Aut(Z:0Zz) durumunda ;
(0,1) ve (1,0) 72382 ' U lirettigi ig¢in her eleman

bunlar cinsinden vyazilabilir. 0 ¢ p,g,m,n < 2 iken
$(6)(1,0) = (p,q) ve $(8)(0,1) = (m,n) olsun.
2(6) = Id olmali.

g(8)(1,0) = (p,g) = (p,0) + (0,90 = p(1,0) + qg(0,1)
oldugundan ,

$2()(1,0) = (p?,pq) + (mg,ng) = (p?+mg,pg+ng) = (1,0)
olacak gekildeki m,n,p,q elemanlarina bakalim.

p2+mg = 1 {mod3) ve gin+p) = O {mod3) denklem
sistemleri ¢dzilir. Benzer gekilde , #(8)(0,1) = {(m,n)

idi., #62()(0,1) = (0,1) olmalx.
(6)(0,1) = (rm,n) = (m,0)+(0,n) = m(1,0) + n{(0,1)

$2(8)(0,1) mi{p,q) + ni{m,n)
(np,mqg) + {(mn,n?)
= (mp+mn , mg+n?) = (0,1)
olup m(p+n) = 0 (mod3) ve mg+n? = 1 (mod3) denklem
sistemleri ¢ozilir. Bu sistemlerin ¢&zimii sonucunda

il

i
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(p,q) (m,n)

(1,0) (2,2) , (1,2 , (0,1)

(1,1) (0,2)

(1,2) (0,2)

(0,1) (1,0)

(0,2) (2,0)

(2,0) (1,1) , (2,1)

(2,1) (0,1)

(2,2) (0,1)
olup (p,g,m,n) dortliileri 25 @ %5 ' 4in karesi birim
olan otomorfizmlerinin kimesini olusturur. Simdi bu 11

tane modiil yapisi i¢in geniglemeleri hesaplayvalim:

Agikar modiil yapis: (1,0,0,1) dgin ;
e1(z2’ Z3 @ Z3) = A/kA = Z3 @Za /Z3 (] Z3 = {0} dir.
Bu durumda , E = Z5 ® Za © Z. dir.

n

{1,0,2,2) octomorfizmi ig¢in ; A® = {(2,0)} ve NA {(2,001

olup ex (Z2 ,Zz ® Z3) {0t dar.

(1,0.,1,2) otomorfizmi igimn ; A® = {(2,0)} wve NA = {(2,0)}
olup es (Zz , Zz @ Z3) = {0} dir.

(1,0,0,1) otomorfizmi igin ; €alZ2 , Z5 @ Z3) = {0} dar.

(1,1,0,2) otomorfizmi igin ; aA® = {(1,2),(2,1)} ve
NA {(152) 7 (211)} Olup es(ZQ s La © Za) = {0} dir.

i

(1,2,0,2) otomorfizmi ig¢in ; AS = {(1,1) , (2,2)} ve
NA = {(1,1) , (2,2)} olup esl(Z2 ,Z3 @ Zz) = {0} dir.

(0,1,1,0) otomorfizmi igin ; A< = {(1,1) , (2,2)} ve
NA {(1,1) 7 (2,2)} Olup e7(Z2 ;s Lz 9@ Zs) dir.

1]

(0,2,2,0) otomorfizmi igin ; A< = {(1,2) , (2,1)} ve
NA {(lr2> F4 (2,1)} Olup ea(zz Vi Z3 9 Z,’_’;) = {0} dlrh

(2,0,1,1) otomorfizmi igin ; A = {(1,2) , (2,10} ve
NA = {(1,2) , (2,1)} olup eg(Z: , Za @ Zs) = {0} dar.

(2,0,2,1) otomorfizmi igin ; A® = {(1,1) , (2,2)} ve
NA = {(1,1) , (2,2)} olup ei10l{Z> , Z2 ® Zz, = {0} dar.



30

(2,1,0,1) otomorfizmi icimn ; A® ={(0,2)} ve NA ={(0,2)}
Olup 911(22 P Z3 1] Z3) = {0} dlro

(2,2,0,1) otomorfizmi igin ; e ={(0,2)} ve NA
olup €12{Z2 , Zz @ Zz) = {01} dir.
0 halde , 18 elemanli izomorfik olmayan en ¢ok 14 tane grup
olur. Aslinda bu sayi daha azdar,qiinkii, bu gruplarin
bazilari izomorfiktir.
Ornegin; eger 0: Zs @ Zs > Zsz © Zz 6(p,q) = (g,p) ise;
6. = (1,0,2,2) otomorfizmi ve w, = (2,2,0,1) otomorfizmini
alalim.
Kolayca gorebiliriz ki, 6“g)=6w(g)6‘1 olur.Bu demektir ki,
bu iki otomorfizm ig¢in bulunan gruplar izomorfiktir. Benzer
gsekilde; 6, = (2,1,0,1) ve u> = (1,0,1,2)

Sa (1,1,0,2) ve us (2,0,1,1)

Sa (1,2,0,2) ve vg (2,0,2,1) olur.

i

1(0,2)1

i
I



OZET

Genel olarak E bir grup, A da E 'nin abelyen normal
altgrubu ve G = E/A oldugunda E grubu A 'nin G ile bir
geniglemesidir deriz. Bu durum 0 > A > E > G > 1
geklinde tam bir dizinin wvarligi ile egdegerdir. A 'nin G
ile olan geniglemesi G ‘den Aut(A) 'ya bir homomorfizm
belirler. Bu ise A ig¢in bir Z(G)-modiil yapisi verir.

[,]: GxG > A olan her x,y,z€G igin

i) [x,1]1 = [1,x] = 0 ve

ii) x.ly,z] - [ xy,z] + [x,yz] - [x,yln =0 kogullarini
saglayan fonksiyonlarin kiimesine Normallegtirilmig Faktor
Kiimesi denir ve bu kimenin elemanlari " cocycles olarak
igsimlendirildi.

< >: G > A, K1> =0 kogulunu saglayan bir
doéniigiim oldugunda £:6xG —> A fix,y) = x.<y>-<xy>+<{x>
olarak tanimlanan £ fonksiyonuna Normallegtirilmig Olmayan
Faktor Kiimesi denir ve bu fonksiyonlarin olugturdugu
kiimenin elemanlari "coboundaries " olarak isimlendirildi.
e(G,A) = Z2,/B2y ile tanimli grubun elemanlarinin , A' nin G
ile geniglemelerinin eglik siniflarina kargilik geldigi
gosterildi. Daha sonra e(G,A) = H=2(G,A) izomorfizmi
ispatlanip bilinen bazi teoremler yardimiyle H2(G,A) ,
dolayisiyla A' nin G ile geniglemeleri bulunmug oldu.




VI

SUMMARY

In general if E is a (possibly nonabelian) group, A 1is
an abelian subgroup of E and G = E/A is a quotient group,
then we say the group E is an extension of A by G. This is
equivalent to exactness of the sequence
0 > A > E > G > 1.

An extension of A by G determines a homomorphism from G
to Aut(A). The homomorphism gives a 2Z(G)-module structure.

A Normalized Factor Set is a function [,]: GxG ——> A
such that for all x,y,z €G

i) [x,11 = 0 = [1,x1

ii) x.[y,z1 - [xy,z}] + Ix,yz] - [x,y] = 0

Z2(G,A) is the abelian group of all normalized factor sets.

) B2(G,A) is the set of all functions £ : GxG >A for
which there is a function < >: G > A with (1> =0
such that fix,y) = x.<y> = <xy> + <x> .

The elements of B2(G,A) are called Principle Factor Set.

We have shown that the elements of e(G,A) = Z24/B3y
are in one to one correspondence with the eguivalence
classes of A by G for a suitably defined equivalence. Later
it is shown that e(G,A) is isomorphic to HZ%*(G,A). By the
help of some theorems we have computed H?2(G,A) for some
special G and A .
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