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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

A; x(G)

Ann, (M)
(Gl

Ay (G)

AL (G)

A (G.H)
E

End M

F
FG

a :ZF(X)—>RG ve f(x)eZF(X) ise a (f(x)) elemanlar ile
tiretilen RG ’nin iki tarafli ideali
: M ’nin R halkasindaki sifirlayicisi
: G ’nin eslenik smiflart kiimesi
: RG ’nin augmentasyon ideali
: Ax(G) ’nin 1’inci Lie kuvveti
: @ :RG — R(G/ H) seklinde tanimlanan epimorfizmin ¢ekirdegi
: R tizerinde bir cebir
: M ’nin endomorfizm halkas1
: Cisim
: G gurunun F cismi tizerinde bir grup cebiri
: x, € X serbest iiretegleri iizerinde bir serbest grup
: Sonlu ya da sonsuz grup
: p elemanli Galois cismi
: Bilesenleri F' ’den alinan nXxn tipindeki tersinir matrislerin grubu
: G grubunun komiitator alt grubu
: Devirli grup
: B6ltim grubu
: G grubunun mertebesi

: G grubunun bir alt grubu

Hom(F (X ),G)  F (X ) ’den G ’ye tiim homomorfizmalarin kiimesi

: G ’nin alt grubu olan H ’nin elemanlarinin RG *deki toplami
: H grubu G grubunun alt grubu

: H grubu G grubunun normal alt grubu

: Ideal

: RG ’nin tim sol ideallerinin kiimesi
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kar R : R halkasinin karakteristigi
Kere : Augmentasyon fonksiyonunun ¢ekirdegi
L : RH ’nin bir G —invaryant ideali

C.(S)=¢(S) : R’ninbir alt kiimesi olan § ’nin R ’deki sol sifirlayicist

MH : H= Z h olmak tizere M ’nin bir RG —alt modiili
heH

N : G grubunun normal alt grubu

NG : N ’yi iceren minimal RG —alt modiil

(NG M) i Anng;(NG/M)={reRG:rNGc M |

(NG M) : Anny(NG/M)={reR:rNG c M}

R : Halka

RG : G grubunun R halkasi tizerindeki grup halkasi

R[§ ] : { degiskenindeki polinom halkasi

R (cj 158 aseensl, ) : Rasyonel fonksiyonlar cismi

R®, 2Z.G : R’nin ZG ile tensér garpimi

Socg. (RG) : RG ’nin basit sag ideallerinin toplam1

supp o : a € RG olmak lizere & ’nin dayanagi

S (G) : G ’nin tiim alt gruplarinin kiimesi

< supp a > : o ’nin dayanaginin Urettigi alt grup

U (E ) : E ’nin initer grubu

V=F" : Vektor uzayi

ZF(X) : F(X) serbest grubunun integral grup halkasi
7.G : G grubunun integral grup halkasi

ZH : H grubunun integral grup halkas1

QG : G grubunun Q rasyonel sayilar cismi lizerindeki grup halkasi
x=xH : H <G ve xeGigin H ’nin G ’deki sol koseti
1, : G ’nin birimi

1, : R ’nin birimi

& : Augmentasyon fonksiyonu
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*

: R ’nin bir alt kiimesi olan § 'nin R ’deki sag sifirlayicisi

: G ’nin smif toplamlari

: G ’de H ’nin sol kosetlerinin tam bir temsilcileri kiimesi

: RG ’nin iki tarafli idealleri kiimesi

: GN(1+1)

: Az (G,N)

: RG ’nin ¥ (I ) ve 11 (N ) ile tanimlanan normal alt gruplar1 kiimesi
: G ’nin tim normal alt gruplarinin kiimesi

: M ’nin A,, (H ) tarafindan tanimlanan tiim alt modiillerinin kiimesi

: Bir A halkasimn 7, J idealleri i¢cin A —modiil V 'nin A ig¢in VI cVJ

ise I < J olma ozelligi
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Grup Halkalarinda Augmentasyon idealler Yardimiyla Alt Grup, Alt Modiil ve ideal
Miskileri

Ahmet TATLI
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Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Mehmet UC
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Bu tez ¢alismasinin amaci, grup halkalarinda, augmentasyon idealler yardimu ile grup
halkasinin iizerinde taniml1 oldugu grubun alt gruplari, grup halkasinin tizerinde tanimli olan
alt modiilleri ve grup halkasinin idealleri arasindaki uyusumlari ve iliskileri arastirmaktir.
Bu amag ile tez calismasi bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim giris boliimiidiir. Bu béliimde, grup halkalarinin yapisi ve grup
halkalarinin geligsmesi ile ortaya ¢ikan cebirsel yapilarin tarihsel gelisimine yer verilmistir.

Ikinci béliim genel bilgiler boliimiidiir. Bu boliimde, grup halkalar ile ilgili temel
tanim ve teoremlere yer verilerek baslanmigtir. Daha sonra, G nin alt—gruplari ile RG nin
idealleri arasindaki iligkileri gormek amaci ile RG nin augmentasyon ideali incelenmistir.
Ayrica, grup halkalarinda polinom idealler ve bir polinom ideal olarak augmentasyon ideali
ele alinmistir. Son olarak, augmentasyon ideallerin grup halkalari ile olan iligkilerini
incelemek i¢in augmentasyon sifirlayicilart ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer
verilmistir.

Ugiincii boliim materyal ve ydntem béliimiidiir. Bu béliime, normal alt grup
uyusumlari incelenerek baglanmistir. Normallesmis izomorfizma ile sonlu G ve H
gruplarinin sinif toplamlart arasindaki uyusum gosterilmistir. Bu uyusum ile G nin normal
alt gruplarinin latisi ile H nin normal alt gruplarinin latisi arasindaki iliskiyi gosterecek
tanim ve teoremlere yer verilmistir. B6liimiin devaminda bir grup halkasinin augmentasyon
ideali ve grup halkasinin iizerinde tanimlandig1 grup arasinda bazi temel karakterizasyonlar
ve metabeliyan gruplarinin sinifi i¢in izomorfizma problemi incelenmistir.

Dérdiincii boliim arastirma bulgular ve tartisma boliimiidiir. Bu boliimde, R —modiil
smiflart ile RG —modiil simiflar1 arasindaki bazi iligkiler arastirilmistir. Ayrica, G nin
normal alt gruplari ile RG —alt modiiller ve RG —alt modiiller ile G nin bir normal alt
gruplari arasindaki uyusumlar ve iliskiler aragtirilmistir.

Besinci boliim ise tez caligmasinin 6zetlendigi sonug bolimiidiir.

Anahtar Kelimeler: grup halkasi, augmentasyon ideal, alt grup, alt modiil, metabeliyan
grup, polinom idealleri, augmentasyon sifirlayicilar
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SUMMARY
M. Sc. Thesis

Subgroup, Submodule and Ideal Relationships with the Help of Augmentation Ideals
in Group Rings
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The aim of this thesis study is to investigate the correspondences and relations
between the subgroups of the group on which the group ring is defined, the sub-modules
defined on the group ring and the ideals of the group ring, with the help of augmentation
ideals in group rings. For this purpose, the thesis study consists of five chapters.

The first part is the introductory part. In this section, the structure of group rings and
the historical development of algebraic structures that emerged with the development of
group rings are given.

The second section is the general information section. In this section, the basic
definitions and theorems related to group rings are given. Then, the augmentation ideal of
RG was examined in order to see the relationships between the sub-groups of G and the
ideals of RG . Also, polynomial ideals in group rings and augmentation ideal as a polynomial
ideal are discussed. Finally, basic definitions and theorems about augmentation annihilators
are given in order to examine the relations of augmentation ideals with group rings.

The third section is the material and method section. This chapter begins by
examining normal subgroup congruences. The agreement between the normalized
isomorphism and the class sums of the finite G and H groups is shown and definitions and
theorems showing the relationship between the lattice of normal subgroups of G and the
lattice of normal subgroups of H are given. In the remainder of the chapter, some basic
characterizations between the augmentation ideal of a group ring are given and the
isomorphism problem for the group and the class of metabelian groups in which the group
ring is defined are examined.

The fourth section is the research findings and discussion section. In this section,
some relationships between R —module classes and RG —module classes are examined. In
addition, the similarities and relationships between normal subgroups of G and RG -
submodules and between RG —submodules and a normal subgroup of G were examined.

The fifth chapter is the conclusion part in which the thesis is summarized.

Keywords: group ring, augmentation ideal, subgroup, submodule, metabelian group,
polynomial ideals, augmentation annihilators
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1. GIRIS

Cebir ve sayilar teorisinin en temel konusu olan grup halkalar1 konusu iizerindeki ilk
calisma Cayley (Cayley, 1854) tarafindan ortaya atilmis olmasina ragmen grup halkalari
konusu tizerine ¢alismalarda bulunan T. Molien, bu konunun tam anlamiyla taninmasini
saglamistir. Grup halkalarinin taninmasini saglamasinin yani sira Molien, hiperkompleks
sistemler ve grup temsilleri teorisini de gelistirmistir. Ozellikle sonlu gruplarm kompleks
temsilleri teorisi lizerine olan ¢aligmalari, bu alanin en temel sonuglarini ortaya koymustur
(Molien, 1893). Molien, yari—basit grup halkalarinin yapisi ile ilgili dnceki ¢alismalari
incelemis, elde ettigi verileri degerlendirmis ve bu konu tlizerine caligsabilecegini fark
etmistir. Bu sayede grup halkalar1 konusu {izerine ¢aligmalara tekrar baglamistir.

Yari—basit grup halkalarinin yapis1 ile ilgilenen F.G. Frobenius, Frobenius
Karsiliklilik Teorisini ortaya atmistir (Frobenius, 1896). H. Maschke tarafindan da Maschke
Teorisi ortaya atilmistir (Maschke, 1898). Bu iki teori grup halkalarmin en temel iki
teorisidir. Ayrica F.G. Frobenius, grup temsilleri teorisi lizerine ¢alismalarda bulunmus ve
temsil teorisi ile grup halkalariin arasinda bir iligkinin varligin1 géstermistir (Frobenius,
1896; 1897). Grup halkalari ile grup temsil teorisi arasindaki iligki kisaca sdyle anlatilabilir:
G, bir grup ve F =R veya F=C olsun. GL(n,F), bilesenleri F den alinan nxn

tipindeki tersinir matrislerin grubudur. p:G — GL(n,F) bir homomorfizma ise p
fonksiyonuna G nin bir temsili (gosterimi) denir. p:G — GL(n,F); G nin bir temsili ve
V = F", bir vektor uzayi olsun. veV | g € G olmakiizere gv = p(g)v seklinde tanimlanirsa
gv carpimiile V , bir RG —modiildiir. Modiil kavramu ile ilgili bu iliskiyi géz 6niine alarak

G grubunun temsili ile RG —modiil arasinda bir iligki vardir. Ayrica, E. Noether (Noether,
1929) ve R. Brauer (Brauer, 1927), yayinladiklar1 makalelerinde grup halkalarinin yapisi ve
grup temsilleri teorisi arasindaki iligkilere ait nemli temel sonuglari ortaya koymuslardir.
Grup halkalar ile temsil teorisi arasindaki iliski ile daha ragbet goriir hale gelen grup
halkalar1 konusu, donemin matematik¢ileri arasinda deger kazanmaya baglamistir. Grup
halkalar1 konusu tizerine, G. Higman (Higman, 1940), M. Auslendar (Auslendar, 1957), 1.
Kaplansky (Kaplansky, 1957; 1970), J.E. Mclaughlin (Mclaughlin, 1958), 1.G. Connell
(Connell, 1963), J. Lambeck (Lambeck, 1966), P. Ribenboim (Ribenboim, 1969), A.A
Bovdi (Bovdi, 1974), I.B.S. Passi’nin (Passi, 1974), D.S. Passman (Passman, 1974; 1976;
1977; 1979; 1983; 1984; 2011), C. P. Milies (Milies, 1976), S.K. Sehgal (Sehgal, 1978;
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1990), D. Farkas (Farkas, 1980), G. Karpilovsky (Karpilovsky, 1983; 1986; 1987; 1989;
1990), N.D. Gupta’nin (Gupta, 1987), J. Ritter ve S.K. Sehgal (Ritter ve Sehgal, 1990), V.A.
Artamonov ve A.A. Bovdi (Artamonov ve Bovdi, 1991), S.K. Sehgal ve C.P. Milies (Sehgal
ve Milies, 2002) gibi matematikcilerin yazmis olduklar1 makaleler ve kitaplar konunun
gelisimini hizlandirmastir.

I. Kaplansky, halka teorisindeki tinlii sorulara, grup halkasi sorularinin dahil olmasini
saglamistir (Kaplansky, 1957; 1970). Bunun sonucunda halka teorisinin dnem verilen
alanlarindan biri de grup halkalar1 olmustur. I.G. Connell, “On the group rings” makalesinde
grup halkalarinin idealleri, regiiler grup halkalar1 ve grup halkasinin augmentasyon ideali
gibi konunun en temel kavramlarini anlattigi i¢in bu makale grup halkalar1 alaninda
konusulmaya en deger calismalardandir (Connell, 1963).

Daha sonraki donemlerde J. Lambeck ve P. Ribenboim yazmis olduklari
kitaplarinda, grup halkalar1 konusuna da yer vermislerdir (Lambeck, 1966; Ribenboim,
1969). Bu kitaplarda grup halkasinin gelisimini agik bir sekilde gostermislerdir. Grup
halkalar1 konusu iizerine yapilan calismalar ile farkli cebirsel yapilarin gelisimi ve farkll
cebirsel yapilarin birbiri ile iligkilendirilmesi saglanmistir.

Cebirsel yapilar ile cebirsel topoloji yakindan iliskilidir. Cebirsel topoloji, topolojik
uzaylar cebirsel gere¢ ve yontemlerle inceleyip topolojik bir problemi cebir problemine
doniistiirerek ¢oziilmesini amagclayan bir matematik alamidir. Ornek olarak, bu anlamda,
topolojik uzaylar1 cebirsel nesne haline ceviren izle¢ kavrami verilebilir. izleg, topolojik
kategoriden cebirsel kategoriye gegmeyi saglar. Buradan cebirsel bir yap1 olan grup halkalari
tizerine kurulan izlegler, grup halklarinin gelismesiyle iliskilendirilmistir. Bu sayede cebirsel
topoloji de grup halkalar1 konusu ile birlikte gelisim gostermistir.

Grup halkalar1 teorisi ve grup temsil teorisi ile iligkili olan Mackey izlegleri grup
cebiri ve grup halkalar1 i¢in 6nemli bir konudur. Mackey izlegleri en temel anlamda, R bir

degismeli halka olmak {izere, G nin alt gruplar1 kiimesinden, R —modiillerin kiimesine (

M : {G 'nin alt gruplarl} — R—-mod) bir fonksiyon olarak tanimlanir. Mackey izleglerinin

ozellikleri ile Mackey izleglerinin iizerinde tanimlandiklart G grubunun ve G nin alt
gruplarinin temsilleri arasinda bir iligki vardir. Mackey izlegleri, sonlu boyutlu grup
cebirinin temsilleri ile ayni seydir. Mackey izlegleri sonlu boyutlu grup cebirlerinin
temsilleri ile ayn1 sey olmas1 grup temsil teorisi ile Magkey izleci arasinda bir bag oldugunu
gosterir. Boylece, Mackey izleci tanimindan yola ¢ikilarak Mackey izlegleri ile grup

halkalar1 birbiri ile iliskilidir. Green izlegleri, Green tarafindan tanitilmistir (Green, 1964).



Benzer bir iliski grup halklar1 ve Green izlegleri arasinda da vardir. Buradan da anlagilacagi
tizere grup halklart konusu cebirin ve cebirsel topolojinin dnemli konularmin ortaya
konulmalarini ve gelisimlerini saglamistir.

Glinlimiize yakin donemdeki grup halkalari ile ilgili olan baz1 yeni cebirsel yapilar,
grup halkalarinda kullanilan yontemlerle ele alinmistir. Bu yeni cebirsel yapilar {izerinden
farkli kavramlar arasinda 6nemli ve kullanigshh uyusumlar ve iliskiler elde edilmistir. Bu
nedenle grup halkalar1 ve grup halkalarinin birer genislemesi olan grup modiil ve benzeri
yeni cebirsel yapilarin incelenmesi gerekmektedir. Bu yeni yapilarin, grup halkalari ile olan
iligkilerinin ortaya konulmasi i¢in grup halkalarinda augmentasyon idealler yardimiyla alt
grup, alt modil ve ideal iliskileri incelenmeye baslanmistir. Grup halkalarinda
augmentasyon idealler yardimi ile alt grup, alt modiil ve ideal iliskileri ile ilgili en 6nemli
calismalara ise “The Algebraic Structure of Group Rings” adli kitap ile giris yapilmistir
(Passman, 1977). .B.S. Passi’nin “Group rings and their augmentation ideals” kitab1 ve N.D.
Gupta’nin “Free Group Rings” kitabi, grup halkalarinda augmentasyon idealler yardimi ile
alt grup, alt modiil ve ideal iligkileri ile ilgili en 6nemli ¢alismalarin bir araya toplanip
derlendigi kitaplardir (Passi, 1974; Gupta, 1987).

Grup halkalar ile ilgili ¢cok kapsamli ve derin bir ¢aligma, S.K. Sehgal ve C.P.
Milies’in “An Introduction to Group Rings” adli kitabi ile etkili bir sekilde saglanmistir
(Sehgal ve Milies, 2002). Ancak konu iizerine ¢alismalar halen devam etmektedir. Konu
lizerine son donemdeki ¢alismalardan bazilar1 M. Uc, O. Ones ve M. Alkan (Uc vd., 2016),
M. Alkan (Alkan, 2017), O. Ones, M. Alkan, M. Uc (Ones vd., 2020) dir.

Bu tezde grup halkalarinda, augmentasyon idealler yardimu ile alt grup, alt modiil ve
idealler arasindaki iligkileri iizerinde durulacaktir. Bu konu {izerine detayli bir Tiirkce
arastirma yayini literatlirde ok azdir. Bu tez ile bu konularda bir Tiirk¢e aragtirma yayininin
literatiire dahil olmasi ve grup halkalarin1 calismak isteyecek matematikg¢iler i¢in tutarls,
temel ve oldukca yeterli sayida konuyu igeren Tiirk¢e bir yayma ulagmalarini saglamak
hedeflenmektedir.

Tez caligmasinda ilk olarak grup halkalar1 ele alinmistir. Grup halkalarmin tanimi ve
bu cebirsel yapi ile ilgili temel tanimlara, teoremlere ve bu teoremlerin ispatlarina yer
verilmistir. Grup halkalarinin tanitilmasin hemen ardindan augmentasyon fonksiyonu ve bu
fonksiyon ile iligkili olan augmentasyon idealleri {izerinde durulmustur. Bir G grubu ve R
halkasi verildiginde, G nin tim alt—gruplarinin kiimesi ile RG nin ideallerinin kiimesi
arasindaki iligkileri gdstermek ic¢in kullanilan temel tanimlar, teoremler ve bu teoremlerin

ispatlarina yer verilmistir.
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Grup halkalart ve augmentasyon idealinin tanim ve teoremlerinden sonra grup
halkalarinda polinom idealler ve bir polinom ideal olarak augmentasyon ideali ele alinmistir.
Burada polinom ideal ile augmentasyon ideal arasindaki iliski gosterilmis; grup halkalarinin
augmentasyon ideallerinin bulunabilmesi adina bir 6rnek verilmistir ve verilen 6rnek iki
farkli yontem ile ¢oziilmiistiir. Tezin devam eden siirecinde, augmentasyon sifirlayicilari ile
ilgili temel teorem ve bu teoremlerin ispatlarina yer verilmistir. Bu teoremlerin 6nemli

uygulamalar1 gosterilmistir.

Bir G grubu ve R halkasi verildiginde, G nin tiim alt—gruplarinin kiimesi S (G)
ile ve RG nin tiim sol ideallerinin kiimesi I(RG) ile gosterilmek lizere G nin normal alt

gruplarini, RG nin iki tarafli ideallerine esleyecek sekilde, S(G) den [ (RG) ye bir

fonksiyon vardir. Bu fonksiyonun tersi de bazi 6zel sartlar ile birlikte bir fonksiyon olusturur.
G nin normal alt gruplarinin ve RG nin iki tarafli ideallerini karsilikli olarak birbirlerine
eslenmesi ile elde edilen uyusum, grup halkalarinda alt gruplar, idealler ve alt modiiller
arasindaki bagka uyusumlarin arastirilmasi ile ilgili sorularin sorulmasini saglamistir. Bu
sorular ile ilgili problemlerin ¢ézlimlerinin incelenmesi ve bu ¢dziimlerin anlasilabilmesi
icin daha sonra baska normal alt grup uyusumlari ve metabeliyan gruplar iizerinde
durulmustur. Normal alt grup uyusumlarinda, normallesmis izomorfizma ile sonlu olan G
ve H gruplarimin, simif toplamlari arasindaki uyusum gosterilmistir. Bu uyusum ile G nin
normal alt gruplarimin latisi ile H nin normal alt gruplarmin latisi arasinda bir iliski
gosterilmistir. Bu iligkiyi géstermek adina gerekli olan tanimlar, teoremler ve bu teoremlerin
ispatlarina yer verilmistir. Normal alt grup uyusumlarinin ardindan, bir grup halkasinin
augmentasyon ideali ve grup halkasinin {izerinde tanimlandig1 grup arasinda bazi temel
karakterizasyonlar ve metabeliyan gruplart smnift i¢in izomorfizma problemleri
incelenmistir. Ayrica, teoremlerden elde edilen sonuclar ifade edilmistir.

Bir R —modiil M nin bir RG —modiil yapilmasini saglayan ve R —modiil siniflari ile
RG —modiil siniflari arasindaki bazi iligkilerin incelenmesini saglayan bir cebirsel bir yap1
vardir (Uc vd., 2016). Bu yapi ile hem G nin bir normal alt grubu igin bir RG —alt modiilii
hem de bir RG —alt modiilii i¢in G nin bir normal alt grubu bulunmustur.

Bu tez hazirlanirken Passi’nin 1974 yilinda basilan “Group Rings and their
Augmentation Ideals” isimli kitabindan, Sehgal ve Milies’in 2002 yilinda basilan “An
Introduction to Group Rings” isimli kitabindan, Passman’in 2011 yilinda basilan “The

Algebraic Structure of Group Rings” isimli kitabindan ve M. Alkan’in 2017 yilinda
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yayinlanan “On the relations between subgroups of a group and submodules of modules over

group rings” makalesinden etraflica yararlanilmistir.
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2. GENEL BIiLGILER

2.1.  Grup Halkalan

R, bir cisim ve G, sonlu ya da sonsuz bir ¢arpimsal grup olsun. O halde RG grup
halkasi, temel olarak G nin elemanlariyla ve G deki grup ¢arpmasi kullanilarak, dagilimli
olarak tanimlanan ¢arpma ile iliskisel bir R —cebiridir. Daha kesin olmak gerekirse RG ,

a,eR ile

a=Y ax 2.1)

xeG

formunun tiim sonlu formal toplamlarindan olusur. Burada, toplamin sonlulugu, a,

katsayilarinin yalnizca sonlu sayida ve sifirdan farkli olabilecegi anlamina gelir. Eger

[ = Zby ¥, RG ’nin ikinci bir elemani ise toplama ve ¢arpma,
yeG

a+ﬂ:£2axxj+(2bxx]=2(ax +b )x (2.2)

xeG xeG xeG

ve

c.=2ab=ab_. =)a b, (2.3)
Y=z x y

olmak tzere

of = (Zaxxj(Zby y] - X abr=Yes 2.4

xeG yeG x,yeG

ile tanimlanir.

Bu islemler ile birlikte,
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ac =a(2axxj=2(aax)x (2.5)

xeG xeG

seklinde verilen skaler ¢arpma ile bir R —cebiri tanimlar.

Son olarak x€ G, 1-xe€ RG ile tanimlanir ise aslinda G < RG dir ve G nin

elemanlari RG igin bir baz olusturur. Ayrica, 1;-1, € G, RG nin birim elemanidur.
G =< x>, bir devirli grup olsun. Eger |G| =n sonluise L, x,....,x"", RG i¢in bir baz

olusturur ve kesinlikle RG nin her elemani benzersiz bir sekilde
a=)Yax (2.6)

bi¢imindedir. R [{ ], ¢ degiskenindeki polinom halkasin1 gostersin. O halde, ¢ —> X

tarafindan tammlanan R[{]— RG fonksiyonu, gekirdegi (1 -g ") olan, yani 1-¢"
tarafindan iiretilen temel ideal olan bir epimorfizmadir. Boylece, RG = R[<]/ (1 - ") dir.

Ote yandan, G =< x > sonsuz elemanli olsun. Daha sonra RG nin elemanlari,
a=)Yax 2.7

formunun sonlu toplamlari olarak benzersiz bir sekilde yazilir ve arttk § —> X tarafindan

tanimlanan R [cj ] — RG dogal homomorfizmasi lizerine degil, bir gdmmedir.

Teorem 2.1.1 G sonlu iiretilmis burulmasiz bir abelyen grup olsun. O halde, n bir tamsay1
olmak iizere RG, R[§1,§2,...,§n] polinom halkas1 ile R(g"l,g”z,...,é'n) rasyonel

fonksiyonlar cismi arasinda izomorfik olarak bulunur. Ayrica, RG bir tamlik bolgesidir.

Kamt: Abelyen gruplarin temel teoremi ile G =< x, >x<x, >X...x<Xx, >, n bir tam say1

olmak tizere n sonsuz devirli grubun direkt carpimidir. G nin elemanlari o zaman benzersiz

bir sekilde x;"x,”...x)" bigimdedir ve R[g"l,g"z,...,g"n] — RG, {, — x, seklinde verilen
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dogal homomorfizma bir ggmmedir. Béylece RG > R[é’ 156505 G n] dir. Son olarak, eger

a € RG ise yeterince biiylik bir m tam sayist igin ((1,4“2,...,{")”105eR[{l,g“z,...,Cn] dir.

Buradan RG nin tamlik bolgesi oldugu ve RG < R [é’ NSNS n] oldugu sonucu elde edilir

(Pasman, 2011). m

Grup halkalarinin temel bir 6zelligi sag—sol simetrileridir. *: RG - RG,
(Z axxj = Z:ax)f1 (2.8)

seklinde tamimli fonksiyon icin X,y€G olmak iizere (xy)fl =y 'x! oldugundan

azZagg, ﬂszgg € RG igin;

geG geG

B R A e

geG geG geG geG

=248 ' +bg' =) a8 +) b’

8eG geG geG

=o' +f (2.9)

geG

(ap) :[z aggg;bgg]* :[z (agbg)ggj* S (b )
=2 (b7 )(a,8™)

geG
=2b8" a8
geG geG
_Ba (2.10)
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_ 2.11)

olur. Béylece *, 2. dereceden bir antiotomorfizmdir, bir involiisyondur ve bundan RG nin
benzer sag ve sol zelliklere sahip oldugu sonucu cikarilir. Ornegin, RG nin sag Artin

olmasi icin gerek ve yeter sart sol Artin olmasidir.

o= Zaxx € RG olmak iizere

supp o = {x € G|ax #* O} (2.12)

kiimesi & ‘min dayanag olarak tanimlanir. Boylece supp o ’nin G nin bir bos sonlu alt
kiimesi olmasi igin gerek ve yeter sart & =0 olmasidir. @ nin dayanaginin tirettigi alt grup
<supp a>, supp & nin elemanlar1 tarafindan tretilen G nin sonlu iretilmis alt

gurubudur. H, G nin bir alt grubu olsun. O halde H c G < RG ve H nin RG deki R

—lineer germe kiimesi RH dir. Boylece RH , RG de dogal olarak gomiiliidiir ve

RH:{aeRG|suppagH} (2.13)

dir. @ € RG i¢in < supp o >, G nin @ € RH olacak sekilde en kiigiik H alt grubudur.
Eger a e RG, a #0 ve g e G ise supp ga = g(supp a) ve supp ag = (supp a)g
dir. Ozellikle, x € supp a ise 1e supp x'a ve 1e supp ax' dir.

H , G nin bir alt grubu olsun. RH , RG nin bir alt halkas1 oldugundan, RG siradan
carpma iglemine gore hem sag hem de sol RH —modiildiir. Bu modiiller serbest modiillerdir.

G de H igin sag transversal, G de H i¢in sag koset temsilcilerinin bir tam
kiimesidir. Benzer sekilde G de H ig¢in sol transversal, G de H igin sol koset
temsilcilerinin bir tam kiimesidir.

7y, : RG — RH olmak lizere

16



Ty (Zaxxj = Z a.x (2.14)

xeG xeH

seklinde bir izdiisiim fonksiyonu vardir. Baska bir deyisle eger, @ € RG ise supp o', H

den ayrik ve supp (a—a')c H olmak iizere o =7, (a)+a' dir.
Teorem 2.1.2 H ,G nin bir alt grubu ve o, 8 RG, y € RH olsun.

i. abeR igin, 7, (ax+bp)=ar, (a)+bx, (p) dir.

ii. 7y (ya)=yr,(a), z,(ay)=n,(a)y dir.

iii. Eger H<G ve x€G ise 7, (x'ax)=x"z, (a)x dir.

Kamt: (i) a=o,+a,, f=0,+5,, suppa, ve supp B, H den ayrik olacak ve

ay =7, (a), =, (B) seklinde tanimlansin. O halde,

aa +bf = (aa, +bp,))+(aa, +bp,) (2.15)
ve bu iki terimin dikkate alirsa
7y (ac+bp)=ac,+bp, (2.16)

dir.

(i) ya =y, + ya, dir ve ya, € RH dir. Ote yandan, x € supp ya, ise X, supp y nin
bir elemant ile supp «; in bir elemaninin ¢arpimidir. H deki bir elemanin H disinda bir
elemanla ¢arpimi her zaman H nin disinda oldugu i¢in supp yo,, H den ayriktir ve
buradan 7, (;/0() = ya, dir.

(iii) Eger H < G ise
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xlax=x"(ay+a)x=x"apx+x"'ax ve supp x'ax = x'Hx=H (2.17)
dir. supp x'e,x, H den ayniktir. Boylece 7, (x"'ax)=x"z,a,x olur (Pasman, 2011). m

Teorem 2.1.3 Y, G de H i¢in bir sol transversal olsun. O zaman, her & € RG elemant,

a, € RH olmak tlizere

a=) ya, (2.18)

yeY

formunun sonlu toplami olarak tek bir sekilde yazilir. Hatta, &, = (y_la) dir. Boylece, RG
, Y serbest bir baz olmak tizere, bir serbest sag RH —modiiliidiir. Benzer sekilde, X , G de
H i¢in bir sag tansversal ise RG , X serbestbazve &, =7, (ax_l) olmak {izere, bir serbest

sol RH —moduludiir.

Kamit: o € RG olsun. supp o sonlu oldugundan H nin yalnizca sonlu sayida sol

kosetinde bulunur. Yani, yH,y,H,...,y,H , y, €Y dir. x€ y,H ve a,, a.x inkismi toplami

olmak iizere @ =, +a, +...+a, dir. x€ y.H i¢in y"'xe H dir. Boylece,

a=Y y(y'a) (2.19)

ifadesinde y;'a;, € RH dir. Buradan &, o, € RH olmak iizere, Z ya, seklinde bir toplam

olarak yazilir. Tekligini kamtlamak igin ve y, €Y olsun. y,'a = Z v, ya, ve y, 'veH

olmasi icin gerek ve yeter sart y = y, olmasidir. Boylece,

7y (o'a)=y'na, =a, (2.20)
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dir (Pasman, 2011). =

Teorem 2.1.4 H , G nin bir alt grubu ve & € RH olsun. O halde, & nin RH ’de tersinir
olmasi i¢in gerek ve yeter sart & nin RG de tersinir olmasidir. Ayrica, o, RH de sag veya

sol sifir bolen olmasi igin gerek ve yeter sart @ nin RG de sag veya sol sifir b6len olmasidir.

Kanit: o, RH de tersinirise, RH < RG oldugundan, «r, RG de de tersinirdir. &, RG de

tersinir olsun. Boylece, off =1= Ba olacak sekilde pe RG vardir. O zaman, Teorem

2.1.2°ye gore
ar, (B)=n,(af)=m,(1)=1 (2.21)
g (B)a=n,(fa)=m,(1)=1 (2.22)

dir. Buradan, o' = Ty ( p ) € RH dir.
Ote yandan, BeRG, [ #0icin af=0 ise 1€supp fx olacak sekilde xeG

bulunur. & ( ﬂx) =0 oldugundan dolay1

ar, (Bx)=n, (afx)=m,(0)=0 (2.23)

dir ve 1€ supp fx oldugundan 7, ( ﬂx) # 0 dir (Pasman, 2011). m

RG deki belirli ideallerin yapisi ve bu idealler ile G nin belirli normal alt gruplariyla
iligkilerini incelemek 6nemlidir. G, RG ye konjugasyon ile etki eder. Gergekten her x € G

icin *: RG — RG olmak lizere

a =x"'ax (2.24)

seklinde tanimlansin. O halde, a = z a,y, = Zbyy € RG olmak tizere

yeG yeG
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(a+,6’)* :x_l(a+ﬂ)x:x_l(2ayy+2byy]x

veE

- [z( +b_,,)y}c
S, +0,)(x' )

= Z a, (x_lyx) + yezcl;by (x_lyx)

-

eG

[

=x [Z ayy}c +x! (Zb},y]x
yeG yeG

=x"'ax+x"'Bx

:a*"rﬂ*

20
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dir. Boylece, x ile konjugasyon RG nin endomorfizmidir. Ayrica x,y € G igin

(ax )y =y (x_lax) y= (xy)f1 a(xy)=a® (2.27)

dir. Bu nedenle, bu G nin bir etkisidir ve 1 ile konjugasyon birim fonksiyon oldugundan,
konjugasyon her zaman RG nin bir otomorfizmasidir. S, RG nin bir alt kiimesi olmak
tizere her xe€G i¢in S*=S ise S ye G —invaryant denir. H <G ise RG, G

—invaryanttir. / , RG nin bir ideali ise / , G —invaryanttir.
Teorem 2.1.5 H < G olsun.

1. L, RH ninbir G —invaryant ideali ise L.RG = RG.L, RG nin bir idealidir.
ii. I, RG nin bir ideal ise (I "RH).RGcIc 7, (I).RG dir. INnRH ve m,(I)

n her ikisi de RH nin G —invaryant idealleridir.

Kamit: (i) / =L.RG, RG de bir sag idealdir ve R ile sol ¢arpma altinda kapalidir. Bu
nedenle sadece G ile sol ¢arpma altinda kapali oldugunun gosterilmesi gerekmektedir.

x € G olmak tizere,
xI = xL.RG = x(x“Lx)x“RG —LRG=1 (2.28)

dir. I bir idealdir. Boylece, I = L.RG > RG.L dir. RG.L © L.RG oldugu benzer sekilde
gosterilir.

(i1) I, G —invaryant oldugu i¢in Teorem 2.1.2’den hem / " RH hem de 7, (I ) ,

RH ’nin G —invaryant idealleridir. Ayrica, (I NRH ).RG c I oldugu aciktir. Eger o €1
ise Teorem 2.1.3°’den G deki H igin bir sag transversal X {izerinden « = Zﬂ'H (axfl)x

dir. I bir ideal oldugundan ax' e Ive x,, (ax‘l) e, (1) dir. Bunedenle, a € 7, (1).RG

dir (Pasman, 2011). m
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Teorem 2.1.6 H <G ve I, RG nin bir ideali olsun. O zaman asagidakiler denktir:

i.  RH nin G —invaryant ideali L i¢in / = L.RG dir.
ii. I=(INRH).RG dir.

ii. I=m,(I).RG dir
Bu ii¢ durumdan herhangi biri olusursa
L=INRH =7,(I) (2.29)

dir.

Kamt: Teorem 2.1.5 kullanilarak ii. ve iii.’den ayr1 ayri i. elde edilir. Bu nedenle, = L.RG

oldugu varsayilir ve L=INRH =1, (I ) oldugu gosterilebilir. Bu, teoremin ii. ve iii.

maddelerini ve teoremin sonundaki iddiay1 gosterir.

Ty (I ) nin hesaplanmasi gerekir. I nin bir ¢ elemani, tanim geregi o = Z By

B. €L, y, € RG seklindedir. Bu ylizden, L € RH ve L bir ideal oldugu i¢in

mu(a)= 7, (Br.)=D. By (7)€L (2.30)

dir ve dolays1 ile 7, (I )gL dir. Ote yandan, Lc INRH <1 dir ve dolayis1 ile
my(L)cmy,(INRH)C 7, (I) dir. Fakat, 7,(L)=Lve m,(INRH)=INRH

oldugundan sonug elde edilir (Pasman, 2011). m

H <G ve I ,RG ’nin bir ideali ise I =7, (I ).RG oldugunda H , I y1 kontrol eder

denir. RG ile ilgili baska alt halkalar da vardir. Ornegin, K, R nin bir alt halkas1 olsun.
KG ile

KG:{ZaxxeRszx GK} (2.31)
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kiimesi ifade edilir. Eger K = F bircisimise FG, G iizerinde F nin grup halkasidir. Eger
R, karakteristigi 0 olan bir cisim ise RG > QG o ZG dir. Burada Q , rasyonel sayilar cismi

ve Z , tamsayilar halkasidir. Eger R nin karakteristigi p >0 ise
RG> GF(p)G (2.32)
dir; burada GF ( p), p elemanl1 Galois cismidir.

Teorem 2.1.7 E, R lzerinde bir cebir olsun ve 7:G > U (E ), yani G ’den E nin tniter

grubuna bir grup homomorfizmasi olsun. O zaman, r grup homomorfizmasi 7: RG - E

olmak tizere

T(Zaxxj =Y ar(x) (2.33)

seklinde tanimlanan bir R —cebir homomorfizmasina genisler.

Kamt: Zaxx, bex € RG ve Z%X=bex ise

T(Zaxszz%r(x) =Y br(x)= T(bexJ (2.34)

dir. O halde, 7, RG den E ye iyi tanimlanmis bir fonksiyondur.
Zaxx € RG ve k € R olsun.

HZ”D (z ka)] 3 (ka [zm j k{zax] (235)

dir. O halde, 7, R —dogrusaldir.
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Ayrica x,ye G igin T(xy) = T(x)r(y) oldugundan 7, RG iizerinde ¢arpimsaldir
(Pasman, 2011). m
Eger H <G ise G nin G/H ’ye, dolayisiyla G nin R (G/ H ) ‘nin birimlerinin

grubuna dogal homomorfizma vardir. Bu nedenle yukarida belirtilenlerle, x =xH , G/ H

’deki x in goriintiisii olmak {izere

o (Z axxj =>ax (2.36)

ile verilen bir dogal homomorfizma vardir.

H =G iseher x€G i¢in G/ H =<1> ve x =1 dir.

Po (Z axxj = (Z ale (2.37)

ve bu fonksiyonun ¢ekirdegi

3,(6)=| Zas

Ya = 0} (2.38)

dir. Bu fonksiyonun ¢ekirdegine RG nin augmentasyon ideali denir ve RG de 1 es

boyutuna sahiptir.

Teorem 2.1.8 H <G olsun. Ay (H), RH nin bir G —invaryant idealidir ve A, (H).RG,

Py nin bir ¢ekirdegidir.

Kamt: X, G de H igin bir sag transversal olsun ve @ € RG’yi a, € RG ile Teorem

2.1.3’deki gibi a = Zaxx olarak yazilsin. Buradan

Pu (0!) = ZPH (ax ):OH (x) (2.39)
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ve Py (ax) € R dir. Ayrica, tanim geregi x€ X icin py, (x) elemanlari, R(G I H ) nin bir
bazini olusturur. Béylece, @ nin p, nin ¢ekirdeginde olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x
icin p, (ax) =0 olmasidir. Ayrica, p,, , H yi <1> e gonderdigi igin p, (ax) =0 olmasi
icin gerek ve yeter sart a €A, (H ) olmasidir. Bdylece, A, (H ).RG nin p, nin

cekirdegidir. Son olarak, A, (H ) , G —invaryanttir; ¢linkii H < G dir. (Pasman, 2011). m

2.2. Augmentasyon idealleri

Bu boliimde G nin alt—gruplart ile RG nin idealleri arasindaki iliskileri gérmek
amacit ile RG nin augmentasyon ideali incelenecektir. Kendi basina ilgi ¢ekici olan bu iliski

RG nin yapis1 ve ozellikleri ile ilgili birgok problemin incelenmesinde de faydali olacaktir.

E:RG—->R, Z r,8 > Z r, seklinde tanimlanan fonksiyona augmentasyon fonksiyon
geG geG

denir. Kere = {Z r,8 €RG: ‘{Z rggj = O} = {Z r,8 €RG :Z r,= 0} seklinde verilen

geG geG geG geG

augmentasyon fonksiyonun ¢ekirdegi A, (G) ile gdsterilen augmentasyon idealdir. Buradan

nggeKerg ise ngg—ng =ngg dir. Boylece, ng(g—l)=2rgg dir. O halde,

geG geG geG geG geG geG

8

Kerg:AR(G):{Zr (g—l):rgeR,g;«tl} dir. Ayrica, {g—1:g€G,g#1} kiimesi R

geG

tizerinde A, (G) nin bir bazidir.
Bir G grubu ve R halkasi verildiginde, G nin tiim alt—gruplarmin kiimesini § (G)

ile ve RG nin tiim sol ideallerinin kiimesini I(RG) ile gosterilsin.
Tanim 2.2.1 Bir Hc S (G) alt grubu i¢in, {h—l cheH } kiimesi tarafindan tiretilen RG

nin sol ideali A, (G,H ) ile gosterilir. Yani:

heH

AR(G,H)z{Zah(h—l):ah eRG} (2.40)
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(Sehgal ve Milies, 2002).

Sabit bir R halkasi ile caligilirken, bu ideal sadece A, (G,H ) ile gosterilir.

A, (G,G) idealinin, énceki bdliimde tamtilan A, (G) ideali ile cakisir.

Teorem 2.2.2 H , G grubunun bir alt grubu ve S, H nin bir tirete¢ kiimesi olsun. O halde,

{s -l:seS } kiimesi RG nin sol ideali olarak A, (G,H ) nin bir lirete¢ kiimesidir.

Kanit: S, H nin bir iireteg kiimesi oldugundan, bazi pozitif » tamsayilari i¢in her h € H
elemani, 5,€S, 1<i<r ile h=s,s,---s, seklinde yazilir. h i¢in boyle bir ayristirmada
goriinen minimum faktor sayisina 7 nin uzunlugu denir. Bu teoremin 6nemini kanitlamak

icin, h—1e H, he H formunun tiim elemanlarinin {s -1,seS } kiimesi tarafindan tretilen

sol ideal, s, €S, 1<i<r ye ait oldugunu gosterilmelidir. Bu, # uzunlugunda tiimevarim

yontemi ile ispatlanacaktir. & uzunlugu 1 ise iddia dogrudur. O halde, verilen bir pozitif tam

sayisindan daha kisa uzunluktaki her x € H elemaniigin x—1€/ ve h nin n uzunlugunda

bir eleman1 olsun. h=ss,---s, oldugundan, h—lzslsz---sn—lzsl(sz---sn)+s]—l dir.

Tiimevarim yoluyla, hem (s2 s —1) hem de s, —1, I ya aittir. Dolayist ile h—1e 1 dir
(Sehgal ve Milies, 2002). =
A, (G,H ) nin daha iyi bir tanimin1 vermek igin, G de H nin sol kosetlerinin tam

bir temsilcileri kiimesi Y = {‘Ii},- ile gosterilsin. Bu kiimeye, H nin G de bir transversali

el
denirve Y de H kosetinin bir temsilcisi olarak, G nin birim elemaninin se¢ildigi varsayilir.

Boylece, her g e G elemam, g, €Y ve h,eH ile g=gqh, bigiminde tek tiirlii olarak

yazilir.

Teorem 2.2.3 B, ={q(h—1):q eY,heH,h;tl} kiimesi R iizerinde A,(G,H) nin bir

bazidir.
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Kamt: ilk olarak, bu kiimenin R iizerinde lineer bagimsiz oldugu gosterilmelidir. Lineer

J

bir kombinasyon Z 14, (hA —1) =0, L € R olsun. O zaman,
i,J

2.1, :Z(Zrﬁ}li (2.41)

i .

J

dir.
J nin tim degerleri i¢in &; #1 oldugundan, yukaridaki denklemdeki ifadelerin ayrik

destege sahip oldugu sonucu ¢ikar. G deki elemanlar, R den lineer bagimsiz oldugundan,

tiim katsayilarin 0 olmas gerekir. Ozellikle her i, j igin r; =0 dir.
B, nin de A, (G,H ) yi Urettigini gostermek i¢in geG,he H olmak iizere
g(h—l) seklindeki her elemani B, deki elemanlarin bir lineer birlesimi olarak

yazilabilecegini kamtlamak yeterli olacaktir. Bazi g, € ¥ ve baz1 h;, € H i¢in g = gh; dir.

Buradan,
g(h=1)=gqh;(h-1)=q,(hh-1)-q,(h,-1) (2.42)

dir (Sehgal ve Milies, 2002). m

H , G nin bir normal alt grubu oldugunda A, (G,H ) icin bir yorum yapilir. Eger,

H<G ise @:G—>G/H  dogal homomorfizmi, @ :RG—R(G/H),

@ (Z a ( g) gJ = Z a ( g )a)( g ) epimorfizmine genisletilebilir.

geG geG

Teorem 2.2.4 Ker(o")=A,(G.H) dir.

Kamt: Y, H nin, G de bir transversali olsun. O halde, her & € RG elemanir, e R, g, € ¥
, h; € H olmak lizere o = Z r;q;h; sonlu bir toplami olarak yazilabilir.
ij

g; nin G/ H bolim grubundaki goriintiisii g, ile gosterilir ise
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o' (a)= Z[Z '?,»]i» (2.43)

dir. Dolayisiyla, a Ker(a)*) olmasi i¢in gerek ve yeter sart i nin her degeri i¢in Z r=0
j

olmasidir.  Eger, «ae Ker(a)*) yazilabilir  ise  (bazt  sifirlar  ekleyerek)

a= Z’”quihj = Zrijqihj —Z(z r ]q,. = Zrijqi (hj —1) eA(G,H) dir. Boylece
i,j i,j i i,j

j
Ker(a)*) < A, (G, H) dir. Ayrica, A, (G,H) < Ker(a)*) oldugu agiktir (Sehgal ve Milies,

2002). m

Sonu¢ 2.2.5 H , bir G grubunun bir normal alt grubu olsun. O halde, A, (G,H ) , RG nin

iki tarafli idealidir ve

—=R(G/H 2.44
A (G.) = REH) (244
dir. (Sehgal ve Milies, 2002).

Ozel bir durum olarak, A, (G) , G>G/IG= {1} fonksiyonu ile verilen ¢
epimorfizminin ¢ekirdegi oldugu agiktir.

Buraya kadar G nin normal alt gruplarini, RG nin iki tarafli ideallerine esleyecek

sekilde, § (G) den [ (RG) ye bir fonksiyon olusturulmustur. Bu fonksiyonun tersi de bir

fonksiyon olusturur.
Bir sol ideal / € I(RG) verildiginde,

V(I)={geG:g-1el} (2.45)

kiimesi ele alinir ve
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V(I)=GN(1+1) (2.46)

dir. V(I), G ninbir alt grubudur. Gergekten, eger g, eV(I)ise 1=g(h—1)+g—-1ev(I)
dir. Boylece, gheV(I) dir. Ayrica, eger geV(l) ise g —1=—g'(g—-1)el dir
Dolayisiyla g~ EV(I ) dir. I, RG nin iki tarafli ideali ise V(I ) , G nin normal alt grubudur.

S6z konusu olan iki esleme arasindaki iliski asagida verilmistir.

Teorem 2.2.6 H € S(G) ise V(A (G.H))=H dir.

Kamt: 1# g eV(AR (G,H)) olsun. O zaman, g -1€A, (G,H) dir ve

g-1=Yraq(h,-1) (2.47)
iJ

seklinde yazilabilir. 1 esitligin sol tarafinda goriindiigii i¢in sag tarafta da goriilmesi gerekir.

Bu nedenle, ¢, elemanlarindan biri ¢, =1 olmalidur.

Sonug olarak esitligin sag tarafinda 7, (hj —1) seklinde bir terim vardir. G nin sag
taraftaki tim elemanlan ikili olarak farkli oldugundan, g=h, € H dir. Bu nedenle,
V(A (G.H))c H dir. Ayrica, H <V(A,(G,H)) dir (Sehgal ve Milies, 2002). m

Bu eslemedeki fonksiyonlar birbirinin tersi degildir. I e/ (RG) olmak {izere
Ay (G,V(I )) c I dir. Esitligin gecerli olmasi gerekmedigini gormek i¢in / = RG yazilir ise

V(RG)= {g eG:g-1e RG} =G dir. Dolayisiyla A, (G,V(RG)) =A;(G)#RG dir.

Teorem 2.2.7 G ve H, ZG =ZH olacak sekilde iki grup olsun. Herhangi bir degismeli
R halkasi i¢in RG = RH dir ( R -cebirleri olarak).

Kamit: G ve H ig¢in ZG =ZH ve R herhangi bir halka olsun. Buradan

RG=R®,7ZG=R®,7H =RH (2.48)
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dir (Sehgal ve Milies, 2002). m

Tanim 2.2.8 0 :ZG — ZH izomorfizmasi, her & € ZG elemani igin E(a) = 8(0(0{)) ise

(veya esdeger olarak her g e G igin 8(6( g)) =1 ise) normallesmis izomorfizma olarak

adlandirilir (Sehgal ve Milies, 2002).
Eger bir 0 :ZG — ZH izomorfizmasi varsa, bu halkalar arasinda normalize edilmis

bir izomorfizma vardir. Gergekten, yeni bir w :ZG — ZH fonksiyonunu su sekilde

tanimlamak yeterli olacaktir: Her a= z rg € LG elemant icin

i=1
l//(O() = ZS(G(gi))_l i;O'(g,.) . (g € G tersinir ve ¢ bir epimorfizm oldugundan S(O'(g))
i=1
7.’ de tersinirdir.) y , bir normallesmis izomorfizmadir.
G ve H sonlu gruplar ve o:ZG — ZH , bir normallesmis izomorfizma olsun.

G(g) € H ise her g e G i¢in o nun kendisi, kisitlama yoluyla, H ve G gruplari arasinda

bir izomorfizma verir.

2.3. Grup Halkalarinda Polinom Idealler ve Bir Polinom Ideal Olarak

Augmentasyon ideal

Serbest bir grubun integral grup halkasinin her elemani, yerine koyma yoluyla, keyfi
bir grup halkasinda bir ideal tanimlar. Bu tiir ideallere polinom idealler denir. Bir
augmentasyon idealinin hem birlesmeli hem de Lie kuvvetleri polinom idealleridir.

G bir grup ve R birimli ve degismeli bir halka olsun. RG, G deki grup ¢arpimi
dagilimli olarak kullanilip tanimlanan ¢arpma ile G kiimesi iizerinde serbest R —modiildiir.
Bu bolimde, R nin birimi 1, ve G nin birimi 1, ile gosterilir. Ancak bir karisiklik
olmuyorsa sondaki R veya G eki kaldirilabilir. 7 € R i¢in r.1; € RG oldugundan R, RG
nin bir alt halkasidir.

X = {x,. el } olmak ilizere F(X), x, serbest iiretecleri lizerinde bir serbest grup olsun.

ZF(X), F(X) serbest grubunun integral grup halkasi olsun. O zaman, her a: F(X) > G

homomorfizmi bir a” : ZF (X ) — RG halka homorfizmasina,
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a’( Y, naw)= (nl a(w) (2.49)

neZ ,weF

seklinde genisletilebilir. f(x)eZF(X) ve ae Hom(F(X),G) olmak iizere a’(f(x))

elemanlari tarafindan tretilen RG nin iki tarafl ideali A, ,(G) ile gosterilir.

Tamm 2.3.1. f € ZF(X) ve F(X) bir serbest grup olmak iizere I = A, ,(G) ise I idealine,

RG ’nin polinom ideali denir (Passi, 1974). m

Ornek 2.3.2 G nin her elemaninin 1, ye eslenmesiyle indiiklenen &:RG —> R, R
—homorfizmi augmentasyon fonksiyonudur ve ¢ nun ¢ekirdegi A,(G), RG nin iki tarafli
bir ideali olan augmentasyon idealidir. Bir R —modiilii olarak A,(G), g-1 (1= geG)
elemanlarinin kiimesi baz olmak iizere bir serbest modiildiir. Augmentasyon ideali A,(G),
bir polinom idealdir. Ciinkii A,(G), g € G elemanlarmin x—1 polinom degerleri g -1,

elemanlar tarafindan bir R —modiilii olarak iiretilir (Passi, 1974).

Ayrica, A,(G) nin tim birlesmeli kuvvetleri i >1 olmak iizere A’ (G) polinom
ideallerdir. f = (x, =1)(x, =1)(x; =1)...(x, —1) olmak iizere A; (G)= Ava (G) dir.
Augmentasyon idealinin Lie kuvvetleri A% (G), timevarimsal yolla su sekilde tanimlanr:
ne N ve me M olmak lizere [M ,N ] , [m,n] =mn—nm seklinde elemanlar ile tiretilen RG

nin R —alt modiiliinii; K < RG i¢in K.RG, K tarafindan RG de liretilen sag ideali (RG.K

, K tarafindan tiretilen sol ideali) gostermek tizere

AP(G) =2, (G), A" (G) =[ A (G). AL (G) |R(G) . (2.50)

dir. g[a,B]=[gas".¢Bg " |¢, 2€G, a,feRG oldugundan, sag Ay (G) idealinin her

i 21 igin iki tarafli bir RG idealidir. Her i 21 igin A}’ (G) bir polinom idealidir.

Ornek 2.3.4 R=7, ve G=C, ise Az, ((C 3) su yontemlerle bulunur:
Birinci yontem;

31



geG

7, :{G,T,E,}, C, :{e,a,az} ve RG =1Z,C, :{ngg:rg €l,,8 E(CS} dir. O halde,
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E:RG—>R, Z r,g —> z r, ile tammlanan augmentasyon fonksiyonunda
geG geG

Kere = nggeRG:s[ngngO ={nggeRG:ng=O} (2.51)
geG geG geG geG

seklinde verilen augmentasyon fonksiyonun ¢ekirdegi, Aj (C3) ile gosterilen

augmentasyon idealdir. =Y r,g € RG=Z,C, olsun. &(u)= 5[2 rgg} =Y r, =0 ise

geG geG geG
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, ¢ dir.

Ikinci yéntem;

ngg eKerg¢ ise ngg—ng =ngg dir. Boylece, ng(g—l)zngg dir. O halde,

geG geG geG geG geG geG

Kere =A, (G) = {z r, (g —1) 'r, € R} dir. O halde,

geG

Ay, (C,)= {rg (e—1)+r, (a—l)+ra2 (az —1),1;,ru,raz € Z3} dir. Buradan,

6(6—1)+6(a—1)+6(a2—1):66—6+6a—6+6a2—6

=0e+0a+0a” €A, (C,)

6(6—1)+6(a—1)+T(a2—1):66—6+6a—6+Ta2—T
=0e+0a+1a>—1e

=2e+0a+1d° €A, (C3)

6(6—1)+6(a—1)+§(a2—1):66—6+6a—6+§a2—i
=0e+0a+2a*-2e

=1le+0a+2d €A, (C3)

33



6(e—1)+T(a—1)+6(a2—1):66—6+Ta—T+6a2—6
=0e+la—1le+0d’

=2e+1la+0d* €Ay (C3)

6(e—1)+T(a—1)+T(a2—1):66—6+Ta—1+ la’ -1

0(e—1)+1(a-1)+2(a*~1)=0e-0+1a—1+2a’ -2
=0e+la—le+2a’ —2e

=0e+ la+2d° €A, (C3)

0(e—1)+2(a-1)+0(a*~1)=0e-0+2a—2+0a’ -0
=0e+2a—2e+0a’

=1le+2a+0d> €A, (C3)

0(e—1)+2(a-1)+1(a*~1)=0e-0+2a—2+1a’—1
=0e+2a—2e+1a’—1le

=0e+2a+1d° €A, (C3)

0(e—1)+2(a-1)+2(a*~1)=0e-0+2a—2+2a’ -2
=0e+2a—2e+2a” —2e

=2e+2a+2d° €A, (C3)
T(e—1)+6(a—1)+6(a2—1)=T6—T+6a—6+6a2—6
=le—le+0a+0a’

=0e+0a+0a* €A, (C,)
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=le—le+0a+2a’>-2e

=1le+0a+2d° €A, (C3)

T(e—1)+T(a—1)+6(a2—1)=Te—T+Ta—T+6a2—6

T(e—1)+T(a—1)+T(a2—1)=Te—T+Ta—T+Ta2—T
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=0e+la+2d° €A, C3)

T(e—l)+§(a—1)+6(a2—1)=T6—T+§a—§+6a2—6

=le—1le+2a—2e+0a>

=1le+2a+0d> €A, (C3)

T(e—l)+§(a—1)+T(a2—1)=T6—T+§a—§+Ta2—T

~—

=0e+2a+1d* e Ay, (C,
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=le—1le+2a—2e+2a’—2e

=2e+2a+2d €A, (C,)

5(e—1)+6(a—1)+6(a2—l)zie—§+6a—6+6a2—6
=2¢—2e¢+0a+0d’

=0e+0a+0a* €A, (C,)

i(e—l)+6(a—l)+T(a2—1)=§e—§+6a—6+Ta2—T
=2¢—2e¢+0a+1a’—1e

=2¢+0a+1d° €A, (C3)

i(e—l)+6(a—l)+§(a2—1)—26—2+6a—6+§a2—5
=2¢—2e¢+0a+2a>—2e

=1le+0a+2d° €A, (C3)

5(6—1)+T(a—1)+6(a2—1)=§e—2+Ta—T+6a2—6
=2¢—2e¢+1la—1le+0a”

=2e¢+la+0d> €A, (C3)

5(6—1)+T(a—1)+T(a2—1)=§e—2+Ta—T+Ta2—T

5(6—1)+T(d—1)+§(a2—1)=§e—2+Ta—T+§a2—i
—3e-Te+Ta—Te+2a> e

=0e++1a+2a’ e Ay, (C3)
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5(e—1)+§(a—1)+6(a2—l)zie—§+§a—§+6a2—6
=2¢—2¢+2a—-2e+0a’

=le++2a+0d’ € Ay, (C3)

i(e—l)+§(a—1)+T(a2—l)zie—§+§a—§+Ta2—T
=2¢—2e+2a—-2e+1a’>—1e

=0e+2a+1d* €A, (C,)

2(e-1)+2(a-1)+2(a* ~1)=2e-2+2a—2+2a’ -2
=2¢—2e+2a—2e+2a’—2e

=2e¢+2a+2d €A, (C3)

Buradan, Z,C, grup halkasinin augmentasyon ideali

dir.

2.4. Augmentasyon Sifirlayicilar

Grup halkalar tizerindeki ilk ¢aligmalarin ¢ogu augmentasyon idealinin dzelikleriyle
ilgiliydi. Ancak, grup halkalari, bu tezde daha cebirsel bir ¢alisilmistir. Augmentasyon
sifirlayicilart ile ilgili verilecek olan temel teoremler, cok sayida onemli uygulamalara

sahiptir.
R, bir halka ve S, R nin bir alt kiimesi ise fR(S):f(S), S nin R deki sol

sifirlayicisi, yani;
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((S)={aeR|aS =0} (2.52)

dir. ( (S ) , R nin bir sol idealidir ve { (S ) =/ (SR ) dir.
Benzer sekilde, Y, (S ) =4 (S ) R de § nin sag sifirlayicisini gostermek {izere

4 (S)=4(RS) dir.

Teorem 2.4.1 {gi} , G nin bir alt kiimesi ve H , ‘{&'} nin direttigi G nin alt grubu olsun. O

zaman;
> (8,-1)RG=A,(H).RG (2.53)
ve

> RG.(g,-1)=RG.A,(H) (2.54)
dir.

Kamt: Sadece ilk ifade diisiiniilecek olursa bunu kanitlamak i¢in 7 = Z( 8 — 1) RH nin ve

Ap (H ) nin esit oldugunu gostermek yeterlidir. H,, h—1€I olacak sekilde bu he H

elemanlarinin kiimesini gostersin. Eger h e H,, ise

gh-1=(h-1)+(g,~-1)hel (2.55)
ve
g 'h—1=(h-1)—(g,-1) g 'hel (2.56)
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den gh,g;'h e H, dir. Buradan, her i i¢in g,H, = g;'H, = H, dir ve dolayistyla HH, = H,
dir; ¢clinkii H , g, elemanlar tarafindan tiretilmektedir. Son olarak, 1€ H ise H = H,, dir

ve dolayisiyla I = A, (H ) dir (Pasman, 2011). =

Teorem 242 H, G nin bir alt grubu olsun. Eger H sonsuz ise
ﬁ(AR(H))=O=(I(AR(H)) dir. H, sonsuz ise H, RG deki H nin elemanlarinin

toplamini gostermek tizere

i. ((A;(H))=RGH
Y (A (H))=H.RG
ii. ((H)=RGA(H)

4(H)=Ay(H).RG

Kanit: Sadece sol sifirlayicilar tizerinden ispat ele alinsin. « € { (A ® (H )) ve a # 0 olsun.
Bu durumda, her he H igin, a(h—l) =0 dir, dolayisiyla & =ah dir. Bu, sag ¢arpim ile

H nin Supp a nin sonlu bir¢ok elemani ile degistigini gosterir ve H , bu nedenle sonludur.
Eger o = Zaxx ise @ = ah olmast her x i¢in a,_=a_, sonucunu verir. Boylece a,, H nin

sol kosetlerinde sabittir ve o eRG.H olur. Ciinkii her he H igin H (h-1)=0,
(A, (H))=RG.H dir.

H sonluve a e f(f]) olsun. X , G ’de H igin bir sol transversal ise «, @, € RH
olmak tlizere a= me sekilde tek tiirlii yazilabilir. Boylece, 0=aH = Zxaxﬁl
denkleminin her x i¢in gecerli olmasi i¢in gerek ve yeter sart axﬁ =0 olmasidir. Eger,
a = Zahh ise axﬁ = (Zahjlfl ve a)fl =0 olmast igin gerek ve yeter sart . € A, (H)

olmasidir (Pasman, 2011). m
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Normal Alt Grup Uyusumlari

Sonlu bir G grubunun integral grup halkasi ZG nin merkezi igin bir baz, {Cl.}.

iel

G nin eslenik siniflar1 kiimesi olmak iizere, i € [ iginy, = Z x elemanlar1 tarafindan verilir.

xeC;

Teorem 3.1.1 G ve H sonlu gruplar ve 0:ZG — ZH , bir normallesmis izomorfizma

olsun. G ve H nin sinif toplamlarini sirasiyla { 7/1‘}1'51 ve {5 ,}A , belirtsin. O halde, her y,
je

i¢in, 0( ;/i) =0, olacak sekilde tek tiirlii bir 6, vardir. Yani, sirastyla G ve H nin siif

toplamlari arasinda bire—bir bir uyusum vardir (Sehgal ve Milies, 2002).
Teorem 3.1.1, G nin normal alt gruplarinin latisi ile A nin normal alt gruplarinin

latisi arasinda bire—bir uyusum oldugunu kanitlamak i¢in kullanilir. Bir G grubunun belirli

bir N alt kiimesi i¢cin N = Zx dir.

xeN

Teorem 3.1.2 ZG =ZH ve N, G nin bir normal alt grubu olacak sekilde G ve H sonlu

grup olsun. 8:ZG — ZH bir normallesmis izomorfizma olsun. O zaman, Q(N ) =M ve

|N |=|M | olacak sekilde M < H vardir. N - M latislerin bir morfizmdir; 6yle ki

icermeleri ve bdylece kesisimleri ve ¢carpimlari korur.

Kanit: N, G nin bir normal alt grubu oldugundan belirli eslenik siniflarinin ayrik bir
birlesimidir. Yani, N=C,uUC,uU...uC,, 1<i<t karsiik gelen smf toplamlarin
gosteriyor ise N = 2 y, dir.
i=1
H nin  bir smf  toplami 9( }/l.) =@,  olsun. NN = |N | N ve
9(1\7) = H(Zt:}/ij = Zt:wi =M oldugundan H ninbir M alt kiimesi i¢in MM = IN|M dir.
i=1 i=1

Bu su anlama gelir: M c¢arpma altinda kapalidir ve dolayisiyla, M bir alt gruptur.
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Son olarak, M bir alt grup oldugundan MM =|M|M =|N|M dir. Boylece,
|N |=|M | dir. N > M eslemesinin igermeleri korudugu dogrudan tanimindan goriiliir

(Sehgal ve Milies, 2002). =

3.2. Metabeliyan Gruplar

Bu boliimde, bir grup halkasinin augmentasyon ideali ve grup halkasinin iizerinde
tanimlandig1 grup arasinda bazi temel karakterizasyonlar ve metabeliyan gruplart sinifi i¢in,
izomorfizma problemleri incelenmistir. Ayrica, metabeliyan gruplarin kendi integral grup

halkalar1 tarafindan belirlendigi goriilmiistiir.

Tamim 3.2.1 Bir G grubunun hem A hem de G/A abelyen olacak sekilde normal bir A
alt grubu iceriyor ise G grubuna, metabeliyan grup denir (Milies ve Sehgal, 2002).

g,h e G icin asagida verilen 6zdeslikler dogrulanmstir:

3.2.2 gh—1=(g-1)+(h-1)+(g-1)(h—1) dir.

(g - 1)(h —1) e} (G) oldugu i¢in, bu 3.2.3 anlamina gelir.

3.23 gh—1=(g—1)+(h—1)(mod A(G)) dir.

h=g" ise 3.2.4 elde edilir.

324 g'-1=—(g—1)(mod A;(G)).

Buradan herhangi bir a tamsayisi i¢in 3.2.5 elde edilir.

3.25 g ~1=a(g—1)(mod A(G)) dir (Sehgal ve Milies, 2002).
Bu nedenle, G>g > (g—1)+(A}(G)) seklinde verilen ¢:G —A,(G)/A(G)
fonksiyonu aslinda G nin A, (G)/ A (G) toplamsal grubuna bir homomorfizmadir. Bu

aciklama, grup halka izomorfizmalar1 alinda G/G' grubunun invaryant oldugunu

gostermek i¢in kullanilir.

Teorem 3.2.6 G bir grup ve G', G grubunun komiitatdr alt grubu olsun. O zaman,
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G A

G' A (G

l

N

—~
Q

~

(3.1)

N—"

&

dir.

Kamt: G grubu i¢in G> g > (g-1) +(A§ (G)) seklinde verilen ¢:G — A, (G)/A;(G)
fonksiyonu tanimlansin. ¢ ’nin goriintiisii abelyen bir grup oldugundan G’ Ker(¢) dir.

Dolayistyla, ¢, ¢":G/G'— A, (G)/ A (G) fonksiyonunu indiikler. ¢* mn bir izomorfizma
oldugunu ispatlamak bu homomorfizmanin tersinin var oldugunu gostermek ile miimkiindiir.

{ g-l:ge G} elemanlarimin kiimesi, Z {izerinde A, (G) nin bir bazidir. Bu baz
tizerinden diisliniilir ise baz elemanlarna degerleri verilerek bir y:A, ( G) —->G/G';
7% :( g- 1) = gG', Vg e G fonksiyon tanimlanir.

o= —(a - 1)(b - 1) eA; (G) alinir ise buradan, o = (a - 1) + (b —1) - (ab - 1) dir. Bu,
v (a)=aG'bG'.(ab) G'=ab™'ba”'G' =G’ (3.2)

dir. Dolayistyla, a € Ker(l//) dir. Bu A} (G) c Ker(t//) oldugunu gosterir. Boylece, v ,

v :A,(G)/A;(G)—>G/G' homomorfizmasini indiikler. ¢* ile y* 1n birbirinin tersi
oldugunu goriiliir (Sehgal ve Milies, 2002). m

Teorem 3.2.6’nin ispatindan Ker(¢) =G’ oldugu gortliir.

Ker(¢)= {g eG:g-leA] (G)} =G m(1+ A (G)) oldugundan su sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.2.7 G bir grup olsun ve G', G nin komiitatdr alt grubunu gostersin. Buradan
GN(1+A}(G))=G' (3.3)

dir (Sehgal ve Milies, 2002).
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Sonu¢ 3.2.8 G ve H, ZG = ZH olacak sekilde gruplar olsun. Buradan,

H
E =~ (3.4)
G H'
dir.

Kamt: 6:7ZG — ZH bir normallesmis izomorfizma olsun. A, (G) ve A, (H ), ilgili

augmentasyon fonksiyonlarin gekirdekleri olduklarindan ve 6 normalize edildiginden,

H(AZ (G)):AZ (H) ve H(A; (G))zA% (H) dir. Boylece,

(3.5)

dir (Sehgal ve Milies, 2002).

Teorem 3.2.9 N, bir G grubunun normal bir alt grubu olsun. Eger bir g € G eleman:

g—1€A;(G)A,(G,N) seklinde ise g e N’ dir.

Kamt: g-1e€A,(G)A,(G,N) elemani (x—1)y(n—-1) x,yeG, neN bicimindeki

elemanlarin ¢arpimlarinin bir lineer birlesimidir. (x - 1) y= (xy — 1) — ( y— 1) oldugundan
g—-1= Zalj (xi —1)(nj _1)’% €Z,x, € G,nj e N dir.
i,j

Y, G de N nin birim elemani igeren transversali olsun. O zaman, her xe G, te Y
ve ne€ N olmak lizere x=m seklinde tek tirlii yazilir. ZG ye lineer olarak genisleyen

6:G — N fonksiyonu
O:x=tm—n (3.6)

seklinde tanimlansin. O halde, 6:4G — ZN lineer bir eslemedir ancak ¢arpma altinda

muhtemel bir homomorfizm degildir.
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g- 1—2% X, ( )a €Z,x,€G,n;eN esitliginde  x,=tm,m eN

it

yazilip bu denklemin iki tarafina da 6 uygulanirsa

~1= ZaU ~1)(n, 1) (3.7)
dir. Bunun nedeni ise

6’((timi —1)(11_], —1)) = Q(Iiminj —t;m;—n, +1)
=mn;,—m, —n; +1

= (m,—1)(n; 1) (3.8)
dir.

Mod N ye distiniilecek olursa g—1= Zal.j (x —1)(nj —1),aij €Z,x,€G,n;eN

ij

esitliginden g —1=0 elde edilir. Bdylece g € N dir. Dolayisiyla, Q(g) =g ve

g-1= Zau ~1)(n,~1)e AL (N) (3.9)

dir. Sonug olarak, g e N n (1 +A} (N)) = N' dir (Sehgal ve Milies, 2002). =

Sonug 3.2.10 N , bir G grubunun bir normal alt grubu olsun. O halde,
N/N'=A,(N)/A,(G)A,(G,N) (3.10)
dir.

Kamt: ¢: N > A, (N)/AZ (G)AZ (G,N) fonksiyonu
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n—1-n+A;(G)A,(G,N) (3.11)
seklinde tanimlansin. ¢ ortendir ve Teorem 3.2.9’dan Ker(¢) = N’ dir. Bu nedenle,
N/N'=A,(N)/A,(G)A,(G,N) (3.12)

dir (Sehgal ve Milies, 2002). m

Teorem 3.2.11 G ve H, ZG =ZH olacak sekilde sonlu gruplar olsun. N, G nin bir

normal alt grubu ve M , H nin N ye karsilik gelen normal alt grubu olsun. Buradan:

i. Z[GIN]|=Z[H/M] dir
ii. N/N'zM/M' dir.
iii. Eger N abelyenise M de abelyendir.

Kamit: (i) N nin sifirlayicisi

Ann(N)={xeZG:xN =0} =A, (G,N) (3.13)

dir. Eger, 0:2G — ZH bir normallegsmis izomorfizmay1 ifade ediyorsa 49(]\7 ) =M dir ve
bu  yizden, (A (G,N))=A,(H,M)  dir.  Boylece 0, bir

A :(ZG 1A, (G, N)) —>ZH /A, (H,M) izomorfizmasina indiikler, yani

Z|GIN]|=ZG/A,(G,N)=ZH /A, (H.M)=7Z[HIM] (3.14)
dir.

(i1) Sonug 3.2.10°dan
N/N'=A,(N)/A,(G)A,(G.N)=A, (M)A, (H)A,(HM)=MIM' (3.15)
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dir.
(iii) N abelyen ise N'=1 dir ve ii’den N=M /M’ dir. |N|=|M| oldugu icin

M' =1 oldugu goriiliir ve buradan M nin abelyendir (Sehgal ve Milies, 2002). m

Teorem 3.2.12 G bir sonlu grup ve H , ZG =7ZH olacak sekilde baska bir grup olsun. O
halde,

G _H

~ 3.16
G " H n ( )
dir (Sehgal ve Milies, 2002).

Sonug¢ 3.2.13 G bir sonlu metabeliyan grup ve H , ZG = ZH olacak sekilde baska bir grup
olsun. O halde, G = H dir.

Kamit: G metabeliyan grup oldugundan G' abelyendir. Verilen ZG = ZH izomorfizmasi

nedeniyle |G| = |H| G/G'=H/H' dir. Boylece, G'| =|H'| dir. Ayrica, Sonug 3.2.10’dan

A, (G,G") A,(H.H) _H'
T A.(6)A,(G.G) A (H)AL(H.H) H"

'~

I

(3.17)

dir. Buradan, H "=1 dir ve G = H dir (Sehgal ve Milies, 2002). m
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Grup halkalar1 teorisinin grup teorisi ve halka teorisi ile dogrudan baglantilar1 vardir;
clinkii grup halkalar1 {izerindeki sonuglar ile gruplar ve halkalar hakkindaki sonuglar
arasinda yakin iliskiler vardir. Ote yandan, bir R —modiil M nin bir RG —modiil yapilmasin1
saglayan ve R-modiil smiflar1 ile RG —modiil smiflar1 arasindaki bazi iliskilerin
incelenmesini saglayan bir cebirsel yap1 ortaya konmustur (Uc vd., 2016). Bu tezde, hem G
nin bir normal alt grubu i¢in bir RG —alt modiil hem de bir RG —alt modiil i¢in G nin bir

normal alt grubunun bulunmasi ile ilgili yontemler incelenmistir. Ayrica, G nin her normal

alt grubu H i¢in |H | R de terslenebilir ise M nin bir RG —alt modiil direkt toplananin

oldugu arastirilmistir.

N, G nin bir normal alt grubu olmak tizere RG den R(G/ N ) ye

ﬂ[Z(Fg g)] = Z(rg gN) seklinde verilen dogal halka epimorfizmasin1 7 nin ¢ekirdegi

geG geG

Ay(G,N) dirve A,(G,N), RG de iki tarafli idealdir. Ayrica, N nin normal alt grup olmasi

nedeniyle,
Ap(G,N)=A4(N).RG=RGA,(N) 4.1)

dir.
I, RG nin iki tarafli ideali olsun. O halde;

GN(1+1)={geG:1-gel} (4.2)

dirve GN (1 +1 ) , bir normal alt gruptur. Buradan, I', RG nin iki tarafli idealler kiimesi ve
A, G nin normal alt gruplariin kiimesi olmak {izere, sirasiyla, ‘I’(I ) = Gm(1+l ) ve
H(N ):AR(G,N ) ile tanimlanan I" dan A ya bir ¥ fonksiyonu ve A dan I' ya bir I1
fonksiyonu tanimlanabilir. Burada, A,(G, N), halka homomorfizmasinin gekirdegi oldugu

icin g—-leA, (G, N ) oldugu zaman g e N dir. G nin bir normal N alt grubu igin:
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W(II(N))=¥(As(G.N))=Gn(1+A,(G.N))=N (4.3)

dir. O zaman WII birimdir. Ancak IT¥ birim degildir. RG nin kendisi diisiiniildigiinde
‘P(RG) =G ama H(G) =A, (G,G) =A, (G) # RG dir. Bu tezde, I[TY nin hangi alt grup
ve idealler sinifi i¢in birim oldugu ile ilgili yapilan ¢alismalar arastirilmastir.

Bu noktadan sonra, RG, RG nin sifirdan farkli bir [ ideali i¢in Gm(1+l ) # {e}

kosulunu saglayan bir grup halkasini gostermektedir.

Teorem 4.1 [, RG nin sifirdan farkli bir basit ideali olsun. O halde, H =G ﬁ(1+1 ) bir

basit gruptur.
Kamit: H # {e} ve sifirdan farkli bir re A, (G,H) secilsin. Buradan, r, € RGve h—-1¢€l

olmak tzere r:Zrh (h—l) dir. O halde, A, (G,H )gl dir. Ote yandan, [ basit

heH

oldugundan dolay1 e—1€A,(G,H) ve A, (G,H)=1 dir. H,, H, in bir 6z normal alt

grubu olsun. O halde, A, (G, Hz) sifirdan farklidir ve A, (G, Hz) =A, (G, H) =1 dir.

Boylece,
H,=Y¥([1(H,))=¥(A:(G.H,))=¥(A:(G.H))=H (4.4)
dir (Alkan, 2017). m

Teorem 4.2 H basit bir grup olsun. O zaman, I = A, (G, H ) , RG nin bir basit idealidir.
Kamt: H bir basit grup ve 1,, A, (G,H) nin bir ideali olsun. O zaman

H =Gn(1+1))cGn(1+1)=¥ (A, (G.H))=H (4.5)
oldugundan dolay1 H, = {e} veya H,=H dir.
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Eger H, = {e} olmasi hipoteze gore I, sifir ideal olmadig1 i¢in imkansizdir.
Eger H,=H ise o zaman [ =A, (G,H)=AR (G,Hl)gl1 dir. Bu, I ni basit

oldugu anlamina gelir (Alkan, 2017). m

Teorem 4.3 S, G nin basit alt gruplarinin bir kiimesi olsun. Z A (G, H) < Socy; (RG)

HeS

dir; burada, Soc,, (RG) , RG nin basit sag ideallerinin toplamidir.

Kamt: H, G nin bir basit alt grubu olsun. A, (G,H ) bir basit idealdir ve dolayisiyla

> A (G, H) < Socy; (RG) dir (Alkan, 2017). m

HeS

Teorem 4.3’te ifade edilen kapsamanin tersi dogru degildir. Basit ve abelyen bir G
grubunu igin S = {G} "dir ve A, (G,G) =A, (G) #RG dir.

M , degismeli R halkasi tizerinde bir modiil olsun. End,M , M nin endomorfizm
halkasin1 belirtmek tizere R -modiilli M yi bir RG —modiil yapan cebirsel yapi su
sekildedir: 7, G den End,(M) ye bir grup homorfizmasi olsun. Her g e G,me M igin
mg carpimt = mg = T(g)m olarak tanimlanir. Bu c¢arpma ile m,m,eM i¢in

(m, +m,)g =m,g +m,g dir. Boylece, bir R —modiil bir RG —modiil olarak diisiinebilir (Uc
vd., 2016).
Eger her geG icin 7(g)=1 ise RG —modiiliiniin yapist R —modiiliiniin

Endyg(M)
yapist ile aynidir. 7 (G) c End, (M ) dir. Ayrica, RG —modiil M nin bir R —alt modiilii N
olmak tizere, her f ET(G) icin f (N )gN oluyor ise N, r—tam invaryant olarak

adlandirilir (Uc vd., 2016).

Teorem 4.4 N, RG —alt modiil M nin bir R —alt modiilii olsun. O halde, NG =) Ng,

geG

N i igeren bir minimal RG —alt modiildiir.
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Kanit: NG bir RG —alt modiildir. NG nin N yi igeren minimal bir RG —alt modiil

oldugunu gosterilmelidir. N, in N € N, € NG olacak sekilde bir RG —alt modiil olsun. N,
, N yiigeren bir RG —alt modiilii oldugundan bir n € N elemani ve her g € G i¢in ng € N,

dir. Dolayisiyla, N, = NG oldugu anlamina gelir (Alkan, 2017). m

Teorem 4.5 N , M ninbir R —alt moduli olsun. O zaman, N nin bir RG —alt modiil olmasi

icin gerek ve yeter sart N nin 7 —tam invaryant olmasidir (Alkan, 2017). m

Teorem 4.6 N, M nin bir R —alt modiilii olsun. O zaman, (NG :; M )G = (NG :;; M)

dir.

Kamt: ~, (N 7 ) ve g € G olsun. Mr ¢ N oldugundan dolayr Mrg — Ng dir. Buradan,

(NG, M)G (NG :; M) dir (Alkan, 2017). m

Teorem 4.7 H , G nin bir normal alt grubu ve M , bir RG —modiil olsun. O zaman, MH ,

M nin bir RG —alt modiiludiir.

Kanit: m, e M olmak iizere x = thh e MH ve g € G olsun. O zaman, xg = Z m,hg

heH heH
dir ve boylece her he H igin hg = gh, olacak sekilde h, € H vardir. h,h, € H igin

h, #h,, ise h #h, dir. Buradan, Hz{hg:heH} dir ve xg=2mhhg dir. m,geM

heH

oldugundan dolay1 xg e MH dir ve MH bir RG —alt modiildiir (Alkan, 2017). m

Belirli bir normal alt grup H = {h =¢,h,,...,h} icin H:Zh:e+h2+...+h, ve

1
heH

|H|=1.1, gbsterimleriile H.H = H.|H| dir.

Teorem 4.8 H , G nin bir normal alt grubu ve M , bir RG —modiil olsun. O zaman, M H ,

M nin bir RG —alt modiiliidiir. Ozel olarak, |H

, R’ de terslenebilir ise M H , M nin direk

toplam RG —alt modiiliidiir.
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Kamt: Oncelikle, geG icin Hg=gH oldugunun gosterilmesi gerekmektedir.
Hg=(e+h,+...4+h)g=eg+hg+...+hg dir. Her h € H igin hg = gh, olacak sekilde
h, € H vardir ve Hg = ge+gh, +...+gh, = gH dir.

g€G ve meM olmakiizere x=mH € M H olsun. xg =mHg=mgH e M H dir.

Buradan, M H nin M nin bir RG —alt modiilii oldugu anlamina gelir.

ey (m)= % olarak tanimlayalim. Bir g € G igin

e, (mg): mgH mHg _[mH

= = g=e,(m)g (4.6)
[H| 7] H] ]
dir. Buradan, e, , bir RG —homorfizmadir. ispati tamamlamak igin e, nin idempotent

oldugunu kanitlamak yeterlidir.

me M olsun. Buradan

2 (m) =y (e () = (m)H _ [mHJ( H }_ mH|H| o, (m) wn

|H| H| \|H|) |H|H]
O halde, e, (M )=MH |H |_1 , M nin direkt toplanan RG —alt modiiliidiir (Alkan, 2017). =

Teorem 4.9 M , bir RG —modiil ve H , G nin bir normal alt grubu olsun. O halde,

AM(H):{Zah(h—lﬂah GM} (4.8)

heH

M nin bir RG —alt modiiliidiir ve A, (H)=M.A, (G, H).

Kamt: > a,(h—-1)eA, (H)ve geGolsun. H, G nin bir normal alt grubu oldugundan

heH

her he H igin gh, =hg olacak sekilde h, € H vardir. O halde,
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IS AT

heH heH

:Zah(ghg_g)

heH

=Y a,8,(h,~1)eA, (H) 4.9)

heH

Bu nedenle, A,, (H ), M nin bir RG —alt modiiludiir.

x=Y r,(h-1)eA(G,H) olsun. me M igin, mx=">)_mr,(h—-1)eA,, (H) dir.

heH heH

> a,(h-1)eA, (H) olsun. O zaman, » a,(h—1)eM.A,(G,H) dir. Buradan,

heH heH
A, (H)=M.A,(G,H) dir (Alkan, 2017). m

Q, G nin tim normal alt gruplarnin kiimesi ve ®, M nin ﬂ(H ) =A, (H ) ile
tanimlanan tiim alt modiillerinin kiimesi olmak iizere Q dan ® ye bir B fonksiyonu

tanimlansin. M,, M nin bir RG —alt modiilii olsun. O zaman, I =(M, :;,; M ), RG nin iki

tarafli bir idealidir ve buradan, H =G m(l +1 ) =G m(1+ (M e M )), G nin bir normal

alt grubudur.

® den Q yabir § fonksiyonu §(N)=Gn (1 +(Ny o M )) seklinde tanimlansin.

M =RG ise 6(3) fonksiyonu y fonksiyonuna (sirastyla IT) esittir. Bu nedenle, 45 birim
olmak zorunda degildir. Diger yandan, 8 nin ne zaman birim oldugu incelenebilir.

Modiil teorisinde, A halkasinin I , J idealleri ve bir A —modiil V i¢in VI CVJ ise
I < J olmak zorunda degildir. Bir A halkasinin 7, J idealleri igin VIcVJ ise I < J
oluyor ise A—modiil V, A icin * ozelligine sahiptir. Degigmeli bir A halkasi iizerinde

sonlu olarak iiretilmis bir carpim modiilii A icin * 6zelligine sahiptir. Buradan, asagidaki

teorem ifade edilebilir.

Teorem 4.10 M, RG i¢in x Ozelligine sahip bir RG —modiil ve ¢, 3, yukarida ifade

edilen fonksiyonlar olsun. O zaman, 4 birimdir.
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Kamt: H, G nin bir normal alt grubu olsun. Teorem 4.9 dan

Ag (G,H) c (AM (H) ‘RG M)dir. Diger yandan,
M.(Ay, (H)ye M)A, (H)=M.A,(G.H) (4.10)

ve RG igin * ozelligine gore (A, (H)ue M)S A (G.H) dir. Boylece,

(Ay (H) 6 M)=A4(G,H) ve buradan,
B(H)=GA(1+(Ay (H) g M))=G(1+A,(G.H))=H (4.11)
dir (Alkan, 2017). m

Teorem 4.11 H , A, (G) A, (H ) olacak sekilde G nin bir maksimal normal alt grubu

ve 0, S, yukarida ifade edilen fonksiyonlar olsun. O zaman, of (H ) =H dir.

Kamt: H , A,, (G) A, (H ) olacak sekilde G nin bir maksimal normal alt grubu olsun.
O zaman, A (G.H)c (AM (H) g M) dir ve A, (H) 6z ideal oldugundan

(Ay (H) 4 M) RG nin bir 6z idealidir. Bu nedenle,
H=G(1+A,(G.H)) <G (1+(A,, (H) s M)) (4.12)

dir. Buradan, H=Gm(1+(AM (H):RGM)) veya G=Gm(1+(AM (H) % M)) dir. Eger
G=Gm(1+(AM(H):RG ) ise Gc( ( )) dir ve her geG igin
M(g—l)gAM(H) dir. Bu, A ( ) A

( ) oldugu anlamina gelir. Ancak, bu bir

geliskidir. Buradan, 5B(H)=G N (1+(A, (H): M))=H dir (Alkan, 2017). m
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5. SONUC

Grup halkalarinda augmentasyon idealler yardimiyla grup halkasinin iizerinde
taniml1 oldugu grubun alt gruplari, grup halkasinin bazi idealleri ve grup halkasinin {izerinde
tanimlanan modiiller ve alt modiiller arasindaki iliskiler cebirde ilgi duyulan problemler
ortaya koymustur. Bu problemler iizerinde ¢alisilarak, grup halkalar1 ve grup halkalarinin
tizerinde tanimli oldugu gruplarin arasindaki iligkileri belirleyen, alt grup, modiil, alt modiil
ve idealler arasinda temel bazi uyusumlar elde edilmistir. Bu tezde, grup halkalarini ve grup
halkalarinin iizerinde tanimli oldugu gruplarin karakterize edilmesini saglayan bu

uyusumlardan bahsedilmistir.

Oncelikle, bir G grubu ve R halkasi verildiginde, G nin tiim alt—gruplarinmn kiimesi S (G)
ile ve RG nin tiim sol ideallerinin kiimesi I(RG) ile gosterilmek iizere G nin normal alt

gruplarini, RG nin iki tarafli ideallerine esleyecek sekilde, S(G) den [ (RG) ye bir

fonksiyon vardir. Bu fonksiyonun tersi de bazi 6zel sartlar ile birlikte bir fonksiyon olusturur.
G nin normal alt gruplarinin ve RG nin iki tarafli ideallerini karsilikli olarak birbirlerine
eslenmesi ile elde edilen uyusum, grup halkalarinda alt gruplar, idealler ve alt modiiller

arasindaki baska uyusumlarin aragtirilmasi ile ilgili sorularin sorulmasini saglamistir.

“H , bir G grubunun bir normal alt grubu olsun. O halde, A, (G,H ), RG nin iki

R
tarafls idealidir ve —— 0 = R(G/H) (Milies ve Sehgal, 2002) dir.” sonucu ile G nin

Ay (G.H)
normal alt gruplarini, RG nin iki tarafli ideallerine esleyecek sekilde, S (G) den [ (RG) ye
bir fonksiyon olusturulmustur. Bu fonksiyonun tersi de bir fonksiyon olusturur. Bir sol ideal
I € I(RG) verildiginde V(1)=GN(1+1), G nin bir alt grubudur. Anlatilan bu iki esleme
arasindaki iliski “ H € S (G) ise V(A X (G, H )) = H dir.” ile verilmistir. Burada ifade edilen

normal alt gruplar ve idealler arasindaki uyusum, grup halkalarinda basgka uyusum ve
karakterizasyonlarin arastirilmasina neden olmustur.

G ve H, ZG =ZH olacak sekilde iki grup ve herhangi bir degismeli R halkasi
icin RG=R®,ZG=R®,7ZH =RH dir. RG=RH ise G=H dir. G ve H, sonlu

gruplar oldugunda o :ZG — ZH , bir normallesmis izomorfizma ise O'(g) €H ve geG

elemant i¢in o nun kendisi, kisitlama yoluyla, H ve G gruplari arasinda bir izomorfizma
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verir. Sirastyla G ve H nin smif toplamlari { 7/1‘},'61 ve {5 j}. , ile gosterilmek iizere her y,
je

i¢in, U(}/,.)=5j olacak sekilde tek bir &, vardir. Yani sirasiyla G ve H ’'nin simf

toplamlar1 arasinda bire—bir bir uyusum vardir. Bu sonu¢, G nin normal alt gruplar1 ile H
nin normal alt gruplar1 arasinda bir uyusum oldugunu kanitlamak i¢in kullanilir. G nin

normal alt gruplar1 ile H nin normal alt gruplar1 arasindaki uyusum incelendiginde

LG =7ZH ve N, G nin bir normal alt grubu olacak sekilde G ve H sonlu grup olsun.

0:2G — ZH bir normallesmis izomorfizma olsun. O zaman, 49(1\7 ):M ve |N |:|M |

olacak sekilde M < H vardir. N — M latislerin bir morfizmdir; dyle ki igermeleri ve
boylece kesigimleri ve ¢arpimlari korur.” sonucu elde edilir.
Grup halkasinin tlizerinde tanimlandig1 grup ile grup halkasinin idealleri arasindaki

temel baz iliskiler “G bir grup ve G', G grubunun komiitator alt grubu olsun. O halde,

G _A(G)

G = (0) dir.” ve “G bir grup olsun ve G', G nin komiitatdr alt grubunu gostersin.
Z

Buradan G m (1 +A; (G)) = G'.” sonuglari ile ifade edilmistir.

0:2G — ZH bir normallesmis izomorfizma olsun. A, (G) ve A, (H )

augmentasyon fonksiyonun ¢ekirdegi oldugundan ve 6 normalize edildiginden,

Q(AZ (G))=AZ (H) ve H(Aé (G)):Aé (H) dir. Buradan g;iz Eg; = ig Ez;;%

dir ve “G ve H grup olmak lizere ZG =ZH olacak sekilde gruplar olsun. Buradan,

E =~ i dir.” sonucu elde edilir.

G' H'

Bu teorem gelistirilerek “N, bir G grubunun normal alt grubu olsun.
N/N'=A,(N)/A,(G)A,(G,N).” sonucu elde edilir.

Sonlu gruplar iizerine tanimlanan integral grup halkalarinin alt halkalar1 ile bu

integral grup halklarmin iizerinde tanimlandigi gruplarin ve bu gruplarin normal alt

gruplarinin arasindaki 6nemli bir karakterizasyon da “ N , G nin normal bir alt grubu ve M

, H nin normal alt grubu olsun. O halde; Z[G/N]EZ[H/M] dir. Ayrica

N/N'2zM/M'" dir. Eger N abelyenise M de abelyendir.” seklinde ifade edilir.
Yukarida ifade edilen grup halkalarinin idealleri ve grup halkalarinin iizerinde

taniml1 oldugu grubun alt gruplar1 ve normal alt gruplar1 arasindaki uyusumlarin sayesinde
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grup halkalar1 iizerinde tanimli modiiller ile grup halkalarinin {izerinde tanimli oldugu

gruplarin normal alt gruplari arasinda da “M , bir RG —modiil ve H, G nin bir normal alt

heH

grubu olsun. O halde, A, (H)= {z a,(h=1)|a, M} , M nin bir RG —alt modiiliidiir ve

A, (H ) =M A, (G, H ) dir.” sonuglari elde edilmistir.

G nin tiim normal alt gruplarinin kiimesinden M nin £ (H ) =A, (H ) tarafindan
tanimlanan tiim alt modiillerinin kiimesine bir B fonksiyonu tanimlansin. M,, M nin bir
RG —alt modili ve [= (M Ve M ), RG’nin  iki tarafli  idealidir ve
H=Gn(1+1)=Gn (1 +(M, e M )) ., G nin bir normal alt grubudur.
S(N)=Gn (1 +(N, o M )) ile tanimlanan M nin ﬂ(H) =Ay, (H) tarafindan tanimlanan

tiim alt modiillerinin kiimesinden G ’nin tiim normal alt gruplarinin kiimesine bir fonksiyon

olsun. Bu fonksiyonlar yardimi ile “H, A, (G);tAM (H ) olacak sekilde G nin bir
maksimal normal alt grubu ve &, £, yukarida ifade edilen fonksiyonlar olsun. O zaman,
op (H ) = H dir.” sonucu elde edilir.

Sonug olarak, bu tezde G ve H bir grup olmak {izere G nin normal alt gruplart ile
H nin normal alt gruplar arasinda, grup halkasinin iizerinde tanimlandig1 grup ve bu grubun
normal alt gruplar ile grup halkasinin idealleri arasinda ve grup halkasinin {izerinde
tanimlandig1 grubun normal alt gruplar ile grup halkasi lizerinde tanimlanan modiillerin
arasinda uyusumlar anlatilmistir. Ayrica sonlu gruplar iizerine tanimlanan integral grup
halkalarinin alt halkalar1 ile bu integral grup halklarinin lizerinde tanimlandig1 gruplarin ve

bu gruplarin normal alt gruplar1 arasinda olan uyusum gdsterilmistir.
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